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INTRODUCTION.

LA solution de tout probléme déterminé se réduit, em
dernitre analyse, & la résolution d'une ou de plusieurs
équations, dont les coefficiens sont donnés en nombres ,
et quon peut appeler équations numériques. 11 est done
important d’avoir des méthodes pour résoudre compléte-
ment ces équations , de quelqne degré qu’elles soient. Celle
que Pon trouve dans le Recueil des Mémoires de 'Aca~-
démie de Berlin pour Pannée 1767, est la seule qui offre
des moyens directs et sfirs de découvrir toutes les racines
tant réelles quimaginaires d’une équation numérique don-
née, et d’approcher le plus rapidement et aussi prés que
Yon veut de chacune de ces racines. On a réuni dans le
présent Traité le Mémoire qui contient cette méthode, et
les Additions qui ont paru dans le volume des Memou'es
de la méme Académie, pour Pannée 1768. Et pour rendre
ce Traité plus intéressant, on y a joint plusieurs Notes,
dont les deux derniéres paraissent pour la premitre fois
dans cette nouvelle Edition. Ces Notes contiennent des

recherches sur les principaux points de la théoue des
équations algébriques,

11 faut bien distinguer la résolution des équations numd-
riques de ce qu’on appelle en algebre la résolution générale
des équations. La premiére est, & proprement parler, une
opération arithmétique, fondée A la vérité sur les principes
généraux de la théorie des équations, mais dont les résultats
ne sont que des nombres, ot Pon ne reconnalt plus les
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premiers nombres qui ont servi d’élémens , et qui ne con-
.servent aucune trace des différentes opérations particulieres
qui les ont prodaits. L’extraction des racines carrées et
cubiques est Popération la plus’ sunple dé ce genre ; cest
la résolution des équations numériques du second et du
troisitme degré, dans lesquelles tous les-termes intermé-
diaires manquent. Aussi- conviendrait-il- de- ddnner dans
Parithmétique les regles:de la résolution des équatlons nu-
mériques, sauf ¥ renvoyer i Palgébre la démonstration de
celles qui dépendent de la théorie géné‘rale des équations.

ZVewton a appelé Talgtbre anﬂzmetzgue universelle. Cet’ce
dénomination est exacte & quelques égards ; mais clle ne
fait pas assez connaitre fa véritable différence qui se trouve
entre Parithmétique et Palgdbre. Le caractére essentiel de
celle-ci consiste en ce que les résultats de ses opérations ne
donnent pas les. valeurs individuelles des quantités qu’on
cherche, comme ceux des opérativna erithmdtiques ou des
constructions géométriques, mais représentent seulement
les opérations , soit arithmétiques ou géométriques qu'il
faudra faire sur les premitres quantités données pour obtenir
les valeurs cherchées; je dis arithmétiques ou géométriques,
"car on connait depuis #zéte les constructions géométriques
par lesquelles gn peut faire sur les lignes les mémes opé-
rations que I igiait en arithmétique sur les nombres.

CUARRERIY

L’a]gebre platie. pour ainsi dire également sur l'arithmé-
tique et sur la géométrie; son objet n’est pas de trouver les
yaleurs mémes des quantités cherchées, mais le systéme
d’opérations & faire sur les quantités données pour en dé-
duire les valeurs des quaritités qu’on cherche, d’aprés les
conditions du.probléme. Le tableau de ces opérations repré-
sentées par les.caractéres algébriques, est ce quon nomme
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en.algtbre une formule 3, et lorsqu’une quantité. dépend
dauues quantitds , de maniére qu’elle peut étre exprimée
par une formule qui contient ces: .quantités, on dit alors
qu’elle est une fonction de ces mémes quantités.

- L’algtbre prise dans le sens le plus étendu, est Part de
détermine 188 Inconnues par des forictions des quantités
connues,.ou quon regarde cornme connues; et Ja résolu-
tion générale des équations consiste 3 trouver pour toutes
les équations d’un méme degré , les fonctions des coefliciens

de ces équations qui peuvent en représenter toutes les
racines.

On r’a pu jusqu’a présent trouver ces fonctions que pour
les équations du second , du troisitme et du quatri¢me
degré ; mais quoique ces fonetions expriment généralement
toutes les racines des équations de ces mémes degrés, elles
se présentent néanmoins, dés le troisiéme degré , sous une
forme telle'qu’il est impossible d’en tirer les valeurs numé-
riques des racines par la simple substitution de celles des
coefficiens , dans les cas mémes .ol toutes les racines sont
essenticllement réelles; c’est cette difficulté que les Ana-
lystes désignent par le nom de cas irréductible; elle aurait
lieu & plus forte raison dans les équations des degrés supé-
rieurs, sil était possible de les résoudre par des formules
géndrales.

Heureusement on a trouvé le moyen de la vaincre dans Je
‘troisieme et le quatrieme degré, par la considération de
la trisection des angles, et par le secours des tables trigo-
nométriques ; mais ce moyen  qui -dépend de la division -
des angles, n’est applicable dans les degrés plus élevés qu'a
une classe d’équations trés-limitée ; et on peut assurer
d’avance que quand méme on parviendrait & résoudre gé-
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néralement le cinqui¢me degré et les suivans, on n’aurait
par la que des formules algébriques, précieuses en elles-
mémes, mais trés-peu utiles pour la résolution effective et
numérique des équations des mémes degrés, et qui, par
conséquent , ne dispenseraient pas d’avoir recours aux mé-
thodes arithmétiques qui sont Yobjet de ce Traité.

Fiéte est le premier qui se soit occupé de la résolution
des équations pumériques d’un degré quelconque. Il fait
voir dans le Traité de numerosa potestatum adfectarum
resolulione ; comment on peut résoudre plusieurs équations
de ce genre par des opérations analogues a celles qui servent
a extraire les racines des nombres.

Harriot ; Ougtred , Pell, etc.- ont cherché 3 faciliter la
pratique de cette méthode, en donnant des régles particu-
fitres pour diminuer les. titonnemens, suivant les différens

cas qui ont lieu dans les équations relativement aux signes
de leurs termes. Mais la multitude dea opédrations qu’elle

demande , et Pincertitude du succés dans un grand nombre
de cas, l'ont fait abandonner enti¢rement.

En effet, il est aisé de se convaincre quelle ne peut
réussir d’une maniére certaine , que pour les équations dont
tous les termes ont le méme signe, & Pexception du dernier
tout connu ; car alors ce terme devant étre dgal a la somme
de tous les autres, on peut, par des titonnemens limités
et réglés , trouver successivement tous les chiffres de la
valeur de Yinconnue, jusqwau degiré de précision qu'on
aura fixé. Dans tous les autres cas, les titonnemens devien-
dront plus ou moins incertains , & cause des termes sous-
tractifs. o '

Il faudrait donc, pour Pemploi de cette méthode, qu’on
plit par une préparation préliminaire réduire toutes les
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équations 3 cette forme. Nous prouverons, dans ure des
Notes (*), que cette réduction est toujours possible; pourvu
quwon ait deux limites d’une racine, 'une en plus, lautre
en moins, et qui soient telles que toutes les autres racines,
ainsi que les parties réelles des racines imaginaires, s’il y en
a, tombent hors de ces limites. Mais la difficulté de trouver
ces limites est elle-méme aussi grande, et peut étre quel-
quefois plus grande que celle de résoudre Péquation.

A la méthode de Fiéte a succédé celle de Newton , qui
n'est proprement qu'une méthode d’approximation , puis-
qu’elle suppose que ’on ait déj la valeur dc la racine qu’on
cherche, & une quantité preés moindre que sa dixiéme partie;
alors on substitue cette valeur plus une nouvclle inconnue
4 l'inconnue de équation proposée, et on a une seconde
équation dont la racine est ce qui reste a ajouter & la pre-
mictre valeur pour avoir la valeur exacte de la racine cher-
chée ; mais d cause de la petitesse supposée de ce reste, on
néglige dans la nouvelle équation le carré et les puissances
plus hautes de Pinconnue; et Péqualion étant ainsi rabaissée
au premier degré, on a sur-le-champ la valeur de Pinconnue.
Cette valeur ne sera encore qu’approchée; mais on pourra
s'en servir pour en trouver une autre plus exacte, en fai-
sant sur la seconde équation la méme opération que sur la
premicre , et ainsi de suite. De eette maniére, on trouve
d chaque opération une nouvelle quantité 3 ajouter ou &
retrancher de la valeur déji trouvée, et on a la racine d’au-
tant plus exacte, quon pousse le calcul plus loin,

Telle est la méthode que Yon emploie communément
pour résoudre les équations numériques ; mais elle ne sert,

(*) Voyez la Note XII,
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comme Pon voit, que pour celles qui sont déja & peu prés
résolues. De plus, elle n’est pas toujours stire ; car en né-
gligeant A chaque opération des termes dont on ne connait
pas la valeur, il est impossible de juger du degré dexac-
titude de chaque nouvelle correction ; et il peut arriver,
dans les équations qui ont des racines presque égales, que
la série soit trés-peu . convergente , ou quelle devienne
méme divergente apres avoir été convergente (*). Enfin
elle a encore l'inconv{nient de ne donner que des valeurs
approchées des racines mémes qui peuvent &tre exprimdées
exactement en nombres, et de laisser par conséquent en
doute si elles sont commensurables ou non.

- Le probl¢me qu’on doit se proposer dans cette partie
de I'Analyse , est celui-ci : Etant donnée une équation nu-
mérique sans aucune notion préalable de la grandeur ni
de Uespcce de ses racines , trouver la valeur numérique
exacte, s’l est possible , ou aussi approchée qu’on voudra
de chacune de ses racines. Ce probléme n’avait pas encore
¢été résolu; il fait Yobjet des recherches suivantes.

Depuis la premiere Edition de cet Ouvrage (**), il a paru
différentes méthodes pour la résolution des équations nu-
mériques ; mais la solution rigoureuse du probléme dont
il agit, est restée au méme point ol je l'avais portée; et
jusqu’ici on n’a rien trouvé qui puisse dispenser dans tous
les cas de la recherche d’une limite moindre-que la plus
petite différence entre les racines, ou qui soit préférable
aux moyens donnés dans la Note IV ponr faciliter cette
recherche.

(*) Voyez la Note V.
(**) En 17g8.
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CHAPITRE PREMIER.

Meéthode pour trouver , dans une égquation numérique
quelconqzée, la valcur entiére la plus approchée de
chacunc de ses racines réelles.

1. Théoréme 1. SI Pon aune équation quelconque, et que "on
connaisse deux nombres tels qu’étant substitués successivement &
la place de linconnue de cette équation, ils donnent des résul-
tats de signe contraire, I’équation aura nécessairement an moins
une racine réelle dont la valeur sera entre ces deux nombres,

Ce théoreme est connu depuis long-temps, et l'on a coutume
de le démontrer par la théorie des lignes courbes; mais on peut
aussi le démontrer directement par la théorie des équations,. en

L
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cette sorte: Soit x I'inconnue de 1'équation, et «, B, 3, etc. ses
racines, I’équation se réduira, comme l’on sait, & cette forme

(z—a) (82— B) (T —)ee = o

Or, soient p et g les nombres qui, substitués par x, donne-

ront des résultats de signe contraire , il faudra donc que ces
deux quantités

(p—a)(p—B)Y(p—12)....
(g —a)(g—~L)(g—12) ...

soient de signes différens; par conséquent, il faudra qu’il y ait
au moins deux facteurs correspondans , comme p—oa €t ¢ —a,
qui soient de signes contraires: donc il y aura au moins une des
racines de I’équation, comme o, qui sera enlre les nombres p et g,
c'est-a-dire plus petite que le plus grand de ces deux nombres,

et plus grande que le plus petit d’entre eux; donc cette racine
sera nécessairement réelle.

2. Corollaire 1. Donc, si les nombres p et ¢ ne différent Fun
de l'autre que de l'unité , on d’une quantité moindre que
I'unité, le plus petit de ces nonibres , sil est entier, ou le nombre
enticr qui sera immdédiatement moindre que le plus pelit de ces
deux nombres, il n’cst pas entier, sera la valeur entiere la
plus approchée d'une des racines de I'équation. Si la différence
entre p et g est plus grande que I'anité, alors nommaut 7, n--1,
n ~- 2, efc. lesnombres entiers qui tombent entre p et g, il est
clair que, sion substitue successivement a la place de I'inconnue,
les nombres p, n, n 41, 142, etc. ¢, on trouvera nécessai-
rement deux substitutions consécutives qui donneront des résul-
tats de signes différens; donc, puisqne les nombres yui donneront
ces deux résultats ne différent entre enx que de l'unité, on trou-
vera, comme ci-dessus, la valeur entitre la plus approchée d'une
des racines de ’équation.

5. Corolluire a. Toute équation dont le dernier ferme est
négatif, en supposant le premier positif, a nécessairement une
racine réelle positive, dont on pourra trouver la valeur enticre
la plus-approchée , en substituant a la place de Pinconnue les
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nombres o, 1, 2, 3, etc. jusqu'd ce que l'on rencontre deux
substitulions qui donnent des résultats de signe contraire. -

Car, en supposant le premier terme x™, et le dernier — H
(H étant un nombre positif), on aura, en faisant £ = o, le résultat
négatif —H, et en faisant x==w , le résultat positif ™ ; done
on aura ici p=—=o et g=w; donc les nombres entiers inter-
médiaires seront tous les nombres naturels 1, 2, 3, etc. donc, etc.
(Coroll. prée.)

De 14 on voit, 1°, que toute équation d’un degré impair, dont
le dernier terme est négatif, a nécessairement une racine réelle
positive,

2°. Que toute équation d’un degré impair, dont le dernier
terme est positif, a nécessairement une racine réelle négalive ;
car, en changeant x en —x, le premier terme de l’équation
deviendra négatif : donc, changeant tous les signes pour rendre
de nonveaun le premier terme positif, le dernier deviendra néga-
tif: donc V’équation aura alors une racine réelle positive; par
conséquent, I’équation primitive aura une racine réelle négative.

3°. Que toute équation d'un degré pair, dont le dernier terme
est négatif, a nécessairement denx racines réelles, 'une positive
et l'autre négative; car, premiérement, elle aura une racine
réelle positive ; ensuite , comme en changeant x en —x, le
premier terme demeure positif, la transformée anra aussi une
racine réelle positive: donc I'équation primitive en aura une
réelle et négative.

4. Remarque. Comme on peut toujours changer les racines
négalives d’une ¢quation quelconque en positives, en changeant
seulement le signe de linconnue, nous ne considérerons dans
la suite, pour plus de simplicité, que les racines positives; ainsi,
quand il s’agira d’examiner les racines d’une équation donnée,
on considérera d’abord les racines positives de cette équation,
ensuite on y changera les signes de tous les termes ol I'inconnue
se tronvera ¢levée 4 une puissance impaire, et on considérera
de méme les racines positives de cette nouvelle équation; ces

racines, prises en moins, seront les racines négatives de la
proposée.
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5. Théoréme II. Si dans une équation quelconque qui a
une ou plusienrs racines réelles et inégales, on substitue suc-
cessivement & la place de Pinconnue deux nombres, dont l'un
soit plus grand et dont l’antre soit plus petit que l’une de ces
racines , et qui différent cn méme temps 'un de l'autre d’une
quanlité moindre que la différence entre cette racine et chacune
des autres racines réelles de 'équation, ces deux substitutions
donneront nécessairement deux résultats de signes contraires.

Tin effet, soit o une des racines réelles et inégales de I'équation ,
et 3,7, d, etc. les autres racines quelconques; soit de plus p la
plus petite des différences entre la racine o et chacune des autres
racines réelles de I’équation, il est clair qu'en prenant p > «,
g <o, et p—qg<p, les quantités p—oa, et g—a seront de
signes contraires , et que les quantités p — B, p—1, etc. seront
cliacune de méme signe que sa correspondante ¢— @B, g—1, etc.
car, .si p — 8, et ¢ — ¢ étaient de signes contraires, il faudrait
que £ fit aussi compris entre p et ¢, ce qui ne se peut. Donc
les deux produits

(p—a)(p—B)(p—12) ...
(9 —a)(g—8)(g— 2.

c’est-a-dire, les résultats des substitutions de p et ¢ & la place
de Vinconnue « (1n° 1), seront nécessairement de signes
coniraires.

6. Corollaire 1. Donc, si dans une équation quelconque on
substitue successivement a la place de l'inconnue les nombres
en progression arithmétique

0, A, 28, 3A, 4A, €lCieneeen-nn-es (A)

les résultats correspondans formeront une suite, dans laquelle
il y aura autant de varialions de signes que ’équation proposde
aura de racines réelles posilives et inégales, mais dont les diffé-
rences ne seront pas moindres que la différence A de la progression,
De sorte que si on prend A égale ou moindre que la plus petite
des différences entre les différentes racines positives et inégales
de I’équation , la suite dont il s’agit aura nécessairement antant
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de variations de signes que I’équation contiendra de racines réelles
positives et inégales.

Done, si la diftérence A est en méme temps égale on moindre
que {’unilé, on trouvera aussi , par ce moyen, la valeur entitre
approchée de chacune des racines réelles positives et inégales
de I’équation (n° 2).

SiI'équation ne peut avoir qu'une seule racine réelle et positive,
ou si elle en a plusieurs, mais dont les différences ne soient pas
moindres que Yunité, il est clair qu’on pourra faire A==1, c’est-
a-dire qu’on pourra prendre les nombres naturels o, 1, 2, 3, etc.
pour les substituer a la place de inconnue; mais, s’ily a dans
Véquation des racines inégales dont les différences soient moindres
que l'unité, alors il fandra prendre A moindre que l'unité, et
telle qu’elle soit égale ou moindre que la plus petite des différences
cntre les racines dont il s’agit: ainsi la difficulté se réduit a trouver
la valear qu’on doit donner & A, ensorte qu’on soit assuré qu’elle
ne surpasse pas la plus petite des différences entre les racines
positives et inégales de T'équation proposée : c’est 1’objet du pro-
bleme suivant.

7. Corollaire 2. Toute équation qui a un seul changement de
signe, a nécessairement une seule racine réelle positive.

Tl est d’abord clair que Péquation aura nécessairement une
racine réelle positive , & cause que son dernier termc sera de
signe différent du premier (n° 3). Or je vais démontrer qu’elle ne
peut en avoir qu'une.

Soit (en supposant le premier terme posifif, comme i I’or-
dinaire) X la somme de tous les termes positifs de ’équation,
et Y la somme de tous les négatifs, en sorte que I'équation soit
X —Y ==o0; et puisquil n’y a, par Phypoth¢se, qu'un seul
changement de signe, il est clair que les puissances de I'inconnue «
du polynome X, seront toujours plus hautes que celles du poly-
nome Y ;de sorte que si &’ est la plus petite puissance de x dans
le polynome X, et qu'on divise les deux polynomes X et Y par 27,

o X . . -
la quanllté-;? ne contiendra que des puissances positives de «,

oo Y . . o
et la quantité = ne contiendra que des puissances négatives
s
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de x; d’'ou il snit que x croissant, la valeur dei—i devra croitre

aussi , et x diminuant, - diminuera aussi, a moins que le poly-

. X
nome X ne contienne que le seul terme x', auquel cas — sera tou-
jours une quantité constante; au contraire, x croissant, la valeur
Y .. . v . ' - Y,
de = diminuera nécessairement, et x diminuant, —iraen aug-
mentant. Soit a la racine réelle et positive de I'équation, onaura
. X Y
donc, lorsque x =a, X=7Y; donc aussi ~ =—:donc, en sub-
stituant au lieu de x des nombres quelconques plus grands que a,
. X Y
on aura toujours = >—, et par conséquent X —Y égal & un

nombre positif; et en substituant au lieu de x des nombres moindres

. X Y . . ;
que @ » on aura toujours — < =, et par conséquent X —Y égal amn
nombre négatif: donc il sera impossible que I'équation ait des
racines réelles positives plus grandes ou plus petites que a.

Si I’équation a plusieurs changemens de signe, elle peut avoir
aussi plusieurs racines réelles positives; mais lenr nombre ne peut
jamais surpasser celui des changemens ou variations de signe:

c’est ce théoréme qu'on appelle larégle de Descartes. Voyez la
note VIIL.

8. Probléme. Une équation quelconque étant donnée, trouver

une autre équation dont les racines soient les différences entre les
racines de I’équation donnée.

Soit donnée I’équation
am— A"~ o Bam =t — Cx" % - efc. == 0...,(B);

on sait que x peut &tre indifféremment égal 3 une quelconque de
ses racines: soit &« une autre racine quelconque de la méme
équation, en sorte que l'on ait aussi

xlm__Axlm—l_*_Bx'm—a__Cxlst +etC|=0,

et soit z la différence entre les deux racimes x et 2’, de manitre
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que Von ait 2’ = x - u; substituant cette valeur de o' dans la
derniére équation, et ordonnant les termes par rapport i z, on
aura une équation en # du méme degré m, laquelle, en commen-
cant par les derniers termes, sera de cette forme

X4 Yu -+ Zw? - Vid -ete. - " =o0,
les coefficiens X, Y, 7, etc. étant des fonctions de x telles que
X =an—Azxz"—' + Ba"—3* — Cax™—3? -~ etc.

Y mx™— — (m-—1) Ax"~* -}~ (m—2) Bx"—* —elc.
7 — m(m—1) =2

o2

—m—=1 m—2) 1)2(m——2) Azxm—3 - etc.

ete.,
c’est-a-dire, suivant la notation du calcul différentiel,

dX d=X d’X
Y—-—-";, Z-—-m, V-'—' 5d1.‘3’ ete.”
Donc, puisque par I'équation donnée (B) ona X=o, 1l'équation
précédente étant divisée par 12, deviendra celle-ci:

Y ~+Zu~ Vo - etc. 0" =o........ Q).

Cetle équation, si on y substitue pour x une quelconque des
racines de ’équation (B), aura pour racines les différences entre
cette racine et toutes les autres de la méme équation (B) : donc,
si on combine les équations (B) et (C) en éliminant x, on aura
une ¢quation en u, dont les racincs seront les différences entre

chacune des racines de I’équation (B) et toutes les autres racines
de la méme équation; ce sera I'équation cherchée.

Mais sans exécuter celte ¢limination, qu1 serait souvent fort
laborieuse, il suffira de considérer:

1°. Que a, B, ~ , etc. étant les racines de I'équation en z, celles
de I’équation en z seront a—f3, a—7y, etc. f—a, B—y, etc,
- —z, 2—[3, etc., etc.; d’ott I'on voit que ces racines seront au
11ombrc de m(m—r1), et que de plus elles seront égales deux
i deux, et de signes conlraires; de sorle que I’équation en #
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manquera nécessairement de toutes les puissances impaires de z.

Donc, en faisant anz_—l).: n et w*=v, l'équation dont il

s'agit sera de cette forme :

2°. Que (a—B)*, (a—7)* (B—1y)* ete. étant les différentes
valeurs de v dans 1'équation (D), le coefficient @ sera égal ala
somme de toutes ces valeurs, le coefficient b sera la somme
de tous leurs produits deux a deux, etc.

Or i est facile de voir que (a—)" =4 (& — 3 )+ (B—2 )*~-etc.
= (m—1) (a -k B9t Fete) —2(sBay + By F-etc) ;
mais on sait que aff—+ay By 4 etc.=B; et a* - * -9 etc.
— A*—2B: donc on awra a=(m-—1) (A*—2B) —2B,
savoir: @ = (m—1) A* —2mB; et on pourra, de la méme
maniére , trouver la valeur des autres coefliciens b, c, etc,

Pour y parvenir plus facilement, supposons

A,=a 4+ £ 4 3 ~ elc.
A, = a* 4 (* 4 »* + etc.
A, = o + B - 3° 4 etc.
efc.

et I'on aura, comme l'on sait,
A = A
A, = AA, — 2B

A, = AA, — BA, + 3C

A, = AA; — BA, + CA, — 4D

etc.

Supposons de plus

a, = (a—B)* + (¢ —19) - (B—19)* + ecte.
a, = (a—PB) + (a—9)t 4 (B—19)* + etc.
as = (a—£) + (a—12)° + (B—7y)° - etc.

etc.
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il est facile de voir que l'on auora

a, = (m—1) A, —2 (QA—‘)—;:-A—’) _

o, = (m—1) A—4 (A,A,—A) + 6 (=AY

a; = (m—1) Ag —6 (A, A;— Ag) 4~ 15 (AA, — Ay)
— a0 (A28
eic. ‘
ou bien

()

a, = mA,—2

a, = mA,—4 AA, 6 Ll

‘ (A5
a; — 777;A(;""‘6 A1A5 + 15 A1A4—2@ 2._
efc.

et, en général,

[Zlu fomn} 77ZA2‘U_ —— 2/-LA1A.(2#——1)
+ %JM(Q;——I)A,A.(QP~.2> -——.etC.
4 oulop—1)(op—2).... (4 1) . (A'u)’.

1.2 . 3 . . . [ 2

Les quantités a,, a,, a;, etc. étant ainsi connues, on aura sur-
le-champ les valeurs des coefficiens «, &, ¢, elc. de I’équation (D)
par les formules

= q,
__aa,—a,
- 2
ba, — aa, + as
c = ——2 12
3
d —— ca,— ba, + aas —a,
— -
etc.

Ainsi on pourra déterminer dircctement les coefficiens o, b, ¢, etc.
2
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de 'équation (D) par ceux.de 1'équation donnée (B). Pour cela
on cherchera d’abord par les formules ci-dessus, les valeurs des
quantités A,, A,, A;, etc. jusqu’a A,,; ensnite, a l’aide de celles-
ci, on cherchera celles des quantités a,, a,, a;, etc. jusqu'a
a,, et enfin, par ces derniéres, on trouvera les valeurs cherchées
des coefliciens «, b, ¢, etc.

9. Remarque. 11 est bon de remarquer que I'dquation (D)
exprime également les différences entre les racines positives et
négalives de I’équation (B); de sorte que la méme équation aura
lien aussi Jorsqu'on changera x en —x pour avoir les racines
négatives (n° 4).

De plus, il est clair que 'équation (D) sera tonjours la méme,
soit qu'on augmente ou qu’on diminue toutes les racines de
Péquation proposée d'une méme quantité quelconque : donc,
si celte équation a son second terme, on pourra le faire dispa-
raitre, et chercher ensuite 1’équation en v; on anra ainsi la
méme équation qu'on aurait eue si on n’avait pas fait évanonir
le second terme; mais ’évanouissement de ce lerme rendra tou-
jours la recherche des coefliciens @, b, ¢, etc. un peu plus facile,
parce qu'on aura A ==o, et par conséquent aussi A,=0; de
sorte que les formules du numéro précédent, deviendront

A,=o

'Az—-_: — 2B

-A.3= SC

A4= - :B»Az - 4D

etc.

a, = mA,

a, = ”ZA4 + 6%

a; = mA; ~ 15A,A, = 20 (A2

2
etec.
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a = ua,
—_— aa, ——a,
— 2
ba,—aa, <+ ay
C —— ———
3
etc.

10, Corollaire 1. Puisque les racines de I’équation (D) sont
les carrés des dxffclences entre les racines de I’équation proposée
(B), il est clair "que si cette équation (D) avait tous ses termes
de méme signe, auquel cas elle n'aurait aucune racine réelle
positive, il est clair, dis-je, que, dans ce cas; les différences
entre les racines de 1’équation (B), seraient toutes imaginaires;
de sorte que celte éguation ne pourrait avoir qu'une.seule racing
réelle, ou bien plusienrs racines. réelles et ¢gales entre elles. Si
ce dernier cas a lieu, on le reconnaitra, et on le résoudra par
les méthodes connues (royez aussi: phls bas le chapitre 1T); &

I’égard du premler cas, il suit du n° 6 qu ‘on pourra prendre
A=1.

11. Corollaire 2. Si Péquation (B) a une ou plusieurs couples
de racines égales, il est clair que 1’équation (D ) aura une ou
plusieurs valeurs de v égales & zéro; de sorte qu’elle sera alors
divisible une ou plusieurs fois par v. Cette division faite, lors-

qu'elle a lien, soit ’équation restante disposée a rebours de cette
maniére :

1 = av = Bu* =508 4, ete. @V =o0...... (E),

r étant = ou < n; quon fasse v =§,_ et ordonnant 1’équation
par rapport & y, on aura

Yy T - By gy T =, et =o0......(F).
Quon’ cherche par les méthodes connues la limite ‘des racihes
positives de cette équation, et soit / cette limite; ensorte gpe Z

e 1 .
surpasse chacune des valeurs positives de y : donc 7 sera moindre

oes 1 r
que chacune des valeurs positives de 7 ou de v; et par conséquent
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moindre que chacune des valeurs de z*, 2 cause de v=u* (pro-
bleme précédent).

1 . .
Donc 777 sera nécessairement moindre qu’aucune des valeurs

de u, c’est-a-dire quaucune des différences entre les racines
ol log s . " : anasd
réelles et inégales de I'équation proposée (B).

Donc, 1° si /2 <1, alors on sera sir que Pégnation (B)
n’aura point de racines réelles dont les différences soient moindres

que Panité: ainsi, dans ce cas, on pourra faire, sans scrupule
A= I (u 6). '

~ 2° Mais si y/Z==ou> 1, alors il peut se faire qu’il y ait dans
Véquation (B) des racines dont les différences soient moindres
que l'onité; mais, comme la plus petite de ces différences sera

tou]oms nécessanement plus graude que \/l’ on pourra tou]ours

plendre A= on < )/l (numuo c1te)

 Tin général, soit £ le nombre entier qui est égal ou immédia=

tement plus grand que /7, et on pourra touvjours prendre -A :;

.12, :Scholie 1. Quant 4 la maniére .de :trouver la limite des
racines d’'une équation, la plus commode et la plus exacte est
eelle de Newton, laquelle consiste & trouver un nembre dont Jes
racines de 1'équation proposée étant diminuées, ’équation résul-
tante n’ait aucune vauauon de sngu(’, car alms cette equatlon
ne pourra avoir que des racines négatives; par conséquent le
nombre dont les racines de la proposée auront été diminuces, sur:
passera nécessairement la plus grande de, ces racines,

A1n31 B pour chercher la limite Z des racines de lequatlon

(F)y +ay'*’+ﬁy'—”+7y'*° elc. = o0,

on y mettra y~Z au lien de y, ét ordonnant V’équation résuls
tante par rapport & y, elle deviendra

P 4 Qy +Ry*~+ Sy’ etc. 4y =o,



DES EQUATIONS NUMERIQUES. 13

dans laquelle

P = Irali= - BI > JunI'=3 - efc. G-
Q=ri"" 4 (r—)al'=* 4 (r—2) Blr—3 4~ ete,
R L0 e g C20U29) prma y g,

S = 19_—_—_12_)3(':_2_) I'=3 - etc,
ete.

~

et il n’y aura qu’a chercher une valeur de 7 qui, étant substituée
dans les quantités P, Q, R, etc. les rende toutes positives; en
commencant par la derniere de ces quanlités, laquelle n’aura que
deux termes, et remontant successivement anx qunantités précé-
dentes, on déterminera facilement le plus petit nombre entier

qui pourra &tre pris pour /, et qui sera la limite la plus proche
cherchde,

Si on voulait éviter tout titonnement, il n'y auvrait qu’a prendre
pour /- le plus grand coefficient des termes négatifs de 1’équa-
tion (F), augmenté d’une unité; car il est facile de prouver qu’en
donnant & 7 cette valeur, les quantités P, Q, R, ctc. seront tou-
]oms positives.

Cette maniére d'avoir la lmute des racines d’'une équation quel-
conque, est due, je crois, & Muclaurin; mais en voici une autre
qui donnera le plus souvent des limites plus approchées.

Soient — uy" ™ — yy "7 — @y ~F — elc., les termes négatifs de
Véquation (F), on prendra pour £ la somme des deux plus grandes

des quantités \/#: Vv, ‘/1‘ etc. ou un nombre quelconque plus
grand que cette somme. Cette proposition peut se démontrer de

la meme mamere que la prcccdcnle a1n51 1ous ne nous y arw—
terons pas.

Au reste, il faut observer que les limites trouvées de I'une on
de l'autre de ces deux maniéres seront rarement les plus pro-
chaines limites. Pour en avoir de plus petites, on essaiera suc-
cessivement pour Z des nombres moindres, et on prendra le plus

petit de ceux qui satisferont aux conditions que P, Q, R, ete.
soient des nombres positifs.
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13. Scholic 2. Ayant donc trouvé la limite 7 de DI’équation
(F), et pris k& ¢gal ou immédiatement plus grand que /7, on

1 . .
fera A =— 2 (n° 11), et on substituera successivement dans

I’équation proposée , 4 la place de l'inconnue , les nombres o,
1 2 3 A

7> 70 32 €6 les résultats venant de ces substitutions, formeront
unpe série dans laquelle il y aura avtant de variations de signe que
I’équation proposée contiendra de racines réelles positives et iné-
gales, ct de plus chacune de ces racines se trouvera entre les deux
nombres qui auront donné des résultats conséeutifs de signes diffé-

) ; ; ,
rens; de sorte que si les nombres i, et l—-}:——] donnent des résultats

. aire . il : . o h4-1
de signe contraire, il y aura une racine entre 7, et 5 par

‘ . . A
conséquent le nombre entier qui approchera le plus de-kf sera. la

valeur eatiére approchée de cette racine (n° 2).

Ainsi on connaitra par ce moyen, non-seulement le nombre
des racines positives et inégales de I'équation proposée, mais en-
core la valeur entiére approchée de chacune de ces racines.

Aureste, il est clair quesi I'on trouvait un ou plusieurs résul-
tats égaux a zéro, les nombres qui auraient donné ces résultats
seraient des racines exactes de ’équation proposce.

Pour faciliter et abréger ce calcul, on fera encore les remarques
suivanles:

r°. Si on cherche par les méthodes des numéros précédens la
limite des racines positives de I'équation proposée, il est clair qu’il
sera inutile d’y substituer & la place de I'inconoue des nombres
pius grands que cette limite. Fo effet, il est facile de voir qu’en
substituant des nmombres plus grands que ceite limite, on aura
toujours nécessairernent des résultats positifs, Ainsi nommant A la
limite dont il s'agit, le nombre des substitutions & faire sera ¢égal
a Ak, et par conséquent toujours limiié.

Tn général, sans chercher la limite 2, il suffira de pousser fes

. N . N . L .
substitutions jusqua ce que le premier terme de l'équation on
la somme des premiers terines, #ily en a plusienrs conséculifs
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avec le méme signe -, soit égale ou plus grande que la somuie
de tous les termes négatifs; car il est facile de prouver, par la
méthode du n® 7, quen donnant & l'inconnue des valeurs plus
grandes , on aura toujours a infini des résultats positifs.

2°. Au lieu de substituer & la place de linconnue x, les frac-
. 1 2 T )
tions 7, -, etc. on y mettra d’abordT a la place de =z, ou, ce

qui revient au méme, on multipliera le coeflicient du second
terme par %, celui du troisi¢éme terme par A*, et ainsi des autres;
et on substituera ensuite & la place de x les nombres naturels
0, 1, 2, 3, etc. jusqwa la limite de celte équation, ou bien
jusqu'a ce que le premier terme ou la somme des premiers,
quand il y en a plusieurs consécutifs avec le méme signe, soit
égale ou plus grande que la somme des négatifs ; par ce moyen,
les résultats seront tous des nombres entiers, et les racines de
Véquation proposée se trouveront nécessairement entre les nom-
bres consécutifs qui donneront des résultats de signe contraire ,

ces nombres étant divisés par A, comme nous l’avons vu plus
haut.

3°. Soit m le degré de I'dquation dans laquelle il s’agit de
substituer successivement les nombres naturels o, 1, 2, 3, ctc.
je dis que, des gue Pon aura trouvé les m -4 1 premiers résul-
tats, c’est-a-dire ceux qui répondent & x=o0, 1, 2, ectc. m, on
pourra trouver tous les suivans par la senle addition.

Pour cela, il n’y aura qu'a chercher les différences des résul-
tats trouvds, lesquelles seront au nombre de 1z, ensuite les diffé-
rences de ces différences , lesquelles ne seront plus qwau nombre
de m—1, et ainsi de suite jusqu’d la diflérence mtme,

Cette dernigre différence sera nécessairement constante, parce
que l'exposant de la plus haute puissance de l'inconnue est m;
ainsl on pourra continuer la suite des différences mime aussi loin
quon voudra, en répétant seulement la méme différence trouvie;
ensuite , par le moyen de cette suite, on pourra, par la simple
addition, continuer celle des différences m — 1mes, et a laide
de celle-ci, on pourra continuer de méme la suite des différences
m — 2tmes et ainsi de suite, jusquwa ce que l'on arrive a la
premiere suite, qui sera celle des résuliats cherchés.



16 DE LA RESOLUTION

Il est bon d’observer ici que si les termes correspondans des
différentes suites dont nous parlons, étaient tous positifs, les termes
suivans dans chaque suite seraient tous aussi positifs. Or, puisque
la dernitre différence est toujours positive, il est clair qu'on par-
viendra nécessairement dans chaque suite & des termes tous posi-
tifs; ainsi il suffira de continuer toutes ces suites jusqu’a ce que
leurs termes correspondans soient devenus tous positifs, parce
qualors on sera stir que la série des résultats, continuée aussi loin
qu’on voudra, sera toujours positive, et que, par conséquent,
elle ne contiendra plus aucune variation de signe.

Pour éclaircir ceci par un exemple, soit proposée I’équation
2 —632x 4 18g=0;
on trouvera d’abord que les résultats qui répondent & x=o, 1, 2, 3,
sont 189, 127, 71, 27, d’olt l'on tirera les différences premicres

— B2, — 56, — 44, les différences secondes 6, 12, et la diflé-
rence troisitme 6; ainsi on formera les quatre séries suivantes:

6 6 6 6 6 6 6, ctc.

6 12 18 24 S0 36 42, etc.

— 62 — 56 — 44 — 26 — 2 28 64, etc.
189 127 71 27 1 — 1 27, etc

dont la loi est que chaque terme est égal & la somme dn terme
précédent de la méme série, et de celui qui y est au-dessus dans
la série précédente; de sorte qu'il est trés-facile de continuer ces
séries aussi loin qu’on voudra.

La derniére de ces quatre séries sera, comme lon voit, celle
des résultats qui viennent de la substitution des nombres naturels
0, I, 2, etc. & la place de x dans 'équation proposée ; et comme
les termes de la septieme colonne, savoir: 6, 42, 64, 27, sont
tous positifs, il s’ensuit que les fermes suivans seront tous anssi
positifs; de sorte que la série des résultats, continuée aussi loin
qu'on voudra, n‘aura plus aucane variation de signe.

14. Remargue. On avait déja remarqué que ’on pouvait trou-
ver la valeur approchée de toutes les racines réelles et inégales
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d’une équation quelconque, en y substituant successivement &
la place de I’inconnue, différens nombres en progression arithmé-
tique; mais cette remarque ne pouvait pas étre d’une grande uti-
lité , faute d’avoir une méthode pour déterminer la progression
que l'on doit employer dans chaque cas , ensorte que l'on soit
assuré qu’elle fasse connaitre toutes les racines réelles et inégales
de I'équation proposée. Nous en sommes heureusement venus a
bout & l’aide du probléme dun° 8, et nous verrons encore ci-apres
d’autres usages de ce méme probléme par rapport aux racines égales
et imaginaires.

Au reste, la vecherche de la quantité A (n° 11) ne serait point
nécessaire si ’équation proposée n’avait que des racives réelles;
mais les conditions par lesquelles on peut reconnaitre d’avance
la réalité de toutes les racines, lorsqu'elle a lieu dans une
équation donnée, dépendent de équation méme des différences,
ou de formules équivalentes, (Voyez la note VIII).
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CHAPITRE IL

De la manicre daporr les racines égales , et les racines

z'magl'naz'res des équaltions.

15. NOUS n’avons considéré, dans le chapitre précédent, que
Jes racines réelles et inédgales de I’équation proposée (B); sup-
posons maintenant que cette équation ait des racines égales: dans
ce cas, il faudra (n° 11) que I'équation (I3) soit divisible autant
de fois par v, quil y aura de combinaisons de racines égales deux
4 deux; par conséquent il faudra qu’il y ait dans cette équa-
tion (D) autant des derniers termes qui manquent; ainsi on
connailra par ce moyen combien de racines ¢gales il y aura dans:
la proposée.

Mais on peut s’assurer d’avance si ’équation proposée a des ra-
cines égales, et méme frouver ces racines indépendamment de
I'équation (D). Car puisque dans le cas des racines égales, on a
nécessairement z=o (n° 8), I’équation (C) du méme numéro don-
pera pour ce cas Y =o0; ainsi il faudra que les deux équations
en =, X=o0, et Y=o0, aient lieu en méme femps lorsque &
est égal & une quelconque des racines égales de I'équation (B).

On cherchera denc, par les méthodes connues, le plus grand
commun diviseur des dcux polynomes X et Y5 et faisant ensuite
ce diviseur ¢égal a zéro, on aura une équation qni ne sera com-
posée que des racines égales de la proposée, mais élevées & une
puissance moindre de Panité, -

Scit R le plus grand commun diviseur de X etde Y, et X' le
quotient de X divis¢ par R, il est facile de voir que Péquation
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X’ =o0 contiendra toutes les mémes racines que 1’équation propo-
sée X=o, avec cette différence que les racines multiples de cette
équation, seront simples dans I'équation X' == 03 ainsi I’équation
X'=o0 sera dans le cas des méthodes précédentes.

On peut encore , si 1’on veut, trouver deux équations séparées,
dont une contienne seulement les racines égales de 1’éguation
X =0, et dont V'autre contienne les racines inégales de la méme
équation. Pour cela, il n’y aura qu’a chercher de nouveau le plus
grand commun diviseur des polynomes X' et Y ; et nommant ce
diviseur R’, on prendra le quotient de X' divisé par R’, lequel
étant nommé X', on fera ces deux équations X"=o, et R'=o.

La premiére contiendra seulement les racines inégales de I’équa-
tion X=o, etla seconde contiendra seulement les racines égales
de la méme équation, mais chacune une seule fois ; de sorte que
les deux équations X"=o, et R'==0, n’auront que des racines

inégales, et par conséquent seront susceptibles des méthodes du
chapitre précédent.

16. Connaissant ainsi le nombre des racines réelles, tant iné-
gales qu'égales, de I’équation proposée , si ce nombre est moindre
que le degré de V'équation, on en conclura que les autres ra-
cines sont necessau‘ement 1magman‘es.

TEn général, pour que Véquation (B) ait toutes ses racines
réelles, il faut que les valeurs de z soient réelles aussi; donc il
faudra que les valears de #* ou de v soient toutes réelles et po-
sitives; par conséquent, I'équation (D) da n° 8 doit avoir toutes
ses racines réelles positives; donc il faudra, par la régle connue,
que les signes de cette équation soient alternativement positifs et
négatifs; de sorte que si cette coudition n’a pas lieu, ce sera
une marque stire que I'équation (B) a nécessairement des racines
imaginaires.

Or, on sait que les racines imaginaires vont toujours en nombre
pair, et qu'elles peuvent se mettre denx & deux sous cette forme,

ad-pBy—1,a—Byv—1, a et étant des quantités réelles (*);

(*) Voyez la note IX.
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donc on aura u=x==28y/—1, et par conséquent v=— 4/3*; d’olt
Pon voit que Péquation (D) aura nécessairement autant de ra-
cines réelles négatives qu'il y aura de couples de racines imagi-
naires dans ’équation (B).

Donc, si on fait y=-~1w, ce qui changera I’équation (D) en
celle-ci:

wr - awr T - bt T A et T2 - ete, =o0..... (G)

cette équation aura nécessairement autant de racines réelles po-
sitives qu’il y aura de couples de racines imaginaires dans 1'équa-
tion (B).

17. Il suit de 14 que, pour avoir la valeur des racines imagi-
naires de I'équation (B), il n’y a qua chercher les racines réelles
positives de I’équation (G). En effet, soient »', ", ", etc. ces

. , £ U 1y
racines, on aura d’abord —‘ﬁzi, l/—:'—, —‘{21, etc. pour les valeurs

de {3 ensuite, pour trouver les valeurs correspondantes de o, on
substituera, dans 1’équation (B), a-By/—1, a la place de x,
et on fera deux équations séparées des termes tous réels, et de
ceux qui seront multipliés par /—1; de cette maniére, on aura
deux équations en a de cette forme:

an + Parn—: - QOL"'"’ -+ etc. = o } (H)
marTt 4= patT* == gomT? -~ etc. == © e

dans lesquelles les coefficiens P, Q. etc. p, g, etc. seront donnés
en a, b, ¢, etc. eten f5.

Donc, si on donne & 3 quelqu’une des valeurs précédentes,
il faudra nécessairement que ces deux équations aient lieu en
méme temps, et par conséquent il faudra qu'elles aient un divi-
seur commun. On cherchera donc leur plus grand commun divi-
scur; et le faisant égal a z¢éro, on aura une équation en « et 3, par
laquelle, 8 ¢tant connu, on trouvera a.

T1 est bon de remarquer que, si toutes les valeurs de £ tirées
de ’équation (G) sont inégales entre elles, alors & chaque valeur
de B il ne pourra répondre qu'une seule valeur de a3 donc, dans
ce cas, les deux équations (H) ne pourront avoir qu'une seule
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racine commune; et par conséquent leur plus grand commun di-
viseur ne pourra étre que du premier degré.

On poussera donc la division jusqu’a ce que I'on parvienne &

un reste oir « ne se trouve plus qu'a la premicre dimension, et

on fera ensuite ce reste égal & zéro; ce qui donnera la valeur cher-
chée de a.

Mais si, parmi les valeurs de 2 tirées de I'équation (G) il y
en a, par exemple, deux égales entre elles, alors, comme a
chacune de ces valeurs égales de B, il peut répondre des valeurs
différentes de a, il fandra qu’en mettant cette valeur double de
B dans les équations (H), elles puissent avoir lieu par rapport &
I'une et Pauntre des valeurs de o qui y répondent; ainsi ces deux
équations auront nécessairement deux racines communes, et par
conséquent leur plus grand commun divisenr sera du second degré.
Il faudra donc, dans ce cas, ne pousser la division que jusqu’a
ce que l'oun arrive & un reste oli & se trouve a la seconde dimen-
sion seulement ; et alors on fera ce reste égal 4 zéro, ce qui don-
nera une équation du second degré, par laquelle on déterminera
les deux valeurs de «, lesquelles seront nécessairement toutes deux
réelles.

De méme, ¢'il y avait trois valeurs égales de 8, il faudrait,
pour trouver les valeurs de o qui répondraient a cetie valeur triple
de B, ne pousser la division que jusqu’a ce que Pon parvint &
un resie ot la plus haute puissance de o fiit Ja troisieéme; et alors
faisant ce reste égal & zéro, on aurait une équation en a du troi-
sieme degré, laquelle donnerait les trois valeurs réelles de a, cor-
respondantes a la méme valeur de B, et ainsi de suite.

A o ol P A A A L A L AP A i A
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CHAPITRE IIL

Nouyelle méthode pour approcher des racines des équations
numeériques.

18..SOIT I’équation
Az" +4 Bxm= = Cam—* -etc. + K=o0...... (0)

et supposons qu’on ait déjd trouvé par la méthode précédente, ou
aufrement, la valeur entiére approchée d’une de ses racines réelles

et positives; soit celte premiere valeur p, ensorte que lon ait

a>petx<p-1, on fera x=p -}-;; et substituant cette va-

leur dans I'équation proposée, a la place de x, on aura, aprés
avoir multiplié toute I’équation par y", et ordonné les termes par
rapport a Y une/équation de cette forme:

Aym 4By - Cy"~* +-etc. - K'=o...... (b).

Dr, comme (hyp.), §>o et <1, onauray > 0; done I'équation

(b) aura nécessairement au moins une racine réelle plus grande
que Punité.

On cherchera donc, par les méthodes du chapitre Ter, la valeur
enticre approcliée de cette racine; et comme cette racine doit
&tre nécessairement positive , il suflira de considérer y comne po-
sitif (n° 4).

Ayant trouvé la valeur entitre approchée de ¥, que je nom-

. . 1 .
merai ¢, on fera ensuile y=g-4:, et substituant cette valeur

de y dans I'équation (), on aura une troisidéme équation en z de
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cette forme : :
A"z" = B2P =t e Oz o ete, - K =0...... (c)

laquelleaura nécessairement, aumoins, une racineréelle plus grande
que l'unité, dont on pourra trouver de méme la valeur enticre
approchée.

r 1
Cette valeur approchée de z, étant nommée r, on fera z==r - ~;
112

et substituant, on aura une équation en %, qui aura au moins une

racine réelle plus grande que I'unité, et ainsi de suite.

En continuant de ]Ja méme maniére , on approchera tovjours de
plus en plus de la valeur de Ja racine cherchée ; mais s'il arrive
que quelqu’un des nombres p, g, etc. soit une racine exacte ,
alors on aura x = p, ouy =g, ectc. et ’opération sera terminée;
ainsi, dans ce cas, on trouvera pour x une valeur commensurable.

Dans tous les autres cas, la valeur de la racine sera nécessaire-

ment incommensurable, et on pourra seulement en approcher aussi
prés qu'on voudra.

19. Si Iéquation propesée a plusicurs racines réelles positives,
on pourra trouver, par les méthodes exposées dans le chapitre Ier,
la valeur enti¢re approchée de chacune de ces racines; et nom-
mant ces valeurs p, p’, p’, ete. on les emploicra successivemeit

pour approcher davantage de la vraie valéur de chaque raciney
il faudra seulement rcmarquer,

1°. Que si les nombres p, p', p', ete. sont tous différens I'mn:
de I'autre , alors les transformées (5), (c), etc. du numéro pré-
cédent , n’auront chacune qu'une seule racine réelle et plus grande
que l'unité; car si, par exemple, I’équation (5) avait denx racines.
réelles plus grandes que 'unité , telles que 3’ et ", on aurait done:

1 1
x=p -}—-)7 et x==p +57"5 de sorte que ces deux valeurs de x au~

raient la méme valeur entiére approchée p contre Phypothése : il
en serait de méme si Péquation (¢), ou quelqu’unec des suivantes.,.
avait deux racines réelles plus grandes que ['unité.

De la il s’ensunit que, pour trouver dans ce cas les valeurs en--
titres approchdes ¢, 1, etc. des racines des équations (£), (c), ete..
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CHAPITRE IIL

Nouyelle méthode pour approcher des racines des équations
numériques.

18..SOIT I’équation
Azm 4 Bxm=' - Cxm* F-etc. +K=o0...... (a)

et supposons qu’on ait déja trouvé par la méthode précédente, ou
autrement, la valeur entiére approchée d’une de ses racines réelles

et positives; soit celte premieére valeur p, ensorte que Pon ait

x>petxp-41, on fera x=p —l-;", et substituant cette va~

leur dans 1'équation proposte, & la place de x, on aura, apres
avoir multiplié toute I'équation par y™, et ordonné les termes par
rapport & y , une €quation de cette forme:

Aym 4By 4= Cy"* 4-etc. +K' =o...... (d).

Or, comme (yp.), §>o et <1, onauray > o; donc I'équation

(b) aura nécessairement au moins une racine réelle plus grande
que ’unité.

On cherchera donc, par les méthodes du chapitre Ter, la valenr
enticre approchée de cette racine; et comme cette racine doit
&tre nécessairement positive, il suftira de considérer y comwme po-
sitif (n° 4).

Ayant trouvé la valeur entitre approchée de ¥, que je nom-

. . 1 .
merai ¢, on fera ensuile y =g ---, et substituant cette valeur

de y dans l"équation (&), on aura une troisiéme équation en z de
Y
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cette forme : :

A'z" 4= B'zP = - C2m 22 o ete. K =o0...... (¢)

laquelle aura nécessairement, aumoins, une racineréelle plus grande

que l'unité, dont on pourra trouver de méme la valeur entiere
approchée.

’ 1
Cette valeur approchée de z, étant nommée 7, on fera z=r—-~;

et substituant, on aura une équation en z, qui aura au moins une
racine réelle plus grande que 'unité, et ainsi de suite.

En continuant de la méme maniére , on approchera tovjours de
plus en plus de la valeur de la racine cherchée ; mais s'il arrive
que quelqu’un des nombres p, ¢, etc. soit une racine exacte ,
alors on aura x = p, ouy =g, etc. et 'opération sera terminée;
ainsi, dans ce cas, on trouvera pour x une valeur commensurable.

Dans tous les autres cas, la valeur de la racine sera nécessaire-
ment incommensurable, et on pourra seulement en approcher aussi
prés quon voudra.

19. Si I"équation proposée a plusicurs racines réelles positives,.
on pourra trouver, par les méthodes exposées dans le chapitre Ier,
Ia valeur entiére approchée de chacune de ces racines; et nom-
mant ces valeurs p, p’, p’, etc. on les emploicra successivemeit

_pour approcher davantage de la vraie valéur de chaque racinesy
il faudra seulement remarquer,

1°. Que si les nombres p, p’, p', ele. sont tous différens l'mn:
de I'autre , alors les transformées (), (¢), etc. du numéro pré-
cédent, n'auront chacune quTune seule racine réelle et plus grande
que Punité; car si, par exemple, I’équation () avait deux racines.
réelles plus grandes que Punité, telles que y et ¥, on aurait done:

1 T
ax=p +37 etx=p —l—}-;,', de sorte que ces deux valeurs de x au~

raient la méme valeur entiére approchée p contre I’hypothése : il
en serait de méme si I’équation (¢), ou quelqu'une des suivaales.,.
avait deux racines réelles plus grandes que I'unité.

De 1&:1] s’ensuit que, pour trouver dans ce cas les valeurs en-
titres approchdes¢, r, ete. des racines des équalions (4), (c), ete..
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il suffira de substituer successivement a la place de y, z, efc. les
nombres naturels positifs, 1, 2, 3, etc. jusqu’a ce que P'on trouve
deux substitutions consécutives qui donnent des résultats de signe
contraire (n° 6).

2°, Que §’il y a deux valeurs de x qui aient la méme valeur
entiére approchée p, en employant cette valeur, 'équation ()
aura aussi deux racines plus grandes que l'unité, et si leur
valeur entiére approchée est la méme, I'équation (¢) aura encore
deux racines plus grandes que I'unité, et ainsi de snite, jusqu’a
ce que l'on arrive & une équation dont les deux racines, plus
grandes que l'unité , aient des valeurs entiéres approchées diffé-
rentes ; alors chacune de ces deux valeurs donnera une suite parti-
culiére d’équations qui n’auront plus qu’'une seule racine réelle
plus grande que l'unité.

En effet, puisqu'il y a deux valeurs différentes de = qui ont la
méme valeur entiére approchée p, ces deux valeurs seront repré-

sentées par p +yl', de sorte qu'il faudra que y ait nécessairement

deux valeurs réelles plus grandes que l'unité : et, si ces deux
valeurs de y ont la méme valeur approchée ¢, il faudra de nou-

veau qu'en faisanty == ¢ ==, z ait deux valeurs différentes plus
grandes que l'nnité, et ainsi de suite.

Mais, si les valeurs entiéres approchées de y étaient différentes,
alors, nommant ces valeurs ¢ et ', on ferait successivement

y=gq +-;: ety =g +%, et il est clair que z, dans l’unec et
Pautre de ces deux suppositions, n’aurait plus qu’une seule valeur

réelle plus grande que I'unité; autrement les valeurs de y, au
lieu d’étre sculement doubles, seraient triples ou quadruples, etc.

Done, quand on sera parvenu a une transformée dans les deux
racines, plus grandes que 'unité, auront des valeurs entiéres dif-
férentes , on sera assuré que les autres transformées résultantes
de chacune de ces deux valeurs, n’auront plus qu’une seule ra-
cine plus grande que I'unité. Quant & la maniére de trouver les
valeurs entiéres approchées p, ¢, ete. lorsqu’elles répondent 4 plus
d’une racine, voyez ci-aprés , Chap. VI, art. 1v,
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On peut faire des remarques analogues sur le cas ot il y aurait

dans P’équation () trois racines, ou davantage, qui auraient la
méme valeur entitre approchée.

20. Nous avons supposé dans le n° 18 que les racines cher-
chées étaient positives; pour trouver les négatives, il n’y aura
gu’'a mettre — x & la place de x dans I’équation proposée , et on
cherchera de méme les racines positives de cette derniére équation :
ce seront les racines ncgatives de la proposée (n° 4).

Quant aux racines imaginaires qui sont toujours exprimées par
o -+ B1/— 1, nous avons donné, dans le chapitre IT, le moyen de
trouver les équations dont « et 8 sont les racines; ainsi il n’y aura
qu’a chercher les racines réelles de ces équations, et 'on aura la
valeur de toutes les racines imaginaires de ’équation proposce.

21, Pour faciliter les substitutions (n® 18) de p -l—yl, au lieu

de x, de ¢ -+ 2, au lieu de ¥, etc. il est bon de remarquer que

les coefliciens de la transformée (&) peuvent se déduire immédia-
tement de ceux de I'équation (), en cette sorte : ’

AI Apm + Bpm-—-x _+_ Cpm——n + me-—a + etc.
B mAp»—' 4 (m—1)Bpm~* 4 (in — 2) Cpm—3 - elc.
C = "—————"(m2_ D Apnzs 4 2 l)g(m-g) Bp*=? = elc,

cte.

I

On aura de méme ceux de la transformée (c¢) par ceux de la
transformée (0), en mettant dans les formules précédentes ¢ & la
place de p, A, B", C', etc. 4 la place de A’, B', C/, efc. et
A, B, T, etc. a la place de A, B, C, etc. et ainsi de suite.

De 13, il est évident que le premier coeflicient A’ ou A', efc.
ne sera jamais nul, & moins que le nombre p ou ¢, etc. ne soit
une racine exacte, anquel cas nous avons vu que la fraction
continue se termine & ce nombre (n° 18). En effet, si A’=o,
ou A"=o0, etc. on aura y == , ou z == » ; donc * = p,
ou y =g, elc.

22, Soient douc p, ¢, r, s, 1, ctc, les valeurs enti¢res appro-

4
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chées des racines des cquations (@), (4), (¢), etc. ensorte que-
I'on ait

1 .
x:p-—}—y—, y:q—{-%, z=r+:7,etc.

substituant successivement ces valeurs dans celle de x, on aura

-~

1

s - etc.

~

-+

T=P+E

Ainsi la valeur de x, c'est-a-dire de la racine cherchée, sera
exprimée par une fraction continue. Or, on sait que ces sorles
de fractions donnent toujours I’expression la plus simple, et en
méme temps la plus exacte qu’il est possible d'un nombre quel-
conque, rationnel ou irrationnel.

Huygens parait étre le premier qui ait remarqué cette propriété
des fractions continues, et qui en ait fait usage pour trouver les
fractions les plus simples, et en méme temps les plus approchantes
d’une fraction quelconque donnée. (#oyez son Traité de dutomaro
planetario.)

Plusicurs habiles géometres ont ensuite développé davantage
cette théorie, eten ont fait différentes applications ingénienses et
utiles; mais on n’avait pas encore pensé, ce me semble, a s'en.
servir dans la résolution des équations.

25, Maitenant, si on réduit les fractions continues

P 1 !
1, p+q, p+q+;l‘" Ct(h
en fractions ordinaires, on aura en faisant

’

o= p, o =1
,B::r/oc-l—l,' B =gd =g
y=rf+a, Y =rf + o
d=sy ~+ B, &d=s5y + @
efc. elc.

on aura, dis-je, cette suite de fractions particulitres:

L3 8
;1'3 'B'ir ',}_3///; :7: etc,



DES EQUATIONS NUMERIQUES., ay
lesquelles seront nécessairement convergentes vers la vraie valeur
de x, et dont la premicre sera plus petite que cette valeur, la
seconde sera plus grande, la troisieme plus petite, et ainsi de
snite; de sorte que la valeur cherchée se trouvera toujours entre
deux fractions consécutives quelconques: c’est ce qu'il est aisé

de déduire de la nature méme de la fraction continue, d’oti celles-ci
sont tirées.

Or, il est facile de voir que les valeurs de «, B, 5, etc. et
o'y, B, 7, ete. sont toujours telles que Ba'—aff'=1, )’ —19 =1,
d)/—yd’=1, etc. d’'ou il s’ensuit,

1°. Que ces fractions sont déja réduites a leurs moindres termes;
car si 3 et 7/, par exemple, avaient un commun diviseur autre
que l'unité, il faudrait, en vertu de I'équation B)"—3 " =1, que
Y'unité fiit aussi divisible par ce méme diviseur.

2°. Qu’on aura

B ! B__r__1
g —

dlfa/, ._B_/—;;—ﬁ_/—y/,

&la

°de

_"%/':;7}5\“ etc.

de sorte que les fractions S,, g, %,, etc. ne peuvent jamais diffé-

rer de la vraie valeur dew que d’une quantité respectivement moindre

1 1 1 PP . - e r
qQUE 75 7o s 75 etc. d’otr il sera facile de juger de la quantité

de I'approximation.
En général, puisque £ > o, 3/ >, etc. on aura,
] 1

1 1
F>Z’@’ BT;> 7y etc.

d’olr I'on voit que Verreur de chaque fraction sera toujours moindre

que D'unité divisée par le carré du dénominateur de la méme
fraction.

3°. Que chaque fraction approchera de la valeur de x, non-
seulement plus que ne fait aucune des fractions précédentes , mais
aussi plus que ne pourrait faire aucune autre fraction quelconque

qui anrait un moindre dénominateur. En effet, si la fraction "L—:—,,

par exemple, approchait plus que la fraction 57, ' élant >,
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il fandrait que la quantité & se trouvit entre ces deux Y et -J—t;'-
© ¥ s

) -~ 1 d .
donc :—E;-—-%, <]—’_§,"/7 < et > o; donc,,,;,’___,wy<§v <1y

et > o0;ce quine se peut, puisquey, 3, 4, x’ sont des nombresextiers.

24. Les fractions % ’ gr, ;’7 » etc. peuvent &tre appelées frac-

tions principales , parce qu'elles convergent le plus qu'il est pos-
sible vers la valeur cherchée; mais; quand les nombres p, ¢, r, etc.
difterent de l'unité , on peut encore trouver d’autres fractions
convergentes vers la méme valeur, et qu'on appellera, sil'on veut,
fractions secondaires.

Par exemple, si 7 est > 1, on peut entre les fractions z— et %f-

qui sont toutes deux moindres que la valeur de =, insérer autant
de fractions secondaires qu’il y a d’unités dans r — 1, en mettant
successivement 1, 2, 3, etc. r— 1, au lien de r. De cette
maniére , & cause de % =rf 4~ a, et 3" = rf’ -4~ &/, on awra
cette suite de fractions

o 8 4+ a 2+ 3B 4 a ¢ e+ a
7 FHL’ sird’ FE4’ O wIFw

7

dont les deux extrémes sont les deux fractions principales :L—;, Py
P4

et dont les intermddiaires sont des fractions secondaires.

Or si on prend la différence entre deux fractions consécutives.

2 ka3t e
2f 4o 36 4-a"?
; de sorte que celte différence sera

quelconques de cette suite, comme entre on

v
trouvera =

T (aF ) (3R e
toujours positive , et ira en diminuant d’une fraction a l'autre;

d’ott il $’ensuit que comme la derniére fraction —:—/’7 est moindre que

la vraie valeur de la fraction continue, les fractions dont il s’agit
seront toutes plus petites que cette valeur, et seront en méme temps
convergentes vers cette méme valeur.

On fera le méme raisonnement par rapport & toutes les autres
fractions principales; et si on ajoule & ces fractions les denx
fractions ¢ et ¢ dont ]a premiere est toujours plus petite, et dont
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fa seconde est plus grande que toute quantité donnée, on pourra
former deux séries de fractions convergentes vers la valeur cher-
chée, dont 'une contiendra toutes les fractions plus petites que
cette valeur, et dont P’autre contiendra toutes les fractions plus
grandes que la méme valeur.

Fractions plus petites.

° 1 2 3 , P a
o3 o1 T et £ (%)
g 4 = 28 + a 38 4 = ele r@+z (Z)
ﬁ/+i/’ 25’-’*“” SBI+£LI, . 1‘@/ )//
Sy, ddy My e DY ()
A/+7//, 2d/+7/ y 50l+7/ ’, L tJV__}_)‘I" 12 }]
elc,

Fractions plus grandes..
T a-+1 o2a-3-1 3Ba 1 ¢ ga + 1 (_[_3_)
0? d¥+1? adF1°? 3a' 17 etc. qac’-{—-_l-'»” &
y+8 248 By +B8 o ¥ +E _(_J‘_)_
,}/_}__‘@ > 2;’/+'BI > 57/ +‘;/, . 5)/ +ﬁ/ .. 7 b4

etc.

Quant & la nature de ces fractions, il est facile de prouver;.
comme nous l'avons fait par rapport aux fractions principales,.
1°. que chacune de ces fractions sera déja réduite & ses moindres
termes; d'ont il s’ensuit que comme les numérateurs et les déno-
minateurs vont en augmentant , ces fractions se trouveront tou-
jonrs exprimées par des: termes plus grands & mesure qu'elles s’éloi-
gneront du commencement de la série. 2°. Que chaque fraction
de la premiére série, approchera de la valeur de x plus qu'aucune:
autre fraction quelconque qui serait moindre que cette valeur,.
et qui aurait un dénominateur plus petit que celui de la méme
fraction; et que , de méme , chaque fraction de la seconde série
approchera plus de la valenr de x que ne pourrait faire toute
autre fraction qui serait plas grande que cctte valeur, et qui aurait
un dénominateur plus petit que celui de la méme fraction..

¥n effet, ¢’il y avait une fraction comme /i plus petite que la
, -
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valeur de x, et en méme temps plus approchante de cette valeur
que la fraction gg,i ~, par exemple, en supposant 38 - a' > u',

il faudrait, ( & cause que la fraction £ est plus grande que la

Bl
valeur dont il s’agit) que la quantité £ se trouvat entre les deux
.., 38+ ¢ B8+ a
quantitds 37— T Ta et 2 75 donc la quanuté —3Fra devrait étre

. B 38 + a Bl — af 1
<7 —3Fr+a <ﬂ’(5ﬁ’+¢) <p(5ﬁ’+ ),donc il faudrait que

p(3f o) —p (B +a) fit < —, < 13 ce qui ne s. peut.

Au reste, il peut arriver qu'une fraction d’une série n’approche
pas si pres qu’une auntre de lautre série, quoique congue en
termes moins simples ; mais cela n’arrive jamais quand la frac-

tion qui a le plus grand denommateur, est une fraction princi-
pale (n° 23).
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CHAPITRE 1IV.

Application des Méthodes précédentes a gaclqw:.s'
Exemples.

25. JE prendrai pour premier exemple ’équation que Newtor /{,

a résolue par/a méthode , savoir :
22— 22 — 5 = o.

Je commence par chercher par les formules du n® 8 I’équation’
en v qui résulte de cette équation ; je fais donc m =53, A=o,

B=—2, C=5; ]’aura1n=—2-°=5,A,.—__—o, A, =4, A;=15;
A,=8,A;="50,A;=09g1;donc o, =12, a,=72, as=—1497,.

et delaa=12, b=306, c=—0643; de sorte que I'équation:
cherchée sera

VP — 120* 4 30u -~ 643 = o.

Comme cette ¢quation n’a pas les signes alternativement positifs-
et négalils, )’en conclus sur-le-champ que I'équation proposée a-

nécessairement deux racines imaginaires, et par conséquent une-
seule réelle (n° 16).

Ainsi les nombres & substituer & la place de z, seront les nombres
naturels 0, 1, 2, 3, ete. (n° 6).

Je suppose d’abord x positif, et je cherchela limite des valeurs

de x par les méthodes du n° 12, je trouve / 2 +C/5 <3 ; ainsi 3.
sera la limite cherchée en nombres entiers; de sorte quwil snffira.
de faire successivement & =o0,=1,=—=2,=>5; ce qui donnera
ces résultats : — 5, — 6, — 1, 4-16; d’olt I'on voit que la racine
réelle de I"équation proposée, sera entre les nombres 2 et 3+ et
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quainsi 2 sera la valeur entiere la plus approchée de cette racine
(n° =),

Je fais maintenant , suivant la méthode du chapitre IIT,
x == 2 - =, j’ai, en substituant et ordonnant les termes par rap-
port a y, jl’éqnation

yP—10y*— 06y —1=o0

dans laquelle j’ai changé les signes pour rendre le premier terme
positif. ‘

Cette équation aura donc nécessairement une seule racine plus
grande que l'unité (n°® 19); de sorte que pour en trouver la
valeur approchée, il n’y aura qu’a substituer les nombres o, 1,
2, 3, elc. jusqu'a ce que on trouve deux substitutions consécu-
tives qui donnent des résultats de signe contraire.

Pour ne pas faire beaucoup de substitutions inutiles, je remarque
quen faisant y = o, j'ai un résultat négatif, et qu’en faisant
¥ =10, le résultat est encore négatif; je commence donc par le
nombre 10, et je fais successivement y == 10, =11, etc. je trouve
d’abord les résultats —61, 454, etc. d’otr je conclus que la valeur
approchée de y est 103 donc g = 10.

. 1 s, . .
Je fais donc y = 10 - -, j'aurai I’équation

v

612> — 942> — 202 — 1 =0

et supposant successivement z =1, ==2, etc. j’aurai les résuliats
— 54, +71, etc, done r =1.

’ . ) . 1 - .
Je fais encore z == 1 +- —, j'aurai

541 4+ 251 — 8gu — 61 = o;

etsupposant £ = 1, ==2, etc. j’aurai les résultats — 1, 4-293, etc.
donc s =1, el ainsi de suile.

En continuant de cetle manitre, on trouvera les nombres 2, 10,
1,1,2,1,3,1,1, 12, etc. de sorte que la racine cherchée sera
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exprimée par cette fraction continue

1
x=2+1o+——-1
g +1+E—_—i—_etc.

-

d’ou V'on tirera les fractions (n° 23)

2 art 33 44 It 155 576 73t 1307 16415

1 To’ 11 w1t B 9% 74 aT73 34) 0“4 755’ etc,

lesquelles seront alternativement plus petites et plus grandes quc
la valenr de .

La derniére fraction 5452 est plus grande que la racine cherchée;
mais ’erreur sera momdre que —(-—8—5——); (n° 23, 2°), c’est-a-dire

moindre que 0,0000000163 ; donc, si on réduit la fraction 2652
en fraction décimale, elle sera exacte jusqu'd la septieme déci-
male : or, en faisant la division, on-trouve 2,0945514865.....

ainsi la racine cherchée sera entre les nombres 2,09455149 et

2,09455147.

Newton a trouvé par sa méthode la fraction 2,09455147 (voyez
sa Méthode des suites infinies); d’olt 1'on voit que ceite méthode
donne dans ce cas un résultat fort exact: mais on aurait tort de
se promettre toujours une pareille exactitude.

26. Quant aux deux autres racines de la méme équation, nous
avons déja vu qu’elles doivent &tre imaginaires: néanmoins, si

on voulait en trouver la valeur, on le pourrait par la méthode
du n° 17.
Pour cela, on reprendra I'équation en v trouvée ci-dessus, et

en y changeant v en — v, et changeant ensuite tous les signes,
on aura

W~ 122 - 361w — 643 =0,

et il ne s'agira plus que de chercher une racine réelle et positive
de cette équation. Or, puisqu’elle a son dernier terme négatif,
elle aura nécessairement une telle racine, dont on pourra trouver
la valeur entiére la plus approchée par la substitution successive

5
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des nombres naturels o, 1, 2, 3, etc (n° 3). En effet, en faisant
w=="5, on aura le résultat —38, et en faisant w=~06, on aura
~ 221 ; ainsi la valeur entiére la plus approchée de la racine po-
sitive de cette équation, sera 5.

. 1 .
On fera donc maintenant w =25 -, eten substituant, on aura,
aprés avoir changé les signes,
381 — 231u* — 271 — 1 = o.
Faisant successivement z==0, 1, 2, etc., on trouvera pour z=6
et u==7 les résultats — 271, ~~1525; donc 6 sera la valeur en-
tiere approchée de .
1 .
- On fera donc u=6+;, et ’on aura en substituant et chan-
geant les signes,
2712° — 15052* — 4532 — 38 =o.
In faisant successivement x=o0, 1, 2, etc. on trouvera des ré-
sultats négatifs jusqu’a la supposition de =6, qui donne 883y
pour résultat; de sorle que 5 sera la valeurenti¢re approchée de .

On fera donec z=15 —i—yl, substituant et rédnisant, on aura

1053y% — 6822y — 2760y — 271 =0,
et I’on trouvera 6 pour la valeur approchée de y, ct ainsi de suite.

De cette maniére, on approchera de plus en plus de la valeur
s PR P P
de w, laquelle se trouvera exprimée par la fraction coatinue:

d'ou l'on tire ces fractions particuliéres
5 31 160 gor

2

'; -Z)-, -3—;‘, 19')’ etc.

. . . W . .
Connaissant ainsi w, on aura (n° 17)8 = —l—/;—', ainsi on connaltra g.

On substituera maintenant a -3 ¢/—1, & la place de x dans
Péquation proposée; et faisant deux éqgnations séparées des termes
tout réels, et de ceux qui sont affectés de /—1, on aura les deux
équations,

a*—(33*42)a—5=o0,
392 == 3> — 2= 0.
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On cherchera le plus grand commun diviseur de ces deux équa-
tions, et on poussera seulement la division jusqu’d ce que l'on
arrive & un reste ol « ne se trouve qu’a la premiére puissance

(numéro cité); ce reste sera —-%;' bo —5 ; lequel étant fait
= o0, donnera
g 2
T 40+

Ainsi on aura la valeur des deux racines imaginaires a = 3}/ =1,
et o — By/—1 de I’équation proposée.

27. Prenons pour second exemple 1'équation
x—gx =7 =0.

On aura encore ici m==3, et par conséquent n==3; ensunite
A=o0,B=—7, C=—7; dot A,=0, A,=14, Aj==—21,
A,=098, A;=—245, A;=2833; et de la, a,=42, ¢,=882,
a; = 18669, et enfin a=42, b=441, c=49; de sorte que
Iéquation en v sera

v} —42v* 4= 441y = g =0,

Puisque les signes de cette équation sont alternatifs, c’est une
marque que la proposée peut avoir toutes ses racines réelles (n° 16);
et comme d’ailleurs cette équation n’est point divisible par v, il
g'ensuit que I’équation en z n’aura point de racines égales (n* 15),

On fera maintenant (v° 11) v =;—, et ordonnant’équation par
rapport a y, on aura

yr—or+sy—H=o
Le plus grand coefficient négatif étant g, on pourrait prendre
J=10(n°12); mais on peut trouver une limite plus rapprochée
en cherchant le plus petit nombre entier qui rendra positives ces
trois quantités
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et on trouvera que /=g satisfait 4 ces conditions; de sorte qu’on
aura =3 (n° 11), et par conséquent A =1.

'On mettra donc (n° 13, 2°.) dans I’équation proposée g a la

place de z, ce qui la réduira & celle-ci:
22— 0652 - 18y =o0,

dans laquelle il n’y aura plus qu’a substituer les nombres natu-
rels o, 1, 2, etc. 4 la place de . Or, suvivant la méthode du
n° 13 (5°.), on trouve que la série des résultats ne contient que
deux variations de signes, lesquelles répondent & x =4, 5, 6;
de sorte que 1’équation proposée n’aura que deux racines posi-
tives, lesquelles tomberont, 1'une entre les nombres % ct 2, et
l'autre entre les nombres § et £; d’olt I’on voit que la valeur en-

ticre la plus approchée de V'une et de Vautre, sera 1 (n° 2).

Faisons maintenant z négatif pour avoir aussi les racines néga-
tives (n° 4), et I'équation se changera en

3 Y e —) e
L3 — X — 7 =0;

laquelle ayant son dernier terme négalif, aura snrement une ra-
cine positive (n° 3), et il est clair qu'elle n’en aura qu’une scule,
puisque nous avons déja trouvé les deux aufres; ainsi on pourra
d’abord trouver la valeur entiere approchée de cette racine, en
substituant & la place de x les nombres o, 1, 2, elc. jusqu’a ce
gue l'on rencontre deux substitutions qui donnent des résul-
tats de signe contraire (n° 3): or, on frouve que ces substitu-
tions sont =3 et x =4; de sorte que 3 sera la valeur entitre
la plus approchée de x dans 1'équation précédente, et par consé-
quent de — x dans la proposée.

Ayant ainsi trouvé que ’équation a trois racines réelles, deus
positives et une négative , et ayanlz_trlouy’é' en méme temps leurs
valeurs entitres approchées, on pourra approcher antant qu’on vou-
dra de la vraie valeur de chacune d’elles par la méthode du cha-«
pitre ITI. i

Considérons d’abord les racines positives, et faisons dans ’équa-
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tion 2° ~—rnx~}-7=0, x=1 +yl’ elle deviendra celle-ci:

y3~4y°+5y+1;0,

laquelle, a cause que 1 est la valeur approchée de deux racines, aura
nécessairement (n° 19, 2°.) deux racines plus grandes que I'unité.
Jessaic d’abord sije peux tronver les valeurs approchées de ces
deux racines par la substitution des nombres entiers o, 1, 2, etc.
¢t comme il n’y a que le terme 4y de négatif, il suflira (v° 13, 1°.)
de pousser les substitutions jusqu’a ce que l'on ait y*=on > 4y*;
c’est-a-dire jusqu'a ¥ = 4: or, en faisant y=o, 1, 2, 3, 4, j’ai
les résultats 1, 1, —1, 1, 13; d’out je conclus que les racines cher~
chées sont, Pune entre les nombres 1 et 2, et autre entre les nom-
bres 2 et 3 ; de sorte que les valeurs approchées de y seront 1 et 2.

. | )
On fera donc, 1°. y =1~ -, et 'on awra 2°—~2z*—z-~1=0,

équation qui n’aura plus qu’une racine réelle plus grande que 'unité
(n° 19, 2°.); ainsi on supposera successivement z =1, 2, etc,
jusqu’a ce que l'on trouve deux substitutions consécutives qui
donnent des résultats de signe contraire : or , on trouve que z==2

donne —1, et z==3 donne -}-7; donc 2 sera la valeur entitre
approchée de z.

1 . .
On fera donc z==2--~, et substituant, I'on aura, en chan<
geant les signes, #* — 3u* — 4u — 1 =o.

On supposera de méme z=1, 2, ectc. et l'on trouvera que Ila
valeur entitre approchée de z sera 4.

1 . . .
On fera =1 —{—,7, et ainsi de snite.
2° On fera y =2 -|-£, et substituant dans ’équation précé~
dente en ¥, on aura, aprés avoir changé les signes,
z3+,z’.-—-zz-—1:0;

cette équation n’aura, comme la précédente en z, qu'une seule
racine réelle plus grande que I'unité; de sorte qwil n’y aura qu’a
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faire z=1, 2, etc. ce qui donne les résultats —1, 7; d'ol l'on
conclut que 1 est la valeur entitre approchée de z.

1 .
On fera donc z=1 +-et I'on aura, en changeant les signes,

U 31— 4 —1=0,

d’oi l’on trouvera, de la méme maniére que ci-dessus, que la va-
leur entitre approchée de u« sera 4.

. . 1 . . .
Ainsi on fera u==4-f-—, et ainsi de suite.

Donc les deux racines positives de I'équation proposée seront,

x=x'+%———1
1

D’ou Von tirera, si I'on veut, des fractions convergentes, comme
dans l'exemple précédent (n° 23 et 24).

Pour trouver maintenant la valeur approchée de la racine néga-
tive, on reprendra I’équation x* —7x—7 =0, dans laquelle on
a déja trouvé que la valeur entitre approchée est 3; ainsi on fera

=3 —l—)—t , ce qui donnera, en changeant les signes,

y¥—20y*—Qy —1==0;

et comme cette équation ne peut avoir qu’une seule racine réelle
plus grande que 1 (n° 19, 2°.), on en trouvera la valeur appro-
chée en faisant y==1, 2, etc. jusqu’a.ce que ’on rencontre deux
résultats consécutifs de signe contraire, ce qui arrivera lorsque
¥ =320, 21; de sorte que la valeur dont il s’agit sera 20.

On fera donc _y:—:zo-—[—:—L, etc.

De cette manitre, la racine négative de I’équation proposée sera
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CHAPITRE V.

Sur les racines z'maginaz'res.

ARTICLE PREMIER.

Sur la maniére de reconnailre si une égquation a des racines

imaginaires.

28. J’Ardonné dans le n° 8, des formules générales pdur dé-
duire d’une équation quelconque, une autre équation dont les
racines soient les carrés des différences entre les racines de I'équa-
tion proposée. Or, si toutes les racines d’une équation sont réelles,
il est évident que les carrés de leurs différences seront tous po=
sitifs; par conséquent, I’"équation dont ces carrés seront les racines,
et que nous appellerons dorénavant, pour abréger, éguation des
diff¢rences , cette équation, dis-je, n’ayant que des racines po=
sitives , aura nécessairement les signes de ses termes alternatives
ment posilifs et négatifs; de sorte que, si ceite condition n’a pas

lieu, ce sera une marque siire que I'équation primitive a néces«
sairement des racines imaginaires.

29. De plus, comme les racines imaginaires vont toujours deux
a deux, et qu’elles peuvent se mettre sous la forme a—fBy/—r1,
a— By —1,a et B étant des quantités réelles (voyez la Note IX);
il s’ensuit que la différence de deux racines imaginaires corres-
pondantes , sera nécessairement de la torme 2% 1/ —1; de sorte que
le carré de cette différence sera —4 *, c'est-a-dire une guantité
réelle et négative. Done, si I'équation proposée a des racines ima-
ginaires , il faudra nécessairement que ’équation des différences
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ait au moins autant de racines réelles négatives qu’il y aura de
couples de racines imaginaires dans la proposée.

30. Mais il est démontré (voyez la Note VIII) qu’une équa-
tion quelconque ne saurait avoir plus de racines positives qu’elle
n’a de changemens de signes, ni plus de racines négatives qu’elle
n’a de successions du méme signe. Donc, le nombre des racines
imaginaires dans une équation quelconque, ue pourra jamais étre
plus grand que le double de celui des successions de signe daps
I’équation des différences.

31. De 14, et-de ce que nous avons dit ci-dessus, il s’ensuit
que si Péquation des différences a tous ses termes alternativement
positifs et négatifs, Péquation primitive aura nécessairement toutes
$es racines réelles, sinon elle aura nécessairement des racines ima-
ginaires. Ainsi on pourra toujours juger, par ce moyen, s'il y a
ou non des racines imaginaires dans une équation quelconque
donnée,

ARTICLE II,

Ok Zon donne des régles pour déterminer dans certains cas
le nombre des racines imaginaires des dguations.

32. Soient @, b, ¢, d, etc. les racines réelles d’une équation
quelconque , et at+By —1, a—By —1, 34y —1,

v —4d'y/ —1, etc. les racines imaginaires; les carrés des diffé-
rences de ces racines seront

(¢ — b)), (e — o), (@ — d)*, etc.
(b — c)y, (b — d), etc. (¢ — d)*, etc,

— 43 — 4d%, elc.
(¢« —a+ By— 1), (¢ —a— B y— 1)
(¢ — D+ LB Vv— 1) (¢ — & — By— 1)
(¢ —c + Byv— 1), (¢ —ec—By—1)
(e —d+ B y—1), (¢ —d—By— 1)
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(—a+dyv—1)», (r—e—4J y—i)
G—2b+dyv—1y, (y—>b—4Jy—iy
(y —c+d y— 1) (y —c—J y—la)
G—d+dy—1)y, @G—d—Jy—i)y

etc.

(0 — 3 + (B=d) V= 1) (& — 3 —(f—d) V= 1)*
(¢ — 3 + (B+d) V= 1) (&= 3 —(B-+d) /= 1)

etcl

lesquels seront, par conséquent, les racines de ’équation des dif-
férences.

Soit 72 le degré de I’équation proposée , qui est égal au nombre
des racines @, b, c, etc. a B ¢/ — 1, a — BV — 1,
v+ y—1, y—dJ v —1, etc. celui de I'équation des diffé-
rences sera 7-75-(—’—”;:1—)=n (n° 8): soit p le nombre des racines
réellesa, b, c, etc. et 2¢ celui des racines imaginaires a3/ —1,
a—pBy—1, ydyv—1, y—dJ /—1, etc. en sorte que
m==p—2q, il est facile de voir par la table précédente que,
parmi les 7z racines de I'équation des différences, il y en aura né-
t Pp—1

2

cessairemen de réelles et positives, ¢ de réelles et.néga-

tives, et 2g(p —+g-—1) d'imaginaires.

33, Qu'on fasse maintenant le produit de toufes ces racines,

et il est visible que le produit des }%T—Qracmespositivessera

“toujours positif, que celui des ¢ racines négatives sera- positif
- ou négatif, suivant que le nombre ¢ sera pair ou impair, qu’en-
fin le produit des 2¢(p-}g— 1) racines imaginaires sera toujoturs
positif; en effet, ces derniéres racines étant deux a deux de la
forme (A4By'—1)’, (A—By—1)*, leurs produits deux a
deux seront de la forme (A*+-B*)*, et par conséquent positifs :
donc le produit de toutes ces racines ensemble sera toujours ausi
positif. ‘

Donc le produit total sera nécessairement positif ou négatif,
suivant que ¢ sera pair ou impair,
6
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Mais le dernier terme d’une équation est, comme l'on saif;
égal au produit de toutes ses racines avec le signe 4~ ou —, snivant
que le nombre des racines est pair ou impair.

Donc le dernier terme de I’équation des différences, dont le
degré est 7, sera nécessairement positif, si z et g sont tous deux
pairs ou tous deux impairs, et négatif si 'un de ces nombres est
pair et l'autre impair.

84. Or, si n et ¢ sont tous deux pairs ou impairs, n—g sera
nécessairement pair, et si 2 et ¢ sont, 'un pair, et lautre
impair, n-— g sera nécessairement impair; mais & cause de
m(m—1)

, et de m=p--2g,0na n—-—t]:’i(—’—j—;-:l—z-f—zq(p_'.q__l)’
pp—1)
2

n=
de sorte que n—g scra toujours pair on impair, suivant que
le sera.

Donc le dernier terme de I’équation des différences sera néces-

sairement positif ou négatif, suivant que le nombre P_(Ez‘_____‘) sera

pair ou impair, c'est-a-dire, snivant que le nombre des combi-
naisons des racines réelles de la proposée, prises deux a deux,
sera pair ou impair.

35. Supposons, 1°. que ce dernier terme soit positif, il faudra,
en ce cas, que B_(B.z_“_‘) soit pair; donc oug_—_z?\, et p==4A, ou

.P""—‘—; “==2A et p=4A~}-1; d'olt il sensuit que, daws ce cas, le

nombre des racines réelles de la proposée sera nécessairement mul-
tiple de 4, si ce nombre est pair, c’est-3-dire si le degré de’équa-
tion est pair, ou multiple de 4 plus 1 si le degré de V'équation
est impair. Ainsi il sera impossible que I'équation ait 2, ou 3,
ou 6, on 7, etc. racines réelles.

2°. Supposons que le dernier terme de I'équation des différences
(p—1)

2

soit négatif, il faudra alors que - soit impair, donc ou’

§=2K+ 1 et p=4r+2, ou (P:1)=27\+1 , et p==4r~-3;
d’olt il s’ensuit que, dans ce cas, le nombre des racines réelles
de la proposée sera nécessairement multiple de 4 plus 2 sile de-
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gré de I’équation est pair, ou multiple de 4 plus 3 si ce degré
est impair. De sorte qu’il sera impossible que I’équation ait en
cecas 1, ou 4,o0ub, ou8, ou g, etc. racines réelles.

36. Ainsi, par Iinspection seule des signes de 1’équation des
différences, on sera en état de juger, 1°. si toutes les racines de
I’équation proposée sont réelles ou non; 2°. si le nombre des ra-
cines réelles est un de ceux-ci: 1, 4, 5, 8,9, 12, 13, etc. ou bien
s'il est un de ceux-ci : 2, 3, 6, 7, 10, 11, etc. ce qui suffira pour
déterminer le nombre des racines réelles et des imaginaires dans
les équations qui ne passent pas le cinquitme degré, et dans
toutes les équations o on saura d’avance que les racines ima-
ginaires ne sauraient étre plus de quatre.

Peut-&tre qu’en poussant plus loin cette théorie, on pourraif
trouver des régles siires pour déterminer le nombre des racines
réelles dans les équations de degrés quelconques; les méthodes
que I'on a proposées jusqu’a présent pour cet objet, étant ou insuf-
fisantes, comme celles de Newton, Maclaurin, etc. ou imprati-
cables, comme celles de Stirling et de De Gua, qui supposent
la résolution des équations des degrés inférieurs,

ARTICLE III,

O lon appligue la théorie précédente aux éguations des second ,
troisiéme et quatricine degrés.

37. Soit V’équation proposée du second degré, comme
X Az -B=o,
I'équation des différences sera du degré 2—2’ =1 et on trouvera par

la méthode du n° 8 que cette équation sera

Y - 2 = 0,
ou on aura a=A*—/B.

Ainsi les racines seront toutes deux réelles ou foutes deux ima<
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ginaires, suivant que l'on aura A*—4B > 0, ou <o; et elles
seront égales lorsque A®==4B.

58. Soit proposée I'équation générale du troisitme degré

28— Az*~~-Bx — C=o,

Péquation des différences sera ici du degré -5—2—2 =3, eton trou-
vera par la méme méthode

v¥— v v—c=o,

a = 2 (A*— 3B)
b= (A*— 3B)
c = 4 (A" — 3B) (B*=—~3AC) — (gC — AB)*

3
Donc, pour que les racines soient toutes réelles s il faudra que
Yon ait,

1°° A*—3B>o0,

2°, 4 (A*—3B) (B*~3AC) — (gC— AB)* > o.
Si Pune de ces deux conditions manque, I'équation aura deux
racines imaginaires.

39. Soit maintenant proposée 1'équation générale du quatrieme
degré
a4+ Bx* —Cx+ D =o,

dont le second terme est évanoui pour plus de simplicité; le

. soen .3
degré de I'équation des différences sera —4;— =6; de sorte que
ceite équation sera _

Ve g = DUt oV o dur— e =0,
ou l'on trouvera par la méme méthode

8B
22B* -+ 8D
— 18B® - 16BD -~ 26C*
17B¢ 4 24B*D —7.16D* -}~ 3.16BC*
4B° — 2.27C*B*—8.27C*D+3.4°BD*—2.4°B°D
AD? w27, 4°B2D* = 42, 3°C*BD o 4°B*D — 4C°B% — 3°C,

nuawun
l

SHa aooan
N
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Donc, 1° si la quantité
4D° — 22, 42B*D* - 4*.3:C*BD + 4°BD — 4C*B? — 53C*

est négative, la proposée aura nécessairement deux racines réelles
et deux imaginaires; mais si cette quantité est positive, alors la
proposée aura toutes ses racines réelles ou toutes imaginaires.

Or, toutes les racines seront réelles si les valeurs de tous les
coefficiens a, b, ¢, d, e, f, sont positives ; donc elles seront
tontes imaginaires si le dernier coeflicient f étant positif, quel-
qu'un des autres se trouve négatif.

Supposons donc le coefficient f positif, ensorte que 'on ait

4D° — 23 B D = 4.5°C:BD 4 4BD — 4C*B* — 3°Cf > o,

et on trouvera que tous les autres coefliciens seront aussi positifs
si 'on a en méme temps

B<o, et B*—4D>o,

et qu'au contraire quelqu'un d’eux deviendra nécessairement né-
gatif si

B>o0, ou B*—4D <o.

Ainsi, dansle premier cas, les quatre racines de 1’équation se-
ront toutes réelles, et dans le second elles seront toutes imagi-
naires.

On pourrait de méme trouver les conditions qui rendent les ra-
cines des équations du cinquitme degré toutes réelles, ou en partie

réelles et en partie imaginaires; mais comme, dans ce cas, Iéqua-

tion des différences monterait au degré -5—.‘;—4= 10, le calcul de-

viendrait extrémement prolixe et embarrassant.
ARTICLE 1V,
Sur la maniére de trouver les racines imaginaires d'une dyuation,

4o. Nous avons vu dans Particle IT° que chaque couple de ra-
cines imaginaires correspondantes a=f Y —~1, apB/—1x



46 DE LA RESOLUTION
donne nécessairement dans ’équation des différences une racine
réelle négative —4f3*; d’ott il s’ensnit qu’en cherchant les racines
réelles négatives de tette équation, on trouvera nécessairement
les valenrs de —4f3*, d’ot V’on aura celle de 2 & I'aide desquelles
on pourra ensuite trouver les valeurs correspondantes de « , comme
nous I’avons enseigné dans le n° 17; de sorte qu’on aura, par ce
moyen, I'expression de chaque racine imaginaire de 1’équation
proposée; ce qui est souvent nécessaire , surtout dans le calcul
intégral. Voici senlement une observation qui peut servir a ré-
pandre un plus grand jour sur cette théorie, et & dissiper en méme
tetps les doutes qu’on pourrait se former sur son exactitude et sa
généralité.

41. Lorsque les parties réelles ¢, 9, etc, des racines imaginaires

N d'—f"'l@\/_l)
“—:B\/_"I)
'}"‘""J\‘/"—I,
'\/-“J\‘/'—'I:

etc.

sont inégales tant entre elles qu’avec les racines réelles 2, 5, ¢, ete.
il est évident, par la table de l'article second, que l'équation
des différences n’aura absolument d’autres racines réelles néga-
tives que celles-ci: — 482, —4dJ*, etc. de sorte que le nombre
de ces racines sera le méme que celui des couples de racines ima-
ginaires dans 1’équation proposée.

Mais s’il arrive que, parmi les quantités «, 3, etc. il sen
trouve d’égales entre elles ou d’égales aux quantités @, &, c, etc.
alors I’équation des différences aura nécessairement plus de racines
négatives que la proposée n’aura de couplesde racines imaginaires.,

En effet, soit a=1, les deuxracines imaginaires (d—g-j-/3 v/ —1),
(¢ —a—py—1)* deviendront — f5*, et —f3*, et par consé-
quent réelles négatives.

De sorte que si I’équation proposée ne contient, par exemple,
que les deux imaginaires a4 By —1, et a—fBy/—1, I'équa-
tion des différences contiendra, dans le cas de a==a, outrela
racine réelle négative — 43*, encore ces deux-ci: —p:, — @,
égales entre elles,
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D’oir Pon voit que lorsque D’équation des différences a trois
racines réelles négatives, dont deux sont égales entre elles, alors
la proposée peut avoir ou trois couples de racines imaginaires,
ou une seulement.

Si la proposée contient quatre racines imaginaires « ~}-B¢/—1,
a—PBy—i,y4-dy—1, 3—Jy/—1, alors Péquation des
différences contiendra d’abord les deux racines réelles négatives
— 4f*, —4d"*; ensuite si a ==a, elle aura encore ces deux-ci:
— 6%, —B*; si y=20&, elle aura de méme ces deux antres-ci :
—d%, —J*; enfin, si on avait a==17, alors les quatre racines
imaginaires

(a—y+(B—HV—1), (a—r—(B—y—1),
(a—y+LB+HV—1), (a—r—(E+HV—1),

deviendraient
—(B— J)n’ - (B_' J)z) - (:8 -+ J)Z! - (B -+ J)’:
c’est-a-dire réelles négatives , ou égales deux i deux.

42. De 1a il est facile de conclure,

1°. Que lorsque toutes les racines réelles négatives de I'équa-
tion des différences sont inégales entre clles, alors la proposée
aura nécessairement autant de couples de racines imaginaires qu'il
y aura de ces racines. '

It, dans ce cas, nommant — une quelconque de ces racines,

on aura d’abord ﬁ::‘—/;—v—-, cette valeur étant ensuite substituée

dans les deux équations (H) du n° 17, on cherchera leur plus
grand commnn diviseur, en poussant la division jusqu’a ce que
I'on parvienne & un reste ol « ne se trouve plus qu’a la premiere
dimension; et faisant ce reste égal & zéro, on aura la valeur de «
correspondante a celle de £; par ce moyen, chaque racine né-
gative —mw donnera deux racines imaginaires o -~ 8 /—1,
et a—fy —1.

2°. Que si, parmi les racines réelles négatives de I’équation
des différences, il y en a d’égales entre elles, alors chaque racine
inégale, s'il y en a, donnera toujours, comme dans le cas pré-
cédent, une couple de racines imaginaires; mais chaque couple
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de racines égales pourra donner aussi deux couples de racinecs
imaginaires, ou n’en donner aucune; ainsi deux racines égales
donneront ou quatre racines imaginaires ou aucune ; trois racines
égales donneront ou six ou deux racines; quatre racines égales
donneront ou huit ou quatre racines imaginaires, et ainsi de suite,

43, Or soient, par exemple , —w, et —w deux racines égales

V'

négatives de I'équation des différences, on fera = *— comme

ci-dessus; et substituant cette valcur de 2 dans les équations (H)
du numéro cité, ou cherchera leur commun diviseur en ne poussant
la division que jusqu’a ce que 'on parvienne & un reste ol & ne se
trouve qu’'a la seconde dimension, a cause que la valeur de £ est
double, comme mnous ’avons d¢ja remarqué dans 'endroit cité.

Ainsi, faisant ce reste égal & zéro, on aura pour la détermi-
nation de a une ¢quation du second degré, laquelle awra, par con-
séquent, ou deux racines réelles ou deux imaginaires.

Dans le premier cas, nommant ces deux racines o’ et 2", on
aura les quatre racines imaginaires o' =+ 8¢/ /—1, ' —By/—1,
@' 4By —1, a'—B/—1; dans le second cas, les valeurs de
a étant imaginaires contre I'hypothése , ce sera une marque que
les deux racines égales —w, —w, ne donneront point de ra-
cines imaginaires de la proposée. :

44. Sl y avait dans Péquation des différences trois racines

égales et négatives —w, —w, —w, alors faisant ﬁ_—:-‘-/ﬂ’
o I3 :

on poussera seulement la division des équations jusqu’a ce que
I'on parvienne & un reste ol « se trouve i la troisitme dimen-
sion; de sorte que ce reste éfant fait = o, on aura une équa-
tion du troisi¢tme degré en « , d’ol l’on tirera, ou trois valeurs
réelles de a, ou une réelle et deux imaginaires: dansle premier
cas, on aura six racines imaginaires; dans le second, on n’en
aura que deux, les valeurs imaginaires de o devant tonjours étra
rejetées comme coniraire & Ihypothése, et ainsi de suite,

>

T T A Al i AT
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CHAPITRE VL

Sur la manitre dapprocher de la valeur numérique des
racines des équations, par les fractions continues.

ON a vn dans le chapitre III comment on peut réduire les
racines des équations numériques & des fractions continues, et
combien ces sortes de réductions sont préférables a toutes les
autres : nous allons ajouter ici quelques recherches, pour donncr
a cctte théorie toute la généralité et la simplicité dont elle est
susceptible,

ARTICLE PREMIER.

Sur les fractions continues périodigues.

45. Nous avons déja remarqué dans le n° 18, que lorsque la
racine cherchée est ¢gale & un nombre commensurable, la frac-
tion continue doit nécessairement se terminer; de sorte que l'on
pourra avoir D’expression exacte de la racine; mais il y a encore
un autre cas ou I’on peunt aussi avoir I'expression exacte de.la ra-
cine, quoique la fraction continue qui la représente aille a I'in-
fini. Ce cas a lieu lorsque la {raction continue est péripdique,
c’est-a-dire , telle que les mémes dénominateurs reviennent tou-
jonrs daus le méme ordre a linfini; par exemple, si on avait la
fraction

P oL,
PF 1
9+ p F ete,

il est clair qu’en nommant x la valeur de cette fraction, on aurait

x=;7+;+1_'
%
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ce qui donne cette équation :
gx* — pgr—p ==0,

par Jaquelle on pourra déterminer x; il en serait de méme sila
période était d’un plus grand nombre de termes, et l'on trou-
verait toujours pour la détermination de « une équation du second
degré. 1l peut aussi arriver que la fraction continue soit irrégu-
litre dans ses premiers termes, et qu’elle ne commence & devenir
périodique qu’aprés un certain nombre de termes; dans ces cas, on
pourra trouver de la méme maniére la valeur de la fraction, et elle
dépendra pareillement tounjours d’une équation du second degré;
car soit, par exemple, la fraction

1
PHoxi
7+

1

———1
s — 1
+T+S+L_

r -+ etc.

Nommons toute la fraction x, et y la partie qui est périodique,
savoir :

1
re—1
S+ r -+ etc.
on aura
x=p+;l,— 1
y’
d’ont Ion tire ¥ = ———F—; 1

1—q(=z—p)’
qui donne sy*— rsy — r == 0 ; donc, substituant pour y sa va-
leur en x, on aura

- 1
mais 'on a y=r — 1 ce
y=re4ioa

s (z—p)—rs (#=p) (s — g (z—p)) —r (1 —¢ (x—p) ) =o0,

équation qui, étant développée et ordonnée par rapport & =,
montera au second degré.

46. On voit, par ce que nous venons de dire, que le cas dont
il s’agit, doit avoir lieu toutes les fois que , dans la svite des équa-
tions transformées (@), (0), (c), (d), etc. dun° 18, il s’en trou-
vera deux qui auront les mémes racines; car si la racine z, par
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exemple , de ’équation (c) était la méme que la racine x de l'équa-
tion (), on avrait

w=P+;—;L

x?

ce qui est le cas que nous avons examiné ci-dessus, et ainsi des
autres. Donc, quand on voit que, dans une fraction continue, ccr-
tains nombres reviennent dans le méme ordre, alors pour s’as-
surer si la fraction doit étre réellement périodique & Pinfini, il
n’y aura qu’a examiner si les racines des deux équations qui ont
la méme valeur entiére approchée , sont parfaitement égales, c’est-
dire si ces deux équations ont une racine commune; ce qu'on
reconnaitra aisément en cherchant leur plus grand commun divi-
seur, lequel doit nécessairement renfermer toules les racines com-
munes aux deux équations, s’il y en a: or, comme nous avons
vu que foute fraction continue périodique se réduit a la racine
d’une équation du second degré, il s’ensuit que le plus grand
diviseur commun dont nous parlons sera nécessairement du second

degré.

47. Supposons donc qu’on ait reconnu que parmi les différentes
équations transformdes , il s’en trouve deux qui ont la méme
racine ; alors la fraction continue sera nécessairement périodique
A l'infini; de sorte qu'on pourra la continuer aussi loin qu'on
voudra, en répétant seulement les mémes nombres; mais voyons
comment on pourra dans ce cas continuer aussi la suite des frac-
tions convergentes du n° 23, sans &tre obligé de les calculer toutes..
I'une aprés 'autre par les formules données.

Pour cet effet, nous supposerons que l’on ait en général

— 1 AN 1 N s\m X
a:.._A-{—x,, T = A -l—x,,, x = A +x,,,etc.
ensorte que x étant la racine cherchée, 2/, 2", a”, etc., solent
celles des ¢quations tranformées que nous avons désignées ailleurs

par y, z, U, etc. et Pon aura

’ 1
x-—}\+"”+:\'f+etc.
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Donc, faisant comme dans le n° cité

Z == I ’ L = 0
I’ = N L' =1
y = A7) 42 L' = XL (A)
" =N L” = A"L" 4= L’
I = T LY = avL" 4 L
etc. etc,

on aura ces fractions convergentes vers x

2 ror.r I

T T 7 P I ete,

Maintenant I'équation & = A’ 4- = donnera
xx = AN -1 = 2L - 1y
mettons au lien de 2 dans le second membre de cette équation ;
sa valeur 2" - —J-CIT,, et multipliant par =", on aura
22 = (NI 2D)a" = 1"2" 4 1
on trouvera de méme, en substitnant dans le second membre de
cette équation, A" -~ 517, a la place de &,
P =1"a" 4,
et ainsi de suite,
Pareillement 'équation o’ = A" - i— donnera
2da’" = N2 + 1= La" 4 L3
ensuite substituant dans le second membre A" -~ xi” a4 la place
de 2", et multipliant par =", on aura
a'a" = (AL~ L)a” - L" = L"a" -+ L,

et ainsl de suite.
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D’on il s’ensuit qu’on aura en général, quelle que soit la frac-
tion continue, soit périodique ou non,

'77—. 1

X2 ... =02 1 2

J1 faudra bien se souvenir qu’ici et dans les calculs suivans les
exposans des quantités x, /, L, représentent des indices, et non
des puissances.

48. Cela posé, supposons que on ait trouvé , par exemple ,
2T = 2, clest-a-dire que la racine de la (4’ v )eme trans-
formée soit égale & celle de la transformée ui™e; alors on aura
angsi gt T T gt T gt g2 ete, a2 = 2 ete.
et en général o T T7 = 2# 7. donc aussi ATV =1,
A2 = 82 ete, et en général AT T = AT e sorte
que l'on aura

1
=N e
x +;\"+ etc.
1
—_—— :
{J.
A +A‘u+1 1
A“ T4 etel
T
+A‘“+V+ 1
M1
2 - efc.

Maintenant si on suppose en général p—=pu —+ny- =, il est

facile de voir que les deux équations (B) du numéro précédent
deviendront

s gttt e T )

Ty
=2 x"“*"”._l_ 5=,
.o at s at gt T o it g quty
— L?.x(,5+7r+ ng.—l.
Or en faisant dans les mémes équations p==p, on a

zx'z. ... =" 2 4 T

2 & .t = L - LT
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De plus, & cause de

[N 2 5 1 ptr__ o pta2 v
25 = A\ +:——H+l, x = A +;;|_—; ete.

il est clair que si on fait
h I H
W= At 2y
o=t e n B o= AT deoven (C)
e R N O - s : T :

o= AL By = AT nr )
ete. etc,

0 3

I
I

1

on aura en général
PSP Y L AV LR S D)
P TP SIS © Ll ; Lt
Donc on-aura

x‘u'+1 m#+2.... w"'+7= HW.Z“M-"-W—F Hw—l,

et, & cause de 2T = 2* (byp.)
P b SR U & P T |

De sorte qu’en faisant ces substitutions dans les deux équations
ci-dessus, on aura :

(o T (T BT (H 2 - H
=Z?x“+w+lf—l;

(L2 LAy (B 27 BT ) (|7 2 e 1)
=Lfa*T7 L

Dans ces formules et dans les suivantes, les exposans des quan-
1ités A, &k, H, dénotent aussi des indices.
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€,

49. Or, les équations (D) étant divisées Pune par lautr
donnent

© _ }la'xp.+a'+ he—1

x _—Ha‘x#-i-a_*_ﬂa-——l';""’ . .'.(E)

i c=—1 M __ o1

dots Yon tire gt T7 —= B2 =77
LT H7 2
i : W=t 70t
Donc, faisant ¢ ==, on aura T = ilinal s et
BT — HT o
AT —HT R

de 1a wap'—’—"-[—H‘”—'l ==

; mais il est facile
A" —H"

de voir par la nature des quantités 2, %/, ", etc. H, H', H’, etc,
que 'on a

Hhi—IlH=1, AN —"FH =1, HW"—I"H =1, etc,

d’olt 'on aura en général

T 71 T 2T ~——1
" H —H & ==1,
le signe supérienr ayant lieu lorsque @ est un nombre pair, et
Pinféricur lorsque =« est impair.

Donc, faisant ces snbstitutions dans les deux dernitres équations
‘du numéro précédent, on aura

e (Zy.xp._l._l‘u.—-l) (Huxy._*_Hv-—-J .-
(FH T P H Yo - B =P

2
4= (LP'.Z‘M—-{-LM—]) (HV.ZH-{—HV—l)" —
(LSH 7' — LT H ) & LS A — LA™

les signes ambigus dépendant du nombre #, comme nous 1’avons
vu ci-dessus.

Maintenant , si dans I’dquation (L), on fait s =v, on aura,
P Ay At

a2 “tv__ & & [ S
4 cause de a — (h.YP-) Z ""'llvx,u._(__llv-x 7

d’or Von
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tire I"équation en

H (") — (=B " )a" =" "=o.....(F)
laquelle donne

v =TT L Y =RTyR L 4T
- 2} '

x

Soit, pour abréger,

IZVM-I

]IV___HV—-I ' .
P=C=""0, =Pl

2H

ensorte que Pon ait 2% = P -~ }/Q; substituant cette valeur

= (PP FTN Q) (HP +H T - H QY
— lng,'r—l —p—! H7r) (P + V,Q)_'__Zé—l B
= (LCPH- L Ly Q' PHH T+ H Q)
=LA LT H) Ry Q4L T T — LT

d’ol, & cause de P'ambiguité du radical v/'Q, on tirera unafre

&gmations, par lesquelles on pourra déterminer 2, 2672, LS, LI,

50, En eflet, supposons pour abréger

P -t lf’-‘—‘_zf‘[‘
LYP 4~ L7 = g
HP 4B =K
les exposans de f, I, K ,- dénotant des indices; on trouvera ces
quatre équations :
FHT T 7T H =

"+ Q) (K B QY — (FF—#4/Q) (K' 1 yQ)"
2 Q, '
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lp—-l ]Z;T—-l? T (P+ VQ) (ff—F1/Q) (K'—H'\/Q)"
_ 2yQ
(P v/Q) (44 y/Q) (K1 vQy:
2y Q

LH ™' — L H =
o (PR L Y/Q) (K W' y/Q)r — (FM—L# y/Q) (KT —H'y/Q)

2yQ
) Pl A | 1 Kl e (P4 1/Q) (F‘“-';L;Qt/Q) (X'—H' /Q)"
(P"" vV Q) (FA4LEVQ) (K 4 H \/Q)"
2yQ

Donc si on ajoute la premitre multipliée par &7 & la seconde
multipliée par H”, et de méme la troisitme multipliée par 2” 4 la

quatritme multiplide par H”, et quon fasse , pour abréger ,
— HP + W =G".

on aura, d cause de A" H" ' —H" I =k (n° 49),

o= U HEVQ) (67 +H” Q) (K + T Q)"
2yQ _
=0 yQ) (G"—H" Q) (K —H' Q)"
21/Q
f — (F*+ L yQ) (G"+H Q) (K + 1 \/Q)"
2 yQ
_ (FF—L*yQ) (G"—H" y/Q) (K' — W’ ‘/Q)"
2/ Q

fétant_..,u,—}-m-l-qr.

AlnSI ] lorsqu & l’alde des qualltltes 7\ }\l 7\ etc 7\[4+y’ on
aura. calculé; par les formules (A) et (C) les quantités Z, 7,

I, ete. L, L/, L', etc. jusqua 2 et LY, et les quantitds 7,
W,-H, ete. H, H', B, etc, jusqua %’ et H' , on pourra, par

les formules précedentes trouver les valeurs de 7 et de LS, c’este
3
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' 1
a-dire, les termes de la fraction i—? » quel que soit ’exposant du
L .

quantiéme p; car pour cela il n’y aura qu’a retrancher x de p,
et diviser la différence par v, le quotient sera le nombre 7 qui
cntre dans les formules précédentes comme exposant, et le reste
sera le nombre @, qui sera parconséquent toujours moindre que ».

Quoique les formules précédentes renferment le radical /Q,
il est facile de voir que ce radical s’en ira apres le développement ;

de sorte que les nombres 2 et LY seront toujours rationnels et
entiers.

51. An reste, si on voulait trouver en général I’équation du
second degré, par laquelle peut &lre déterminée la racine x de

I'équation proposée , lorsquon a x* 7 =", commedans len® 48,
il n’y aurait qu’a remarquer que les équations (B) du n° 47 étant
divisées I'une par l’autre, donnent en général

o Pl 271
o L + Lt
. . . lei-—'l\ —ZU.'—I
d'ott ’on tire, en faisant p=g, "= ol : donc, sub-
’ " w7
I"—L"x
stituant cette valeur de ™ dans I'équation (F)dun° 49, on aura
celle-ci:

H(LA T e 2™ Yy e (B =B (L =T (A —1F 2)
~1 TN —=L"2)y =o,
c’est-a-dire ,

(HL Yy o (F—H THL T L= B (L)) 2
—H' LY T T (T Y (LT T L T L 2
T (F BT T =T =0,

et ceite équation sera nécessairement un diviseur de I’équation
proposée.
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ARTICLE II,

O P'on donne une maniére trés-simple de réduire en fractions
continues les racines des égquations du second degré.

52~ Considérons 1'équation générale du second degré
Ezx* —2ex — E =o,

dans laquelle E, E' et ¢ sont supposés des nombres entiers, tels

que e+ EE > o, pour que les racines soient réelles; cette équa-
tion étant résolue, donne

__ ¢+ V/ (#+EE)

X 5% ’

ou le radical peut &tre pris positivement on négativement. Suppo-
sons que la racine cherchée soit positive, et soit A" le nombre

entier qui sera immédiatement plus petit que la valeur de x : on

fera donc x = N+~ ;1,-; et substituant cette valeur dans 1’équation

proposée , on aura une équation transformée dont l’inconnue
sera &’ : or, si aprés avoir fait la substitution, on mnltiplie toute
I’équation par z'?, qu’ensuite on change les signes, et qu’on
suppose, pour abréger,

€ = NE — ¢,
"= E - 2¢A' — E'A"*,
on aura la transformée
. E'z'* —2d2’ —E =o0,
laquelle donnera

of e EE VI +EEY
EIY

on cherchera donc le nombre entier A", qui sera immédiatement

plus petit que cette valeur de «/, et on fera »'=A"~- J%, et
aingi de suite.



6o DE LA RESOLUTION

Maintenant je remarque que la quantité ¢*4-E'L’", qui est sous
le signe dans 1’expression de 2/, devient, en substitnant les valeurs
de ¢ et de I, et dtant ce qui se détruit, celle-ci ¢ - EE’, qui
est la méme que celle qui est sous le signe dans I’expression de x;
d’ot1 il est facile de conclure que la quantité radicale sera toujours
la méme dans les expressions de =, &, 2, etc.

Donc, si on suppose, pour abréger,

B =~ LK,

et qu'on fasse (le signe << dénote qu’il faut prendre le nombre
entier qui est immédiatement moindre )

A< E+VB, ¢=NE —¢

P =T - 2a) — EN2, 2 < %V_B, =L —¢
Em —_ El + 2ef2\n__ En;\n,’ PN < %\/_1}’ €m= mE-_ea'
LY — Elr_l_zén)\m_Em)\m,,' AY L _EIL'%K_B, E"=7\"E"—E';
etc, etc. etc.
on aura
B
i
x = E+E,}/B= N oA =
¢ -1/ B w 1
a' =N+ =
EIII x
etc.
d’ots
= N :

N G T etc,

Quant an radical ' B, il faudra toujours lui donner le méme
signe qu'on lui a supposé dans la valeur de la racine cherchée .
On peut observer encore que, comme 1’'on a trouvé

P+ EL =4 EE =B,

B—¢"
Iy

B—=
E*

on aura E' = , et de méme L'== setc
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‘Ainsi on pourra, si onle juge plus commode, employer ces for~-

mules & Ja place de celles' qu’on a données plus haut, pour avoir
les valeurs de L, E”, etc.

. 53. Maintenant je dis que la fraction continue qui exprime la
valeur de x, sera foujours nécessairement périodique.

Pour pouvoir démontrer ce théoréme , nous commencerons par
prouver en général que, quelle que soit P’équation proposée,
on doit toujours nécessairement arriver a des équations transfor~
mées dont le premier et le dernier terme soient de signes diffé-
rens. En effet, nous avons vu dans le n° 19 qu’on doit toujours
nécessairement arriver a une équation transformde qui n’ait qu’une
seule racine plus grande que P'unité, aprés quoi chacune des trans-

formées suivantes n’aura aussi qu'une seule racine plus grande que
l'unité ; soit donc

m e Bum= o cum T o ete, 4~ £ = o

une de ces transformées qui n’ont qu’une seule racine plus grande
que l'unité, et soit s la valeur entiére approchée de #: on fera,

. . - 1 . .
pour avoir la transformée suivante, #=s-—, ce qui, étant

substitué, donnera une transformée dans laquelle il est aisé de
voir que le premier terme sera

(as™ ~ bsm—* ~ csmT2 ~} ete. - &) ™,

et que le dernier sera a. Or, puisque la vraie valeur de z dans
la transformée précédente, tombe entre ces deux-ci: uz=s et
u — o, entre lesquelles il ne se trouve aucune autre valeur
de z (hyp.), il s’ensuit qu’en faisant ces deux substitutions dans
I'équation en u, on aura nécessairement des résultats de signes
conlraires; car il est facile de concevoir qu’il n’y aura, en ce cas,
qu'un seul des facteurs de cette équation qui pourra. changer de
signe en passant d’une valeur de z & 'autre (n° 5). Mais la sup-
position de == donne le résultat au™ (tous les autres termes
‘devenanpt nuls vis-a-vis de- celui- -ci), lequel ¢ést de méme ‘signé
que le coefficient a; donc il faudra que la’ supposition de ==+
donne un résultat de signe contraire & a; mais ce résultat est
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égal &
as™ = bs"? - csm=* - ete. -~ &;

donc, puisque cetle quantité est en méme temps le coefficient
du premier terme de P'équation transformée en w, dont le der-
nier terme est a, il s’ensuit que cette transformée aura néces-
sairement ses deux termes extrémes de signes différens.

Et on peut prouver de la méme manitre que cela aura lien, &
plus forte raison, dans toutes les transformées suivantes.

Cela posé, puisque ]'équation proposée

Ez* — 2ex — E = o
donne les transformées (n° 52)

F'x’® — 22 — FE
meﬂg_ 25'1:” — EI’

etc.

I

il s’ensuit de ce que nous venons de démontrer, qu’on parviendra
nécessairement a des transformées, comme

E7+’(x7’). —_— 227 — EY = o
E7+2<w7+1)n — _257+1.2:7+1 — T =5
etc.

dont les premiers et derniers termes seront de signes différens;

de sorfe que les nombres E7, B>, g2

méme signe, Or, on a (n° 52)

, etc. seront tous de

B = () + PR = @) + BT = e,

'donc, puisque E?, E7+1, |

produits EYEY T YT T2) ete. seront nécessairement positifs;
d’ol il sensuit, 1° que V'on aura () <B, (e7+'1)’ <B, etc
cest-a-dire (en faisant abstraction du signe) & < v B,

, etc. sont de méme signe, les
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&' < /B, et ainsi de suite 3 'infini; 2°. que I'on aura aussi,
4 cause que les nombres E, I/, I, etc. sont tous entiers, EY <B,

1+ < B, Y T2 < B, et ainsi de suite. Donc, comme B est
donné, il est clair qu'il n’y aura qu'un certain nombre de nombres
entiers qui pourront étre moindres que B et que / B; de sorte
que les nombres Ey, E7+1, E7’+2, etc. ¢, P ' e"+2, etc, ne
pourront avoir qu'un certain nombre de valeurs différentes, et
quainsi dans l'une et P'autre de ces séries, si on les pousse &
I'infini, il faudra nécessairement que les mémes termes reviennent
une infinité de fois; et, par la méme raison, il faudraaussi qu’une
méme combinaison de termes correspondans dans les deux séries,
revienne une infinité de fois; d’ou il s’ensuit qu’on aura néces-
sairement, par exemple, )

it = gty atd

ct
ou bien, faisant % 4-d'=wpu,
| Damalde %, et HTV =
donc, & cause de
. 141 Y\a St ;
B = (EP‘) + ) adi O + — (e.“'*‘) _‘;_LH‘F E#+/+l’
on aura aussi E*T’ 1! — E*. mais on a

v__ v

X = gty &KE
' E#-&-l —

gttt ?

‘9 et v a

donc a*t? == 2“3 donc la fraction continue sera nécessairement
périodique (n° 48). '

54, En effet, on voit par les formules du n° 52 que si I'on a
E"‘L+?= B, et TV = ¢, on aura
E#H :E‘u+l, antit = ?\“+1, e‘u+y+.1 =e#+1, -
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et ainsi de suite; de sorte qu’en général les termes des frois s&«
ries E, E, E, ete. ¢, ¢, ¢, etc. A, A", ete. qui auront pour ex-
posant u =~ v @, seront les mémes que les termes précédens,
dont les exposans seront u -, en premant pour 7 un nombre
quelconque entier positif,

Alinsi chacune de ces trois séries deviendra périodique, & com-

mencer par les termes T%, ¢ et M+, et leurs périodes seront
de v termes, apres lesquels les mémes termes reviendront dans le
méme ordre, a l'infini. :

55. Nous venons de démontrer qu’en continuant la série des
nombres E, I, E', etc. on doit nécessairement trouver des termes
consécutifs qui soient de méme signe, et qu'ensuite la série doit
nécessairement devenir périodique: or, je dis que dés que, dans
la méme série, on sera parvenu a deux termes consécutifs, comme

£, E* T, de méme signe, on sera assuré que l'un de ces deux
termes sera déja un des termes périodiques, lequel reparaitra né-
cessairement dans chaque période. N

En effet, comme I, E¥1’, sont de méme signe, il est clair
que la transformée

BT (2? ) — 288 ¥ ~EY =o

aura nécessairement une racine positive et ’autre négative; de
sorte qu’elle n’en pourra avoir qu'une seule qui soit plus grande
que l'unité; donc toutes les transformées snivantes auront néces-
sairement leurs termes extrémes de signes différens (n° 53), par

conséquent tous les nombres FY, E?T!, F¥2 etc, seront de

méme signe; de sorte que chacun d’eux sera moindre que B, et

2 .
chacun des nombres ¢, &, 1%, etc. sera moindre que /B

(numéro cité).

56, Or, comme on a B = (&)~ PRt 5 il est ws,tble que

les nombres E, E* 1! seront ou tous les deux moindres que VB,
ou que si I'un est plus grand, l'autre en sera nécessairernent
moindre; de sorte qu ’il y €n auwra ap moins. tou;ours un qu1 sera
momdfe que vV B. <«
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Supposons que ce soit £, je vais prouver que les nombres

7, E7+1, ED’+9‘, etc. ¢, Ey+l, 57+2, efc. seront tous néces-

sairement de méme signe que le radical y/B. Iin effet, puisque les
racines «’, ', 2", etc. des équations transformées, doivent étre
toutes plus grandes que 1'unité par la nature de la fraction con-

1. . . .
tinue , on aura donc aussi x7> 1, ¥t >1, et ainsi de suite;
donc

++1/B

ta

&4/ B

w1 > 1

>1, etc.
et comme
B= () EEH = (2T 1 TR = .

on aura

d+yvB__ E? 2ty
b

LS W ¢ prte y B—> 1’

et ainsi des autres; donc aussi

£ y+1
—_— 1, ——P;-——-—>I, efc.
V B—¢ yB— T

Or, comme ¢, & » ete. sont plus petits que y/B, il est clair

que quel que soit le signe de ces nombres e, e » etc. les dé-
nominateurs VB —e”, y/B— @1, efc. seront nécessairement

du méme signe que y/ B; donc il fandra que les numérateurs

g /E7+1, etc. soient aussi tous du méme signe que /B,

Maintenant supposons pour plus de simplicité /B positif, en-
sorte que Ey g

2 . . N
que &, 7 €7+ , etc. le seront aussi. Car, soit, s’il est pos-

» etc. doivent &tre aussi tous positifs; je dis

sible, ¢=—n (v étant un nombre positif), comme F¥ < /B

(hyp.), on aura, & plus forte raison, EY< /B--»; donc
9
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EY EY '
=VB+»1’ sera <1, au lieu que cette quantité doit

\/B—sy
étre > 15 done ¢ doit &tre positif, Soit ensu1te, s’il est possible,
57"_*'1—_:—-11’, comnie 'on a, par les formules du numéro 52,

iyt yHipy+t

, on aura A — ¢’ — '3 donc, &
cause que ¢# et » sont des nombres positifs moindres que y/ B,

>+

et que est aussi un nombre entier positif, il est clair que

1 .
E” 1" devra &tre moindre que v/ B et, dans ce cas, on prouvera,.

. 1 o . . .
comme ci-devant, que 2T devra étre positif, et ainsi de suite.
Si / B était pris négativement, on prouverait de la méme

maniére que ¢, &~ P! ete. devraient étre négatifs; et méme, sans

faire un nouveau calcul, il n’y aura qu’a remarquer que les for-
mules du numéro cité demeurent les mémes, en y changeant les:
signes de toutes les quantités It, I, F', etc. ¢, ¢, ¢, etc. et du
radical. y/ B; de sorte qu'on pourra toujours regavder ce radical
cotnme positif, en prenant les quantités It, I, E’, etc. ¢, ¢, ¢, etc.-
avec des signes contraires.

57. Cela posé, je dis que si deux termes correspondans quel-

conques des suites EY, 'Ey+l, E7+2, ete. ¢, sy+l, QT2 ete..
sont donnés, tous les précédens dans les mémes suites seront
nécessairement domnés aussi.

Supposons, par exemple, que E?15 et @13 soient donnés (on
verra alsement que la démenstration est gcnera}e 3 qnela que solent
les termes donnés), et voyons quels doivent &tre les termes qui.
précédent ceux-ci, en vertu des formules dun® 52, et des condi-
tions du numéro précédent. On aura d’abord.

y+H3 I8 L ot

€ 5

donc €7+2 — 7\)’+3E')’+5 _)’+5

mais on doit avoir @12 < v/ B; done il faudra-que l'on ait
Nar Pt 25y VB

- E7+5
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On aura de méme

y+s

; o1
T — prepte ;

) -+ 1 .
d'otr, & cause de &' < /B, on tirera

o+ 2Ly,

grte

mais il faut, par la nature de la fraction continue, que AY T2 soit
un nombre entier positif; donc il faudra que 1'on ait

P4 v B>ET

or on a aussi
TR — @ =(y B+ 2T (v B— 2,

done v/ B— &2 < B T3, cavoir: en mettant pour &2 sa va-
leur ci-dessus, /B — A ts -+ A <E* +5; d’ott

+3
ot &4y
E7+3
Donc, puisque le nombre 23 Qoit dtre entier, il est clair qu'il
ne pourra &lre égal qu’au nombre entier qui sera immédiatement

?+3 x %
plus petit que ~——— 15‘/ ; ainsi 2215 sera donné et dela &1
. — > +24a
le sera aussi; et comme E7+2.__——E(5:l_—5—) s il est clair que
E> T2 sera aussi donné. Maintenant on aura
& — it o ,

et par conséquent, & cause de & < B,

57+1 +yvB

1 B
A < e
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o+

Donc, pour que soit entier positif, tel qu’il doit étre, i1

faudra que Pan + v B> E7+1; par conséquent, a cause de’
BT BT =B — (1), il faudra que y B— & < B2,

r+1

ou bien, en mettant pour ¢ sa valeur ci-dessus,

_rtepyte | e _pyte,
vV B—A""E e <E’"5
d’otr 'on tire

22 4LvB

;\3’+2
> B2

18

De sorte que le nombre 2?2 pe pourra étre que le nombre
entier qui sera immédiatement plus pelit que la quantité donnée

Y24 B ) '
——rs donc ce nombre sera denné, et par la les nombres
E .

£7+1 et E”_,-]l le seront aussi.

Enfin, puisque EY est (hyp.) < /B, on aura, & plus forte
raison, ¢ -y B>E?; et de 14, d cause de LY E? 7' =B— (&),
on aura ‘/B—sy< Ey, ou bien, en substituant pour ¢ sava-
leur trouvée ci-dessus,

iyt o gyt
v B =¥yt ot o2t
ce qui donne
)\)’-’-1 > €7‘+1 +l/__}-}_ T
\vgant "
Donc le nombrs A>T ne pourra é(re que le nombre- entier qni
: 2l
est immédiatement moindre que la quantité donnée -’——-;_ij:l—vﬁ;
E

par conséquent ce nombre sera entiérement donné, et les nombres:

& el T le seront aussi. _
Or, nous avons vu ( n° 53) qu'en continuant les séries

e 1 . . .
| }1‘7+1, etce &, & , etc. il arrivera nécessairement que deux

3. g . .
ternies correspondans, comme E.H' N e7+ » Feparaltront apres un
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certain nombre d’autres termes; ensorte que 'on aura, par
exemple ,

vt ot ot o

E .

Donc, par ce que nous venons de démontrer, on aura aussi en:
remontant

Ey-}—v—}-é“—l o E;,-}-é‘—-r Ey-}‘-r e e S ey—}-é‘——l
p— s =
Fy-{—v—f—é‘——z . E?/+J‘—2 Ey+v+J‘—2 €y+J‘-—2.

2

I

ete, ete..
T = Ey, 57+V — ¢,

58. De 1a, je conclus en général, que lorsque dansla série des:
nombres I, E’, I, etc. on en trouvera deux consécutifsale méme:
signe, celui des denx qui sera moindre que /B sera déja né~
cessairement périodique:.

Ainsi, si dans I’équation proposee

Fx? — 260 — E=o0"

les coefliciens E et E’ étaient de méme signe, la série serait pé--
riodique dés le premier ou le second te1me.

Si l'on a e== o0, ensorte que x = \/ T alors on aura B=EEj;

d’olr 1'on voit que des deux nombres E,E, le plus petit sera:
moindre que ¢/ B, et le plus grand sera nécessairement plus grand:

que y/ B; donc, dans ce cas, si le nombre 7 dont il s"agit d’ex~

traire la' racine carrée est plus pelit que I'unité, la série sera pé--
riodique'dés le premier terme E; et 8’il est plus grand que Iunité,.

la période ne pourra pas ~commencer plus bas qu’au second-
terme,. -

59. On avalt remarqué depms long- -temps que- toute fraction:
continue périodique pouvait toujonrs se ramener 3 une éguation-
du second degré; mais personne, que je sache, n’avait encore
démontré 'inverse de cette proposition, savoir "que toute racine-
d’une équation du second degré_se réduit toujours necessairement:
en une fraction continue’ périodique. 11 est vrai que Euler, dans
un. excellent Mémoire imprimé au tome XI des nouveaus- Com--
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mentaires de Pétersbourg, a observé que la racine carrée d'un
nombre entier se réduisait toujours en une fraction conlinne pé-
riodique; mais ce théoréme qui n’est- qu'un cas particulier du
ndtre , n’a pas €1é démontré par Luler, et ne peut 1'étre, ce
me semble , que par le moyen des principes que nous avons ¢ta-
blis plus haut.

60. Nous avons donné ci-dessus des formules générales pour
trouver aisément tousles termes des fractions convergentes vers la
racine d’une équation donnée, lorsqu’on a reconnu que la frac-
tion continue qui exprime cette racine, est périodique.

Or, dans le cas on Péquation est du second degré, et ou I'on
se sert de la méthode du n° 52, on pourra, si l'on veut, sim-
plifier beaucoup les calculs des n° 48 et suivans, pour trouver

les termes Z et Lf de chacune des fractions convergentes
Vers . N
v B4 -7 1/B+GP ~ \
En effet, ayant acM::—L—j'_—l— et 2T = = o ou
{J+7r LT et E“T7T sont connues (= étant << v )il n’y aura
quasubqutuex ces valeurs dans les deux derniéres équations du
n° 48; et faisant, pour abwger,

14 =1

Py + 7 =f ¢
LY p—1
S+ LT =F
)5 (P

= +B'=K

Hway—l—';r_,_ H[A——l E,u.+9r+1 — Gvr,
on aura

R ‘/B>><<G“+H \/B>><<K + Ji?)
= £ T L Py B -
) L“vB T T v HVVB "
(F + x(G" <+ H ‘/B)><<K +E.u+1>

— L_(’Ef’-","” -} 1 E.""f"”'"'l -+ .t VB
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d’ol1, & cause de l'ambiguité du signe du radical ' B; on tire
sur-le-champ

( by z VB> < (G™ 4 H"”‘/ B)><<KVV+ }1"‘:_13)".
j 00 1
l§’= .

2B

. <f:“__£,' \/B>X (G"r —u \/ B)X(KV— H\/B)
Ej/.-]-l gt

2 B

F[L+L! B>><(G +H ‘/B) ( +H!/B>.
E[J'+l
2B '

" 1B aT T yl/B b
(F —LH+1> x< (G —H ‘/B).><<K u'+t>

2, B

1 Lf—

p étant, comme plus haut, :p+nv =7

61. On peut anssi remarquer que la valeur de Le‘pqg_t ég- dié-

terminer par le moyen de celles.de Let £71 s sans avoir besoins
d’un nouveaun calcul.

' B E .
En effet, ayant o = E+E,‘/ = op s ° de méme
. Ef
& = - , on aura -par I’équation (G) du n° 51
vB— et
E _ FEE4 P71 (yB—:)
P ’
. VB.—e™ prpe L 187 (B _ &y
gavoir

E(LE+ U7 (vB— £3) =_'zf’ E (B — )
+2"—1(B+eé’—(§+e) vB);

.....

de sorte qu'en comparant la partie rationnelle avec la ratxqpna],le 5
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et Pirrationnelle avec l'irrationnelle , on aura

LIt — PES—[—1 €4 e)
- : E

51

E

1 DI et s?___—Z‘E e+ 1

(B 4 sef)‘
—3

d’olt, & canse deB—( ¢ )* = E’ If * on aura

T — r (E?_S) +~ Lt E?"*:
= o .

Or, p étant = p ~}~ 2y -« , on aura’

= #F7 S D =EM+W+1;

de sorte que ¢ et Ef 1 seront connus s quel que soit le quan-
titme p.

62. Supposons, pour donner un exemple de Papplication des
formules précédentes , qu'on demande la racine carrée de 4 par
une fraction continue

Faisant o = /%2 L on aura I’dquation 3 a* — 11==o0; donc

(n°52)E =11, EE =3, ¢==o0 ainsi on fera le calcul
suivant, en prenant B = 33,

E =1 € =0
E’=55—:'—9 3, A <V355+ =1, € =1 ,3—0=3
E":SSS =8, N <Z3§8i_—5=1’ £ =1 .8—85=35
) Dyl =53;25=1, 7,\"’<‘—/§31—=—-—=10, & =10.1—5=35
E":BS_-‘O's::S, 7\"'<-‘—/—3%—t-§=1, ¢V =1 .8—5=53
k DA ._'—_--‘73—5-3:—‘—._5 A< ‘/5%'-"—3-._2, & —n .3—53=3

Je w’arréte ici, parce que je vois que E¥ — E’ et &' = ¢'; de
sorte que j’anrai, dans ce cas, == 1 et y = 4; €t par consg-
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quent

X =1+r—-/1

10 + efc.

63. Telle est donc la fraction continue qui exprime la valeur
de {/4'; mais si on veut trouver les fractions convergentes vers
cette valeur, on fera dans les formules du n° 60, p =1, v =4,
et comme « doit étre << 4, on fera successivement w —=o, 1, 2, 3.

L
On aura donc 2" = /2 = (form. A, n° 47) X = 1
A 3 1
=7 = 1; e‘u=€'=5, E'+ = E" = 8; donc
L
S = (n° 60) 42 41 =1x; on trouvera de méme L” = 1,

T = . Ensuite on calculera les valeurs de H, H', etc. jus-

2
Y1
l

qua H' = H" par les formules (C) du n° 48, et l'on trouvera

H —=o

H =1

H = AH =10

H” = xH" ¢+ H = 11.
HY = »H” 4 B = 3a.

Don H =32, H '=11, et de 13 KV=§—’8;-3-+ 11 = 23,

. . T — ]
Maintenant soit, 1. =0, on aura H =0 et H" ‘==,

car il est facile de voir par la nature des formules (C) que le terme
qui précéderait H, serait nécessairement = 1 : en effet, on doit
) . L1 —1 . A
avoir par I’analogie H' = ATTH - H ; on prouverait de méme
que le terme qui précéderait /1, serait = o; donc G” = ¢! =38,

. T T - ]
2°, Soitw=1,onaural =1, H =38 done

Gvr — E[/.—f—l — = 5’

Ze, Soit @ = 2 ; donc

}1":'10, A7 ! =1, G7r= IOE’I:+2+ I E}+5:= 10" J- T =58,
10
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4°. Soit # =3, donec

H =11, H '=10, et G" = 116"+ 10 E" = 63,

Donc, substituant ces valeurs dans les expressions de FetLf
da n° 6o, et mullipliant ensemble, pour plus de simplicité , les

l* ;
deux facteurs f‘u iE*‘:']? R G +=H ' B, comme aussi les
deux F* o= E# VB
- E/.+ 1

» GT==H" /B, ce qui doune ces facteurs

simples :
rhem R S (s,
E#t1

v L“H7B topr , L GT

on aura les formules suivantes :

prrr — (U V33) (0B 43— (1 — V3B (38 —4y/3y

I

2, 55

Losr — B+ V) (BHAVEN— (G — V5) (5—4y/5)
— 2/ 33

g . (1_F3 V) (5 + 41/55)" — (11_—3 V35) (5 — 455
— 2y/53

Lints — 6+ V3) (B+4Y3B)—E — v35) (35— 4y/3)
- 233

Jinrd — (1214 21¢/33) (23 + 4/33)" — (121 — 21/33) (253 — 4/33)*
I 2V 33

Lén+s (63 + 111/33) (23 + 4\/33)" — (63 _— 11y33) (23 — {1/33)"
i - 2\/55

Jin+ 4 (132 - 231/33) (a3 + 44/33)" — (132 — 234/33) (23 — 41/33)"
— 2y 33

Tan+s — 9 +12¢/33) (93 + 433 — Ba —121/53) (25—'/1/33)”
- 2 33

au moyen desquelles on pourra trouver la valeur de chacune

i . ll lll lel .
des fractions +, —, —, etc. convergentes vers la racine de '
LT 17 )
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‘Ainsi, faisant d’abord 7 = o0, on aura les quatre premicres

fractions ; faisant ensuite 7z =1, on aura les quatre suivantes,
et ainsi de suite ; et ces fractions seront

1 2 2r a3 56 00 q07 1057
z, - el =, 2L blad’d —

F 17 1’ 12 B 4’ bes’ 553 7 efc.
Si on voulait avoir, par exemple, le cinquantiéme terme de
cette série , c’est-a-dire la fraction —I%-, il n’y aurait qu'd di-
viser 50 par 4, ce qui donne 12 de quotient et 2 de reste; et

Pon ferait » == 12; de sorte gquen développant la puissance
douzieme de 23 == 4 /35, et faisant pour abréger

M = (25) 4 66 (35) (4)* (a3) + 495 (35)° (4)* (23},
- 924 (33)° (4)° (25) -+ 495 (33 (4)* (25)¢
66 (55)° (4)" (25" -+ (35)° (4)"

N = 12 (4) (23)" 220 (35) (4)* (25)° =+ 792 (35 (4 (a3Y
~+ 792 (59)° (4) (25)° - 220 (35! (4)* (23)° 4 12 (35)° (4)" (a3),

on aura )
(23==4y/ 35 =M==N /55;

done, substituant cette valeur dans les expressions de 24"+* et
Lés**, on aura, pow la fraction cherchdée,

aM4+1n1 N
"MFEN

64. Je vais terminer cette remarque par une observation qui
me parait digne d’attention. Lorsque 1’équation proposée a des
diviseurs commensurables du premier degré, alors les fractions con-
tinues qui représenteront les racines de ces diviseurs, seront néces-
sairement terminées ; et lorsque I’équation aura des diviseurs com-
mensurables du second degré & racines réelles, alors les fractions
continues qui exprimeront les racines de ces diviseurs seront né-
cessairement périodiques. Ainsi la méthode des fractions continues
a non-senlement I’avanfage de donner toujours les valeurs ration-
nelles les plus approchantes qu’il est possible de 1a racine cherchée,
mais elle a encore celui de donner tous les diviseurs commensu-
rables du premier et du second degré que I'équation proposée peut
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renfermer. Il serait a souhaiter que I’on piit trouver aussi quelque
caraclére qui pit servir & faire reconnaitre les diviseurs commen-
surables des troisieme, quatridéme, etc. degrés, lorsqu’il y en a dans
I'dquation proposée; c’est du moins une recherche qui me parait
trés-digne d’occuper les Géometres.

ARTICLE IIIL

Gdénéralisation de la theorie des fractions continues.

65. Nous avons supposé dans le chapitre ITT que les nombres
P, g, 7, etc. étaient les valeurs entieres approchées des racines
x,y, 2, etc. mais plus petites que ces racines, c’est-a-dire que
p, g, 1, etc. étaient les nombres entiers qui seraient immédia-
tement plus petits que les valeurs de x, y, z, etc.; cependant il
est clair que rien n’empécherait qu’on ne prit pour p, g, r, etc. les
nombres enticrs qui seraient immédiatement plus grands que les
racines x, ¥, Z, etc.

66. Imaginons donc qu’on prenne pour p le nombre entier qui
est immédiatement plus grand que z, ensorte que p > x, et

p —1 < x; il est clair qu’il faudra faire dans ce casz =p — I,
Y
c’est-a-dire qu’il faudra prendre y négativement, et comme z < p

et >p—1,0n aurayl > oet <1, et par conséquent ¥ > 1,

comme dans le cas out I'on aurait pris p plus petit que x (n° 18).
Ainsi on pourra prendre de nouveau pour g, le nombre entier
qui serait immédiatement plus petit que y, ou celui qui serait
immdédiatement plus grand , et Pon fera dans le premier cas.

¥y =g -4 1, et dans le second, y=¢ — -;, et ainsi de suite.

F

De cette manitre on aurait done

1 1 1
x.—:pi;,- y=g=%=-, z=rH=-, et
ce qui donnerait la fraction continue
. - 1
Z=p == = 1

r =

etc.

Il ]
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ou il est bon de remarquer que chacun des dénominateurs ¢, r, elc.
qui sera suivi d’un signe —, devra nécessairement étre =2 ou >2

. . . 1 1
car, puisque ¥ > 1, si on falty___q__.z., on aura g —: >1,
1 A .
donc ¢ > 1~ donc, ¢ devant élre un nombre entier, sera

nécessairement = 2, ou << 2; et ainsi des autres.

67. J'observe mainfenant que ces sortes de fractions qui pro-
ctdent ainsi par addition et par soustraclion, penvent toujours

facilement se changer en d’antres qui ne soient formées que par
la simple addition.

En effet, supposons en général

a .;. A‘+r1,

a, et A devant étre des nombres cntiers, et £, T des nombres

1
plus grands que l'unité; on aura donc a — A*- -+ s donc,

. 1 1 1 1
puisque - < 1, et T <1, r +T sera < 2; donc on ne pourra

supposer que @ — A ='1, ce qui donne A = a — 1; on
1 1 1 1
aura donc a —;=a—1475; donc,—l—, =1— -, et
t -
T = =1 +—-, de sorte qu'on aura en général
1 1
a —l=g—4-1—
t + >

et cette formule servira pour faire disparaitre tous les signes —
dans une fraction continue quelconque.

Soit, par exemple , la fraction

P— 2
(/ + r etCu
elle deviendra en faisant a = p, et t = ¢ -} ;, efc.
p—1 + 1 + —_—

S :_- ete.
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Si l'on avait la fraction

1

}] — 1
7

- etc.

-Q

elle se changerait d’abord en
1
P—1- TF L .

el ensnife en

p—1-

1
1
14—
G — 2 4 — 1
+r—-1etc.'

et ainsi des autres fractions semblables. Il est bon de remarquer
qu’il peut arriver que, dans ces sortes de transformations, quelqu’un
des dénominateurs devienne nul, auquel cas la fraction deviendra
plus simple.

En effet, supposons que la fraction & réduire soit

1
P—ixi

t T EtC- ,.
la transformée sera

p— -+

1

Lt

1

c’est-a-dire

p-—x-—]—l_l*_retc.

De méme, si 'on avait la fraction

! 1
P—a=1
r

efc.
elle se réduirait a celle-ci
! 1
P17 T+ .
o+ — 1
VT eteyg
. 1
savolr p— 1 1
2 + r — 1 ch-

et ainsi du reste.
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68. La formule que nous avons trouvée ci-dessus , et qu’on peut
mellre sous cette forme

1
[Z+—-—l - 1
1+_t_._.a+1—-t—:_1

fait voir qu'une fraction continve dont tous les termes ont le
signe -+, peut quelquefois étre simplifice en y introduisant des

signes — c’est ce qui a lieu lorsqu’il y a des dénominateurs égaux
a l'unité; car soit, par exemple, la fraction

[N
elle pourra se réduire par la formule précédente & celle-ci

1
P17 ete.

qui a, comme l’on voit, un terme de moins ; donc si 1'on avait
la fraction :

elle se rédnirait a celle-ci

p~+1— L
2+ s etc.,
et si I'on avait celle-ci
P
Pty L,
L 7 ete.

elle se réduirait d’abord 2

P At —

et ensuite a

Drou il est facile de conclure, en général, que si on a une
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fraction continue qui n’ait que des signes -, et out il y ait des
dénominateurs égaux a Punité, on pourra toujours la changer
en une autre qui ait autant de fermes de moins qu’il y aura de
pareils dénominateurs, pourvu qu’ils ne se suivent pas immédia-
tement; car, lorsqu’il y en aura deux de suite , on ne pourra
faire disparaitre qu'un seul terme ; lorsqu’il y en aura trois de
suite, on pourra faire disparaitre deux termes; et en général, s’il
yenazan,ouan-41 de sunite, on ne pourra faire disparaitre
que 7 ou 22— 1 {ermes.

Ainsi, la fraction continue qui exprime le rapport de la cir-
conférence au diamétre étant, comme l'on sait,

I
s

o

—_—1

54— 1
1+292+

1

P

1
1

1 f ——1

' ITE ete.
elle peut se réduire & une autre qui ait déja trois termes de moins,
et qui sera

—

3 -
trEa=

94 — 77— 1
5_5+etc.'

6g. Pour pouvoir comprendre sous une méme forme générale
les fractions continues ou les signes sont tous positifs, et celles
ot il y a des signes négatifs, il est bon de transformer ces der-
nitres, ensorte que les signes négatifs n’affectent que les déno-
minateurs; ce qui esp trés-facile; car ayant, par exemple , la
fraction

AarE:

it

-~

1
s + ete.

il est clair qu'elle peut d’abord se changer en
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ensuite en celle-ci
1
pPt—T L __,
= s + ete,

et ainsi des autres.

De cette manitre, la forme générale des fractions continues
dont nous venons de parler ci-dessus, sera

+‘7+ r -+ etc.

les nombres p, ¢, r, etc. étant tous entiers, mais pouvant &ire
positifs ou négatifs, au lien que jusqu’ici nous les avions toujours
supposés positifs.

11 faut cependant remarquer que, si quelqu’un des dénomina-
teurs ¢, r, etc. se trouve égal & l'unité prise positivement on
négativement, alors le dénominateur suivant devra étre de méme
signe ; c’est ce qui suit de ce qu'un dénominateur positif, et égal
a I'unité, ne saurait jamais &tre suivi du signe — (n° 68).

70. Il s’ensuit de 1& que la méthode d’approximation donnée
dans le chapitre III, peut étre généralisée en cette sorte.

Soit x la racine cherchée, on prendra d’abord pour p la valeur
entitre approchée de x, c’est-a-dire qu'on fera p égal & V'un des
deux nombres entiers entre lesquels tombe la vraie valeur de =,
et qu'on peut toujours trouver par la méthode du chapitre Ier,

Von supposera ensunite x =p - 5'{ » ce qui donnera une transfor-

mée en ¥ qui aura nécessairement une racine positive ou néga-
tive plus grande que l'unité; on prendra de méme pour ¢ la
valeur entitre approchée de y , soit plus grande ou plus peute

que y , et l'on fera y =¢ - ~5 et ainsi de suite.

Si l'équation en x avait plusmuxs racines , on ferait sur les
transformées en ¥, enz, en z, etc. des remarques analogues &
celles du n° 19.

Ayant donc

19
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.On aura

,
€T = —_— 1
P 9+ r 4+ etc,
ol les dénominateurs ¢, r, etc. pourront &tre positifs on négatifs;
comme nous l’avons supposé ci-dessus; et cette fraction pourra
ensuite se réduire, si 'on veut, & une autre dont les dénomi-
nateurs soient tous positifs, et qui ne contienne d’aillears que des
signes -~ (n° 67).

L’avantage de la méthode que nous proposons ici, consiste en
ce qu'on est libre de prendre pour les nombres p, g, 7, etc. les
nombres entiers qui sont immédiatement plus grands ou plus petits
que les racines x, ¥, z, elc., ce qui pourra souvent donner lieu
a des abrégés de calcul dont nous parierons plus bas.

Au reste, si on veut avoir la fraction continue la plus courte,
et par conséquent la plus convergente qu'il soit possible, il faudra
prendre toujours les nombres p, ¢, r, etc. plus petits que-les ra-
cines x, ¥, z, etc. tant que ces nombres seront différens de
Yunité ; mais, dés que Pon en trouvera un égal a I'unité, alors
il faudra augmenter le précédent d'une unité, c’est-a-dire qu'on
le prendra plus grand que la racine correspondante; cela sait évi~
demment de ce que nous avons démontré sur ce sujet (n° 68 ).

71. Maintenant, si on fait comme dans le n° 23,

ﬂ:p a = 1I
B=oag 41 g=2dgq

y = fr+a y = fr o
d=19s -+ B & ='s + [
ete, etc.

on aura, en ajoutant au commencement la fraction 3 qui est plus
grande que toute quantité donnée , les fractions

)

4
) ’ 2577 gT, 7o etc.

XL

1
o]
Jesquelles seront nécessairement convergentes vers la valeur de z.

Et pour pouvoir juger de Ia nature de ces fractions , nous re-
marquerons ,
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1° Que l'on aura touwjours

a0 — 10
Ba — af
yB - By
4y — yd’
efc,

i1

d’oi1 'on voit que les nombres a, o, B, £, ete. n'auront ancun

divisenr commun, et que par conséquent les fractions ‘;i, , i_ ,etce
seroni déja réduites a leurs moindres termes, '

2°, Que les nombres a, 8, 3, etc. et &/, @, 5, etc. pourront
étre positifs ou négatifs ; lorsque la valeur de x est positive , les
deux termes de chaque fraction seront de méme signe , mais ils
seront de signes différens lorsque la valeur de x sera négative ,

et qu’abstraction faite de leurs signes, ces nombres iront en ang-
mentant.

° ’ . b1 1 — 1 .
3°. Que l’'on aura, a caqse de x=p+5,y——-q+;: efc,

z =2t
L4
L
by i —— BIZv+d!l
_yu+8
x—y'u-*-&’
efc.

ns. Donc, en général, si =, p; o, sont trois termes consé-
cutifs quelconques de la série ¢, 3, 3, etc. et @', ¢, o', les termes
. x s
correspondans de la série o, @, 3, etc. ensorte que —, :;’7, = solent
trois fractions consécutives convergentes vers la valeur de ¥,
on aura

P~ =zka, et of —pr'=rpm1,
les signes supérieurs étant pour le cas oiile quantitme dela fracs

tion %, est impair, et les inférieurs pour celui olt ce quantidme
¢
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est pair, a compter depuis la premitre fraction %; de plus, on
aura (abstraction faite des signes)

f>'7‘" d>f’, f’>'7r’) a’>fli

enfin, si on dénote par ¢ le terme correspondant dans la série
Xy ¥, %, etc. on aura rigoureusement

t 4o
x—— , + I.

It si % est la valeur entiere approchee de 2, soit plus grande ou
plus petite que Z, on aura

c=pk+4=, o/ = p'k -7,
75, Cela posé , considérons la fraction S = et voyons de combien

elle differe de la vraie valeur de x; ; pour cela, nous aurons

4 35 —las e ¢ —o!

Pl T A A R e e e’(;’t+773 ?
- . e 1
:C:—,
done TVt

. . 1 .
Alnsi Verreur sera S s——ry; or, si § et 41 sont les deux

nombres entiers entre lesquels tombe la vraie valeur de 7, il est
clair que la quantité 'z -2 tombera entre ces deux 8z, et

F(841) 4 7', et qu’ainsi lerreur de la fraction f;—, sera renfermée
entre ces deux limites ’

1

o ]
FCE+7)? t‘*"( (9+1)+w)

Or, on peut prendre k=@, ou k= 8 415 de sorte que on aura
20 = b4, ou =p (84 1)~ #"; d’on je conclus que si, pour
distinguer les deux cas, on nomme ¢’ le dénominateur de la frac

tion qui suit ?” lorsqu’on prend la valeur approchée de 7 en dé-
fant, et Z' le dénominateur de la méme fraction, lorsqu’on prend

1 . P
1a valeur approchée de ¢ en excés, l'erreur de la fraction ¢ - Sera
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1
i
D’ou l'on voit que Dl'erreur ira toujours en- dlmlnuant 4’ une
fraction a Vautre , & canse que les dénominateurs f, ¢’ ou 3, etc.
vont nécessairement en augmentant. On voif aussi, & cause de

nécessairement -renfermée entre ces deux limites .1.~ et F 5

o’ >¢ et 2>, que l’eneur sera toujours ‘moindre que == ,12 5

c’est-a-dire que 'erreur de chaque fraction sera moindre que l’umté
divisée par le carrée du dénominateur de cette fraction. D’olt il

est facile de conclure que la fractionf? é'pprbchera plus de la va-

leur de &, que ne pourrait faire aucune autre fraction quelconque
qui serait congue en termes plus simples; car supposons que la

fraction ~ approche plus de = que la fraction &, r' , 1 étant < ¢,

' 1 o
comme la. valeur de x est contenue entre j— et "/+7.‘;, ou ertre

e

) B x . .
7 et o — = il faudra que la valeur de = soit parel—]lement conte-

nue entre ces limites; donc la différence entre &, et — devra étre <—-
§

mais cette différence est —P_en— dont le numératevr ne peut ]a.-

mais étre moindre que l'unité, et dont le dénomivateur sera né-
cessairement plus grand que p, a cause de ¢'>n; donc, etc.

74. On doit remarquer, au reste, que si les dénominatenrs
o'y, £, 7, etc. sont tous de méme signe ou de signes alternatifs,
les erreurs seront alternativement positives ou négatives; de sorte

que les fractions i’,, g—,, Y., etc. seront alternativement plus pe-

{ites et plus grandes que ]a véritable valeur de x, comme nous
Pavons dit dans le n° 23; mais cela. cessera d’avoir Men lorsque
les nombres o, @, »'s etc. ne seront pas deux 4 denx de méme
signe ou de signes différens; c’est ce qui arrivera nécessairement
lorsque , parmi les dénominatears g, r, s, etc. de la fraction
continue, il y en-aura de positifs et de négatifs, c’est-a-dire,
lorsqu’on prendra les valeurs approchées de x, y, z, elc, tantdt
plus grandes, tantot plus pet.ites que les véritables.

75 Si, uheu des ﬁactlons convergentes oL ﬁ” Y., etc. on ai-
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mait mieux avoir une snite de termes décroissans, on remarque<
@ fd'—al 1

. 4
rait que z— === —;— = ;77 et de méme

B & 9 1

— B oy — g S o

2’7‘ 7 r— a7 7 r—TN Y
% 8 £y & YT S

8 1

7 =a-+ oz

Y 2o

)" = + ey BI?I

& 1 7 1
¥ =+ gp—gyty

Ct, en général,
;7 & B’?’ )/,J ’ etc. W’P’ ‘

Ainsion aurapour la valeur de z la série a -~ a—,;—, - L%’Lg/ - ete. la-

quelle en approchera d’autant plus qu’elle sera poussée plus loin;
et si apres avoir continué cette série jusqu’au terme quelconque

i;r-}-p_" on veut savoir de combien elle différe encore de la vé-

ritable valeur de x, on sera assuré que l’erreur se trouvera entre
o« s 1 1

ces deux limites == 77 ot oz (o° 73), de sorte qu'elle sera né-

cessairement moindre que }f—
76. Il est & remarquer que chaque terme de la série
@ = L - etc.
5y o

répond & chaque terme de la fraction continue

1

1

P+
9+ 7 ete.

d'olt elle dérive; de sorte que la série dont nous parlons sera
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plus ou moins convergente, suivant que cette fraction le sera.
Or nous avons donné plus haut (n° 68) le moyen de rendre une
fraction continue la plus convergente qu’il est possible; donc on
pPourra avoir aussi la suite la plus convergente qu’il soit possible,

Ainsi, pour avoir une suite qui soit la plus convergente de toutes
vers le rapport de la circonférence au diamédtre, on prendra la
fraclion continue qui exprime ce rapport; et aprés I'avoir sim-
plifiée comme nous I'avons fait (u° 68), on la mettra sous la forme
suvante :

1

3 —_—
+7+

1

16 -

1
——— ]
—-294+5+—15+ efc.

de sorte qu'on aura p==3, g=17, r==16, s==--204, elc.
donc on trouvera (n° 71)

’

J\/

’
[

é,

de sorte que la série cherchée sera

1, f =17, 9% = 7.6 4 1 = 115,

113 X — 204 -+ 7 = — 33215,

— 33215 X 3 4= 113 = —~ 99532,

— 99532 X — 3 — 33215 = 265381, etce

|

5 L S 1 1 . 1
+ 7 7.113  113.33215  33215.99532  99532.265381

, ete.

ARTICLE 1IY.

Ou Pon propose différens moyens pour simplifier le calcul des
racines par les fractions continues.

77. Nous avons trouvé en général (n® 72) que si %, et & sont

t
deux fractions consécutives convergentes vers la valeur de =,

t 4+ . . .
on aura ===} donc si on substitue cette expression de x

daps 1'équation en x dont on cherche la racine, on aura un¢
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transformée en ¢, qui sera nécessairement la méme que celle qu'on

aurait eue par les substitutions successives de p —}—;— a la place do
xz, de q-l—-% a la place de y, etc., et pour avoir la fraction

. -2 - .
suivante —, il faudra trouver la valeur entiére approchée de ¢

laquelle étant nommée %, on aura
c=kp+t+=, o' = kp’ =,
De cette manicre, connaissant les deux premiéres fractions i‘-

’

I

4 . . .
et 7o qul sont toujours 3,..et’f (n" 71), on pourra trouver suce
cessivement toutes les antres, 2 P’aide de la seule équation en 2.

78, Or, soit quon emploie les substitutions successives de

p4-ala place de x, de q+ a la place de y, etc. soit qu'on
d ¢t

i+
la difficulté se réduira toujours & trouver dans chaque équation
transformée, la valeur entit¢re approchée de la racine positive
ou négative , au-dessus de l'unité que cette équation contiendra
nécessairement ( n° 70 ). Si la premitre valeur approchée de p
ne convient qu’a une seule racine, alors toutes les équations
transformées en y, en z, etc. m’auront chacune qu’une seale
racine plus grande que l'unité; de sorte qu’on pourra trouver les
valeurs entiéres approchées de ces racines par la simple substitu-
tion des nombres naturels (a° 19). Mais si la méme valeur ap-
partient & plusieurs racines, les transformées auront nécessaire-
ment plusieurs racines plus grandes que l'unité, soit positives
ou négatives, jusqu’d ce que l'on arrive & une de ces’ fransfor-
mées qui n’ait plus quune pareille racine; car alors toutes les
snivantes n’en auront plus qu'une seule au-dessus de l'unité ,
‘comme nous- 'avons démontré dans le numéro cité.

. Avant d’étre parvenu 3 cette transformée , il arrivera souvent
que la simple substitution des nombres naturels ne suffira pas
pour faire trouver les valeurs entitres approchées dont on aura
besoin , ~parce: que l'équation aura des racines qui différerong

fasse usage de la substitution générale de 71— 4 la place de z,
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entr'elles par des quantités moindres que 'unité. Dans ce cas
donc, il semble qu'il faudrait avoir recours & la méthode géné-
rale que nous avons donnée dans le chapitre premier; mais, ayant
déja employé cette méthode pour trouver les premitres valeurs
approchées des racines x de 1’équation primitive, on pourra se
dispenser de faire un nouveau calcul i chaque équation transfor-
mée ; c’est ce qu'il est bon de développer.

79. Ln faisant usage de la méthode dont nous parlons, on
trouvera d’abord les limites entre lesquelles chaque racine réelle
de I'équation proposée sera renfermée, ensorte qu’entre deux li-
‘mites tronvées, il n’y ait qu'une seunle racine (n° 15).

Soient 2 et A les limites de la racine cherchée; I’expression

71‘ X ——
xr= ’t-—:: donne t““—s-—f— donc la valeur de z sera renfermée
p— o'
e o TA—7 gA—
entre les limites = T—7A 7, par conséquent, si ces derniéres
—7

limites différent 'une del’autre moins que de 'unité, on aura sur-
le-champ la valeur entiére approchée de 7; mais si ellesdifférent
I'une de Pantre d'une quantité égale ou plus grande que l'unité,
alors ce sera une marque. que la racine cherchée 2 différera des
autres racines de I’équation transformée en ¢ par des quantités
égales ou plus grandes que l'unité; de sorte qu'on sera sir de
p0uv01r trouver la valeur entitre approchée de cette racine,
par la simple substitution des nombres naturels a la place dez;
et la méme chose aura lieu, a plus forte raison dans les trans-
formées sunivantes.

ax—— .
8o, La formule t:—g———?- pent étre aussi trésutile pour ré-

duire en fraction continue toute quantité x qui sera renfermée
entre des limites données, - au moins pour trouver les termes de
cette fraction qui pourront étre donnés par ces limites; car nom-
mant, comme cl- desaus, A et A les deux limites de x, on aura
AN —g - A A—
e—¢'A ¢ e—¢
férence entre ces dernieres limites ne sera pas plus grande que
Ponité, on pourra trouver exactement la valeur entiére de ¢ :

poux‘ celles™de 7; de serte que, tant que la dif-

12
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ainsi, prenant } (p &tant la valeur entitre approchée de x )

pour les denx premleres fractions , on pourra pousser la suite des
fractions convergentes, et par conséquent la fraction continue
jusqu’a ce que les limites dont nous parlons different entrelles
d’une quantité plus grande que 'unité; alors il faudra s’arréter,
parce que les limites données A et A ne comporteront pas une plus
grande exactitude dans la valeur de .

Par ce moyen, on n’aura jamais a craindre de se tromper en
poussant la fraclion continue plus loin qu'on ne doit, comme
cela arriverait facilement si, pour avoir cefte fraction, on se
contentait de prendre un des nombres A ou A, et d’y pratiquer
la méme opération dont on se sert pour trouver la plus grande
commune mesure , conformément & la maniére usitée de réduire
les fractions ordinaires en fractions continues.

Pour pouvoir employer cette méthode en toute sureté , il faudrait
faire la méme opération'sur les deux nombres A ou A , et n’admettre
ensuite que la partie de la fraction continue qui proviendrait éga-
Iement des deux opérations; mais la méthode précédente parait plus
commode et plus simple.

81. Voyouns maintenant d’antres moyens pour simplifier encore
fa recherche des valeurs entiéres approchées dans les différentes
équations transformées. Soit

" —at"~ " - hi"? — ete. = o

une quelconque de ces équations, dans laquelle il s’agit de trouver
la valeur entire approchée de £, que nous désignerons en général
par k; cette équation étant dérivée de 'équation proposée en x,
sera du méme degré que celle-ci, et anra par conséquent le méme
nombre de racines que nous supposons égal a »,

4
A XL —
Nous avons trouvé en général (n° 79 ) z = __e’—z’ ce
. ) ¢ —gx
) ¢ 7
s s a reF a’ P
qui se 1‘édmtat=—,><g =L 2 —1
' : Y s e Sz
¢
. r ~
maws - — ~ = == 5, le signe supérienr étant pour le cas ol

¢ 'a
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le quantitme de la fraction f—, est pair , et 'inférienr pour celui
ol ce quantieme est impair; donc on aura

al.

tmm e —t T,
{”"(gr—x> ¢
1

Donc, si on dénote par x la racine cherchée , et par o, 2, ete.
les autres racines de P’équation en x, qui sont au nombre de 7,

et qu'on dénote de méme par ¢, 7, #, etc. les valeurs correspon~’
‘daates de ¢, on aura

= 7
¢ ;-:——x
= == ! 7

= : Z

—— b— T, T

elc.
Mais V'équation en ¢ domne @ = z - ¢/ 4 " =}-‘etc.; donc

substituant les valeurs de 7', 7, elc. que nous venons de trouver,
et qui sont au nombre de 7 — 1, on aura

=1 ==

— —

1 : , ¥
o= a7 - e —— -}~ etc.
-?— ! —_ — 3

A L)

nous avons trouvé (n° 73) > =g - ie
Or : (n® 73) T ey ou bien en

. P
faisant p't 4 7 = ¢, g x5 th » ot Pon remarquera que
#'t 4= =’ étant renfermé entre les limites ¢’ et 3, qui sont I'une

et Vautre plus grandes que p'(n° 72), la quantité ¥ sera nécessaire-
ment plus grande que l'unité. Donc, faisant cette substitution dans

Vo,
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la formule p-récédente , on aura
= a - .(_’i:_llr_
1 e 1

- - - - etc.

¢*(x—a') j:i ¢*(z—2") £ ¢

Mais les quantités  — z', o — 2", etc. sont données, et la

quantité ¢’ va toujours en augmentant; donc puisque la fraction —

1

est toujours moindre que lunité, il est clair que chacune des
quantités

1 . 1
b 1 ? Etc.

2 (x—2a) i-».l_:

‘s ; 1
(e —a) = ¥
ira nécessairement en diminuant, et que par conséquent la somme
de ces quantités qui sont au nombre de » — 1, ira en dimi-
nuant aussi; de sorte qu'elle deviendra nécessairement moindre
que 3.

Donc on parviendra nécessairement 4.une équation transformée

(a étant

le coefficient du second terme pris négativement ), c’est—a-dlre que
cette racine sera contenue entre les limites

. \ nn-—1 "7'
telle, que sa racine ¢ sera, 4 £ prés, égale & a -}- ( )

Bim
-

. ’
N ——1 w ) ne=—1 w
a - -(——g—)— + i et a -+ L.T_)_ —
et la méme chose aura lieu & plus forte raison pour toutes les
transformées suivantes.

Donc, dés qu'on sera parvenu a une pareille transformée, il

n’y aura qu’a prendre le nombre entier qui approchera le plus de
(n— 1) a’

la quantité a 4~ » Cest-a-dire , celui qui sera contenu

enlre les mémes limltes

+(”""§1 +§eta+—(-f—t?~i—7———

(L

2

-et ce nombre sera nécessairement un des deux consécntifs , entre
-lesquels se trouvera la vraie valeur de ¢, de sorte qu'il pourra &tre
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pris en toute stireté pour la valenr approchée & (n° 77). Ainsi

on pourra continuer I'approximation aussi loin qu’on voudra sans
le moindre tAtonnement.

82. Puisque a=t - ¢’ - t', etc. en substituant les valeurs de ¢,
t', ¢, etc. (n* 81) on aura

a=zkg (1 poete. | — 2
¢ —E--—.:C ¢ ‘ ¢ " ¢
?I

a" — Ax"=! - Ba"~™* — etc, = 0

I'équation proposeé; qu’on fasse le premier membre de cette équa-
tion égal a X, il est facile de voir, par la théorie des équations,

. d . \
que la quantité Xis deviendra, en y mettant 1?7 a la place de x,
aprés la différentiation,

a cause que x, ', &', etc. sont les différentes racines de 1'équation

dX na’
X = o. Donc on aura a === FXdE e e par conséquent

£
/
la quantité a - gll——?,l—)l deviendra

dX
T ¢ Xda

’/T’
=7
f/
Donc, si on fait

R — ne" = (n—1) A2’ 4= (n— 2) Be" %% — ete.
—_— f"—Af“—-lfl +Bg’"'-.'.“y'“--etc. 2

’

. r . - i R r . *
la quantité dont il s’agit sera ——7 5 par conséquent les limites

dont nous avons parlé dans le numéro précédent , seront

=R — =R —7
— 431, =T -1

Ainsi on pourra trouver ces limites indépendamment de 1'équation
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transformée en ¢, et par le seul moyen de I'équation proposée’
en x, ce qui pourra servir a abréger le calcul.

85, I reste wdlntendnt & volr comment on pourra reconnaiire
si la racine 7 est renfermée entre les limites dont il s’agit; or
cela est facile dés qu'on connait les deux nombres entiers consé-
cutifs §, 6 4- 1, entre lesquels se trouve cette racine ; car, soient
A Let A—2 les deux limites données, il est clair que, pour
que ¢ se trouve entre ces deux limites, il fandra que A tombe
entre les mémes nombres 8, § - 1, et méme plus prés de celui
de ces deux nombres, dont z approchera davantage. On exami-
nera donc, 1° si A tombe entre § et §4-1; 2°, cela élant, on
prendra cclui de ces deux nombres dont A approche davantage
pour la valeur approchée de ¢, que nous nommerons % , et fai-

1 . .
sant 7 = k -~ —, on verra si I'équation transformée en w a une

racine positive ou négative plus grande que 2 ; si cette seconde
condition a lieu, on sera assuré que la racine 7 tombera réelle-
ment entre les limites A ~~ 1 et A — }; et on pourra poursuivre
le calcul, comme nous ’avons dit dans le n° 81,

. 84. On pourrait s’y prendre encore de la maniére suivante,
pour s’assurer si la racioe z tombe entre les limites A - § et A — 1.
11 est facile de voir par le n° 81 que la difficulté se réduit a savoir

. . 1 1 e

si la somme des quantités - ) » etc. divisée par g,
b 4 U
- — X - — &

¢ ¢
est moindre que %; ainsi il ne s’agira que de trouver une quantité
qui soit plus grande que cette somme, et de voir ensuite si cette

‘2

- . {
quantité est moindre que —.

Or soient z, &, 2", etc. les racines réelles de 1’équation pro-
posée, que nous supposerons an nombre de p; et

E+4V —1, E—Ad v —1,
£,+’4’/\/_I: E'-—-\V‘/——I,ef.c-
les racines imaginaires que nous supposerons an nombre de 2 v,

ensortc que m ~-2y = n; comme la fraction ;‘j— différe de la ra-
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¢ine x d’une quantilé moindreque ;—, (n° 73), il est clair que si A
est une quantité égale on moindre que la plus petite des diffé-
rences entre les racines réelles de la méme équation, chacune

oy 1 .
des quantités réelles ’ sy efc. sera nécessairement

moindre que — , et par conséquent la somme de ces quan-

rs

. . . nr—=1
tités, qui sont au nombre de u — 1, sera moindre que ————,

A+ L

— s

p
Considérons ensnite les quantités imaginaires, lesquelles seront
deux & deux de la forme

1 1

e - ’ ?
;r—z—«t\/—l ?—E+~I~V—l

(4-9)
G-+

je remarque que, quels que soient les nombresf—f—,' £, 4, la

(79
(‘,/ &
a

S—t)

b

de sorle qu'on aura » quanlités de la forme or

to

ey . . 1 .
quantite sera toujours moindre que 75 en effet, si

wt

2

on considére la quantité )T—_}%, et qu’on fasse, ce qui est toujours

permis, y = | tang. ®, elle deviendra

osing cose __ sinag
¥ 1)

or la plus grande valeur de sin 2 ¢ est I'unité; donc, etc.
Donc, si on dénote par IT une quantité égale ou moindre que
la plus petite des quantités J, ', etes la quantité -I% sera néces-

sairement plus grande que la somme des quantités imaginaires dont
nous parlons, :
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: :;_-—l—% sera plus grande

‘4

Donc, en général , la quantité

que la somme de toutes les quantités -

——— etc.
3 2
E N S
Done, si I'on a
h—1

da tym = o< %,
A et I1 étant prises positivement, on sera sfir que la racine 2
tombera entre les limites proposées.

Or, pour avoir les nombres A et IT, lorsqu’on ne connait pas
d’avance les racines de ’équation proposée , il n’y aura qu’a cher-
cher dans I'équation des différences (D) du n° 8, la limite Z des
racines positives, et la limite — % des racines négatives, et on

1
pourra prendre pour A un nombre quelconque = ou < VI° et

2 . .
pour IT un nombre quelconque =ou < —; cela suit évidemment

Vi

de ce que nous avons démontré dans I’endroit cité.
q

-1

14 o, .
-+ < %, alors la condition requise au-

85. Si l'on avaiti

rait lieu dés le commencement de la série; de sorte quon pourrait
approcher de la valeur de x sans aucun titonnement; voici le
procédé du calcul.

Ayant trouvé la premiére valeur entiére approchée de x, quon
pourra prendre ou plus petite ou plus grande que = & volonté;
et nommant cetfe valeur p, on aura les deux premiéres fractions

,l.

On fera donc, 1°. # =1, 2" =o, p=p, ' =1, et substi-

(o o)

tunant ces valeurs dans expression de R (n° 82), on prendra

. . — R = s 1
le nombre entier qui approchera le plus de 7, c'est-a-

dire de — R, lequel étant nommé /4, on aura la fraction

kg = 7 __hp41
iy Cand -

i + 7
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2. Onferam=p, =1, p=kp+1, =k, et substi-
tuant dans R, on prendra le nombre entier qui approchera le

—a C R —
plus de E—-?—m—, c’est-a-dire de -

— etce nombre étant nommé &/,

Kot 7 K(kp+1)+p
Ry o ™ Kk <41 ¢
3.O0nfera # = kp 4 1, 7" =K, p = kK (kp 4 1) 4 p,
= k'k 4 1, et on prendra la valeur entiére la plns approchée
— R — ’/TI a— R — l{l 7 1]
de 7 O laquelle étant nommée A", on aura

la fraction %——'L"—f — etc. et ainsi de suite.
( ; .

- 7
De cette maniére , la valeur de = sera exprimée par la fraction

continue

on aura la fraction

1
P+
TTF 7 e

ou par les fractions convergentes
1 p kp4 K{kp+1)+4p

o’ 1’ Z? Kh4+1 » etc.

. ! —_—1 14 : ! X
86. Si I'on w'a pas d’abord L= + = < %, il 0’y aura qu'a
chercher la fraction continue par la méthode ordinaire, jusqu’a
ce que l'on arrive 4 une fraction dont le dénominateur ' soit

/. ——— 1 14 . »
,ﬁA — -+ T < £, ou bien jusqu’a ce que l'on

parvienne i une transformée qui soit dans le cas du n° 83,
Au reste, comme en augmentant toutes les racines d'une équa-

tion dans une raison quelconque, on augmente aussi dans la méme
raison les différences entre ces racines, il est clair que si, dans

tel que l'on ait ;

’équation proposée, on met}ff a la place de x, ce qui en aug-

mentera les racines en raison de 1 : £, les nombres A et IT qui

conviendront 3 la nouvelle équation , en seront augmentés dans
A 3 -

la méme raison , et par conséquent deviendront fA et £IT; donc

on pourra faire ensorte que la condition du n* 85 soit vérifide ,
en donnant 2 f une valeur telle que

13
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Alors on pourra toujours se servir de la méthode du numéro
cité pour approcher sans titonnement de la valeur cherchée de x;
il faudra seulement diviser ensuite cette valeur par f pour avoir
la véritable racine de I'équation proposée : il est vrai que , de
cette maniére, on n’aura plus cette racine exprimée par une
simple fraction continue; mais on pourra néanmoins en approcher
aussi prés qu’on voudra; ce qui suflit pour l'usage ordinaire.

87. Soit I’équation proposée
" A =o0;

ensorte que 'on demande la racine 7w du nombre A,
Soit, 1° n pair, et == 2m , ’équation avra, comme Y'on sait,

n n
deux racines réelles 4 /A et — /A, et 7 — 2racines ima-
ginaires qui s’exprimeront ainsi

sc . SC n R
cos — == sin = — A
< n - n ‘/ )‘/ 4

c étant la circonférence ou I'angle de 360°, et s étant successi-
vement = 1, 2, 3, etc., jusqu’a m — 13 donc on aura dans
cecas (n°84) p==2,y=m— 1, et on pourra prendre

= 2 \/A I = sin = - X VA a cause que sin ;CZ est le plus
petit de tous les sin —; donc la condition du n® 85 awra lieu si
1 7N e 1

= - P — == ou < 13
2y A —1 3'“1;‘)(1/1\

donc elle aura lien surement toutes les fois que 1'on aura

n n
A= ou > — %55 |

sin ——
n

Soit, 2°. » impair et = 2m -~ 1, I’équation n’aura qu'une

seule racine réelle A , et elle aura 2m imaginaires de la forme

(cosf—. sn-‘/~—x>‘/A,
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en faisant successivement s=1, 2, etc. jusqu’a m; donc on
aura dans ce cas, p=1, v=m, et comme le plus petit

. : \ . 180°
des sin -sni est, & cause de 7 == 2m = 1, 8in _leo_ » on pourra

180

prendre IT == sin < v/ Aj de sorte que la condition du nu-

. . m
méro cité aura 11eu ici, si . = ou <%, c’est-a-

n

sinﬁi-x VA

dire, sil'ona A = ou > ( T )u Donc, lorsque le nombre

180°
sin

A ne sera pas au-dessous des hmxtes que nous venons de trouver,
on pourra toujours, en faisant usage de la méthode du n° 85,
trouver directement et sans titonnement la racine n*®c de ce nom-
bre; et s'il est plus petit que ces limites, on pourra toujours le
rendre plus grand en le multipliant par un nombre quelconque
qui soit une puissance exacte du méme exposant 7 ; ensorte qu’a-
prés avoir trouvé la racine de ce nombre composé, il n’y aura
plus quwa la diviser par celle de son multiplicateur pour avoir la
racine cherchée de A,

Quant & la valeur de R (n° 83), elle sera pour I’équation

- R = 25
n — — —_—
x A=o, A

88. Puisque le cas de 1 =2 peut se résondre par la méthode
de l’art. II ci-dessus , nous en ferons abstraction ici; soit donc

. 360°
1°. » = 4, on aura sin 7 = 1 donc A == ou > 4.

2°. n = 6, on aura sin 5%00 = %; donc A = ou > 3%.4%
vz

. 360°
3°. n == 8, on aura sin =

% donc A = ou > af.4!,

et ainsl de suite,

De méme, si on fait

. . 360 /3. — £
1. n = 3, on aura sin — ..—a—,doncA..ou>,5,-75-.
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2°. n = 5, on aura sin §%O—; et faisant le calcul par les

logarithmes , on trouvera A = ou > 1315, et ainsi de suite.
89. Supposm]s » par exemp]e, qu’on demande la racine cubique
de 17 ; puisque 17 est > 5\/5 » & cause de 3 /3 > 4, on pourra

employer d’abord la méthode du n° 85, On aura donc ici, & cause
3.2
den=3 et A=17(n°87), R = ;J—_—_—‘W Or le nombre
3
entier le plus proche de 417, est 2 ou 3; de sorte qu’on pourra
faire a volonté p =2, ou p=23.
Faisons p = 2, et les premiéres fractions seront %, %; donc
3.4
§—17

1°. w=1, @'==0, p=2, =1, donc R =

= — 2
- 3

- )

’
et le nombre entier qui approche le ptus de ———" = £ sera 1}

. . Y 1
donc A" = 1, ce qui donne la fraction Pl:f' = 2,

2 F =2, @ =1, p=3, f =1, donc R = 32 et

10
R—a . .
=L =175 le nombre entier qui approche le plus de 1% étant 2,

10

) . . Ke - =
on fera A= 2, ce qui donnera la fraction Ly = g
.w=2, % =1, p=28, ff = 3; donc
R B8 e o mR—7 o,
= F 1.5 ss g O T = 3

e nombre entier qui appro_chera le plus de cette fraction sera — 25

5
Ke + 7 cera ; , etc.

o . .
donc A" =— 2, et la fraction Ty

: 3
De cette manitre, on aura les fractions convergentes vers |17

1 o 3 8 — 13
10 1y 30 TE s cler

o!

ct la fraction continue sera
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STR

LA THEORIE DES EQUATIONS ALGLBRIQUES.

NOTE PREMIERE.
Sur la démonstration du Théoréeme I.

IJEs deux théorémes du chapitre Ter sont la base de toute la
théorie des équations, et doivent étre démontrés d'une maniére
rigoureuse, et sans rien empruonter de cette méme théorie. La
démonstration que j'ai donnée du premier théoréme (n°® 1), est
tirée de la considération des facteurs de V'équation, et pourrait
laisser des doutes relativement aux factenrs imaginaires. Il est
viai quen supposant connu le théoréme sur la forme des racines
imaginaires, on est siir que le produit de deux facteurs imagi-
naires correspondans, est toujours une quantité essentiellement
positive , quelque valeur quon donne & x; d’ou il suit que la
différence des signes dans les résultats des substitutions de p et q
3 la place de @, ne peut venir que des racines réelles. Mais on
doit observer que la démonstration rigoureuse de ce théoréme dé-
pend elle-méme du théoréme qu’il s’agit de démontrer; de sorte
qu'on ne peut ’employer dans la démonstration de celui-ci. Pour
éviter toute difficulté, jai cherché a démontrer ce théoréme par
la nature méme de ’équation , indépendamment d’aucune de ses
propriétés.

Représentons en général I'équation propoesée par P — Q =o,
P étant la somme de tous les termes qui ont le signe plus,
et — Q la somme de tous ceux qui ont le signe moins. Supposons
d’abord que les deux nombres p et ¢ soient positifs, et que ¢ soit
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plus grand que p; si en faisant z =p on a P — Q < 0, cten
faisant x =g on a P — Q > o, il est clair que dans le premier
cas P sera <C Q, et que dans l¢ second P sera > Q. Or, par la
forme des quantités P et Q, qui ne contiennent que des termes
positifs et des puissances entitres et positives, il est évident que
ces quantités augmentent nécessairement & mesure que x aug-
mente , et qu'en faisant augmenter x par tous les degrés insen-
sibles , depuisp jusqu’a ¢ ; elles augmenteront aussi par des degrés
insensibles, mais de maniére que P augmentera plus que Q, puisque
de plus petite qu’elle était , elle devientlaplus grande. Doncil y aura
nécessairement un terme entre les deux valeurs p et g, o P égalera
Q, comme deux mobiles qu’on suppose parcourir une méme ligne
dans le méme sens, et qui, partant a-la-fois de deux points
différens, arrivent en méme temps i deux aulres points, mais de
manicre que celui qui était d’abord en arriére se trouve ensuite
plus avancé que l'autre , doivent nécessairement se rencontrer dans
leur chemin. Cette valeur de x, qui rendra P égal & Q, sera
donc une des racines de ’équation, et tombera entre les valeurs
p et g. De méme, si en faisant x = p on avait P— Q > o, et
en faisant x == g on avait P — Q <{ 0, on aurait dans le premier
cas Q <P, et dans le second Q > P; et en faisant augmenter x
depuis p jusqu’a ¢, la quantité Q augmenlera plus que la quan-
tité P, et I'égalera dans un point entre p et g.

Si les deux nombres p et ¢ étaient négatifs oun un des deux
seulement, alors prenant un nombre positif », tel que 7 4-p et
7 = ¢ soient des nombres positifs, il n'y aurait qu’a transformer
I’équation par la substitution de y — r & la place de x; on aurait
ainsi une tranformée en y, danslaquelle les substitutions de 7+ p
et de r -~ ¢ 4 la place de Vinconnue y, donneraient par I’hypo-
thise des résultats des signes contraires, puisque ces résultats sont
les m&mes que ceux qui viendraient des substitutions de p et de ¢
3 la place de « dans la proposée. Or les nombres 7 --p et r -+ ¢
étant supposés positifs, on pourra reprendre le raisonnement précé-
dent, et on prouvera que l'dquation en y aura nécessairement
une racine comprise entre les nombres 7 ~- p et r--¢; par con-
séquent, & cause de == y ~ r, I’équation en & aura aussi
une racioe eutre p et g
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Sur la démonstration du Théoréme I1.

LA démonstration de ce théoreme (n* 5) suppose ces deux pro-
positions, que toute équation peut se décomposer en autant de
facteurs simples réels qu'elle a de racines réelles, et que le facteur
restant, si le nombre de ces racines est moindre que l’exposant
du degré de Péquation, est tel qu’il ne peut jamais devenir né-
gatif, quelque valeur qu’on donne a Iinconnue. La premitre pro-
position a été long-temps admise par les analystes, comme un
résultat de la formation des équations; et d’4lembert est, je crois,
le premier qui ait fait sentir la nécessité de la démontrer rigou-
reusement. A 1'égard de la seconde, on pourrait la regarder
comme une consé¢quence de la premiére; mais pour ne rien laisser
4 desirer sur la rigueur, il est bon de la démontrer aussi en
particulier.

Représentons en général par (z™...) un polynome quelconque
en x du degré m, tel que

am — Agr=t L Bam=?* — Camv? - ete, =V,

si on change x en @, il deviendra (e™...), et il est facile de
voir que la différence (a"...) — (a”...) de cesdeux polynomes
semblables , sera divisible par & — a ; car chaque terme du poly-
nome (x"...), comme Nzx", donnera dans la différence les
termes N (2" — a"); or on a-en général , tant que 7 est un nombre
entier positif,

at — qt— (x_(l) (xn—n + (lx":’—i— atxr—?* +etC. +an-—1),’

donc, réunissant tous les quotiens, et les ordonnant suivant les
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puissances de x, on aura
(am...) ~ (a"...) = (x =—a) (2"~"...),

(2m—'...) étant unpolynome en x du degré inférieur me1,
Ainsi on aura, quelle que soit la quantité «,

(z"...) = (x — a) (xf"—‘...) -~ (am...).

De la méme maniére, en prenant une autre guantité quelconque 7,
on pourra réduire le polynome (z"~*'...) 4 cette forme,

(2r=r.) = (2 —B) (am=*...) + (b"="...),

(z"—*...) étant un antre polynome du degré inférieur » — 2,
et ainsi de suite.

Maintenant je remarque que si I'on a I'"équation (z"...) =o,
et que @ soit une des racines de cette équation, c’est-a-dire une

valeur de & qui y satisfasse , on aura aussi (@™...) == 0; donc
le polynome (a™...) sera alors réductible & la forme

(z—a)(z"—'...),
et par conséquent divisible exactement par x — a.

Si, outre la quantité @, il y a une autre quantité 5 qui salis-
fasse & la méme équation (a™...) = o, il faudra que cette quan-
tité, étant prise pour x , fasse évanouir V'autre facteur (z"—...),
et soit par counséquent telle que l'on ait (4" 7*...) = 0. Donc le
polynome (x"~'...) sera réductible a la forme (x— 2) (z™=2...);
et par conséquent on aura

(zr..) =(x=—a) (x-—-[}) (am=*...);

de sorte que le premier polynome (z™...) sera esactement divi-
sible par x — @ et par & — b, et ainsi de suite.

Si donc I’équation (z"...) =<0 n’a qu'un nombre ~ moindre
que m de racines réelles ¢, b, ¢, etc, on aura d’abord

(z"...) = (x=—a) (x—=D) (x~—¢c)....(a"="...),
etle polynome (z"—"...) mne sera plus résoluble en facteurs

simples réels. Donc, quelque valeur qu’on donne a x, ce poly-
noiue N€ pourra jamais avoir une valeur négative ; var §'il y avait
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une valeur de x qui plt le rendre négatif, comme d'un aufre
c6té on peut toujours prendre x assez grand pour que le premier
terme surpasse la somme de tous les autres, il s’ensuivrait qu’il
y aurait deux valeurs qui, étant substituées pour =, donneraient
des résultats de signe différent, et que par conséquent, par le
théoréme I, il y aurait une valeur intermédiaire /2 qui pourraif
rendre (2"7*...) == 0, et qui serait ainsi une racine réelle de
cette équation; donc on aurait alors

(2" )= (x—h) (z"=—".00),

et le polynome (z™...) aurait encore le facteur réel x— /%, ce
qui est contre I’hypothése Ce polynome (a™—") sera donc néces-
sairement d’un degré pair, et son dernier terme sera toujours po-
sitif (n°3); et le polynome ("...) aura par conséquent son
dernier terme positif ou négatif, suivant que le nombre des
racines positives @, b, etc. sera pair ou impair.

Non - seulement le polynome (2x"~"...) aura toujours une
valeur positive lorsque I'dquation (z*—"...) = o n’a aucune
racine réelle , mais encore quand elle aura des racines réelles
doubles ou quadruples, et en général multiples, snivant un nombre
pair; car alors le polynome aura des factenrs de la forme (x —g)*,
27 étant un nombre pair; et il est visible que cette quantité est
toujours positive, quelque valeur réelle qu'on donne & x. Dot
il s’ensuit que le théoréme II a encore lieu pour les racines égales,
triples , quintuples, etc. Mais comme on a des méthodes particu-
lieres pour les racines égales, il suffit de considérer les racines
inégales, et d’avoir une méthode pour les trouver.

Au reste , Vesprit du calcul algébrique , qui est indépendant
des valeurs particuliéres quon peut donner aux quantités, fait
qu'on peut regarder tout polynome (z™...) comme formé du pro-
duit d’autant de facteurs simples * — @, * — &, z — ¢, etc. qu'il
¥y a d’unités dans 'exposant m du degré de ce polynome, quelles
que puissent étre d’ailleurs les quantités @, &, c, etc, ce qui donne
cette équation identique

am— Azt = Bam? —ete, =V = (2 —a) (x—05) (x—c)....

laquelle doit toujours avoir lieu indépendamment de la valeur de .
14
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C’est uniquement dans cette transformation des polynomes que
consiste la théorie des équations. On a trouvé différentes relations
entre les quantités e, b, ¢, etc. des facteurs, et les coefliciens
A, B, C, ete. du polynome; et ce sont ces relations qui cons-
tituent les propriétés générales des équations ( #oyez la Note X).

Les facteurs qu’on suppose aux polynomes qui ne peuvent ja-
mais acquérir une valeur négative , sont appelés imaginaires, et
les quantités @, &, c, etc. de ces facteurs sont les racines ima-
ginaires des équations formées en égalant ces polynomes & zéro;
d’oti 'on voit que le nombre de ces racines est toujours nécessaire-
ment pair, et que leur produit, qui se trouve égal au dernier
terme du polynome , est toujours positif.
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Sur Pégquation que donnent les différences entre les racines
dune équation donnée, prises deux ¢ deux.

LA recherche de cette équation, qui est 'objet du probleme
du n° 8, deviendrait trés-pénible si on y employait la voie de
Pélimination qui se présente naturellement; mais par les formules
que J'y donne, elle n’a d’autre difficulté que la longueur du calcul.
Tout se réduit a calculer un certain nombre de termes de trois
séries, dont la loi est assez simple.

1. La premitre série, celle des quantités A,, A,, A,, etc. nest
aulre chose que la série connue pour avoir les sommes des puis-
sances des racines par les coefliciens de I’équation donnée, et on
en verra la démonstration dans la Note VI. La troisieme série,
celle des quantités @, b, ¢, etc. qui forment les coefficiens de
Péquation cherchée, est D’inverse de la précédente ; elle donne
ces coefliciens par le moyen des sommes des puissances des ra-
cines qu'on a par la seconde ¢érie a,, a,, a;, ete. Je n’avais frouvé
que par induction la loi des termes de celle-ci; mais on peut la
démontrer d’une maniére générale.

Pour cela, il n’y a qua considérer la quantité

(x—a) 4 (x— B) -+ (x=— 3 ) - etc.
qui, étant développée suivant les puissances de x, devient
ma—sA ' - ?(S—:l—)A, P Gt A Ch 12) 5@ =2 Azt ete.

Comme ces deux expressions sont identiques, on y peut faire ®
toul ce qu’on voudya, Qu’on suppose donc successivement x == 2,
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B, ¥, elc. et qu'on ajoute ensemble les résullats de ces substi-

tutions, on aura

(2= BY 4 (a— 3y + cte. +(B—a) +(B—2) + ctc.
+ (y—ay + (r —B) + ete.

=mA, — sA A, _, + Sii;_—l) ALA

_S(""z)'g("‘g) AsA,_, - etc.

ce qui est évident, puisque, par la notation qu’on a employée,
on a,en général ,A, =o'+ F -+ " -}~ etc. )

L.orsque s est un nombre impair, il est facile de voir que le
premier membre de cette équation devient nul par la destruction
mutuelle de tous les termes; et le second membre devient nul aussi
de lui-méme, en remarquant que l’on doit avoir A,==a° - 3*
~}- 9° - etc. == m, nombre des racines.

Mais lorsque s est un nombre quelconque pair = 2u; le pre-
mier membre devient égal a 2 ., suivant la notation des termes
de la seconde série; ainsi on aura

2a, =mA,, — 2uA, A -2—{'-L—gﬂ:—'-_'—l—2 A, Asp—a

___2/1-(2(4—21% CQM—Z)A3A2}4—3 -} etc.

Comme les termes de cette série se tronvent les mémes de part
et d’autre du terme du milien, qui contient A, A, en réunissant

les termes égaux, et divisant par 2, on aura la formule géné-
rale de la valeur de g, que j’ai donnée dans P’endroit cité,

2. On pourrait , de la méme maniére , trouver des formules pour
les sommes des racines prises deux & deux. Car en considérant
la quantite

(z4a) + (24 BY -+ (% + ) -+ etes

on aura par le développement cette expression identique

ma - 3A1x5—3+iSST"QA,x*—“+S-(S-—T—;)§—'-——2)—AstQ+ etc.
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Done, faisant successivement x = «, 3, 3, etc. et ajoutant en-
semble les résultats, on aura

2 (o - B~ 5 ~ etc.)
+2(oc+)8).‘+ 2(a+2) + 2(B+y) + et
=mA, - sA AL, +LETDAA,

'+‘ sCs— ;)és —2) A3 A,_‘3 + etc.

Done, si on dénote en général par @, , la somme des puissances
stmes des racines ajoutées denx 4 deux, on aura, a cause de
& o 3 49 - etc. = A, cette expression de 24,

2a, = (m — 2°) A, + sA A, _, + J(SBI)A A,_.
+s(s—1)(s—2)A3 ,__3+etc.

Comme s est supposé un nombre entier, il est clair que les
termes également éloignés des deux extrémes seront égaux: or le
dernier terme sera A, A,, mais A, = m; donc, réunissant le
dernier au premier , avant-dernier a1 second, ‘et ainsi de suite,
et divisant par 2, on aura, lorsque s est un nombre impair,

s{s—

g = (m— 2= ) A, 4 sA A, =, I)AA%4+Mm

s(s—1) (.r-:a)...(s_*_5

+ S A:—x Ax-l-x
1.2 3., (s L —E_’

et lorsque s est un nombre pair,

s._

sl 1) A A=y - ete.

s(s—1) (s~—2).. ( +1> <A>

~- : s
1 .2 .3....... -

Q= (n—2") A, 4 sA A, 422

Si on détermine par cette formule les termes de la série «, ;
a,, a;, etc. et qu’on emploie ces valeurs dans les expressions des
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des quantités ¢, b, ¢, ete. de la troisieme série, on aura les
coefliciens de I’équation, dont les racines seront les » sommes
o~ fB, a7, B9, etc. des racines de I'équation donnée,
prises deux & deux. Celte équation peut étre utile dans plusieurs
occasions,

3. Je dois , au reste, observer ici que P¥aring avait déja remar-
qué dans ses Miscellanea analytica , imprimés en 1762, Pusage
de I’équation, dont'les racines seraient

1 1 1
a—8’ a—3’ E—9

, ete,

pour trouver les limites des racines réelles de I'équation , dont
les racines sont &, B, 7, etc. Mais je ne connaissais pas cet
Ouvrage lorsque je composai mon premier Mémoire sur la réso-
lution des équations numériques; d'ailleurs cette remarque n’étant
présentée dans I'Ouvrage de PFaring que d’'une manicre isolée,
serait peut-étre restée long-temps stérile sans les recherches dont
elle etait accompagnée dans ce Mémoire, _ |
Je dois ajouter que le méme Auteur a aussi remarqué avant moi
les caractéres qu'on peut tirer des signes de I’équation, dont les
racines sont les carrés des différences entre les racines d’une équa-
tion donnée, pour juger des racines imaginaires de cette équation.
11 avait dit simplement dans I'Ouvrage cité, que si cette équation
des différences n’a que des signes alternatifs , ’équation primitive
a nécessairement toutes ses racinmes réelles; autrement elle en a
d'imaginaires; mais il a donné ensuite sans démonstration, dans
les Transactions philosophigues de Pannée 1763 , les conditions
qui résultent des équations des différences du quatrieme et du
cinquidme degré, pour que les équations de ces degrés aient ou
toutes leurs racines réelles , ou deux ou quatre racines imaginaires;
ce que personne n’avait encore fait pour le cinquieme degré.
Dans le second Mémoire, je m’étais contenté de donner les
¢équations des différences pour le second, le troisitme et le qua-
trieme degré; la longueur du calcul m’avait empéché de donner
celle du cinquitme degré; mais comme elle peut étre utile dans
quelques occasions , je vais la rapporter ici, d’apres F¥aring.
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4. Soit donc Véquation du cinquitme degrd
a® 4 B2 — Ca* 4 Dz — E = o0,
I'équation des différences sera
P! = apS o= bty - dp® — e’ - frt— g3 bt — iy - k=0,
dans laquelle

a=—— 108

b= 39B*~~ 10D

¢ = — 80B* — 50BD — 25C*

d=  g5B* 4 124B*D — g5D* 4~ 92 BC* 4~ 1200 CE

€ = — G6B® -~ 560 BD* — 169B°’D — 118 B*C* — 260 C*D
~ 625 F* — 400 BCE

J =—25B° 4~ 40D* — 53 C¢ 4~ 52B°C* — 522B*D* - 194 B<D
—+ 708 BC*D - 240 B*CE -~ 1750 BE* — g50 CDE

g=— 4B — 106 B°D + 80BD? —+ 308 B*D* -~ 102 BC*
+ 7 B*C* — 570 C:D* — 612B*C*D — 700 C°E. —+ 3750 DE»
— 2500B°* — 80B*CE -4~ 2150 BCDE.

h= 400D+ — 560 B°D® — 15B‘D?* 4 24B*D — 8B
— 45B:Cf — 270 C'D 4+ 140 B C* D + g6o B C* D>
~~ 1875 C*E* —~ 1000 CD’E — 5000 BDIZ* - 1750 B3E:*
—+ 40 B*CE ~ 600 BC*E — 1650 B:CDE.

i =—36B°D* 4 224 B*D? — 320BD* — 4B°Ct — 27 CS
- 40 C*D’ — 434B°C*D* -+ 24B{C*D - 1g8BC+D
— 5000 D* E* + 450 C*DE - 6250 CE* — 675 B4E*
~+ 3750 B*DI:* — 3000 BC*E* — 60B*C°EE — 200 BCD*E
~}- 350 B* CDE.,

k= 3125 — 3750 BCE?! - ( 2000BD* =+ 2250 C*D
— goo B°D - 825B2C* 4 108B° ) E* — (1600 CD?
— 560B*CD* — 16B°C® 4~ 630 BC’D + 72B‘CD
~— 108 C5) E 4~ 256 D® — 128 B*D* - 144 BC*D® - 16 B*D?
— 27 C'D* — 4BC°D-=.
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La réalité de toutes les racines de I’équation du cinquitme
degré exige donc que la valeur de chacune des quantités o, &,
c, etc, soit positive; ce qui donne , comme l'on voit , dix condi-
tions : mais il est possible que quelques-unes de ces conditions
se trouvent renfermées dans le systéme des autres; ce qui en di-
minueroit le nombre , comme nous I’avons vu pour le quatrieme
degré. Si toutes ces conditions n’ont pas lien a-la-fois, alors I’équa-
tion aura nécessairement deux ou quatre racines imaginaires, sui-
vant que la quantité 4 aura une valeur négative ou positive.
Mais si cette quantité était nulle , I'équation aurait deux racines
égales; elle en aurait trois égales, si la quantité / était nulle en
méme temps, et ainsi du reste.

AP A I Al AP
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NOTE IV.

Sur la manicre de trouver une lLmite plus petite que la
plus petite difference entre les racines d’'une égualion
donnée.

IJA détermination de cette limite est nécessaire pour pouvoir
former une suite de nombres, dont la substitution successive fasse
connailre d’une maniére certaine toutes les racines réelles de
I'équation proposée (n° 6). Le moyen le plus direct d’y parvenir,
est de calculer, comme nous I’avons proposé , 1’équation méme
dont les racines seraient les différences entre celles de I'équation
donnée, et de déterminer ensuite , par les méthodes connues, la
limite de la plus petite racine de cette équation. Mais, pour pen
que le degré de I’équation proposée soit élevé, celui de I’équation
des différences monte si haut, qu'on est effrayé de la longueur du

calcul nécessaire pour trouver la valeur de tous les termes de cette

[ 4 . . r d nmm—-—1
équation , puisque le degré de la proposée étant m, on a mlm—1)

coefficiens & calculer, et que, pour employer les séries du n° 8,
il faudrait en tout calculer 2m(m — 1) termes.

Comme cet inconvénient pourrait rendre la méthode générale
presque impraticable dans les degrés un peu élevéds, je me suis
long-temps occupé des moyens de Vaffranchir de la recherche de
I’équation des différences ; et j’ai reconnu, en effet, que sans
calculer en entier cette équation, on pouvait néanmoins trouver
une limite moindre que la plus petite de ses racines; ce qui es
le but principal du calcul de cette méme équation.

1. En effet, soit 1'équation proposée en x

Z™ A‘zm:l + Bx""?'“ [ C‘zm:-: + etc, = o
15
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que je représenterai, pour plus de simplicité par X = o qu’on
en déduise cette équation en 2 du degré m — 1 (n°8)

Y +Zu 4 Vo ~=ete, """ =0,
dans laquelle
Y =mar—'—~(m—1)Ax"~* 4 (m—2)Ba"=® — elc.

Z

T(I)l——l) xmj, — (771—-1) (m_—g) Axnx-:S _I_ etc
rr——————— 2 .

2

vV — m{m—1) (m—2)

™5 — ete.
2.3 ¢

. ) X.ﬂ XH’
savoir, Y =X, Z=%2, V=

2 2.3

, etc.

X', X, X”, etc. étant les fonctions dérivées de X, ou les coeffi-
d*X d'X
7;; ’ Tt ? etc.

On a vu dans le probleme da n° 8, que si on substitue dans
cette équation en , 3 la place de x , une quelconque des racines
de Péquation x=o0, elle aura alors pour racines les différences
entre cette racine et tontes les autres racines de la méme équa-
tion. Donc si on y substitue successivement les m racines de
V’équation X = o, on aura m équations en 2, dont les racines
seront toutes les différences possibles entre les racines de I’équa-
tion proposée; par conséquent, il ne s'agira que de trouver une
quantité plus petite que la plus petite racine de chacune de ces
772 équations. '

ciens différentiels % s

]

Donc, si on fait # == -, ce qui changera I’équation en z en
celle-ci '

Z
Y+T+;f;+etc.+l—-;,:l::=°:

ou bicn en multipliant par =", et divisant par Y,

Z . ,
Pl S Yz”.‘:’ -+ %z"‘—--” - etc, ~- —% = -]
tout se réduira & trouver une limite plus grande que la plus grande

des racines de cette derniére équalion, en snpposant qu'on y sub-
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slitue successivenent pour x chacune des 7 racines de I'équation
proposée ; car cette limite étant trouvce, si on la nomme L, il

est visible que ﬁ sera la limite cherchée plus petite que chacune

des m racines.

2. Oron sait (n° 12) que le plus grand coeflicient des termes né-
gatifs\ d’une équation , pris positivement et augmenté d’une unité ,
est plus grand que la plus grande de ses racines positives. Ainsi,
pour avoir la limite L, il n’y aurait qu’a trouver la plus grande
valeur négative qui pourrait résulter de la substitution des racines
Z Vv
Y’y’
de I’équation en 7, ou une quantité plus grande que cette valeur.

de I'équation x = o 4 la place de x dauns les coefficiens ete.

Si ces coefficiens ne contenaient que des puissances de x sans
dénominateur , on pourrait résoudre la question en substituant
a la place de x dans les termes positifs, une limite plus petite
que la plus petite des valeurs positives de x, et dans les termes
négatifs, une limite plus grande que la plus grande de ces valeurs;
car il est visible qu'on aurait, par ce moyen, des quantités né-
gatives plus grandes que les valeurs négatives ue chaque coef-
ficient pourrait recevoir par la substitotion de chacune des racines
positives de la proposée en x; et pour avoir égard aux racines
négatives de la méme équation , il n’y aurait qu'a changer dans
les expressions des mémes coefficiens * en — x, et substituer en-
suite dans les termes positifs une valeur de x plus petite gue la
plus petite racine négative de cette équation, prise positivement,
et dans les termes négatifs une valenr de x plus grande que la
plus grande de ces racines.

La plus grande des quantités négatives tronvées de celte ma-
nitve , prise positivement et augmentée de l'unité, pourrait sans
scrupule étre employée pour la limite cherchée L.

Toute la difficulté vient donc du dénominateur Y, qui contient
aussi Vinconnue x. J’avais proposé autrefois de prendre pour Y
une valeur plus petite que chacune de celles qui pourraient ré-
sulter de la substitution des racines de I’"équation’ X == o0 A la place
de x; mais la difficalié était d’avoir cette limite ; et il ne parait
pas possible de la trouver autrement que par I'équation méme,
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dont les différentes valeurs de Y seraient racines, Pour avoir cette
équation, on ferait Y = y, et on éliminerait x au moyen de
I’équation X = o, et de celle-ci y — Y == 0; I'équation résultante
en y serait du m'™e degré, et la limite plus petite que la plus
petite de ses racines serait la quantité qu'on pourrait prendre
pour Y ; mais cette équation en y peut encore étre fort longue
a calculer, soit qu'on la déduise de ’élimination, soit qu’on veuille
la chercher directement par la nature méme de ses racines.

3. Jai fait réflexion depuis , qu’on pouvait tonjours éliminer ’in-
connue x du polynome Y, en le multipliant par un polynome conve-
nable du méme degré m — 1, et en faisant disparaitre, au moyen
de I’équation X = o, toutes les puissances de x plus hautes
que a™" .

En effet, si on prend un polynome tel que
AT — @A™ T e b8 caxm T4 e ete.

que nous nommerons £ pour abréger, et dans lequel les coeffi-
ciens a, b, c, etc. soient arbitraires, et qu’on multiplic le po-
Iynome Y par celui-ci, on aura un polynome du degré 2m — 2.
Or I'équation X == o donue d’abord la valeur de x™, et avec cette
valear on pourra former, en multipliant successivement par x,
et substituant & mesure la valeur de a™, toutes les puissances de x
supérieures & 2™~ jusquwa a*™~*. On substituera donc ces valeurs
dans le polynome Y £, et il s’abaissera 4 la puissance m —1;
on fera alors disparaitre tous les termes qui contiennent x, en éga-
lant 4 zéro chacun de leurs coefliciens; ce qui donnera m — 1,
équations linairesen @, b, c, etc. lesquelles serviront & délerminer
ces inconnues, dont le nombre est aussi m— 13 nommant K le

terme ou les termes restans et tout connus, on awra Yz =K,

K
et par conséquent Y = T

L’équation en 7 deviendra , par celle subsiitution ,
T 1 ZE S — g VE 'm— 3 E .
Pl +'1_{L. + T +etc.+K__o,

Vi .
- » ¢ete, nc contiennent plus que

A
et comme les cocfliciens 0
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des puissances de x sans dénominateur, on pourra y appliquer

la méthode proposée ci-dessus, et trouver une limite L plus grande
que Ja plus grande des valeurs de i

On pourra réduire aussi les polynomes ZZ , VZ , etc. a ne con-
tenir que des puissances de « moindres que 2" ~' par les mémes
substitations des valeurs de 2™ et des puissauces supérieures 4 x".
Cette réduction n’est pas absolument nécessaire , et on peut sans
inconvénient employer les polynomes tels qu’ils résultent de la
multiplication de Z, V, etc. par £ ; mais elle est utile pour sim-
plifier le calcul et avoir une limite L. plus approchée.

4. Il est bon de remarquer encore que , comme les valeurs de «
qui représentent les différences entre les racines de I'dquation
proposée , peuvent étre ¢galement positives et négatives, les va-

leurs de 7 pourront I’étre aussi, pnisque nous avons fuit z = I_i;
d’ou il s’ensuit que la limite des valeurs positives de 7 le sera
aussi des valeurs négatives prises positivement, et réciproquement
celle des plus grandes valears négatives prises positivement, le
deviendra des plus grandes positives.

On pourra donc dans Péquation en Z prendre également £ positif
ou négatif, et par conséquent prendre le second, le qualrieme ,
le sixicme, elc. termes de I'équation en 7 avec des signes con-

traires, si, de cette maniere , il en résulte pour L une limite
moindre.

. . . . 1 . .

5. Ayant ainsi trouvé la limite L , on aura ;- pour la limite plus
petite que la plus petite différence entre les racines de 1’équation
proposée, et on pourra faire A== (n° 6) pour avoir la suite

A, 24, 345 etc. des nombres dont Ja substitution successive ferg

connaitre surement toutes les racines réelles de la méme équation,
et donnera leurs premiéres limites,

Si la quantité K était nulle, on aurait pour L. une quantité
infinie, el la Jimite i—-deviendrait zéro; ce qui indiquerait 'égalité

de deux ou plusieurs racines dans I’équation proposée. Tn effet,
s'il y a deux racines égales , il est clair qwil y aura une des valeurs
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de 2 qui sera nulle ; donc le dernier terme Y de 'équation en u5
deviendra nul, en y substituant pour x une des racines de Péqua-
tion X = o donc cette équation aura lieu en méme temps que

. « qe dX .
Péquation Y == o, c'est-a-dire, X' = o ou 7= = 0 ce qui re-

vient & ce que l'on sait depuis long-temps. Donc P'équation ré-
sultante de celle-ci par I’élimination de x , aura lieu aussi. Or il
est facile de voir que cette équation n’est autre chose que 1'équa-
tion K = o; car, puisque le produit YZ devient = K par le

r

‘ . - K 1
moyen de 1'équation X =0, on aura Y = 7 et par conscquent

I'"équation Y = o donnera K =o.

Lorsqu’on sera assuré par-la que 1'équation en x a des racines
&gales, on les trouvera en cherchant le commun diviseur des équa-
tions X ==o et Y =o0 (n° 15); ensuite I’équation en z donnée
ci-dessus étant multipliée par K et divisée par Z% , deviendra, &
cause de K =o,

. V.
T 7 "3 -~ etc. + 2— = 0,

4 laquelle on pourra appliquer la méme méthode pour trouver
une limite plus grande que les valeurs de 7, et ainsi de suite.

Aureste, comme avant d’entreprendre la résolution d’une équa-
tion par quelque méthode que ce soit, il est toujours nécessaire
de s’assurer si elle a des raciues ¢gales, parce que ces racines
peuvent se détermincr & part d'une manicre rigoureuse , on voit
que le calcul de la quantité K est indispensable lorsqu’on ne cal-
cule pas I'équation des différences ; car équation K = o est pro-
prement celle que I'on trouve par les méthodes ordinaires, lors-
qu’on cherche les couditions de V’égalité des racines, Ainsi a cet
égard la méthode que nous proposons n’alonge point le calcul
nécessaire pour la résolution des équations.

6. La quantité K étant connue, tout se réduit & chercher une
quantité égale ou plus grande que la plus grande valeur négative

. 77 V¢ . . .
des quantitds ]JT » o cete. 1%" cocfliciens de I'équation en Z; pour

ccla, on substituera & la place de x une quantité plus petite que
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la plus petite des racines positives de 1’équation X=o, dans les
termes posilifs de ces coefliciens, et une quantité plus grande que
la plus grande de ces racines dans les termes négatifs ; ensuite,
ayant changé dans ces mémes coefficiens & en — @, on substi-
tuera de méme dans les termes positifs une quantité plus petite
que Ja plus petite des racines négatives, et dans les termes né-
gatifs une quantité plus grande que la plus grande des racines
négatives de la méme équation , en prenant ces racines positive-
ment. Le plus grand résultat négatif qu’on aura de cette manicre,
étant pris positivement et angmenté de 1'unité, donnera la valeur
de la limite L, que l'on cherche.

Pour avoir ces quantités plus grandes et plus petites que les
racines de l'équation X = o, on pourrait prendre tout de suite
le plus grand coeflicient des termes négatifs de cette équation,
angmenté de 'unité , pour la quantité plus grande que ses racines
positives; ensuite, apres avoir échangé dans la méme équation

1 . . A . . N .
z en —, et fait disparaitre par la multiplication les puissances

négatives de x, on prendrait de méme le plus grand coefficient
des termes qui seraient de signe différent du premier, et T'unité
divisée par ce coeflicient augmenté de I'unité, serait la quantité
plus petite que les mémes racines. A I'égard des racines néga-
tives , on changerait dans I’équation & en — z pour les rendre
positives , et on trouverait de la méme manitre les quantités
plus grandes et plus petites que ces racines.

Mais , quoique les limites qu’on trouvera par cefte méthode
soient toujours exactes, elles peuvent néanmoins &tre trop éloi-
gnées entre elles; ce qui aurait I'inconvénient de donner pour la
limite L. une quantité trop grande , et par conséquent pour la
différence A des termes de la suite une quantité trop petite : d'ont
résulterait un trop grand nombre de substitntious successives a
faire dans I’équation proposée pour en découvrir toutes les ra-
cines (n° 0).

7- 1l est donc utile d’avoir des limites plus resserrées, et on pourra
les trouver par la méthode exposée dans le n° 12. Suivant 1'esprit
de cetie méthode , il ne s’agira que de chercher d’abord une va-
leur de x qui rende positives les valeurs des fonctions X, X,
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X", etc. ce qui n'est pas difficile en commencant par la dermére;
ot & n'est qu’'a la premiére dimension , et remontant successive-
ment & celles qui précédent. Cette valeur sera la limite plus grande
que toutes les racines positives de I’équation X = o. Pour avoir
ensuite une limite plas petite que ces racines, on transformera
la fonction X, en y substituant i— a la place de x, et la multi-
pliant par 2™ pour faire disparaitre les puissances négatives; et si
le terme ot est 2™, se trouve négatif, on changera tous les signes
pour le rendre positif. On prendra cette nouvelle fonction pour X,
et en ayant dédoit les fonctions X/, X’, etc. on cherchera de
nouveau la valeur de x , qui rendra toutes ces fonctions positives.
L’unité divisée par cette valeur, donnera une limite plus petite
que toutes les racines positives de la méne équation X = o. Enfin
on changera dans ces deux séries les fonctions x en — x, en

changeant en méme temps tous les signes, si la plus haute puis-
sance de x se trouve affectée du signe —; et les valeurs de @ qui

les rendront toutes positives seront les limites plus grandes et plus

petites que les racines négatives de la méme équation prises posi-
tivement,

8. Pour donner un exemple de la méthode que nous venons
d’exposer , nous l'appliquerons a I'équation

X} — gz -7 =0,

que nous avons résolue dans le n° 27,
Oun aura donc ici

Xe=ma—qgat7;
et les fonctions dérivées seront
X =532 ~7, X =6z, X =6, X'=o;
donc
Y_
V =

l
”
l
2t
8
I
~a
N
I
I
{
W
8
v

X

= 1
2.3 )

et '"équation en # sera du second degré,
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On prendra pour £ le polynome indéterminé du second degré

x* = ax -+ b,
et en le multipliant par le polynome Y, on aura
Y& = 32 4 3ax® =~ (bb — 7) a* — 742 — 70D,

Mais P'équation X=lo donne a’=7yx— 7; donc x‘==72* — 722,
Faisant ces substitutions, on aura

Y= (5304 14)2* + (148 —21)% — 210 — 7.
On fera donc

5b+14=0, 14a = 21 =0, =— 212 — 70 = K;
d’ou l'on tire

3 — 14 —_—
a==32, b=—4%, et K=

AN

Ainsi, puisque la quantité K n’est pas nulle, on en conclara
d’abord que l'équation n’a pas de racines égales.
Maintenant on aura

R 3x 14
E = x* ~- - T F?
et de 13, en multipliant par Z=>3x, et substituant pour a* sa
valeur ,

ZE=9-—;—2+7‘2:—-2I;

de sorte que les deux coefficiens de 1’équation en 7 seront

27 x* + 4o — 126 6x* 4+ qx — 28
y et —m ———

7 7

et il ne s’agira plus que de trouver une quantité égale ou plus
grande que la plus grande valeur négative que ces coefliciens
puissent avoir sans connaitre les valeurs de x: or c’est & quoi
on peut parvenir par le moyen des limites de ces valeurs.
9. Pour cela, on commencera par chercher des limites plus
grandes et plus pelites que les valeurs de «, tant positives que né-
16
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gatives. Je remarque d’abord que le plus grand coefficient des
termes négatifs dans I’équation en x, étant 7, on pourrait prendre
8 pour la limite plus grande que les racines positives ; mais
on peut trouver une limite moindre par la considération des
fonctions X, X', X"; savoir,

2 —nx 49, Bx*—17, 6a,

en cherchant une valeur de & qui les rende toutes positives : on
trouve que x == 2 satisfait & ces conditions; de sorte que 2 sera
une limite plus grande que les racines positives.

Si on change dans ces mémes fonctions x en — x, en chan-
geant en méme temps les signes, s’il est nécessaire , pour que le
premier terme soit tovjours positif, on a celles-ci,

2 —r72x—197, 32*—17, 6x;

et I’'on voit que, pour les rendre toutes positives, il faut faire en
nombres entiers & == 4 ; mais en nombres fonctionnaires il suffi¢
de x =3 % : ainsi 2 sera une limite plus grande que les racines
négatives prises positivement.

Oun transformera maintenant la fonction x par la substitution

de i— a la place de «; et l'ayant multipliée par 2° pour faire

disparaitre les puissances négatives , on aura, aprés avoir divisé
par 7, coeflicient du premier terme, cette fonction transfermée

2 — 45,
dont les deux fonctions dérivées seront
5x° — 2 I 6.2:‘ -_— 2

qu'il faudra rendre positives pour une valeur supposée de x. Or
on trouve que 1 salisfait 3 ces conditions; mais on y peut satis-
faire par un nombre moindre, comme 2. Ainsi £ sera une limite
plus petite que les racines positives.

Enfin, en changeant dans ces mémes fonctions * en — x, et
changeant en méme temps tous les signes de la premitre et de la
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troisieme pour rendre les premiers termes positifs , on a celles-ci,

x2  2t —k, 32° =22, 6z 4 2;

et l'on trouvera aisément qu’elles deviennent toutes positives en
faisant x = ; d’oltil s’ensnit que 3 sera une limite moindre que
les racines négatives prises positivement.

On a donc pour les limites des racines positives les nombres
A4

3 €t 2, et pour celles des racines négatives prises positivement,
les nombres 3 et %

10°

On substituera donc d’abord 4 la place de x, % dans les termes
positifs, et 2 dans les termes négatifs des deux quantités

27x* 4+ 4ox — 126 6x* 4+ gx — 08
7 2 ,7 3

et l'on trouvera les résultats — 3% et — 1¢; comme le premier
de ces deux résultats est le plus grand, il est bon de voir si, en

changeant tous les signes de la premitre quantité, ce quila ré-
.,y —27x*—42x + 126
duit 3 =27 427 +

» et substituant de méme % dans les

termes positifs et 2 dans les termes négatifs, au lien de x, on
aurait un résultat moindre ; mais on trouve celui — 24 qui est
au contraire plus grand , et par conséquent inutile.
On changera maintenant dans ces mémes quantités x en — @,
ce qui les changera en celles-ci,
27 x* ~ 4o2.x — 126 6x*—qx—28

2

7 7 ’

et on y substituera 3 A la place de x, dans les termes positifs ,
et 3¢ dans les termes négatifs, il viendra ces résultats — £% et
— 12; et comme le résultat de la premitre quantité est moindre
que l'un de ceux que nous avons déja trouvés, il est inutile d'en
chercher un autre en changeant les signes de cette quantité.

22

Puisque — 3* est le plus grand résultat négatif , on awra

r . _1_ - 7 .
L = i* -4 1, et par conséquent A = ;- = 2 pour la limite
cherchée , moindre que la plus petite différence entre les racines
de 1’équation proposée.
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Nous avons trouvé par I’équation méme des différences A =%
(n° 27); d’oit I'on voit que la méthode précédente donne 3 la
vérité une limite un peu plus petite , mais que la différence est
peu considérable. Au reste, quoique pour une équation du troi-
sitme degré il n’y ait guére rien & gagner par cette méthode sur
la longueur du calcul, il n’en sera pas de méme pour les équa-
tions des degrés supérieurs ; car le nombre des opérations que cette
méthode exige n’augmente que comme le degré de 'équation, au
lieu que celui des opérations nécessaires pour calculer 1'équation
des différences et en déduire la limite cherchée , augmente comme
les carrés de ce méme degré.

A A s o e A A
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NOTILE V.

Sur la Méthode @& Approximation donnée per Neglon.

COMME la méthode de Newton pour la résolution approchée
des équations numériques est la plus connue et la plus usitée,
a cause de sa simplicité, il est important d’apprécier le degré
d’exactitude dont elle est susceptible; voici comment on y peut
parvenir.

1. Soit ’équation générale du degré m

A" — AxrmT! ~ Ba™=?® — etc, = o

dont on cherche une racine. La méthode dont il s'agit demande

qu’on connaisse d’avance une valeur approchée de la racine cher-
4 Lot 3 . A —_—

chée; en désignant cette valeur para, on fera x =a - p, et

-on aura par cette subsiitulion une équation transformée en p,

qui, & commencer par les derniers termes, sera de la forme

X+ Yp 4 Zp* 4 Vpi 4 ete. + p-,

ot les quantités X, Y, Z, etc. seront des fonctions de @, qu’on
trouvera tout de suite par les formules du n° 8, en clrangeant
en @ : ainsi on aura

X =a™ — Aqg"~"' + Ba"T* — Ca"—? - ctc.
Y =ma"~ — (m—1)Aa""* 4 (m — 2)Ba""% — elc.
etc.

Comme p doit é&tre par I'hypothése une quanti(é assez petite,

étant la différence entre la vraie racine et la valeur supposée de
pp

cette racine, les puissances p*, p*, ete. seront de fort petites

quantités aupres de p; par conséquent les termes affectés de ces

puissances , seront eux-mémes nécessairement trés-petits & I'égard
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des premiers termes X -~ Y p, puisque les coefficiens Z, V, etc.
ne peuvent jamais devenir fort grands, étant des fonctions sans
dénominateur : ainsi , en réduisant toute I’équation i ses deux

termes , on en tirera une valeur approchée de p, qui sera = — i{_i

Appelons b cette valeur approchée de p, on pourra faire par la
méme raison, dans ’équation en p, la substitution de b -}-¢, &
la place de p, et négliger ensuite dans la transformée en ¢ les
termes qui contiendront le carré et les puissances plus hautes de ¢;
cette transformée étant ainsi réduite aux deux premiers termes de
X

la forme (X) + (Y)g , donnera sur-le-champ ¢ = — %3 Cette
quantité étant nommée ¢, on substituera ¢ —- r a la place de ¢
dans la dernitre transformée, et on en aura une nouvelle en r,
d’ou Don tirera de méme la valeur de r, et ainsi de suite.

PDe cette maniére, on aura les approximations @, @ -4 &,
@ - b =~ c, etc. vers la vraie valeur de la racine cherchée.

2. Voila la méthode telle que Newion 1’a donnée dans la
Méthode des Fluxions ; mais il est bon de remarquer qu’on peut se
dispenser de faire continuellement de nouvelles transformées; car,
puisque la transformée en p est le résultat de la substitution de
a - p, au lieu de = dans I’équation en x, et que la transformée
en g est le résultat de la substitution de b ~4~ ¢, au lieu de p dans
la tranformée en p, il s’ensuit que cette transformée en g sera
le résultat de la substitution immédiate de 2 4 b -4~ ¢ 4 la place
de x dans la méme ¢équation en x; par conséquent elle ne sera
autre chose que la premiére transformée en p, en y changeant
pen q,etaena-0b; doltil sensuit qu’ayant trouvé I’expres-
sion générale de p en @, on aura celle de g, en y substituant
a - b au lieu de a; et par la méme raison on aura la valeur de r,
en substituant @ - b -+~ ¢ au lieu de a, et ainsi de svite.

Donc en général si, dans I’expression de p en a, on substitue
pour ¢ un terme quelconque de la suite convergente vers la racine
cherchée, on aura la quantité qu’il faudra ajouter & ce terme pour
avoir le terme suivant.

La méthode qui résvlte de cette considération est, comme
I'on voit , plus simple que celle de Newton ; c’est celle que
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Raphson a donnée dans l'ouvrage intitulé Analysis cequationum
universalis , imprimé & Londres en 16go, et réimprimé en 1697.
Comme la méthode de Newton avait déja paru dans I’édition
anglaise de 1" 4lgébre de ¥ allis en 1685, et qu'elle a été ensuite
expliquée en détail dans I'édition latine de 1793, on pent étre sur-
pris que Raphson n’en ait pas fait mention dans son ouvrage;
ce qui porterait a4 croire qu’il la regardait comme entierement
différente de la sienne : c’est pourquoi j’ai cru qu’il n’élait pas
inutile de faire remarquer que ces deux méthodes ne sont au fond
que la méme présentée différemment.

8. Maintenant il est clair que la bonté de la méthode dont il
s’agit, dépend de cette condition, que si @ est une valeur approchée
d’une des racines de 1’équation proposée , @ —-p sera une valeur
plus approchée de la méme racine ; c’est donc ce qu’il faut exa-
miner.

Soient «, B, 3, etc. les m racines de 1’équation

2™ ~— Agr—t 4 Bam—* — etc. == 0,

cette équation, comme on 1’a va dans la Note seconde, peut
toujours se mettre sous la forme

(x—a)(x—L)(x=%)eeeer.... = o,

Mettons @ - p & la place de z, et développons les termes sui-
vant les puissances de p 3 on trouvera pour les deux premiers termes
X+ Yp, ces valeurs de X et Y,
X=((a—a)(ea—L)(a—%)u.....
Y=(a—=pB)(a—y)... +(a—a)(a—y).c.......

- (a—a) (a—B).... -~ etc.
d’olr 'on tire

Y 1 1 1
X +a-—B+a-—y+etc'

q—2c

¢t par conséquent

p=—

1
+a——ﬂ+' 7+ etc.

i

1
p—a -+ etc;
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Supposons que o $oit la racine que I'on cherche, et que a soit
une valeur approchée en plus ou en moins, & — a sera le défaut
ou ’excés de la valeur @ sur la véritable ., et e — a — p sera le
défant ou V'exces de la valeur corrigée a -+ p; et il fandra, pour
la bonté de la méthode, que la quantité & — @ — p soit toujours plus
petite que la quantité « — @ ; abstraction faite des signes de ces

L4 r ., r 1 . .
Ss- 1
quantités; et par conséquent que la quantité e — soit toujours

plus grande que abstraction faite des signes.

a—a’
4. Faisons pour abréger

1 1
R = -} by -~ etc.

B—a
on aura par la formule trouvée ci-dessus pour la valeur de p,
1 __R(a—a),
1 — ’
+ R 4R

odL=-——qa & —

done
1

+R

1 ot —0 1 1
a—a—p"~ R(a—a) a—a + (e—a)*R’

Dol je conclu, que si la valeur de R est du méme signe
que celle de & — a, la valeur de & — @ — p sera encore du
méme signe , et que la condition dont il s’agit aura nécessaire-

ment lieu.
Mais si les deux quantités « — ¢ et R sont de signes con-

traires , alors, pour que la condition ait lieu, abstraction faite

> (a__l_a)n‘, or de

des signes, il faudra que l'on ait ey

Péquation précédente on tire

1 2 1

1
G—a—pr G=ar T =R T G

. 2 1 . .
denc il faudra que = ayR T ey Seit une quantité po-
sitive, et par conséquent que l'on ait la condition
2(a —a)R 41 > 0,

Comme la valeur de R dépend des autres racines 8, 5, etc,
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qui gont inconnues ; il est difficile, peut-étre méme impossible
de trouver & priori un caractére pour juger si la condition dont
il s’agit est remplie ou non.

11 est aisé d’ailleurs de former & posteriori des équations ou
cette condition n’aura point lien, en prenant les racines 2, 3, etc.
de maniére que quelques-unes des différences B —a, 5 —a, etc.
soient fort petites et de sigues différens; et si 8 et ), par exemple,
sont imaginaires et de la forme # 4-py/ —1 et w—py —1,
il 0’y aura qu’d prendre # peu différent de a etp fort petit. Alors
la valeur corrigée a - p, au lieu d’étre plus prés de la vraie
valeur de la racine « que la valeur de a, s'en éloignera au con-
traire davantage.

5.1l n’y a donc que le premier cas olt 'on puisse établir un ca-
ractére certain pour le succts de Ja méthode; car il est visible
que si la quantité a est i-la-fois plus petite que chacune des ra-
cines a, 3, 9, etc. de I'équation proposée , ou plus grande que
chacune de ces racines, en regardant , comme on le doit, les
quantités négatives comme plus petites que les positives, et les
plus grandes négatives comme plus petites que les moins grandes;
alors la quantité R sera nécessairement de méme signe que la
quantité o —a; et si, parmi ces racines, il y en a d’imaginaires
de la forme « 4-p ¢ — 1, @ — p V/ — 1, il en résultera
1 1

T—ad-py/—1 +f/r—a—p‘/-—-1 > qub se

dans R les termes

£ s a2 (7 — a) _ oy . . A .
réduisent & ey quantité qui sera aussi de méme signe

que a—a , si a est en méme temps plus petit ou plus grand que .
D’ott I'on peut conelure, en général, que 'usage de 1a méthode
dont il s’agit, n'est siir que lorsque la valeur approchée « est &-la-
fois ou plus grande ou plus petite que chacune des racines réelles
de I’équation, et que chacune des parties réelles des racines ima-
ginaires ; et que par conséquent cette méthode ne peut étre em-
ployée sans scrupule que pour trouver la plus grande ou la plus
-petite racine d’une équation qui n’a que des racines réelles, ou
qui en a d’imaginaires, mais dont les parties réelles sont moindres

que la plus grande racine réelle , ou plus grandes que la plus petite
de ces racines,

17
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Pour que les valeurs corrigées successivement approchent toutes
de plus en plus de la vraie valeur de la racine, il fandra prendre
pour premiére valeur approchée une quantité plus grande que la
plus grande des racines, si c’est celle-ci qu’on cherche, ou plus
petite que la plus petite racine, si on cherche la plus petite ;
alors toutes les valeurs corrigées successivement seront aussi plus
grandes que la plus grande, ou plus petites que la plus petite des ra-
cines, et la condition nécessaire pour la convergence aura cons-
tamment lieu pour toutes ces valeurs, puisque R et o — @ seront
toujours de méme signe, en prenant pour @ chacune de ces mémes
valeurs.

6. Lorsque toutes les racines de I’équation sont réelles, il est
facile de rcconnaitre si la premiére valeur approchée a est plus
grande -ou plus petite que chacune des racines ; car en mettant
Péquation sous la forme

(r'—'“)(m""‘ﬁ)<x'—'7) ..... = 0,

et substitnant @ 4~ p pour =, elle deviendra

(pAa—a) (pta—Bf) (pH+a—y)..... = o,

ol a—a, a— f3, a—7, etc. seront, dans le premier cas, des
quantités positives, et, dans le second, toutes négatives; donc, dans
le premier cas, on aura une transformée en p dont tous les termes
seront positifs , et dans le second cas cette transformée aura ses
termes alternativement positifs et négatifs.

Réciproquement, si les termes de la transformée en p sont tous
positifs, il est évident quil 0’y aura alors aucune valeur positive
de p qui puisse satisfaire & ’équation; par conséquent les valeurs
réelles de p seront nécessairement négatives : donc les racines de
J'équation en p étaut ¢ —a, B—a, y—a, ete, il faudra que
ces quantités soicnt toutes négatives on imaginaires ; donc la quan-
{ité @ sera nécessairement plus grande que chacune des racines
réelles de P'équation, quand méme elle aurait des racines ima-
ginaires.

On prouvera de la méme maniére que si les termes de la trans-
formée en p sont alternativement positifs et négatifs, la quantité e
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sera nécessairement plus petite que chacune des racines réelles, soit
quil y ait des imaginaires ou non. '

7. Mais dans le cas ot l’équationa des racines imaginaires, on
ne pouira pas s'assurer de la méme maniére que la quantité a
sera en méme temps plus grande ou plus petite que chacune des
parties réelles de ces racines; je ne vois pas méme qu’on puisse
s’en assurer autrement que par le moyen de 1’équation dont ces
parties réelles seraient racines. Or, si B =@ +py — 1, et

B-}-;«:

y=7®—py —1,0na=x= ainsi ’équation dont =

sera une des racines, ne peut étre que celle qui aura pour racines
les demi-sommes des racines de la proposée , prises deux & deux,
et qui, par la théorie des combinaisons, montera aun degré
m(m— ).

2

Ayant formé cette équation par les formules que nous avons
indiquées plus haut (Note II1), on y substituera @ <z 4 la
place de I'inconnue ; et si la transformée a tous ses termes positifs,
ou alternativement positifs et négatifs, on sera assuré que le
nombre @ sera plus grand ou plus petit que chacune des valeurs
de =, et par conséquent aussi que chacune des parties réelles des
racines imaginaires.

8. Newron n’a appliqué sa méthode qu’a I'équation 2%—21—5 =0
que nous avons résolue (n° 25). Il suppose d’abord dans le cha-
pitre IV a = 2, et substituant 2 4- p a la place de z, il a ]a
transformée

0= — 1~ 10p - 6p* 4+ p*,
d’on il tire p:l—lo—_—_o, 15 il fait ensuite p = o0, 1 ~+q, il ala
nouvelle transformée

0 = 0,061 ~} 11,239 4 6,3¢* - 45,

oy e o, 061 . .
d’otr il tire ¢ = — - = = — 0, 0054........ il continue en
3

faisant ¢ = — 0,0054 ~~ r, il vient la transformée

0 == 0, 000541708 =~ 11,161967 4= 6,37 4 7,
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~-0, 000041708

d’oir 31 déduit r = 11, 16196 0, 00004853 .....-, et

ainsi de suite.

Ainsi les valeurs convergentes de x sont 2, 2,1, 2,0046,
2,009455147 , dont la derniére est exacte & la derniére décimale
pres ((numéro cité).

Dans ce cas, la série est, comme l'on voit, trés-convergente.
On peut, en effet, s’assurer & priori par ce que nous avons dé-
montré, que cela doit étre ainsi.

Car nous avons vu (numéro cité) que les deux autres racines

de cette équation sont imaginaires, et qu’en les représentant
160 40

par m == p y/— 1,0n a & trés-pen prés, pf = yz = 77, et
5 5.3 §5 .
T =g 2= 41~‘-“i = — %4—; donc , puisque , outre la

racine a que l'on cherche, il n’y a que ces deux racines imagi-

naires, on aura dans ce cas R == —2{7"%) _ Orgétant =2
? (m—a) +¢ ?
353

ona w—g=— %ZZ; mais « étant & trés-peu prés 2,0945... .
on a o — a==0,0945....3 d’ot 'on voit d’abord que R et a —a

sont de signes différens, et qu’ainsi, pour que la premitre cor-
rection de a soit juste , il faut que la condition 2 (2 —a) R—+1>0
ait lieu. Or on trouve R=—0,6575¢et de la 2(a —a) R=
~— 0, 12443 de sorte que la condition dont il s’agit est amplement

satisfaite. Ainsi on est assuré que la premiere valeur corrigée 2,z
approchera davantage de la vraie valenr de la racine. En pre-

nant cette valeur pour @, on a & — a == -—0,0055....; donc
a — a et R étant maintenant de méme signe, les corrections sui-

vantes approcheront toutes de plus en plus de la vraie valeur de la
racine cherchée,

-
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Sur la Méthode & Approximation tirée des séries
‘ récurrentes.

I.REPRENONS Péquation
am — A"~ o= Ba"=t e Cam=3 o efc. = 0

dont on a désigné les racines par a, 8, 3, etc. on aura (Not. IT),
par la nature de ces racines, I'équation identique

Z® —— A"t o= Bam—2 — Ca"™? ~- etc.
= (z=—a) (x—B) (z—2) (z~=7J)...-

laquelle doit avoir lieu, quelle que soit la valeur de .

L’identité de l’équation subsistera donc encore en mettant
x ~}- 7 au lieu de x , quelles que soient les valeurs de z et i; donc
aussi, si aprés la substitution, on développesuivant les puissances
de 7, les termes affectés de i*, etc. fourniront d’autres équations
identiques; ce seront les équations que nous avons appelées derivées
dans la Théorie des Fonctions.

La premitre de ces €équations dérivées sera

mar—* — (m— 1) Azn—* - (m — 2) Ba"=3 — etc.
=(x—B)(x—2) ..., +(z—a)(xz—19y)...... :
(x —a)(x—PB)...... - ete.

Divisons cette équation par ’équation identique ci-dessus, on
aura
mx" ' — (m—1) Ax"~* 4 (m—2) Ba"—3 — etc.
X" e Ax™— 4= Ba™—* — Ga™—% 4 etc.

1

1 1
= + g = et

L ek
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équation qui doit aussi étre identique , quelle que soit la valeur
de #. Donc elle le sera encore si vn en développe les deux

membres en séries qui procédent suivant les puissances positives
ou négatives de z.

2. Développons d’abord suivant les puissances négatives: la
fraction qui forme le premier membre devxendra.

___|..Q+ + >+ ete.

et pour trouver les valeurs des coefficiens P, Q, R, etc. il
n’y a qu'a multiplier par le dénominateur Z™-— A ™7« etc.
et comparer ensuite les termes avec ceux du numérateur
man == {m—1) Az"~* ~-etc. on aunra ainsi

P=m

Q—AP—-(m—I)A

R:AQ—BP—I—(m—z)B

'8 2= AR = BQ - CP — (m — 3) C,

etoy

olt lon voit que la suite des quanutés P, Q, R, etc. devient
aprés le m™e terme une suite récurrente, dont I'échelle de rela-
tion est A, =B, C, — D, etc.

Développant de méme les fractions qui forment le second membre,
il deviendra

1"—-«- (¢ 4 B ete.) =+ (& o B 4 9 = ele) 5
+(a3+,8 —}—)/ +etc)i+e1c'.

Mamtenant la comparaison des termes semblables des deux
membres de 1'équation donne

P=m

Qe=a 4 4 3 4 etc
R = a* 4 B* < 3* 4 etc
S = a® -4~ B +4 3° - etc.

etc.
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et, en général, un terme quelconque dont le quantiéme sera u,
a compter de Q, sera égal & a* 4 ¥ 4= 3¥ - etc. Clest I'expres-
sion du terme général de la série.

On a par-la la démonstration la plus simple de la loi donnée
par Newton pour la somme des puissances des racines. Mais :les
formules .précédentes sont surtont utiles pour approcher de la va-
leur de la plus grande des racines «, 8, 3, etc. En effet, il est
clair que si toutes ces racines sont réelles, et que o soit, par
exemple , la plus grande des racines , soit qu’elle soit positive ou

négative , la puissance o/ surpassera d’autant plus les puissances

semblables des autres racines, et méme la somme de ces puis-
sances , que l’exposant w sera plus grand; d’ol il s’ensuit que si
T et V sont des termes consécutifs de la série P, Q, R, etc. on

v
aura 3 trés-peu prés a'= -, et cette valeur de la racine « sera

d’autant plus approchée que les termes dont il s'agit seront plus
éloignés du commencement de la série,

3. Si parmi les racines B, 7, etc. il y en avait d’imaginaires,
on aurait, parexemple , B=a~py — 1,y =a—py—1;

alors faisant /(7 <~ p*) = II et —:; = tang ¢, on aurait
B=T(cos@~4sinpy —1)ety=TI(cos@—sin@ ¢/ —1)}
donc. par le théoréme connu
B = 1 (cosuo + sinpo v — 1)
& H“(cos.MQ—Sizl/ccpv/—l);

i

4

et par conséquent

¥ 4 o = am” cospo.

Ainsi, pourvu que la racine a soit en méme temps plus grandc
que TI on / (#* - p*), c'est-a-dire plus grande que /' By, la

puissance a“ surpassera aussi la somme de pareilles puissances
de B et 9. ,

Donc la méthode ne sera en défaut & cause des racines ima-
ginaires , qu’autant qu'il s’en trouvera dans lesquelles le produit
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véel des deux racines correspondantes, sera plus grand que le carré
de la plus grande des racines réelles; et, dans ce cas, la série,
au lieu de s'approcher et de se confondre 4 la fin avec une série
gbéométrique, s'en éloignera continuellement. -

4. Cette méthode rentre évidemment dans celle que Daniel
Bernoulli a déduite de la considération des suites récugrentes , et
qu’Euler a exposée en détail dans son Introduction. Dans celle-cion
donne ala fraction génératrice de la série, pour numérateur, un po-
lynome quelconque d’un degré moindre que le dénominateur ; ce
qui rend les /m premiers termes de la séric , enticrement arbitraires.

-

Cette fraction se décompose dans les fractions simples
b

x — 8

€I —

+ == ~» ete. d'oir résulte, pour les termes de la série,

cette expression générale aa” 4~ 56" 4 ¢ + etc. laquelle
donne également , lorsque la racine o est beaucoup plus grande que

v
chacune des autres, 7z pour la valeur approchée de «, quelle

que soit la valeur du coeflicient @. Mais l'indétermination des
premiers termes de la série, au lieu d’étre un avantage de cetle
méthode , est plutét un inconvénient; car ¢’il arrive que les denx

racines &, {3, soient égales, alors les deux termes aa 4 bB*
prennent en général la forme (a’ == Y'r)a”; et si les trois ra-
cines «, B, 7, sont égales, les trois termes aa’ - 58" - c)*
prennent la forme (&' + O'p +- c'»*) o/, et ainsi de suite : d’olt
il est aisé de voir que lorsque la plus grande racine a« est une
racine double ou triple , etc. la série converge bien moins ra-
pidement vers une série géométrique. En prenant pour numérateur
la fonction prime du dénominateur, ainsi que -nous I’avons fait
ci-dessus, tous les coefficiens a, &, ¢, etc. deviennent égaux &
Punité ; et dans le cas des racines égales o et B, les deux termes

o 4~ % deviennent simplement 22", et ainsi des autres; de

sorte que les racines égales n’influent en rien sur la convergence
de la série.

5. Pour donner un exemple de ce que nous venons de dire, je
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prendrai celui de V'article 346 de l'introduction d’Euler. L’équa-
tion A résoudre est x* — 3a* 4 4 =0, Euler prend 0, 1et3
pour les trois premiers termes , et il forme par Iéchelle de rela-
tion, 3,0, —4, la série récurrente 1, 3, 9, 23, 57, 135, 313, 711, etc.
dans laquelle il observe que le quotient de chaque terme, divisé
par le précédent, est toujours plus grand que 2 racine double,
et en méme temps la plus grande.

Si on emploie les formules données ci-dessus, en faisant
m=3, A=3, B=o, C=4,

tous les termes P, Q, R, etc. se trouvent multiples de 3; de
sorte que , rejetant ce facteur pour plus de simplicité , on trouve

par la méme échelle de relation, mais en partant des termes .,
1, 3, la série

1,1, 3,5, 11, 21, 43, 85, 191, 341, etc.

ol I'on voit que le quotient de chaque terme, divisé par celui qui
le précéde, converge trés-rapidement vérs la racine double 2.
6. Nous avons développé plus haut 1’égnation idensique

ma™ ! — etc. S R AU
™ e AT fetc, T X = a +x——.3 -+ ete.

suivant les puissances négatives de a; développons-la mainte-
nant suivant les puissances positives : pour cela, soient g — ba
-}~ cx* — dz*, etc. les derniers termes du polynome z™ — Ax™—*

-+ Ba™~* — etc.: on mettra le premier membre de I'équation
identique sous la forme

— b4+ acxr — B3dx* 4 fea? —ete.
‘a—bx + cxP = da’ 4 ext — etc,”

et le développement de cette fraction suivant les puissances crois-

santes dé & sera de'la forme

— P = Qz — Ra® = 824 efc.
' 18
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en multipliant par le dénominateur, et comparant les termes, on
trouvera '

aP' = b
aQ) =bP — ac
aR' = b6Q — cP’ 4 34

@8 = bR’ — cQ + dP" — 4¢

etc.

ee qui donne une série récurrente dont 1'échelle est

d
A etc.

- ——
a!

RO -

- Le second. membre de la. méme & juation , étant développé pa-
reillement stivant les puissances croissantes de x, donnera la
série

—_ (; o+ Lt ;7<+'etc.> —(&+ 5+ ; + etc.)x

-

1

+B‘+ - -+ etc.)x‘ + etc.
de sorte~~qu on-aura par la comparaison
1 1 1 o
-;—+~§*+';‘+etc--——P
1 1 1 ¢
7+E+7+etcn—Q

l

< pd
-53. +-‘:—3+ '—;—J —+ etc. = R’,
§te.,

Ces formules renferment la loi des sommes des puissances réci-
proques des racmes. ‘
i est évident: que. si-a est la plus petite racine , soit positive

ou négatxve les pmssances — surpasseront d’autant plus la somme
des paleﬂ]es pmssances des autres racines., que: a,; sera plus petite
que chacune des autres racines 3, 3, etc. Par conséquent, si T

et V' sont deux termes consécutifs de la série P/, Q’, R/, ete.
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le quotient —, approchera d’antant plas deé la valéur de la plus

petite taéine réelle de I'équation, que ces térmes seront plus
elolgnes du commencement de la série. Ainsi‘dette série servira
a trouver la plus petite racine, comme la prémitre P, Q, R, ete.
sert & trouver la plus grande; et & 'égard des racines imaginaires,
on prouvera de la méme mani¢re qu’elles n empecheront pas lap-
proximation vers la plus petlte racine réelle , pouryu que le carré
de cette racine soit en méme temps plus petit que chacun des
produits réels des racines imaginaires correspondantes.

7. On pourrait donc employer cette méthode d’ approxxmatlon
pour chacuune des racinés réelles d’une équation que]conqne , i on
connaissait d’avance une valeur approchée a de cette racine, telle
que la différence entre cette valeur et la vraie valeur de la racine
fiit moindre en quantité, c’est-a-dire, abstraction faite des signes,
que la différence entre la méme valeur et chacune des autres
racines réelles, et en méme temps moindre que la racine carrée
de chacun des produits des racines imaginaires correspondantes,
¢’il y en a, diminuées de la méme valeur; car alors, en nom-
mant @ la valeur approchée de la racine cherchée, et faisant
x = a -~ p, on aura une transformée en p, dont la plus petite
racine pourra se déterminer par la méthode précédente ; et cette
racine , jointe 4 la premiére valeur approchée , donnera la racine
cherchée. Mais on ne saurait trouver les premiéres valeurs qu’en
faisant usage des méthodes que nous avons données; et ces valeurs
étant une fois connues, il est bien plns exact d’employer la mé-
thode d’approximation du chapitre I1I : aussi ne suis-je entré dans
ce détail sur la méthode d’approximation tirée des séries récur-
rentes , que pour ne rien laisser & desirer sur le sujet dont il s’agit.

8. Si on veut appliquer la méthode précédente a Pexemple de
Newton, on prendra d’abord la transformée p* —4- 6p* == 10p — 1
( Note précédente) ; et comme on sait que la racine réelle est
moindre que o, 1, il s’ensuit que le produit des deux autres ra-

- . . . . 1 .
cines, qu'on sait é&tre imaginaires, sera >> = > 10, puisque le
)
dernier terme 1 estle produit des trois racines; ainsi on est assuré

que le carré de la racine cherchée est beancoup moindre que le
produit des deux racines imaginaires, On formera donc la série
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'récurrente par le moyen de la fraction —> +12p+3p

1 —10p—6p*

| PJ', etl'on
aura Ies termes 10, 112, 1183, 13512, 132330, etc. qu’on peut
continuer aussi loin qu’on veut par I'échelle de relation 10,6, 13
chacun de ces termes, divisé par le suivant, donnera les fractions
Jo  nal ufs
112° 11832 12512
nent 0,089, 0,09467, 0,094549 , 0.0945515, etc. Or nous avons
vu dans la Note précédente que la méthode de Newton donne pour
la valeur de }ila série convergente 0,1, 0,946, 0,09455147, etc.
d’ou ’'on péut‘juger de I’accord des deux méthodes. En effet, nous
ferons voir plus bas que ces méthodes , quoique fondées sur des
principes différens , reviennent a-peu-prés au méme dans le fond,
et donnent des résultats semblables.

, etc. qui, étant réduites en décimales , devien-

- -
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Sur la Méthode de Fontaine , pour la vésoluiion des
équations.

COMM‘E on ne fait point usage de cette méthode, qui est d’ail-
leurs peu connue, je pourrais me dispenser d’en parler ici; mais
le nom de I’Aunteur et la maniére dont il I'a annoncée, m’engagent
a en donner une idée abrégée, et a examiner les principes sur
lesquels elle est fondée. Je /a donne, dit-il, pour lanalyse en
entier que I'on cherche si inutilement depuis ’origine de l’algébre.
Voyez les Mémoires de ’Académie des Sciences, pour I’année 1747,
pag. 665.

1. Cette méthode a deuxparties. Dansla premiére, ’auteur consi-
dere les équations comme composées de facteurs simples , réels
ou imaginaires de la forme == a,x a5y — 1, et con-
tenant un certain nombre de quantités réelles positives et inégales,
a, b, c, etc. Il parcourt toutes les combinaisons possibles des
différens facteurs qu’on peunt former de cette maniére , et il cherche
pour chaque systtme de facteurs daus les coefficicns de I’équation,
les conditions qui sont propres & ce systtme, et qui peuvent le
distinguer de tous les auires, Il forme ainsi des tables qui con-
tiennent tous les différens sysiemes de facteurs et les conditions
qui leur appartiennent; de maniére qu'nne équation quelconque
étant proposée , dont les coefliciens sont donnés en nombres, on
puisse tout de suite reconnaitre quel est le systéme de facteurs dont
elle peut étre composée. Ainsi on saura sur-le-champ combien elle
a de racines réelles inégales ou égales, positives ou négatives, et
combien elle en a d’imaginaires avec la forme de chacune des
imaginaires.
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2. Pour donper une idée plus nette de ce que je viens de dire ;
4 ceux qui ne sont pas & portée de consulter le Recueil des Mé-
moires de Fontaine , je vais rapporter ici la table des équations
du second degré, avec un précis de la méthode par laquelle 1’au-
teur I’a construite ; ensuite je ferai quelques remarques sur cette
méthode.

Dans les formules suivantes, les lettres m, n, et a, &, dé-
signent des nombres ou des quantités quelconques positives, et
V’'on suppose que @ est tovjours une quantité plus grande que b.

((x4-a) (z4-a)....... Cereireeea m*—4n=o0
(x~+a+ay/ —1) (zH-a—ay/—1) .. m*—2n=o0
" _+_ = (ta) (@4b).coeeneninin, m*—4n>o0

AN

( (z4-b4ay—1) (2--b—ay/—1) m*—2n <o
A2 mx o~ n = (x+e) (x—>b)

((x—a) (x—a).cooviieiiinii... m—4n=o0
(x—a—+ay/—1) (x—a—ay/'—1) m*—o2n=o0
P m— (z—a)(x—D). ..., e :Z::Z’n?iz
(2—a4-by/—1) (—a—by/—1) { o
‘h (x—b+tay—1) (x—b—ay/—1) m*—2n<o
abe—mx <4-n (x—a) (z-+Db)

2+ n

X —n

(2+4-ay/—1) (w-ﬂV—I)
(z+-2) (x—a)

On voit d’abard dans cette table toutes Ies combinaisons pos-
sibles des différens facteurs, gui ne peuvent étre ici que x==a,
zkb,ouxkadzay—1,xkazzdby/—1 et zd=btal —1.

Pour savoir & quelle forme d’équations chaque combinaison
pouvait se rapporter, on a développé les produits , et on les a
comparés aux équations, en faisant attention que la quantité o
doit étre plus grande que b. Jusques-13, la méthode n’a de difficulté
que la longueur du calcul; et tout:Fart consiste 4 trouver les ca-
ractéres ou conditions propres: 4 chaque combinaison.

Ces conditions sont de deux sortes; les unes sont données par
des équations déterminées, gomme m?* — 47 ==0, ou Mm* =~ 271== 0}’

It
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ce sont celles qui ont lieu lorsqu’on suppose que la quantité b de-
vient nulle, ou devient égale a a. Elles ne sont pas difficiles a
tronver; car, comme ces suppositions détruisent une des deux
indéterminées a, b, en faisant ]Ja comparaison des termes résul-
tans du produit des facteurs avec ceux de l'équation, on a une
équation de plus qu’il 'y a d’indéterminées; de sorte que, par
I’élimination, on parvient nécessairement & une équation de con-
dition ; c’est ainsi que les facteurs égaux (x @) (x 4 a) donnent
la condition m* — 4n=o0, et que les facteurs (x 4z a y/—1)
(z +a¢—ay/—1) donnent m* — 2n = o.

Les autres conditions dérivent de celles-ci, en changeant le signe
d*égalité dans celui de majorité ou de minorité. Elles résultent de
cette considération , que si une fonction des coefliciens m et n
est nulle lorsque @ =25 ou b = o, elle sera plus grande ou plus
petite que zéro lorsque a sera plus grand que &, ou & plus grand
que zéro.

Ainsi, comme le systéme (x 4~ a) (x 4 a) peut résulter
de celui-ci (& 4 a) (x + &), en faisant 6 =a, ou de celui-
ci(x4a4dby—1) (x+a—by—1), en faisant b=o, la
fonction m* — 4n, qui est nulle pour ce systtme-la, ne le sera
plus dans ces deux-cij et 'on trouve que cette fonction est posi-
tive pour le systeme (x +4-«) (x~b), et négative pour le sysieme
(xt+a4dy—1)(x4a—by—1)

L’auteor suppose comme un principe général que la fonetion
qui est nulle dans le cas de la coincidence de deux systémes, sera
toujours plus grande que zéro dans I'un, et moindre que zéro dans
Yautre, et il détermine par an exemple particulier celui des sys-
témes ol elle est positive, et celni ou elle est négative; mais cette
proposition ne peut pas étre admise sans démonstration ; et il y a
méme de fortes raisons de douter qu’elle soit vraie en général.

Dans les cas dont il s’agit, onen peut prouver la vérité ;
car le systtme (x -+ a) (x -+ b) étant développé, donne
x* 4-(a + &) x - ab; donc m=ua -+ b, n==ab, et par consé-
quent m*> — 4n = (a — b)*, quantité tounjours positive. De méme ,
le systeme
(z4+ad4-by—1)(xta—by—1)=a*+2ar+a* -+ b
donne me=3a, n==a* 0", €t m* =~ 4n =— 45>, quantité
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tonjours négative. On peut démontrer de la méme manidre les
autres conditions pour les différens systémes des équations du se-
cond degré.

5. L'auteur a appliqué les mémes principes et la méme méthode
aux équations du troisiéme et du quatriéme degré, et il a donné
pour ces degrés des tables semblables & celle que nous venons de
rapporter. Foyez le Recueil de ses Mémoires, imprimé en 1764.

L’étendue de ‘ces tables augmente en proportion du nombre des
combinaisons des différens facteurs; et la recherche des conditions
propres & chaque combinaison ou systéme, devient d’autant plus diffi-
cile;, qu'il arrive souvent que les conditions qui résultent de I'égalité
de quelques-unes des quantités @, &, ¢, etc. qui sont censées for-
mer une série décroissante , ont lien pour plus d’un systeme a-la-
fois, et qu’il est alors nécessaire de trouver des conditions pour
distinguer ces mémes systemes entre eux.

L’auteur ne donne aucune régle générale sur cet objet; il se
contente d’essayer successivement les fonctions les plus simples des
coefficiens m2, 1, p, etc. de ’équation , jusqu’a ce qu'il en trouve
nne qui soit nulle dans le cas commun & deux systémes, et qui
soit plus grande que zéro dans l'un, et plus petite que zéro dans
1'antre.

Cest ainsi , par exemple, qu'ayant trouvé pour I’équation
2’ == ma* 4+ nx 4 p==o0 que les deux systemes (z + a) (x~0b)
(zx=+0) et (x~}-a) (x4 a) (x-+b) ont la méme équation de
condition ,

4f(m* =3n) (—3mp4n) — (mn-—9gp) = o,
il cherche une fonction de la forme Am?* - Bz, ou Am’~-Bmn--Cp,
ou etc. telle quelle soit = o davs le cas commun de a = b, et
quelle soit > o pour le premier systéme, et < o pour le second ;
il trouve celle-ci, 2m3 — gmn ~ 27p , qui satisfait a ces deux
conditions. ,

Quoique 1’anteur soif parvenu a trouver ces fonctions pour tous
Jes cas des équations du troisitme et du quatriéme degré, on peut
douter qu'il soit possible de les trouver en général dans les équa-
tions des degrés supérieurs ; du moins il n’est pas démontré qu’il
existe toujours nécessairement des fonctions qui aient ces propriétés: -
ainsi la théorie peut étre aussi en défaut de ce coté,
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4. Aureste; on peut trouver directement les conditions précé-
dentes; car, si on suppose que I’équation

x4~ mzx* - nx - p=o

ait un facteur double (x -« )*, il n’y aura qu'a diviser le poly-
nome x° -} mx* ~4- nx ~~p par x* -4-2ax - a*, on trouvera le
quotient & 4 m — 24, et le reste

(B — a* — 2ma = 4a*) T = p = 2% — ma;
ainsi il faudra faire séparément

Zat — 2md == n
20 — ma* -4 p

[

, , . : mn—aop
d = —alt,
d’ou V'on tire om*—b6n

Cette valeur , substituée dans la premiére équation, donne
(mn — gp)* 4+ 4 (m* — 3n) (3mp — n*) == o0;

ce qui est la condition commune aux deux systtmes,

Maintenant, comme le quotient z —~ 7 — 2 o forme le facteur
inégal de I'équation, on fera o = b et m — 24 == a pour le
systtme (x —-a) (x4 b) (z~-0), et a=a, m—2a=> pour
le systtme (x +-a) (x-a) (x -+ &); donc, puisque par Ihy-
pothese @ > b, on aura pour le premier systtme m — 24 > a,
ou m — 3a > o0, et pour le second m —3a < o,

Mais en substituant la valeur de a, on a

om?— gmn -4 a7p

m*—3n ’

m-—5u—._:

d'un autre cdté, il est facile de s’assurer que , pour les deux syS'-‘
témes, on am* — 371 > o; car le systtme (x4 a) (x~-0) (z-+5)
donne m = &~ 20, n=2ab- b*, comme il résulte du déve«
loppement : done ' :

m* — 3n = a* — 22b + b* = (a — D)*;

et comme poux lautre systeme il n'y a qu'a cllaxlgér a en b, on
19
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aura de méme m* — 37 = (a — b)*. Donc les conditions pour
les deux systémes seront simplement ‘

2m® — gmn -~ 27p > o pour le premier,

2m® — gmn -~ 27p < o pour le second,

comme Fontaine V'a trouvé.

5. Mais les conditions mémes qui résultent de 1’égalité de quel-
ques-unes des quantités @, b, c, etc. ne sont pas toujours par-
ticnlieres aux systémes dans lesquels ces égalités ont lien, comme
Fontaine le suppose ; ce qui détruit un des principaux fondemens
de sa théorie.

Par exemple, il trouve dans le troisicme degré que, pour
I'équation

X! 4 mx* — ne — p =0,
la condition

2m —mn—p=o0
est particulitre au systéme

(z—a)(@+a-dtby—1)(z+a—by =1}

et doit:le distinguer de tous les autres. Mais j'ai reconnu que
cette condition a lieu aussi pour tout systeme de la forme (x--a)
(z—D>) (x4 ¢), qui se rapporte & la méme formule d’équation,
lorsque @ -}- c=20J; ce quon peut aussi prouver & priori.
Ainsi, si Ton a Iéquation 2° 4~ 22* — 52 — 6 =0,
comme elle satisfait & la condition dont il s’agit, puisque en
faisant m=—2, n=5, p—=6, on'a 2.8~—2.5—0=0, on
pourrait conclure de la table de la page 546 du Recueil des Mé-
moires de. Fontaine , que celte équation a trois facteurs de la forme

(z—a)(@+atdy—a)(z+a—Dby—1),

et que par conséquent elle a deux racines imaginaires, tandis:
qu'elle a au contraire les trois facteurs réels

(x+3)(x—2) (x4 1)
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On doit dire la méme chose de la condition

24.3%ntg -+ 2*.33npt - 27.3°.5°n%g*
- 2¢.3.5.7np*qg — 3%, 7%pt + 28, 54¢" = 0,

que Fontaine trouve ( page 568 ) pour le caractére commun des
deux systemes

(x4a) (x—Db) (x=—bdcy —1) (x—b=—cy—1),
et (x+a) (x—c)(z—cH+by —1)(x—c—by—1)
appartenant a la formule

Zt X - PpT - = 0.

Cette condition n’est pas particulitre & ces deux systémes; elle
a lieu aussi dans tout systéme de Ja forme

(2 +a)(z—28)(xz—c)(z—d)

appartenant & la méme formule d’équations ( page 552), pourvu
que V’on ait » 4 d=2c; c’est ce qu'on peut trouver a przon,
mais ce détail nous ménerait trop loin.

6. On peut conclure de ces observations, qu’il n’est pas toujours
possible de trouver les conditions qui distinguent chaque systéme
de facteurs de tous les autres, en ne considérant dans les quan=
tités e, &, c, etc. qui entrent dans ces facteurs, d’autres rapports
que ceux d'égalité ou d’inégalité, suivant la théorie de Fonzaine.
Mais, quand on le pourrait, le. travail pour les trouver dans les
degrés au-dessus du quatriéme ; serait immense , et neserait pas
méme utile pour la résolution numérique des équations , comme
nous allons le montrer en examinant la seconde partie de la
Méthode.

7. Dés qu'on aura trouvé, comme I'anteur le suppose, la forme
de chaque facteur de I'équation proposée, il n’y aura plus qu’a
déterminer les valeurs des quantités a, b, ¢, ete. qui entrent dans
ces facteurs, et qu'on sait &tre toutes positives et inégales; et
voici comment il 8’y prend. Il développe les prodrits des facteurs,
et le comparant & l'équation proposée, il a autant d’équations
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quil y a &’indétermindes @, b, ¢, etc. il élimine toufes ces
quantités , hors deux, qu'il se propose de déterminer : il a ainsi
deux équations entre ces deux quantités; il fait la plus grande de
ces quantités == Ra, et la plus petite == R B; et éliminant R,
il a une équation homogene en o et B, dans laquelle il substl-
tue x @ - y pour o, et 2@ -+ u pour f3.

Il suppose d’abord =1, y =0, z2=0, =13 il a une
equahon en @, dans laquelle il fait successivementg=1, 2, 3, etec.
jusqwa ce qu'il trouve deux résultats de signe contraire ; ; alons
il fait @ = A, A étant le plus petit des deux nombres qui ont
denné des résultats de signe contraire : donc a = A, = 1.

Tl fait ensuite x = A, y =1, z=1, 2= 0; et dans ’équa-
tion résultante en @ , il cherche de méme deux substitutions qui
donnent des résnltats de signe contraire : nommant B le plus petit
des deux nombres, il fait ¢ = B; donc @ == AB -1, 8= B.

11 continue de la méme maniére, en faisant x = & la derniére
valeur de a, y a l'avant-derniére , z =3 la dernitre valeur de 3,
et « a Pavant-derniére.
~ Snbstituant ensuite successivement ces valeurs de « et 2 dans
I'expression rationneile de R qui résulte des deux équations, on a
celles de a et &, d’autant plus exactement, que les opérations sur
o et B ont &té poua%ees plus loin.

- Pour en donner un exemple , je vais rapporter celui que I'on
trouve dans les Mémoires de I’Académie de 1747, page G72.

Soit I'éguation x* — 32 -~ 1 == 0, comme elle se rapporte &
la formule x* —max—-n, en faisant m=3, w =1, si on exa-
mine les conditions relatives & cette formule dans la table donnée
ci-dessus, on trouve que celle-ci m* — 47 == o a lieu; d’olt 'on
conclut que les deux faeteurs sont de la forme (z —a) (2 — 1),
On a donc en développant @ 4~ b=73 et ab =1.

Soit a=—=aR, =R, on aura R (e +4B)=3, Ruaf=1;

done R:&_%—B et ga 8= (a 4 B)*; savoir,
P mafl =0,
ox l'on fera o = %@ty et B=2z¢- u.
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Soit, 1°, 2=1, y=0, z=o0, u=13donc a==¢@, L=1;

substituant ces valeurs, on a ¢* — 7¢ -4 1 = o : faisant

® =1, 2, etc. jusqua @ = G, on a des résultats négatifs;

mais ¢ = 7 donne le résultat 1 ; donc ¢ = 6, donc a = 6,
B=1, R= 5,
7

2°. =6, y=1,z=1,u=o0; donc a =601, B=0,
et 'on a |’équation 5¢* — 59 —1=o0.
Ici @ =1 donne le résultat — 1, ¢=2 donne 9: donc p =1;
3

etdel‘éa=7,ﬁ=1,R=§. -
3. 2=7,y=06,z=1,u=1;donca=790-46, B=0-1;
et sobstituant, on a léquation @* — 5¢ — 5 = o. Faisant

®=1, 2, efc. jusqu’a ¢ =25, on a des résultats négatifs ; mais
¢=206 donne le résultat 1 : donc @ =35, et de 1d a =41, £ =0,

et R = 47, et ainsi de suite,

8. Telle est la méthode d’approximation que Fontaine a donnée
sans démonstration dans son Mémoire de 1747, et qu'il a redonnée
de méme dans le Recueil de ses Mémoires. Elle suppose, comme
T’on voit, que I’on peut toujours, par la substitution des nombres
1, 2, 3, etc. .au lieu de ¢ dans les diflérentes équations en @,
trouver deux nombres qui donnent des résultats de signe différent ;
ce qui, par ce que nous avons démontré dans le chapitreI (n* 5
et sniv.) n’a lieu qu’antant que ces équations ont des racines
positives dont la moindre diflérence est plus grande que I'unité.
D’aprés cette considération, ilest facile de trouver des exemples
ott la méithode de Fontauine sera en défaut,

* Soit, par exemple, I'équation

&8 — 22* = 2532 - 60 = 0,

L

qui se rapporte a la formule x° — mx* — nx -~} p, en faisant
m=2, n==23, p==~06o. La table de la page 547 du Recueil
des M¢émoires de Fontaine, donne ces trois conditions

G(m o= 32 ) (7 4 Smp) — (— mn 4+ 9p) > o,

mn —p < 0, m—n<o,
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pour le systeme (= - @) (x — b) (x — ¢), lesquelles se trouvant
remplies ici, il s’ensuit que ce systéme est celui de 1’équation
proposée,

Pour trouver les trois quantités positives et inégales a, 0, ¢, etc,
on comparera le produit des facteurs

a2 (@ —b—c)ax* 4 (— ab — ac 4 bc) x ~} abe
avec l’dquation donnée, on aura ces trois équations
g=—b—Cc=—2, —ab — ac -}~ bc = — 23 et abc ==0o.

Elimipant ¢, on aura ¢ = @ — b 4~ 2, et les deux antres
¢quations deviendront

a* = ab -+ b* 4 2 (a — b) = 23;
(a —b) ab - 2ab = 6o

et faisant ¢ = aR , b = B R, on aura

R:(at —afB 4+ )+ 2R (¢« — B) = 23
RE(a —B)aP 4+ 2R*af = 6o.

Enfin, éliminant R , on aura une équation homogeéne du sixiéme
degré en o et 3, réductible i cette forme

(20 (a*~+3*)—41(af) (150 3*) — 5443) (12 (a2 )+-2543) =o.

Maintenant on fera, suivant Fontaine, a = x @ -y,
2 =2z @ + u, et on supposera dans la premiére opération x =1,
y==0,2=0, u==1;ce qui donne & =@, B=1: I'équation
sera donc

(20 (@2 1)—410) (15 (9 +1) —340) (12(¢*+ 1) 4 25¢) =0

et il faudra faire successivement ¢ =1, 2, 3, ete. jusqu’a ce que
I’'on trouve deux valeurs de ¢ qui donnent des résultats de signe
contraire, ce qui n'urrivera jamais, les résultats étant toujours
positifs , comme il est facile de s’en convaincre par la simple
inspection de Véquation. Ainsi la méthode sera en défaut dés la
premiére opératioq, '
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Tl est aisé de voir qu’on ne peut avoir des résultats négatifs qu’en
donnant 4 @ une valeur intermédiaire entre 1 et 2. Par exemple

. . .9.193 .
en faisant @ = -52-, on trouve le résultat — 7—917— ; mais cela

est contraire & Desprit de la méthode de Fontaine, qui suppose
que a et (3 sont toujours des nombres entiers, D’ailleurs, si on
voulait admettre pour ¢ des nombres fractionnaires, il serait bien
- plus simple d’opérer immédiatement sur I'’équation proposée, en
cherchant deux valeurs de I’inconnue qui donnent des résultats de
signe contraire; mais la connaissance de la forme des facteurs,
qui est 'objet des tables de Forzaine , devient inutile pour cette
recherche, et la difficulté du probléme demeure en son entier.
Nous remarquerons encore que , puisque dans la premiére opé-

ration on fait ¢ "_:Z'

ralement parlant, d’un degré plus haut que 1’équation proposée 5
car si @ et b sont deux racines réelles, les racines de 1’équation
en @ seront tous les quotiens qu’on peut former en divisant une
racine par 'autre ; de sorte que si m est le degré de la proposée,
m (m — 1) sera celui de ’équation en ¢, laquelle sera d’ailleurs
nécessairement du genre des réciproques.

Mais si @ étant une racine réelle, b était la partie réelle de deux

=%, I’4quati ra touj ‘né
=7, I’équation en ¢ sera toujours, géné-

. . . . a . . ’ . soe 7
racines imaginaires, alors ; serait le quotient d’une racine divisée

par la demi-somme de deux autres racines , et I’équation en @

serait du degré m(m— 12 (m—2)

. Aureste, comme I'équationen aet 3, que 'on trouve par le
procédé de Fontaine , est nécessairement une équation homogene,

. a
elle n’a, & proprement parler, qu’une seule inconnue z» et la sub-

stitutionde 2@ -}- y a la place de «, et de z@ ~-« a la place

ety
2¢ +u
Iinconnue de cette équation ; or cette formule est I'expression gé-

nérale des fractions convergentes qui résultent d'une fraction con-
tinue, dans laquelle @ représente successivement les dénominateurs

de 3, revient 4 substituer immmédiatement ala place de

de cette fraction, et 2’;, i:—, sont les deux fractions successives qui
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zog +y
29 -+ u
nue des fractions continues. Ainsi il parait que Fonfaine a cherché
& exprimer le rapport entre les quantités « et 8, qui est le méme que
celui entre les quantités @ et b, par les fractions convergentes
dépendantes des fractions conlinues; mais la difficulté consiste &

précedent la fraction , comme il résulte de la the’orie'?on-‘

déterminer les valeurs de ¢ lorsque la fraction %n’est donnée que
par une équation. Poyez ci-dessus I’Article IV (n° 78).

Je me suis un peu étendu sur lanalyse de la méthode de
Fontaine, parce que je ne connais jusqu’d présent que deux
Auteurs qui en aient parlé, d’.4/embert dans 'Encyclopédie, au
mot Equation , et Condorcet dans 1'Histoire de I’Académie’ des
Sciences pour les années 1771 et 1772, et que Pun et Pautre se
sont contentés de jeter des dountes sur cette méthode, sans donner
les moyens de l’apprécier,

Ll ol P 2 - -
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NOTE VIIL

Sur les limites des racines des équations, et sur les
ceractéres de la réalité de toutes leurs racines.

LA recherche des limites des racines est le premier probléme
qui se présente dans la théorie des équations, aprés celui de
leur résolution générale. Comme cette résolution est bornée jus-
quici au quatritme degré, et comme il est démontré, par la
considération des fonctions des racines, que si elle est possible
au-del de ce degré, ce ne peut étre qu’en résolvant des équations
d’un degré beaucoup plus élevé; ce qui donnerait des expressions
intraitables par leur complication : on peunt dire que c’est du pro-
bleme des limites que dépend maintenant tout ’art de résoudre les
équations. En effet, dés qu'on a trouvé des limites particulicres
pour chaque racine, on peut les resserrer par des substitutions suc-
cessives, et approcher ainsi de la valeur de la racine antant que
I’'on veut. '

1. Ona senti avant la fin du dix-septitme sitcle , la nécessité de
s'occuper de ce probleme , et dés qu’on eut trouvé que I’équation,
formée en multipliant chaque terme d’une équation donnée par
I’exposant de son inconnue, renferme les conditions de I’égalité
des racines de la proposée, on.découvrit bientdt que les racines
de cette méme équation ainsi formée &taient les limites de celles
de I’équation primitive. On sait que Hudde est I'auteur de la pre-
miére de ces deux importantes découvertes; et je crois que la
seconde est due & Rolle qui I'a donnée dans son Algtbre, im-
primée en 1690, et qui en a fait la base de sa méthode des Cascades.
Suivant cette méthode, les limites des racines d’une équation dé-
pendent d'une équation d'un degré inférieur d'une unité, et les

20
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fimites des racines de celles-ci dépendent de méme d’une autre
¢quation d'un degré moindre d'une unité, et ainsi de suite ; de
sorte que, pour parvenir aux limites des racines de I'équation
proposée, il faut résoudre des équations différentes et successives,
qui vont toujours en baissant d’un degré. Voyez I’Analyse de-
montrée de Reyneau, o cette méthode est exposée avec beaucoup
de détail. Mais la longueur du calcul qu’elle demande, et V'incer-
titude qui nait des racines imaginaires, ’ont fait abandonner de-
puis long-temps ; et I’'on aurait peut-étre €té obligé de renoncer &
avoirune méthgde générale pour résoudre leséquations, si on n'avait
pas trouvé, pour déterminer les limites des racines, un moyen
indépendant de la résolution de toute équation, comme on l'a
vu dans le Chapitre premier et dans la Note I'V*.

La considération des maxima et minima des lignes parabo-
liques a conduit 8tirling a une méthode pour déterminer le nombre
et les limites des racines réelles du troisieme et du quatrieme degré,
laquelle a été généralisée par Eu/er dans son Caleul différentiel,
Cette méthode revient a celle de Rol/e dans le fond ; mais elle
embrasse également les racines réelles et les racines imaginaires,
et pourrait fournir des formules générales pour distinguer ces ra-
cines daus les équations du cinquiéme degré, au moyen des racines
du quatrieme.

La méme considération a fait trouver & De Gua une méthode
pour déterminer les caracteres de la réalité de toutes les racines
d’une équation quelconque. ( Mémoires de I'Académie des
Sciences, année 1741. )

Nous avons va que ce probleme peut se résondre aussi par le
moyen de I'équation, dont les racines sont les carrés des diffé.
rences entre les racines de I'équation donnée; mais cette solution
est fondée sur la forme méme des racines imaginaires, au lieu
que la théorie de De Gua est indépendante de cette forme 5 et sa
méthode a de plus 'avantage de n’exiger que le calcul d’équations
de degrés inférieurs & celui de I’dquation proposée.

Comme ces différentes méthodes sont intéressantes par elles-
mémes , et encore plus par Vusage dont elles peuvent étre dans
plusieuxs occasions , j'ai cru qu’on serait bien aise de les trouver
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ici réunies, et déduites d’une méme théorie , fondée uniquement
sur les premiers principes de I'analyse des équations.

2. Soit en général Fx une fonction rationnelle et sans diviseur,
telle que

a" - Aam"—! = Baxm=* o~ Cx=3% -}~ etc. 4 V;

si on nomme «, (3, 9, etc. les racines réelles de I'équation
Fx == o, c'est-a-dire les valeurs de x qui peuvent satisfaire &
cette équation, on aura Péquation identique

Fr=(x—a)(x—=L)(z—9%)c.cc.. X f,

S étant une pareille fonction de x, mais d’un degré moindre
que m, et qui ne pourra jamais devenir nulle ni négative, quelque
valeur qu’on donne & & (Note II). '

Cette équation devant avoir lieu, quelle que soit la valeur de x,
elle aura lieu aussi en mettant « 4~ 7 a la place de x, quelle
que soit la valeur de 7; donc, développant les fonctions suivant
les puissances de Z, il faudra que tous les termes affectés d’une
méme puissance de Z se détruisent mutuellement; ce qui donnera
encore antant d’équations identiques qu’on pourra trouver ainsi
par le développement actuel. Mais comme ces nouvelles équations
ne sont autre chose que celles que nous avons appelées derivées
dans la Théorie des fonctions, nous emploierons ici, pour plus
de simplicité , la notation et l'algorithme de cette théorie; et
P’application que nous allons en faire aux équations fournira un
nouvel exemple de son usage dans l'algébre, dont elle n’est pro-
prement qu’une branche.

3. Désignons , pour abréger, par @« la fonction
(2 —a) (x — B) (x — ) (2 = )veuiis

on aura l'équation identique F o = @x X fx; d’ot 'on tirera
sur-le-champ Péquation dérivée

Fr=¢x X fo 4 oz x f'x;
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et on trouvera

vr=(x—p)(x—y) (x—d)....+(x—a) (x—3) (x—)....
-(x—=2) (x—f) (x=—d)... . (x—a) (x—f) (x—7)....
~}-etc,

Supposons que les racines «, 2, 3, etc. solent rangées par ordre
de grandeurs, en commencant par les plus grandes positives, et
finissant par les plus grandes négatives. Il est facile de voir, par
la nature de la fonction ¢'x, qu’en faisant x =a, on aura ¢’x > o0,
qu'en faisant x = 8, on aura ¢’z <C 0, qu'en faisant x =1, on
aura ¢'x > o0, et ainsi de suite. D’un autre c6ié, en faisant
x=ua, 3, ¥, etc. on a toujours px =o0, et fa > o, par la
nature de ces fonctions. Donc

1

x = o donnera F'z > o
x=pf........ Fa < o
XL ET= P .. Fx > o

et ainsi de suite,
Or, en prenant la fonction dérivée du polynome Fx, on a
Fer=mx""* 4 (m—1)Ax"~*~(m=—2) Be" =% - etc. 4 T;

donc V'équation F'x =0, qui est du degré m — 1, aura néces-
sairement des racines réelles qui tomberont entre les valeurs des
racines a et 3, B et 3, 3 et J', etc. (Note Ire).

4. Désignons par a,, £,, 7, , etc. les racines réelles de I'équa-
tion F'x = o0, et I'on démontrera de la méme manicre que

= «, donnera F'z > o
= e 'z < o
ZE= Y eeeeens F'@ >0
et ainsi de suite.
D'ou il s’ensuit que ’équation F'z =0, dans laquelle
Fe=m(m—1)z"—* 4 (m — 1) (m — 2) A"
A (m — 2) (m = 3) Bar=4 4 etc, 4 28,
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aura aussi des racines réelles qui tomberont entre les valeurs des
racines o, et 3,, 3, et 3,, etc. et ainsi de snite.

11 résulte de ces formules, différentes conséquences que nous
allons développer.

Si I'équation primitive Faz = o0 a deux racines égales, ’équa-
tion dérivée F'x — o aura une racine qui, devant tomber entre
ces deux, leur sera encore égale; par conséquent, le facteur qui
contiendra cette racine, sera un divisenr commun des deux poly-
nomes Fa et F'x; ce qui est d’ailleurs évident , parce que le
polynome Fx contenant le facteur carré (x — )%, le polynome F'x
contiendra encore le facteur simple x—a. Ainsil'équation F'x =o
renferme la condition pour qu’une des racines de I’équation Fx=o,
soit double.

On prouvera de la méme maniére que, si I’équation Fx=o
a trois racines égales, le facteur qui contiendra cette racine sera
un diviseur commun des trois polynomes Fz , F'z et F'x, et que
les deux équations F'x =0, F'w = o contiennent les conditious
pour que I’équation Fx == o ait trois racines égales, et ainsi de
suite ; ce qui donne les théoremes connus sur les racines égales.

5. Considérons d’abord les racines réelles de I'équation Fr=o,
en tant qu’elles peuvent &tre positives et négatives, et supposons
qu'elle en ait un nombre p de positives, et un nombre ¢ de né-
gatives. Donc Péquation F'x = o aura nécessairement p — 1
racines réelles positives, ¢ — 1 racines réelles négatives, et de
plus une racine réelle qui pourra étre positive ou négative; car
puisque , entre deux racines conséculives de I’équation Fr=o,
il en tombe nécessairement une de P'équation F'x=o0} il en tom-
bera p — 1 positives entre les p positives, g — 1 négatives entre
les g négatives, et une entre la plus petite positive et la premiere
négative , qui pourra &tre positive ou négative.

Done, si I'"dquation Fxr ==o0 a plus de racines positives que
I’équation I’z == o, elle ne peut en avoir quune de plus, et si
elle a plus de racines négatives que celle-ci, elle n’en peut avoir
qu’'une de Pll]S.

Or, comme toute équation a toujours un nombre pair ou impair
de racines positives, suivant que son dernier terme est positif on
négatif (Note II), il s’ensuit que si les derniers termes sans x des
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équations Fx =0, F'x = o, sont de méme signe, I'équation Fzx
ne pourra pas avoir une racine positive de plus que P’équation
Ix = 0 ; donc, dans ce cas, elle ne pourra avoir qu'une racine
négative de plus que cette derniere équation, et par conséquent
aussi elle ne pourra avoir une racine positive de plus que celle-
ci, que dans le cas olt les derniers termes des mémes équations
seront de signe différent.

Done, en général, 'équation Fx=o0 ne pourra avoir qu’une
racine positive ou négative de plus que I’équation F'x =o, suivant
que leurs derniers termes sont de signe différent ou de méme signe.
Par la méme raison, ’dquation F'x = o ne pourra avoir qu’une
racine positive ou négative de plus que I'équation F'x = o, suivant
que leurs derniers termes seront de signe différent ou de méme
signe , et ainsi de suite.

Or on voit, par les formules ci-dessus, que le dernier terme
de I'équation Fx =0 est V, que le dernier terme de I'équation
Y¥'x=o0, est T', que le dernier terme de I’équation F'x=o0, est 2§,
et ainsi de suite; de sorte qu’en prenant ces ¢quations & rebours,

la (m — 1)Mm¢ aura pour dernier terme 2.3... (m — 1) A,
la (m — 2)'me aura pour dernier terme 2.3..., (m — 2) B,
la (i — 3)=c aura 2.3... (m — 3)C pour dernier terme,

et ainsi de suite. Mais la (m — 1)ime équation ou F"~ "z =o,
devient

2.5.4....mx 4 1.2.5....(m~1)A = o,

. . . - . A
qui a, comme l'on voit, la racine positive ou négative — —,
m

suivant que A est négatif ou positif. Donc la (7 — 2 )imc équation
ne pourra avoir une racine positive ou négative de plus que
celle-ci , qu’antant que B sera de différent ou de méme signe
que A. De méme, la (m — 3)™° équation ne pourra avoir une
racine positive ou négative de plus que la (m — a)ime, qu'antant
que C sera de différent ou de méme signe que B, et ainsi de
suite.

D’oit I'on peut conclure que P’équation Fr=o, ou

2% A= Az A Barst 4 Canzlete. + V=0
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ne pent avoir plus de racines positives ou négatives quil y a daus
cette équation de termes consécutifs de différent ou de méme signe,
c’est-a-dire que de variations ou de permanences de signes; par
conséquent , si Péquation a toutes ses racines réelles, elle aura
précisément autant de racines positives que de variations, et au-
tant de négatives que de permanences.

Cest 1a le fameux théoréme de Descartes, que les Anglais at-
tribuent & Harriot, et dont on a différentes démonstrations dounées
par De Gua dans les Mémoires de Paris, par Segner et Zﬁz‘nus
dans ceux de Berlin, par K¢stner dans ie Commentaire sur I’ Arith-
métique de Newton , etc. Jai rapporté 1a précédente, parce qu’elle
découie naturellement de notre analyse ; cependant la plus simple
de ces démonstrations est celle que Segmer a donnée dans les
Mcémoires de Berlin de I'année 1756. Elle consiste simplement
4 faire voir qu’en multipliant une équation quelconque par =z —a,
on augmente d’une unité le nombre des variations de signe , et
qu’en la multipliant par 2 4 ¢, on augmente aussi d'une vnité
le nombre des permanences, quelle que soit la valeur des cocffi-
ciens de 1'équation.

6. Nous allons considérer maintenant les racines de I’équation
Fx =0, comme réelles ou imaginaires.

Soient, comme ci-dessus, a, B, 5, etc. les racines réelles de
Péquation Fe == 0, et o, B,, 7,, etc. les racines réelles de 1 équa-
tion F'z =o0, ces racines étant rangées par ordre de grandeur.
Je dis que des racines a, 8, 3, etc. il ne peut y, en avoir qu’une
qm soit plns grande que «,, qu'u