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INTRODUCTION.

JLjA solution de tout problème déterminé se réduit, ea
dernière analyse, à la résolution d'une ou de plusieurs
équations, dont les coefficiens sont donnés en nombres,
et qu'on peut appeler équations numériques. Il est donc
important d'avoir des méthodes pour résoudre complète-
ment ces équations, de quelqne degré qu'elles soient. Celle
que l'on trouve dans le Recueil des Mémoires de l'Aca-
démie de Berlin pour l'année 1767, est la seule qui offre
des moyens directs et sûrs de découvrir toutes les racine«
tant réelles qu'imaginaires d'une équation numérique don-
née, et d'approcher le plus rapidement et aussi près que
l'on veut de chacune de ces racines. On a réuni dans le
présent Traité le Mémoire qui contient cette méthode, et
les Additions qui ont paru dans le volume des Mémoires.
de la même Académie, pour l'année 1768. Et pour rendre
ce Traité.plus intéressant, on y a joint plusieurs Notes,
dont les deux dernières paraissent pour la première fois
dans cette nouvelle Edition. Ces Notes contiennent des
recherches sur les principaux points de la théorie des
équations algébriques,

II faut bien distinguer la résolution des équations numé-
riques de ce qu'on appelle en algèbre la résolution générale
des équations. La première est, à proprement parler, une
opération arithmétique, fondée à la vérité sur les principes
généraux de la théorie des équations, mais dont les résultat^
ne sont que des nombres, où l'on ne reconnaît plus les

a,



Vj INTRODUCTION,
premiers nombres qui ont servi d'élémens, et qui ne con-
.servent aucune trace des différentes opérations particulières
qui les on|t produits. L'extraction des racines carrées et
cubiques estTopfération la plus simple dé ce' genre ; c'est
la résolution des équations numériques du second et du
troisième degré, dans lesquelles jtous les tççjgcies intermé-
diaiz-es manquent. Aussi conviendrait-il de-donner dans
l'arithmétique les règles ;de la résolution des équations nu-
mériques, sauf'à renvoyer à l'algèbre la démonstration de
celles qui dépendent de la théorie générale des équations.

JSewton a appelé l'algèbre arithmétique universelle. Cette
dénomination est exacte à quelques égards ; mais elle ne
fait pas assez connaître la véritable différence qui se trouve
entre l'arithmétique et l'algèbre. Le caractère essentiel de
celle-ci consiste en ce que les résultats de ses opérations ne
donnent pas les valeurs individuelles des quantités qu'on
cherche, comme ceux des opération^ <x>?Itb.niétiques ou des
constructions géométriques, mais représentent seulement
les opérations ,. soit arithmétiques ou géométriques qu'il
faudra faire sur les premières quantités données pour obtenir
les valeurs cherchées; je dis arithmétiques ou géométriques,
car on connaît depuis Viète les constructions géométriques
par lesquelles on peut faire sur les lignes les mêmes opé-
rations que l'gj|p|ut en arithmétique sur les nombres.

L'algèbre plane pour ainsi dire également sur l'arithmé-
tique et sur la géométrie; son objet n'est pas de trouver les
Valeurs mêmes des quantités cherchées, mais le système
^'opérations à faire sur les quantités données pour en dé-
duire les valeurs des quantités qu'on cherche, d'après les
conditions du problème. Le tableau de ces opérations repré-
sentées par les caractères algébriques, est ce qu'on nomme
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en. algèbre une formule ;. et lorsqu'une quantité .dépend
d'autres quantités, de manière qu'elle peut être exprimée
par une formule qui contient ces .quantités, on dit alors
qu'elle est une fonction de ces mêmes quantités.

L'algèbre prise dans le sens le plus étendu, est l'art de
dé termmer^es inconnues par des fonctions des quantités
connues, ou qu'on regarde comme connues; et la résolu-
tion générale des équations consiste à trouver pour toutes
les équations d'un même degré, les fonctions des coefficiens
de ces équations qui peuvent en, représenter toutes les
racines.

On n'a pu jusqu'à présent trouver ces fonctions que pour
les équations du second, du troisième et du quatrième
degré ; mais quoique ces fonctions expriment généralement
toutes les racines des équations de ces mêmes degrés, elles
se présentent néanmoins, dès le troisième degré, sous une
forme telle qu'il est impossible d'en tirer les valeurs numé-
riques des racines par la simple substitution de celles des
coefficiens, dans les cas mêmes où toutes les racines sont
essentiellement réelles; c'est cette difficulté que les Ana-
lystes désignent par le nom de cas irréductible ; elle aurait
lieu à plus forte raison dans les équations des degrés supé-
rieurs, s'il était possible de les résoudre par des formules
générales.

Heureusement on a trouvé le moyen de la vaincre dans le
troisième et le quatrième degré, par la considération de
la trisection des angles, et par le secours des tables trigo-
nométriques ; mais ce moyen qui dépend de la division
des angles, n'est applicable dans les degrés plus élevés qu'à
une classe d'équations très-limitée ; et on peut assurer
d'avance que quand même on parviendrait à résoudre gé-
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néralement le cinquième degré et les suivans, on n'aurait
par là que des formules algébriques, précieuses en elles-
mêmes , mais très-peu utiles pour la résolution effective et
numérique des équations des mêmes degrés, et qui, par
conséquent, ne dispenseraient pas d'avoir recours aux mé-
thodes arithmétiques qui sont l'objet de ce Traité.

P^iète est le premier qui se soit occupé de la résolution
des équations numériques d'un degré quelconque. Il fait
voir dans le Traité de numerosa potestatum adfectarum
resolutionej comment on peut résoudre plusieurs équations
de ce genre par des opérations analogues à celles qui servent
à extraire les racines des nombres.

Harriot j Ougtred, Pell, etc. ont cherché à faciliter la
pratique de cette méthode, en donnant des règles particu-
lières pour diminuer les, Шоппетепз, suivant les differens
cas qui ont lieu dans les équations relativement aux signes
de leurs termes. Mais la multitude den opérations qu'elle
demande , et l'incertitude du succès dans un grand nombre
de cas, l'ont fait abandonner entièrement.

En effet, il est aisé de se convaincre qu'elle ne peut
réussir d'une manière certaine, que pour les équations dont
tous les termes ont le même signe, à l'exception du dernier
tout connu; car alors ce terme devant être égal à la somme
de tous les autres, on peut, par des tâtonnemens limités
et réglés , trouver successivement tous les chiffres de la
valeur de l'inconnue , jusqu'au degré de précision qu'on
aura fixé. Dans tous les autres cas, les tâtonnemens devien-
dront plus ou moins incertains, à cause des termes sous-
tractifs.

Il faudrait donc, pour l'emploi de cette méthode, qu'on
pût par une préparation préliminaire réduire toutes les
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équations à cette forme. Nous prouverons, dans urie des
Notes (*), que cette réduction est toujours possible; pourvu
qu'on ait deux limites d'une racine, l'une en plus, l'autre
en moins, et qui soient telles que toutes les autres racines,
ainsi que les parties réelles des racines imaginaires, s'il y en
a, tombent hors de ces limites. Mais la difficulté de trouver
ces limites est elle-même aussi grande, et peut être quel-
quefois plus grande que celle de résoudre l'équation.

A la méthode de Vùte a succédé celle de Newton, qui
n'est proprement qu'une méthode d'approximation , puis-
qu'elle suppose que l'on ait déjà la valeur de la racine qu'on
cherche, à une quantité près moindre que sa dixième partie;
alors on substitue cette valeur plus une nouvelle inconnue
à Tinconnue de l'équation proposée, et l'on a une seconde
équation dont la racine est ce qui reste à ajouter à la pre-
mière valeur pour avoir la valeur exacte de la racine cher-
chée; mais à cause de la petitesse supposée de ce reste, on
néglige dans la nouvelle équation le carré et les puissances
plus hautes de l'inconnue; et l'équation étant ainsi rabaissée
au premier degré, on a sur-le-champ la valeur de l'inconnue.
Cette valeur ne sera encore qu'approchée ; mais on pourra
s'en servir pour en trouver une autre plus exacte, en fai-
sant sur la seconde équation la même opération que sur la
première, et ainsi de suite. De cette manière, on trouve
à chaque opération une nouvelle quantité à ajouter ou à
retrancher de la valeur déjà trouvée, et on a la racine d'an-
tant plus exacte, qu'on pousse le calcul plus loin.

Telle est la méthode que l'on emploie communément
pour résoudre les équations numériques; mais elle ne sert,.

О Voyez la Note XII.
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comme l'on voit, que pour celles qui sont déjà à peu près
résolues. De plus, elle n'est pas toujours sûre j car eu né-
gligeant à chaque opération des termes dont on ne connaît
pas la valeur, il est impossible de juger du degré d'exac-?
titude de chaque nouvelle correction ; et il peut arriver,
dans les équations qui ont des racines presque égales, que
la série soit très-peu convergente , ou qu'elle devienne
même divergente après avoir été convergente (*). Enfin
elle a encore l'inconvénient de ne donner que des valeurs
approchées des racines mêmes qui peuvent être exprimées
exactement en nombres, et de laisser par conséquent en
doute si elles sont commensurables ou non.

Le problème qu'on doit se proposer dans cette partie
de l'Analyse, est celui-ci : Etant donnée une équation nu-
mérique sans aucune notion -préalable de la grandeur rti
de Vespèce de ses racines, trouper la valeur numérique
exacte, s'il est possible , ou aussi approchée qu'on voudra
de chacune de ses racines. Ce problème n'avait pas encore
été résolu ; il fait l'objet des recherches suivantes.

Depuis la première Edition de cet Ouvrage (**), il a paru
différentes méthodes pour la résolution des équations nu-
mériques ; mais la solution rigoureuse du problème dont
il s'agit, est restée au même point où je l'avais portée; et
jusqu'ici on n'a rien trouvé qui puisse dispenser dans tous
les cas de la recherche d'une limite moindre - que la plus
petite différence entre les racines, ou qui soit préférable
aux moyens donnés dans la Note IV pour faciliter cette
recherche.

(*) Voyez la Note V.
("*) En 1798.
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Méthode pour trouver, dans une équation numérique
quelconque, la valeur entière la plus approchée de
chacune de ses racines réelles.

ï. Théorème I. \$i l'on aune équation quelconque, et que l'ou.
connaisse deux nombres tels qu'étant substitués successivement à
la place de l'inconnue de cette équation, ils donnent des résul-
tats de signe contraire, l'équation aura nécessairement an moins
une racine réelle dont la valeur sera entre ces deux nombres.

Ce théorème est connu depuis long-temps, et l'on a coutume
dele démontrer par la théorie des lignes courbes ; mais on peut
aussi le démontrer directement par la théorie des équations, en
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cette sorte : Soit ж l'inconnue de l'équation, et a., ß, y, etc. ses
racines, l'équation se réduira > comme l'on sait, à cette forme

О — л) (x — ß) (x -r- > - ) • • • • = o.

Or, soient p et g les nombres qui, substitués par x, donne-
ront des résultats de signe contraire , il faudra donc que ces
deux quantités

(p — *}(p-ß) ( / > - > ) . . . . .

soient de signes différens-, par conséquent, il faudra qu'il y ait
au moins deux facteurs correspondans , comme p — a. et q — a,
qui soient de signes contraires : donc il y aura au moins une des
racines de l 'équation, comme CL, qui sera entre les nombres p et q,
c'est-à-dire plus petite que le plus grand de ces deux nombres ,
et pins grande que le plus petit d'entre eux; donc cette racine
sera nécessairement réelle.

2. Corollaire ï. Donc, si les nombres;; et q ne diffèrent l'un
de l'autre que de l 'unité , ou d'une quant i té moindre que
l'unité, le plus peti t de ces nombres , s il est entier, ou le nombre
entier nui sera immédiatement moindre que le plus petit de ces
deux nombres, s'il n'est pas entier, sera la valeur entière la
plus approchée d'une des racines de l 'équation. Si la différence
entre p et q est plus grande que l ' un i t é , alors nommant n , n-{-\,
n -{- 2 , etc. lesnombres entiers qui tombent entre p et q , il est
clair que, si on substitue successivement à la place de l'inconnue,
les nombres p, n, n -j- i , n -(-2, etc. q, on trouvera nécessai-
rement deux Subs t i tu t ions consécutives qui donneront des résul-
tats de signes différens; donc, puisque les nombres qui donneront
ces deux résultats ne diffèrent entre eux que de l 'unité, on trou-
vera, comme ci-dessus, la valeur entière la plus approchée d'une
des racines de l'équation.

5. Corollaire a. Toute équation dont le dernier terme est
négatif, en supposant le premier positif, a nécessairement une
racine réelle positive , dont on pourra trouver la valeur entière
la p lus appi'ucbct1 , en substituant à la place de l'inconnue les
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nombres o, ï, 2, 3, etc. jusqu'à ce que l'on rencontre deux
substitutions qui donnent des résultats de signe contraire.

Car, en supposant le premier terme xm, et Je dernier —• H
(H étant un nombre positif), on aura, en faisant Л' = о,1е résultat
négatif—H, et en faisant x = oo , le résultat positif oo1" ; donc
on aura ici p^=o et 9 = со; donc les nombres entiers inter-
médiaires seront tousles nombres naturels ï, 2, 3, etc. donc, etc.
(CoroIL prdc.)

De là on voit, ï", que toute équation d'un degré impair, dont
le dernier terme est négatif, a nécessairement une racine réelle
positive.

3°. Que toute équation d'un degré impair, dont le dernier
terme est positif, a nécessairement une racine réelle négative ;
car , en changeant я: en —x, le premier terme de l'équation
deviendra négatif : donc, changeant tous les signes pour rendre
de nouveau le premier terme positif, le dernier deviendra néga-
tif: donc l'équation aura alors une racine réelle positive; рас
conséquent, l'équation primitive aura une racine réelle négative.

3°. Que toute équation d'un degré pair, dont le dernier terme
est négatif, a nécessairement deux racines réelles, l'une positive
et l'autre négative; car, premièrement, elle aura une racine
réelle positive; ensuite, comme en changeant x en —x, le
premier terme demeure positif, la transformée aura aussi une
racine réelle positive : donc l'équation primitive en aura une
réelle et négative.

4- Remarque. Comme on peut toujours changer les racines
négatives d'une équation quelconque en positives, en changeant
seulement le signe de l'inconnue , nous ne considérerons dans
la suite, pour plus de simplicité, que les racines positives; ainsi,
quand il s'agira d'examiner les racines d'une équation donnée,
on considérera d'abord les racines positives de cette équation ,
ensuite ou y changera les signes de tous les termes où l'inconnue
se trouvera élevée à une puissance impaire, et on considérera
de même les racines positives de cette nouvelle équation ; ces
racines., prises en moins, seront les racines négatives de la
proposée.
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5. Théorème II. Si dans une équation quelconque qui a

une ou plusieurs racines réelles et inégales, on substitue suc-
cessivement à la place de l'inconnue deux nombres , dont l'un
soit plus grand et dont l'autre soit plus petit que l'une de ces
racines , et qui diffèrent en même temps l'un de l'autre d'une
quan t i t é moindre que la différence entre cette racine et chacune
ties autres racines réelles de l'équation , ces deux substitutions
donneront nécessairement deux résultats de signes contraires.

En effet, soit a une des racines réelles et inégales de l'équation ,
et ß, y f сГ, efc. Jes autres racines quelconques ; soit de plus / la
plus pe t i te des différences entre la racine a et chacune des autres
racines réelles de l'équation, il est clair qu'en prenant p >• л ,
q < cf., et p — <7</j les quantités p — л, et q — a. seront de
signes contraires, et que les quanti tés p — ß, p — y, etc. seront
chacune de même signe que sa correspondante q — /3, q — -y, etc.
car, .si p — ß , et q — ß étaient de signes contraires, il faudrait
que ß fût aussi compris entre p et q , ce qui ne se peut. Donc
les deux produits

- *) (P — P) (Р~
— й) (Ч — 0) (9 —

c'est-à-dire, les résultats des substitutions de p et q à la place
de l'inconnue x ( n° ï ) , seront nécessairement de signes
contraires.

G. Corollaire ï . Donc , si dans une équation quelconque on
substitue successivement à la place de l'inconnue les nombres
en progression arithmétique

о, Д, зД, ЗД, 4Д, etc ............. (A)

les résultats correspondans formeront une suite, dans laquelle
il y aura autant de variations de signes que l'équation proposée
aura de racines réelles positives et inégales, mais dont les diffé-
rences ne seront pas moindres que la différence Д de la progression.
De sorte que si on prend Д égale ou moindre que la plus petite
des différences entre les différentes racines positives et inégales
de l'équation } la suite dont il s'agit aura nécessairement autant



DES É Q U A T I O N S N U M É R I Q U E S . 5
de variations de signes que l'équation contiendra de racines réelles
positives et inégales.

Donc, si la différence Д est en même temps égale ou moindre
que l 'unité, on trouvera aussi , par ce moyen, la valeur entière
approchée de chacune des racines réelles positives et inégales
de l'équation (n° 2).

Si l 'équation ne peut avoir qu'une seule racine réelle et positive,
ou si elle en a plusieurs, mais dont les différences ne soient pas
moindres que l'unité, il est clair qu'on pourra faire A = i, c'est-
à-dire qu'on pourra prendre les nombres naturels o, ï, 2, 3, etc.
pour les substituer à la place de l'inconnue; mais, s'il y a dans
l'équation des racines inégales dont les différences soient moindres
qne l 'unité, alors il faudra prendre Д moindre que l'unité, et
telle qu'elle soit égale ou moindre que la plus petite des différences
on Ire les racines dont il s'agit: ainsi la difficulté se réduit à trouver
la valeur qu'on doit donner à Д, ensorte qu'on soit assuré qu'elle
ne surpasse pas la plus petite des différences entre les racines
positives et inégales de l'équation proposée : c'est l'objet du pro-
blème suivant.

7. Corollaire 2. Toute équation qui a un seul changement de
signe, a nécessairement une seule racine réelle positive.

Il est d'abord clair que l'équation aura nécessairement une
racine réelle positive , à cause que sou dernier termo sera de
signe différent du premier (n° 3). Or je vais démontrer qu'elle ne
peut en avoir qu'une.

Soit (en supposant le premier terme positif, comme à l'or-
dinaire) X la somme de tous les termes positifs de l'équation,
et Y la somme de tous les négatifs, en sorte que l'équation soit
X—Y = oj et puisqu'il n'y a, par l'hypothèse, qu'un seul
changement de signe, il est clair que les puissances de l'inconnue oc
du polynôme X, seront toujours plus hautes que celles du poly-
nôme Y; de sorte que si xr est la plus petite puissance de ж dans
le polynôme X , et qu'on divise les deux polynômes X et Y par xr,

•v
la quantité J—t ne contiendra que des puissances positives de x,

Y
et la quantité —r ne contiendra que des puissances négatives,
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V

de x\ d'où il suit que x croissant, la valeur de — devra croître

X
aussi, et x diminuant; '— diminuera aussi , à moins que le poly-

-V"

nome X ne contienne que le seul terme xr, auquel cas — sera tou-

jours mie quantité constante-, au contraire, x croissant, la valeur
Y Yde — diminuera nécessairement, et x diminuant, — ira en aug-

mentant. Soit ala racine réelle et positive de l'équation, on aura
X Y

donc, lorsque x = a , X = Y; donc aussi "— =~: donc , en sub-

stituant au Heu de x des nombres quelconques plus grands que a,
•v Y

on aura toujours —T^> — , et par conséquent X— Y égal à un

nombre positif j et en substituant au lieu de x des nombres moindres
X Y

que л »on aura toujours— < —, et par conséquent X—.Y égal à un

nombre négatif: donc il sera impossible que l'équation ait des
racines réelles positives plus grandes ou plus petites que a.

Si l'équation a plusieurs changemens de signe, elle peut avoir
aussi plusieurs racines réelles positives; mais leur nombre ne peut
jamais surpasser celui des changemens ou variations de signe:
c'est ce théorème qu'on appelle \aregle de Descaries. Voyez la
note VIII.

8. Problème. Une équation quelconque étant donnée, trouver
une autre équation dont les racines soient les différences entre les
racines de l'équation donnée.

Soit donnée l'équaiion

xm— Ал"1-1 H- Ъхт~* — Cxm~s -f- etc. = o.... (B) ;

ou sait que x peut être indifféremment égal à une quelconque de
ses racines: soit oc une autre racine quelconque de la même
équation, en sorte que l'on ait aussi

x'm — АлУт ~ ' -f- Ъх'т- ' — Cx'm-3 4- etc. = о,

et soit и la différence entre les deux racines x et x', de manière
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que l'on ait x' = x -f- щ substituant ceife valeur de ce' dans la
dernière équation, et ordonnant les termes par rapport à u> on
aura une équation en u du même degré m, laquelle, en commen-
çant par les derniers termes, sera de cette forme

X + Yu + Zu* + Vus 4- etc. 4- 2im = o,

les coefficiens X, Y, Z, etc. étant des fonctions de x telles que

X = xn — Axm~ l +Вл:т-а — Gzm-3 -f-etc.

Y = mxm—i — (m— -

„ 771(7/1 — ï) (m — 0 (m — 2) . • , , ,
Z = — - - -.ж"1-* — - - — - - Axm~3 -4- eíc.

Z 2 '

etc.

c'est-à-dire, suivant la notation du calcul différentiel,

dx X d3X

Donc, puisque par l'équation donnée (B) on a X—o, l'équation
précédente étant divisée par и, deviendra celle-ci :

y 4. lu 4. у/л* -f- etc. -Ь.км— = о (С).

Celte équat ion, si on y substitue pour x une quelconque des
racines de l'équation (B), aura pour racines les différences entre
cette racine et toutes les autres de la même équation (B} : donc,
si on combine les équations (B) et (G) en éliminant x, on aura
une équation en и, dont les racines seront les différences entre
chacune des racines de l'équation (B) et toutes les autres racines
de la même équation, ce sera l'équation cherchée.

Mais sans exécuter celte élimination, qui serait souvent fort
laborieuse, il suffira de considérer :

1°. Que a, /3, y, etc. étant les racines de l'équation en x, celles
de l'équation en и seront et— ß,ct — y, etc. /3 — a, ß — y, etc.
-;..—л, p.— ß, etc., etc.; d'où l'on voit que ces racines seront au
nombre de m (m — ï), et que de plus elles seront égales deux
à deux, et de signes contraires ; de sorte que l'équation en «
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manquera nécessairement de toutes les puissances impaires de u'.

Donc, en faisant m(m~ 1J — n et ма=и, l'équation dont il

s'agit sera de cette forme :

У» — 0u"-1 + Z>un-»— cnn~5 -{-etc. =o (D).

2°. Que (* —/3)S (a— зО", С/3—•>)', etc. étant les différentes
valeurs de и dans l'équation (D), le coefficient a sera égal à la
somme de toutes ces valeurs , le coefficient b sera la somme
de tous leurs produits deux à deux, etc.

Or и est facile de voir que (л—0)" •+•(* — ?)*-f-(/3-->)'-)-etc.
__. (OT __ x ) ( aa 4- /3a -}- >* -f- etc. ) — 2 (a/3 -f. a^ + /S^ + etc.) ;
mais on sait que а/3+аз/ + /3>+ etc. =B; et aa + /i4->a+etc.
— A* — ^B : donc on aura a z = ( ? n — i ) ( A * — aB)—aB,
savoir: a = ( m — ï ) A1—zrnB; et on pourra, de la même
manière, trouver la valeur des autres coefficiens b, c, etc.

Pour y parvenir plus facilement, supposons

A, = * +/3 +> H- etc.
A. = a1 + j8* 4- >â + etc-
A, = *3 -f- P3 4- >3 + etc.
etc.

et l'on aura, comme l'on sait,

A, = A
A. = AA, — aB
As = AA, — BA, 4. 3C
A4 = AA3 — BA, -f- CA, — 4D
etc.

Supposons de plus

fll = (* — /3)a + (A — >)' + (]8 — >)1 + etc.
e. = (* —/3/ + (* — >)* + C/3 —>)4 + etc.
«s = (л — ß)6 + (a — >)s 4- (и—у? + etc.
etc.
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il est facile de voir que l'on aura

/ N A /ЧАЛ 2 — А
ol = (m— ï) A, — 2 (±-!>-

ал = (H.-0 A4-4 (A,A3-A4) + 6

= (от — ï) A6— 6 (A,AS— A6) + i5 (A.A4— Ae)

etc.

ou bien

2

3 J ii ï 4 - a

etc.

et, en général,

a//(ЗУ.— i ) A Ã f

_4_ а.м (a* — i) (З/У. — a) Q + ])' (A/.)'
1 . 2 . 5 . . . / / . " 3

Les quantités ô,, #,, or3, etc. étant ainsi connues, on aura sur-
k-cbamp les valeurs des coefficieus a, b, c, etc. de l 'équation (D)
par les formules

a = ci,

a

с — ̂ --^ + fs
^^са._Ц + даз-.,

etc.

Ainsi on pourra déterminer directement les coefficieus a, Ъ, с, etc.
2
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de l'équation (D) par ceux.de l'équation donnée (B). Pour cela
on cherchera d'abord par les formules ci-dessus, les valeurs des
quan t i t é s A,, Aa, A3, etc. jusqu'à Aa„; ensuite, à l'aide de celles-
ci, ou cherchera celles des quantités a,, ал, я3, etc. jusqu'à
an, et enfin , par ces dernières, on trouvera les valeurs cherchées
des coefficiens a, b, c, etc.

g. Remarque. Il est bon de remarquer que l'équation (D)
exprime également les différences entre les racines positives et
négatives de l 'équation (B); de sorte que la même équat ion aura
lieu aussi lorsqu'on changera x en —л; pour avoir les racines
négatives (n° 4)-

Déplus, il est clair que l'équation (D) sera toujours la même ,
soit qu'on augmente ou qu'on diminue toutes les racines de
l'équation proposée d'une même quantité quelconque : donc ,
si cette équation a son second terme, on pourra le faire dispa-
raître, et chercher ensuite l'équation en v ; on aura ainsi la
même équation qu'on aurait eue si on n'avait pas fait évanouir
le second terme; mais l'évanouissement de ce terme rendra tou-
jours la recherche des coefficieus a, b, c, etc. un peu plus facile,
parce qu'on aura A = o, et par conséquent aussi A, = o; de
sorte que les formules du numéro précédent, deviendront

A,= о

A3= 5G

A4= — BA, — 4D

etc.

a3 = m A, 4- i5A.A4

etc.
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a = <л

IQ. Corollaire i. Puisque les racines de l'équation (D) sont
les carrés des différences entre les racines de l'équation proposée
(B), il est clair que si cette équation (D) avait tous ses termes
de même signe , auquel cas elle n'aurait aucune racine réelle
positive, il est clair, dis-je, que, dans ce cas, les différences
entre les racines de l'équalion (B), seraient toutes imaginaires;
de sorte que celte équation ne pourrait avoir qu'une. seule racinp
réelle, ou bien plusieurs racines rée.lles et égales entre elles. Si
ce dernier cas a lieu, on le reconnaîtra, et on le résoudra par
les méthodes connues (voyez aussi plus bas le chapitre II); à
l'égard du premier cas } il suit du n° 6 qu'on pourra prendre
Д= ï. '

ii. Corollaire 2. Si l'équation (B) a une ou plusieurs couples
de racines égales, il est clair que l'équation (D) aura une ou
plusieurs valeurs de и égales à zéro; de sorte qu'elle sera alors
divisible une ou plusieurs fois par u. Celte division faite , lors-
tju'elle a lieu, soit l'équation restante disposée à rebours de cette
manière :

ï -f-au-f- /Su'+^u3-!-, etc. -f-Ttt/ = о ...... (E),

Г étant = ou </z; qu'on fasse u=-, et ordonnant l'équation

par rapport à y , on aura

tr
r + *r-'-f-/3yr-a-f->jr-3-K etc. + tf = o ...... (F).

Qu'on' cherche par les méthodes connues la limite des racines
positives de cette équation, et soit /cette limite} ensorte que /

surpasse chacune des valeurs positives аъ у : donc j sera moindre

que chacune des valeurs positives de - ou de w j et par conséquent
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moindre que chacune des valeurs de и*, à cause de u;=w* (pro-
blème précédent).

Donc ~^-, sera nécessairement moindre qu'aucune des valeurs

de il, c'est-à-dire qu'aucune des différences entre les racines
réelles et inégales de l'équalion proposée (B).

Donc, i°. si v/ /< - 1 » . alors on sera sûr que l'équation (B)
n'aura point de racines réelles dont les différences soient moindres
que r ' u n i t é : ainsi, dans ce cas, on pourra faire, saus scrupule
A = i (ц° 6).

2°. Mais si v/7 = ou >> ï , alors il petit se faire qu'il j ait dans
l'équation (B) des racines dont les différences soient moindres
que l 'unité}- niais, comme la plus petite de ces différences sera

toujours nécessairement pi üs ; grande que —77, on pourra toujours

prendre A"=s ou < -4y (auiïiéro cité).

En général, soit k le nombre entier qui est égal ou immédia-

tement plus grand que v//, et on pourra; toujours prendre Д = r.

-, . ia. .Scholle ï. Quant à la maniera de -trouver la -lirriite des
racines d'une équation, la plus commode et .la plus exacte est
celle de Newton, laquelle consiste à trouver un nombre! dont les
racines de l'équation proposée étant dimin-uées, l'équation résul-
tante n'ait aucune variation de signe -, car alors cette équation,
ne pourra avoir que des racines négatives -, par conséquent le
nornbre.dpnt les racines de la proposée auront^été diminuées, sur,-
pàssera nécessairement la plus grande de ces racines.

Ainsi , pour chercher la limite / des racines de l'équation

. (F),. .....уН-*Уг

on y mettra y^rl au lieu de y, et ordonnant l'équation résul»
tante par rapport à y., elle deviendra

P H- 9 y -f- ДГ' + SjK3 + etc. H- y = о ,
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dans laquelle

P — /'-f a/'-'-f/2/'-"-f >/r-3-f etc. -f 7Г

R ^ rÇC^O /r-, + (r-0(r~3) йД_3 etc>

з
, f_3* - -t- etc.

etc.

et il n'y aura qu'à chercher une valeur de / qui, étant substituée
dans les quantités P, Q, R, etc. les rende toutes positives; eu
commençant par la dernière de ces quanti tés , laquelle n'aura que
deux termes, et remontant successivement aux quantités précé-
dentes, on déterminera facilement le plus petit nombre entier
qui pourra être pris pour /, et qui sera la limite la plus proche
cherchée.

Si on voulait éviter tout tâtonnement, il n'y aurait qu'à prendre
pour /le plus grand coefficient des termes négatifs de l'équa-
tion (F), augmenté d'une unité1, car il est facile de prouver qu'en
donnant à /cette valeur, les quantités P, Q, R, etc. seront tou-
jours positives.

Cette manière d'avoir la limite des racines d'une équation, quel-
conque, est due, je crois, à Maclaurin; mais en voici une autre
qui donnera le plus souvent des limites plus approchées.

Soient — /j.yT-~m — vy'~" — rtyj~p — eic.Jes fermes négatifs de
l'équation (F), on prendra pour / la somme des deux plus grandes

des quantités l/уи., \/v, v/tf, etc. ou un nombre quelconque plus
grand que cette somme. Cette proposition peut se démontrer de
la même manière que la précédente; ainsi nous ne nous y arrê-
terons pas.

Au reste, il faut observer que les limites trouvées de l'une он
de l'autre de ces deux manières seront rarement les plus pro-
chaines limites. Pour en avoir de plus petites , on essaiera suc-
cessivement pour / des nombres moindres, et on prendra le plus
petit de ceux qui satisferont aux conditions que P, Q, R, etc.
soient des nombres positifs.
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i3. Sclwlic 2. Ayant donc trouvé la limite / de l'équation

(F), et pris k égal ou immédiatement plus grand que \/l, on

fera A = т ( n° 11 ) , et on substituera successivement dans

i'équalion proposée, à la place de l'inconnue , les nombres o,

j, r, v, etc.-, les résultats venant de ces substitutions, formeront

une série dans laquelle il y aura autant de variations de signe que
l'équation proposée contiendra de racines réelles positives et iné-
gales, et de plus chacune de ces racines se trouvera entre les deux
nombres qui auront donné des résultats consécutifs de signes diffé-

rensj de sorte que si les nombres т, et -Ц—î- donnent des résultats

de signe contraire, il y aura une racine entre 7>, et -~|~ ' • par

conséquent le nombre entier qui approchera le plus de т sera la
valeur entière approchée de cette racine (n° 2).

Ainsi on connaîtra par ce moyen, non-seulement le nombre
des racines positives et inégales de l 'équation proposée, mais en-
core la valeur entière approchée de chacune de ces racines.

Aureste, il est clair quasi l'on trouvait un ou plusieurs résul-
tats égaux à zéro , les nombres qui auraient donné ces résultats
seraient des racines exactes de l'équation proposée.

Pour faciliter et abréger ce calcul, on fera encore les remarques
suivantes :

ï*. Si on cherche par les méthodes des numéros précédons la
limite des racines positives de l 'équation proposée, il est clair qu'il
sera inutile d'y subst i tuer à la place de l'inconnue des nombres
plus grands que cette limite. Fn effet, il est facile de voir qu'en
substituant des nombres plus grands que celte l imite, on aura
toujours nécessairement des résultats positifs. Ainsi nommant Л la
limite dont il s'agit, le nombre des substitutions à faire sera égal
à X/£, et par conséquent toujours limité.

En général, sans chercher la l imi te Л, il suffira de pousser les
subst i tut ions jusqu'à ce que le premier terme de l 'équation ou
la souunc des premiers termes, s'il y eu, a plusieurs consécutifs
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avec le même signe +, soit égale ou plus grande que la somme
de tous les termes négatifs; car il est facile de prouver, par la
méthode du n° <j, qu'ezi donnant à l'inconnue des valeurs plus
grandes , on aura toujours à l'infini des résultats positifs.

s". Au lieu de substituer à la place de l'inconnue x, les frac-

tions j, j, etc. on y mettra d'abord-^ à la place de x, ou, ce

qui revient au même, on multipliera le coefficient du second
terme par k, celui du troisième terme par A% et ainsi des autres-,
et on substituera ensuite à la place de x les nombres naturels
o, ï, 2, 3, etc, jusqu'à la limite de celte équation, ou bien
jusqu'à ce que le premier terme ou la somme des premiers,
quand il y en a plusieurs consécutifs avec le même signe, soit
égale ou plus grande que la somme des négatifs j par ce moyen,
les résultats seront tous des nombres entiers, et les racines de
l'équation proposée se trouveront nécessairement entre les nom-
bres consécutifs qui donneront des résultats de signe contraire ,
ces nombres étant divisés рас k, comme nous l'avons vu plus
haut.

3°. Soit m le degré de l'équation dans laquelle il s'agit de
substituer successivement les nombres naturels o, 1 , 2 , 3, etc.
je dis que, des que l'on aura trouvé les 771 + ï premiers résul-
tats, c'e.-it-à-clire ceux qui répondent à x=o, ï, 2, etc. m, on
pourra trouver tous les suivans par la seule addition.

Pour cela, il n'y aura qu'à chercher les différences des résul-
tats trouvés, lesquelles seront au nombre de m, ensuite les diffé-
rences de ces différences, lesquelles ne seront plus qu'au nombre
de m — ï , et ainsi de suite jusqu'à la différence mimc*

Cette dernière différence sera nécessairement constante, parce
que l'exposant de la plus haute puissance de l'inconnue est m;
ainsi on pourra continuer la suite des différences 7;z('-mc's aussi loin
qu'on voudra, en répétant seulement la même différence trouvée;
ensuite, par le moyen de cette sui te , on pourra, par la simple
addition, continuer celle des différences m—i ; ' m c s , et à l'aide
de celle-ci, on pourra continuer de même la sui te des différences
m — aimes ^ et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'on arrive à la
première suite, qui sera celle des vésnllats cherchés.
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II est bon d'observer ici que si les termes correspondans des

différentes suites dont nous parlons, étaient tous positifs, les termes
suivans dans chaque suite seraient tous aussi positifs. Or, puisque
la dernière différence est toujours positive, il est clair qu'on par-
viendra nécessairement dans chaque suite à des termes tous posi-
tifs; ainsi il suffira de continuer toutes ces suites jusqu'à ce que
leurs termes correspondans soient devenus tous positifs, parce
qu'alors on sera sûr que la série des résultats, continuée aussi loin
qu'on voudra, sera toujours positive, et que, par conséquent,
elle ne contiendra plus aucune variation de signe.

Pour éclaircir ceci par un exemple, soit proposée l'équation

x3 — 65.r Jf- 189 := o ;

on trouvera d'abord que les résultats qui répondent à x—o, ï, 2, 5,
sont 189, 127, 71, 27, d'où l'on tirera les différences premières
— 62, —56, —44* les différences secondes 6, 12, et la diffé-
rence troisième 6; ainsi ou formera les quatre séries suivantes :

6, etc.
42, etc.
64, etc.
27, etc.

dont la loi est que chaque terme est égal à la somme du terme
précédent de la même série, et de celui qui j est au-dessus dans
la série précédente; de sorte qu'il est très-facile de continuer ces
séries aussi loin qu'on voudra.

La dernière de ces quatre séries sera, comme l'on voit, celle
des résultais qui viennent de la substitution des nombres naturels
o, 1 ,2 , etc. à la place de as dans l'équation proposée; et comme
les termes de la septième colonne, savoir : 6, 42 , 64, 27, sont
tous positifs, il s'ensuit que les termes suivans seront tous aussi
positifs; de sorte que la série des résultats, continuée aussi loin
qu'on voudra, n'aura plus aucune variation de signe.

ïi\. ^marque. On avait déjà remarqué que l'on pouvait trou-
ver ia valeur approchée de toutes les racines réelles et inégales

6
6

— 62
ï 89

6
12

— 56 -
127

6
i8

- 44
71

6
24

— 26
27

6
5o
2

I

6

36

28
— I
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d'une équation quelconque, en y substituant successivement à
la place de l'inconnue, différens nombres en progression arithmé-
tique; mais cette remarque ne pouvait pas être d'une grande uti-
lité , faute d'avoir une méthode pour déterminer la progression,
que l'on doit employer dans chaque cas , ensorte que l'on soit
assuré qu'elle fasse connaître toutes les racines réelles et inégales
de l'équation proposée. Nous en sommes heureusement venus à
bout à l'aide du problème dun" 8 , et nous verrons encore ci-après
d'autres usages de ce même problème par rapport aux racines égales
et imaginaires.

Au reste, la recherche de la quantité Д (u° n) ne serait point
nécessaire si l 'équation proposée n'avait quedes racines réelles;
mais les conditions par lesquelles on peut reconnaître d'avance
la réalité de tontes les racines , lorsqu'elle a lieu dans une
équation donnée, dépendent de l'équation même des differences,
ou de formules équivalentes, (Vojez la note VIII).
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C H A P I T R E I I .

De la manière iïavoir les racines égales, et les racines
imaginaires des équations..

i5. 1\OU3 n'avons considéré, dans le chapitre précédent, que
les racines réelles et inégales de l'équation proposée (B)-, sup-
posons maintenant que cette équation ait des racines égales : dans
ее cas, il faudra (n° 11) que l 'équation (D) soit divisible autant
de fois par u, qu'il y aura de combinaisons de racines égales deux
à deux; par conséquent il faudra qu'il y ait dans celte équa-
tion (D) autant des derniers termes qui manquent- , ainsi on.
connaîtra par ce moyen combien de racines égales il y aura dans>
la proposée.

Mais on peut s'assurer d'avance si l 'équation proposée a des ra-
cines égales, et même trouver ces racines indépendamment de'
l'équation (D). Car puisque dans le cas des racines égales, on a
jiécessairement u = o (n° 8), l'équation (C) du même numéro don-
nera pour ce casY = oj ainsi il faudra que les deux équations
en „ r , X = o, et Y=o, aient lieu en même temps lorsque ж
est égal à une quelconque des racines égcales clé l'équation (R).

On cherchera donc, par les méthodes connues, le plus grand
commun diviseur des deux polynômes X et Y; et faisant ensuite
ce diviseur égal à zéro, on aura une équation qui ne sera com-
posée que des racines égales de la proposée, mais élevées à une
puissance moindre de l 'unité.

Soit R le pins grand commun diviseur de X et de Y, et X' le
quotient de X divisé par R, il est facile de voir que l'équation
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X'=o contiendra toutes les mêmes racines que l'équation propo-
sée X=:O, avec cette différence que les racines multiples de cette
équation, seront simples dans l'équation X' = o; ainsi l'équation
X'=o sera dans le cas des méthodes précédentes.

On peut encore , si l'on veut, trouver deux équations séparées ,
dont l'une contienne seulement les racines égales de l'équation
X = o, et dont l 'autre contienne les racines inégales de la même
équation. Pour cela, il n'j aura qu'à chercher de nouveau le plus
grand commun diviseur des polynômes X' et Y; et nommant ce
diviseur R', on prendra le quotient de X' divisé par R', lequel
étant nommé X", on fera ces deux équations X" = о, et R' = o.

La première contiendra seulement les racines inégales de l'équa-
tion X = o, et la seconde contiendra seulement les racines égales
de la même équation, mais chacune une seule fois ; de sorte que
les deux équations X' = o, et R'=o , n'auront que des racines
inégales, et par conséquent seront susceptibles des méthodes du
chapitre précédent.

16. Connaissant ainsi le nombre des racines réelles, tant iné-
gales qu'égales, de l'équation proposée , si ce nombre est moindre
que le degré de l'équation , on en conclura que les autres ra-
cines sont nécessairement imaginaires.

En général, pour que l'équation (B) ait toutes ses racines
réelles, il faut que les valeurs de и soient réelles aussi; donc il
faudra que les valeurs de гг1 ou de y soient toutes réelles et po-
sitives; par conséquent, l'équation (D) du n° 8 doit avoir toutes
ses racines réelles positives; donc il faudra, parla règle connue,
que les signes de cette équation soient alternativement positifs et
négatifs; de sorte que si cette condition n'a pas lieu, ce sera
une marque sûre que l'équation ( В ) a nécessairement des racines
imaginaires.

Or, on sait que les racines imaginaires vont toujours en nombre
pair , et qu'elles peuvent se mettre deux à deux sous cette forme ,
ft-f- /3 v/— ï, * — ß V — ï , A et ß étant des quantités réelles (*);

(*) Voyez la note IX.
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donc on aura u = dz2ß\/ — ï, et par conséquent и s= — 4.$aj d'où
l'on voit que l'équation (D) aura nécessairement autant de ra-
cines réelles négatives qu'il y aura de couples de racines imagi-
naires dans l'équation (B).

Donc, si on fait и = — iv, ce qui changera l'équation (D) en
celle-ci:

*-\-сгуп~ '*-}- etc. =o ..... (G)

cette équation aura nécessairement autant de racines réelles po-
sitives qu'il y aura de couples de racines imaginaires dans l'équa-
tion (B).

17. Il suit de là que, pour avoir la valeur des racines imagi-
naires de l 'équation (B), il n'y a qu'à chercher les racines réelles
positives de l'équation (G). En effet, soient it»', w* , w" , etc. ces

j. u ï V'^ l/w" \/V" i ïracines, on aura d abord - — . •*- — , - — , etc. pour les valeurs
' 2 2 2 '

de ß; ensuite, pour trouver les valeurs correspondantes de л, on
substituera, dans l'équation (B), *-f-/3\/ — ï, à la place de x,
et on fera deux équations séparées des termes tous réels , et de
ceux qui seront multipliés par \/ — ï; de cette manière, on aura
deux équations en a de cette forme :

-• -f- Q«.m"~a 4- etc. = o
ma,™-1 4- pa.m-> 4- y«7"-3 4- etc. = o

dans lesquelles les coefficiens P, Q, etc, p> q, etc. seront donnés
en a t b, c, etc. et en /3.

Donc, si on donne à ß quelqu'une des valeurs précédentes,'
il faudra nécessairement que ces deux équations aient lieu ей
même temps, et par conséquent il faudra qu'elles aient un divi-
seur commun. On cherchera donc leur plus grand commun divi-
seur j. et le faisant égal à zéro , on aura une équation en a et ß, par
laquelle, ß étant connu, on trouvera oc.

Jl est bon de remarquer que, si tontes les valeurs de /3 tirées
de l'équation (G) sont inégales entre elles, alors à chaque valeur
de ß il ne pourra répondre qu 'une seule valeur de otj donc, dans
ce cas, les dc-ux équations (H) ne pourront avoir qu'une seule-
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racine commune; et par conséquent leur plus grand commun di-
viseur ne pourra être que du premier degré.

On poussera donc la division jusqu'à ce que l'on parvienne à
un reste où a ne se trouve plus qu'à la première dimension, et
on fera ensuite ce reste égal à zéro j ce qui donnera la valeur cher-
chée de a.

Mais si, parmi les valeurs de /3 tirées de l'équation (G) il y
en a, par exemple, deux égales en Ire elles, alors, comme à
chacune de ces valeurs égales de ß , il peut répondre des valeurs
différentes de et, il faudra qu'en mettant cette valeur double de
ß dans les équations (H), elles puissent avoir lieu par rapport à
l'une et l'autre des valeurs de a qui y répondent-, ainsi ces deux
équations auront nécessairement deux racines communes, et par
conséquent leur plus grand commun diviseur sera du second degré.
Il faudra donc, dans ce cas, ne pousser la division que jusqu'à
ce que l'on arrive à un reste où л se trouve à la seconde dimen-
sion seulement -, et alors on fera ce reste égal à zéro, ce qui don-
nera une équation du second degré, par laquelle on déterminera
Jes deux valeurs dea> lesquelles seront nécessairement toutes deux
réelles.

De même, s'il y avait trois valeurs égales de /3, il faudrait,
pour trouver les valeurs de л qui répondraient à cette valeur tripl'e
de /3, ne pousser la division que jusqu'à ce que l'on parvînt à
un reste où la plus haute puissance de a. fut la troisième-, et alors
faisant ce reste égal à zéro, on aurait une équation en a. du troi-
sième degré, laquelle donnerait les trois valeurs réelles de et, cor-
respondantes à la même valeur de /3, et ainsi de suite.
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C H A P I T R E III.

Nouvelle méthode pour approcher des racines des équations
numériques.

18. .SoiT l'équation

Axm •+• Вдзт- > -f- Crm-a 4- etc. + К == о ...... (</.)

et supposons qu'on ait déjà trouvé par la méthode précédente, ou
autrement, la valeur entière approchée d'une de ses racines réelles
et positives; soit celte première valeur p, ensorte que l'on ait

x>p et x<ip~\-i , on fera х=^р-\-1; et substituant cette va-

leur dans l'équation proposée, à la place de я:, on aura, après
avoir multiplié toute l'équation par ym, et ordonné les termes par
rapport à y , uneyéquation de cette forme :

A'/" + By ~ ' 4- С'/"1-1 + etc. + К' = о ...... (b).

Or, comme (hyp.), ->o et < ï , on aura j> o; donc l'équation

(i) aura nécessairement au moins une racine réelle plus grande
que l'unité.

On cherchera donc , par les méthodes du chapitre Ier, la valeur
entière approchée de cette racine; et comme cette racine doit
être nécessairement positive , il suiïira de considérer/ comme po-
sitif (n° 4).

Ayant trouvé la valeur entière approchée de y , que je nom-

merai q , on fera ensuite y — y-f--, et substituant cette valeur

de y dans l 'équation (U), on aura une troisième équation en z de
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cette forme :

A'z» -f- BV-• -f- CV-• 4- etc. + K" = о 0)

laquelle aura nécessairement, au moins, une racine réelle plus grandö
que l'unité, dont on pourra trouver de même la valeur entière
approchée.

Cette valeur approchée de z, étant nommée r, on fera r=r-f---,

et substituant, on aura une équation en u, qui aura au moins une
racine réelle plus grande que l 'unité, et ainsi de suite.

En continuant de la même manière, on approchera toujours de
plus en plus de la valeur de la racine cherchée ; mais s'il arrive
que quelqu'un des nombres p, q, etc. soit une racine exacte ,.
alors on aura x-=p, ouy=zq, etc. et l'opération sera terminée^
ainsi , dans ce cas , on trouvera pour x une valeur commensurable.

Dans tous les antres cas, la valeur de la racine sera nécessaire-
ment incommensurable, et on pourra seulement en approcher aussi
près qu'on voudra.

19. Si l 'équation proposée a plusieurs racines réelles positives-,,
on pourra trouver, par les méthodes exposées dans le chapitre Ier,.
la valeur entière approchée de chacune de ces racines ; et nom-
mant ces valeurs p , p , p", etc. on les emploiera successivement
pour approcher davantage de la vraie valeur de chaque racine;,
il faudra seulement remarquer ,

i°. Que si les nombres p, p', p", etc. sont tous- diffirens- l'rm
de l 'autre , alors les transformées (b), (c) , etc. du numéro pré-
cédent , n'auront chacune qu'une seule racine réelle et plus grand e-
que l'unité; car si, par exemple, l'équation (Z>) avait deux racines
réelles plus grandes que l'unité, telles que/' etj", on aurait dona

x = p -f-— et x -=^p -f-~»; de sorte que ces deux valeurs de x au-

raient la même valeur entière approchée p contre l'hypothèse : il:
en serait de même si l 'équation (<?), ou quelqu'une dès-suivantes-,,
avait deux racines réelles plus grandes que l'unité.

De là il s'ensuit que, pour trouver dans ce cas les valeurs en-
tières approchées </ , / ' , etc. des racines des équations (•/>), (c), été,-
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C H A P I T R E III.

Nouvelle méthode pour approcher des racines des équations
numériques.

18. oiT l'équation

Ал;т -f- Ъхт~ ' + Сжт -а + etc. -f- K =: о ...... (</.)

et supposons qu'on ait déjà trouvé par la méthode précédente, ou
autrement, la valeur entière approchée d'une de ses racines réelles
et positives; soit celte première valeur p, ensorte que l'on ait

x>p et x<p-\-\ ) on fera x=zp-\— ; et substituant cette va-

leur dans l'équation proposée, à la place de a;, on aura, après
avoir multiplié toute l'équation par /m, et ordomié les termes par
rapport à y , une^équatioii de cette forme :

(b).

Or, comme (liyp-}, ->o et < ï , on auraj/;> o; donc l'équalion

(F) aura nécessairement au moins une racine réelle plus grande
que l'unité.

On cherchera donc , par les méthodes du chapitre Ier, la valeur
entière approchée de cette racine; et comme cette racine doit
être nécessairement positive, il suiïira de considérer^ comme po-
sitif (n° 4).

Avant trouvé la valeur entière approchée de y , que je nom-

merai q, on fera ensuite y-=.q-\ — , et substituant cette valeur

de y dans l 'équation (ó), on aura une troisième équation en z de
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cette forme :

AV -(- BV"-' -f. CV-:1 4- etc. + K" = о (с)

laquelle aura nécessairement, au moins, une racine réelle plusgrandö
que l'unité, dont on pourra trouver de même la valeur entière
approchée.

Cette valeur approchée de z, étant nommée r, on fera z=r-f---,

et substituant, on aura une équation en u, qui aura au moins uue
racine réelle plus grande que l 'uni té , et ainsi de suite.

En continuant de la même manière, on approchera toujours de
plus en plus de la valeur de la racine cherchée ; mais s'il arrive
que quelqu'un des nombres p, q, etc. soit une racine exacte ,.
alors on aura x-=p, ouj '=ry, etc. et l'opération sera terminée-;
ainsi, dans ce cas , on trouvera pour x une valeur commensurable.

Dans tons les autres cas, la valeur de la racine sera nécessaire-
ment incommensurable, et on pourra seulement en approcher aussi
près qu'on voudra.

19. Si l 'équation proposée a plusieurs racines réelles positives-,,
on pourra trouver, par les méthodes exposées dans le chapitre Ier,,
la valeur entière approchée de chacune de ces racines ; et nom-
mant ces valeurs p, p', p", etc. on les emploiera successivement
pour approcher davantage de la vraie valeur de chaque racine ;\
il faudra seulement remarquer ,

i°. Que si les nombres p ,• p', p", etc. sont tous- différens- l'un
de l 'autre , alors les transformées (Z>), (c) , etc. du numéro pré-
cédent , n'auront chacune qu'une seule racine réelle et plus grande-
que l 'unité; car si, par exemple, l'équation (b) avait deux racines
réelles plus grandes que l'unité, telles que/' etj-", on aurait, donc;

л- = р -{- — et x ==/? -f- — ', de sorte que ces deux valeurs de x au--

raient la même valeur entière approchée p contre l'hypothèse : il
en serait de même si l'équation (c), ou quelqu'une des suivantes',,
avait deux racines réelles plus grandes que l'unité.

De là il s'ensuit que, pour trouver dans ce cas les valeurs en-
tières approchées <7,./•_, etc. des racines des equations (•/-'), (<v), été,.
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il suffira de substituer successivement à la place dey, г, etc. les
nombres naturels positifs, 1,2, 3, etc. jusqu'à ce que l'on trouve
deux substitutions consécutives qui donnent des résultats de signe
contraire (n° 6).

2°. Que s'il y a deux valeurs de x qui aient la même valeur
entière approchée p , en employant cette valeur, l'équation (Z>)
aura aussi deux racines plus grandes que l 'unité , et si Jeur
valeur entière approchée est la même , l'équation (c) aura encore
deux racines plus grandes que l 'unité, et ainsi de suite , jusqu'à
ce que l'on arrive à une équation dont les deux racines, plus
grandes que l'unité, aient des valeurs entières approchées diffé-
rentes ; alors chacune de ces deux valeurs donnera une suite parti-
culière d'équations qui n'auront plus qu'une seule racine réelle
plus grande que l'unité.

En effet, puisqu'il y a deux valeurs différentes de oc qui ont la
пзегае valeur entière approchée p, ces deux valeurs seront repré-

sentées par p -f- - ; de soríe qu'il faudra que y ait nécessairement

deux valeurs réelles plus grandes que l'unité : et , si ces deux
valeurs de y ont la même valeur approchée q, il faudra de nou-

veau qu'en faisant^- = q -4--, z ait deux valeurs différentes plus

grandes que l'unité, et ainsi de suite.

Mais, si les valeurs entières approchées dey étaient différentes,'
alors, nommant ces valeurs g et tj', on ferait successivement

y = q -f- i et y = q' -f- -, et il est clair que г, dans l'une et

l'autre de ces deux suppositions, n'aurait plus qu'une seule valeur
réelle plus grande que l'unité •, autrement les valeurs de y, au
Heu d'être seulement doubles, seraient triples ou quadruples, etc.

Donc, quand on sera parvenu à une transformée dans les deux
racines, plus grandes que l'unité, auront des valeurs entières dif-
férentes , on sera assuré que les autres transformées résultantes
de chacune de ces deux valeurs, n'auront plus qu'une seule ra-
cine plus grande que l'unité. Quant à la manière de trouver les
valeurs entières approchées p, q, etc. lorsqu'elles répondent à, plus
d'une racine, voyez ci-après, Chap. VI, art. iv.
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'On peut faire des remarques analogues sur le cas où il y aurait

dans l'équation («) trois racines, ou davantage, qui auraient la
même valeur entière approchée.

20. Nous avons supposé dans le n° iS que les racines cher-
chées étaient positives; pour trouver les négatives, il n'y aura
qu'à mettre — x à la place de x clans l'équation proposée, et on
cherchera de même les racines positives de cette dernière équation :
ce seront les racines négatives de la proposée (n° 4)-

Quant aux racines imaginaires qui sont toujours exprimées par
Ä -f- ß V—' * > nous avons donné, dans le chapitre II, le moyen de
trouver les équations dont л et ß sont les racines-, ainsi il n'y aura
qu'à chercher les racines réelles de ces équations, et l'on aura la
valeur de toutes les racines imaginaires de l'équation proposée.

21. Pour faciliter les substitutions (n* 18) de p ~\—, au lieu

de x, de q -f--, au lieu de y, etc. il est bon de remarquer que

les coefficiens de la transformée (£) peuvent se déduire immédia-
tement de ceux de l'équation (<z) , en cette sorte :

A' = A/y"1 -f- B;;"1-1 + Cp m ~* + Dp"1-3 -f- etc.
B' = mKpm~ l + (m— i)B;Dm-a-f- (//z — z) Cp'"-3 H-eíc:

С' = т ( т-^Ар'»-> + £lr- l ) (m"-a )B;?-r:?.+е(с.

etc.

On aura de même ceux de la transformée (c) par ceux de la
transformée (/>) , en mettant dans les formules précédentes q à la
place de p, A", B", C", etc. à la place de A', B', C', etc. et
A', B', C', etc. à la place de A, В, С, etc. et ainsi de suite.

De là, il est évident que le premier coefficient A' ou A*, etc.
ne sera jamais nul, à moins que le nombre p ou q , etc. ne soit
une racine exacte , auquel cas nous avons vu que la fraction
continue se termine à ce nombre (n° 18). En effet , si A' = o,
ou A" = о, etc. on aura y = «o, ouz = o o - , donc x = p ,
ou y = (j , etc.

22. Soient doue p , q, г, s, t, etc. les valeurs entières appro-
4
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chées des racines des équations (я), (Z>), (c), etc. ensorfe que
l'on ait

l-, jK = <7 + p zs=r'H-i, etc.

substituant successivement ces valeurs dans celle de #, on aura

* = p + T+ т
T+ etc.

Ainsi la valeur de x, c'est-à-dire de la racine cherchée, sera
exprimée par une fraction continue. Or , on sait que ces sortes
de fractions donnent toujours l'expression la plus s imple, et en
même temps la plus exacte qu'il est possible d'un nombre quel-
conque, rationnel ou irrationnel.

Huygens paraît être le premier qui ait remarqué celle propriété
des fractions continues, et qui en ait fait, usage pour trouver les
fractions les plus simples, et en même temps les plus approchantes
d'une fraction quelconque donnée, (foyez son Traité de Autómato
planetário.}

Plusieurs habiles géomètres ont ensuite développé davantage
cette théorie, et en ont fait, différentes applications ingénieuses et
utiles; mais on n'avait pas encore pensé, ce me semble, à s'en*.
servir clans la résolution des équations.

SD. Maitenant, si on réduit les fractions continues

en fractions ordinaires , on aura en faisant

a = p , л' = i

/3 = ? a + i , ' ßf = да.' = g

y = 7-/3 + *, У' = r P -f- ce'
cl4 =а s y 4- ß , F = S y' + ßr

etc. eic.

on aura, dis-je, cette suite de fractions particulières

ß y S

W y"/ > / > , / > etc.
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lesquelles seront nécessairement convergentes vers la vraie valeur
de x , et dont la première sera plus petite que cette valeur, la
seconde sera plus grande, la troisième plus petite, et ainsi de
suite-, de sorte que la valeur cherchée se trouvera toujours entre
deux fractions consécutives quelconques : c'est ce qu'il est aisé
de déduire de la nature même de la fraction continue, d'où celles-ci
sont tirées.

Or, il est facile de voir que les valeurs de A, /3, y, etc. et
af, &' ', y, etc. sont toujours telles que /За' — aß'=i, ßy' — yß'^=if

сГ/ — yj '=i, etc. d'où il s'ensuit,
i°. Que ces fractions sont déjà réduites à leurs moindres termes j

car si y et y' , par exemple , avaient un commun diviseur autre
que l'unité, il faudrait, eu vertu de l'équation ßy' — yß'=.i, que
l'unité fût aussi divisible par ce même diviseur.

2°. Qu'on aura

a j* _ ï R_ y_ _ ï &_ y __ _i_ ,
ßf 7—7^' ß' y'~~Wy" 7~~у'—'у'#*

de sorte que les fractions —,, -r? , —, -, , etc. ne peuvent jamais diffé-

rer de la vraie valeur de x que d'une quantité respectivement moindre

que—, j]—i > —ту, etc. d'où il sera facile de juger de la quantité

de l'approximation.
En général, puisque ß' > a', y'>ß', etc. on aura

d'où l'on voit que l'erreur de chaque fraction sera toujours moindre
que l'unité divisée par le carré du dénominateur de la même
fraction.

3°. Que chaque fraction approchera de la valeur de x, non-
seulement plus que ne fait aucune des fractions précédentes , mais
aussi plus que ne pourrait faire aucune autre fraction quelconque

qui aurait un moindre dénominateur. En ef fe t , si la fraction — ,,
r^

par exemple, approchait plus que la fraction "^ , y' é t an t >X»
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il faudrait que la quantité —, se trouvât entre ces deux —, et •p j

donc ^ — p. <j — -, ^^7"» et >o; donc^/ — //?<£- < *r '

et>>o;ce qui ne se peut, puisque з/,^/, /х-, //.'sont des nombres eiîtiers.

2^.. Les fractions ^7 , 77 , ^7 , etc. peuvent être appelées frac-

tions principales, parce qu'elles convergent le plus qu'il est pos-
sible vers la valeur cherchée; mais; quand les nombres p, g, r, etc.
diffèrent de l'unité , on peut encore trouver d'autres fractions
convergentes vers la même valeur, et qu'on appellera , si l'on veul ,
fractions secondaires.

Par exemple, si r est >• ï , on peut entre les fractions ^-7 et ~

qui sont toutes deux moindres que la valeur de x , insérer autant
de fractions secondaire» qu'il y a d'unités dans r — ï , en mettant
successivement ï , 2 , 3, etc. r — ï , au lieu de r. De ceKe
manière , à cause de y. = r/3 •+• a , et ^'= rß' -f- Ä'J on aura
cette suite de fractious

* ^ + * з£ 4- tf- 5/3 + * rg + «•
" ' " ' " ' " etc< ' -

dont les deux extrêmes sont les deux fractions principales % , ^-,.%

et dont les intermédiaires sont des fractions secondaires.

Or si on prend la différence entre deux fractions consécutives-
1 1 -L . 2/3 + Л 5/3 + Л

quelconques de celte suite, comme entre ;г§7-т~ et g^i > > °n

trouvera . ,, , ^ f7,&, , ,. ', de sorte que cette différence sera

toujours positive , et ira en diminuant d'une fraction à l'autre ;

d'où il s'ensuit que comme la dernière fraction -^ est moindre que

]a vraie valeur de la fraction continue, les fractions dont il s'agit
seront toutes ptus petites que cette valeur , et seront en même temps
convergentes vers cette même valeur.

On fera le même raisonnement par rapport à toutes les autres
fractions principales ; et si on ajoute à ces fractions les deux
fractions 7 et ~ dont la première est toujours plus petite, et dont
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la seconde est plus grande que toute quantité donnée , on pourra
former deux séries de fractions convergentes vers la valeur cher-
chée, dont l'une contiendra toutes les fractions plus petites que
cette valeur, et dont l'autre contiendra toutes les fractions plus
grandes que la même valeur.

Fractions plus petites.

Petc. i
- , rß + л
- , etc. .,, ' • , . ..- ; p -j- a

£_±_2 3 ^ + > 5 f+y , , etc. '—+y , . . .(-~'\ ' f

ele.
Fractions plus grandes.

etc.

Quant à la nature de ces fractions, il est facile de prouver;,
comme nous l'avons fait par rapport aux fractions principales ,•
i°. que chacune de ces fractions sera déjà réduite à ses moindres
termes', d'où il s'ensuit que comme les numérateurs et les déno-
minateurs vont en augmentant, ces fractions se trouveront tou-
jours exprimées par des termes plus grands à mesure qu'elles s'éloi-
gneront du commencement de la série. 2°. Que chaque fraction
de la première série, approchera de la valeur de x plus qu'aucune
autre fraction quelconque qui serait moindre que celte valeur,
et qui aurait un dénominateur plus petit que celui de la même
fraction ; et que , de même , chaque fraction de la seconde série
approchera plus de la valeur de x que ne pourrait faire toute
autre fraction qui serait pins grande que cette valeur, et qui aurait
un dénominateur plus petit que celui de la même fraction.

En eflet, s'il y avait une fraction comme ~ plus petite que la
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valeur de x, et en même temps plus approchante de cette valeur

que la fraction g« , *> par exemple, en supposant 5ßf -f- a' > p,

il faudrait , ( à cause que la fraction -^ est plus grande que la

valeur dont il s'agit) que la quantité -^ se trouvât entre les deux
í4

quantités gg,T~v et-g?; donc la quantité 4- — g,y T:~7 devrait être
g 3|3 + л ^ 0 *' — * £ ' . ï -, ., ,.

'' donc ll iaudrait

/* ( 3 /3' 4- a! ) — /// ( 3 jS + a. ) fût < |r < ï } ce qui ne s^ peut.

Au reste, il peut arriver qu'une fraction d'une série n'approche
pas si près qu'une autre de l'autre série , quoique conçue en
termes moins simples ; mais cela n'arrive jamais quand la frac-
tion qui a le plus grand dénominateur, est une fraction princi-
pale (n° 25).
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C H A P I T R E I V .

Application des Méthodes précédentes à quelques
Exemples.

a5. JE prendrai pour premier exemple l'équation que Neivton
a résolue par/a méthode , savoir :

X3 . Z X

Je commence par chercher par les formules du n° 8 l'équation
en ч qui résulte de cette équation ; je fais donc m = 3 , A = о ,

В = — 2 , C = 5j j'aurai 7z = - :̂=:3, A,=o, At=:4, A3= i5,

A4 = 8, A5 = 5o, A6:=gi ; donc a, => 12 , aa = 72, я3 — — i497v
et de là a = 12 , b = 56, с = — 643 j de sorte que l'équation;
cherchée sera

„3 __ I 2 u
a + 3Gu -f- 643 = O.

Comme celte équation n'a pas les signes alternativement positifs
et négatifs , j'en conclus sur-le-champ que l'équation proposée a
nécessairement deux racines imaginaires, et рас conséquent une
seule réelle (n° 16).

Ainsi les nombres à substituer à la place de л:, seront les nombres
naturels o, i, 2, 3, etc. (n° 6).

Je suppose d'abord x positif, et je cherchera limite des valeurs

de x par les méthodes du n° 12, je trouve y/a-f-V/-5 <5 ; ainsi 3
sera la limite cherchée en nombres entiers; de sorte qu'il suffira
de faire successivement x = o, = i, =2 , =5 ', ce qui donnera
ces résultats: —5, —6, —ï, -f-i6; d'où l'on voit que la racine
réelle de l 'équation proposée, sera entre les nombres 2 et 3 ; et
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qu'ainsi 2 sera la valeur entière la plus approchée de cette racine

Je fais maintenant , suivant la méthode du chapitre III,

x = 2 ~\—, i'ai. en substituant et ordonnant les termes par rap-У ' r r
port à y, l'équation

dans laquelle j'ai changé les signes pour rendre le premier terme
positif.

Cette équation aura donc nécessairement une seule racine plus
grande que l'unité ( n° 19)', de sorte que pour en trouver la
valeur approchée, il n'y aura qu'à substituer les nombres o, ï,
3, 3, etc. jusqu'à ce que l'on trouve deux substitutions consécu-
tives qui donnent des résultats de signe contraire.

Pour ne pas faire beaucoup de substitutions inutiles, je remarque
qu'en faisant y = o, j'ai un résultat négatif, et qu'en faisant
y •=• ю, le résultat est encore négatif-, je commence donc parle
nombre ю , et je fais successivement y = ю, = n , etc. je trouve
d'abord les résultats —61, +54, etc. d'où je conclus que la valeur
approchée de y est 10; donc q = ю.

Je fais donc y= ю -f- - , j'aurai l'équation

oi z3 — 94-2" -— 2° z I == ° î

et supposant successivement z = ï, =2 , etc. j'aurai les résultats
— 54, + 71 ) etc. donc r = ï.

Je fais encore z = ï -\- -, j'aurai

54 u* •+• a5 u* — 8g и — 6i =05

etsupposant u = ï, =з, etc. j 'aurai les résultats —71, -f-2g3, etc.
donc s= i , et ainsi de suite.

En continuant de cetle manière, on trouvera les nombres 2, 10,
1 , 1 , 2 , i > 3 , 1,1, i2 f etc. de sorte que la racine cherchée sera
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exprimée par cette fraction continue

* = 3H-^-+L_ г_1 +1 + ЬР etc-
d'où l'on tirera les fractions (n° a5)

a ат аЗ 44
 ITI

 '55 676 781 1807 i64i5 /
7' То' 77' 57' Ж' "т̂ ' a^S' Цу' üa4 ' 7aä7 ' '

lesquelles seront alternativement plus petites et plus grandes que
la valeur de x.

La dernière fraction -y^-y est plus grande que la racine cherchée j

mais l'erreur sera moindre que ~- й? v (n° 23, a0.), c'est-à-dire
С.7ОЭ7 J

moindre que o,oooooooi63 ; donc, si on réduit la fraction -y^y
en fraction décimale, elle sera exacte jusqu'à la septième déci-
male : or, en faisant la division, on trouve 2,og455i4865.... .
ainsi là racine cherchée sera entre les nombres 2,og455i49 et
2,09455147.

Newton a trouvé par sa méthode la fraction 2,09455147 (voyez
sa Méthode des suites infinies); d'où l'on voit que cette méthode
donne dans ce cas un résultat fort exact : mais on aurait tort de
se promettre toujours une pareille exactitude.

26. Quant aux deux autres racines de la même équation, nous
avons déjà vu qu'elles doivent être imaginaires: néanmoins, si
on voulait eu trouver la valeur, on le pourrait par la méthode
du n° 17.

Pour cela, on reprendra l'équation en y trouvée ci-dessus, et
en J changeant y en — w, et changeant ensuite tous les signes,
on aura

4_36ji>—643=0,

et il ne s'agira plus que de chercher une racine réelle ei positive
de cette équation. Or, puisqu'elle a son dernier terme négatif,
elle aura nécessairement une telle racine, dont on pourra trouver
la valeur entière la plus approchée par la substitution successive

5



Î 4 D E L A R É S O L U T I O N
des nombres naturels o, ï, 2, 3, etc (n° 3). En effet, en faisant
w = 5, on aura le résultat — 38, et en faisant з*>=6, on aura
4-221 5 ainsi la valeur entière la plus approchée de la racine po-
sitive de cette équation, sera 5.

On fera donc maintenant wz=5-}--, et en substituant, on aura,
après avoir changé les signes ,

Faisant successivement z/ = o, i , a , etc. , on trouvera pour u=6
et «=7 les résultats — 271, -{-iSaS; donc osera la valeur en-
tière approchée de u.

On fera donc « = 6-j--» et l'on aura en substituant et chan-
geant les signes ,

271 x3 — i3o5#s — 453.Г — 38=o.

En faisant successivement д: = о, г, a, etc. on trouvera des ré-
sultats négatifs jusqu'à la supposition de oc = 6, qui donne 8837
pour résultat; de sorte que 5 sera la valeur entière approchée de x»

On fera donc я;==5+-, substituant et réduisant, on aura

io53y5 — 68227" — 37607 — 271 = о ,
et l'on trouvera 6 pour la valeur approchée de y, et ainsi de siiife.

De cette manière, on approchera de plus en plus de La valeur
de w} laquelle se trouvera exprimée par la fraction continue:

__
"*" 6 -f- etc.

d'où l'on tire ces fractions particulières
5 3i i(7o 901 „if.
1' -' 37' 753.« etc*

Connaissant ainsi г», on aura (n* i7)/S= ^— •, ainsi on connaîtra ß.

On substituera maintenant a-f-/S \/ — ï, à la place de x dans
l'équation proposée; et faisant deux équations séparées des termes
tout réels, et de ceux qui sont affectés de \/ — . ï , on aura les deux
équations.

л3 — (3/31 -f- 2) a — 5 = o.,
3a« — /3a — 2. = о..
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On cherchera le plus grand commun divdseur décès deux équa-
tions, et on poussera seulement la division jusqu'à ce que l'ou
arrive à un reste où a. ne se trouve qu'à la première puissance

Q/2u _

(numéro cité)-, ce reste sera -- i~^* — ^, lequel étant fait
ES o, donnera

i5

Ainsi on aura la valeur des deux racines imaginaires a + ß\/ — ï,
et a — jOi/ — ï de l'équation proposée.

37. Prenons pour second exemple l'équation

x3 — ул; -j- 7 = o.

On aura encore ici ?n=5 , et par conséquent 72 = 3; ensuite
A = o, В = — 7, C=— 75 d'où A z=o, Aa= 14, A 3=—2i,
A4 = 90, As = — 245, A6=833; et delà , ^ = 42, ал = 88з ,
a3 = 18669, et enfin a = 42» &:=44 I> c=495 de sorte que
l'équation en y sera

u3 — 42"*-f-44iy — 49 = 0-

Puisque les signes de cette équation sont alternatifs, c'est une
marque que la proposée peut avoir toutes ses racines réelles (n° 16) j
et comme d'ailleurs cette équation n'est point divisible par v , il
s'ensuit que l'équation en x n'aura point de racines égales (n* i5).

On fera maintenant (n" n) u =-, et ordonnant l'équation par
rapport à j, on aura

Le plus grand coefficient négatif étant 9, on pourrait prendre
/=:io(n0 12)5 mais on peut trouver une limite plus rapprochée
en cherchant le plus petit nombre entier qui rendra positives ces
trois quantités

* - 9* + Й / - Ã
3/1 — 167 H- if
Ы -9
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et on trouvera que /=g satisfait à ces conditions-, de sorte qu'on
aura /r = 3 (n° n), et par conséquent Д;=|.

On mettra donc (n° i3, 2°.) dans l'équation proposée f à la
place de x, ce qui la réduira à celle-ci:

x5— .63л; -j- 189 = 0,

dans laquelle il n'y aura plus qu'à substituer les nombres natu-
rels o, i , 2, etc. à la place de ж. Or, suivant la méthode du
n° i3('5°.), on trouve que la série des résultats ne contient que
deux variations de signes, lesquelles répondent à x = 4> ^> ^ ?
de sorte que l'équation proposée n'aura que deux racines posi-
tives , lesquelles tomberont, l'une entre les nombres -3 et f, et
l 'antre entre les nombres f et f ; d'où l'on voit que la valeur en-
tière la plus approchée de l'une et de l'autre, sera ï (n° 2).

Faisons maintenant x négatif pour avoir aussi les racines néga-
tives (n° 4) > et l'équation se changera en

se3 • — ix — 7=0;

laquelle ayant son dernier terme négatif, aura sûrement une ra-
cine positive (n° 3), et il est clair qu'elle n'en aura qu'une seule,
puisque nous avons déjà trouvé les deux autres; ainsi on pourra
d'abord trouver la valeur entière approchée de cette racine , eu
substituant à la place de x les nombres o, i , 2, etc. jusqu'à ce
que l'on rencontre deux substitutions qui donnent des résul-
tats de signe contraire (n° 3): or, on trouve que ces substitu-
tions sont x — 3 et x = 4> de sorte que 5 sera la v'aleu'r entière
la plus approchée de x dans l'équation précédente, et par consé-
quent de —~x dans la proposée.

Ayant ainsi trouvé que l'équation a trois racines réelles, deux
positives et une négative , et ayant trouvé en même temps leurs
valeurs entières approchées, on pourra approcher autant qu'on vou-
dra de la vraie valeur de chacune d'elles par la méthode du cha-,
pitre III.

Considérons d'abord les racines positives, et faisons dans Féqua,-
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lion аз3 — 7,2 + 7:=; о, ic=:i + -, elle deviendra celle-ci:

laquelle, à cause que ï est la valeur approchée de deux racines, aura
nécessairement (n° 19, 2°.) deux racines plus grandes que l'unité.

J'essaie d'abord si je peux trouver les valeurs approchées de ces
deux racines parla substitution des nombres entiers o, ï, 2, etc.
et comme il n'j a que le terme 4j" de négatif, il suffira (11° i5, ï?.)
de pousser les substitutions jusqu'à ce que l'on aitj-"3 = ou > 4jX* »
c'est-à-dire jusqu'à^ = 4 : or, en faisant j=o, ï, 2, 3,4;> j'ai
les résultats ï, ï, — ï, ï, i3j d'où je conclus que les racines cher-
chées sont, l'une entre les nombres ï et 2 , et l'autre entre les nom-
bres 2 et 3 ; de sorte que les valeurs approchées de y seront ï et 2.

On fera donc, ï". j = ï + 7, et l'on aura a3 — ̂ z3 — z+i = o,

équation qui n'aura plus qu'une racine réelle plus grande que l'unité
(n°ig,2°.)-, ainsi on supposera successivement z = ï , 2, etc*
jusqu'à ce que l'on trouve deux substitutions consécutives qui
donnent des résultats dé signe contraire : or , on trouve que z £=2.
donne — ï , et z = 5 donne + 7 j donc 2 sera la valeur entière
approchée de z.

On fera doncz = 2+-, et substituant, l'on aura, en chan-

geant les signes, u3 — 3^ — 4" — 1=0.

On supposera de même z /= i , 2, etc. et l'on trouvera que la
valeur entière approchée de и sera 4-

On fera и = ï + — , et ainsi de suite.
' Vf

2°. On fera jK = 2 +-, et substituant dans l'équation précé*

dente en y, on aura, après avoir changé les signes,

Z3 + Z* — 2Z — I = O J

cette équation n'aura, comme la précédente en z, qu'une seule
racine réelle plus grande que l'unité} de sorte qu'il n'j aura qu'à
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faire z== ï , 2, etc. ce qui donne les résultats • — ï, 7; d'où l'on
conclut que ï est la valeur entière approchée de z.

On fera donc z = ï •+--» et l'on aura, en changeant les signes,

— ua — м — ï = о

d'où l'on trouvera, de la même manière que ci-dessus, que la va-
leur entière approchée de и sera 4-

Ainsi on fera u—A-\- — , et ainsi de suite.т ï w »

Donc les deux racines positives de l'équation proposée seront,

1 + -2 + 4 + etc.

1 + 4 + etc.

D'où l'on tirera, si l'on veut, des fractions convergentes, comme
dans l'exemple précédent (uos зЗ et 24).

Pour trouver maintenant la valeur approchée de la racine néga-
tive, on reprendra l'équation a;3— jx— 7=0, dans laquelle on
a déjà trouvé que la valeur entière approchée est 5; ainsi on fera

X 5=; 5 -f- - t ce qui donnera, en changeant les signes,

y3 — ao/' —

et comme cette équation ne peut avoir qu'une seule racine réelle
plus grande que ï (n° 19, 2°.) , on en trouvera la valeur appro-
chée en faisant y=.\ t 2, etc. jusqu'à-ce que l'on rencontre deux
résultats consécutifs de signe contraire, ce qui arrivera lorsque
v;=3o, ai ; de sorte que la valeur dont il s'agit sera 20.

On fera donc y = 20 -f- -, etc.

De cette manière, la racine négative de l'équation proposée sera.

Д, 3 -— ~ l
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C H A P I T R E V .

Sur les racines imaginaires.

A R T I C L E P R E M I E R .

Sur la manière de reconnaître si une équation a des racines
imaginaires*

28. J 'AI donné dans le n" 8, des formules générales pour dé-
duire d 'une équation quelconque , une autre équation dont les
racines soient les carrés des différences entre Jes racines de l'équa-
tion proposée. Or, si toutes les racines d'une équation sont réelles,
il est évident que les carrés de leurs différences seront tous po-
sitifs; par conséquent, l'équation dont ces carrés seront les racines,'
et que nous appellerons dorénavant, pour abréger, équation des
différences t celte équat ion, dis-je, n'ayant que des racines po-
sitives, aura nécessairement les signes de ses termes alternative-
ment posilifs et négatifs-, de sorte que, si cette condition n'a pas
lieu, ce sera une marque sûre que l'équation primitive a néces-
sairement des racines imaginaires.

29. De plus, comme les racines imaginaires vont toujours deux
à deux, et qu'elles peuvent se meltre sous la forme a-f-ßv/—ï,
a .—ß\/— ï, a et ß étant des quantités réelles (voyez la NofeIX)j
H s'ensuit que la différence de deux racines imaginaires corres-
pondantes , sera nécessairement de la forme 2: y—ï •, de sorte que
le carré do cette différence sera —4 % с esl-à dire une quant i té
réelle et négative. Donc, si l'équation proposée a des racines ima-
ginaires , il faudra nécessairement que l'équation des
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ait au moins autant de racines réelles négatives qu'il y aura de
couples de racines imaginaires dans la proposée.

30. Mais il est démontré (voyez la Note VIII) qu'une équa-
tion quelconque ne saurait avoir plus de racines positives qu'elle
n'a de changemens de signes, ni plus de racines négatives qu'elle
n'a de successions du même signe. Donc , le nombre des racines
imaginaires dans une équation quelconque, ne pourra jamais efre
plus grand que le double de celui des successions de signe dans
l'équation des différences.

31. De là, et de ce que nous avons dit ci-dessus, il s'ensuit
que si l'équation des différences a tons ses termes alternativement
positifs et négatifs, l'équation primilive aura nécessairement toutes
£és racines réelles , sinon elle aura nécessairement des racines ima-
ginaires. Ainsi on pourra toujours juger , par ce moyen , s'il y a
ou non des racines imaginaires dans une équation quelconque
donnée.

A R T I C L E I I ,

Où l'on donne des règles pour déterminer da?is certains cas
le nombre des racines imaginaires des équations,

Зз. Soient a, b, c, d, etc. les racines réelles d'une équation
quelconque , et a -f- /3 y/ — ï, a — ß\/ — ï, y -î . £ y — t >

y — «Г y/ — 1> etc- les racines imaginaires j les carrés des diffé-
rences de ces racines seront

(a — V)*, (a — c)z, (a — д?)% etc.

(b — c)', (b — rf)% etc. (o — rf)% etc.

— 3 — 4<Г etc.

(a — a + /3 v/— 0% (« — a — ß v/— i)1

(a — Ъ -h ß v/— ï)', (a — b — ß /— ï)1

(a _ с + /3 y/— ,)*, (a _ с — /3 v/— ï)"
{a _ rf 4, ß )/-. ,)•, (a _ rf _ /3 /— j)»

etc.
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(y _ a 4. jv v/— ,)-, (y — a — «Г v/— 0*
О - b + «T v/- ï)-, О - ô - сГ /- О'
(У _ с + сГ v/- 0% fr — с - * V/-I01

(У _ rf -f- сГ /— о% О — <* - сГ v/- О'
etc.

(* - у + С/2-сГ) v/- OS (* -- з- -С/з-<о v/— О'
(« — > + оз-ьг) /- 0% С« ~ У -С/з-ЬО i/- x)-
etc.

lesquels seront, par conséquent, les racines de l'équation des dif-
férences.

Soit m le degré de l'équation proposée, qui est égal au nombre
des racines a, b, c, etc. a + /3 ï/ — ï, et — /3 \/ — ï,
5/4"«^ V / — I ^ > — ^ V 7 — x > etc- celui de l'équation des diffé-

rences sera -' = n (n° 8): soit ^ le nombre des racines

réelles я, b, с, etc. et 2q celui des racines imaginaires A-{-@\/—ï,
A—ß v / — ï , y-i-^V—ï, ?"—«P V —1> etc- en sorte que
7и=^+2(7, il est facile de voir par la table précédente que,
parmi les n racines de l'équation des différences, il y en aura né-

cessairement £^£—— de réelles et positiveSj q de réelles et néga-

tives, et 2(](p-{-q—ï) d'imaginaires.

33. Qu'on fasse maintenant le produit de toutes ces racines,

et il est visible que le produit des ** ̂ ""'^racines positives sera

toujours positif, que celui des q racines négatives sera positif
ou négatif, suivant que le nombre q sera pair on impair, qu'en-
fin le produit des 2(/(/7-f-q—ï) racines imaginaires sera toujours
positif} en effet, ces dernières racines étant deux à deux de la
forme (A+'Bi/—i)% (A — B v/—Os leurs produits deux à
deux seront de la forme (ASH-BU)% et par conséquent positifs:
donc le produit de toutes ces racines ensemble sera toujours ausi
positif.

Donc le produit total será nécessairement positif ou négatif,
suivant que q sera pair ou impair.

6



4 з D E L A R É S O L U T I O N
Mais le dernier ternie d'une équation est, comme l'on sait ;

égal au produit de foutes ses racines avec le signe -f- ou —, suivant
que le nombre des racines est pair ou impair.

Donc le dernier terme de l'équation des différences, dont le
degré est n, sera nécessairement positif, si n et g sont tous,deux
pairs ou tous deux impairs, et négatif si l'un de ces nombres est
pair et l'autre impair.

34. Or, si 7z et q sont tous deux pairs ou impairs, n — q sera
nécessairement pair , et si n et q sont, l'un pair, et l'autre
impair, n — q sera nécessairement impair ; mais à cause de

m ( m — ï ) , ^ . p(.P—O i / i \n s=s —i-j í, et de пк=р+зд, on a n—7=^ Hw-f-y—ï),

de sorte que n—q sera toujours pair ou impair, suivant que - p-~~~ï
le sera.

Donc le dernier terme de l'équation des différences sera néces-

sairement positif ou négatif, suivant que le nombre ^ ̂ p~ sera

pair ou impair, c'est-à-dire, suivant que le nombre des combi-
naisons des racines réelles de la proposée, prises deux à deux,
sera pair ou impair.

35. Supposons, i°. que ce dernier terme soit positif, il faudra,

en ce cas, que p^~ soit pair ; donc ои- = зЛ, et p=^X, ou

f l = 2\ et/;=4^~f-4 d'où il s'ensuit que, d aos ce cas, le

nombre des racines réelles de la proposée sera nécessairement mul-
tiple de 4 > si ce nombre est pair, c'est-à-dire si le degré de l'équa-
tion est pair, ou multiple de 4 pbis ï si le degré de l'équation
est impair. Ainsi il sera impossible que l'équation ait 2, ou 5t

ou 6, ou 7, etc. racines réelles.

2°. Supposons que le dewiier terrue de l'équation des différences

soit négatif, il faudra alors que P^J~ soit impair, donc ou

, ou ( p"~ l ) = 2À-r-i , et p =

d'où il s'ensuit que, dans ce cas, le nombre des racines réelles
de la proposée sera nécessairement multiple de 4 plus a si le de-
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gré de l'équation est pair, ou multiple de 4 phis 3 si ce degré
est impair. De sorte qu'il sera impossible que l'équalion ait en.
ce cas ï , ou 4» ou 5, ou 8, ou 9, etc. racines réelles.

36. Ainsi, par l'inspection seule des signes de l'équalion des
différences, on sera en état de juger, i°. si toutes les racines de
l'équation proposée sont réelles ou non ; 2e. si le nombre des ra-
cines réelles est un de ceux-ci : ï, 4> 5, 8, 9, 12, i3, etc. ou bien
s'il est un de ceux-ci : 2, 3, 6, 7, 10, n, etc. ce qui suffira pour
déterminer le nombre des racines réelles et des imaginaires dans
les équations qui ne passent pas le cinquième degi'é, et dans
toutes les équations où l'on saura d'avance que les racines ima-
ginaires ne sauraient être plus de quatre.

Peut-être qu'en poussant plus loin cette théorie, on pourrait
trouver des règles sûres pour déterminer le nombre des racines
réelles dans les équations de degrés quelconques ; les méthodes
que l'on a proposées jusqu'à présent pour cet objet, étant ou insuf-
fisantes, comme celles de Nervton, Maclauriri) etc. ou imprati-
cables, comme celles de Stirling et de De Gua, qui supposent
la résolution des équations des degrés inférieurs,

A R T I C L E II I ,

Où l'on applique la théorie précédente aux équations des second,
troisième et quatrième degrés.

07. Soit l'équation proposée du second degré, comme

x* — Ax + В = о,

l'équation des différences sera du degré — s= ij et on trouvera par

la méthode du n° 8 que cette équation sera

У — a = o,

où l'on aura « = Aa—4B.

Ainsi les racines seront toutes deux réelles ou toutes deu* ima-*
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ginalres, suivant que l'on aura Aa — 4B > P * ou <o; et elles
seront égales lorsque Aa = 4B.

58. Soit proposée l'équation générale du troisième degré

x3 — Ахл -f- Ъх — - C = o,

l'équation des .différences sera ici du degré — = 3, et on trou-
vera par la même méthode

u3 — «ua -f- Ъи — с ;= о ,

л = 2 (Аа — 3В)
b = (А* — ЗВ)а

4 ( Аа — • 3 В ) ( Ва— ЗАО) — ( ЭС— AB)'
с — - , - _ ---

Donc , pour que les racines soient toutes réelles, il faudra que
l'on ait,

i°. Aa — 3B> o,
2». 4 (A3 — 3B) (Ba — SAC) — (9C — AB)' > о.

Si l'une de ces deux conditions manque, l'équation aura deux
racines imaginaires.

3g. Soit maintenant proposée l'équation générale du quatrième
degré

- — Cx + D = о ,

dont le second terme est évanoui pour plus de simplicité-, le
/ 3

degré de l'équation des différences sera — = 6; de sorte que
cette équation sera

us — au5 + ou4 — eu3 -f- i/u* — eu -i-f= о ,

où l'on trouvera par la même méthode

a = — 8B
Ъ = 22B1 -\- 8D
с = — i8B3 H- i6BD H- a6Ca

^ = i7B* + a4BaD —7. iGD1 + 3. i6BC"
с s= — 4B5 — a.ayC'B'— 8.27C

aD + 3.43BDa— 2.4aBJD
4D — 4C3B3 .— 33Cf,
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Donc , i°. si la quantité

44D3 _ 23 .4'BaDa+ 4a . 3*CaBD -j- 4aB'D — 4CaB3 — 53C*

est négative, la proposée aura nécessairement deux racines réelles
et deux imaginaires-, mais si celte quantité est positive ,. alors la
proposée aura toutes ses racines réelles ou toutes imaginaires.

Or, toutes les racines seront réelles si les valeurs de tous les
coefficiens a , b, c, d, e,f, sont positives-, donc elles seront
toutes imaginaires si le dernier coefficient /étant positif , quel-
qu'un des autres se trouve négatif.

Supposons donc le coefficient f positif, ensorte que l'on ait

4D3 — 23.42BaDa + 4a.5'C2BD + 4'ВЮ — 4CaB3 — 33O > о,

et on trouvera que tous les autres coefficiens seront aussi positifs
si l'on a en même temps

В < о , et Ba — 4D > о ,

et qu'au contraire quelqu'un d'eux deviendra nécessairement né-
gatjf si

В > о , ou Ba — - 4D < о.

Ainsi, dans le premier cas, les quatre racines de l'équation se-
ront toutes réelles , et dans le second elles seront toutes imagi-
naires.

On pourrait de même trouver les conditions qui rendent les ra-
cines des équations du cinquième degré toutes réelles, ou en partie
réelles et en partie imaginaires; mais comme, dans ce cas, l'équa-

tion des différences monterait au degré ^=: ю, le calcul de-

viendrait extrêmement prolixe et embarrassant.

A R T I C L E IV .

Sur la manière de trouver les racines imaginaires d'une équation,

4o. Nous avons vu dans l'article IIe que chaque couple de ra-
cines imaginaires correspondantes * H - / 3 i / — - ï , a — ßi/— ï
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donne nécessairement dans l'équation des différences une racine
réelle négative —4ßa> d'où il s'ensuit qu'en cherchant les racines
réelles négatives de cette équation, on trouvera nécessairement
les valeurs de —4ß% d'où l'on aura celle de ß à l'aide desquelles
on pourra ensuite trouver les valeurs correspondantes de a, comme
nous l'avons enseigné clans le n° 17; de sorte qu'on aura, par ce
moyen, l'expression de chaque racine imaginaire de l'équation
proposée-, ce qui est souvent nécessaire , surtout dans le calcul
intégral. Voici seulement une observation qui peut servir à ré-
pandre un plus grand jour sur cette théorie, et à dissiper en même
temps les doutes qu'on pourrait se former sur son exactitude et sa
généralité.

4i. Lorsque les parties réelles a, y, etc. des racines imaginaires

, * + /S v/ - ï,
*- ß V - ï,
y _t- £ V/ — ï,
y _ ï V/ - ,,
etc.

sont inégales tant entre elles qu'avec les racines réelles a, Ъ, с, etc.
il est évident, par la table de l'article second, que l'équation
des différences n'aura absolument d'autres racines réelles néga-
tives que celles-ci: —4ß% —4<^% etc- de sorte que le nombre
de ces racines sera le même que celui des couples de racines ima-
ginaires dans l'équation proposée.

Mais s'il arrive que, parmi les quantités a., yt etc. il s'en,
trouve d'égales entre elles ou d'égales aux quantités a, b, c, etc.
alors l'équation des différences aura nécessairement plus de racines
négatives que la proposée n'aura de couples de racines imaginaires.

Eu effet, soit я=л,1ез deux racines imaginaires (ot—a-f-/3 \/—1)%
(et —a —/S/—1)% deviendront —/S», et —/3% et par consé-
quent réelles négatives.

De sorte que si l'équation proposée ne contient, par exemple ,
que les deux imaginaires a-f- ß y/— ï, et a — ß \/—ï , l'équa-
tion, des différences contiendra, dans le cas de ct=a, outre la
racine réelle négative — 4/2% encore ces deux-ci : —ß; —/3a,
égales entre elles.



D E S É Q U A T I O N S N U M É R I Q U E S . / t f
D'où l'on voit que lorsque l'équation des différences a trois

racines réelles négatives, dont deux sont égales entre elles, alors
la proposée peut avoir ou trois couples de racines imaginaires,
ou une seulement.

Si la proposée contient quatre racines imaginaires a.-^-ß>\/ — ï,
a — /3 ï/ — i ,y^ f .^^ / — ï} y — £ j/ — ï, alors l'équation des
différences contiendra d'abord les deux racines réelles négatives
— 4/3% — 4^a; ensuite si л;=д, elle aura encore ces deux-ci:
— /5% — /3a; si у=.Ъ , elle aura de même ces deux autres-ci :
— cf'% — J'1; enfin, si on avait л = з/, alors les quatre racines
imaginaires

deviendraient

~(/3-J)*, -GS-cO', -GS+сГ)',

c'est-à-dire réelles négatives , ou égales deux à deux.

42. De là il est facile de conclure,
i°. Que lorsque toutes les racines réelles négatives de l'équa-

tion des différences sont inégales entre elles, alors Ja proposée
aura nécessairement autant de couples de racines imaginaires qu'il
y aura de ces racines.

Et, dans ce cas, nommant — w une quelconque de ces racines,

on aura d'abord /3;=——; cette valeur étant ensuite substituée

dans les deux équations (H) du n° 17 , on cherchera leur plus
grand commun diviseur, en poussant la division jusqu'à ce que
l'on parvienne à un reste où л ne se trouve plus qu'à la première
dimension ; et faisant ce reste égal à zéro, on aura la valeur de A
correspondante à celle de /3 ; par ce moyen, chaque racine né-
gative — iv donnera deux racines imaginaires a -{- ß y* — ï,
et a-— ß V — ï.

2°. Que si, parmi les racines réelles négatives de l'équation
des différences, il y en a d'égales entre elles, alors chaque racine
inégale, s'il y en a, donnera toujours, comme dans le cas pré-
cédent, une couple de racines imaginaires) mais chaque couple
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de racines égales pourra donner aussi deux couples de racines
imaginaires, ou n'en donner aucune ; ainsi deux racines égales
donneront ou quatre racines imaginaires ou aucune ; trois racines
égales donneront ou six ou deux racines; quatre racines égales
donneront ou huit ou quatre racines imaginaires, et ainsi de suite.

43. Or soient, par exemple , —w, et —w deux racines égales

négatives de l'équation des différences, on fera ß = —— comme

ci-dessus; et substituant celte valeur de /3 dans les équations (H)
du numéro cité, on cherchera leur commun diviseur en ne poussant
la division que jusqu'à ce que l'on parvienne à un reste où a ne se
trouve qu'à la seconde dimension, à cause que la valeur de ß est
double, comme nous l'avons déjà remarqué dans l'endroit cité.

Ainsi, faisant ce reste égal à zéro, ou aura pour la determi-
nation de aune équation du second degré, laquelle aura, par con-
séquent, ou deux racines réelles ou deux imaginaires.

Dans le premier cas , nommant ces deux racines a' et a", on
aura les quatre racines imaginaires a.' -f- ß v/—ï, a'—ß y'—ï,
a*-f-/3 \ / — ï , a" — ß \ /—i j dans le second cas, les valeurs de
a étant imaginaires contre l'hypothèse , ce sera une marque que
les deux racines égales —w, —w, ne donneront point de ra-
cines imaginaires de la proposée.

44- S'il y avait dans l'équation des différences trois racines

égales et négatives —iv , —iv , —wf alors faisant /3 = -^-,

on poussera seulement la division des équations jusqu'à ce que
l'on parvienne à un reste où a. se trouve à la troisième dimen-
sion; de sorte que ce reste étant fait =o, on aura une équa-
tion du troisième degré en a , d'où l'on tirera, ou trois valeurs
réelles de a , ou une réelle et deux imaginaires : dans le premier
cas, on aura six racines imaginaires; dans le second, on n'en
aura que deux, les valeurs imaginaires de a devant toujours éti'Q
rejetées comme contraire à l'hypothèse, et ainsi de suite.
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C H A P I T R E V I .

Sur la manière dapprocJier de Ja râleur numérique des
racines des équations, par les fractions continues.

a vu dans le chapitre III comment on peut réduire les
racines des équations numériques à des fractions continues, et
combien ces sortes de réductions sont préférables à toutes les
autres: nous allons ajouter ici quelques recherches, pour donner
à cette théorie toute la généralité et la simplicité dont elle est
susceptible,

A R T I C L E P R E M I E R ,

Sur les fractions continues périodiques.

45. Nous avons déjà remarqué dans le n° 18 , que lorsque la
racine cherchée est égale à un nombre commensurable, la frac-
tion continue doit nécessairement se terminer; de sorte que Ton
pourra avoir l'expression exacte de la racine; mais il j a encore
un autre cas où l'on peut aussi avoir l'expression exacte dp. la ra-
cine, quoique la fraction continue qui la représente aille à l'in-
.fini. Ce cas a lieu lorsque la fraction, continue est périodique ,
c'est-à-dire , telle que les mêmes dénominateurs reviennent tou-
jonrs datis le même ordre à l'infini; par exemple, si on avait la
fraction

ч -г р _|_ etc.

il est clair qu'en nommant x la valeur de cette fraction, on aurait
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ce qui donne cette équation :

qx* — pqx — p z=x o,

pariaquelle on pourra déterminer x; il en serait de même si la
période était d'un plus grand nombre de termes, et l'on trou-
verait toujours pour la détermination de a;une équation du second
degré. 11 peut aussi arriver que la fraction continue soit irrégu-
lière dans ses premiers termes, et qu'elle ne commence à devenir
périodique qu'après un certain nombre de termes; dans ces cas, on
pourra trouver de la même manière la valeur de la fraction, et elle
dépendra pareillement toujours d'une équation du second degré ;
car soit, par exemple, la fraction

s + 7+ etc.

Nommons toute la fraction x, et y la partie qui est périodique,
savoir :

H' .r -f- etc.
on aura

d'où l'on tire y = — ̂ pP. — . njaig i»on a y—fjp. L_ ! ce
ï — q (x p) • s -f- -,

qui donne sy* — rsy — r = о ; donc, substituant pour y sa va-
leur en ж, on aura

S (3c—.p}' — rs(oc—p') (ï — q^x—p-f) — r(i — q (x— yp) '=o,

équation qui, étant développée et ordonnée par rapport à ж,
montera au second degré.

46- On voit, par ce que nous venons de dire, que le cas dont
il s'agit, doit avoir lieu toutes les fois que , clans la sui te des équa-
tions transformées (a), (£), (c), (W), etc. du n° 18, il s'en trou-
vera deux qui auront les mêmes racines ; car si la racine z, par
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exemple, de l'équation (c) était la même que la racine x de l'équa-
tion (<z); on aurait

ce qui est le cas que nous avons examiné ci-dessus , et ainsi des
autres. Donc, quand on voit que, dans une fraction cont inue , cer-
tains nombres reviennent dans le même ordre, alors pour s'as-
surer si la fraction doit être réellement périodique à l 'infini , il
n'y aura qu'à examiner si les racines des deux équat ions qui ont
la même valeur entière approchée , sont parfait rmenl égales, c'est-
dire si ces deux équations ont une racine commune ; ce qu'on
reconnaîtra aisément en cherchant leur plus grand commun divi-
seur, lequel doit nécessairement renfermer toutes les racines com-
munes aux deux équations , s'il y en a : or , comme nous avons
vu que toute fraction continue périodique se réduit à la racine
d'une équation du second degré , il s'ensuit que le plus grand
diviseur commun dont nous parlons sera nécessairement du second
degré.

47. Supposons donc qu'on ait reconnu que parmi les différentes
équations transformées , il s'en trouve deux qui ont la même
racine •, alors la fraction continue sera nécessairement périodique
à l'infini ; de sorte qu'on pourra la continuer aussi loin qu'on
voudra , en répétant seulement les mêmes nombres \ mais voyons
comment on pourra dans ce cas continuer aussi la suite des frac-
tions convergentes du n° a3 , sans être obligé de les calculer toutes..
l'une après l'autre par les formules données.

Pour cet eoet, nous supposerons que l'on ait en général

etc.x = Л.Ч- 2~ t d = ^* H- p * .** = A" -f- p,

ensorte que o: étant la racine cherchée, -z', x'f x", etc. soient
celles des équations tranformées que nous avons désignées ailleurs

z ,u , etc. et l'on aura

x "•" f^~+ etc.
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Doue, faisant comme dans le n° cité

/
/
f
l"
/1T

}/

>" /' -1 J

= ACTr-f- ï
— л1ТГ + í

L
L'
L'
L"
L1T

= 0

= i
= A" L'
= A"7 L" -
.= AITLW -

h L'
u L'

(A)

etc. etc.

on aura ces fractions convergentes vers x

• г r ï" ï° ï'" etc.

Maintenant l'équation x = A' + Л donnera

a;.?' = л/ Л.' -f- ï =s я:'/' -f- i 5

mettons au Heu Je л' dans le second membre de cette équation ;

sa valeur A* 4- Л , et multipliant par x" , on aura

xxx' = (A"/ 4- /) *" -f- /' = /V + ï;

on troiivera de même , en. substituant dans le second membre de

cette équation , A" + -я à la place de ce",

xx'x'cf = fx" -\- ? ,

et ainsi de suite y

Pareillement l'équation #' s= A" -f- -4 donnera

ж'ж* = XV + ï = L'a;" + L' -,

ensuite substituant dans le second membre A" -f- Л, à la place
de ж", et multipliant par oc" , on aura

:f*V = (AWL" -h L') a;' H- L" s= L"*" rb L%

et ainsi de suite.
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D'où il s'ensuit qu'on aura en général, quelle que soit la frac-

tion continue , soit périodique ou non,

x'x'x" ..... xp = L V + L?r '

Il faudra bien se souvenir qu'ici et dans les calculs suivans les
exposans des quantités x, l, L, représentent des indices, et non
des puissances.

48. Cela posé, supposons que l'on ait trouvé, par exemple,

xlJ'~^v = xljL, c'est-à-dire que la racine de la (a-{- v)cmc trans-
formée soit égale à celle de la transformée /Aimo ; alors on aura

aussi *<*+>' + 1 = ж<* + 1,*-м + * + 3 = ;с'* + 3, etc.

et en général ̂  + "" + ÎT = ^ + ̂  ; donc aussi

A^+>'+2 == X'w + 2, etc. et en général ̂ +nr + " = iï'- + "- de sorte
que l'on aura

Maintenant si on suppose en général / = //, ~\-nv -\-'K) il est
facile de voir que les deux équations (B) du numéro précédent
deviendront

* X

x'x". . . . ̂  x

Or en faisant dans les mêmes équations /> = /*, on a
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De plus, à cause de

il est clair que si on fait

h = ï

h' =

h" =

h1" =

h" = Л/л + 4/г"+Л"
etc.

on aura en général

H

H' ;

H' :

H" :

H":

etc.

= о

= ï

a*"*"1 a/* + a...;**+'«

Donc on aura

lî3d

U7x

et, à cause de ^/""v = x1* (hyp.)

1 . -,-{- he1— i

,->}-"M

De sorte qu'en faisant ces substitutions dans les deux équations
ci-dessus, on aura

Dans ces formules et dans les suivantes, les exposans des quan-
tités A , 7z , H , dénotent aussi des indices.
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4g. Or, les équations (D) étant divisées l'une par l'autre,

donnent
.

- -- . .......... ..CE)
г с - H ' " ^ ' J

d'où l'on tire «" + '*= У'-'*Г-Ь'-\
h' — H'xt*

тл с • * M + T H*-1^ — A*-1

Donc, faisant (7 = *. on aura яз = -- , et
h'—H'xf*

j ,, „^ ÍA + Я- , „т— z /Л H*- '-H* Л""1 . ., tr .,
de la H л; +Н = - - -- ; mais д! est facile

}? — Н'д/*
de voir par la nature des quantités 7г, /z', /г", etc. H, H', H', etc.
que l'on a

H7z — /г'Н = ï , HV/ — 7/H' == — ï , Н'/г" ̂ - Л"Н* = ï , etc .

d'où J'ou aura en général

le signe supérieur ayant lieu lorsque tf est un nombre pair , et
l'inférieur lorsque -rr est impair.

Donc, faisant ces substitutions dans les deux dernières équations
•du numéro précédent, on aura

les signes ambigus dépendant du nombre it , comme nous l'avons
vu ci-dessus.

Maintenant , si dans l'équation (E) , on fait ÎT = v , on aura,

à cause de a.* + ' = ^ ( hjp. ) ^ = ̂ f^~ 5 d'où 1'од
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tire l'équation en x?

H" (X)° - (7/ - H1"*' ) a* — A'-1 =o ..... (F)

laquelle donne

и и' — H'-1 + i/((A f — H'-I)4-4H'A'-1)
OC ^2 ' • ' ï., ... ., ï ,

a H'

Soit, pour abréger,

7V TTV - I Z.V — I
p — IT!!! - Q _ p. + L_

a H" X ' .H'

ensorte que l'on ait x^ =i P -f- j/Q ; substituant cette valeur

Н''РЧ-H"-1 +HVQ)'

— /н"""1 -/?-1 i-Г) (P

d'où, à cause tie l'ambiguïté du radical \/Q , on tirera quatre

équations, par lesquelles on pourra déterminer t , l? z, L?, Lf 1 .

5o. En efíet, supposons pour abréger

H"P

les exposans de y, F , К , dénotant des indices ; on trouvera ces
quatre équations :

(/* + У V/Q ) (Kv + H' y/Q)" — ( P — У y/Q) (KT - H' y/Q)"
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ÇP-V/Q) (P + ^V/Q) (K'+H'y/Q)»

K' + IPy/Q)" — (F*" — I/VQ) (KT— .H" y/Q)*
21/Q

» Tf T*— - ï .i.Ç
/г — Ь И —я=

_ (P— t/Q)

Donc si on ajoute la première multipliée par h à la seconde

multipliée par H^, et de même la troisième multipliée par /z^ à la

quatrième multipliée par HT , et qu'on fasse , pour abréger ,

— ITP + h" = G'7.

on aura, à cause de /г^Н^^1 — H^ 1гг~1 s= d= ï (ne 49) >

,f _ (f^ + ^l/Q) (G^-f-H f f ^/Q) (KJ +HV \/Q)n

Q
y/Q) (KT — Hv y/Q)"

2V/Q

? _ ÇF'" + L^ y/Q) (G""+ H* l/Q) (Kv + H' y/Q)"

— L^ y/Q ) ( 0я" — HJ y/Q) ÇKr — Hr

j> étant = /л 4- т/у + -тт.

Ainsi, lorsqu'à l'aide des quantités X', x* , X", etc. X^"^", on
atira calculé, par les formules (A) et (C) , les quantités /, tt

V , etc. L, :!/,. L*, etc. jusqu'à /^ et L'x, et les quantités /г,

h'f-h", etc. H, H', H", etc. jusqu'à hv et H" , on pourra, par

les formules précédentes , trouves les valeurs de f et de I/, c'est-
8
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à-dire, les termes de la fraction — , quel que soit l'exposant du

quantième / ; car pour cela il n'y aura qu'à retrancher p, de / ,
et diviser la différence par v , le quotient sera le nombre n qui
entre dans les formules précédentes comme exposant, et le reste
sera le nombre it , qui sera parconséquent toujours moindre que v.

Quoique les formules précédentes renferment le radical v/Q »
il est facile de voir que ce radical s'en ira après le développement ;

de sorte que les nombres f et L? seront toujours rationnels et
entiers.

5i. Au reste, si on voulait trouver en général l'équation du
second degré, par laquelle peut être déterminée la racine x de

l'équation proposée, lorsqu'on a x^ =0/*, comme dans le n° 48,
il n'y aurait qu'à remarquer que les équations (B) du n" 47 étant
divisées l'une par l'autre, donnent en général

(G),

ï и — tr — _ —

d'où l'on tire, en faisant p = p>, ж = - : -- ; donc, sub-
/• — LTx

stituant cette valeur de a/1 dans l'équation (F) du n° 49> on aura
celle-ci:

"-1H" (I/-1 *_/*- > - (A' - H

c'est-à-dire ,

(H* (L/-1 )• + (// _Hr -1) L^1 I/ - h"'1 ( L" )• ) af.

-н'.-1)̂ "1 /* -7/""1(/)^ d,

et ceí te équation sera nécessairement nu diviseur de l'équation
proposée.
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A R T I C L E I I ,

Oit l'on donne une manière très-simple de réduire en fractions
continues les racines des équations du second degré.

Sa.^Cousidérons l'équation générale du second degré

E'-z* — zex — E = o t

dans laquelle E, E' et & sont supposés des nombres entiers, tels
que e*-f- ЕЕ' > о, pour que les racines soient réelles-, cette équa-
tion étant résolue, donne

E+ 1/04-ЕЕ')
x I7 »

où le radical peut être pris positivement ou négativement. Suppo-
sons que la racine cherchée soit positive, et soit A' 1« nombre
entier qui sera immédiatement plus petit que la valeur de x : on

fera donc x = A'-{—r; et substituant cette valeur dans l'équation

proposée, on aura une équation transformée dont l'inconnue
sera x' : or, si après avoir fait la substitution , on multiplie toute
l'équation par o/a, qu'ensuite on change les signes, et qu'on
suppose, pour abréger,

í = A'E' — e ,
E"=E + aeX'—Е'Л",

on aura la transformée

EV* — aeV — E' = o,
laquelle donnera

S e'+ T/Q" + ET") .
œ E* :

on cherchera donc le nombre entier A', qui sera immédiatement
plus petit que cette valeur de a?', et on fera x'~ ^'-f*—, et
ашзД de suite.
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Maintenant je remarque que la quantité £/m4-E'E", qui est sous

le signe dans l'expression de x't devient, en substituant les valeurs
de t et de E", et ôtant ce qui se détruit, celle-ci êa + EE', qui
est la même que celle qui est sous le signe dans l'expression de xm

t

d'où il est facile de conclure que la quantité radicale sera toujours
la même dans les expressions de x, se ', x"} etc.

Donc, si on suppose, pour abréger,

В =e' + ЕЕ',

et qu'on fasse (le signe < dénote qu'il faut prendre le nombre
entier qui est immédiatement moindre)

E" = E + 2гЛ' — Е'Л", Л"

= E' -f- 2е'л* — EV, Xго < 6 , f

etc, etc. etc.

on aura

etc.
d'où

Л- ^Т" TÏ5 i"л -}-

Quant au radical \/ ̂ B , il faudra toujours lui donner le même
signe qu'on lui a supposé dans la valeur de la racine cherchée x,

On peut observer encore que, comme l'on a trouvé

e" + E'E" = ë1 + ЕЕ' = В ,

ou aura E" к L^£ , et de même Ew=:B-=^ , E'T=5B-=
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Ainsi on pourra, si on le juge plus commode, employer ces for-
mules à la place de celles qu'on a données plus haut, pour avoir
les valeurs de E", E", etc.

53. Maintenant je dis que la fraction continue qui exprime la
valeur de x, sera toujours nécessairement périodique.

Pour pouvoir démontrer ce théorème, nous commencerons par
prouver en général que, quelle que soit l'équation proposée,
on doit toujours nécessairement arriver à des équations transfor-
mées dont le premier et le dernier terme soient de signes diffé-
rens. En effet, nous avons vu dans le n° 19 qu'on doit toujours
nécessairement arriver aune équation transformée qui n'ait qu'une
seule racine plus grande que l'unité, après quoi chacune des trans-
formées suivantes n'aura aussi qu'une seule racine plus grande que
l'unité ; soit donc

aum -f- bu"1-1 -J- eu1"-" -f etc. + Te = o,

une de ces transformées qui n'ont qu'une seule racine plus grande
que l'unité, et soit s la valeur entière approchée de и : on fera ,

puur avoir la transformée suivante, и = s -J- —, ce qui, étant

substitué, donnera une transformée dans laquelle il est aisé de
voir que le premier terme sera

(«s™ -f- bsm-* + es"1-" -f- etc. + A) wm,

et que le dernier sera a. Or , puisque la vraie valeur de и dans
la transformée précédente, tombe entre ces deux-ci ; uz=s et
и = oo, entre lesquelles il ne se trouve aucune autre valeur
de и (hyp.), il s'ensuit qu'en faisant ces deux substitutions dans
l'équation en «, on aura nécessairement des résultats de signes
contraires ; car il est facile de concevoir qu'il n'y aura, en ce cas,
qu'un seul des facteurs de cette équation qui pourra, changer de
signe en passant d'une valeur de и à l'autre (n° 5).' Mais la supr

position de z^ = oo donne le résultâtes"1 (tous les.autres termes
devenant nuls vis-à-vis de celni-ci), lequel est de même "signé
que le coefficient a; donc il faudra que la supposition de. u^=s
donne un résultat de signe contraire à a ; mais ce résultat est
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égal à

as" -f- Ai1""1 -f- csm~* -{- etc. + £;

donc , puisque cette quantité est en même temps le coefficient
du premier terme de l'équation, transformée en w , dont le der-
nier terme est a , il s'ensuit que cette transformée aura néces-
sairement ses deux termes extrêmes de signes difíerens.

Et on peut prouver de la même manière que cela aura lieu, à
plus forte raison, dans toutes les transformées suivantes.

Cela posé, puisque l'équation proposée

— ZíX — E = О

donne les transformées (n° 5a)

EV1 — aeV — E' = о

EV — 2tx" — E" p= о

etc.

iï s'ensuit de ce que nous venons de démontrer, qu'on parviendra
nécessairement à des transformées, comme

— E = о

s= о

etc.

dont les premiers et derniers termes seront de signes difíerens;

de sorfe que les nombres E5', E3' , E3' , etc. seront tous do
même signe. Or, on a (n° 5з)

В = (fc>)> + E^E^ = ( e " ) * + T = etc.

donc, puisque E'', E , E'' , etc. sont de même signe, les

produits E^E^"1"1, E>+1E>+2, etc. seront nécessairement positifs;

d'où il s'ensuit, Ie, que l'on aura (ê3/)a<B, (e>+1)a < B, etc.

c'est - à • dire ( ед faisant abstraction du signe ) t < \/ Б >
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< Vх В , et ainsi de suite à l'infini ; ï0, que l'on aura aussi ,

à cause que les nombres E, E', E", etc. soot tous entiers , E5" <B,

E5""'"1 <B, E3 ' '~2<B, et ainsi de suite. Donc, comme Best
donné, il est clair qu'il n'y aura qu'un certain nombre de nombres
entiers qui pourront être moindres que В et que \/ В ; de sorte

que les nombres E*, E3"1", E>+2, etc. ? , ?+ l, e>+2, etc. ne
pourront avoir qu'un certain nombre de valeurs différentes , et
qu'ainsi dans l'une et l'autre de ces séries, si on les pousse à
l'infini, il faudra nécessairement que les mêmes termes reviennent
une infinité de fois; et, par la même raison, il faudra aussi qu'une
même combinaison de termes correspondans dans les deux séries,
revienne une infinité de fois; d'où il s'ensuit qu'on aura néces-
sairement, par exemple,

et

ou bien, faisant •

= , et

donc, à cause de

В = /

on aura aussi E > + 1 =E mais on a

* _

donc л'*"1"" = xu ; donc la fraction continue sera nécessairement
périodique (n° 48).

54. En effet, on voit par les formules du n° 5a que si l'on a

= e<% on aura
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et ainsi de suite; de sorte qu'en général les termes des trois sé-
ries E, E', E", etc. g, e, î , etc. Л', Л", etc. qui auront pour ex-
posant £t -f- nv -f- 7Г , seront les mêmes que les termes précédens,
dont les exposans seront /* + <тг, en prenant pour n un nombre
quelconque entier positif.

Ainsi chacune de ces trois séries deviendra périodique , à com-

mencer parles termes E'*, ^ et л'* , et leurs périodes seront
de -v termes , après lesquels les mêmes termes reviendront dans le
même ordre, à l'infini.

55. Nous venons de démontrer qu'en continuant la série des
nombres E, E', E", etc. on doit nécessairement trouver des termes
consécutifs qui soient de même signe, et qu'ensuite la série doit
nécessairement devenir périodique: or, je dis que dès que, dans
la même série, on sera parvenu à deux termes consécutifs, comme

f? , ~E? , de même signe, on sera assuré que l'un de ces deux
termes sera déjà un des termes périodiques , lequel reparaîtra né-
cessairement dans chaque période. < >

En effet, comme E5', E2"*"1, sont de même signe, il est clair
que la transformée

— = о

aura nécessairement une racine positive et l'autre négative ; de
sorte qu'elle n'en pourra avoir qu'une seule qui soit plus grande
que l'unité; donc toutes les transformées suivantes auront néces-
sairement leurs termes extrêmes de signes différens (n° 53), par

conséquent tous les nombres E5", E3'"'"1, E3'"'"2, etc. seront de
même signe; de sorte que chacun d'eux sera moindre queB, et

chacun des nombres ? ', e>+1, e*"1"2, etc. sera moindre que. i/B
(numéro cité).

56. Or, comme on a В = (б^)а+ E^E^"1"1, il est visible que

les nombres E*, E^"""1 seront ou tous les deux moindres que j/B,
ou que si l'un est plus grand , l'autre en sera nécessairement
moindre-, de sorte qu'il y en aura aji moins, toujours un qui sera
moindre que
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Supposons que ce soit E , je vais prouver que les nombres

, E^ , E3' , etc. ? , £ , é? , etc. seront tous néces-
sairement de même signe que le radical i/B. En effet, puisque les
racines oc', x", x", etc. des équations transformées, doivent être
toutes plus grandes que l'unité par la nature de la fraction con-

tinue , on aura donc aussi x^^>i > x?~*~1>i) et ainsi de suite;
donc

etc
& E ' '

et comme

Б = (e)' H- EE = (ê"")1 -f EE = etc.

on aura

et ainsi des autres ; donc au^si

Or, comme £ , s? , etc. sont plus petits que \/B, il est clair

que quel que soit le signe de ces nombres ? , e , etc. les dé-

nominateurs v/B — e3' , \/~B — e5"1"1, etc. seront nécessairement
du même signe que \/ B j donc il faudra que les numérateurs

E5', E' } etc. soient aussi tous du même signe que i/B.
Maintenant supposons pour plus de simplicité |/JB positif, en-

sorte que E*, E5" , etc. doivent être aussi tous positifs; je dis

que ? , r'"1" , s? , etc. le seront aussi. Car, soit, s'il est pos-

sible, £5/= — я (я étant un nombre positif), comme E5' < i/B

(hyp.) , on aura, à plus forte raison, E3 /<v/B + n; donc

9
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E^ E*
-- г^^./ц / > sera <i, au lieu que cette quantité doit

v "\/B — s

être > ij donc e^ doit être positif. Soit ensuite, s'il est possible,

e^. = — и', comme Ton a, par les formules du numéro 5э ,

г+1 ^ Аи-.Е>+1 _> ^ on anra л>+хЕн-1 _ 6>- _„'. donC| à
cause que P" et »' sont des nombres positifs moindres que \ /B>

et que ï? est aussi un nombre entier positif, il est clair que

E5' devra être moindre que \/ В •, et , dans ce cas , on prouvera ,

comme ci-devant, que P / '~ I devra être positif, et ainsi de suite.
Si \/ В était pus négativement, on prouverait de la même

manière que ^ , ^ , etc. devraient être négatifs; et même, sans
faire u ii nouveau calcul, il n'y aura qu'à remarquer que les for-
mules du numéro cité demeurent les mêmes, en y changeant les
signes de toutes les quantités E, E', E", etc. e, n', É", etc. et du
radical. v/B1, de sorte qu'on pourra toujours regarder ce radical
comme positif, en prenant les quantités E, E', E", etc. í, í', /, etc,-
avec des signes contraires.

57. Cela posé, je dis que si deux termes correspondans quel-

conques des suites E*, E^ , E'' , etc. ^ , ^ , P"*"2, etc,-
sont donnés , fous les précédeus dans Jes mêmes suites seront
nécessairement donnés aussi.

Supposons, par exemple, que E3' et é^ soient donnés (on
verra aisément que la démonstration est générale, quels que soient
les termes donnés) , et voyons quels doivent être les termes qui.
précèdent ceux-ci, en vertu des formules d u n ° 62, et des condi-
tions du numéro précédent. On anra d'abord

donc 6>+2 = Л>+3Е>+3 - £>+3-

mais on doit avoir iy+z < v/B-, donc il faudra 'que l'on ait
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On aura de même

d'où, à cause de e3^1 <v/B, ou tirera

mais il faut, par la nature de la fraction continue, que A3"""2 soii
un nombre entier positif; donc il faudra que l'on ait

V/ B

or on a aussi

donc v/ B — g>+3 <E5"'~ , savoir : en mettant pour ? sa va-

leur ci-dessus, /B — A>'+3E3'+3 + 63'+3<E5'^i d'où

Donc, puisque le nombre $ ' doit ê(re entier, il est clair qu'il
ne pourra être égal qu'au nombre entier qui sera immédiatement

plus petit que - - ~^nr— ; ainsi A5' sera donné, et de là б3'

le sera aussi: et comme E "̂*"2 = ~~ ,* -» il est clair que
E^"f"

E sera aussi donné. Maintenant on aura

et par conséquent , à cause de í •< \/ B,

1 + J/B
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Donc, pour que ï? soit entier positif , tel qu'il doit être , il

faudra que i?+1 -f- \/ В > E3' ; par conséquent , à cause de-

E>+1E^+2 = B- (Ê>+I)% il faudra que /В

ou bien, en mettant pour t? sa valeur ci-dessus,

d'où l'on tire

De sorte que le nombre /v ne pourra être que le nombre
entier qui sera immédiatement plus peut que la quantité donnée

l т>

— — : donc ce nombre sera donné, et par là les nombres-
a

et E3' le seront aussi.

Enfin, puisque E3' est (hyp.) <| v/ B , on, aura, à plus forte-

raison, ty + v/B>E>j et de là, à cause de E^E3"1" ' =B— (?)*,

on aura i/B — г < E , ou bien, en substituant pour e? sa va-
leur trouvée ci-dessus ,

y в — A*
ce qui donne

> + !
Л ;>

Donc le nombre X* ' ne pourra être que le nombre entier qui'
еУ + 1 F ,/B

est immédiatement moindre que la quantité donnée ;-

par conséquent ce nombre sera entièrement donné, et les nombres

t? el E le seront aussi.
Or , nous avons vu ( na 53 ) qu'en eonti'nuant les séries

E , E5' , etc. 6^, e , etc. il arrivera nécessairement que deux

termes correspond ans^ comme E í e3'"'" , reparaîtront après un
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certain nombre d'autres termes ; eusorte que l'on aura , рас
exemple ,

_ y + f

>— Л-Л y

Bone, par ce que nous venons de démontrer, on aura aussi en>
remontant

— 2 + V + — 2 У+— 2

etc. etc.-

58. De là, je conclus en général, que lorsque dans la série dès*
nombres E, E', E", etc. on en trouvera deux consécutifstle même'
signe, celui des deux qui sera moindre que \/Ъ sera déjà né--
eessairement périodique:

Ainsi, si dans l'équation proposée'

— E = о

Jes coefficiens E et E' étaient de même signe, la série serait pé--
riodique dès le premier ou le second terme.

Si l'on a Ê= o, ensorte que л:= \/ ̂ , alors on aura B=EE';;

d'où l'on voit que des deux nombres E, E', le plus petit sera'
moindre que \/ B , et le plus grand sera nécessairement plus grand

Fque \/ B-, donc, dans ce cas, si le nombre ~ don.t il s'agit d'ex-

traire la racine carrée est pllis petit que l'unilé, là. série sera pé-
riodique dès Je premier terme E; et s'il est plus grand que l'unité,.
la période ne pourra pas commencer plus bas qu'au second
terme..

5g. On avait remarqué depuis long-temps que toute fraction
continue périodique pouvait toujours se ramener a u n e équation
du second degré-, mais personne, que je sache, n'avait encore
démontré l'inverse de c«tte proposition, savoir : que : foule racine
d'une équation du second degré se réduit toujours nécessairement
en une fraction continue' périodique. Il est vrai que Euler, dans
un- excellent Mémoire irap.riraé au tome XI des nouveaux Corn--
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mentaires de Péter'sbourg , a observé que la vaeine carrée cHuti
nombre entier se réduisait toujours en une fraction con t inue pé-
riodique-, mais ce théorème qui n'est- qu'un cas particulier du
nôtre , n'a pas élé démontré par Euler, et ne peut l 'être, ce
nie semble , que par le moyen des principes que nous avons éta-
blis plus haut.

60. Nous avons donné ci-dessus des formules générales pour
trouver aisément tousles termes des fractions convergentes vers la
racine d'une équation donnée, lorsqu'on a reconnu que la frac-
tion continue qui exprime cette racine , est périodique.

Or, dans le cas où l'équation est du second degré, et où l'on
se sert de la méthode du u° 5z, on pourra, si l'on veu t , sim-
plifier beaucoup les calculs des nos 48 et suivans, pour trouver

les termes / et L? de chacune des fractions convergentes
x,

-^ rr Д l/B + S . (У.+Т • l / B + S - , (A
En effet, ayante = - =£— et .xT^ = — — -— -, ou ef

E -H E/'-h^-r1

, E'''4"1 et E^4^4"1 sont connues (-7Г étant <v )il n 'j aura
qu'à substituer ces valeurs dans les deux dernières équations du
n° 40 ; et faisant, pour abréger,

on aura
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d'où, à cause de l'ambiguité du signe du radical y/ ,B> qn tire
sur-le-champ

rf_ E /
21/ В

2 у В

B ) x K '
? _

^ étant, comme plus haut, ;= ^ -{- TZV -|- тт.

6i. On peut aussi remarquer que la valeur de Lf peut se dé

terminer par le moyen de celles.de / et /"~rl , sans avoir
d'un nouveau calcul.

En effet , ayant oc = e +
E/ — E_ g , et de

x? == - ' •" — , on aura par l'équation (G) du n° 5i ,.
y В — ее

savoir

E C Lp E? +. L?-J ( v/B - ê )) =' / E? ( v/B ,- <>

+ /f-'1 (B + «f -(/ + «) /B);

de sorte qu'en comparant la partie rationnelle avec la ratifl
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et l'irrationnelle avec l'irrationnelle, on aura

,_, -
.E

— — — - E

d'où, ,à cause de B—(/)• = E? Lp +1, on aura

Or , /s étant =d /A -{- n v -{- 7Г , on aura

<3e sorte que e et E?"*~ seront connus, quel que soit le quan-
tième p,

62. Supposons, pour donner un exemple de l'application des
formules précédentes , qu'on demande la racine carrée de — - par
une fraction continue
' Faisant x == \/Ц- , on aura l'équation 5 x* — 1 1 = о ; donc
(ne 5a)'E = ii , E' = 3 , e = o j ainsi on fera le calcul
suivant, en prenant Б = 33 ,

E = u « =o
ТГ' _ ^5 - О _ - , V/55 -f- _ / - ;т _ _ .Г
Л, = - - — == э , Л <, - - s — — * t e — * • э — О = 6

I X

•г-/» _ ^^— .9 _ Q >*IL s= • — = — = о, Л

^^ ^=г .8-5 = 51 О

EV ^Ер^з, л^ < 1^+5« а, Év ==2 .3-3 = 5.

Je ro'arrêle ici, parce que je vois que ET = E' et êv = e' j de
sorte que j'aurai, dans ce cas, /и, s=; ï et y = 4; et par consé-
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quent

x= ï 4- l

+
10 + TIL I ,

1 "*" 10 + etc.

63. Telle est donc la fraction continue qui exprime la valeur
de V^T'I mais si on veut trouver les fractions convergentes vers
cette valeur, on fera dans les formules du n° 60 , p = ï, v = 4,
et comme ie doit être < 4л on fera successivement тг = о, ï, 2, 3.

On aura donc /л = l' = ( form. A , ne 4? ) A' ;= ï ,

/Л = / ;= ï ; /' = e' = 3 , ElJt =: E* s= 8 ; donc

f1* := ( n° 60 ) -^ 4- * := ^ j on trouvera de même L/'' = ï ,

F' = f. Ensuite on calculera les valeurs de H , H', etc. jus-

qu'à H" = H1V par les formules (G) du u° 48, et l'on trouvera

II == о
H' = ï
H" — A" H' = io
Нда = X"H' + H'= ii.

H1V = Àv Hw + H" = За.

D'où H = Sa, H = ii , et de là К = —8— 4" *l == ^3.

Maintenant soit, ï*. rt = o, on aura H' = о et H^ 1 r~ ï •
car il est facile de voir par la nature des formules (C) que le ternie
qui précéderait H, serait nécessairement = ï : en effet, on doit

avoir par l'analogie H' = À ' H 4- H ' ; on prouverait de même

que le terme qui précéderait h, serait = о ; donc G^ s= E^ x r— &,

2°. Soit7r=i, on aura H""= ï, HT~"1 =85 donc

3e. Soit -л- = 2 ; donc

IO
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4°. Soit rt = 3 , donc

H ;= ii, H = IQ, et G = 11 €1T -f— io Ev :—• C3.

Donc, substituant ces valeurs dans les expressions de / et Lf

tin n° 60, et mult ipl iant ensemble, pour plus de simplicité, les
7 X | / R rr ir

deux facteurs y^ =1=—-^—., G ± H v/ B > comme aussi les

w L/* l/ В т т
deux F' th —^—, G =Ь H v/B> ce 4uî donne ces facteurs

E '--t-1
simples

on aura les formules suivantes :

(a5+ 41/55)» — Cu —
*""* ß ^ 53

T 4-*-' — (5 + у/ЗЯ)(з5 + 4V/33)» - (3 - y/53) Ço.3 — 4V
•^ "~ av/33

_ Ç i i + a t/55) (0.5 + 41/55)" - (" —« V7^) (a5- 41/35)»
* —

. _ (6 4- t/35) (25 + 41/55)" — (6 - 1/53) (25 — 4y/55)»

__ (65 +11 y/55) (a5 + 4\/35)" — (65 — 1 1 V/55) (a3 -
*~~ а \/33

_ (i5a + a3t/53) (я5 + 41/^Г ~ (i5a — аЗуЗЗ) (р.5 —

(69 +12 V/53) (a5 + /V/55)" — (6o — i я y/53) Q5 —
~" " ' 2 (^ 33 " "

au moyen desquelles on pourra trouver la valeur de chacune
in на

-3, —
if in н

des fractions ^-r , -3, — , etc. convergentes vers la racine de -y1-.
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Ainsi , faisant d'abord n = о , on aura les quatre premières

fractions ; faisant ensuite n = ï , on aura les quatre suivantes ,
et ainsi de suite ; et ces fractions seront

t a ai зЗ 5G go 5)67 1057 . .
I' I' ÍT M' 35' W 535' '557' elC*

Si on voulait avoir, par exemple, le cinquantième terme de
po

cette série , c'est-à-dire la fraction yiî , il n'y aurait qu'à di-

viser 5o par 4 i ce qui donne 12 de quotient et 2 de reste-, et
l'on ferait n = 12; de sorte qu'en développant la puissance
douzième de a3 ± 4 V/ 35 , et faisant pour abréger

M = (23)" -f- 66 (33) C4)1 (a3)" -h 49^ (33)' (4)4 (аЗ)»,
H- 934 (53)' (4)6 W H- 495 (35)< (4)8 (a5>
4- 66 (33/ (4)- (23)> + (53)" (4)" ,

+ 792 (39)9 (4)7 (зЗ)5+ 220 (55)Ч4)9 (23)3 + i2 (33)44)" (a3) ,

on aura
( 2 3 = b 4 v / 5 3 ) » s = M s b N /33;

donc, substituant cette valeur dans les expressions de /*"t* et
L 4 n ± a , on aura , pour la fraction cherchée,

a M -f- 1 1 N

64. Je vais terminer cette remarque par une observation qui
me paraît digne d'attention. Lorsque l'équation proposée a des
diviseurs commensurables du premier degré, alors les fractions con-
tinues qui représenteront les racines de ces diviseurs, seront néces-
sairement terminées ; et lorsque l'équation aura des diviseurs com-
mensurables du second degré à racines réelles, alors les fractions
continues qui exprimeront les racines de ces diviseurs seront né-
cessairement périodiques. Ainsi la méthode des fractions continues
a non-seulement l'avantage de donner toujours les valeurs ration-
nelles les plus approchantes qu'il est possible de la racine cherchée,
mais elle a encore celui de donner tous les diviseurs commensu-
rables du premier et du second degré que l'équation proposée peut
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renfermer. Il serait à souhaiter que l'on pût trouver aussi quelque
caractère qui put servir à faire reconnaître les diviseurs commen-
snrables des troisième, quatrième, etc. degrés, lorsqu'il y en a dans
l'équation proposée-, c'est du moins une recherche qui me paraît
très-digne d'occuper les Géomètres.

A R T I C L E III.

Généralisation de la théorie des fractions continues.

65. Nous avons supposé dans le chapitre ITI que les nombres
p, a , r, etc. étaient les valeurs entières approchées des racines
ce, y , z , etc. mais plus petites que ces racines, c'est-à-dire que
r», q , r , etc. étaient les nombres entiers qui seraient immédia-
tement plus petits que les valeurs de x, y , z, etc.-, cependant il
est clair que rien n'empêcherait qu'on ne prît pour p , g , r, etc. les
nombres entiers qui seraient immédiatement plus grands que les
racines x, y, z, etc.

66. Imaginons donc qu'on prenne pour p le nombre entier qui
est immédiatement plus grand que oc t ensorte que p > ce , et

p _ ï <; x; il est clair qu'il faudra faire dans ce cas x = p — -,

c'est-à-dire qu'il faudra prendre y négativement, et comme x

et > p — ï , on aura - > о et < ï , et par conséquent y > ï ,

comme dans le cas où l'on aurait pris p plus petit que oc (n° iS).
Ainsi on pourra prendre de nouveau pour q , le nombre entier
qui serait immédiatement plus petit que y , ou celui qui serait
immédiatement plus grand , et i 'on fera dans le premier саз

y = g -f- ̂ , et dans le second, y = q — ^, et ainsi de suite.

De cette manière on aurait donc

* = ? d = j r J = < 7 ± ^ z = r ± i , et«..

ce qui donnerait la fraction continue

.etc.
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où il est bon de remarquer que chacun des dénominateurs q, r, elc.
qui sera suivi d'un signe — , devra nécessairement être =2 ou >з;

с ч. 1 l ^car , puisque y >> ï , si on tait y •= q --- , on aura q — >• ï ,

donc q >> ï +- donc , <y devant être un nombre entier, sera

nécessairement = z , ou •< 2 -, et ainsi des autres.

67. J'observe maintenant que ces sortes de fractions qui pro-
cèdent ainsi par addition et par soustraction , peuvent toujours
facilement se changer en d'autres qui ne soient formées que par
la simple addition.

En efíet, supposons en général

1 A I 1a — j = A + T ,

a, et A devant être des nombres entiers , et t , T des nombres

plus grands que l'unité j on aura donc a — Л := • + гг, '•, d o n c ,

puisque- < i , e t — i < i , - -f-гг; sera < 2; donc on ne pourra

supposer que a — A ='i , ce qui d o n n e A = a — ï •, oiï

aura donc a — - = a — • ï + rp ; dojic — = ï — • - , et

Т = _ = i -| -- -, de sorte qu'on aura en général

et cette formule servira pour faire disparaître tous les signes — »
dans une fraction continue quelconque.

Soit, par exemple , la fraction

4 + ~r etc.

elle deviendra en faisant, a — p, et г — «7 -f- l, été.

» —. ï 4~ ^—- j
Í7 1 -j ./" etc
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Si l'on avait la fraction

ïp -- ï
Q — — i4 }• etc.

•elle se changerait d'abord en

г ' ï H i
Ч — 1 — - etc. j

et ensuite en

Я — 2 + 7-3: !
^r — ï etc.

et ainsi des autres fractions semblables. Il est bon de remarquer
qu'il peut arriver que, clans ces sortes de transformations, quelqu'un
des dénominateurs devienne nul, auquel cas la fraction deviendra
plus simple.

En effet, supposons que la fraction à réduire soit

P ~ T-+ - \^ r etc.,
la transformée sera

r i ï—r i
0 + 7 etc.,

c'est-à-dire
p — i -j i—-_ etc,

De même, si l'on avait la fraction

ï
P ~ 1

r etc.
elle se réduirait à celle-ci

ï

+ — ï etc.}
savoir p — ï H — ï

a + 7^ ï etc.
et ainsi du reste.
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68. La formule que nous avons trouvée ci-dessus , et qu'on peut

mettre sous cette forme

a H

fait voir qu'une fraction continue dont tous les fermes ont le
signe -f-, peut quelquefois être simplifiée en j introduisant des
signes — •, c'est ce qui a Heu lorsqu'il y a des dénominateurs égaux
à l'unité j car soit, par exemple, la fraction __ ^

- —^ r _{_ etc.

elle pourra se réduire par la formule précédente à celle-ci

P + * — ;— j— ; etCi

qui a, comme l'on voit, un terme de moins j donc si l'on avait
la fraction

elle se réduirait à celle-ci

7? *-J-

et si l'on avait celle-ci

- etc.

- t - ' - r+ i2 ^ s etc. ,

ï
1 + T+ -~T~ s etc.

elle se réduirait d'abord à

P + ' - Г+ i- x
1 + J etc.;

et ensuite à

? + I - Ь _L_
s -f- i etc.

D'où il est facile de conclure, en général, que si on a
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fraction continue qui n'ait que des signes -f-, et où il y ait des
dénominateurs égaux à l'unité , on pourra toujours la changer
en une autre qui ait autant de termes de moins qu'il y aura de
pareils dénominateurs, pourvu qu'ils ne se suivent pas immédia-
tement- , car , lorsqu'il y en aura deux de suite , on ne pourra
faire disparaître qu'un seul terme j lorsqu'il y en aura trois de
suite, on pourra faire disparaître deux termes ; et en général, s'il
y en a 2 / z , ou 27z -j- i de suite, on ne pourra faire disparaître
que n ou n -f- i termes.

Ainsi, la fraction continue qui exprime le rapport de la cir-
conférence au diamètre étant, comme l'on sait,

~t~ з~+ etc.

elle peut se réduire à une autre qui ait déjà trois termes de
et qui sera

3 — l
3 + etc.

6g. Pour pouvoir comprendre sous une même forme générale
les fractions continues où les signes sout tous positifs, et celles
où il J a des signes négatifs , il est bon de transformer ces der-
nières, ensorte que les signes négatifs n'affectent que les déno-
minateurs ; ce qui est très-facile ; car ajant, par exemple, la
fraction

ï
p -r i

r ~ s" + etc.

il est clair qu'elle peut d'abord se changer en

etc.
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ensuite en celle-ci

et ainsi des autres.
De cette manière, la forme générale des fractions continues

dont nous venons de parler ci-dessus, sera

P -h
+ 7~+ etc.

les nombres p, g, r, etc. étant tous entiers, mais pouvant êfre
positifs ou négatifs, au lieu que jusqu'ici nous les avions toujours
supposés positifs.

Il faut cependant remarquer que, si quelqu'un des dénomina-
teurs g f r f etc. se trouve égal à l'unité prise positivement ou
négativement, alors le dénominateur suivant devra êfre de même
signe ; c'est ce qui suit de ce qu'un dénominateur positif, et égal
à l'unité, ne saurait jamais être suivi du signe — (n° 68).

70. Il s'ensuit de là que la méthode d'approximation donnée
dans le chapitre III, peut être généralisée en cette sorte.

Soit x la racine cherchée, on prendra d'abord pour p la valeur
entière approchée de x, c'est-à-dire qu'on fera p égal à l'un des
deux nombres entiers entre lesquels tombe la vraie valeur de a;,
et qu'on peut toujours trouver par la méthode du chapitre Ier j

l'on supposera ensuite x=p -f- -, ce qui donnera une transfor-

mée en y qui aura nécessairement une racine positive ou néga-
tive plus grande que l'unité ; on prendra de même pour g la
valeur entière approchée de y, soit plus grande ou plus petite

que y , et l'on fera y = q + - ; et ainsi de suite.

Si l'équation en oc avait plusieurs racines , on ferait sur les
transformées en y , en z, en и, etc. des remarques analogues à,
celles du n° 19.

Ayant donc

z ~ p + l-> y~q + i> * = r 4- i, etc.
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.on aura

où les dénominateurs q , r , etc. pourront être positifs on négatifs;
comme nous l'avons supposé ci-dessus ; et cette fraction pourra
ensuite se réduire, si Ton veut, à une autre dont les dénomi-
nateurs soient tous positifs, et qui ne contienne d'ailleurs que des
signes + (n° 67).

L'avantage de la méthode que nous proposons ici , consiste en
ce qu'on est libre de prendre pour les nombres p , g , r , etc. les
»ombres entiers qui sont immédiatement plus grands ou plus petits
que les racines x, y, z, elc. , ce qui pourra souvent donner lieu
à des abrégés de calcul dout nous parierons plus bas.

Au reste, si on vt-ut avoir la fract ion continue la plus courte,
et par conséquent la plus convergente qu'il soit possible, il faudra
prendre toujours les nombres p , g , r , etc. plus pe t i t s que les ra-
cines x, y, z, etc. tant que ces nombres seront différens de
l 'unité; mais, dès que l'on en trouvera un égal à l ' un i t é , alors
il faudra augmenter le précédent d'une uni lé , c'esl-à-dire qu'on
le prendra plus grand que la racine correspondante1 , cela sui t évi--
demment de ce que nous avons démontré sur ce sujet (ne 68).

71. Maintenant, si on fait comme dans le n° зЗ ,

a = p a! = ï
ß — a ? + ï ß — o! q
y = ßr + a y' = ß'r + of
еГ = у s -h ß У =c /í H- fi

etc. etc.

on aura, en ajoutant au commencement la fraction | qui est plus
grande que toute quantité donnée , les fractions

1 * У - etr
Б ' I7 » J ' y" * «г"

•lesquelles seront nécessairement convergentes vers la valeur de x.
Et pour pouvoir juger de la nature de ces fractions ; nous re-

marquerons ,
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Que l'on aura toujours

et о — ï a' = — ï
ß a' -* a /3' = ï

-ßy'^- г
_ y f -, ï

etc.

d'où l'on voit que les nombres a, ei!, ß, ßf, etc, n'auront aucun

divisent commun, et que par conséquent les fractions Í?, ^-,etc.
seront déjà réduites à leurs moindres ternies.

a0. Que les nombres a, ß, y, etc. et af, ß', y', etc. pourront
être positifs ou négatifs ; lorsque la valeur de x est positive, les
deux termes de chaque fraction seront de même signe, mais ils
seront de signes differens lorsque la valeur de x sera négative ,'
et qu'abstraction faite de leurs signes, ces nombres iront ед aug-
mentant.

3°. Que l'on aura, à cause de xz=:p-i--,y=zq + ^, etc,

etc.

172. Donc, en général, si тг, / ; cr, sont trois fermes consé-
cutifs quelconques de la série a, /3, yt etc. et -тг', /, </, les termes

correspondans de la série a', /3', 3/, etc. ensorte que "^, ?-, ^ soient

trois fractions consécutives convergentes vers la valeur de x i
on aura

, et >

les signes supérieurs étant pour le cas où le quantième de la frac-

tion -, est impair , et les inférieurs pour celui où ce quantième^
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est pair, à compter depuis la première fraction -|j de plus, on
aura (abstraction faite des signes)

/>тг, ff>f, f '>TC f, </>/;

enfin, si on dénote par t le terme correspondant dans la séri«
xt У> z) etc- °n aura rigoureusement

(t -j- Vx — 7T+-7-
Et si k est la valeur entière approchée de /, soit plus grande ou
plus petite que t, on aura

(7 = f k -{- Tf , e-' = /A -J-тг'.

у5. Cela posé, considérons la fraction-,, et voyons de combieçi

elle diffère de la vraie valeur de x ; pour cela, nous aurons

___ _ _ _

— — —

donc

Ainsi l'erreur sera =p , , * -7-; or, si ô et ô+i sont les deux
( (,. t-f-v J

nombres entiers entre lesquels tombe la vraie valeur de t, il est
clair que la quantité /i-f-^' tombera entre ces deux /о + тг", et

/>'(6-f- 1) -j- тг', et qu'ainsi l'erreur de la fraction -, sera renfermée
entre ces deux limites

et

Or, on pent prendre A = 9, ou A = Ô + I; de sorte que l'on aura
,e.'__;:p'ô.-f-7r', ou =/(04-0 + *'» d'où je conclus que si, pour
distinguer les deux cas, on nomme </ le dénominateur de la frac-

lion qui suit -,, lorsqu'on prend la valeur approchée de t en dé-

faut, et 2' le dénominateur de la même fraction, lorsqu'on prend

ïa valeur approchée de t en excès, l'erreur de la fraction -, .seca
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nécessairement -renfermée entre ces deux limites =p -r-r et =p-r^i-
í " í' Ъ

D'où l'on voit que l'erreur ira toujours en diminuant .d'une
fraction à l'autre , à cause que les dénominateurs /, a' ou 2', etc.
vont nécessairement en augmentant. On voit aussi, à cause de

o />/ et 2'>/, que l'erreur sera toujours moindre
" •

c'est-à-dire que l'erreur de chaque fraction sera moindre que l 'unité
divisée par le carrée du dénominateur de celte fraction. D'où il

est facile de conclure que la fraction-, approchera plus de la va-

leur de x, que ne pourrait faire aucune autre fraction quelconque
qui serait conçue en termes plus simples ; car supposons que la

fraction — approche plus de ж que la fraction -/, n étant </»

comme la valeur de x est contenue entre f- et -, -f- — , ou entre

-7 et -, -- ^, il faudra que la valeur de — soit pareillement conte-

nue entre ces limites: donc la différence entre -, et — devra être <4- ;
f /l f*'

mais cette différence est nf ~ ™p , dont le numérateur ne peut ja-

mais être moindre que l 'unité, et dont le dénominateur sera né-
cessairement plus grand que /'*, à cause def'^ri', donc, etc.

74. On doit remarquer, au reste, que si les dénominateurs
«.', (s>'f y', etc. sont tous de même signe ou de signes alternatifs,
les erreurs seront alternativement positives ou négatives-, de sorte

que les fractions —,, —, , — , , etc. seront alternativement plus pe-

tites et plus grandes que la véritable valeur de xf comme nous
l'avons dit dans le n° 23', mais cela cessera d'avoir lieu lorsque
les nombres otf , ß', y , etc. ne seront pas deux à deux de même
signe ou de signes différens; c'est ce qui arrivera nécessairement
lorsque, parmi les dénominateurs cj , r, í, ele. de la fraction
continue, il y en aura de positifs et de négat i f s , cVsf-à-d'ire,
lorsqu'on prendra les valeurs approchées de x, y, z, etc. tantôt
plus grandes, tantôt plus petites que les véritables.

76. Si, au lieu des fractions convergentes^, -7, — -, etc. on ai-
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malt mieux avoir une suite de termes décroissant* on remarquer

'— Ä.S' i . j A- = î et de même

3/ $ __ ï . ^ ^
з/~/з'~ /sy ?"~5/~

et ainsi de suite j d'où l'on tire, à cause de otf =s x >

i i

r" .Г7!7*

et, en général,

Ainsi on aura pour la valeur de x la série a -f- ~ — —•, -{- etc. la-

quelle en approchera d'autant plus qu'elle sera poussée plus loin;
et si après avoir continué cette série jusqu'au terme quelconque

cfc-7-7, on veut savoir de combien elle diffère encore de la vé-
ЧТ f

ratable valeur de x, on sera assuré que l'erreur se trouvera entre

ces deux limites q= —, et =ртг? (n° уЗ), de sorte qu'elle sera né-.

cessairement moindre que 4r«

76. Il est à remarquer que chaque terme de la série

répond à chaque terme de la fraction continue

PH-—i
r+ — etc.

d'où elle dérive j de sorte que la série dont nous parlons sera
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plus ou moins convergente, suivant que cette fraction le sera.
Ornons avons donné plus haut (n° 68) le moyen de rendre une
fraction continue la plus convergente qu'il est possible -, donc on.
pourra avoir aussi la suite la plus convergente qu'il soit possible.

Ainsi, pour avoir une suite qui soit la plus convergente de toutes
vers Je rapport de la circonférence au diamètre, on prendra la
frac-lion continue qui exprime ce rapport*, et après l'avoir sim-
plifiée comme nous l'avousfait (n° 68), on la mettra sous la forme
.suivante :

de sorte qu'on aura p = 3, 7=^7, r== 16, J=:— «294, e(c.
donc on trouvera (11° 71)

a' = i , £ ' = 7, >' = 7.16 H- ï = n5,
«f ' = цЗ x — 294 -f- 7 = — 332 15,
e' = — 332i5 x 3 + n3 = — 99^32,
£':=•— 99532 x —• 3 — 332i5 = 36538i, efcs*

de sorte que Ja série cherchée sera

„ , i i i i _ ï ,
"*~ 7 тТГТз u3.33ai5 ""

A R T I C L E I Y .

/'i77z propose différens moyens pour simplißer le calcul des
racines par les fractions continues.

77. Nous avons trouvé en général (11*72) que si —, et -, sont

deux fractions consécutives convergentes vers la valeur de x,

on aura x = / , -,; donc si on substitue cette expression de se

dans l'équation en x dont on cherche la racine, on aura
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transformée en t, qui sera nécessairement la même que celle qu'on

aurait eue par les substitutions successives de p-}-- à la place de
, J

x y de q-}-- à la place de y, etc. , et pour avoir la fraction
2

fl-
suivante —, il faudra trouver la valeur entière approchée de t ,-

laquelle étant nommée k, on aura

ff ;= kf -f- it, a" — Jcf' -f- Tf'.

De cette manière, connaissant les deux premières fractions —
A

et j, qui sont toujours f , . e t ^ (n° 71), on pourra trouver suc-

cessivement toutes les autres, à l'aide de la seule équation en x.

' 78. Or," soit qu'on emploie les substitutions successives de

p +- à la place de x, de g-\-- à la place dey, etc. soit qu'on

fasse usage de la substitution générale de , ', à la place de^r,

la difficulté se réduira toujours à trouver dans chaque équation
transformée, la valeur entière approchée de la racine positive
ou négative, au-dessus de l'unité que cette équation contiendra
nécessairement ( n° 70 ). Si la première valeur approchée de p
ne convient qu'à une seule racine, alors toutes les équations
transformées en y, eu z, etc. n'auront chacune qu'une seule
racine plus grande que l'unité j de sorte qu'on pourra trouver les
valeurs entières approchées de ces racines par la simple substitu-
tion des nombres naturels (V 19). Mais si la même valeur ap-
partient à plusieurs racines, les transformées auront nécessaire-
jnent plusieurs racines plus grandes que l'unité , soit positives
ou négatives, jusqu'à ce que l'on arrive à une de ces'transfor-
mées qui n'ait plus qu'une pareille racine ; car alors toutes les
suivantes n'en auront plus qu'une seule au - dessus de l'unité ,
comme nous l'avons démontré dans le numéro cité.
, -Avant d'être parvenu à cette transformée , il arrivera souvent
.que la simple substitution des nombres naturels ne suffira pas
pour faire trouver les valeurs entières approchées dont on aura
^besoin', '-parce; que l'équation aura des racines qui différeront
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entr'elles par des quantités moindres que l'unité. Dans ce cas
donc, il semble qu'il faudrait avoir recours à la méthode géné-
rale que nous avons donnée dans le chapitre premier-, mais , ayant
déjà employé cette méthode pour trouver les premières valeurs
approchées des racines .r de l'équation primitive, on pourra se
dispenser de faire un nouveau calcul à chaque équation transfor-
mée ; c'est ce qu'il est bon de développer.

79. En faisant usage de la méthode dont nous parlons , 011
trouvera d'abord les limites entre lesquelles chaque racine réelle
de l'équation proposée sera renfermée, ensorte qu'entre deux li-
mites trouvées, il n'y ait qu'une seule racine (n° i5).

Soient Л et Л les limites de la racine cherchée ; l'expression

дз= TTT— -7 donne 1=.^ x~t * • donc la valeur de t sera renfermée
ft + w f — f'a;'

entre les limites - - т-, - - т—\ par conséquent, si ces dernières
?— Í>A f — f Л r n

l imites diffèrent l'une de l'autre moins que de l'unité, on aura sur-
le-champ la valeur entière approchée de /•, mais si elles différent
l'une de l'autre d'une quantité égale ou plus grande que l'unité,
alors ce sera une marque que la racine cherchée t différera des
autres racines de l'équation transformée en t par des quantités"
égales ou plus grandes que l'unité j de sorte qu'on sera sûr de
pouvoir trouver la valeur entière approchée de cette racine ,
par la simple substitution des nombres naturels à la place âe t ;
et la même chose aura Heu, à plus forte raison dans les trans-
formées suivantes.

^x8o. La formule t== r-peut être ..aussi très-ntiie pour ré-

duire en fraction continue toute quantité x qui sera renfermée-
entre des limites données, au moins pour trouver les fermes de
cette fraction qui pourront être donnés par ces limites-, car nom-
mant, comme ci-dessus, À et Л les deux limites de x, on aura

т—"et ——rr pour celles~de t; de s,?rte que, tant que la dif-

férence entre ces dernières limites ne sera pas plus grande que
l'unité, on pourra trouver exactement la valeur entière de t:

12
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ainsi, prenant £ et £ (p étant la valeur entière approchée de x )

pour les deux premières fractions , on pourra pousser la suite des
fractions convergentes , et par conséquent la fraction continue
jusqu'à ce que les limites dont nous parlons diffèrent entr'elles
d'une quantité plus grande que l'unité-, alors il faudra s'arrêter,
parce que les limites données Л et Л ne comporteront pas une plus
grande e x a c t i t u d e dans la valeur de x.
. Par ce moyen, on n'aura jamais à craindre de se tromper en

poussant la fraction cont inue plus loin qu'on ne doit , comme
cela arr iverai t facilement si, pour avoir cette fraction , on se
contentai t de prendre un des nomhres Л ou Л , et d'y pratiquer
la même opération dont on se sert pour trouver la plus grande
commune mesure , conformément à la manière usitée de réduire
les fractions ordinaires en fractions continues.

Pour pouvoir employer cette méthode en toute sûreté , il faudrait
faire la même opération sur les deux nombres Л ou Л , et n'admettre
ensuite que la par t ie de la fraction continue qui proviendrait éga-
lement des deux opérations; mais la méthode précédente paraît plus
commode et plus simple.

81. Voyons maintenant d'autres moyens pour simplifier encore
la recherche des valeurs entières approchées dans les différentes
équations transformées. Soit

t« — ai'-1 4- b t n ~ * — etc. = о

une quelconque de ces équations, dans laquelle il s'agit de trouver
la valeur entière approchée de t, que nous désignerons en général
par A; cette équation étant dérivée de l'équation proposée en x,
sera du même degré que celle-ci , et aura par conséquent le même
aombre de racines que nous supposons égal à П.

Nous avons trouvé en général ( n° 70 ) t = - x ~— , ce
О \ / J S f g/ £ >

qui se réduit à t = ^- x ———- := "^

mais -г — ~, = ± -y-;, le signe supérieur étant pour le cas où
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le quantième de la fraction s— est pair, et l'inférieur pour celui

où ce quantième est impair-, donc on aura

t _±

Donc, si on dénote par x la racine cherchée , et par x', л;', etc.
les autres racines de l'équation en x, qui sont au nombre de n,
et qu'on dénote de même par t, t'} i", etc.'les valeurs correspon-
dantes de t, on aura

í f = = = f c -
etc.

Mais l'équation en t donne -a == t -f- i! -f- t" -}-;etc.| dono
substi tuant les valeurs de t' , í", etc. que nous venons de trouver,
et qui sont au nombre de n — ï ,'on aura

H-i etc.

Or nous avons trouvé (n* y3) 4 s= a; =t /Л 7/y °U bien ea

faisant f'í -f- -тг' = -v]//, -y = •£ ± -г-̂  , où l'on remarquera que

f't -b V étant renfermé entre les limites </ et 2', qui sont l 'une
et l'autre plus grandes que /(n° 72), la quantité -ф sera nécessaire-
ment plus grande que l'unité. Donc, faisant cette substitution dans



Q 2 D E L A R E S O L U T I O N
la formule précédente, on aura

H 4- etc.
y р я — x -4 - 4

Mais les quantités x — x' y x — x" , etc. sont données , et la

quantité / va toujours en augmentant-, donc puisque la fraction -r

est toujours moindre que l'unité , il est clair que chacune des
quantités

— т —

ira nécessairement en diminuant , et que par conséquent la somme
de ces qxiantilés qui sont au nombre de n — ï , ira en dimi-
nuant aussi) de sorte qu'elle deviendra nécessairement moindre
que Í-.

Donc on parviendra nécessairement à -une équation transformée

telle, que sa racine t sera, à \ près, égale à д -f- ~~/ (a étant

Je coefficient du second terme pris négativement), c'est-à-dire que
cette racine sera contenue entre les limites

a + ̂ ' + i è í a + &=l* - i ,

et la même chose aura lieu à plus forte raison pour toutes les
transformées suivantes.

Donc , dès qu'on sera parvenu à une pareille transformée , il
n'y aura qu'à prendre le nombre entier qui approchera le pins de

la quantité a -f- — — / "*•• , c'est-à-dire , celui qui sera contenu

•en Ire les mêmes limites

ï ( n — ï ) ••*' , т г (п — l У t' ra + ь - ~J -- f- т et a + Ь - j-í- -- f,

et ce nombre sera nécessairement un des deux consécutifs, entre
lesquels se trouvera la vraie valeur de t , de sorte qu'il pourra être
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pris en toute sûreté pour la valeur approchée k ( n° 77 ). Ainsi
on pourra continuer l'approximation aussi loin qu'on voudra sau*
le mninrlrp. tâfonnement.

82. Puisque a = t + t' + t" , etc. en substituant les valeurs de t,
t' , t', etc. (n* 81) on aura

Or soit
Xя — A.x*-.1 -j- Ъхп~* — etc. = о

l'équation proposée-, qu'on fasse le premier membre de cette équa-
tion égal àX, il est facile de voir, par la théorie des équations,

que la quantité ^- deviendra, en y mettant 4- à la place de xt

après la differentiation,

1 - + --ï— + —I— -f etc.

?' x .?' f'

à cause que x, x', ça", etc. sont les différentes racines de l'équation

X = o. Donc on aura a = ± , . ——, et par conséquent

la quantité a -j- ——, deviendra

Donc, si on fait

_, /if*""1 — (n — ï ) Apn~ ap' -f- (/г — 2) B p""~3f'* — etc.
f" — A f " ~ l f ' + l î f"~* l'/a~- etc. *

_<_ i> /
]a quantité dont il s'agit sera ——-, ; par conséquent les limites

dont nous avons parlé dans le numéro précédent, seront

=fc R — ^ . T ± R — cr'

Ainsi on pourra trouver ces limites indépendamment de l'équation
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transformée en t, et par le seul moyen de l'équation proposée
en x, ce qui pourra servir à abréger le calcul.

öä. Il reset; uicUiueiicini a voir comment on pourra reconnaître
si la racine t est renfermée entre les limites dont il s'agit -, or
cela est facile dès qu'on connaît les deux nombres entiers consé-
cutifs O, ô -f- i , entre lesquels se trouve cette racine ; car , soient
Л -f- i et A — i les deux limites données -, il est clair que, pour
que t se trouve entre ces deux limites, il faudra que Л tombe
entre les mêmes nombres 9, 0-f- ï, et même plus près de celui
de ces deux nombres, dont t approchera davantage. On exami-
nera donc, i°. si Л tombe entre 9 et ô+ ï ; 2°. cela é laut , on
prendra celui de ces deux nombres dont л approche davantage
pour la valeur approchée de /, que nous nommerons k , et fai-

sant / = Ji -\ , on verra si l'équation transformée en w a une

racine positive ou négative pins grande que 2 ; si cette seconde'
condition a lieu, on sera assuré que la racine t tombera réelle-
ment entre les limites A -f- \ et A — | -, et on pourra poursuivre
le calcul, comme nous l'avons dit dans Je 11° Si.

84. On pourrait S'j prendre encore de la manière suivante ,
pour s'assurer si la racine t tombe entre les limites A -f- \ et A — ».
Il est facile de voir par le n° 81 que la difficulté se réduit à savoir

si la somme des quantités , , etc. divisée par /%
í -/ f _,«
?' ?'

est moindre que \; ainsi il ne s'agira que de trouver une quan t i t é
qui soit plus grande que celte somme, et de voir ensuite si celte

'i
quantité est moindre que •—.

Or soient-à, oc, x", etc. les racines réelles de l'équation pro-
posée, que nous supposerons au nombre de /л; et

£ + -4/ t/ — ï , £ — -Ф l/ — ï *
% + 4-V - ï , Г - 4' V/ - ï , etc.

les racines imaginaires que nous supposerons au nombre de 2 y,

ensorte que ^ -f- 2 v = n ; comme la fraction ~T diffère de la ra-
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ciné x d'une quantité moindre que — (ne y3), il est clair que si Д

est une quan t i t é égale on moindre que la plus petite des diffé-
rences entre les racines réelles de la même équation, chacune

des quanti tés réelles — , , etc. sera nécessairement
с _./ ? ..nr-1 f—

moindre que , et par conséquent la somme de ces quan-

tités, qui sont au nombre de /л— ï, sera moindre que —^—^-—.

Considérons ensuite les quantités imaginaires, lesquelles seront
deux à deux de la forme

2 (f -Оde sorle qu'on aura v quantités de la forme - - — - - ; or

je remarque que, quels que soient les nombres-?-, %, •ф , la

•(f-Oquantité - - ; — ; -- sera toujours moindre que -; en effet, si

on considère la quantité -7~г~п> е^ 4"'on fasse, ce qui est toujours

permis , y =s -^ tang. <p , elle deviendra

s sin ç cos <p sin и ф

' ï ^~Т":

or la plus grande valeur de sin 2 ф est l'unité j donc , etc.

Donc , si on dénote par П une quantité égale ou moindre que

la plus petite des quantités -ф, •]/ , etc. la quantité ~ sera néces-

sairement plus grande que la somme des quantités imaginaires dont
nous parlons.



g o D E L A R É S O L U T I O N

Donc, en général , la quantité •-' ~~ l- -f- ~ sera plus grande
л~~7*

que la somme de toutes les quantités

~—> 7—î—> etc-

Donc, si l'on a

Д et П éíant prises positivement , on sera sûr que la racine t
tombera entre les limites proposées.

Or, pour avoir les nombres Д et П, lorsqu'on ne connaît pas
d'avance les racines de l'équation proposée , il n'y aura qu'à cher-
cher dans l'équation des différences (D) du n° 8 , la limite /des
racines positives, et la limite — h des racines négatives, et on

pourra prendre pour Д uu nombre quelconque = ou < —/? , et

pour П un nombre quelconque = ou < — - ; cela suit évidemment

de ce que nous avons démontré dans l'endroit cité.

85. Si l'on avait ^ ' -f- -?- < |, alors la condition requise au-

rait lieu dès le commencement de la série; de sorte qu'on pourrait
approcher de la valeur de x sans aucun tâtonnement j voici le
procédé du calcul.

Ayant trouvé la première valeur entière approchée de x , qu'on
pourra prendre ou plus petite ou plus grande que x a volonté ;
et nommant cetfe valeur p , on aura les deux premières fractions

õ' l1
On fera donc , ï". • 7 f = ï ) ' K f ^ = o ) f = p , j>' =: ï, et substi-

tuant ces valeurs dans l'expression de R ( n° 82 ), on prendra

le nombre entier qui approchera le plus de f—'—, c'est-à-

dire de — li , lequel étant nommé A, on aura la fraction
/jf + 5 A/J-f ï

"
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2*. On fera it = p , т:' = i , f = k p + i , / = Ã, et substi-

tuant dans R , on prendra le nombre entier qui approchera le
T\ _ f T> _

ire de — т —

-J- ^ л ' (Ар4- О

_ _

plus de — =^-J c'est-à-dire de — т — , et ce nombre étant nommé k't

on aura la fraction. /V/T-T = ' ///. _i_It t; -f- T /t K -)- l

5°. On fera -тг = Аур -j- i, V = k', f = A' (A/? -f- i) + p,
f' = k'k -f- i, et on prendra la valeur entière la plus approchée

— R __ rr __ R _— //
de ;—— ou —777—; . laquelle étant nommée k'. on aura

p AA + i ^
71f l

la fraction ,,/, 7" T = etc. et ainsi de suite.
k f -f- л

De cette manière, la valeur de x sera exprimée par la fraction
continue

P -f- т—г 1

« + /т— i
+ Р"+ etc.

ou par les fractions convergentes

i p frp + i k f < j k p + Q +p etc<

86. Si l'on n'a pas d'abord ii^ + — < }, il n'y aura qu'à

chercher la fraction continue par la méthode ordinaire, jusqu'à
ce que l'on arrive à une fraction dont le dénominateur / soit

tel que l'on ait ,f f- -?— <"~. ou bien jusqu'à ce que l'onс д — i p n
parvienne à une transformée qui soit dans le cas du n° 83.

Au reste, comme en augmentant toutes les racines d'une équa-
tion dans une raison quelconque, on augmente aussi dans la même
raison les difíérences entre ces racines, il est clair que si, dans

l'équation proposée, on met ^ à la place de a;, ce qui en aug-

mentera les racines en raison de ï : f, les nombres Д et П qui
conviendront à la nouvelle équation , en seront augmente's dans
la même raison, et par conséquent deviendront/Д et/ÏT; donc
on pourra faire ensorte que la condition du n* 85 soit vérifiée ,
en donnant à/une valeur telle que
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Alors on pourra toujours se servir de la méthode du numéro

cité pour approcher sans tâtonnement de la valeur cherchée de x;
il faudra seulement diviser ensuite cette valeur par f pour avoir
ïa véritable racine de l'équation proposée : il est vrai que , de
cette manière, on n'aura plus cette racine exprimée par une
simple fraction continue ; mais on pourra néanmoins en approcher
aussi près qu'on voudra ; ce qui suffit pour l'usage ordinaire.

87. Soit l'équation proposée

xn — A = о 5

ensorfe que l'on demande la racine /ziime du nombre A.'
Soit, i°. n pair, et =; a m , l'équation aura, comme l'on sait,'

л n

deux racines réelles -h \/A et — y" A , et n — 2 racines ima-
ginaires qui s'exprimeront ainsi

с étant la circonférence ou l'angle de 36o°, et s étant successi-
vement = ï, 2, 3 , etc. jusqu'à m — ï -, donc on aura dans
ce cas ( n° 84 ) fi = 2 , v = m — i f et on pourra prendre

A = a V/ A, n = sin- X УА, à cause que sin | est le plus

petit de tous les sin — j donc la condition du n* 85 aura lieu si

a ï/ A — ï sin - >n

donc elle aura lieu sûrement toutes les fois que l'on aura

A = ou > Л—|боЛ-
l sin у
V n J

Soit, 2e. n impair et = 2 m 4- ï , l'équation n'aura qu'une

seule racine réelle y' A. , et elle aura 2m imaginaires de la forme

£=fc sin f /~
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en faisant successivement 5 =1 ,2 , etc. jusqu'à m ; donc 011
aura dans ce cas, / A = I , у=;л, et comme le plus petit

des sin — est, à cause de n = 2 ni + ï , sin —— , on pourra

prendre П = sin -î-^- x l / A j de sorte que la condition du nu-

méro cité aura Heu ici, si ^-^—-— = ou <j,c'est-à-
sin X 1/-A-

dire, si l'on a A = ou > í——~Л. Donc, lorsque le nombrei8o°
sin

7l y

A ne sera pas au-dessous des limites que nous venons de trouver,
ou pourra toujours, en faisant usage de la méthode du n° 85,
trouver directement et sans tâtonnement la racine Kèmc de ce nom-
brej et s'il est plus petit que ces limites, on pourra toujours le
rendre plus grand en le multipliant par un nombre quelconque
qui soit une puissance exacte du même exposant n j ensorte qu'a-
près avoir trouvé la racine de ce nombre composé, il n'y aura
plus qu'à la diviser par celle de son multiplicateur pour avoir la
racine cherchée de A.

Quant à la valeur de R (n* 83), elle sera pour l'équation
A T» "f""'л — A = о, К — t„ _ А?,„.

88. Puisque le cas de n r= 2 peut se résoudre par la méthode
de l'art. II ci-dessus , nous en ferons abstraction ici j soit donc

i°. n = 4 > °n aura sin —~ =s i j donc A = ou > 4*»

_ . 36o° 1/3 j « . -.. /e,a*, n s= 6, on aura sm —~- = -V-j donc A = ou >• 33.4.

5°. n в= 8, on aura sin = donc A = ou >

et ainsi de suite.

De même, si on fait

i°. n =5= 3 , on aura sin -^- = ; donc A ;=: ou > -?.;* о a ^
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a", n = 5, on aura sin —^— ; et faisant le calcul par les

logarithmes, on trouvera A = ou > i3i5, et ainsi de suite.

89. Supposons, par exemple, qu'on demande la racine cubique

de 17 -, puisque 17 est > ^-= , à cause dé 5 v/3 > 4, on pourra

employer d'abord la méthode du n° 85. On aura donc ici, à cause
3 'de n = 3 et A = 17 (ne 87) , R = 3 _J—-3. Or le nombre

3

entier le plus proche de ^/17 , est 2 ou 3j de sorte qu'on pourra
faire à volonté p = 2 , ou p = 3.

Faisons /7 = 2, et les premières fractions seront £, f ; donc

ï«. * = !, тг' = о, p = 2 , X= ï , donc R ==
— 17

^ Т> t

et le nombre entier qui approche le plus de ; = | sera i j

У/» Ч-1 __ 3donc k' = i , ce qui donne la fraction —r?— — y.

2". <rt =. 2, rtf = ï, / = 3 , / = ï , donc R = ^ et
•p __ IJT

-—-,— = 7^ -, le nombre entier qui approche le plus de -j^ étant s,
7/ I

on fera Л'= 2, ce qui donnera la fraction 77-7-37—7 = f

5e. Tf = 2 , rf = ï , f = 8 , fл = 3 -, dona

T}
 5

-
8a
 111 „i — R —^' Z4J ,

-"• ' g3 j
7<
33 — 53 í Ct p' ' 155 ;

ïe nombre entier qui approchera le plus de cette fraction sera — a-j.

donc A" = — a, et la fraction ,,Л , ^ sera ^-^~, etc.
'4 f "Г " ~— Э

De cette manière, on aura les fractions convergentes Vers 1/17
ï 2 3 8 — i 3
3' т» T'- S' :rr> eic-

et la fraction continue sera

2 "•" _ 2 -ь etc.
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LA THÉORIE DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES.

N O T E P R E M I È R E .

Sur la démonstration du Théorème I.

1-JES deux théorèmes du chapitre Ier sont la base de foufe la
théorie des équations, et doivent être démontrés d'une manière
rigoureuse» et sans rien emprunter de cette même théorie. La
démonstration que j'ai donnée du premier théorème (n° ï), est
tirée de la considération des facteurs de l'équation , et pourrait
laisser des doutes relativement aux facteurs imaginaires. Il est
vrai qu'en supposant connu le théorème sur la forme des racines
imaginaires, on est sûr que le produit de deux facteurs imagi-
naires .correspondans, est toujours une quantité essentiellement
positive , quelque valeur qu'on donne à oc ; d'où il suit que la
différence des signes dans les résultats des substitutions de p et q
à la place de ai, ne peut venir que des racines réelles. Mais on
doit observer que la démonstration rigoureuse de ce théorème dé-
pend elle-même du théorème qu'il s'agit de démontrer-, de sorte
qu'on ne peut l'employer dans la démonstration de celui-ci. Pour
éviter toute difficulté, j'ai cherché à démontrer ее théorème par
la nature même de l'équation, indépendamment d'aucune de ses
propriétés.

Représentons en général l'équation proposée par P — Q = о,
P étant la somme de tous les termes qui ont le signe plus,
et — Q la somme de tous ceux qui ont le signe moins. Supposons
d'abord que les deux nombres p et q soient positifs, et que q soit
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plus grand que p ; si en faisant x =/? on a P — Q < о, et en
faisant x = (j on a P — Q > о, il est clair que dans le premier
cas P sera < Q, et que dans le second P sera > Q. Or, par la
forme des quantités P et Q, qui ne contiennent que des termes
positifs et des puissances entières et positives , il est évident que
ces quantités augmentent nécessairement à mesure que ce aug-
mente, et qu'en faisant augmenter x par tous les degrés insen-
sibles , depuis p jusqu'à q ; elles augmenteront aussi par des degrés
insensibles, mais de manière que P augmentera plus que Q, puisque
déplus petite qu'elle é t a i t , elle devient la plus grande. Donc il y aura
nécessairement un terme entre les deux valeurs p et q, où P égalera
Q, comme deux mobiles qu'on suppose parcourir une même ligne
dans le même sens, et qui, partant à - l a - fo i s de deux points
difFérens, arrivent en même temps à deux autres points, mais de
manière que celui qui était d'abord en arrière se trouve ensuite
plus avancé que l'autre, doivent nécessairement se rencontrer dans
leur chemin. Cette valeur de x, qui rendra P égal à Q , sera
donc une des racines de l'équation, et tombera entre les valeurs
p et q. De même, si en faisant ce = p on avait P — Q >> o, et
en faisant :r = q on avait P — Q < о , on aurait dans le premier
cas Q < P, et dans le second Q > P-, et en faisant augmenter x
depuis p jusqu'à q, la quantité Q augmentera plus que la quan-
tité P , et l'égalera dans un point entre p et q.

Si les deux nombres p et g étaient négatifs ou un des deux
seulement, alors prenant un nombre positif r, tel que r + p et
r -i- g soient des nombres positifs, il n'y aurait qu'à transformer
l'équation par la substitution àe y — r à la place de x; on aurait
ainsi une tranformée en y, dans laquelle les substitutions de r-\-p
et de r -f- q à la place de l'inconnue y, donneraient par l'hypo-
thèse des résultats des signes contraires, puisque ces résultats sont
les mêmes que ceux qui viendraient des substitutions de p et de g
k la place de x dans la proposée. Or les nombres r -\-p et r -f- q
étant supposés positifs, on pourra reprendre le raisonnement précé-
dent, et on prouvera que l'équation en y aura nécessairement
une racine comprise entre les nombres r -f- p et 7- -f- q\ par con-
séquent, à cause de x = y — r, l'équation en x aura aussi
une racine entre p et g.



N O T E I I .

la demonstration äu Theoreme II.

J_JA démonstration de ce théorème (n* 5) suppose ces deux pro-
positions , que toute équation peut se décomposer en autant de
facteurs simples réels qu'elle a de racines réelles, et que le fadeur
restant, si le nombre de ces racines est moindre que l'exposant
du degré de l'équation, est tel qu'il ne peut jamais devenir né-
gatif , quelque valeur qu'on donne à l'inconnue. La première pro-
position a été long-temps admise par les analystes , comme un
résultat de la formation des équations ; et а'Л1етЪег1 est, je crois ,
le premier qui ait fait sentir la nécessité de la démontrer rigou-
reusement. A l'égard de la seconde , on pourrait la regarder
comme une conséquence de la première; mais pour ne rien laisser
à désirer sur la rigueur , il est bon de la démontrer aussi en
particulier.

Représentons en général par (л'т. . .) un polynôme quelconque
en x du degré in , tel que

xm — Ал;'"-1 + B,zm—* — Схш~г -f- etc. ± V,

si on change x en a, il deviendra (дт...), et il est facile de
voir que la différence (,zm...) — (a'n...) de ces deux polynôme»
semblables, sera divisible par x — a ; car chaque terme du poly-
nôme (\rm...), comme NX" , donnera dans la différence les
termes N (xn — a") -, or on a en général 3 tant que n est un nombre
entier positif,

ce" —• a" ;=(#—- я ) (я:" —' -f- ax"~* -f* a*x"~3 + e(c. -{~ a*"1 ) j

donc; réunissant tous les quotiens, et les ordonnant suivant les
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puissances de x, on aura

(*"...) - (a«...) = О-a)

(л"1"1...) étant un polynôme en ж du degré inférieur m — ï.
Ainsi on aura , quelle que soit la quantité a,

(л™...) = (л — a) (л1"-1...) -f- (am. ..)•

De la même manière, en prenant une autre quantité quelconque bt

on pourra réduire le polynôme (a;1""1...) à celte forme,

(a:"1-'...) = (# — £) (я"1-»...) -f (и«—'...),

(хт~л. . .) étant un autre polynôme du degré inférieur m — 2 ,
et ainsi de suite.

Maintenant je remarque que si l'on a l'équation (xm...) =o,
et que a soit une des racines de cette équation , c'est-à-dire une
valeur de x qui y satisfasse , on aura aussi (ят...) = о; donc
le polynôme (л"'...) sera alors réductible à la forme

O — e )(*""• '...),

et par conséquent divisible exactement par x — a.
Si, outre la quantité a, il y a une autre quantité Ъ qui satis-

fasse à la même équation (д;т...) = о, il faudra que cette quan-
tité, étant prise pour x , fasse évanouir l'autre facteur (xn~1. . .),
et soit par conséquent telle que l'on ait (Z»"1"""1...) = о. Donc le
polynôme (xm~*...) sera réductible à la forme (x— Z>) (xm~*...);
et par conséquent on aura

de sorte que le premier polynôme (л:1"...) sera exactement divi-
sible par ce — a et par x — b, et ainsi de suite.

Si donc l'équation (.zm...)=:o n'a qu'un nombre n moindre
que m de racines réelles a, b, c» etc. on aura d'abord

(xm . . . ) = (x — a] (ж —. Z>) (ж — с) (я1"-"...),

et le polynôme (xm ~ n . . . ) ne sera plus résoluble en facteurs
simples réels. Donc, quelque valeur qu'on donne à x, ce poly-
nôme ne pourra jamais avoir une valeur négative j ^ar s'il y avait
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une valeur de x qui pût le rendre négatif, comme d'un autre
côté on peut toujours prendre x assez grand pour que le premier
terme surpasse la somme de tous les autres , il s'ensuivrait qu'il
y aurait deux valeurs qui, étant substituées pour x, donneraient
des résultats de signe différent, et que par conséquent, par le
théorème I, il y aurait une valeur intermédiaire h qui pourrait
rendre (xm~*.. . ) = o, et qui serait ainsi une raciue réelle de
cette équation ; donc on aurait alors

(жт-п...) = (x — h) (л"::!1-'...),

eile polynôme (я"..,) aurait encore le facteur réel x — h, ce
qui est contre l'hypothèse Ce polynôme (лт~п) sera donc néces-
sairement d'un degré pair, et son dernier terme sera toujours po-
sitif ( nc 3 ) • et le polynôme (д;т...) aura par conséquent son
dernier terme positif ou négatif, suivant que le nombre des
racines positives a f b, etc. sera pair ou impair.

Non - seulement le polynôme (л;т~п...) aura toujours une
valeur positive lorsque l'équation (д;1А~"...) = о n'a aucune
racine réelle , mais encore quand elle aura des racines réelles
doubles ou quadruples, et en général multiples, suivant un nombre
pair; car alors le polynôme aura des facteurs de la forme (x — g)",
a r étant un nombre pair ; et il est visible que cette quantité est
toujours positive, quelque valeur réelle qu'on donne à x. D'où
il s'ensuit que le théorème II a encore lieu pour les racines égales,
triples , quintuples, etc. Mais comme on a des méthodes particu-
lières pour les racines égales , il suffit de considérer les racines
inégales, et d'avoir une méthode pour les trouver.

Au reste , l'esprit du calcul algébrique , qui est indépendant
des valeurs particulières qu'on peut donner aux quantités, fait
qu'on peut regarder tout polynôme (лт...) comme formé du pro-
duit d'autant de facteurs simples x — a, x — Ъ, x — с, etc. qu'il
y a d 'uni tés dans l'exposant m du degré de ce polynôme, quelles
que puissent être d'ailleurs les quantités a, Ъ t c, etc. ce qui donne
cette équation identique

am —A^-' + Bjt'"-' —etc.±V==(;r—-a) (x—b} (x — c) -

laquelle doit toujours avoir lieu indépendamment de la valeur de se.
Ч
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C'est uniquement dans cette transformation des polynômes que

consiste la théorie des équations. On a trouvé différentes relations
entre les quantités a, b, c, etc. des facteurs, et les coefficiens
A, B, C, etc. du polynôme ; et ce sont ces relations qui cons-
tituent les propriétés générales des équations ( Voyez la Note X).

Les facteurs qu'on suppose aux polynômes qui ne peuvent ja-
mais acquérir une valeur négative , sont appelés imaginaires, et
les quantités a, b, c, etc. de ces facteurs sont les racines ima-
ginaires des équations formées en égalant ces polynômes à zéro ;
d'où l'on voit que le nombre de ces racines est toujours nécessaire-
ment pair, et que leur produit, qui se trouve égal au dernier
terme du polynôme , est toujours positif.
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Sur l'équation que donnent les différences entre les racines
d'ime équation donnée , prises deux à deux.

recherche de cette équation, qui est l'objet du problème
du 11° 8 , deviendrait très-pénible si on y employait la voie de
l'élimination qui se présente naturellement-, mais par les formules
que j'y donne , elle n'a d'autre difficulté que la longueur du calcul.
Tout se réduit à calculer un certain nombre de termes de trois
séries, dont la loi est assez simple.

ï. La première série, celle des quantités A,, A,, A3, etc. n'est
autre chose que la série connue pour avoir les sommes des puis-
sances des racines par les coefficiens de l'équation donnée, et on
en verra la démonstration dans la Note VI. La troisième série,
celle des quantités a, b, ct etc. qui forment les coefficiens de
l'équation cherchée , est l'inverse de la précédente ; elle donne
ces coefficiens par le moyen des sommes des puissances des ra-
cines qu'on a par la seconde série a, , at} a3) etc. Je n'avais trouvé
que par induction la loi des termes de celle-ci j mais on peut la
démontrer d'une manière générale.

Pour cela, il n'y a qu'à considérer la quautile

(a? — a)' + (ce — ß)' -f- (x — yy -f- etc.

qui , étant développée suivant les puissances de x , devient

s±=ïl=*ï A3*'-' etc.

^omme ces deux expressions sont identiques, on y peut faire x
tout ce qu'on voudra, Qu'on suppose donc successivement x = y.f
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ß , y, eíc. et qu'on ajoute ensemble les résultats de ces substi-
tutions, on aura

(a— /5)'+ (л — 5,)- •+• etc. -HjS — л)'-К|3--эО'4- etc.

+ O — *)' 4- (y — ßy + etc.

= m A, — s A, A,_, •+- • 5~ A. A;_-;

ce qui est évident, puisque, parla notation qu'on a employée,
on a , en général , A, = л' + ßs -f- >' -f- etc.

Lorsque * est un nombre impair , il est facile de voir que le
premier membre de cette équation devient nul par la destruction
mutuelle de tous les termes; et le second membre devient nul aussi
de lui-même, en remarquant que l'on doit avoir A0 = a° -j- ß*
"f- >° -f- etc- — m> nombre des racines.

Mais lorsque s est un nombre quelconque pair = з/л; le pre-
mier membre devient égal à 2 a^ , suivant la notation des terme»
de la seconde série ; ainsi on aura

яа^ == 77zA2jU — з/лА.Аад,-, +2^ a~ Ад A a A«_ a

2//. (3/x— l) (Q//.— S) д д
— • - à - • — -"s A3i«_ 3 -j~ et:c<

Comme les termes de cette série se trouvent les mêmes de part
et d'autre du terme du milieu, qui contient Ди А^, en réunissant
les termes égaux, et divisant par a , on aura la formule géné-
rale de la valeur de a/,, que j.'ai donnée dans l'endroit cité.

2. On pourrait , de la même manière , trouver des formules pour
les sommes des racines prises deux à deux. Car en considérant
la quantité

(x + «)' 4- (« Ч- /3)' -b (* -f- УУ + etc.

on aura par le développement cette expression identique

-?4- etc.
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Done , faisant successivement x = л, ß, у , etc. et ajoutant en-
semble les résultats, on aura

2' («/ -{- /3' 4- y + etc.)
-j- a ( f t + j8)' 4- 2 (* + >)' + a (/8 + y)' + etc.

c= m A., 4- s A, A I-_ l 4- д ( д ~ х ) А»А,_,

etc-

Donc, si on dénote en général par a. , la somme des puissances
^i-mcs deg racines ajoutées deux à deux , on aura , à cause de
et' + ß' -Ь У 4- etc. = A, cette expression de za,

•y('?~ l )aã, == (772 — 2') A, 4- s A, A,_, 4- j ( J
a A, A,_a

4_ Lkf——g • A3 А,^з + etc.

Comme 5 est supposé un. nombre entier, il est clair que les
termes également éloignés des deux extrêmes seront égaux : or le
dernier terme sera A, A0, mais A0 =; ra-, donc, réunissant le
dernier au premier, l'avant-dernier au second, et ainsi de suite,
et divisant par 2, on aura, lorsque s est un nombre impair,

a, = (m — a'-1) A, 4- j A. A, _. 4- 5 ̂  ~ ' •* A3 A,--, 4- etc.

4-
1 . 2 .

et lorsque s est un nombre pair,

a, = (m — a'"1) A, 4- sA, A,_, 4 *— Aa A;r» 4" &£•

l . 2 . 3 —
2

Si on détermine par cette formule les termes de la série a,,
at> os, etc. et qu'on emploie ces valeurs dans les expressions des
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des quantités и, b, с, etc. de la troisième série, on aura les
coefficiens de l'équation , dont les racines seront les n sommes
л-f-/3, a-f-}', ]ô-h>> etc. des racines de l'équation donnée,
prises deux à deux. Cette équation peut être utile dans plusieurs
occasions.

3. Je dois, au reste, observer ici que Waring avait déjà remar-
qué dans ses Miscellanea analytica, imprimés eu 1763, l'usage
de l'équation, dont les racines seraient

1 1 '• ~ - ~ ~ p . % , 7 : • , etc.
л — /3 ' л — y' ß — y'

pour trouver les limites des racines réelles de l'équation , dont
les racines sont a, /3, y, etc. Mais je ne connaissais pas cet
Ouvrage lorsque je composai mon premier Mémoire sur la réso-
lution des équations numériques; d'ailleurs cette remarque n'élant
présentée dans l'Ouvrage de Wrar'mg que d'une manière isolée,
serait peut-être restée long-temps stérile sans les recherches dont
elle était accompagnée dans ce Mémoire.

Je dois ajouter que le même Auteur a aussi remarqué avant moi
les caractères qu'on peut tirer des signes de l'équation , dont les
racines sont les carrés des différences entre les racines d'une équa-
tion donnée, pour juger des racines imaginaires de cette équation.
Il avait dit simplement dans l'Ouvrage cité, que si cette équation,
des différences n'a que des signes alternatifs, l'équation primitive
a nécessairement toutes ses racines réelles 5 autrement elle en a
d'imaginaires-, mais il a donné ensuite sans démonstration, dans
les Transactions plùlosophicjites de l'année iy63, les conditions
qui résultent des équations des différences du quatrième et du
cinquième degré, pour que les équations de ces degrés aient ou
toutes leurs racines réelles , ou deux ou quatre racines imaginaires;
ce que personne n'avait encore fait pour le cinquième degré.

Dans le second Mémoire , je m'étais contenté de donner les
équations des différences pour le second , le troisième et le qua-
trième degré -, la longueur du calcul m'avait empêché de donner
celle du cinquième degré ; mais comme elle peut être utile dans
quelques occasions, je vais la rapporter ici, d'après
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4- Soit donc l'équation du cinquième degré

x5 + Вд;3 — Ся1 -f« Dx — E = о,

l'équation des différences sera

o10 —- av* •+• Ъиг — ci>7

dans laquelle

a = — ioB
£=i SgB'-f-

—25O
2D — gSD'-f-gaBO + i20oCE

— i69B3D— n8BaCa — 260 OD
— 6a5 E" — 400 ВСЕ

/== — s5BG + 4oD3 — 53C-* + 52B3C1— 522B
aDa-f- i94B*D

4- 708 BC4D + 24oBaCE -(- 1760BE1 — gSoCDE

^ = — 4B7 — io6B5D + 80 BD3 + 3o8B3Dz -f- 102 ВО

H- 7B4O — 670 C'D' — oiaB'C'D—- jooC3E + 375oDE»
— 25ooBaEa — 8oB3CE + 2i5oBCDE.

Ъ = 4oo D* — 56oB*D3 — 15ВШа + 24B6D — 8B5C*

_45B 2 C^ — 270 CD -f- i4oB 3 C 5 D 4. дбоВС^О1

H- i875OEa + ioooCD3E — 5oooBDE3 + ^SoB'E1

4-4оВ<СЕ + 6ooBC3E — i65oB'CDE.

г ^= —36B5D a + 224B'D3 — 5aoBD 4 — 4BSC* — 27G 6

+ 4oCaD3 — 434B2C2D a H- 24BÍOD + jgSBOD

— 5ooo D1 Ea + 45o C3 D E + бз5о С E3 — 675 B* E1

+ 375о BaDEa — ЗоооВОЕ1 — 6оВ'С3Е — 20о BCDSE
+ 35oB3CDE.

k= 3i25E^ — 375oBCE3 + (2000 B D' + 2260 C1 D
— 900 B3 D + 826 B2 C3 + 108 B5 ) Ea —• ( 1600 CD3

— 56o B1 C D2 — 16 B3 C3 + 65o B C3 D + 72 W C D

— 108 C5)E + 256D5 — i28B2D^ + 144 BOD3 + i6B4Ds

— 2700* — 4B'CaDa.
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La réalité de toutes les racines de l'équation du cinquième

degré exige donc que la valeur de chacune des quantités a, b,
с, etc. soit positive', ce qui donne , comme l'on voit, dix condi-
tions : mais il est possible que quelques-unes de ces conditions
se trouvent renfermées dans le système des autres -, ce qui en di-
minueroit le nombre, comme nous l'avons vu pour le quatrième
degré. Si toutes ces conditions n'ont pas lieu à-la-fois, alors l'équa-
tion aura nécessairement deux ou quatre racines imaginaires, sui-
vant que la quantiíé k aura une valeur négative ou positive.
Mais si cette quantité était nulle , l'équation aurait dexix racines
égales5 elle en aurait trois égales, si la quantité/ était nulle en
même temps, et ainsi du reste.
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Sur la manière de trouver une limite plus petite que la
plus petite différence, entre les racines aune équation
donnée.

JLjA determination de ceife limite est nécessaire pour pouvoir
former une suite de nombres, dont la substitution successive fasse
connaître d'une manière certaine toutes les racines réelles de
l'équation proposée (n° 6). Le moyen le plus direct d'y parvenir,
est de calculer , comme nous l'avons proposé , l'équation même
dont les racines seraient les différences entre celles de l'équation
donnée, et de déterminer ensuite, par les méthodes connues , la
limite delà plus petite racine de cette équation. Mais, pour peu
que le degré de l'équation proposée soit élevé, celui de l'équation
des différences monte si haut, qu'on est effrayé de la longueur du
calcul nécessaire pour trouver Ja valeur de tous les termes de cette

équation , puisque le degré de la proposée étant m , on a - - " " " •

coefficiens à calculer, et que, pour employer les séries du n° 8,'
il faudrait en tout calculer 2 /7z (m— • ï) termes.

Comme cet inconvénient pourrait rendre la méthode générale
presque impraticable dans les degrés un peu élevés , je me suis
long-temps occupé des moyens de l'affranchir de la recherche de
l'équation des différences ; et j'ai reconnu , eu effet , que sans
calculer en entier cette équation, on pouvait néanmoins trouver
une limite moindre que la plus petite de ses racines ; ce qui est
îe but principal du calcul de cette même équation.

!• En effet, soit l'équation proposée en oc

xm — Axm~ l -f- Ъх т~л •— Cas1" r.3. 4- etc. = о
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que je représenterai , pour pins de simplicité par X = о ; qu'on
ел déduise cette équation en и du degré m — ï ( n °8 )

Y -4- Z M + Vw1 H- etc. + zi"-' = o,

dans laquelle

У = ?nxm~ l — (m — ï ) А.хт~л -f- (m — 2) Ъхт~3 — eíc.

3 _ etc.
2.5

savoir, Y = X', Z — Ç> V ; =5> etc>

X', X', Xw, etc. étant les fonctions dérivées de X, ou les coeffi-
riT. . , cciens diliérentiela -y— , —r-^ , —г-*- , etc.

On a vu dans le problème da n° 8 , que si on substitue dans
cette équation. ед и , à la place de x , une quelconque des racines
de l'équation ж = о, elle aura alors pour racines les différences
entre cette racine et toutes les autres racines de la теще équa-
lion. Donc si ou y substitue successivement les m racines de
l'équation X = о , on aura m équations en и , dont les racines
seront toutes les différences possibles entre les racines de l'équa-
tion proposée; par conséquent, il ne s'agira que de trouver une
quantité plus petite que la plus petite racine de cbacu-ne de ces
in équations.

Donc , si on fait и = i , ce qui changera l'équation en и eu

celle-ci

Y 4- 7 + J H- etc. + ^ = о ,

ou bien en multipliant par г"1-1, et divisant par Y;

f*-* + | i»=« + J г"1-3 + etc. + ~ = e

tout se réduira à trouver une limite plus grande que la plus grande
des racines de cette dernière équation , en supposant qu'on y sub-
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slitue successivement pour x chacune des m racines de l'équation
proposée ; car cette limite étant trouvée , si on la nomme L, il

est visible que — sera la limite cherchée pins petite que chacune
des 772 racines.

2. Or on sait (n° 12) que le plus grand coefficient des termes né-
gatifs d'une équation, pris positivement et augmenté d'une imité,
est plus grand que la plus grande de ses racines positives. Ainsi,
pour avoir la limite L> il n'y aurait qu'à trouver la plus grande
râleur négative qui pourrait résulter de la substitution des racines

Z V
de l'équation x = о à la place de x daus les coefficiens y » v ' e*c*

de l'équation eu /, ou une quantité plus grande que cette valeur.
Si ces coefficiens ne contenaient que des puissances de x sans

dénominateur, on pourrait résoudre la question en substituant
à la place de x dans les termes positifs, une limite plus petite
que la plus petite des valeurs positives de x, et dans les termes
négatifs, une limite plus grande que la plus grande de ces valeurs*,
car il est visible qu'on aurait, par ce moyen, des quantités né-
gatives plus grandes que les valeurs négatives que chaque coef-
ficient pourrait recevoir par la substitution de chacune des racines
positives de la proposée eu x ; et pour avoir égard aux racines
négatives de la même équation , il n'y aurait qu'à changer dans
les expressions des mômes coefficiens x en — x, et substi tuer en-
suite dans les termes positifs une valeur de x plus petite que la
plus petite racine négative de cette équation, prise positivement,
et dans les termes négatifs une valeur de x plus grande que la
plus grande de ces racines.

La plus grande des quantités négatives trouvées de cette ma-
nière, prise positivement et augmentée de l'unité, pourrait sans
scrupule Être employée pour la limite cherchée L.

Toute la difficulté vient donc du dénominateur Y, qui contient
aussi l'inconnue x. J'avais proposé autrefois de prendre pour Y
une valeur plus petite que chacune de celles qui pourraient ré-
sulter de la substitution des racines de l'équation X = о à la place
de x\ mais la difficulté était d'avoir celte limite •, et il ne paraît
pas possible de la trouver -autrement que par l'équation même ,
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dont les différentes valeurs de Y seraient racines. Pour avoir cette
équation , on ferait Y = r , et ou éliminerait x au moyen de
l'équation X = o, et de celle-ci/ — Y = o-, l'équation résultante
en y serait du m!'mc degré , et la limite plus petite que la plus
peti te de ses racines serait la quantité qu'on pourrait prendre
pour Y ; mais cette équation en y peut encore être fort longue
à calculer, soit qu'on la déduise de l'élimination, soit qu'on veuille
la chercher directement par la nature même de ses racines.

3. J'ai fait réflexion depuis , qu'on pouvait toujours éliminer l'in-
connue x du polynôme Y, en le multipliant par un polynôme conve-
nable du même degré m — ï, et en faisant disparaître, au moyen
de l'équation X = o , toutes les puissances de x plus hautes
que я."1"1.

En effet, si on prend un polynôme tel que

— ахт-* 4- bx m ~* — cxm~4 •+• etc.

que nous nommerons £ pour abréger, et dans lequel les coeffi-
ciens a, b , с, etc. soient arbitraires, et qu'on mul t ip l ie le po-
lynôme Y par celui-ci, on aura un polynôme du degré 2/72 — з.
Or l'équation X = о donne d'abord la valeur de xm , et avec cette
valeur on pourra former, en m u l t i p l i a n t successivement par x f

et subst i tuant à mesure la valeur de xm , toutes les puissances de x
supérieures à x m ~ l jusqu'à x*m~*. On substituera donc ces valeurs
dans le polynôme Y£, et il s'abaissera à la puissance m — i j
on fera alors disparaître tous les termes qui contiennent x , en éga-
lant à zéro chacun de leurs coefliciens ; ce qui donnera m — ï,
équations Hnaires en a, b, c , etc. lesquelles serviront à déterminer
ces inconnues, dont le nombre est aussi m — ï ; nommant К le
terme ou les termes restans et tout connus, on aura Yç = К ,

et par conséquent Y = — .

L'équation en i deviendra, par celte substitution,'

f - r« + ^ ï«-* + ;V£ p-3 + etc. ^_ I _ 0.

et comme les coefiiciens T~ > ~&~ > e^c* nc С°и^ейпеи1 phis que
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des puissances de x sans dénominateur, on pourra y appliquer
la méthode proposée ci-dessus , et trouver une limite L plus grande
que Ja plus grande des valeurs de /.

On pourra réduire aussi les polynômes Z? , V£ , efc. à ne con-
tenir que des puissances de x moindres que x m ~ l par les mêmes
subst i tut ions des valeurs de xm et des puissauces supérieures à x"1.
Cette réduction n'est pas absolument nécessaire, et on peut sans
inconvénient employer les polynômes tels qu'ils résultent de la
multiplication de Z , V , etc. par 0 ; mais elle est utile pour sim-
plifier le calcul et avoir une limite L plus approchée.

4- II est bon de remarquer encore que , comme les valeurs de и
qui représentent les différences entre les racines de l'équation
proposée, peuvent être également positives et négatives, les va-

leurs de i pourront l'être aussi, puisque nous avons fait и = i;

d'où il s'ensuit que la limite des valeurs positives de i le sera
aussi des valeurs négatives prises posit ivement, et réciproquement
celle des plus grandes valeurs négatives prises positivement, le
deviendra des plus grandes positives.

On pourra donc dans l'équation en г prendre également i positif
ou négat i f , et par conséquent prendre Je second , le quat r ième ,
le sixième, elc. termes de l 'équation en i avec des signes con-
traires, si, de cette manière, il en résulte pour L une limite
moindre.

5. Ayant ainsi trouvé la limite L , on aura — pour la limite plus

petite que la plus petite différence entre les racines de l'équation

proposée, et on pourra faire Д = j- ( n° 6) pour avoir la suite

Д, аД, 3 Д-, etc. des nombres dont la subst i tut ion successive fera
connaître sûrement tontes les racines réelles de la même equation,
et donnera leurs premières limites.

Si la quanti té К était nulle , on aurait pour L une quanti té

infinie, et la l imite — deviendrait zéro; ce qui indiquerai t l'égalité

de deux ou plusieurs racines dans l 'équation proposée. En e f fe t ,
s'il y a deux racines égales, il est clair qu'il y aura une des valeurs
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de u qui sera nulle ; donc le dernier terme Y de l'équation en u",
deviendra nul , en y substituant pour x une des racines de l'équa-
tion X = o j donc cette équation aura lieu en même temps que

fl\
l'équation Y = o, c'est-à-dire, X' = о ou -J-; = o j ce qui re-

vient à ce que l'on sait depuis long-temps. Donc l'équation ré-
sultante de celle-ci par l'élimination de x , aura lieu aussi. Or il
est facile de voir que cette équation n'est autre chose que l'équa-
tion К = o j car, puisque le produit Y£ devient = К par le

moyen de l'équation X — о , on aura Y — — , et par conséquent

l'équation Y = о donnera К — о.
Lorsqu'on sera assuré par-là que l'équation en oc a des racines

égales , on les trouvera en cherchant le commun diviseur des équa-
tions X = о et Y z= о ( n° i5); ensuite l'équation en i donnée
ci-dessus étant multipliée par К et divisée par Z£ , deviendra, à
cause de К = о ,

z'1"-8 -f- J z'"1-3 + etc. 4. £- = о ,

à laquelle on pourra appliquer la même méthode pour trouver
une limite plus grande que les valeurs de /, et ainsi de suite.

Au reste, comme avant d'entreprendre la résolution d'une équa-
tion par quelque méthode que ce soit, il est toujours nécessaire
de s'assurer si elle a des racines égales , parce que ces racines
peuvent se déterminer à part d'une manière rigoureuse, on voit
que le calcul de la quantité К est indispensable lorsqu'on ne cal-
cule pas l'équation des différences •, car l'équation К = о est pro-
prement celle que l'on trouve par les méthodes ordinaires, lors-
qu'on cherche les conditions de l'égalité des racines. Ainsi à cet
égard la méthode que nous proposons n'alonge point le calcul
nécessaire pour la résolution des équations.

G. La quant i té К étant connue , tout se réduit à chercher une
quantité égale ou plus grande que la plus grande valeur négative

y ; v ç к
des quantités -—- , -~ , etc. -f-, coefficiens de l'équation en i; pour

cela; on substituera à la place de x une quantité plus petite que
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la plus pet i te des racines positives de l'équation X = o, dans les
termes pos i t i f s de ces coefficiens, et une quanti té plus grande que
la plus grande de ces racines dans les termes négatifs ; ensuite,
ayant changé dans ces mômes coefficiens x en — x, on substi-
tuera de même dans les ternies positifs une quantité plus petite
que la plus petite des racines négatives, et dans les termes né-
gatifs une quantité plus grande que la plus grande des racines
négatives de la même équation , en prenant ces racines positive-
ment. Le plus grand résultat négatif qu'on aura de cette manière,
étant pris positivement et augmenté de l 'unité, donnera la valeur
de la limite L , que l'on cherche.

Pour avoir ces quantités plus grandes et plus petites que les
racines de l'équation X ;= о, on pourrait prendre tout de suite
le plus grand cocflicient des termes négatifs de cette équat ion ,
augmenté de l 'uni té , pour la quan t i t é plus grande que ses racines
positives5 ensui te , après avoir échangé dans la même équation

x en —, et fait disparaître par la multiplication les puissances

négatives de x, on prendrait de même le plus grand coefficient
des termes qui seraient de signe différent du premier , et l ' un i t é
divisée par ce coefficient augmenté de l 'unité , serait la q u a n t i t é
plus peti te que les mêmes racines. A l'égard des racines négc4-
tives , on changerait dans l'équation x en — x pour les rendre
positives , et ou trouverait de la même manière les quantités
plus grandes et plus petites que ces racines.

Mais , quoique les limites qu'on trouvera par cette méthode
soient toujours exactes, elles peuvent néanmoins être trop éloi-
gnées entre elles j ce qui aurait l'inconvénient de donner pour la
limite L une quantité trop grande , et par conséquent pour la
différence Д des termes de la suite une quantité trop pet i te : d'où
résulterait un trop grand nombre de subst i tut ions successives à
faire dans l'équation proposée pour eu découvrir toutes les ra-
cines (n° 6).

7. 11 est donc utile d'avoir des limites plus resserrées, et on pourra
les trouver par la méthode exposée dans le n° 12. Suivant l'esprit
de cette méthode , il ne s'agira que de chercher d'abord une va-
leur de x qui rende positives les valeurs des fonctions X, X',
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X'", etc. ce qui n'est pas difficile en commençant par la dernière;
où x n'est qu'à la première dimension , et remontant successive-
ment à celles qui précèdent. Cette valeur sera la limite plus grande
que toutes les racines positives de l'équation X = o. Pour avoir
ensuite une limite plus petite que ces racines, on transformera

la fonction X, en y substituant — à la place de x, et la multi-

pliant par oc.m pour faire disparaître les puissances négatives ; et si
le terme où est xm, se trouve négatif, on changera tous les signes
pour le rendre positif. On prendra cette nouvelle fonction pour X,
et en ayant déduit les fonctions X', X", etc. on cherchera de
nouveau la valeur de x, qui rendra toutes ces fonctions positives.
L'unité divisée par cette valeur, donnera une limite plus petite
que toutes les racines positives de la même équation X = o. Enfin
on changera dans ces deux séries les fonctions x eu — x, eu
changeant en même temps tous les signes, si la plus haute puis-
sance de x se trouve affectée du signe -~; et les valeurs de x qui
les rendront toutes positives seront les limites plus grandes et plus
petites que les racines négatives de la même équation prises posi-
tivement.

8. Pour donner im exemple de la méthode que nous venous
d'exposer, nous l'appliquerons à l'équation

хз — 7 ж -f- 7 — О ,

que nous avons résolue dans le n° 27.
Од aura donc ici

X = x3 — 7 x 4- 7 ;

et les fonctions dérivées seront

X' = 5 x> — 7 , X' = 6 x , Xw = 6 , X'T = о ;

donc

Y = X'= Зге' — 7J Z = ^ = 5*,
vw

v — — — i-
V — 2.3 — l>

et l'équation eu и sera du зесоца degré,
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On prendra pour £ le polynôme indéterminé du second degré

x* + ах -\- Ъ у

et en le multipliant par le polynôme Y , on aura

Y£ = Ъх^ -f- 3ax3 + (5ô — 7) ж« — уаж — 7 í.

Mais l'équation X=[o donne a:3 = jx — 7; donc а?4;=7л:г — -
Faisant ces substitutions , on aura

= (3# -f- i4) #a + (i4*z — 2i).£ — ai и — 7 .

On fera donc

3Z» + 14 = o, 14 а — « 2i = o, — aia — • 7 b s= K;

d'où l'on tire

Ainsi , puisque la quantité К n'est pas nulle, on eu conclura
d'abord que l'équation n'a pas de racines égales,

Maintenant on aura

et de là, en multipliant par Z= 3œ, et substituant pour #3 sa
valeur ,

de sorte que les deux coefficiens de l'équation en г seront

27 дг -f- 4я ̂  — ! 26 G a:" + q ж — з8— — - . et *~ - 1
7 7 '

et il ne s'agira plus que de trouver une quant i té égale ou plus
grande que la plus grande valeur négative que ces coefficiens
puissent avoir sans connaître les valeurs de x : or c'est à quoi
on peut parvenir par le moyen des limites de ces valeurs.

9. Pour ce^ on commencera par chercher des l imi tes plus
grandes et plus petites que les valeurs de x, tant positives que né-

16
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gatives. Je remarque d'abord que le plus grand coefficient des
termes négatifs dans l'équation en x, étant 7, on pourrait prendre
8 pour la limite plus grande que les racines positives •, mais
on peut trouver une limite moindre par la considération des
fonctions X, X', X*; savoir,

x3 — • 7 # + 7 » За;1 — 7, 6л:,

en cherchant une valeur de x qui les rende toutes positives : on
trouve que x = з satisfait à ces conditions-, de sorte que 2 sera
une limite plus grande que les racines positives.

Si on change dans ces mêmes fonctions x en — x , en chan-
geant en même temps les signes , s'il est nécessaire , pour que le
premier terme soit toujours positif, on a celles-ci,

ce3 — j x — 7, 3 íca — 7 , 6o;;

et l'on voit que , pour les rendre toutes positives , il faut faire en
nombres entiers x = 4 j mais en nombres fonctionnaires il suffit
de x ;= 3 -~ : ainsi f£ sera une limite plus grande que les racines
négatives prises positivement.

On transformera maintenant la fonction x par la substitution

de — à la place de x -, et l'ayant multipliée par x3 pour faire

disparaître les puissances négatives , on aura , après avoir divisé
par 7, coefficient du premier terme, cette fonction transformée

»
^ f

dont les deux fonctions dérivées seront

3 хя — 2x , 6 x — з ,

qu'il faudra rendre positives pour une valeur supposée de x. Or
on trouve que ï satisfait à ces conditions ; mais on y peut satis-
faire par un nombre moindre , comme f . Ainsi J sera une limite
plus petite que les racines positives.

Enfin , en changeant dans ces mêmes fonctions oc en *— x , et
changeant en même temps tous les signes de la première et de la
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troisième pour rendre les premiers termes positifs , on a celles-ci ,•

aP + x' — if, 3 я« 4-3 я, 6x + 2;

et l'on trouvera aisément qu'elles deviennent toutes positives ед
faisant a;s=|; d'où il s'ensuit que 3 sera une limite moindre que
les racines négatives prises positivement.

On a donc pour les limites des racines positives les nombres
| et 2 , et pour celles des racines négatives prises positivement,'
les nombres 3 et f£.

On substituera donc d'abord à la place de oc, | dans les termes
positifs, et 2 dans les termes négatifs des deux quantités

27 x1 + 4Z x — * 26 6 Xй + 9 x — a8

et l'on trouvera les résultats — " et — |-f ; comme le premier
de ces deux résultats est le plus grand, il est bon de voir si, en
changeant tous les signes de la première quantité , ce qui la ré-

duit à — 2 7 X — 42-Г + ia . ^ et substituant de même | dans les

termes positifs et 2 dans les termes négatifs, au lieu de x , on
aurait un résultat moindre ; mais on trouve celui —, Ц±, qui est
au contraire plus grand , et par conséquent inutile.

On changera maintenant dans ces mêmes quantités x en — cot

ce qui les changera en celles-ci,
27 x1 — 4a x — 126 6 à* — 9 ̂  — з8

7 ' 7 '

et on y substituera 3 à la place de oc , dans les termes positifs ,'
et ü dans les termes négatifs, il viendra ces résultats — ff et
— ±|- et comme le résultat de la première quantité est moindre
que l'un de ceux que nous avons déjà trouvés, il est inut i le d'en
chercher un autre en changeant les signes de cette quantité.

Puisque — ~ est le plus grand résultat négatif , on aura

L s= 4r -f- i , et par conséquent Д = y- = — pour la limite

cherchée , moindre que la plus petite différence entre les racines
de l'équation proposée.
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Nous avons trouvé par l'équation même des différences Д s= -

( n° 27 ) 5 d'où l'on voit que la méthode précédente donne à la
vérité une limite un peu plus petite , mais que la différence est
peu considérable. Au reste, quoique pour une équation du troi-
sième degré il n'y ait guère rien à gagner par cette méthode sur
la longueur du calcul, il n'eu sera pas de même pour les équa-
tions des degrés supérieurs •, car le nombre des opérations que cette
méthode exige n'augmente que comme le degré de l 'équation, au
lieu que celui des opérations nécessaires pour calculer l'équation
des différences et en déduire la limite cherchée, augmente comme
les carrés de ce même degré.



N O T E V .

Sur la Méthode tf Approximation donnée, par Nat-Ion.

V J O M M E la méthode de Newton pour la résolution approchée
des équations numériques est la plus connue et la plus usitée ,
à cause de sa simplicité , il est important d'apprécier le degré
d'exactitude dont elle est susceptible ; voici comment on j peut
parvenir.

ï. Soit l'équation générale du degré 772

xm — А-гтг' -j- Ъхт~л — etc. = о

dont on cherche une racine. La méthode dont il s'agit demande
qu'on connaisse d'avance une valeur approchée de la racine cher-
chée; en désignant cette valeur par a, on fera x = a -f- p , et
on aura par cette substitution une équation transformée en p ,
qui , à commencer par les derniers termes, sera de la forme

X 4- Y/> + Zyu1 4- V^J 4- etc. 4- pm ,
où les quantités X , Y, Z, etc. seront des fonctions de <z , qu'on
trouvera tout de suite par les formules du 11° 8, en changeant x
en a : ainsi on aura

X = am — Aa1"-1 + Be"1-' — Ce1"-3 4- etc.

Y = ma™- 1 — (m — \ ) А«'"-* +• (m — a) Вл'"~ : — ele.
etc.

Comme p doit être par l 'hypothèse une q u a n t i t é assez petite ,
étant la différence entre la vraie racine et la va l eu r supposée de
cette racine , les puissances p* , p3 , etc. seront de fort pcliles
quantités auprès de p; par conséquent les ternies affectés décès
puissances , seront eux-mêmes nécessairement très-petits à l'égard
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des premiers termes X -+• Y/?, puisque les coefficiens Z, V, efc.
ne peuvent jamais devenir fort grands, étant des fonctions sans
dénominateur : ainsi , en réduisant toute l'équation à ses deux

•v
termes , on en tirera une valeur approchée de p , qui sera = — ^.

Appelons b cette valeur approchée de p, on pourra faire par la
même raison, dans l'équation en p, la substitution de b + g, a
la place de p , et négliger ensuite dans la transformée en q les
termes qui contiendront le carré et les puissances plus hautes de g;
cette transformée étant ainsi réduite aux deux premiers termes de

f~V\

la forme (X) + (Y)? , donnera sur-le-champ g = — ̂ . Cette

quantité étant nommée с, on substituera c -f- r à la place de q
dans la dernière transformée, et on en aura une nouvelle en r,
d'où l'on tirera de même la valeur de r, et ainsi de suite.

De cette manière, on aura les approximations а, а -f- Ъ,
a J- Ъ -4- с etc. vers la vraie valeur de la racine cherchée.

2. Voilà la méthode telle que Newton Га donnée dans la
Méthode des Fluxions ; mais il est bon de remarquer qu'on peut se
dispenser de faire continuellement de nouvelles transformées ; car,
puisque la transformée en p est le résultat de la substitution de
а _i_ n, au lieu de x dans l'équation en x, et que la transformée
en q est le résultat de la substitution de b -f- q , au lieu de p dans
la tranformée en p , il s'ensuit que cette transformée en g sera
le résultat de la substitution immédiate de а + Ъ ~\- q à la place
de x dans la même équation en x ; par conséquent elle ne sera
antre chose que la première transformée en p, en y changeant
y en q et a en а + £} d'où il s'ensuit qu'ayant trouvé l'expres-
sion générale de p en a, on aura celle de q , en y substituant
a + Ь au lieu de a ; et par la même raison on aura la valeur de r,
en substituant a •+- b + e au lieu de a, et ainsi de suite.

Donc en général si, dans l'expression, de p en a, on substi tue
pour a un terme quelconque de la suite convergente vers la racine
cherchée, on aura la quantité qu'il faudra ajouter à ce terme pour
avoir le terme suivant.

La méthode qui résulte de cette considération est, comme
l'on voit , plus simple que celle de Newton ; c'est celle que
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Rap7zson a donnée dans l'ouvrage intitulé Analysis œquationum
universalis, imprimé à Londres en 1690, et réimprimé en 1697.
Comme la méthode de Newton avait déjà paru dans l'édition
anglaise de \'Algèbre de Wallis en i685, et qu'elle a été ensuite
expliquée en détail dans l'édition latine de 1793 , on peut être sur-
pris que Raphson n'en ait pas fait mention dans son ouvrage ;
ce qui porterait à croire qu'il la regardait comme entièrement
différente de la sienne : c'est pourquoi j'ai cru qu'il n'était pas
inutile de faire remarquer que ces deux méthodes ne sont au fond
que la même présentée différemment.

3. Maintenant il est clair que la bonté de la méthode dont il
s'agit, dépend de cette condition, que si a est une valeur approchée
d'une des racines de l'équation proposée, a -}~p sera une valeur
plus approchée de la même racine j c'est donc ce qu'il faut exa-
miner.

Soient et, /3, y, etc. les m racines de l'équation

£cm — Aasm-' -f- В a;"1"* — etc. = О',

cette équation, comme on Га vu dans la Note seconde, peut
toujours se mettre sous la forme

(x — a) (# •— ß") (x — >) == о.

Mettons a-\-p à la place de x, et développons les termes sui-
vant les puissances de p -, on trouvera pour les deux premiers termes
X + Y/?, ces valeurs de X et Y,
X s= ( a — C L ) (a — /3) ( a — - y )

Y = (a-/S) (a->). . . . + (a-a) O->) v
-f- (a —a) (a —/3) + etc.

d'où l'on tire
Y^ _j. __i , _i

et par conséquent
ï

p =
1 —z + [- etc.

a—л а — ß a—y
ï

л — a /3 — a y—a ' e c'
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Supposons que л soit la racine que l'on cherche, et que a soit

une valeur approchée en plus ou en moins, a — a sera le défaut
ou l'excès de la valeur a sur la véritable л, et a. — a — p sera le
défaut ou l'excès de la valeur corrigée a + /?•, et il faudra , pour
la bonté de la méthode, que la quantité a. — a — p soit toujours plus
petite que la quantité л — a , abstraction faite des signes de ces

quantités; et par conséquent que la quantité - soit toujours

phis grande que — — — , abstraction faite des signes.

4- Faisons pour abréger

R = ~ -- 1 -- - -- f- etc.
ß — a ' y — a '

on aura par la formule trouvée ci-dessus pour la valeur de p ,
i R (л — я)

- - - - }-л —' а — /? := а — а

donc

— -
a — a

л — a — p R (a — a) a— a (л — n)2 R

D'où je conclu , que si la valeur de R est du même signe
que celle de a — a, la valeur de a — a — p sera encore du
môme signe , et que la condition dont il s'agit aura nécessaire-
ment lieu.

Mais si les deux quantités a — a et R sont de signes con-
traires , alors, pour que la condition ait lieu, abstraction faite

des signes, il faudra que l'on ait — > — : or deь * (a — a— p}1 -^ (a—c)1 '
l 'équation précédente on tire

donc il faudra que ^———^-^ + p————^ soit une quantité po-

sitive, et par conséquent que l'on ait la condition

2(0 , — д ) R -f- i > o.

Сошше la valeur de R dépend des autres racines /3, y, etc.
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qui sont inconnues ] il est difficile, peut-être même impossible
de trouver à priori un caractère pour juger si la condition dont
il s'agit est remplie ou non.

11 est aisé d'ailleurs de former à posteriori des equations où
cette condition n'aura point lieu , en prenant les racines ß , y, etc.
de manière que quelques-unes des différences ß — a, y — a, etc.
soient fort petites et de signes différens; et si ß et y, par exemple,
sont imaginaires et de la forme - T r - h p v / — ï e t - r r — pi/ — ï,
il n'y aura qu'à prendre -тг peu différent de a et p fort petit. Alors
la valeur corrigée a -f- p, au lieu d'être plus près de la vraie
valeur de la racine a que la valeur de a, s'en éloignera au con-
traire davantage.

5. Il n'y a donc que le premier cas où l'on puisse établir un ca-
ractère certain pour le succès de la méthode-, car il est visible
que si la quantité a est à-la-fois plus petite que chacune des ra-
cines a, t ß, y y etc. de l'équation proposée, ou plus grande que
chacune de ces racines, en regardant, comme on le doi t , les
quantités négatives comme plus petites que les positives , et les
plus grandes négatives comme plus petites que les moins grandes ;
alors la quantité R sera nécessairement de même signe que la
quantité a — a\ et si, parmi ces racines, il y en a d'imaginaires
de la forme тг-}-р \/ — ï, тг — p \/ — ï, il en résultera

dans R les termes —-. ( : ; , qui se
•тг — a -f- f y— ï ' -7Г—a — fV — ï '

réduisent à й ~aj_ a , quantité qui sera aussi de même signe

que л—a , si a est en même temps plus petit ou plus grand que -тт.
D'où l'on peut conclure, en général, que l'usage de la mélhode

dont il s'agit, n'est sûr que lorsque la valeur approchée a est à-la-
fois ou plus grande ou plus petite que chacune des racines réelles
de l'équation, et que chacune des parties réelles des racines ima-
ginaires ; et que par conséquent cette méthode ne peut être em-
ployée sans scrupule que pour trouver la plus grande ou la plus
petite racine d'une équation qui n'a que des racines réelles, ou
qui en a d'imaginaires, mais dont les parties réelles sont moindres
que la plus grande racine réelle , ou plus grandes que la plus petite
de ces racines.
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Pour que lea v a l e u r s corrigées successivement approchent toutes

de plus en plus de la vraie valeur de la racine , il faudra prendre
pour première valeur approchée une quant i té plus grande que la
plus grande des racines , si c'est celle-ci qu'on cherche , ou plus
petite que la plus petite racine , si on cherche la plus petite j
alors toutes les valeurs corrigées successivement seront aussi plus
grandes que la plus grande, ou plus petites que la plus petite des ra-
cines, et la condition nécessaire pour la convergence aura cons-
tamment lieu pour toutes ces valeurs , puisque R et а — a seront
toujours de même signe, en prenant pour a chacune de ces mêmes
valeurs.

G. Lorsque toutes les racines de l'équation sont réelles , il est
facile de reconnaître si la première valeur approchée a est plus
grande ou plus petite que chacune des racines ; car eu mettant
l'équation sous la forme

(л: — а) Сж — ß) О — ЗО ..... = о ,

et subst i tuant a -j- p pour oc , elle deviendra

(p + a — а) (p-t-я _/3) (/J + а — >) ..... = О,

où а — а., а — ß, a — y, etc. seront, dans le premier cas, des
quantités positives, et, dans le second, toutes négatives-, donc, dans
le premier cas, on aura une transformée en p dont tous les termes
seront positifs , et dans le second cas cette transformée aura ses
termes alternativement positifs et négatifs.

Réciproquement, si les termes de la transformée en p sont tons
positifs, il est évident qu'il n'y aura alors aucune valeur positive
'de p qui puisse satisfaire à l 'équation; par conséquent les valeurs
réelles de p seront nécessairement négatives : donc les racines de
J'équation en p étant а — a, ß — a, y — a, etc. il faudra que
ces quantités soient toutes négatives ou imaginaires ; donc la quan-
t i té ci sera nécessairement plus grande que chacune des racines
réelles de l'équation, quand même elle aurait des racines ima-
ginaires.

On prouvera de la même manière que si les termes de la trans-
formée en p sont alternativement positifs et négatifs, la quantité «
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sera, nécessairement plus petite que chacune des racines réelles, soit
qu'il y ait des imaginaires ou non.

7. Mais dans le cas où l'équation a des racines imaginaires, on
ne pourra pas s'assurer de la même manière que la quantité a
sera en même temps plus grande ou plus petite que chacune des
parties réelles de ces racines; je ne vois pas même qu'on puisse
s'en assurer autrement que par le moyen de l'équation dont ces
parties réelles seraient racines. Or , si ß = it + p \/ — i , et

p' = -тГ — p ̂ / — i f on a T( = - - : ainsi l'équation dont it

sera une des racines, ne peut être que celle qui aura pour racines
les demi-sommes des racines de la proposée, prises deux à deux,
et qui , par la théorie des combinaisons, montera au degré
m(m — ï )

а '

Ayant formé cette équation par les Formules que nous avons
indiquées plus haut (Note III), on y substituera a -f- z à la
place de l'inconnue -, et si la transformée a tous ses termes positifs,
ou alternativement positifs et négatifs, on sera assuré que le
nombre a sera plus grand ou plus petit que chacune des valeurs
de <x , et par conséquent aussi que chacune des parties réelles des
racines imaginaires.

8. Neivton n'a appliqué sa méthode qu'à l'équation л:3 — 2x — 5=^o
que nous avons résolue (n° a5). Il suppose d'abord dans Je cha-
pitre IV a = 2 , et substituant 2 -f- p à la place de x , il a la
transformée

0 = - I -f- lOytf -f- 6^* + /У3 ,

d'où il tire p = -^ = o, i j il fait ensuite p = о , i -f- q} Ц a Ja

nouvelle transformée

о s= o, 061 -f- и,зЗ<7 -f- 6, 5q* -f- qs ,

d'où il tire g = — -^-4 = — °> °°54 ........ il continue en

faisant (j =з — ' o,oo54 •+• r , il vient la transformée

о = o; 000641708 -f- ii; 16196/- -}- 6, S/-1 -f- r3,
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d'où il déduit r = ~0'000j^7o8 _ oooo/,853 -, et11,16136 ' ' *
ainsi de suite.

Ainsi les valeurs convergentes tie x sont 2, a, ï , 2,0946 ,
2.,og455i47, dont la dernière est exacte à la dernière décimale
près ( numéro cité ).

Dans ce cas, la série est, comme l'on voit, très-convergente.
On peut, en effet, s'assurer à priori par ce que nous avons dé-
montré, que cela doit être ainsi.

Car nous avons vu (numéro cité) que les deux autres racioes
de ceife équation sont imaginaires, et qu'en les représentant

par тт. riz p j/— ï , on a à très-peu près , pa = —^ = g^, et
i5 i5.3i 465 j . , ,

* = ~ 87T1 = "" 4̂ 17 = - -444' donc > Puisque, outre la
racine «, que l'on cberche, il n'y a que ces deux racines imagi-

naires, on aura dans ce cas R = -, -й_ ^°? ï- Or a étant = a,

i353on a -7Г — д = — -jrj ; mais a étant à très-peu près 2,og45....

on a a — a = o, og45 ; d'où l'on voit d'abord que R et a — a
sont de signes différens , et qu'ainsi, pour que la première cor-
rection de a soit juste, il faut que la condition 2 (a — a) R + ï > о
ait lieu. Or on trouve R = —• 0,6676 et de là 2 (л — л) R =
— о, 1244 j de sorte que la condition dont il s'agit est amplement
satisfaite. Ainsi on est assuré que la première valeur corrigée 2, ï
approchera davantage de la vraie valeur de la racine. En pre-
nant cette valeur pour а , on a et — а = — o,oo55. ... ; donc
л — a et R étant maintenant de même signe, les corrections sui-
vantes approcheront toutes de plus en plus de la vraie valeur de la
racine cherchée.
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Sur la Méthode $ Approximation tirée des séries
récurrentes,

ï . H E P R E N O N S l'équation

a» — Ал;"1-1 + Вл;"1-1- — Cxm~* 4- etc. =я о

dont on a désigné les racines par a, /3, 5/, etc. ou aura (Not. II),
par la nature de ces racines, l'équation identique

a- — Azm~ l + Вл:т-а — Cxm-3 4- etc.
=- (*_») (*-/3) (*->) (a — cF). . . . -

laquelle doit avoir lieu, quelle que soit la valeur de x.
L'identité de l'équation subsistera donc encore en mettant

x -f- / au lieu de x , quelles que soient les valeurs de x et i ; donc
aussi, si après la substitution, on développe suivant les puissances
de i, les termes affectés de za, etc. fourniront d'autres équations
identiques; ce seront les équations que nous avons appelées dérivées
dans la Théorie des Fonctions.

La première de ces équations dérivées sera

m xm - ' — ( m — ï ) A xm- a + ( m •— 2 ) В л;"1 - ?. — etc.
= (X — /3) (X — >) ...... + («í — «) (Л — J,) ...... ;

О — а) (я; — /3) ...... -f. etc.

Divisons cette équation par l'équation identique ci-dessus, on
aura

m x m ~ l — (m— ï) A хт~* -f (m — a) Bo;1"-3 — etc.
* + etc.

_ — ~| -- __ ^ -- — 4- etc.
x — a. ' ж ~ | 3 ^ ^ ж — '
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équation qui doit aussi être identique , quelle que soit la valeur
do ж, Donc elle le sera encore si un en développe les deux
membres en séries qui procèdent suivant les puissances positives
ou négatives de x.

2. Développons d'abord suivant les puissances négatives : la
fraction qui forme le premier membre deviendra

P . Q , R . S , .
^ + 5+F + ̂  + etc'

et pour trouver les valeurs des coefficieus P , Q , R , etc. il
n'y a qu'à multiplier par le dénominateur Xm — A.xm~~ l -f* etc.
et comparer ensuite les termes avec ceux du numérateur
тпх т-' — -{m — ï) A я1" ""* + etc. on aura ainsi

P = m
Q = AP — О — i ) A
R =±= ÀQ — BP + ("* — 2) В
S -st AR — BQ 4. CP — (>л — S) С,
etc»

où l'on, voit que la suite des quantités P, Q, R, etc. devient
après le mt!uie terme 'une suite récurrente, dont l'échelle de rela-
tion est A , ~ B, C, — ï), etc.

Développant de même les fractions qui forment le second membre,
il deviendra

5 + (et + ß -Ч- etc.') i H- <*• + /34- >• + etc.) Д-

..... > (а3'+ W 4- >3 -h etc.) ^ + etc.

Maintenant la comparaison des termes semblables des deux
membres de l'équation donne

P = m
Q c= a н|- ß 4* 7х ~f" e*°-
К = ae + j8" -f- т/1 + etc.
S, = a3 -b |S3 + y -f- etc.
etc.
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et, ей général, un terme quelconque dont le quantième sera/A,

à compter de Q, sera égal à a'* -f- ß1* + y^ + etc. C'est l'expres-
sion du terme général de la série.

On a par-là la démonstration la plus simple de la loi donnée
par Newton pour la somme des puissances des racines. Maisöles
formules .précédentes sont surtout utiles pour approcher de la va-
leur de la plus grande des racines a, ß, y, etc. En effet, il est
clair que si toutes ces racines sont réelles, et que л soit, par
exemple, la plus grande des racines, soit qu'elle soit positive ou

négative, la puissance a? surpassera d'autant plus les puissance's
semblables des autres racines, et même la somme de ces puis*
sances , que l'exposant /л sera plus .grand ; d'où il s'ensuit que si
Т et V sont des termes consécutifs de la sérié P, Q, H, etc. од

aura à très-peu près a = •=•, et cette valeur de la racine a sera

d'autant plus approchée que les termes dont il s'agit seront 'plus
éloignés du commencement de la série,

3. Si parmi les racines ß, y, etc. il y en avait d'imaginaires,
on aurait, par exemple , /3 = -тг + p \/ — 1 , 5 / = тг—-p j/— i j

alors faisant \/ (it* -f- pa) = П et — = tang <p , on aurait

/3 = П (cos<p -f- sin <p ï/ — ï) et >=;П (созф — sintp \/ — i) '\
donc, par le théorème connu

/3'" = П'"" ( cos /A <p + sin /M. ф v/ — ï )

2/* =2= П'* ( cos /* (p — sin /л <р v/ — ï ),

et par conséquent

Çf -j- / = зП" создкр.

Ainsi , pourvu que la racine a. soit en même temps plus grande
que П ou y/ (т* + pa) * c'est-à-dire plus grande que j/ ß y , là

puissance a surpassera aussi la somme de pareilles puissances
de ß et y.

Donc la raétbo'de ne sera en défaut à cause des racines ima-
ginaires , qu'autant qu'il s'en trouvera dans lesquelles le produit
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réel des deux racines correspondantes, sera pins grand que le carr£
de la plus grande des racines réelles; et, dans ce cas, la série,
au lieu de s'approcher et de se confondre à la fin avec une série
géométrique, s'en éloignera continuellement.

4. Cette méthode rentre évidemment dans celle que Daniel
Bernoulli a déduite de la considération des suites récurrentes , et
qu''Euler a exposée en détail dans son Introduction. Dans celle-ci on
donne à la fraction génératrice de la série, pour numérateur, un po-
Jjnome quelconque d'un degré moindre que le dénominateur -, ce
qui rend les m premiers termes de la série , entièrement arbitraires.

Cette fraction se décompose dans les fractions simples —-—— +

, etc. d'où résulte, pour les termes de la série,

cette expression générale a a!* -f- bß1* ~f- cy1* -\- etc. laquelle
donne également, lorsque la racine л est beaucoup plus grande que

•y

chacune des autres, 7^- pour la valeur approchée de A, quelle

que soit la valeur du coefficient a. Mais l'indétermination des
premiers termes de la série , au lieu d'être un avantage de cette
méthode, est plutôt un inconvénient; car s'il arrive que les deux

racines a, ß, soient égales, alors les deux termes aa,^ -f- bß''

prennent en général la forme (a' -J- £'/*) a?', et si les trois ra-

cines л, ß > y > sont égales, les trois termes aa^-f- bß" -f- cyl*

prennent la forme (a' -f- b'fi -f- c'/jf] a?, et ainsi de suite : d'où
il est aisé de voir que lorsque la plus grande racine a est une
racine double ou triple , etc. la série converge bien moins ra-
pidement vers une série géométrique. En prenant pour numérateur
la fonction prime du dénominateur, ainsi que nous l'avons fait
ci-dessus, tous les coefficiens a, b , с, etc. deviennent égaux à
l'unité j et dans le cas des racines égales a et ß, les deux termes

a'* -f- ß1* deviennent simplement 2 л1*, et ainsi des autres ; de
sorte que les racines égales n'influent en rien sur la convergence
de la série.

5. Pour donner un exemple de ce que noue venons de dire, je
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prendrai celui de l'article 346 de l'introduction ÏÏEuler. L'équa-
lioa à résoudre est x3 — 3 хл -f- 4 = о , Eider prend о, ï et 5
pour les trois premiers termes , et il forme par l'échelle de rela-
tion, 3,o, —4, la série récurrente ï, 3, 9, a3, 67, i3'5, 313,711,610.
dans laquelle il observe que le quotient de chaque terme, divise
par le précédent, est toujours plus grand que a racine double,
et en même temps la plus grande.

Si ou emploie les formules données ci-dessus, en faisant

m = 3, A = 3, В г= о , С = 4 >

tous les termes P, Q, R, etc. se trouvent multiples de 3; de
sorte que , rejetant ce facteur pour plus de simplicité , on trouve
par la même échelle de relation, mais en partant des termes ï,
ï, 3, la série

1,1, 3, 5, ii, 21, 43, 85, ,171, 34i, еЦ,

où l'on voit que le quotient de chaque terme , divisé par celui qui
le précède, converge très-rapidement vê*rs la racine double a.

6. Nous avons développé plus haut l'équation identique

mx m ~ l — etc. ï , i
-- etc,xm — Ax m ~ l -f- etc. x — л * x — ß

suivant les puissances négatives de x ; développons-la mainte-
nant suivant les puissances positives : .pour cela, soient а —• bx
-f- ex* — do:*, etc. les derniers termes du polynôme xm — АЖ"""*
+ Ъх т~л — etc. : on mettra le premier membre de l'équation
identique sous la forme

— Ъ -j- a ex — 5 d x* -f- 4 e x3 —'• etc.
а — b x -f- c x? ' i— d x3 -f- e x* ~ etc.;

et le développement de cette fraction suivant les puissances crois-
santes dé x sera de la fermfe

-.-p— Q'x __ RV — SV 4- e<c.
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en multipliant par le dénominateur, et comparant les ternies, ou
trouvera

«F = b
.a ' '= bW — ас

a S' = £R' — cQ' +
etc.

ее qui donne une série récurrente dont l'échelle est

b c d
ã' -ä» a.' etC<

Le. second- membre de la. щете equation , étant développé pa-
reillement suivant les puissances croissantes de x, donnera la
série

~ С H- Г* £•*•«*».) - (i + F + ^ + etc.)

de sorfe^qu'on aura par la comparaison

i + 7 H- 7 + etc' = p'
~ HT + + etc. = Q'

ф -H ^.+ p 4- etc. =

Ces formules renferment la loi des sommes des puissances réci-
proques des racines.

Il est évident: que. si et.est; la plus petite racine, soit positive

ou négative, les puissances — surpasseront d'autant plus la, somme

des pareilles puissances des autres racines, que ÄJ sera plus petite
que cbacnne des autres raciues /3, y, etc. Par conséquent, si T'
et V sont dçvu termes consécutifs de la, série P', Q', R', etc.
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le quotient y? approchera d'autant plus dé là Valeur de là plus
petite râoine réelle de l'équation , que êtes ternies seront plus
éloignés du commencement de la série. Ainsi1 cette séYie servira
à trouver la plus petite racine, comme la première P, Q, ïl, etc.
sert à trouver la plus grande; et à l'égard des racines imaginaires,
on prouvera de la même manière qu'elles n'empêcheront pas l'ap-
proximation vers la plus petite racine réelle t pourvu que le carré
de cette racine soit en même temps plus petit que chacun des
produits réels des racines imaginaires correspondantes.

7. On pourrait donc employer cette méthode d'approximation
pour chacune des racines réelles d'une équation quelconque, si ou
connaissait d'avance une valeur approchée a de cette racine, telle
que la différence entre cette valeur et la vraie valeur de la racine
fût moindre en quantité, c'est-à-dire, abstraction faite des signes,
que la différence entre la même valeur et chacune des antres
racines réelles, et en même temps moindre que la racine carrée
de chacun des produits des racines imaginaires correspondantes,
e.'il y en a, diminuées de la même valeur; car alors, en nom-
mant a la valeur approchée de la racine cherchée, et faisant
x = a -f- p f on aura une transformée en p, dont la plus petite
racine pourra se déterminer par la méthode précédente ; et cette
racine, jointe à la première valeur approchée , donnera la racine
cherchée. Mais on ne saurait trouver les premières valeurs qu'en
faisant usage des méthodes que nous avons données ; et ces valeurs
étant une fois connues, il est bien pins exact d'employer la mé-
thode d'approximation du chapitre III : aussi ne suis-je entré dans
ce détail sur la méthode d'approximation tirée des séries récur-
rentes , que pour ne rien laisser à désirer sur le sujet dont il s'agit.

8. Si on veut appliquer la méthode précédente à l'exemple de
Newton, on prendra d'abord la transformée p* + 6p* -f- юр — ï
(Note précédente); et comme on sait que la racine réelle est
moindre que 0,1, il s'ensuit que le produit des deux autres ra-
cines, qu'on sait être imaginaires, sera > — > 10, puisque le

dernier terme ï est le produit des trois racines ; ainsi on est assuré
que le carré de la racine cherchée est beaucoup moindre que le
prodnil des deux racines imaginaires. On formera donc la série
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récurrente par le moyen de la fraction • ^° + ' ̂ P + ^—3)etl'ou

aura les termes ю, 112, n83, laSia, хЗаЗЗо, etc. qu'on peut
continuer aussi loin qu'on veut par l'échelle de relation ю , 6, ï;
chacun de ces termes, divisé par le suivant, donnera les fractions

~, -^Д?, —P— » etc- Ф" > étant réduites en décimales , devien-i 12 * ii 83 12612 т ' »
nent 0,089, 0,09467, 0,094549 j oo9455i5, etc. Or nous avons
vu dans la Note précédente que la méthode de Newton donne pour
la valeur de p la série convergente 0,1 , 0,946, o,o9455i47» etc.
d'où l'on peut juger de l'accord des deux méthodes. En effet, nous
ferons voir plus bas que ces méthodes , quoique fondées sur des
principes diffère n s , reviennent à-peu-près au même dans le fond,
et donnent des résultats semblables.
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Sur la Méthode de Fontaine , pour la résolution des
équations.

VJOMME on не fait point usage de cette méthode, qui est d'ail-
leurs peu connue, je pourrais rae dispenser d'en parler ici; mais
le nom de l'Auteur et la manière dont il l'a annoncée, m'engagent
à en donner une idée abrégée, et à examiner les principes sur
lesquels elle est fondée. Je la donne, dit-il, pour l'analyse en
entier que l'on cherche si inutilement depuis l'origine de l'algèbre»
Voyez les Mémoires de l'Académie des Sciences, pour l'année 17^7,
pag. 665.

ï. Cetteméthode a deuxparties. Dansla première, l'auteur consi-
dère les équations comme composées de facteurs simples , réels
ou imaginaires de la forme o ; i : a , a ;±ßdbZ»y/ — ï, et con-
tenant un certain nombre de quantités réelles positives et inégales,
a , b , c, etc. Il parcourt toutes les combinaisons possibles des
différens facteurs qu'on peut former de celte manière , et il cherche
pour chaque système de facteurs dans les coefficicns de l'équation,
les conditions qui sont propres à ce système, et qui peuvent le
distinguer de tous les aufres. Il forme ainsi des tables qui con-
tiennent tous les différens systèmes de facteurs et les conditions
qui leur appartiennent- , de manière qu'une équation quelconque
étant proposée, dont les coefficiens sont donnés en nombres, on
puisse tout de suite reconnaître quel est le système de facteurs dont
elle peut être composée. Ainsi on saura sur-le-champ combien elle
a de racines réelles inégales ou égales, positives ou négatives, et
combien elle en a d'imaginaires avec la forme de chacune des
imaginaires.
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a. Pour donner une idée plus nette de ce que je viens de dire ,

à ceux qui ne sont pas à portée de consulter le Recueil des Mé-
moires de Fontaine , je vais rapporter ici la table des équations
du second degré, avec un précis de la méthode par laquelle l'au-
teur Га construite j ensuite je ferai quelques remarques sur cette
méthode.

Dans les formules suivantes, les lettres m , n, et a , b , dé-
signent des nombres ou des quantités quelconques positives , et
l'on suppose que a est toujours une quantité plus grande que b.

n ;

(x-\-a)
(x-\-a-\-a\/ — ï
(sc-f-a) (a

7П* — 4" := °
— a \/ — ï) . . те" — зп —о

2 /Z>0

{x-\-b-\-a\/ — ï) (х-\-Ъ — a\/ — ï) m* —
s -f- mx -f- n =

П :

(x — a) (x — a) .................. m1 — l\n = о
(x — a-f-д j/ — i ) (x — a — a j/ — ï ) ml — 2/7 = 0
(д: — a) (;r — Z)) .................. rn* — 4" > °

/ » г . / ч / 7 X(х—а+Ь \/ — ï ) (х — a— b v/—4 ï к / ч v
a — 4"

^
(д: — Ъ-\-а\/ — ï) (л; — Ъ — а\/ — -ï) /и1 — 2п <<о

д;а — 7/í.r-f- П =

a;* -f- n = (.z-f-ß ï/— ï ) (x—a \/— ï )

On voit d'abord dans cette table toutes les combinaisons pos-
sibles des différens facteurs, qui ne peuvent être ici que гс±л,

Pour savoir à quelle forme d'équations chaque combinaison
pouvait se rapporter, on a développé les produits , et on: les a
comparés aux équations, en faisant attention que la quantité a
doit être plus grande que b. Jnsques-1», ta méthode n'a de difficulté
que la longueur,du calcul; et tout l'art consiste à trouver les ca-
ractères ou conditions propres à chaque combinaison.

Ces conditions sont de deux sortes ; les unes sont données par
des équations déterminées, comme m*—4n = o, ou m1— 2/7=0; •
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ce sont celles qui ont Heu lorsqu'on suppose que la quant i té Ъ de-
vient nulle , ou devient égale à a. Elles ne sont pas difficiles à
trouver ; car, comme ces suppositions détruisent une des deux
indéterminées a, b, en faisant la comparaison des termes résul-
tans du produit des facteurs avec ceux de l'équation , on a une
équation de plus qu'il n'y a d'indéterminées; de sorte que, par
l'élimination, on parvient nécessairement à une équation de con-
dit ion; c'est ainsi que les facteurs égaux (x-}-a) (.r-f-e) donnent
la condition /я1 — 4n = = o> et que les facteurs (я-\-a-\- a \/—ï)
(л -f- и —- u i/— ï) donnent m* — a/z = о.

Les autres conditions dérivent de celles-ci, en changeant le signe
d'égalité dans celui de majorité ou de minorité. Elles résultent de
cette considération , que si une fonction des coefficiens m et n
est nulle lorsque a = b on b = o , elle sera plus grande ou plus
peti le que zéro lorsque a sera plus grand que b, ou b plus grand
que zéro.

Ainsi , comme le système {x -\~ a") (x -f- я) peut résulter
de celui-ci ( j ; - f - tz ) ' (j; -f- £), en faisant b = a , ou de celui-
ci ( x -f- a -f- b i/— ï ) (x -J- a — b y'— ï ), en faisant 6 = 0, la
fonction /и* — 4ri > Ч11* est n"l'e pour ce système-là, ne le sera
plus dans ces deux-ci ; et l'on trouve que cette fonction est posi-
tive pour le système (x -{-ч} (..r-f-6) , et négative pour le système
(x + a -j- b v/— ï ) (x -+• a — b \/— ï ).

L'auteur suppose comme un principe général que la fonction
qui est nulle dans le cas de Ja coïncidence de deux systèmes, sera
toujours plus grande que zéro dans l 'un , et moindre que zéro dans
l'autre, et il détermine par un exemple particulier celui des sys-
tèmes où elle est positive, et celui où elle est négative; mais cette
proposition ne peut pas être admise sans démonstration ; et il y a
même de fortes raisons de douter qu'elle soit vraie en général.

Dans les cas dont il s 'agit, ou en peut prouver la véri té ;
car le système ( x -f- a ) ( ^ - f - / - » ) étant développé, donne
л» -\-(a 4* b) x -f- ab ; donc m = a -f- b , n = ab, et par consé-
quent /TZ* — I\n = (a — Z>)*, quantité toujours positive. De même,
le système
( x + a.-j- b v/— ï ) (x -\- a — b y/— ï ) = x1- + z ах -f- aa -f- b"
donne 7тг=;зд, n = я* -f- b*, et /7i* — 4«= — 4^*> quantité
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toujours négative. Ou peut démontrer de fa même manière les
autres conditions pour les différons systèmes des équations du se-
cond degré.

3. L'auteur a appliqué les mêmes principes et la même méthode
aux équations du troisième et du quatrième degré, et il a donné
pour ces degrés des tables semblables à celle que nous venons de
rapporter. Voyez le Recueil de ses Mémoires, imprimé en 1764.

L'étendue de ces tables augmente en proportion du nombre des
combinaisons des différons facteurs-, et la recherche des conditions
propres à chaque combinaison ou système, devient d'autantplus diffi-
cile) qu'il arrive souvent que les conditions qui résultent de l'égalité
de quelques-unes des quantités a, b, c, etc. qui sont censées for-
mer une série décroissante, ont lieu pour plus d'un système à-Ia-
fois, et qu'il est alors nécessaire de trouver des conditions pour
distinguer ces mêmes systèmes entre eux.

L'auteur ne donne aucune règle générale sur cet objet •, il se
contente d'essayer successivement les fonctions les plus simples des
coefficiens m, n , p , etc. de l'équation , jusqu'à ce qu'il en trouve
une qui soit nulle dans le cas commun à deux systèmes, et qui
soit plus grande que zéro dans l'un , et plus petite que zéro dans
l'autre.

C'est ainsi , par exemple, qu'ayant trouvé pour l'équation
.г3 -f- inx* -J- rix-{-p-=x.Q que les deux systèmes (x -f- a) (x-\-b}
(x-i-b*) et (ж + a) (.r-f-a) (x-\- b) ont la même équation de
condition

4 ( 77z* — 3 « ) ( — 3 те j» -f- 7Z1 ) — (mn — g ^ ) a = o,
il cherche une fonction de la forme Am' -f- В«» ou Аяг3-}-Вшя+С/7,
ou etc. telle qu'elle soit = ò dans le cas commun de a •= b , et
qu'elle soit > о pour le premier système, et < о pour le second -,
il trouve celle-ci, 2 m 3—g??in -f- 27/7, qui satisfait à ces deux
conditions.

Quoique l'auteur soit parvenu à trouver ces fonctions pour tous
Jes cas des équations du troisième et du quatrième degré, on peut
douter qu'ijl soit possible de les trouver en général dans les équa-
tions des degrés supérieurs ; du moins il n'est pas démontré qu'il
existe toujours nécessairement des fonctions qui aient ces propriétés r
ainsi la théorie peut être aussi en défaut de ce côté»
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4- Au reste ; on peut trouver directement les conditions précé-
dentes ; car , si on suppose que l'équation

xs -(- m Xs- + nx + p — о

ait un facteur double (л;-}-а)а, il n'y aura qu'à diviser le poly-
nôme x3 -\- mx* -f- nas -f- p par x1 -f- 2 &x -(- a1 , on trouvera le
quotient x •+- 772 — 2 л , et le reste

(и — aa — 2 /;z a •+- 4 a" ) ^ -f- P •+• 2 a3 — • m л* ;

ainsi il faudra faire séparément

3a
a — 2 77Z A + 7Z = О

2 A3 — ï' 7» O." -f- JP = О ,

ï. ï. .«d'où l'on tire

Cette valeur j substituée dans la première équation, donne

— g/?)2 + 4 (тл — 3/z) (3wy» — «a) = о ;

ce qui est la condition commune aux deux systèmes.
Maintenant, comme le quotient x -f- m — 2 л forme le facteur

inégal de l'équation , on fera a. = b et m — 2 a. = a pour le
système (ж-4-а)(о;+А)(д: + А), е1л = л,??г — 2 л — b pour
le système (a:+íz)(a;-|-íz)(j; + ^)j donc, puisque par l'hy-
pothèse a~> Ъ , on aura pour le premier système m — 2* > a,
ou w — • 3a > о , et pour le second m — 3 a < o.

Mais en substituant la valeur de a, on a

_. Й 7Н3 — Q mn + 270
m — 3 et s= - s2 — iT-1 — — ;

77l1 - Û H

d'un autre côté, il est facile de s'assurer que , pour les deux sys-
tèmes, опатп 1 — Зтг >o; car le système (x •+- a) (x + i)(^+^)
donne 7тг = л + 2^, тг = зло + b*} comme il résulte du déve-
loppement : donc

m» — 3 n = a» —

et comme рощ l'autre système il n'y a qu'à changer a en Ь , on.

'9
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aura de même m* — 3/z = (a — Z>)". Donc les conditions pour
les deux systèmes seront simplement

a m3 — gmn -f- 27^0 > о pour le premier,

2 m3 — Q77Z7Z -\~ 2j p < о pour le second ,

comme Fontaine l'a trouvé.
5. Mais les conditions mêmes qui résultent de l'égalité de quel-

ques-unes des quantités a, b, c, etc. ne sont pas toujours par-
ticulières aux systèmes dans lesquels ces égalités ont lieu , comme
Fo?itainc le suppose ; ce qui détruit un des principaux fonderaens
de sa théorie.

Par exemple, il trouve dans le troisième degré que, pour
l'équation

la condition
os3 + m x? — • nx — p = o

m3 — m n — p = о

est particulière au système

(x — a) (x -f- а..-f. b \/ •— 1} {x -\~ a ~ Ъ У •— ï),

et doit:le distinguer de tous les autres. Mais j'ai reconnu que
cette condition a lieu aussi pour tout système de la forme (x-i-a)
(ж — Z>) (л;-|-с), qui se rapporte à la même formule d'équation,
lorsque a + с = 2 Ъ ; ce qu'on peut aussi prouver à priori.

Ainsi , si l'on a l'équation x3 -f- 20:* — 5 x — 6 = 0,'
comme elle satisfait à Ja condition dont il s'agit , puisque en
faisant 772 = 2, 7z = 5, p ;= &, on a. .a. .8 •- — a. .5 — 6 = 0, ou
pourrait conclure de la table de la page 646 du Recueil des Mé-
moires de Fontaine, que celte équation a trois facteurs de la forme

(x — л ) ( д ; + я ^ £ у / _ 1 ) (x _f_ a. — Ъ \/ — i)>

et que par conséquent elle a deux racines imaginaires , tandis;.
qu'elle a au contraire les trois facteurs réels

(* 4-3) (аз — a) (x 4- Or
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Од doit dire la même chose de la condition

nsp* + a7. ' . ' n 1 ?*
— 33. fp* -j- 28.5*93 ;= о;

que Fontaine trouve ( page 568 ) pour le caractère commun des
deux systèmes

(oî-f-a) (x — b} (x — b-\-c / — ï) (x — b — c v/— i),

et (ce + a) (л; — с) (а; — c -f- Ъ l/-— О (^ — C — b v/ — i)

appartenant à la formule

ж* — n x.* -J- p x — q ==; o,

Cette condition n'est pas particulière à ces deux systèmes ; elle
& lieu aussi dans tout système de la forme

(a; + <z) (a; — A) (.r — с) (ж — с?)

appartenant à la même formule d'équations (page 55a) , pourvu
que l'on ait b -f- í/ = a c j c'est ce qu'on peut trouver à priori j
mais ce détail nous mènerait trop loin.

6. On peut conclure de ces observations, qu'il n'est pas toujours
possible de trouver les conditions qui distinguent chaque système
de facteurs de tous les autres , en ne considérant dans les quan-
tités a, b , c, etc. qui entrent dans ces facteurs, d'autres rapports
que ceux d'égalité ou d'inégalité, suivant la théorie de Fontaine.
Mais , quand on le pourrait , le travail pour les trouver dans les
degrés au-dessus du quatrième ; serait immense, et ne serait pas
même utile pour la résolution numérique des équations , comme
nous allons le montrer en examinant la seconde partie de la
Méthode.

-7. Dès qu'on aura trouvé , comme l'auteur îe suppose, la forme
de chaque facteur de l'équation proposée , il n'y aura plus qu'à
déterminer les valeurs des quantités a, b, c, etc. qui entrent dans
ces facteurs , et qu'on sait être toutes positives et inégales 5 et
voici comment il s'y prend. Il développe les produits des facteurs,
et le comparant à l'équation proposée, il a autant d'équation«
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qu'il y a d'indéterminées a, Z>, с, etc. il élimine toufes ces
quant i tés , hors deux, qu'il se propose de déterminer : il a ainsi
deux équations entre ces deux quantités-, il fait la plus grande de
ces quantités = Да, et la plus petite = R /3 ; et éliminant R ,
il a une équation homogène en a et /3 , dans laquelle il substi-
tue x<$-\-y pour а , et z<p -f- u pour /3.

Il suppose d'abord x = i , y = o,z — o , u = : i ; il a une
équation en <p, dans laquelle il fait successivement ty = ï, 2 , 3, etc.
jusqu'à ce qu'il trouve deux résultats de signe contraire -, alors
il fait. < p = A , A étant le plus petit, des deux nombres qui ont
donné des résultats de signe contraire : donc a = A, /3= ï.

Tl fait ensuite oc ;= A , y = 1 , я = ï , z/ = o-, et clans l'équa-
tion résultante en <f> , il cherche de même deux substitutions qui
donnent des résultats de signe contraire : nommant В le plus petit
des deux nombres , il fait ф = Б ; donc а = AB -f- i , ß = В..

Jl cont inue de la même manière, en faisant ce, = à la dernière
valeur de a, y à l'avaiit-demière , z = à la dernière valeur de /3,
et и à l'avant-dernière.

Substi tuant ensuite successivement ces valeurs de et et ß dans
l'expression rat ionnelle de R qui résulte des deux équations, on a
celles de a et b , d'autant plus exactement, que les opérations sur
a et ß ont été poussées plus loin.

Pour en donner un exemple, je vais rapporter celui que l'on
trouve dans les Mémoires de l'Académie de iy4y , page 672.

Soit l 'équation oîa — 5 x -f- i =o, comme elle se rapporte à
la formule ж" — niœ-{- n, en faisant m = 3 , n = ï, si on exa-
mine les conditions relatives à cette formule dans la table donnée
ci-dessus, on trouve que celle-ci m* — ^n = о a lieu; d'où l'on
conclut que les deux facteurs sont de la forme (ж — a) (ж — £_),
Ón a donc en développant a -f- Z> = 3 et ab = ï.

Soit a = ctR, Z> = /2R, on aura R (а + /3) = 3, R**/3 = i;
g

donc R = —77-3 et 9а/3== (.а -{- ß)&-, savoir,

«a — 7 * /3 + P = о ,

où l'on fera et = осф -f-y et /3 = z<p H- к*



N O T E V I L i/,g
Soif., i", x = ï , y = о , z = o, zz = i j donc а ь= <p , /S = i -,

substituant ces valeurs , on a фа — 7 <p -f- i = о : faisant
<p = ï , 2 , etc. jusqu'à <p = 6 , on a des résultats négatifs -,
mais ф = 7 donne le résultat ï ; donc <p = 6 , donc a = б ,

/3 = i , R = ?.

2°. л: = 6 , y = i , z = i , и = о ; donc a = 6 tp + ï , /3 = <p ,
et l'on a l'équation Sep1 — 5 ф — ï = о.

Ici <p== ï donne le résultat — ï , <p = a donne 9 : donc <p = i j
я

et de Га л = 7 , /3 = ï , В. = s.
' о

3°. a?= у , у =.6, 2= i, и= i; donc « = i7(p4-6>/3=:<p+l;
et substituant, on a l 'équation <p2 — 5<p — 5 = o. Faisant
ф = ï , 2, etc. jusqu'à ер = 5, on a des résultats négatifs j mais
<p = 6 donne le résultat ï : donc <p = 5 , et de là a = 41 > ß — G»

g
et R = 7-» et ainsi de suite.

8. Telle est la méthode d'approximation que Fontaine 3. donnée
sans démonstration dans son Mémoire de 1747 , et qu' i l a redonnée
de même dans le Recueil de ses Mémoires. Elle suppose, comme
l'on voi t , que l'on peut toujours , par la subst i tut ion des nombres
ï, 2, 5, etc. au lieu de <p dans les différentes équations, en ф ,
trouver deux nombres qui donnent des résultats de signe différent 'f
ce qui , par ce que nous avons démontré dans le chapitre I (n* 5
et suiv.) n'a lieu qu'autant que ces équations ont des racines
positives dont la moindre différence est plus grande que l'unité.
D'après cette considération, il est facile de trouver des exemples
où la méthode de Fontaine sera en défaut.

Soit, par exemple, l'équation

X3 — . 2 Xй — 2$ X -f- 60 = О ,"

qui se rapporte à la formule x3 — ткл — noc -f- p , en faisant
m = 2 , « = 2э, p = 60. La table de la page 64? du Recueil
des Mémoires de Fontaine , donne ces trois conditions

-f. 3» 2) Oa

mn — p < о , m* — 7 z < o ,
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pour le système (x -f- a) (a; — b~) (x — c) , lesquelles se trouvant
remplies ici , il s'ensuit que ce système est celui de l'équation
proposée.

Pour trouver les trois quantités positives et inégales a, Ъ, с, etc.
on comparera le produit des facteurs

x3 + ( « — Ъ — • с ) хл -f- ( — ab — • ас -f- Ъс ) x -f- abc

avec l'équation donnée , on aura ces trois équations

a— b — с = — 2, — ab — дс + £с = — 23 et abc = Go.

Eliminant с , on aura с = a — ô -f- a , et les deux autres
équations deviendront

aa — al) + b1 ~{- 2 (a — ^) = a3j
( a — b ) аб -{- 2 ai = 60 j

et faisant a = aR > Z> = ß R , on aura

Ra ( a1 — ajS + /3» ) + 2 R ( a — /S ) = аЗ

В.3 (a —

Enfin , éliminant R , on aura une équation homogène du sixième
degré en «, et /3 , réductible à cette forme

Maintenant on fera , suivant Fontaine , л = x <p -f- y ,
/S = г ф -(- г/, et on supposera dans la première opération x = ï ,
^ = 0,^ = 0, z ^ = i j c e qui donne et = cp, ]S = ï : l'équation
sera donc

et il faudra faire successivement <p = i, 2 ,3 , etc. jusqu'à ce que
l'on trouve deux valeurs de ф qui donnent des résultats de signe
contraire, ce qui n'arrivera jamais, les résultats étant toujours
positifs , comme il est facile de s'en convaincre par la simple
inspection de l'équation. Ainsi la méthode sera en défaut dès la
première opératiou.
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II est aisé de voir qu'on ne peut avoir des résultais négatifs qu'en

donnant à <p une valeur intermédiaire entre ï et 2. Par exemple

en faisant <p = -, on trouve le résultat — 7 '3 ' ' ; mais cela
2

est contraire à l'esprit de la méthode de Fontaine, qui suppose
que a et ß sont toujours des nombres entiers, D'ailleurs, si on
voulait admettre pour <p des nombres fractionnaires, il serait bien
plus simple d'opérer immédiatement sur l'équation proposée, en
cherchant deux valeurs de l'inconnue qui donnent des résultats de
signe contraire ; mais la connaissance de la forme des facteurs,
qui est l'objet des tables de Fontaine, devient inutile pour cette
recherche, et la difficulté du problème demeure en son entier.

Nous remarquerons encore que , puisque dans la première opé-
ration on fait ф = ^ = т, l'équation en <p sera toujours, géné-

ralement parlant, d'un degré plus haut que l'équation proposée j
car si a et b sont deux racines réelles, les racines de l'équation
en <p seront tous les quotiens qu'on peut former en divisant une
racine par l'autre ; de sorte que si m est le degré de la proposée ,
m (m— ï) sera celui de l'équation eu <p , laquelle sera d'ailleurs
nécessairement du genre des réciproques.

Mais si a étant une racine réelle , b était la partie réelle de deux

racines imaginaires, alors т serait le quotient d'une racine divisée

par la demi-somme de deux autres racines , et l'équation en <p
., * -, , m (m — O(m — 2")serait du degré — — -.

g. Au reste, comme l'équation en a et ß , que l'on trouve par le
procédé de Fontaine, est nécessairement une équation homogène,

elle n'a, à proprement parler, qu'une seule iaconnue д, et la sub-

stitution de oc(f> -f- y à la place de a, et de z <p -f- и а 1а place

de ß, revient à substituer immmédiateraent -^ ,y à la place de
~ ' z ç -f- u f

l'inconnue de cette équation ', or cette formule est l'expression gé-
nérale des fractions convergentes qui résultent d'une fraction con-
tinue, dans laquelle ф représente successivement les dénominateurs

de celte fraction, et y-, —, sont les deux fractions successives qui
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précèdent la fraction x<!> .^, comme il résulte delà théorie coii-* zç -f- и
nue des fractions continues. Ainsi il paraît que Fontaine a cherché
à exprimer le rapport entre les quantités л et ß, qui est le même que
celui entre les quantités a et Ъ , par les fractions convergentes
dépendantes des fractions continues; mais la difficulté consiste à

déterminer les valeurs de cp lorsque la fraction j n'est donnée que

par une équation. Voyez ci-dessus l'Article IV (11° 78).
Je me suis un peu étendu sur l'analyse de la méthode de

Fontaine, parce que je ne connais jusqu'à présent que deux
Auteurs qui eu aient parlé, d'Alembert dans l'Encyclopédie, au
mot Équation, et Condorcet dans l'Histoire de l'Académie des
Sciences pour les années 1771 et 1772, et que l'un et l'autre se
sont contentés de jeter des doutes SUE cette méthode, sans donner
lee moyens de l'apprécier,
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N O T E VII I .

Sur les limites des racines des équations, et sur les
caractères de la réalité de toutes leurs racines.

JUA recherche des limites des racines est le premier problème
qui se présente dans la théorie des équations, après celui de
leur résolution générale. Comme cette résolution est bornée jus-
qu'ici au quatrième degré , et comme il est démontré, par la
considération des fonctions des racines , que si elle est possible
au-delà de ce degré, ce ne peut être qu'en résolvant des équations
d'un degré beaucoup plus élevé ; ce qui donnerait des expressions
intraitables par leur complication : on peut dire que c'est du pro-
blème des limites que dépend maintenant tout l'art de résoudre les
équations. En effet, dès qu'on a trouvé des limites particulières
pour chaque racine, on peut les resserrer par des substitutions suc-
cessives, et approcher ainsi de la valeur de la racine autant que
l'on veut.

ï. On a senti avant la fin du dix-septième siècle , la nécessité de
s'occuper de ce problème , et dès qu'on eut trouvé que l'équation,
formée en multipliant chaque terme d'une équation donnée par
l'exposant de son inconnue, renferme les conditions de l'égalité
des racines de la proposée, on,découvrit bientôt que les racines
de cette même équation ainsi formée étaient les limites de celles
de l'équation primitive. On sait que Hudde est l'auteur de la pre-
mière de ces deux importantes découvertes 5 et je crois que la
seconde est due à Rolle qui l'a donnée dans son Algèbre, im-
primée en 1690, et qui en a fait la base de sa méthode des Cascades.
Suivant cette méthode, les limites des racines d'une équation dé-
pendent d'une équation d'un degré inférieur d'une unité , et les

20
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l imi tes des racines de celles-ci dépendent cie même d'une autre
équat ion d'un degré moindre d'une imité , et ainsi de suite j de
sorte que , pour parvenir aux limites des racines de l'équation
proposée, il faut résoudre des équations différentes et successives,
qui vont toujours en baissant d'un degré. Voyez VAnalyse dé-
montrée de Reyneau, où cette méthode est exposée avec beaucoup
de détail. Mais la longueur du calcul qu'elle demande , et l 'incer-
titude qui naît des racines imaginaires, l'ont fait abandonner de-
puis long-temps -, et l'on aurait peut-ê t re été obligé de renoncer à
avoirune méthode générale pour résoudre leséqnat ions , si on n ' ava i t
pas trouvé , pour déterminer les limites des racines , un moyen,
indépendant de la résolution de toute équation , comme on Га
vu dans le Chapitre premier et dans la Note, IVe.

La considération des maxima et minima des lignes parabo-
liques a condui t Stirling à une méthode pour déterminer le nombre
et les limites des racines réelles du troisième et du quatrième degré,
laquelle a été généralisée par Euler dans son Calcul différentiel .
Cette méthode revient à celle de Rolle dans le fond -, mais elle
embrasse également les racines réelles et les racines imaginaires,
et pourrait fournir des formules générales pour distinguer ces ra-
cines dans les équations du cinquième degré, au moyen des racines
du quatrième.

La même considération a fait trouver à De Gua une méthode
pour déterminer les caractères de la réalité de toutes les racines
d'une équation quelconque. ( Mémoires de l'Académie des
Sciences, année 1741 • )

Nous avons vu que ce problème peut se résoudre aussi par le
moyen de l'équation , dont les racines sont les carrés des diffé-
rences entre les racines de l'équation donnée; mais cette solution
est fondée sur la forme môme des racines imaginaires, au lieu
que la théorie de De Gua est indépendante de cette forme ; et sa
méthode a de plus l'avantage de n'exiger que le calcul d'équations
de degrés inférieurs à celui de l'équation proposée.

Comme ces différentes méthodes sont intéressantes par elles-
mêmes , et encore plus par l'usage dont elles peuvent être dans
plusieurs occasions, j'ai cru qu'où serait bien aise de les trouver



N O T E VI I I . . i 55
ici réunies, et déduites d'une même théorie , fondée uniquement
sur les premiers principes de l'analyse des équations.

2. Soit en général Fx une fonction rationnelle et sans diviseur ;
telle que

xm 4- K x m ~ l 4. Ватт» 4. Cxm~ s 4- etc. 4- V ;

si on nomme a, ß, y, etc. les racines réelles de l'équation
Fx = o, c'est-à-dire les valeurs de oc qui peuvent satisfaire à
cette équation , on aura l'équation identique

F x = (x — a) (x — /3 ) ( аз — y") X foc ,

foc é tan t une pareille fonction de x , mais d'un degré moindre
que m, et qui ne pourra jamais devenir nulle ni négative, quelque
valeur qu'on donne à x (Note II).

Cette équation devant avoir lieu, quelle que soit la valeur de x,
elle aura lieu aussi en mettant oc -j- i à la place de x , quelle
que soit la valeur de z; donc, développant les fonctions suivant
les puissances de i, il faudra que tous les termes affectés d'une
même puissance de г se détruisent mutuellement-, ce qui donnera
encore autant d'équations identiques qu'on pourra trouver ainsi
par le développement actuel. Mais comme ces nouvelles équations
ne sont autre chose que celles que nous avons appelées dérivées
dans la Théorie des fonctions, nous emploierons ici, pour plus
de simplicité , la notation et l'algorithme de cette théorie -, et
l'application que nous allons en faire aux équations fournira un
nouvel exemple de son usage dans l'algèbre, dont elle n'est pro-
prement qu'une branche.

3. Désignons, pour abréger, par ç x la fonction

(* — *) (x — /3) (ж — 7) (аг — «f ).....-.vr

on aura l'équation identique Fx=zq>x Xfx; d'où l'on tirera
sur-le-champ l'équation dérivée

F'o; = Ç'x Xfx + qx x /'a?î
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et l'on trouvera

— y) (x — «Г).. . . ~}~(x — A) (x — -y") (x — cT). . . .

— я.) (ж — /3) (x— eT). . . . -{-(ce— a) (x — /3) (oc — y}. . . .

4- etc.

Supposons que les racines a, /3, y, etc. soient rangées par ordre
de grandeurs, en commençant par les plus grandes positives, et
finissant par les plus grandes négatives. Il est facile de voir, par
la nature de la fonction <p'x , qu'en faisant X = A, on aura ty'jc >• o,
qu'en faisant x = ß , on aura ç'x <о, qu'en fa i sant x = y, ou
aura <$'x > o , et ainsi de suite. D'un autre côté, en faisant
ce = a , ß , y , etc. on a toujours <po; = о , et fx > о , par la
nature de ces fonctions. Donc

a; = a donnera F'x >> о

x = ß ........ F'a; < о
x = y ........ F' x > о

et ainsi de suite.

Or, en prenant la fonction dérivée du polynôme ¥x , on a

(m— ï) Ах т~*+ (m — 2) ~Bxm~3 -j- etc. + Т ;

donc l'équation F'o; = о , qui est du degré m — ï , aura néces-
sairement des racines réelles qui tomberont entre les valeurs des
racines л et ß , ß et y, y et £ , etc. (Note Ire).

4- Désignons par «,, /3,, yt , etc. les racines réelles de l'équa-
tion F'a: = o , et l'on démontrera de la même manière que

x = et, donnera ~F"x > о

x = /3, ....... F'x < о

ж = 3/, ....... F"o; > о

et ainsi de suite.

D'où il s'ensuit que l'équation F'j;=o, dans laquelle

F'cc = m (m — ï) х т~л •+• (m — ï) (m — 2)

H- (/« — 2) (от — 3) Bar-'-f + etc. ̂ - 2
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anra aussi des racines réelles qui tomberont entre les valeurs des
racines ад et ß,, /3, et yl, etc. et ainsi de suite.

Il résulte de ces formules, différentes conséquences que nous
allons développer.

Si l'équation primitive Fx = о a deux racines égales, l'équa-
tion dérivée F'x = о aura une racine qui , devant tomber entre
ces deux, leur sera encore égale; par conséquent, le facteur qui
contiendra cette racine, sera un diviseur commun des deux poly-
nômes F x et F'x; ce qui est d'ailleurs év ident , parce que le
polynôme Fx contenant le facteur carré (зс—. a)a, le polynôme F'a;
contiendra encore le facteur simple x—-a. Ainsi l'équation F'a;=io
renferme la condition pour qu'une des racines de l'équation Fx=.o t

soit double.
On prouvera de la même manière que, si l'équation Fx = о

a trois racines égales , le facteur qui contiendra cette racine sera
un diviseur commun des trois polynômes ¥x, F'a? et F"x, et que
les deux équations F';r = o, F'x = о contiennent les conditions
pour que l'équation FCC = о ait trois racines égales, et. ainsi de
suite ; ce qui donne les théorèmes connus sur les racines égales.

5. Considérons d'abord les racines réelles de l'équation F.x = o,
en tant qu'elles peuvent être positives et négatives, et supposons
qu'elle en ait un nombre p de positives, et un nombre q de né-
calives. Donc l 'équation F'x = о aura nécessairement p — ï
racines réelles positives, q — ï racines réelles négatives, et de
plus une racine réelle qui pourra être positive ou négative-, car
puisque, entre deux racines consécutives de l'équation Fx^=o,
il en tombe nécessairement une de l'équation F'x=o; il en tom-
bera p — ï positives entre les p positives, q—\ négatives entre
les q négatives, et une entre la plus petite positive et la première
négative, qui pourra être positive ou négative.

Donc , si l'équation Fx = о a plus de racines positives que
l'équation Р'аг = о, elle ne peut en avoir qu'une de plus, et si
elle a plus de racines négatives que celle-ci, elle n'en peut avoir
qu'une de plus.

Or , comme toute équation a toujours un nombre pair ou impair
de racines positives, suivant que son dernier terme est positif ou
négatif (Note II), il s'ensuit que si les derniers termes sans x des
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équations Fx r= o , Г'л; = o, sont de même signe, l 'équation Fo;
ne pourra pas avoir une racine positive de plus que l'équation
F'x = о ; donc , dans ce cas, e l le ne pourra avoir qu'une racine
négative de plus que cette dernière équation, et par conséquent
aussi elle ne pourra avoir une racine positive de plus que celle-
ci, que dans le cas où les derniers termes des mêmes équations
seront de signe différent.

Donc, en général , l'équation Fx = o ne pourra avoir qu'une
racine positive ou négative de plus que l'équation F'x = о , suivant
que leurs derniers termes sont de signe différent ou de même signe.
Par la même raison, l'équation F'-аг = о ne pourra avoir qu'une
racine positive ou négative de plus que l'équation F*o; = o, suivant
que leurs derniers termes seront de signe différent ou de même
signe , et ainsi de suite.

Or on voit, par les formules ci-dessus, que le dernier terme
de l'équation F x = õ est V , que le dernier terme de l'équation
F'a?=o, est T, que le dernier terme de l'équation F"x=o, est 28,
et ainsi de suite-, de sorte qu'en prenant ces équations à rebours,
la ( m — ï )imc aura pour dernier terme 2 .3 . . . (m — i ) A ,
la ( m — 2 )ome aura pour dernier terme 2 .3 . . . (w — 2) В ,
la ( ira — 3 )iœc aura 2.3. .. (m — 3 ) G pour dernier terme ,
et ainsi de suite. Mais la (m — i)omtl équation ou F f m ~°o; = o,
devient

2.3.4.. . . mx + I . 2 .3 . . . . (m — - ï ) A s= о ,

qui a, comme l'on voit, la racine positive ou négative — —,

suivant que A est négatif ou positif. Donc la (m — 2 )ùmc équation.
ne pourra avoir une racine positive ou négative de plus que
celle-ci , qu'autant que В sera de différent ou de même signe
que A. De même , la ( m — 3)6me équation ne pourra avoir une
racine positive ou négative de plus que la (m — з)оше, qu'autant
que С sera de différent ou de même signe que В , et ainsi de
suite.

P'ou l'on peut conclure que l'équation Fa; =; о , ou

*". + Аге"1^.', H-. Ъх т~* -f. C «"í«* -f- etc. -f- V г=
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ne peut avoir plus de racines positives on négatives qu'il y a dans
cette équation de termes consécutifs de différent ou de même signe,
c'est-à-dire que de variations ou de permanences de signes 5 par
conséquent, si l'équation a toutes ses racines réelles, elle aura
précisément autant de racines positives que de variations, et au-
tan t de négatives que de permanences.

C'est là le fameux théorème de Descartes, que les Anglais at-
tribuent a. Harriot, et dont on a différentes démonstrations données
par De Gua dans les Mémoires de Paris, par Segner et Epinus //Jfff^
dans ceux de Berlin, par Kdstner dans le Commentaire sur l'Arith- //л

métique de Newton , etc. Pai rapporté la précédente, parce qu!elle /
découle naturellement de notre analjse -, cependant la plus simple
de ces démonstrations est celle que Segner a donnée dans les
Mémoires de Berlin de l'année 1766. Elle consiste simplement
à faire voir qu'en multipliant une équat ion quelconque par x — a,
on augmente d'une imité le nombre des variations de signe , et
qu'en la multipliant par x -f- a, on augmente aussi d'une unité
le nombre des permanences, quelle que soit la valeur des coeffi-
ciens de l'équation.

6. Nous allons considérer maintenant les racines de l'équation
F-r=:o, comme réelles ou imaginaires.

Soient, comme ci-dessus, л, ß , y , etc. les racines réelles de
réquai ion YJZ = o, et a,, j3j , 3/,, elc. les racines réelles de 1 équa-
tion F'x = о , ces racines étant rangées par ordre de grandeur.
Je dis que des racines л, ß, y , etc. il ne peut yy..en avoir qu'une
qui soit plus grande que «,, qu'une qui tombe entre «., et /8, ,
qu'une qui tombe entre /3, et y-, , et ainsi de suite ; et enfin une
seule plus petite que la plus pe t i fe des quant i tés et,, /3,, y l , etc.
Car si CL et /3, par exemple, étaient à-la-fois plus grandes que я,,
comme entre les deux racines a et /3 il doit tomber nécessaire-
ment une racine de l'équation F'x ==. о , cette racine serait alors
pins grande que a, ; donc a, ne serait plus la plus grande des ra-
cines de F'x = о , comme on le suppose. PG même , si deux racines
ß et y tombaient à la-fois entre les deux a, et /3,, comme entre
ß et y il doit nécessairement tomber une racine de l'équation
fx = o, celte racine tomberait aussi entre «, et /3,, contre l'hy-
pothèse , puisque celles-ci sont supposées se suivre relativement à



i6o N O T E V I I I.
leur grandeur , et ainsi de suite. Enfin si plusieurs des racines A,
ß, -y f etc. se trouvaient plus petites que la plus petite des racines
ai> ßt> У!> etc. comme il tomberait nécessairement entre elles des
racines de l'équation F'x = о , ces racines seraient donc encore
plus petites que la plus petite des mêmes racines a,, /3,, y D etc.
ce qui ne se peut.

Or, puisqu'on a en général

Fx = (as — et) (аз — / 3 ) ( « — >) ..... x,fx,

il est clair qu'en substituant a, au lieu de x , si aucune des racines
&> ß У У > etc. n'est plus grande que aa , la valeur de Fa: sera
positive ; et si la seule racine a est plus grande que a, , la valeur
de Fa; deviendra négative , puisque , dans le premier cas , tous
les facteurs simples seront positifs, et que, dans le second, il n'y
en aura qu'un de négatif, le poljnome foc conservant toujours
une valeur positive.

Supposons ensuite qu'on substitue /3, au lieu de oc , et si aucune
des racines a, /3 , y t etc. ne tombe entre a, et j8,, cette substi-
tution donnera une valeur de Fx de même signe que la substitution
de ot, ; mais elle donnera une valeur de signe contraire si une des
racines tombe entre a, et /3,. Car il est visible que tout produit,
сотте(я, — a.) (ß, — #)est toujoursnécessairement positif, tant que
la quantité a est à-la-fois plus grande ou plus petite que chacune
des quantités a, , ß, ; qu'au contraire , il est nécessairement né-
gatif si la quantité a se trouve entre les deux quantités л, et ß,,
c'est-à-dire plu» grande que l'une d'entre elles et plus petite que
l'autre. Or, la Substitution de a,, au lieu de x dans Fxt donne

(я, — et) (a, — /3) (a, — y] ---- x /a, ,

et la substitution de /8, au lieu de x dans la même fonction , donne

donc le produit de ces deux quantités , savoir , la valeur de
, X F/3,, sera de la forme

С*.—*) (/з,—*) o*,—/3) (&—/3) (Äl->) (ft—>)... . x/*, x/ft.
РОПС ce produit sera positif si aucune des quantités A, /3, 7-, etc.
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ne tombe entre les quantités a,, ß, ; et il sera négatif si une
seule des quantités л, ß , y, etc. tombe entre les quantités a,, /3,,
puisque les quantités fal et //3, sont toujours essentiellement
positives 5 par conséquent, les valeurs de Fa, et de F/3, seront
de même signe dans le premier cas , et de signe différent dans
le second.

On démontrera de la même manière, que la substitution de y,
au lieu de x dans Fx, donnera un résultat de même signe ou
de signe contraire à celui de la substitution de /3,, suivant qu'au-
cune des racines a, ß, y, etc. ne tombera entre at et yt, ou
qu'il en tombera une, et ainsi de suite.

Enfin, si on désigne par ut la dernière en grandeur des racines
«ï > ßi> Ун etc. on trouvera, par l'expression de Fx en facteurs,
que le résultat de la substitution de u, au lieu de oc dans Yoc, sera
positif ou négatif, suivant qu'aucune des racines a, ß, y, etc.
ne sera plus petite que u,, ou qu'il y en aura une plus petite
que ut, le nombre de ces racines étant pair-, et que, lorsque ce
nombre sera impair, le même résultat sera, au contraire, positif
ou négatif, suivant qu'une des mêmes racines sera plus petite
que y, , ou qu'aucune d'elles ne sera moindre que u,. Or comme
le nombre des racines imaginaires est toujours pair , le nombre
des racines réelles a, ß, y, etc. de l'équation Fx = o, sera
nécessairement pair ou impair, suivant que le nombre total des
racines, c'est-à-dire le degré m de l'équation, sera lui-même pair
ou impair.

7. On pourra donc toujours juger de la nature des racines d'une
équation quelconque de degré m , F x = о par celles de l'équa-
tion dérivée F'x = o, qui est toujours d'un degré moindre d'une
unité. Car ajant les racines réelles a,, /3, , ^,, etc. u, de celles-ci,
qu'on suppose rangées par ordre de grandeur, il n'y aura qu'à les
substituer successivement, au lieu de oc, dans l'équation proposée ;
et on en conclura, i°. qu'eue aura ou n'aura pas une racine plus
grande que a,, selon que Fat sera < ou > o.

2a. Qu'elle aura ou n'aura pas une racine comprise entre a,
et /3,, selon que F/3, sera de signe différent ou de même signe
que Fa,.

3% Qu'elle aura ou u'aura pas une racine comprise entre /3C

21
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et j/,, "selon que F>, sera de signe différent^ ou de même signe
que F/3,, et ainsi de suite.

Et qu'enfin elle aura ou n'aura pas une racine plus petite que v,,
selon que v, sera positif ou négatif dans le cas de m impair, et
négatif ou positif dans le cas de m pair.

Ainsi on connaîtra par ces règles, non-seulement le nombre
des racines réelles de la proposée, mais encore leurs limites ; et
si on veut cotnpléler ces limites à l'égard des racines plus grandes
que л,, ou plus petites que n, , il n'y aurait qu'à chercher encore,
par les méthodes du chap. IV (n° 12), les limites des racines po-
sitives et des racines de l'équation proposée.

Nows remarquerons ici , à l'occasion des règles données dans cet
endroit d'après Newton et Màclaurîn , pour trouver ces limites,
que Ro'lle les connaissait déjà , comme on le voit par les cha»
pitres V et VI du second livre de son Algèbre.

8. Nous avons supposé jusqu'ici que l'équation proposée pouvait
avoir des racines imaginaires mêlées avec les réelles ; examinons
présentement ce qui doit résulter de la supposition que toutes ses
racines soient réelles.

Il est d'abord évident que l'équation F x = o du degré m ,
aura m racines réelles , et que l'équation dérivée F'oc = о du
degré m — ï, aura aussi nécessairement m — ï racines réelles,
.puisque:, entre deux .racines réelles consécutives de l'équation
F x .= о, il tombe toujours une racine réelle de l'équation
Yx = o. Par la même raison, ia seconde équation dérivée
~F"x = о aura, aussi nécessairement toutes ses racines réelles, et
ainsi de suite.

Ainsi la première condition pour qu'une équation ait toutes
ses racines réelles, est que ses équations dérivées aient aussi
toutes leurs racines réelles -, mais celles-ci pourraient avoir toutes
leurs racines réelles, sans que l'équation primitive en eût aucune.

Supposons donc que les m —• ï racines a,, /3,, y,, etc. de
l'équation F'x = о soient toutes réelles, et voyons quelles sont
les conditions nécessaires pour que les m racines et, ß, y, etc.
de l'équation Fa; = о soient aussi nécessairement réelles. Puisque
nous avons démontré, en général, que les racines réelles de l'équa-
lion Fx = 0 n« peuvent tomber plus d'une â-Ja-fois dans chaque
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intervalle enire deux racines consécutives de l'équation Fa:' = o,
et qu'il ne peut y en avoir aussi qu'une plus grande et une plus
petite que la plus grande et la plus petite de cette équation ; il
est encore évident que , lorsque ses racines sont toutes réelles ,
et au nombre de m, elles doivent nécessairement être telles que a
soit plus grande que a,, que ß tombe entre a, et /3,, que y tombe
entre ßt et y,, et aipsi de suite. Au contraire, ai elles n'étaient
pas toutes réelles, comme le nombre des réelles ne pourrait alors
surpasser m—• 3, et serait, par conséquent, moindre que celui des
racines л,, /3t, уг, etc. il est visible que la теше disposition ne pour-
rait plus avoir lieu, et qu'il y aurait nécessairement quelque inter-
valle entre ces dernières racines, dans lequel il ие tomberait aucune
de celles de l'équation F# == о, ou au moins qu'aucune de celles-
ci ne serait plus grande ou plus petite que la plus grande ou la
plus petite des racines a,, /3,, y,, etc.

Donc , par ce qui a été démontré ci-dessus, si on substitue
successivement au lieu de ce dans Fap toutes les racines a,, /3, ,
3/,, etc. on aura nécessairement dans le premier cas

Fa, < o, FjS, > o, F>, < o, etc.

et, dans le second cas, il y aura une ou plusieurs de ces condi-
tions qui n'auront pas lieu.

D'un autre côté, en substituant successivement les mêmes ra-
cines a,, /3,, 2/,, etc. dans la seconde fonction dérivée F"x, on
aura toujours, comme on l'a vu plus haut,

F'*, > о, F'/S, < о , F>( > о, etc.

Donc, en combinant ces conditions avec les précédentes, on eu
conclura que lorsque les racines de l'équation donnée Fas = о
sont toutes réelles , les quantités F a, x F'a,, F /S, x F"/3, ,
F)/, X FV. , etc. seront toutes négatives, et qu'au contraire il
y en aura nécessairement de positives si l'équation donnée a des
racines imaginaires,

On aurait le même résultat si on considérait le* quotiens j~-,

k-, etc, et en général des fractions de la forjtne M ( FA, )/« ( FV, )",
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(F"/SI)

V, etc. M étant un coefficient positif ou une fonction
quelconque essentiellement positive, et /A , v des nombres entiers
impairs positifs ou négatifs.

Or, si on fait Foc x f"x=y, ou en général M (Fx)f- x (¥"<к)*=у,
et qu'on élimine ensuite x au mojen de l'équation F'x = о , dont
les racines sont a,, /3,, 5/,, etc. on aura une équation en y du
même degré que cette équation, et dont les racines seront les va-
leurs de y, qui résulteraient de la substitution successive des ra-
cines a,, /3,, yl} etc. à la place de x. Doue, si ces valeurs sont
toutes négatives, l'équation en y n'aura que des racines négatives,
et par conséquent tous ses termes auront le signe plus. Et récipro-
quement, si tous les termes de cette équation ont le signe plus,
elle n'aura que des racines négatives , et les valeurs de y seront
toutes négatives.

9, On peut conclure de là que les caractères de la réalité des
racines de l'équation Fx = о, sont que l'équation dérivée F'x = о
ait toutes ses racines réelles, et que l'équation en y résultante de
l'élimination de x, au moyen de cette dernière équation et de
1'équalion Fx x F'x = y, ou M (Fcc)" (F"x)>'=y, ait tous ses
termes positifs.

En appliquant les mêmes raisonnemens à l'équation dérivée
F'x = о, on en conclura aussi que les caractères de la réalité
de ses racines, sont que la seconde équation dérivée F"zc = о ait
toutes ses racines réelles, et que l'équation en y résultante de
l'élimination de x, par le moyen de celle-ci et de Péquatiou
F'x x Fmxz=:y, ait tous ses termes positifs, et ainsi de suite.

Donc enfin, pour avoir tous les caractères de la réalité des racines
de l'équation Fx = о, on fera i°. y = Fx x F"x, et on élimi-
nera x, au moyen de l'équation F'a; = o; on aura la première
équation en y*

2°. On fera y = F'x x F"'x, et on éliminera x, au moyen
de l'équation F":e=o; on aura la seconde équation en y.

3°. On fera y = F"x x F'4x , et on éliminera x, au moyen
de l'équation F" x = o j on aura la troisième équation en y, et
ainsi de suite.

Ces équations en y seront au nombre de m — ï, si Téquatioa
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primitive Fx == о est du degré m, parce que la mime fonction
dérivée de Fx sera constante, et ne contiendra plus ce.

IQ. Cela posé, les caractères de la réalité des racines de l'équation
Fx = o, se réduiront ace quêtons les termes de ces différentes
équations en y soient positifs, c'est-à-dire du même signe que le
premier dans chaque équation.

Or il est aisé de voir que l'équation Fx = о étant du degré m,
les fonctions dérivées F'x, F"x , etc. seront successivement des
degrés m — ï, m — д, etc. et que les équations en y seront aussi
de ces mêmes degrés ; elles fourniront, par conséquent, chacune
autant de conditions ; de sorte que le nombre total des conditions
sera m — \ - \ - m — 2 -f- m — 3 -f- etc. ou ï + 2 -f- 3 -f- etc.

m ( m — ï )4- m — ï = .

Nous avons déjà vu, chap. V(n° 28 ), qu'on peut déduire les carac-
tères delaréalité de toutes les racines d'une équation de son équation
des différences, laquelle doit avoir pour cela tous ses termes al-
ternativement positifs et négatifs ; ce qui donne autant de condi-
tions qu'il y a d'unités dans le degré de cette équation ; de sorte

que m étant le degré de l'équation proposée , m (-m"~ J/ sera Je

nombre des conditions nécessaires pour la réalité de toutes les
racines. Ainsi les deux méthodes donnent le même nombre de
conditions-, ce qui est d'autant plus remarquable, que, dans les
équations du troisième et du quatrième degré , les conditions de
la réalité des racines sont réductibles à un moindre nombre, comme
on l'a vu dans le chap, cité (art. ni ).

Mais la méthode précédente a cet avantage, que les conditions
trouvées pour la réalité des racines des équations d'un degré quel-
conque , peuvent servir pour tous les degrés plus élevés; ce qui
n'a pas lieu à l'égard de celles qui résultent des équations des
différences. Ainsi on pourrait facilement construire des tables qui
contiendraient successivement les caractères de la réalité 'de.-toutes
les racines, en commençant par l'équation .du second degré , et
remontant successivement aux équations plus élevées.

n. Pour donner un essai de ces tables , nous commencerons par
la fonction la plus simple de x, qui est x° ou ï , que nous dé-



!бб * N О Т E V I I I.
signerons par X , et nous remonterons successivement aux fonc-
tions primitives, que nous désignerons par X,, X,, Хш , etc, en-
sorte que X sera la fonction dérivée de X, , X, la fonction dérivée
de X t f, et ainsi de suite. Nous aurons ainsi, en multipliant ces
fonctions par les nombres 2, 3, 4, etc. pour éviter les fractions,
et ajoutant successivement les constantes A, В, С, etc.

X = ï
X/= * + A

sXa ~ x*'+ 2 Ад: + В
a. 3X„ = хл + ЗАя 4 4- ЗВж + С

2.3.4X I V= as* -Ь 4Ая 3 + бВя;» + 4Слг -f- D
etc.

Maintenant , pour l'équation du second degré ,

òn fera y = aXX^ = аз* +' a Ao; + В , et on éliminera л ,
au moyen de l'équation X' = о , ou x -+• -A- == ° ^ on aura
l'équation en _y

j H- Aa — - В = о.

Donc A1 — ' В > о sera la condition de la réalité des racines
de l'équation proposée.

Pour l'équation du troisième degré ,

on aura d'abord la condition précédente ; ensuite on fera
y = 2 . 3 X7 Хд ; savoir ,

y = (x + A) <«3 Ч- 5 А ж а + ЗВдз + С)
+ AC,

et on éliminera x , au moyen de l'équation XA = о , ou
л* -4- 2 A л? -4- В = o j on trouvera cette équation du second
degré

y- -f- 2 (Aa — £)/ + a*B — a «A A + b* ES o,
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en faisant pour abréger

a = 2 As — ЗАВ -f- С
Z> = AaB — a В1 4- А С -,

ainsi on aura de plus ces deux conditions

Aa —-{ Ъ > о, лаВ — a a Ã A + £" > о.

Pour l'équation du quatrième degré

a?4 4. 4Ao;3 + бВж» -f- 4Сзс 4- D = о,

on aura d'abord les trois conditions précédentes •, ensuite on fera

^ = (x a42A;e4B) (ге* 4 4A x3 4 6Вяа4 4 С ж 4 D ) ,

et éliminant x , au moyeu de l'équation Xe = о , ou
a^ + ^Ao^-j-SBcc-f-C — o, on aura une équation en y du
troisième degré, qui, étant représentée par js+Mju-|-Ny-f-P = o,
donnera de plus les trois conditions

M > o, N > o, P > о,

et ainsi de suite.

ia. Aureste, nous ne devons pas oublier une très-belle consé-
quence que De Gua a tirée de sa théorie ; -roici en quoi elle
consiste.

Si, dans l'équation F^ = о , on 'Substitue a 4- z à 'la place
de oc, -on a, par la 'Formule du développement des fonctions, la
transformée

^ . F'a , F"a a , F"a . . , ,
Fa 4- — * 4- — za + j-g x? + etc. + zm = о,

dont on peut faire disparaître un terme quelconque, contenant,
par exemple, la puissance znj en déterminant я. de onaniere que
l'on ait F"a = o. Or, nous venons de voir que si toutes les
racines de l'équation FUC = O , sont toutes réelles., .les valeurs de
F"-'a; et F"4"lx sont nécessairement de signes contraires pour
toutes les valeurs de x qui résultent de l'équation F"# = o;
donc aussi les valeujs de F"— la et de Fn + 1

;iz seront de signes
contraires pour toutes les valeurs de a résultantes de l'équ£iion
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F"iZ = o. D'où il s'ensuit que si on fait évanouir un terme quel-
conque de la transformée en z, les deux termes voisins auront
nécessairement des signes diflférens, si la proposée a toutes ses
racines réelles; par conséquent, elle aura des racines imaginaires ,
si les termes voisins de celui qui disparaît ont les mêmes signes,
et de là on peut conclure aussi que toute équation à qui il manque
des termes, a nécessairement des racines imaginaires, si les termes
voisins de ceux qui manquent , sont de même signe.

i3. Lorsque toutes les racines de l'équation sont réelles, on peut
trouver leurs limites' sans le secours d'aucune autre équation , par
le moyen de la seule règle de Descartes dont nous avons parlé plus
haut ( ne 5 ). Car si on diminue , par exemple, toutes les racines
d'une équation en x de la quantité a, eu y substituant z -f- a à
la place de x, la transformée en z ou en x — a aura autant de
variations de signes de moins qu'il y aura de racines positives de
l'équation en oc qui seront devenues négatives dans l'équation en
oc — a; et par conséquent, parmi les racines positives de l'équa-
tion en x, il y en aura autant qui seront moindres que a. Donc
si on forme successivement les transformées en x — i, x — 2 ,
x — 3, etc. chaque variation de signe qui disparaîtra d'une trans-
formée à l'autre, par exemple, de la transformée en oc — n à la
transformée en x -r- n — i, indiquera une racine positive moindre
que n -f- ï , mais non moindre que ;z, et par conséquent contenue
entre les limites n et n -f- ï. On pourra trouver ainsi successive-
ment les premières limites des racines positives, et l'on aura de
même celles des racines négatives par la considération des pei>
manences dans les transformées en n-{- ï, /z-f-a , etc.

i4- J'ignore si cette remarque avait été faite avant le Mémoire
que M. Sudan présenta à l'Institut en i8o5 , et qu'il vient de
publier avec des augmentations, sous le titre de nouvelle Méthode
pour la Résolution des Equations numériques* L'auteur y donne
un moyen simple et élégant de former les coefficiens des trans-
formées en x —• ï , oc — 2 , etc. j et appliquant la règle de
Descartes à ces transformées , ainsi qu'à d'autres déduites de
celles-là, il trouve les limites de toutes les racines et leurs va-
leurs aussi approchées qu'on veut. On peut dire que cet Ouvrage
»ë laisse rien à désirer sur la résolution des équations pumériques
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dont fouies les racines sont réelles, et il pourrait à cet égard
servir de supplément au présent Traité.

Au reste, si l'équation avait des racines imaginaires, il pour-
rait disparaître des variations de signe d'une transformée à l'autre,
sans qu'aucune des racines réelles positives devînt négative, comme
on peut s'en convaincre aisément par des exemples-, ainsi l'équa-
tion ic3 — 2Ж" -f- б ж — ii = о a pour transformée en ce — ï ,
(x—i)3-f-(.r—i)a+5(a;—ï)—6 = 0, où l'on voit que deux varia-
tions désigne ont disparu ; cependant elle n'a pas de racines entre
о et ï.

Mais si le nombre des variations de signes qui disparaissent d'une
transformée à la suivante, était impair, on en pourrait toujours
conclure l'existence d'une racine réelle positive ; car cela ne peut
arriver, à moins que le dernier terme ne change de signe. Or il
est visible que les derniers termes des transformées en ce — n ,
x —. n '—i i, ne sont autre chose que les résultats des substitutions
de TZ et de n -j- i à la place de x dans la proposée, parce que
ces transformées se réduisent à leur dernier terme, en y faisant
x = n = n -j- i ; ainsi il doit nécessairement y avoir une
racine réelle entre n et n ~f-1 (chap. I, n"i) . La transformée
en oc—2 de l'équation ci-dessus est (x—з)3-{-4 (x—2)a-f- ю (ce—2)
-f-i=o qui a une variation de moins que la précédente; aussi y
a,-t-il une racine de la proposée entre ï et 2.
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Sur la forme des racines imaginaires.

ï. LJORSQU'ON eut trouvé les formules générales des racines des
équations du troisième et du quatrième degré, on remarqua que
les racines imaginaires de ces équations se réduisaient, comme
celles des équations du second degré, à la forme p-\-q V/—- *»
p et q étant des quantités réelles; et on fut porté à conclure que
les racines imaginaires de toutes les équations étaient toujours ré-
ductibles à la même forme. Cependant on ne pouvait pas adopter
cette proposition générale sans démonstration; et ce n'est qu*après
plusieurs tentatives qu'on est parvenu à s'en convaincre par des
preuves rigoureuses. Comme ce point de la théorie des équations
est un de ceux dont les Géomètres se sont le plus occupés dans
ce siècle , j'ai cru qu'on ne serait pas fâché de trouver ici un
exposé succinct des différentes recherches qu'il a occasionnées.

2. D'Alembert est le premier qui ait envisagé cette question d'une
manière générale dans sa Pièce sur les Vents et dans les Mémoires
de l'Académie de Berlin, pour l'année 1746.

Il démontre d'abord qu'une quantité algébrique quelconque >
composée de tant d'imaginaires qu'on voudra, de la forme
a -\- b \/ — ï , peut toujours se réduire à la même forme.
Cela se voit facilement pour les quantités formées par multipli-
cation , division , et élévation aux puissances entières : on pour-
rait le démontrer en général pour les quantités de la forme
(a -\~ b у1— i^-^-K^r1 par le développement ordinaire du
binôme; mais pour avoir des expressions finies, d'Alembert em-
ploie d'une manière iagéaieuse, la differentiation et l'intégration,
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•en faisant tarier les quantités a , b , p et q dans l'équation

Cependant il faut avouer que l'emploi du calcul différentiel
est peu naturel dans une question comme celle-ci, où la con-
sidération des infiniment petits ou des fluxions:, est tout- à -fait
étrangère, puisqu'il ne s'agit que d'une simple tranformation.
algébrique. Mais les fonctions dérivées se présentent , au con-
traire , très-naturellement, et offrent même ici un des exemples
lee plus propres à moHfrer l'usage de leur algorithme dans l'algèbre.

3. En effet, si on considère l'équation identique.

(*-f y V/ — i)«-«-V--' =zp + g /— ï,

en regardant y comme une fonction donnée de x , et p , g comme
des fonctions inconnues de ce qu'il s'agit de déterminer, les fonc-
tions dérivées des deux membres formeront encore une equation
identique , on aura ainsi

divisant cette équation par l'équation primitive , on aura

(m + /il/- ï) (1+У V— Q _ J/ + 4' V— *

V7— ' P +9 V— * '

équation qui sera, par conséquent , encore identique.
Qu'on multiplie le haut et le bas de la fraction du premier

membre, par л: — y \/ — - ï , et le haut et le bas de la fraction
du second membre , par/o — q \/ — ï pour faire disparaître le ra-
dical ï/— - 1 du dénominateur, et qu'ensuite on compare la partie
réelle du premier membre avec la partie réelle du second, et
l'imaginaire avec l'imaginaire , on aura ces deux équations

) — n (ж/ —.y) _ pp' + qq'

~
n ( x -f- yy' ) -f- m ( xy' —y ) pq'— qjf

ж» -f- y* "*~ pa -J- ç* *

Qu'on prenne maintenant les fonctions primitives, ou aura.
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désignant par / les logarithmes hyperboliques , et par A tang.
l'angle de la tangente ,

.m l . \/( я? +Г ) .— n A tang. y- = / . v/O° + 9') H- . К ,

га / . \/(o;a + JKS) -f- WA tang.-£ = A fang. ^ + H ,

K et H étant deux constantes arbitraires qu'il s'agit de déterminer
conformément à l'équation primitive donnée. Or, en faisant dans
cette équation y ;= о et аз ж ï , on a 17 == o et /7 := ï ; et ces
suppositions étant introduites dans les équations précédentes t

donnent К = о et H = о.
Si donc on fait pour plus de simplicité x = u cos z , у = u sin г,

ce qui donne

и = v/ ( жа 4- j1 ) , tang. z = У- ,

et ensuite
p = r cos 5 , 9 s=s r sin ̂  ,

on aura
Ir 5= m/и — nz

s = л /гг -f- /7ZZ,

et en repassant des logarithmes aux nombres

^ étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité.
Ainsi r et s t et par conséquent p et ç , seront des fonctions

réelles, en supposant x , y, m , n , des quantités réelles.
4- On peut , par ces formules , réduire à une forme réelle l'expres-

sion des racines des équations du troisième degré dans le caí
irréductible. Car l'expression générale de x dans l'équation

itant, comme l'on sait,

^M 3 ) ) 4.
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laquelle, dans le cas irréductible où M3 > N*, devient

v/(M3 — Na) /— i) -f v/ (N — i/(M3 — №) |/ — ï),

si on fait dans les formules précédentes

as = N , JK = l/ (-M*— N') , m = f , и = о ,

on aura и = \/ M3 , fang z =5 ^ N~ — - , et de Ц

r = «3 = l/ M , 5 = |j donc on aura

l/( N =fc /(M3 - №) . /— ï ) = \/M (c

et la somme des deux radicaux sera з \/Ж . cos |i

cos J * sin g V/-^

_ . nj-» \
Or, comme à la même tangente *-± — ̂  - - répondent les

angles z , z - { - - 2 & . , z - i - 4 & > д étant l'angle droit, l'expres-

sion 2 /M .cos aura ces trois valeurs différentes

2 v/M.cos |, :

qui seront les trois racines de l'équation proposée, et qu'on trouvera
ainsi facilement par les tables trigonométriques.

5. Au reste, il est bon de remarquer que, lorsqu'il: ner s'agit que
de radicaux pairs, on peut faire la réduction dont il s'agit par
les simples opérations de l'algèbre ordinaire. En effet, soit la,
quantité v/(a -{- £ \/— ï) à réduire ; je considère la quantité

V/-(a H- ô/ — O + /(« — Ъу~ О .= и,

j'aurai, en élevant au carré

n a -f- a / ( а? + ^a ) =ч ^,

quantité .toujours nécessairement positive en prenant le radical
positivement j donc » sera une quantité réelle,
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Je considère ensuite la quantité

V- («•'> b y-~ ï ) -^ y. (0 — ъ v/ — о .= í.,-
je trouve de même en carrant

2 a — 2 j/ ( <za 4- A* ) == f ,

quantité essentiellement négative ; ainsi on aura f = — "V* ,
et / =: V l/ — * > V étant une quantité réelle : de là , ou aura

V/ ( a =b 6 v/'— i:)' = è (''и =t V / — ï ).

Considérons' de mêriïe Îa Quantité

V/' ( a + Jï V, — ï ) -H ^ ( CL — b j/ ~ ï ) = s ,

on aura eu carrant

+ ^ i/~ ï) + 2 (/ ( л» -f- 2)1 ) -f- yr (a — l v/ — ï)

2

quantité essentiellement positive , en prenant le radical positive-
ment j. donc ;* sera une quantité réelle.

Considérons ensuite la quantité

\?(a + *:V— О — I/ 'C« •— * V— О = ''>

on aura de la même manière

'Ч- Ь У _•**-• i-) •-* :á--^(u« Ч- Й1 ) + \/C л — ^ / — i )

s?: r1 '== u — 2 v/Ta" + £ ' ) »

qtiantité essenííellemfcnt négative 5 саг и* = з'д ~f- a t/(a* + i')

< 4 V4a* + ^a) > et Par conséquent и < 2 ̂  ( aa -f- 3a ).
Donc, faisant r" = — S1, on aura r = S Vх — i > S étant une
quantité réelle -, -donc

•у' (л ïfc ' í /— O = ï C* ±S v/- i),

et ainsi de suite.
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6. Ces réductions supposées, d'Alembert considère une courbe

quelconque, dont l'ordonnée y soit nulle ou infinie , lorsque
l'abscisse x est nulle; et il observe que, quelle que pusse être
l'équation de la courbe , on peut toujours, lorsque x est très-
petite , avoir la valeur de y en x, au moyen du parallélogramme
de Newton, exprimée par une série très-convergente de la forme

m r t
y •= axn -(- bx? -\- ex11 + etc. dans laquelle les exposans de x
sont imaginés alier en augmentant , et dont on peut toujours
supposer que tous les termes sont réels, en faisant oc posilive ;
car on peut faire répondre les x positives à la branche où les y
sont réelles.

En faisant x négative, les termes où x se trouve élevée à des
puissances fractionnaires dont le dénominateur est un nombre pair,
deviennent imaginaires; et par le théorème précédent, ils seront
toujours réductibles à la forme p -f- q \/— i , p et q étant des
quantités réelles. Donc toute la série, et par conséquent la valeur
de y , lorsqu'elle devient imaginaire , sera aussi de la même forme
tant que x sera très-petite.

Maintenant, quelle que soit la valeur de y pour une a; quel-
conque, on peut toujours supposer y = p -f- q \/— i , p et g
étant des quantités indéterminées ; et comme cette valeur est
réellement double , à raison du radical \/ — ï , les quantités
p et g seront exprimées par deux équations qu'on aura en substi-
tuant p -f- q v/— T > au l*eu de У ' dans l'équation de la courbe,
et égalant séparément à zéro la partie toute réelle de la trans-
formée , et la partie multipliée par y/— i \ ces équations con-
tiendront les quantités p et g mêlées ensemble-,, mais on pourra,
par les méthodes connues, les changer en deux autres, dont l'une
ne renferme que p et œ, et l'antre q et x.

Or, si y n'est pas toujours de la même forme p + q {/•— ï, p
et q étant des quantités réelles pour toutes les valeurs d'à;, soil a
la plus grande valeur de x, pour laquelle y sera de cette forme ,
et soit p=zb, <7=c lorsque ж — a. Supposons x = a -f- i , et
p = Ь Ц- r, q = c -f- s : en substituant ces valeurs dans les deux
équations en p et g , on aura deux équations, l'une en /• et г»
et l'autre en s et /, dans lesquelles i = o donnera r= o, et s = o,
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etqui, par la démonstration précédente, donneront r et s delà forme
p-\-q v/— ï, lorsque i sera très-petite, si г et í deviennent imagi-
naires. On aura donc alors r — et-f- /3v/— ï, s=.y~\-&j/— 1,0.,
ß, y, cf étant des quantités réelles ; donc p = Ъ -f- a -j- /3 v/— i,
<7 = c-j-^ + J^v/— i, et par conséquent , y = b -f- a — cT-f-
(/3 + c -j- y") i/— i ; c'est-à-dire de la même forme p-{-q v/—i.
Doue a n'est pas, comme on l'a supposé, la plus grande valeur de ce
qui donne y de cette forme-, donc la valeur dey, lorsqu'elle est ima-
ginaire, sera toujours de cette même forme, quelle que soit la valeur
de ar..

Cette conclusion générale s'applique naturellement aux équations
d'un degré quelconque , à une seule inconnue -, car nommant y l'in-
connue de l'équation, et supposant le dernier terme égal à x, on
aura une équation entre x et y, dans laquelle x = o donnera
v=o, etqui sera susceptible de la démonstration précédente. Donc,
quelle que soit la valeur du dernier terme oc , celle àe y, si elle de-
vient imaginaire, sera de la forme p -{- q \/— ï.

L'équation ayant ainsi une racine imaginaire de cette forme, en
aura nécessairement une autre de la forme p—q \/ — ï, puisque le
calcul est le même pour les deux racines, à cause de l'ambiguité du
radical {/—ï; elle aura donc les deux facteurs y—p — g \ /—i j

et y — p -f- <7 V— I ) qui forment le facteur double réel y* — zpy,
ц_ ы1 _|_ g*} et sera, par conséquent, divisible par ce facteur; ce
qui l'abaissera à un degré moindre de deux unités; et on pourra
appliquer à cette nouvelle équation les mêmes raisonnemens et les
mêmes conclusions , et ainsi de suite.

7. Cette démonstration est incomplète ; car quoique dans une
équation à deux indéterminées on puisse toujours exprimer l'une
des indéterminées par une série de puissances ascendantes de l'autre
indéterminée, il peut arriver que les coefficiens des termes de la série
dépendent eux-mêmes d'équations qui n'aient point de racines réelles,
ce qui introduirait dans la série d'autres imaginaires que celles qui
viennent des puissances de l'indélerminée. Mais on peut, sur les
mêmes principes, fonder une démonstration plus rigoureuse, et en
même temps plus générale et plus simple de la manière suivante.

Soit l 'équation
xm + Ая;™-' 4- B*1"--" -f- etc, -f- У = о,
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que noua représenterons , pour plus de simplicité , раг^д; -}- Y = о ;
fsc étant une fonction rationnelle et entière de a; , qui contient x
dans tous ses termes. Nous supposerons que cette équation n'ait
point de racines réelles, parce que si elle en a, on peut les éliminer,
en divisant l'équation par les facteurs simples réels qui résultent
de ces racines.

Il est clair que si l'équation proposée n'a pas de racines réelles
dans Péfat où elle est , c'est-à-dire tant que ses coefficiens ont les
valeurs données, elle peut en recevoir en changeant seulement la
valeur du dernier terme V; car en prenant une quantité quel-
conque К et faisant V = — fK. , l'équation f x — fK. = o aura la
racine réelle K. Considérons donc une des racines imaginaires de
réquationyar-f-V=o, laquelle devienne réelle en faisant varier la
valeur de V, et supposons qu'elle ne demeure imaginaire que tant
que la valeur de V sera entre les limites a et Ъ , a étant > b; de
manière que x ait une valeur réelle a dans l'équationyi;4-a = o, et
une valeur réelle ß dans l'équation fx-j-b—O, et que cette racine
soit imaginaire dans l'équation fx-i-a.-\-i=:ot et dans l'équation
fx _f_ b — i = о , z étant une quantité quelconque positive, aussi
petite qu'on voudra. Soit л -f- и la valeur imaginaire de oc dans
l'équation fx •+• a-{-z° = o, la fonction f x deviendra par la sub-
stitution de л •+• и à la place de x , /л -f- ufa, -f- -/""a -f- etc.

par Ia formule connue du développement des fonctions; mais puis-
que et, est la racine de l'équation fx -f- a = o, on a. f a. -j- a = ot

donc a = — f л ; ainsi l'équation f x -f- a + i = о deviendra
j.2

ufa. H -- f л -f- etc. + i = о.

Or si le coefficient fa. n'est pas nul, il est évident qu'en
supposant z une quantité très-petite, à volonté, on pourra tou-
jours avoir и par une série très-convergente et toute réelle ; car

on aura d'abord и = — -£- , ensuite, en substituant cette pre-

mière valeur de и , on aura и = — p- -- --^ * , et ainsi de
J * Я/ л

suite. Donc M sera une quantité réelle contre l'hypothèse.
Ц faudra doac, pour que и devienne imaginaire, que l'on ait
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f 'a. =s o ; alors l'équation deviendra

•£ f л -f- X/** H- etc.
'' -'

et la première valeur approchée de u, sera ï/ — 70- > laquelle

sera réelle ou imaginaire, suivant que^'a sera une quantité négative
ou positive, puisque z est supposée positive.

Si le premier terme de и est réel, il est aisé de voir que tous
les autres le seront aussi -, par conséquent, toute la valeur de и
sera réelle. Si le coefficient fa. est positif, le premier terme de и

/ ч i —
seva imaginaire de la forme l/ ^- XlV— l > et ^es termes

suivans seront réels ou imaginaires de la même forme , de sorte
que toute la valeur de и sera de la forme p -f- q ]/ — i , p et q
étant réelles.

Mais si l'on avait eu même tempsyV = o, alors l'équation
devenant

il est aisé de voir que la valeur de и serait de nouveau réelle,
à moins que le terme qui contient us ne disparaisse, et

be soit positif) car dans ce cas on aurait и = \ / ° " f ù — • V — i ',

mais par le théorème démontré plus haut (n° 5) y — "ï est réductible
à la forme m -f- n \/ — , m et n étant des quantités réelles ; donc
là première valeur , approchée de и , sera de la forme p -(- cj \/ — ï ,
et les termes suivans seront aussi de la même forme , ensorte que
toute la valeur de и sera encore de cette forme, et ainsi de suite.

8. Il résulte de là cette conclusion, que lorsqu'une racine a de
iTéquation fx—{- a = о , est dans le passage du réel à l'imaginaire ,
-en a, non-seulement/a.-t-ß = o, mais encorey'a=:O ety« > o,
et que si f "A = о , on aura de plus f "a. = о et f "л > о , et
ainsi de suite. Or, en faisant /л; -f- a = ¥x , on af'x=F'a; ,
fx'z^-^x, etc. donc, par ce qu'on a vu dans la Note précédente,
(n° 4)/'"*= о .sera la condition pour que la racine л de l'équation
/o2-4-iz = o soit double, fa. == о sera la condition pour que cette
racine soit triple, etc.
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.D'où il s'ensuit qu'une racine ne peut passer du réel à l'imagi-
naire, sans devenir double ou quadruple, et en général multiple
d'un ordre pair.

On prouvera de la même manière , en faisant x = ß -f- и
dans l'équation/л: -f- Ъ — i = о , que la valeur de и ne pourra
devenir imaginaire, à moins que l'on n'ait/'/3 = o et_/"/3 < о,
et siУ/3 = o, il faudra de plus que l'on ait/"/S=ro etf tvß < о,
et ainsi de suite. D'où l'on conclura que dans le passage de l'ima-
ginaire au réel , la racine devient aussi double, ou quadruple,
ou, etc.

Cette proposition n'avait été démontrée jusqu'ici que par la
théorie des courbes, ou comme une suite du théorème sur la
forme des racines imaginaires.

9. Maintenant, puisque quand la valeur de V est très-près des
limites a et£, une des racines imaginaires de l'equation/^-r-V=o,
est nécessairement de la forme p + q \/— ï, si celte racine n'est
pas toujours de la même forme pour toutes les valeurs de V com-
prises entre ces limites, soit с la plus grande valeur de V, pour
laquelle x sera de cette forme -, de manière que, dans l'équation.
fx -f- с = о, on ait x = m -f- n \/ — ï , m et n étant des quan-
tités réelles, et soit m + n \/— ï -f- u Ja valeur de x , lorsque V.
sera c + t, z étant une quantité positive et très-petite à volonté.
On aura donc/(tfz-}- n\/— ï) -f-c = o, et f (m-\-n \/— ï -f-z/)
~^-с-{-г = о; développant la valeur de и dans la seconde éan*~
tion, et retranchant la première, on aura

uf'(m + n !/_ i) + -/»(/л + т г у / — i ) H - e t c . + г = o.

Mais les fonctions dérivées

/' ( m -f- n v/ — ï ) , /Ч m- H- n V— ' ) ' etc'

ne contenant q\ie des puissances de m -f- n \/ — ï > sont toutes
réductibles à la forme p + q \/— ï : ainsi, en prenant des quan-
tités réelles M, N, P, Q, etc. l'équation précédente deviendra

Q i/— ï ) Ч-etc. + г1 ==. о.
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Donc la première valeur approchée de и sera

i f (M — N y/— Q
M + N V / — ï M ' - fN" '

et par conséquent de la forme p + g \/— ï ; et on trouvera que
tous les termes suivans de la série qu'on peut rendre aussi con-
vergente que l'on veut, en prenant i très-petite à volonté, seront
aussi de la même forme; de sorte que la série entière le sera aussi.
On aura donc, pour une valeur de î aussi petite qu'on voudra *
u=r-+-s j/—ï ; donc la valeur de x sera m-}-r-\-(n-+-s') \/— ï,
et par conséquent encore de la même forme p + q \/— ï > contre
l'hypothèse. Donc il n'y a aucune valeur de V intermédiaire entre
les limites a et b , pour laquelle la racine x ne soit pas de cette
même forme.

Si la fonction f (m+ ?2 {/— ï ) devenait nulle, alors l'équation
en и serait

£/* ( m H- n V— ï ) H- fj /' ( m + n v/— ï) 4- etc. + z = о,

et on prouverait de même que la valeur de и serait toujours de
la forme p -f- q \/— i , et ainsi de suite.

Cette démonstration a l'avantage de pouvoir s'appliquer égale-
ment aux équations qui renfermeraient des fonctions logarith-
miques ou circulaires, et en général à toute équation de la forme
Fx = o, dans laquelle la fonction dérivée Y'x sera réductible à
la i\,._p p -\- (j y/— ï, en faisant x =. m -f- n \/— ï -, car alors-
toutes les Autres fonctions dérivées F'ac , F"o; , etc. seront aussi
réductibles à la même forme-, mais ce détail nous écarterait trop
de notre objet.

ю- Nous venons de démontrer que dans les équations qui n'ont
que des racines imaginaires, il j en a, au moins, deux de la
forme /? =b <7 \/— ï ; on pourra donc trouver les va 'enrs de p et q
par la méthode du chapitre II (ne 17), et l 'équation sera divi-
sible par a? —2 px + pa + 9a = о -, après la d iv is ion , elle
ne contiendra plus que les autres racines imaginaires-, et en y
appliquant les mêmes raisonnemens, on prouvera de même que
deux de ces racines seront nécessairement de la forme p ± g \/—ï ;
et ainsi de suite.
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- Quoique la démonstration précédente soit suffisante pour prouver
la vérité de la proposition dont il s'agit, on ne peut disconvenir
qu'elle ne soit indirecte, et qu'elle ne laisse encore à désirer une
démonstration tirée uniquement des principes de la chose. En
effet, nous avons déjà observé que toute racine imaginaire de
la forme p + g V ~~ x suppose le facteur réel du second degré
л:"—• л px -j- p* -f- 7* ; ainsi la question se réduit à prouver que
toute équation est toujours divisible par des facteurs réels du pre-
mier et du second degré ; et comme les équations d'm degré impair
ont toujours une racine réelle , et sont par conséquent divisibles
par un facteur réel du premier degré, ce qui les rabaisse à un
degré moindre d'une unité , il s'ensuit qu'il suffit de considérer
les équations des degrés pairs.

ii. Descartes a trouvé que l'équation du quatrième degré

д;4 -f- px* -j- qoc -+- r ;= о

a ces deux facteurs du second degré

л;1 ± у д; -J- •£- •+- - p =p — ==<?,J ~ 2 ' 2 " ~ Zy

la quantité y étant donnée par l'éqoation

j6 + w* -f- O* — 40 .Г — 9* = о.
Donc, comme cette équation a son dernier terme négatif, elle

a toujours nécessairement une racine réelle (chap, r, n° 3), par con-
séquent les deux facteurs seront réels en employant cette racine.

Hudde a considéré ensuite l'équation générale du sixième degré
dans son Traité de reductione cequationum, imprimé à la suite du
Commentaire de Schoten sur la Géométrie de Descartes , et il a
trouvé que cette équation est divisible par une équation du second
degré , comme x" —yx -{- и = о, dans laquelle le coefficient y
est donné par une équation du quinzième degré, et le coefficient и
est une fonction rationnelle de y. Or l'équation du quinzième
degré ayant nécessairement une racine réelle, il s'ensuit que le
diviseur du second degré pourra toujours être réel en employant
cette racine; de sorte que l'équation se trouvant ensuite abaissée
au quatrième degré, on aura едсоге deux autres diviseurs réels,.
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Hudde n'a pas été plus loin ; et comme il n'avait trouvé l'équa-

tion tny du quinzième degré/ qu'en faisant le calcul tout au long,
il a dû sentir qu'il tomberait dans des calculs impraticables рас
leur longueur t s'il voulait traiter de même les équations des degrés
plus élevés.

12. On trouve à la fin de l'Algèbre de Saunderson, imprimée en
1740, après sa mort, cette remarque importante, que dans le
diviseur я? —ух -f- u = о de l'équation du quatrième degré , le
coefficient^ eit donné par une équation du sixième degré, parce
que ce coefficißnt devant être la somme de deux racines de l'équa-
tion du quatrième degré , l'équation en y doit avoir pour racines
toutes les différentes sommes qu'on peut faire des quatre racines
de la proposée , prises deux à deux-, et comme ces combinaisons
sont au nombre de six, l'équation en y doit être du sixième degré,
comme Descartes l'a trouvé •, mais l'auteur n'applique cette re-
marque qu'à un exemple particulier, et n'en tire d'ailleurs aucune
autre conséquence.

Le Seur, l'un des commentateurs des principes de Newton ,
a. généralisé ce résultat dans un petit ouvrage sur le calcul inté-
gral , imprimé à Rome en iy48. Il prouve par la théorie des
combinaisons, que quand on chercbe à diviser une équation du
degré m par une équation d'un degré moindre n, les coefficiens
de celle-ci sont donnés nécessairement par des équations du degré
m (ГЦ O(m 3 ) . . . ( 77l 7l 4- 1 ) , ,.. .7 -̂î  4-Ц= L I—-, parce que le diviseur devant

1 . 2 . 0 n l *

avoir, ce qui est évident, n racines communes avec l'équation
proposée, on peut former autant de diviseurs diflférens qu'il y a
de manières de prendre n choses sur m choses ; et de là il conclut
que toute équation du degré 4 m -f- 2 est toujours divisible par
un facteur réel du second degré, parce que ce facteur dépend
d'une équation qui se trouve d'un degré impair, et qui aura par
conséquent une racine réelle; mais on n'en peut rien conclure pour
la réalité des diviseurs du second degré des équations dont le degré
est un nombre qui n'est pas de la forme 4« -}- 2, parce que ces
diviseurs dépendent alors d'équations de degrés pairs.

13. Eule?- a approfondi celte théorie dans un Mémoire imprimé
en iy5i dans le Recueil de ceux de l'Académie de Berlin pour
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l'année 1749, et il s'est attaché principalement à prouver que toute
équation d'un degré exprimé par une puissance de 2, est decom-
posable en deux équations réelles d'un degré moindre de"" la
moitié; pour cela, il suppose que l'équation proposée est privée
de son second terme; ce qui fait que le coefficient du second terme
est le même avec des signes contraires dans les deux équations
dont elle est le produit j et il trouve, par la théorie des combi-
naisons, que ce coefficient est donné par une équation d'un degré
impairement pair , qui manque de toutes les puissances impaires >
et dont le dernier terme est le carré d'une fonction des racines dô
la proposée , précédé du signe moins. .

Euler suppose que cette fonction des racines peut toujours être
déterminée sans irrationnalité par les coefficiens de l'équation
proposée, et il en conclut que son carré est nécessairement une
quantité positive, et que , par conséquent, l'équation qui déter-
mine le coefficient dont il s'agit a deux racines réelles; il arrive,
en effet , que cela a lieu lorsque l'équation proposée n'est <jue du
quatrième degré, comme on le voit par les formules de Descartes,
rapportées ci-dessus ; mais pour les équations des degrés plus élevés,
il faut une démonstration à priori, ap? Euler n'a point donnée ,
et qui est même d'autant plus nécessaire que ceite, fonction ne
contenant pas toutes les racines de la même manière, ne paraît
pas déterminable par une fonction rationnelle des coefliciens, qui
sont eux-mêmes, comme l'on sait, des fonctions où to/utes .les
racines entrent également.

Euler considère de plus les équations dont les degrés sont
exprimés par les nombres 21, l±i, Si, ele. i élant un nombre
impair quelconque, et il trouve qu'elles admettent des diviseurs
réels des degrés 2 , 4> 8, e(c< parce que les équations dont ces
diviseurs dépendent, sont toutes de degrés impairs; de sorte que,
par ce mojen , toute équation peut se décomposer en équations
réelles de degrés exprimés par des puissances de 2 ; mais la diffi-
culté de décomposer ensuite celles-ci, lorsqu'elles passent le qua-
trième degré, reste en son entier dans la théorie &Euler.

i4- On peut éviter cette difficulté, comme Foncenex l'a fait dans
le premier volume des Miscellanea de Turin , imprimé en lySg,
en ne considérant que les diviseurs du second degré. Car soit
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a/*j/ le degré de l'équation proposée, v étant un nombre impair i
si on cherche à Ja diviser par une équation du second degré
se* — • их -f- V = о , on trouve par la théorie des combinaisons,
que le coefficient и est déterminé par une équation du degré

a v ( a v — ij _ 2 i U _ I y ç 2Î* „ — ï ) = 21"— т -т? , 7t étant , comme

l'on voit, un nombre impair.
Donc si JA = ï , cette équation sera d'un degré impair et aura

nécessairement une. racine réelle -, de sorte que comme le dernier
terme V est exprimé généralement par une fonction rationnelle
de и у l'équation proposée aura un diviseur rationnel du second
degré , et s'abaissera par-là à un degré moindre de deux unités.

Si /* est plus grand que l'unité , on cherchera à diviser pareil-
lement l'équation en u, par une équation du second degré t

comme u* — tu -f- T = о; et le coefficient / sera donné par une
équation du degré

p étant, comme l'on voit , un nombre impair ; et le terme T sera
exprimé généralement par une fonction rationnelle de t.

Donc si (л = 2 , cette équation sera d'un degré impair , et
aura une racine réelle ; donc t et T auront des valeurs réelles ,
et l'équation u* — ut + T ;= о donnera pour и une valeur réelle
ou imaginaire de la forme p + q У/ — ï. Dans le premier cas ,
M et V seront des quantités réelles ; dans le second , ces quan-
tités seront imaginaires de la même forme , puisque V est une
fonction rationnelle de u. Mais l'équation se* — • их -f- V = о

donne x =- db l/ (^ — V j ; ]donc , 'par la réduction des ra-

dicaux imaginaires, cette valeur deviendra aussi de Ja forme
p -f-<7 /•— ï.

Si /* est un nombre plus grand que 2 , on continuera le
même calcul, et on divisera l'équation en í du degré a-"-3p ,
par une équation du second degré, comme t" — • si -\~ S = о ,
on. aura , pour la détermination de s , une équation du degré

- -- Ka a
 a P ~ " О — д/ц-з p( 2 i «-ap — ï ) = 2/*- 3cr , tr étant,
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comme l'on voit, tin. nombre impair, et la quantité S sera géné-
ralement une fonction rationnelle de $.

Donc , si /л = 3, cette équation étant d'un degré impair ,
aura une racine réelle 5 donc s et S auront des valeurs réelles-,
donc l'équation t1 — s t -f- S = о donnera pour t une valeur
réelle ou imaginaire de la forme p -f- q i/— ï. Donc, dans
l'équation u* —• tu -{- T = о , les coefficiens í et Т auront
des valeurs réelles ou. imaginaires, de la même forme ; et de là
résultera aussi pour и une valeur réelle ou imaginaire de la
même forme p -fc- Ç V' ~~ J * comme nous l'avons vu ci-dessus,

parce que и = - dh Г/ ( j ~ T.") ; donc enfin l'équation

x* —их-{- V = о, donnera aussi pour x uue valeur réelle ou
imaginaire de la même forme.

Si fJ. est plus grand que 3, on continuera le calcul de la même
manière, et on parviendra nécessairement à un diviseur du second
degré, dont les coefficiens seront réels; et de là, en remontant
successivement aux diviseurs précédons du second degré, on trou-
vera que leurs coefficiens seront réels ou imaginaires de la forme
P H- 9 V— l > jusqu'au diviseur x* — их + V = o de l'équation,
proposée , lequel donnera aussi pour oc une valeur réelle ou ima-
ginaire de la même forme.

Telle est la démonstration donnée par Foncenex ; on voit
qu'elle est très-rigoureuse en admettant le principe, que les coefv
ficiens de l'équation du second degré, qui est un diviseur d'une
équation du degré n, ne dépendent que d'une seule racine d'une

équation du degré . Ce principe est vrai généralement ;

mais j'ai remarqué depuis qu'il était sujet à des exceptions qui
pouvaient mettre la démonstration précédente en défaut. En effet,
lorsqu'on cherche à rendre un polynôme d'un degré quelconque mt

divisible par un autre polynôme d'un degré moindre n, soif qu'on
fasse la division à la manière ordinaire , et qu'on égale ensuite
à zéro chaque terme du reste, soit qu'on multiplie ce polynôme
par un autre du degré m — n , et qu'on compare le produit ferme
à terme avec le polynôme proposé j on parvient toujours par l'éli»
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min a tion successive > en prenant un des coefficiens du polynôme
diviseur pour l'inconnue principale, à déterminer les autres coeffi-
ciens du même polynôme par des fonctions rationnelles de celui-
ci, et ensuite on trouve par les substitutions une équation où il
n'y a plus que celui-ci d'inconnue , et où l'inconnue monte au
., , m (m — OC771 — 2 ) . . . . (m — n -t- O ,, ,. ,degré —- — 5— - •—-, comme on la dit plus° i . a . a n ' r

haut.
i5. Mais s'il arrive que cette équation ait deuxouplusieursracines

égales , alors, à moins que les valeurs des antres coefficiens qui
répondent à ces racines égales, ne soient aussi égales, ce qui n'a
lieu que lorsque le diviseur est lui-même un diviseur double ou
triple , etc. il est visible que ces valeurs ne peuvent plus êlre
exprimées en fonctions rationnelles de ces mêmes racines , mais
qu'elles doivent dépendre elles-mêmes d'équations du second , du
troisième degré, etc. suivant le degré d'égalité des racines. Dans
ce cas, en substituant dans les fonctions rationnelles trouvées,
une des racines égales, les fonctions deviendront indéterminées
par l'évanouissement simultané du numérateur et du dénomina-
teur1, et en revenant sur les éliminations, on se trouvera arrêlé
à une équation du second ou du troisième, etc. degré, parce que
l'équalion à laquelle il faudrait la comparer pour l'abaisser à un
degré moindre, sera identique avec elle. C'est de quoi on peut
se convaincre par le calcul-, et nous en donnerons dans la Note
suivante une démonstration générale. Comme la même difficulté
peut se présenter dans toutes les éliminations, je suis bien aise
d'appeler l'attention du Jecfeur sur ce point, pour qu'il ne se trouve
point embarrassé dans l'occasion.

On voit que cette circonstance peut mettre en défaut la théorie
que nous venons d'exposer sur les diviseurs du second degré; car
lorsque l'équation d'où dépend un des coefficiens a des racines
égales, l'autre coefficient, en employant ces racines, dépendra d'une
équation d'un degré égal au nombre des racines égales, et qui,
par conséquent, si elle n'est pas d'un degré impair, demandera
de nouvelles combinaisons pour pouvoir s'assurer qu'elle a une
racine réelle de la forme p + g \/— ï -, et si on ne voulait раз
employer ces racines égales, alors, eu les éliminant par la
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division, on aurait une équation d'un degré moindre, à la
vérité , mais qui ne serait plus exprimée par un nombre de la
même forme 2.m~l'ri ou 2 r a ~*p, etc.

Si on considère, par exemple, la forrnule trouvée par Descartes,
pour la résolution des équations du quatrième degré , que nous
avons rapportée ci-dessus, et d'après laquelle nous avons conclu
tout de suite que l'équation est toujours decomposable en deux
facteurs réels du second degré , on voit qu'il y a néanmoins un
cas qui échappe à cette conclusion j c'est celui où l'on aurait
a •=. о; car aloi's la réduite en y a deux racines égales y = о ,

et en employant ces racines , le terme — du facteur du second

degré devient f.
On pourrait employer d'aufres racines ; mais l'équation en y

étant divisée par y*, devient y4 -{- %py*-\-p*— ^r-=Q, laquelle
étant de nouveau du quatrième degré , et son dernier terme n'étant
pas essentiellement négatif, la difficulté est ramenée au même
point. Ce n'est pas que dans ce cas particulier on ne puisse prou-
ver, par ces formules mêmes, la réalité des deux facteurs; cat
si p* <C 4r> 1e dernier terme de l'équation en y sera négatif-, et
par conséquent il y aura deux racines réelles. Si p* > 4r r
alors l'équation proposée devenant, à cause de g = o , x* -f- p*x\

4- 4/- = о, aura les deux facteurs réels, x* -f- ^rfc !/( j— Л«

i4- Ces difficultés ont occasionné les recherches que j'ai données
sur cette matière à l'Académie de Berlin, en 1772 ; et dans les-
quelles je me suis particulièrement attaché à complétée la théorie
commencée par Euler,

J'ai démontré d'une manière rigoureuse, que si on veut déconv»
poser un polynôme du degré am en deux polynômes du degré a'zî,;
tels que (n étant = a1"-1)

xn -f- Мл""1 Ч- N л—" + P л"-» H- etcf

xn 4- М,ж"-Л -J- N^"-1 -fr ?,*'=?. -i- etp^

et qu'on fasse

* =: e ( M — M, ) н- * ( N -r- N, ) + с ( P — P, ).-fr cfe.
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а, Ъ, C) efc. é f a n f des, quan t i t é s quelconques, on pourra déter-

.. rainer généralement les coefïiciens M, N, P, etc. M,, N,, P,, etc.
des deux polynômes par des fondions rationnelles de M, et que
l'on trouvera pour, и une équation d'an degré impairement pair,
n'ayant que des puissances paires de и , dont le dernier terme sera
essent ie l l ement négatif-, et à cause des arbitraires a, b, c, etc.
on pourra tou jours faire ensorte que le dernier terme de cette
équation ne soit pas nul , ce qui lui donnerait les deux racines
égales и = о , ni qu'elle ait d'autres racines égales. De sorte qu'où
sera toujours assuré d'avoir par-là des valeurs réelles pour les
coefficiens dout il s'agit, et par conséquent de pouvoir décom-
poser l 'équation du degré 2m en deux du degré 2m~1 , et ensuite
chacune de celles-c; en deux, du dogré 2Ш~% et ainsi de suite,
j u s q u ' a u x équations du second degré.

A l'égard des équations du degré 2"'i, i étant un nombre impair,
Euler avait trouvé qu'en employant un diviseur du degré 2m , on
tombe dans une équation d'un degré impair, pour la détermination
d'un.quelconque de ses coeffieiens; et j'ai remarqué que si elle a
des racines égales , les racines doubles, quadruples, etc. pourront
être éliminées , parce que l'équatiou restante sera encore d'un
degré impair, et que les racines triples, quintuples, etc. pourront
être employées dans la détermination des autres coefficiens, parce
qu'elle dépendra alors d'équations du troisième, du cinquième, etc.
degré, qui auront, par conséquent, toujours des racines réelles.

" *гб. De cette friaiiière, la décomposition des équationsen diviseurs
ïéel'S du -premier et ' du second degré était rigoureusement démon-
trée ; mais Laphice a donné depuis, dans les leçons de l'École
frorm'aîte, ;un 'moyen plus simple d'établir cette vérité, en partant
dé l'analyse employée par Foncenex, Au lien de considérer sim-
plement l'équation qui détermine le coefficient u du diviseur qua-
dratique хл — их -f- У =?= 9> u considère l'équation qui détermine
la quantité u -f- aV , que je désignerai par u,, a étant un coef-
ficient qiieTc:6nqiie. Cette équation-sera, par la tbé'orie des com-
binaisons du même degré que l'équation en u. Donc , si l'équatiou
proposée est du degré 2 v, v étant impair , l 'équation en ut

sera 'd'un degré impair^ et. aura toujours \ine racine réelle j et
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comme on peut donner à a une inf in i té de valeurs, on aura une

.infinité d'équations qui auront toutes une racine réelle. Parmi
ces racines, il y en aura nécessairement plusieurs qui se rappor-
teront au même diviseur; soient a, /3 deux de ces racines, et a, b
les deux valeurs du coefficient a, on auraz/-f-aV= A, z/+ &V = /3j
d'où l'on tirera les valeurs de u et V, qui seront par conséquent
réelles.

Si l'équation proposée est du degré 4V > v étant un nombre
impair quelconque, l'équation en ut sera du degré з тГ, it étant
aussi un nombre impair. Cette équation aura donc, par ce qu'on
vient de démontrer, un diviseur quadratique réel de la forme
#," — tut -J- T = о, qui donnera pour u, une valeur de la forme
a -f- A y1— ï, et en donnant à a une infinité de valeurs , on
aura une infinité d'équations en #,, dont chacune aura une racine
de la forme л -f- A \/— ij parmi ces racines, il y en aura néces-
sairement deux qui se rapporteront au même diviseur; en les
désignant par a + A v/— i e t / 3 - f - B \/— ï , et par a , b les
deux valeurs de a qui y répondent, on aura u-^-aV =a-f-Av/—ï*
и + frV = /3 -f- B v/— i ; donc u et V seront l'une et l'autre de
la forme p •+- g \/— ï ; et la valeur de x, tirée de l'équation
эс* — их -f- "V = о , sera encore de la même forme. Donc toute
équation du degré ^v aura deux racines de la forme p'àz.q y'— ï,
et par conséquent un diviseur réel du second degré ; et ainsi de
suite.

Gelte démonstration ne laisse rien à désirer comme simple dé-
monstration ; mais si on voula i t résoudre efft-ctivement une équa-
tion donnée en ses facteurs réels de .deux dimensions, il serait
comme impossible de suivre le procédé indiqué par l'analyse que
nous venons d'exposer. Cependant cette résolution est nécessaire
pour trouver les fonctions primitives, ou les intégrales des fonc-
tions rationnelles fractionnaires d'une seule variable, et on la
suppose dans tous les Traités de calcul integral. Cette raison m'en-
gage à m'arrêter encore sur cet objet important, et à en faire le
sujet de la Note suivante.
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NOTE X.

Sur la décomposition des polynômes d'un degré quelconque
en facteurs réels.

t. JE me propose de montrer dans cette Note, comment tout
polynôme d'un degré quelconque peut toujours se résoudre en
polynômes réels du premier ou du second degré. En regardant
un polynôme comme composé d'autant de facteurs simples qu'il
y a d'unités dans l'exposant de la plus hante puissance de l'in-
déterminée, on voit clairement qu'il ne peut avoir pour diviseurs
que des polynômes composés de quelques-uns de ses facteurs;
d'où il suit d'abord que si m est le degré du polynôme donné ,
il pourra avoir autant de diviseurs diiFérens du degré n, qu'il
y a de manières de prendre n choses sur m choses, c'est-à-dire рас
la théorie des combinaisons qu'il y a d'unités dans le nombre

ni (m — r i ) (та — z) . . . . (m — и -f- i)
1.2 ! 5~. n '

que nous désignerons par /A dans la suite.
Cette seule considération nous met en état de déterminer à priori

les coefficiens du polynôme diviseur, sans passer par les opérations
longues et pénibles de la méthode ordinaire, fondée sur la division
ou sur la comparaison du produit de deux polynômes indéterminés,
avec le polynôme diviseur, et sur l'élimination successive des in.»
connues.

a. Soit en effet le polynôme du degré m

xn — axm~ l + bxm—* — cxm~3 -f- etc. d= h ,

que nous supposerons composé des m facteurs simples a?.—• <*>
# — /3, x — y , x — <T, etc.

En développant le produit de ces facteurs, et le comparant
ierme à terme avec le polynôme donné, on aura, comme l'on
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sait,

^ = «14-18 + ^ + ^4. etc.
Ъ = л/3 + ay -f- ß-y -f- ««T -f- etc.
с = et/3^ + а/3«Г -f- /З^сГ -f- etc.

etc.
h s= a /3 3, «T.. .-

Si on représente de même par

x" — px"-1 -f- qxn-* — r#B-J, etc. =fc и

un diviseur du même polynôme , ce polynôme diviseur ne pourra
être composé que d'un nombre /г des mêmes facteurs simples j
ainsi on aura, en ne prenant que n quantités parmi les m quantités,
a, ß,?, etc.

p = * + ß- l -y + etc.
g =. л/3 -j- a,y -}- ßy -f- etc.

r = a/3^ -f- etc.
etc.
и = etß-y

Comme les coefficiens donnés a , b , c, etc. h sont des fonctions
des quantités a, /3 , y , etc. dans lesquelles ces quanti tés entrent
toutes également, et qui demeurent ainsi invariables , en faisant
entre ces mêmes quantités tels échanges que l'on voudra , il s'ensuit
que toute expression rationnelle de ces coefficiens aura la même
propriété; et comme les coefficieiis p , q , r, etc. u du diviseur,
sont de semblables fonctions, mais seulement d'un nombre; /z des
quantités a, ß, y, etc. il est évident que ces coefficiens ne
peuvent pas être exprimés par des fonctions rationnelles des coef-
ficiens a, Ъ , с, etc. maison pourra les faire dépendre chacun
d'une équation dont fous les coefficiens seront des fonctions ra-
tionnelles d e i Z , £ , c, etc. en composant cette équation de manière
qu'elle ait pour racines toutes les différentes valeurs de p , ou
de с/, ou de r, etc. dont le nombre est égal au nombre /л donné ci-
dessus.

3. Considérons le dernier coefficient и, qui est formé du produit
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de n des quantités a, ß, y, etc., on aura a .ßy . . . , ßy£ . . . ,
&y£... , etc. pour les différentes valeurs de и. Donc, si on forme
un polynôme du produit de ces facteurs sirqples

и — A ßy. . . f и — ßy cP. .. f и — а^сГ... etc.

ce polynôme aura la propriété d'être une fonction invariable de
A , ß , y . etc. indépendamment de l'indéterminée и ; par consé-
quent, étant développé, tous ses coefficiwis auront encore la même
propriété.

Car soit ce polynôme

uf* — Аг*"-1 4- B«<«-a — Cuf-3 4- etc. d= V,

on aura

A = A ß y . . . 4- ß y > P . . . 4- лу£. . . 4- etc.
. • X a y tT.В = aßy . . .

4- ßyf . . .
etc.
V = *ßy...

x ßyf . . .
X * j/ «T. . .

x ßyf. . .

4- *>«
4- etc.

X Ä>«

où l'on voit qne les coefficiens A , B , С, etc. sont en effet des
fonctions invariables de л ß y, etc. Or on sait que ces sortes de
fonctions peuvent toujours être déterminées par des fonctions ra-
tionnelles des coefficiens a, b, c, etc. h.

4. En effet, on peut d'abord déterminer par ces fonctions la somme
des puissances d'un même degré des quantités a, ß, y, etc. comme
nous l'avons vu dans la Note VI ( n° ï ). Ensuite , si on mul-
tiplie S**, somme des puissances a*-, par 2a-", somme des puis-
sances aF, le produit Sa* X Sa<" sera égal à 2aï + * + 2«*ßf* •
ainsi on aura la somme des termes c^ßf*, au moyen de celle des
puissances. Од trouvera pareillement

Sot^jSí* x Sx =2«b + '/3i* 4-"2^jS^-+-'4-S^/3'*y,

ainsi ou aura aussi cette dernière somme en fonctions des sommes
puissances, et ainsi de suite.

Maintenant il est facile de voir que toute fonction rationnelle



N O T E X . i o 3

ct. invariable des quant i tés a,, ß, y, ele. ne peut Eire formée
que d'une on plusieurs sommes des formes précédentes1 , elle pourra
donc toujours êlre déterminée en fonctions des coefîiciens a , Ъ ,
c , etc.

C'est là un des principes les plus féconds de la théorie des
équations. Newton, et long - temps avant lui Gilbert Girard ,
avaient donné la manière de déterminer la somme des puissances
des racines d'une équation par des fonctions de ces coefficiens.
Voyez dans l'ouvrage d' Albert Girard, intitulé Invention nouvelle
en Algèbre, et imprimé à Amsterdam en 16-29 , l'exemple second
du théorème second. Eitler , dans les Mémoires de l'Académie de
[Berlin pour l'année 174^, et Cramer à la fin de son Introduction
à l'Analyse des lignes courbes, ont fait voir que l'on pouvait ton-
jours déterminer par les coefficiens d'une équation , les sommes des
produits de ses racines, prises deux à deux, trois à trois, etc. et
élevées à différentes puissances; et Waring a donné ensuite des
formules générales pour trouver ces sortes de fonctions des racines;
mais dans les cas particuliers, il est peut-être plus simple d'em-
ployer la méthode indiquée ci-dessus.

5. A l'égard des coefficiens A, B, C, etc. du polynôme , on
pourra les calculer de la, manière suivante.

On commencera par déterminer les sommes des puissances рас
ces formules

2л = a ,

2ла = л2л • — зЬ ,
2a3 = я2а» — Й2* •+- 5с ,

Ensuite on cherchera les fermes 7iùwcs des séries

2л = a , SajS = Ь , Ha.Q>y •=. с , etc.

_.,,_ л __•**•& x S*'— S*"X ,. etc.

j etc.

eic.

Ces fermes seront les valeurs des sommes 2я/3;.-.. . , ScT/E";.*—,
'Zd^ßy3 . .., etc.
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Enfin on arn-a

A =

____ -f' 5л3

etc.

Au reste, il est visible qu'on aura d'abord, sans calcul les valeurs
du premier coefficient A et du dernier V ; car le coefficient. A
est évidemment égal au coefficient de la puissance xm~" dans le
poljnome donné xm — axfn~'i -f- etc. Quant au coefficient V , il
est visible qu'il doit être de la forme a."ß^/^ ---- =7zv-, et pour
déterminer l'exposant v , il, suffira de considérer que ce coefficient
doit être le produi t de /г q u a n t i t é s , dont chacune est le produit
de n quantités prises parmi les m quanti tés a. , ß, y , etc. de sorte
que ce coefficient sera de la dimension n/ut, ; donc il faudra que

mu =np, et par conséquent y = — .
7/1

-,-. . m ( m — i ) . . . ( m — n + 0Donc, puisque /* = — ' i •—-, on aura.

(m — ï ) (m — 2) . . . . (m + n — i)
V~~ I ! a (/г—Т) '•

et la valeur de V sera h\

Avant ainsi la va leur dn dernier coefficient V du poljnome
en u, on pourra se contenter de calculer directement la première
moitié des coefficiens A, В, С, etc. de ce poljnome. Car soient
T, S, R, etc. les termes qui précèdent le dernier V, il est facile
de voir qu'on aura

Or, si on désigne par (/?) le coefficient de la puissance -г" dans
le polynôme donné , on aura aussi

(n) ï . _ ï ï , ,

Donc д7 = ^; et par conséquent Т = —-,--•



N O T E X. ig5
Ensuite si on désigne par g, f, e , etc. les coefficiens du poly-

nôme donné, qui précèdent le dernier /г; lorsqu'on aura trouvé
l'expression de В en a, b, c, etc. il n'y aura qu'à y changer a

en f, b en í, c en y, etc. pour avoir la valeur de ^ -, et faisant

les mêmes changemens dans l'expression de С, on aura la valeur

de ^, et ainsi de suite.

Ayant ainsi formé le polynôme en и, si on le fait égal à zéro,
on aura une équation dont les racines seront aß-y.,., ßyJ*.. . ,
*>сГ..., etc. et qui servira, par conséquent, à déterminer la valeur
de u. Il ne restera donc plus qu'à trouver les valeurs de tous les
autres coefficiens p, q , r, etc. du polynôme diviseur.

6. La manière la plus simple de trouver ces coefficiens est de
faire la division actuelle du polynôme xm —• axm ~:' + etc. par
le polynôme x" — pxn~ l -f- etc. d= и , jusqu'à ce qu'on soit par-
venu à un reste dans lequel la plus haute puissance de x soit
moindre que xn \ alors en égalant à zéro chacun des termes de
ce reste, pour qu'il devienne nul indépendamment de l'inconnue x,
on aura h équations entre les n coefficiens p, q, etc. u; et l'on
pourra, généralement parlant, par ces équations, déterminer les
valeurs de p, q, etc. en fonctions rationnelles de u. On aurait
ensuite l'équation même en и, par la substitution de ces valeurs
dans l'équation restante j mais comme on ne voit pas de cette
manière de quel degré devrait être cette équation finale en ut

qu'on pourrait même parvenir à une équation en и d'un degré plus
haut qu'elle ne devrait être, ce qui est l'inconvénient ordinaire
des méthodes d'élimination, nous avons cru devoir montrer com-
ment on peut trouver cette équation à priori, et s'assurer du degré
précis auquel elle doit monter.

Par la même raison, nous croyons qu'il est nécessaire d'avoir
une méthode directe pour trouver les expressions des coefficiens
p, q y etc. en u, et pour être assuré que ces expressions peuvent
toujours être rationnelles, excepté les cas particuliers où elles
doivent dépendre d'équations du second ou du troisième degré,
comme nous l'avons déjà observé dans la Note précédente. Voici
donc comment, en supposant l'équation en u t on peut avoir la
valeur des coefficiens p, q, etc. en fonctions de u.
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7. Je considère que .la quantité x étant indéterminée, on peut

mettre x — z à la place de x, tant dans le polynôme donné
a;™ — iza?m~4-etc. que dans le polynôme diviseur xn —pxn~ '-f- etc.
Par cette substitution, le premier de ces polynômes deviendra

où l'on aura

e, = a -j- mi

£, = b -{- (m •— ï ) ai -}- m vm ) p.

etc.
7z, = Ã + g-/ +/ïa -f- f?/3 + etc.

Et le second polynôme deviendra pareillement

ce" — p tx
n~ l. + qt л;7!"?, -и etc, ds ю.,

en faisant

r. =» r + (я- a).7í + ± = i . - = ^ + i^n ,%

etc.
г/, г= и + ti -f- í г" + r г* -f- etc.

D'où l'on peut conclure que si, dans l'équation en и }

u» — Аи*-' -f- Вм"~а — etc. rfc У = о,

dans laquelle les coefficiens A, В, С , etc. sont des fonctions de
a,b,c, etc. Ъ, on substitue respectivement at , bt , c,, etc. h;
au lieu de ces quantités , la valeur de и deviendra celle de utj

quelle que soit la valeur dei', de sorte qu'en développant les termes
suivant les puissances de z, il faudra que la somme de tous les
termes multipliés par une même puissance soit nulle; ce qui don-
nera plusieurs équations , dont chacune servira à déterminer un
des coefficiens t , í , r , etc, par les précédons.
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8, On pourra même trouver directement ces équations par l'algo-

rithme des fonctions dérivées. En effet, si on met partout — à la

place de /, il s'ensuivra des formules précédentes que a devenant
a-f- i, b deviendra

, . m — ï • , m (m — О ..
b H -- a ï H -- - — ï — - г* ,

' 77l ' 2 771*

с deviendra

С7»— О О" — 2)„,ч ï m (m— О (та— а)...,

etc.

et enfin гг deviendra

w -h ± i + i i« + ^ i3 4- etc.

Donc si on regarde , ce qui est permis, les coefficiens b , с, etc.
7г et fi , comme des fonctions de a , et qu'on se rappelle que a
devenant a + i, toute fonction de а , comme и , devient

и -Ь ill + f "" + ^з "" + etc.

on pourra supposer

, , m— ï j„ _ m (m — ï) ,m —
* =-^г~я' ^ — — ̂  ' b — Oj

; m -.2 „ (m — i )(m — 2)

- -

-, 771—3 j„ (m—a) (m —S) ,
d ~—£-~С> a m * • '

,a (m — i)(m — 2) (m — 3) -T m Cm— ï) Cm—2) (m — 5) (m — 4)
ci ;=—. ч-" ' a»" — " ^ï

etc,
, í , 2í „ Q-Зт-— , —И =-f « — -*
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et il n'j aura plus qu'à prendre les fonctions dérivées successives
de l'équation en u, et y faire les substitutions précédentes.

9. Supposons

Z = и* —• Аи*4-1 + Bi/**-» — Сг^-3 + etc. rfc Vj

ensorte que Z = о soit l'équation qui détermine la valeur de и :
cette quantité Z étant regardée comme une fonction de a , donnera
les équations dérivées Z':=o, Z' = o, Z'"=o, etc.

Mais pour pouvoir distinguer dans ces fonctions ce qui est du
en particulier aux variations des quantités a, b , c, etc. h et u,
nous représenterons en général, à l'imitation de ce qu'on pratique

/ *71 ч
dans le calcul qu'on appelle aux différences partielles, par (т )»
y Tff ь у r?f v

( -jr j, ( -7 j , etc. les coefficiens des fonctions dérivées a', b', c', etc.

dans l'expression de Z', par f-гЛ, (^î7)' (^л) > etc< 'es coe*~

ficiens des quantités a'1, a'£', i'% etc. dans l'expression générale
de Z*, et ainsi de suite , et nous appellerons de même ces fonc-
tions, fonctions dérivées partielles. Lorsque a est la variable prin-
cipale dont les autres sont ou peuvent être censées fonctions, on
aura a' =: ï •, mais nous retiendrons la lettre a' sous les lettres
Z', Z*, etc. pour représenter en général les coefficiens des termes
de Z', Z", etc. qui contiendraient cette même lettre, si a était
une fonction quelconque d'une autre variable principale , et pour
dénoter par conséquent ce qui est dû en particulier à la variation
de a,

Cette notation est plus nette et plus expressive que celle que
j'ai employée dans la Théorie des fonctions , en plaçant les accens
différemment, suivant les différentes variables auxquelles ils se
rapportent. En ]a substituant à celle-ci, l'algorithme des fonctions
dérivées conservera tous les avantages du calcul différentiel, et
aura de plus celui de débarrasser les formules de cette multitude
de d qui les alongent et les défigurent même en quelque façon,
et qui rappellent continuellement à l'esprit l'idée fausse des infi-
niment petits.

10. On aura ainsi, en regardant toutes les quantités a, b, c, etc.
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h, et u t comme les fonctions quelconques d'une variable pri-
mitive ,

Z' = (f) a' + (f) V + (f) a + etc. + (J) „',

et prenant de nouveau les fonctions dérivées ,

*v + a Q cV + etc-
xV'x

•*• d--)""
et ainsi de suite.

Donc , faisant a' ;= ï , a* = о , eíc. b' = -m "" 1 a ,
7 • 771 f 771 *— 1 ) 7 m / 771 "™" 2 т£ = — - — ; — - , Ъ = о , с = - 6 , etc. comme nous

l'avons trouvé ci-dessus, on aura les équations Z'=o , Z*=o, etc.
savoir :

*+•*•+(£)==»
a + etc. +

,
etc.

Z"

et ainsi de suite , dans lesquelles les fonctions dérivées partielles
/Z'\ /Z'\ /7"\ / 7" \
í -^7 ) ^ (-gr) , etc. Г-^j , (~п?) > etc« seront des fonctions connues

de a , £, с , etc. и.

La première équation donnera donc la valeur de / ; la seconde
donnera celle de s, etc. en fonctions rationnelles de a, b, c, etc. u'f
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a moins que la fonction partielle (— j ne devienne nulle, auquel

cas la première équation ne contiendra plus t , ni la seconde s, etc.
Dans ce cas donc il faudra tirer la valeur de t de la seconde
équation, dans laquelle t monte au second degré; et les équations
suivantes donneront alors les valeurs de s } rt etc. par des fonc-

tions rationnelles. Si la fonction dérivée (-^\ était aussi mille ,

l'équation en t ne serait pins que du premier degré , et si la somme
des fonctions qui multiplient í était nulle en même temps , la
quantité t disparaîtrait de la seconde équation ; et ne pourrait
être donnée que par la troisième où elle monterait au troisième
degré, et ainsi de suite.

/7'\
Or la fonction partielle Г-н est égale à

-1 — О — ï) Аг^-а 4- О— 2) Bur--3 — eíc.

/7'\
et l'on, voit que l'équation Г — ) = о renferme les conditions de

l'égalité des racines de l'équation Z — о. D'où il s'ensuit que si
cette équation a des racines égales , et qu'on emploie pour la va«

/ 7' \leur de и une des racines égales , ensorte que la fonction Г — T ) de-

vienne nulle en même temps que Z , le coefficient t dépendra
alors d'une équation particulière du second degré •, et par consé-
quent tous les autres coefficiens du polynôme diviseur , dépendront
à la fois de la résolution des deux équations en и et en í. Nous
en avons donné ci - dessus (No ie précéd.n" i5) la raison méta-
physique tirée de l'égalité des racines ; mais on en a ici une dé-
monstration analytique rigoureuse.

ii. Une conséquence essentielle q«i résulte des formules précé-
/7' \

dentés, c'est que tant que la fonction Г -7 J ne sera pas nulle , tous les

coefficiens .t, s, r, etc. seront donnés en fonctions rationnelles
du coefficient u j et que par conséquent cela aura lieu nécessai-
rement lorsque l'équation en и n'aura point de racines égales, ou
du moins lorsqxi'on n'emploiera pour la valeur de и que des racines
inégales.
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Or j'observe qu'on peut toujours fa'.re ensorte que l'équation

en и n'ait point de racines égales, à moins que le polynôme donné
n'ait lui-même des facteurs égaux ; mais comme on peut éliminer
ces facteurs d'avance , on pourra toujours supposer que tous les
facteurs de ces polynômes soient inégaux. Cela supposé , si on sub-
slitue dans ce polynôme x— Л à la place de x, ce qui changera
les coefficiens a, b, с, en

a -j- m A
7 ï /• \ •> , m ( /n — ï ) •>.b + \m — ï ) л Л H ^—- A1,
etc.

les facteurs du nouveau polynôme seront x — a. —• A, л: — /3 — A,
x •—y — Л, etc. c'est-à-dire que les quantités a, /3, y, etc. devien-
dront л-f-A, /S-f-Л, >--j~A, etc.

Donc les racines de l'équation en и, seront tous les produits
possibles de n quantités, prises parmi les m quantités a -f- A,
/3-f-A, T'-r-A, etc.; et il est clair que deux de ces racines ne
sauraient devenir égales, à moins qu'il n'y ait deux produits égaux
de deux ou de plusieurs dimensions , formés de ces différentes
quantités. Or il est visible que tant que les quantités a , /3 , y, etc.
seront inégales, ozi pourra toujours prendre A de manière qu'au-
cune tie ces égalités n'ait lieu-, car en considérant, par exemple,
les deux produits (л-f-A) (/3 -f-A) et (> +A) (cT-f-A) qui se
réduisent à A« -f- (a. -f- /3) Л -f- ee/3 et Ла -f- (y -f- еГ) Л -f- y£ , on
voit qu'il n'y a qu'une valeur de A qui puisse les rendre égaux ;
et que, par conséquent, il y en aura une infinité qui les rendront
inégaux, à moins que l'on ait a -f- /3 = y -f- cT et a/3 = y£, ce
qui emporterait l'égalité de a, et ß avec y et <T.

Il en seva de même des produits d'un plus grand nombre de
facteurs j d'où l'on conclura en général, qu'on peut toujours trans-
former ainsi le polynôme primitif, eu augmentant l'indéterminée x
d'une quantité quelconque, de manière que l'équation résultante
en и n'ait point de racines égales.

ia. Nous venons de donner, non-seulement la manière, mais les
formules mêmes par lesquelles on pourra toujours trouver un di-

26
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viseur d'nn degré n d'im polynôme quelconque du degré m ; eí
nous venons de démontrer par ces formules, que ce diviseur ne
dépendra que de la racine d'une seule équation du degré /*, savoir :

ni (m — ï) (771 — a ) .. (m •— n -}- ï )

II suffira donc que cette équation ait une racine réelle pour
que tout le diviseur soit réel-, mais comme il n'y a, en général
que les équations d'un degré impair, ou celles des degrés pairs
dont le dernier terme est négatif, où l'on soit assuré- de l'existence
d'une racine réelle , il reste à voir quelles sont les valeurs- de n
pour lesquelles ces conditions auront nécessairement lieu.

Quel que soit le nombre m , il est toujours réductible à la

forme 2ez, i étant un nombre impair. Supposons /z = 2f, oa
aura

арг' ( a p £— О (a f ' — a) ...... .-(Д* » — a?+ ï)JA ^z: • — -- ' ' y
ï . 2 . 3 ............... a?

ou bien , ce qui est la même chose ,

(2 f / — ï) (ae i — s} ........ (зе;__а

?4. i>
/A =

2) ........ (2f —

et divisant le baut et le bas de cette fraction par 2? , ensuite
par 2, par 4> efc- on aura

_ i Ç g ? £ — ï) (J — lj— ï) . . . . . . . . Ça'*'— a f + ï)

Comme le numérateur et le dénominateur ne contiennent pins
que des facteurs impairs, et que le nombre ^ est par sa nature
un nombre entier , il s'ensuit qu'il sera nécessairement impair.

Il s'ensuit de là que tout polynôme du degré a?i peut toujours

avoir nn diviseur réel du degré 2? ; le poljnome restant après

la division sera donc aussi réel , et du degré a? i — з? , savoir

'J (l — » )•, or, í étant ид nombre impair, i — ï sera un nombre
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ii' > qu'on pourra représenter par 2* k , k étant un nombre im-

pair; le poljnorne restant sera alors du degré z?^~s k, et aura un

diviseur réel du degré 2 ' ", et ainsi de suite. Comme de celte
manière tout nombre entier peut être décomposé en un certain

nombre de puissances croissantes de 2 , comme ae -±- a'e "^ ff -f- etc.
il s'ensuit que tout polynôme d'un degré quelconque , pourra êlre
décomposé immédiatement en un pareil nombre de polynômes ,
dont les degrés seront ces mêmes puissances de deux.

i3. Il reste donc à considérer les polynômes dont le degré est une
simple puissance de 2. Faisons dans la formule générale de ^ ,

e . m f — ïm = 2 , et n = -т =; z , on aura

О

i . a . 3..

a? (B? —

divisant le haut et le bas de cette fraction par 2' , et ensuite
par 2, par 4.f etc. on aura

(a?-1 - ï) (а?-л—ï) (a?1-1-/-1 + i)

Comrcre tous "les facteurs du numérateur, à l'exception du pre-
mier s , ainsi que tous les facteurs du dénominateur , sont im-
pairs, il s'ensuit que le nombre p., qui est d'ailleurs entier par
sa nature, sera nécessairement de la forme 2 i, i étant un nombre
impair.

Considérons dans ce cas l'équation en и ; puisque le degré du
diviseur est la moitié de celui du polynôme, les racines de cette
équation seront tous les produits qu'on pourra faire en prenant
la moitié des quantités a, /3, y, etc. dont le nombre est supposé
pair. Donc, puisque le produit de -toutes ces quantités est h, il s'en-

suit que si и est un de ces produits partiels, - en sera un autre}
par conséquent si и est une racine de l'équation dont il s'agit,
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- en sera une aussi. Celie équation devra donc demeurer la même,

en y substituant - pour u.

Par cette substitution , l'équation

^2— T«-bV=o

deviendra, après avoir été multipliée par ï/" et divisée par V?

f* AT AÍ— i , AaS //— 3 /;3R /к— 3 . . Л"— 3C 3
li—^-iT + ~Yié —-y-ïi -H- etc. -- — "3

, ^~2B a Af*-iA . /A
H -- y — "' -- y— K+ y- = ° '

et comme ces deux équations doivent être identiques , on aura
. _ h T -p _ /i'S г _ u3R

А — "у~; -D — ~V~ ' 1~~ ""V^" ' е '

mais on a trouvé ci-dessus V = //, v étant = — = — ( à cause

de m=.2.n, dans le cas présent), et par conséquent impair j
on aura donc

T = Ati'~l, S = B//"2, R = CÄV~3, etc.;. .

ainsi, en substituant 2v à la place de p, et réunissant les termes
également éloignés du milieu , l'équation en и deviendra

o f . - i v i x 2 C - 1 ï i V — 1 ч , - r . f 'ZV—Z , 7 > ' — 2 . Nu -f- /г — A ( w •+• /г г/ ) + Б ( и -f- /z &s )

— C(z/ a"~ 3 -H Ji~~ 5 u 3 ) + etc. = o,

14. C'est la forme générale des équations qu'on appelle réci-
proques , et. qui peuvent toujours s'abaisser à un degré moindre
de la moitié.

En effet , en divisant l'équation précédente par и , elle devient

__

' etCt ^ Ov
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Or, si l'on fait y = u -f- -, on aura y* =s и* Ц- — •+• 2/z,

' = u3 -4- —, -4- 3 h (и -\— ), et ainsi de suite : d'où l'on tire1 y •' ' \ ' u J '
. h

и Ч = У1 и J

и? H г = ya — a /г1 zt" «^

Л — 2. Л (Л — 3) 7 „ А —
4- -^— h1 у

etc.
et en général

л(> — 4M* — 5) 7. к — 6 . ,
-- - - ^~V - - h У + eíCt

Ж ч О

Par le moyen de ces substitutions, l'équation en M 'du degré 2v ,
sera transformée en une équation en y du degré v , laquelle sera
de la forme

У - (А)У-1 H- (B)/-a - (C)/-3 H- etc. = o,

en supposant

(A) = A
(B) = B — v/z
(G) = G — (y — i ) 7 i A

(D) == D- (v - з ) Л В + Líl^U-;

etc.
Ensuite on aura M en y par l'équation u\ — uy -|-/г= о, laquelle

2 — /A
donne и = J --- ÎL

i5. Maintenant on voit qu'il suffit de calculer directement la moi"
tié des coefficiens A , В } С , etc. de l'équation en ù ; ce< qui réduit
le calcul à la moitié. On voit de plus que , comme l'exposant # .est ,
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dans le cas présent, un nombre de la forme 2 i, i élaíit impair,
le nombre v sera impair , et par conséquent l'équation en y aura
nécessairement une racine réelle.

Mais pour que и ait une valeur réelle , il ne suffit pas que la va-
leur de y soit réelle , il faut encore que y* — 4/г soit une quantité
positive. Cela aura lieu nécessairement lorsque h a une valeur

négative-, ainsi, dans ce cas, le polynôme du degré 2? est réso-

luble par deux polynômes réel« du degré a? l. Mais si Л a une
valeur positive , i! faut voir de plus si l'on peut toujours trouver
une valeur réelle de y , telle que y* > ^h.

16. Soit donc y* — ̂ h = z; qu'on substitue dans l'équation pré-
cédente en y , \/{г-г-4Л) au lieu de y , on aura, après avoir
fait disparaître le radical par l'élévation au carré , et ordonné
les termes suivant les puissances àez , une équation en z du même
degré v , laquelle aura nécessairement une racine réelle positive,
si son dernier terme est négatif. Or, puisque v est un nombre
impair, le dernier terme sera le produit de toutes les racines,
pris négativement-, ainsi 'la question est réduite à voir si le pro-
duit de toutes les valeurs de z est essentiellement une quantité
positive , en supposant que la valeur de h soit positive.

Puisque z~y* — ̂ h , et y = и -+- - , on aura,

Or и a pour valeurs tous les produits qu'on peut faire en mul-
tipliant ensemble une moitié des quantités a, ß , y, etc. et nous

avons déjà vu que les valeurs de - sont les produits qu'on peut

faire en multipliant ensemble l'autre moitié des mêmes quantités j

donc les valeurs de и -- seront deux à deux égales et de signe

contraire ; par conséquent , on aura toutes les valeurs différentes
de ^, en ne donnant à и que la moitié de ses différentes valeurs;
pt il est évident que le produit de toutes les valeurs de z sera

positif, si le produit des valeurs àe :u --- peut être exprimé par
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une fonction rationnelle des coefficiens a, b, c, etc. car alors son
carré sera nécessairement une quantité positive.

S'il n'y a, par exemple , que quatre quantités л, ß , y, cT , toutes
les valeurs de и seront et/3, &y , A£ , ßy , ß£ , y£ ; et les valeur»

différentes de и — - seront, en ne prenant pour и que les troia
premiers produits ,

a/3 — >cT, ay — ßf, л<? — ßy;

le produit de ces trois quantités étant développé, donnç

a?ßy£ 4- aß3 y £ + л/З^еГ-Ь

où l'on voit que la parue positive et la partie négative sont chacune-
une fonction invariable et symétrique des quantités ce , ß , y, «Г,
et peuvent par conséquent être déterminées en a, Ъ , c, dr рад les
formules données plus haut.

17. Généralisons maintenant ce résultat, et désignons, pour pbs
de simplicité par P, Q, R , etc. les différons produits qu'où peut
faire avec la moitié des quantités a, ß,y, etc. en y conservant
une même quantité a , et par p , q , r , etc. les produits formés, par
l'autre moitié des mêmes quantités, et que j'appellerai réciproques.
Je vais d'abord prouver que les quantités P, Q, R, etc. et leurs
réciproques p , g , r , etc. renferment toutes les valeurs de u. Ou
a vu que ces valeurs sont au nombre de ̂ j et à cause de m = a/z,
on a

ara (an — ï) ( a /t — в ) . . . . ( n-j- ï )
^ ~i . z . 3 ........... n '

D'un autre côté, comme on a supposé que les quantités P, Q, R, etc.
contiennent toutes une même quantité a, il est clair que le nombre
décès quantités, sera celui de tous les produits qu'on peut faire
en ne prenant que n — ï quantités sur :m — ï quantité« ; donc
ce nombre sera

(ад — ï) (sn — a) ...... (n + j ) _ fj. _
ï . a ........... (n — ï ) "~~ a
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Donc, puisque les quant i tés P , g , R , etc. forment la moit ié de
tontes les valeurs de и , il su f f i ra de pivudre C(j* q u a n t i t é s pour les
différentes valeurs de и , et p, q , r , etc. seront h s valeurs corres-

pondantes de .-. Ainsi il s'agira de voir si le produit

(P -p) ( Q - v ) (R-r). ' . . . .

est nécessairement une fonction invariable des quanti tés a, /3, y, etc.
auquel cas on 'sera assuré qu'il peut être déterminé rationnellement
par les coefficiens a , b, C, etc. D'abord il est évident que toutes
les permutations qu'on peut faire des quantités /3 , y , £ , etc. entre
elles, ne peuvent que faire échanger les produits P , Q , К, etc.
entre eux, et leurs réciproques en même temps entre eux -, de sorte
qu'il ne peut résulter de ces permutations aucun changement dans
.le produit

( P - - / 0 ( Q —>)(*- О .....
Considérons ensuite les échanges de a contre chacune des autres

quantités ß , y, «Г, etc. il est clair qu'en échangeant a en /3 ;
celles des quantités P , Q, R, etc. qui contiennent à la fois л
et /3, ne souffriront aucun changement -, il n'y aura donc à consi-
dérer que celles qui ne contiennent point ß. Or si P, par exemple,
ne contient point ß , comme les deux produits P et p contiennent
toutes les quantités a, ß , y , etc. il s'ensuit que ß sera contenu
dans p , et ainsi des autres ; donc , par l'échange de л en ß, toute
quantité P ou Q , etc. qui ne contiendra point ß , ne pourra que
devenir une des réciproques p , q , r , etc. qui sont supposées ne
point contenir en. -, ainsi P deviendra par exemple q , et alors Q
deviendra nécessairement p ; donc P — p deviendra q — Q , et
en même temps Q — q deviendra p — P. D'où-1'on peut conclure
pn général que, par les échanges de oc. en ß , y , etc. les difFérens
facteurs P — p, Q — 9 > R — r > etCê ne pourront que rester les
mêmes ,.. ou: s'échanger entre eux, en changeant en même temps
de signe,

1 8. Maintenant, si on cherche le nombre des produits P, Q, R, etc.
qui ne changeront pas par l'échange de a en ß, ce nombre sera
celui de ces produits où et et ß se trouyeroflt ensemble [ donc le
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"nombre total des quantités a, ß, y, etc. étant 2 n, et le nombre
de ces quantités dans chaque produit étant n, le nombre des pro-
duits qui contiendront à la fois a et ß, sera celui des combinaisons
qu'on peut faire en prenant /z — 2 choses sur 2n — 2 choses;
par conséquent, il sera exprimé par

(a n — я) (an. — 5) . . . . . (n + ' ) .
ï ". a . . . . . . . . . (n — 2) '

comparant ce nombre au nombre v donné ci-dessus, il pourra
. . v (n— О

s exprimer par ч __•—-.

Or le nombre total des quantités P, Q, R, etc. étant v, si on

en retranche le nombre —-———-, on aura —1^—~ pour le nombre

des produits P, Q, R, etc. qui, par l'échange de a en ß, se
changeront dans les réciproques p, q, r, etc.; par conséquent,
ce nombre sera aussi celui des facteurs P — p, Q — q , R — r, etc.
qui changeront de signe par ce même échange •, donc , tant que n
sera un nombre pair, et par conséquent tant que l'exposant ?n = 2n
sera une puissance de 2, plus grande que 2 , le nombre dont il
s'agit sera nécessairement pair ; d'où il s'ensuit que le produit
total

(P-/0 C Q - < 7 ) ( R - O
ne changera pas par l'échange de et en /3j il en sera de même des
autres échanges de a. en y, J", etc.

Donc enfin ce produit sera une fonction invariable des quantités
°-> ß) У» etc- et pourra par conséquent se déterminer par des
fonctions rationnelles des coefficiens a, Ъ, c } etc. du poljpnome
donné. Donc l'équation en z du degré impair v aura son dernier
terme négatif; par conséquent, elle aura nécessairement une racine
réelle positive (n° 3).

En prenant cette valeur positive pour z, on aura Си V= z,

et de là и = \/z з ̂ опс K* — u V z — Л = o, et de là

« := | v/z =fc I/V 7 -\- h ) y quantité nécessairement réelle,

puisque nous avons supposé la quantité A positive (n° 16).
37
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Donc tont polynôme du degré з?, tant que f sera plus grand

que l'unité, soit que son dernier terme h soit positif ou négatif,
pourra se décomposer par les formules que nous venons de donner,

en deux polynômes réels du degré 2 , et l'on aura ces deux
polynômes à la fois , en employant la double valeur de u. Donc,
en combinant cette conclusion avec celle qu'on a trouvée plus

haut pour tout polynôme du degré 2*V, on en conclura générale-
ment qu'on peut toujours résoudre un polynôme quelconque en
facteurs réels du premier ou du second degré.

19. En appliquant aux équations la théorie que nous venons de
donner sur la décomposition des polynômes , on voit qu'on peut
toujours résoudre une équation quelconque en deux autres équations
dont les coefficiens seront réels, et ne dépendront que de la racine
réelle d'une équation de degré impair. Or nous avons vu dans le
chapitre I, qu'on peut tout de suite avoir les limites de cette racine
par la simple substitution des nombres naturels ï, 2, 3, etc. j et
qu'ayant les premières limites, il est facile de les resserrer à vo-
lonté par des substitutions successives.

Ainsi, lorsque l'équation donnée est numérique, on pourra la
résoudre en deux autres équations numériques dont les coefficiens
seront aussi exacts qu'on voudra ; et résolvant de même chacune
de celles-ci en deux autres , on parviendra enfin à des équations
du premier ou du second degré, lesquelles donneront par conséquent
immédiatement toutes les racines réelles et les racines imaginaires.
De là naît une méthode de résoudre les équations numériques, qui
est indépendante de la recherche des limites entre racines, et qui à
cet égard paraît avoir quelque avantage sur la méthode des deux pre-
miers chapitres. Mais d'un autre côté, il faut avouer qu'à l'exception
de quelques cas particuliers où la décomposition de l'équation est
facile, cette méthode sera impraticable par la multiplicité et la
ionguéurdes opérations qu'elle peut demander. Aussi l'objet principal
de cette Note est de prouver à priori la possibilité de la décompo-
sition des polynômes et des équations en facteurs réels du premier
degré j objet qui n'avait pas encore été rempli d'une manière directe
et complète.
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Sur les formules d'approximation pour les racines des
équations.

JMous avons vu dans la Note V que la méthode de Newton
consiste à* substituer successivement dans une même fonction les
résultats des substitutions précédentes ; ainsi on peut réduire en
formule le résultat général de ces substitutions.

ï. Soit Fx = o l'équation proposée, et a la première valeur
approchée d'une des racines de cette équation. Suivant la méthode
dont il s'agit , on substitue a •+• p àla place de oc , et on rejette
dans le développement tous les termes où p monte au-dessus de
la première dimension.

Par le développement connu des fonctions , l'équation Fx = о
devient

Fa + pF'a -f- F'a + etc. = о ,

et se réduit d'abord à Fa + p¥fa = o, d'où l'on tire p— — ~;
F a

'Ainsi a étant une première approximation, si on fait Z> = — ~,
F CL

on aura a •+• Ъ pour seconde approximation , et celle-ci donnera

de la même manière, en faisant с = — =,•; , Л, la troisième* ta~r °)
approximation а-^-Ъ -+• с, et ainsi de suite ; de sorte que la valeur
de x sera exprimée par la série a + £ + c-{-<f-{-etc.

Or je remarque que si b est une quantité très-petite , la valeur
de F (a 4- 6) sera très-petite de l'ordre de 6*; car le développement

de F (a + 6) donne Fa 4- bF'a + ~ F"a -f- etc. mais b = — ;
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donc F (a -j- Z>) = — F"a -f- etc. donc, puisque с = — ^~\_r\?

la valeur de с sera aussi du même ordre Z>". De même, la valeur
de F (a -J- Ъ -f- c) sera de l'ordre de cm, et par conséquent de l'ordre

p2

mais c = — =-Aa ,? ; donc F\a + £ + c) = — F*(0 -f- Z>) -f- etc.
л • j F О + Ь + с) , т j,donc, puisque a = — ^ ' ' ^ , la valeur de iz sera aussi

de l'ordre de £4, et ainsi de suite. D'où il s'ensuit que si Fa est
une quantité très-petite , l'erreur des approximations a + Ъ,
a-\- Ъ -{- c, a -T- b -\- c ~{- d, etc. sera respectivement de l'ordre
des puissances a, 4> &> etc> ^e F'z-

Ce procédé est assez commode pour le calcul arithmétique ;
mais si on voulait avoir une formule ordonnée suivant les puis-
sances de Fa, il faudrait développer successivement toutes les
fonctions, et l'on trouverait la série

Fa _ (Fa)2F"a , (Fe
N3 "T~F'a aQF'n)3 ^^ 2.3(F'a)* 2(F'iz)5

2. On pourrait parvenir plus simplement à cette formule, ев
tirant la valeur de p de l'équation

Fa -f- pYa + — F'Ä -f- -^5 F'a -f- eíc. s= o ;

on aurait d'abord

F"a 4- etc.P —-• "~~ îv~ рГ~ ï — i' u. -p —5" Fa í a \ 2 2.3

et on substituerait successivement les premières valeurs de p dans
les termes qui contiennent p*, p3, etc, ; ou bien on supposerait
tout de suite

p = AFa + В (Fa)" + С (Fa)3 '+ etc.

et égalant à zéro les termes affectés des mêmes puissances de Fa;
ce qui donnera les équations nécessaires pour la détermination
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des coefficiens indéterminés A, B, C, etc., on aurait

' iZ + 1 = 0 .

'e 4- £ F"a = о

CFa + ABF'd '+ ̂  F"« = o,

etc.

d'où l'on tire

Tl Га

-t» = , ̂ ,

^ — — 2(F'a)5 ^ a .3(F'a)í*
etc.

et la série

a -f AFa + B (Fa)' + C (Ta)3 -f- etc.

sera la même que celle qu'on a trouvée ci-dessus ; ce qui prouve
la correspondance des deux méthodes. ,

5. Mais on peut arriver à ce même résultat par \me autre mé-
thode plus directe et plus analytique.

La question consiste- à tirer de l'équation F (íz -f- p ) = о , la
valeur de p en série. Je puis regarder la quantité a comme une
fonction d'une autre quantité л, et supposer que a devienne a -f-p
lorsque a deviendra a + z. Ainsi , comme a devient en général

a -f- ia! -\- — «'H- —5 «" + etc. lorsque a. devient ce -j- i> од

aura
i~ i3 '

p = ia -f a' -\ '-ц ci" -f- efc.

comme la quantité a est indéterminée , je puis la supposer
telle que l 'on'ait Fa = a,; alors F(ß- j -^») deviendra a-f-г',
et l'équation F(d-f - ;p) = о sera * + ; = о , laquelle donne
sur-le-champ i = — a = — Fa -} de sorte qu'on aura

• p = - «a + F<0* - (F<z)3 + eíc,

et il n'y aura plus qu'à Couver, les valeurs de a } a", a', etc.
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Ces valeurs sont les fonctions dérivées de a, considérée comme

fonction de a j or on a pour la détermination de a en a, l'équation
Fa = л •, donc , si on prend les fonctions dérivées relativement
à a , en regardant a comme la fonction de л, et qu'on désigne ,
comme on l'a fait plus haut, par F'a, F"a, Р"я, etc. les fonctions
dérivées de Fa, par rapport à a, les fonctions dérivées de Fa ,
F'tï, etc. relativement ал, seront a'F'a, a'F'a, etc. et l'équation
Fa = a donnera d'abord a'F'a = ï, d'où l'on tire

a = ~fFa '

et de là, en prenant toujours les fonctions dérivées, et substituant
cette valeur de a',

a'F"a F"a ..

3a' (F"aY
(F'a)*

5(F"g)*
(F'c)5 »

On peut trouver ainsi successivement les valeurs de a', ft',
a, etc. par lesquelles on pourra continuer aussi loin qu'on voudra
la série

a Ej_ (Fa)- — (Fa)3 + etc.

qui exprime la valeur de x dans l'équation Y x = o, et Ton aura
la même série qu'on a trouvée ci-dessus.

Cette formule revient à celle qrfEuler a donnée dans la seconde
partie du Calcul différentiel (chapitre IX, art. a34). On voit par
un Mémoire de Courtivron, imprimé dans le volume de l'Académie
des Sciences, pour l'année 1744» qii'JSuler l'avait déjà trouvée à
cette époque, et on peut la compter au nombre'des découvertes
dont il a enrichi l'Aualjse. Par la manière dont nous venons de
la présenter , elle est une suite naturelle de la théorie du déve-
loppement des fonctions.

4- Nous allons maintenant rapprocher les résultats précédons de
ceux qu'on peut tirer des séries récurrentes. Suivant la méthode
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exposée dans la Note VI, pour avoir la valeur de la racine p de
l'équation

Fa + pYa + p~ Га + ^ F"a + ele. s= o,

il faudrait développer la fraction

F'fl -f- pF"a + ^ F'a + etc.

F a -J- pF'a -f ^ F"a + etc.

suivant les puissances de p ; et si Tpt* et Vpf*-*-* sont deux
T

termes consécutifs, on aura ^ pour la valeur de p, d'autant plus

exacte que ces termes seront plus éloignés du commencement de
la série.

Dans la méthode ordinaire, les termes d'une série récurrente
se forment les uns d'après les autres j mais cette manière, qui est
très-commode pour le calcul arithmétique, n'est pas propre à
donner le terme général en fonction des coefficiens de l'équation,
et il faut pour cela employer d'autres moyens.

5. Pour donner à cette recherche toute la généralité dont elle
est susceptible, je vais considérer la fonction fractionnaire

u— x +fx*

dans laquelle je suppose que jfa et y x sont des fonctions de ce;
telles que

fx = A 4- В л: -f- Çx* 4- Dx* -f. etc.
çx = P + Qx + Iba + Sa;' + etc.

Je représente par

(o) + (i) x + (3) x* + (5) аз5 -J- etc.

la série résultante du développement de cette fonction, suivant
les puissances de x, et je me propose de trouver l'expression du
coefficient (n) de la puissance x".
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Je commence par développer la fonction suivant les puissances

de f x 5 j'ai la série

_ , • j

u — x (u — xY ' (u — o;)3

je considère chacune de ces fractions en particulier , et je cherche
les termes multipliés par x* qui peuvent résulter de leur dévelop-
pement.

La fraction - donne la série connue
U — X

- -j- -г 4- -т H — г -f"и ' ua ' uj ' ц-* '

laquelle étant multipliée par la série représentée par q> x , don
nera les termes suivans affectés de oc.* ,

où il faut remarquer que, comme les puissances de и dans les
dénominateurs vont en diminuant , il faudra s'arrêter au terme
divisé par u.

6. Or, si on considère la fonction çx, qu'on la divise par xn^' t
qu'ensuite on y change x en u, et qu'on ne retienne que les termes
divisés par к ou par des puissances de u, il est aisé de voir qu'on
aura de cette manière la série qui multiplie xn. Donc la partie

multipliée par x" , provenant de la fonction — ̂  — , pourra être

représentée par -^i &*, en ajant soin de ne retenir que les terme»

de -^~ qui auront и au dénominateur.
и ~*~ •*

De la même manière, si on cherchait la partie multipliée para;",

provenant du développement de la fraction — '• - — , suivant les

puissances de x, on trouverait — -^~ x* , en ne retenant dans

-U^r- que les termes qui auraient une puissance de и au déno-

minateur. La quantité — д+."- est donc identique avec le coeffî-
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cient de x* dans le développement de * - — ', donc l'identité

subsistera encore entre les fonctions dérivées relativement à и ;

d'où il suit que la fonction dérivée de — -+, - , que nous déno-

terons par ( ">u
 n+{u ) , sera égale au coefficient de x" dans le dé-

veloppement de la fonction dérivée de — — ̂ — relativement à u.

Or, comme и ne se trouve ici que dans le dénominateur , et

que la fonction dérivée de — -^- — est -~ J_ , on en conclura

tout de suite que ( — „+1 ~) &" sera la partie du développement

X sera multip1iee Par ж" » eu ayant toujours soiu

de ne retenir dans la fonction — r+f" > et par conséquent aussi

dans sa fonction dérivée Г - — a+r- j, que les termes qui auront и
au dénominateur.

On trouvera pareillement que la partie multipliée par x" dans

le développement de фл^ _ ^ , suivant les puissances de x , sera

exprimée par ?"^.{ ", en ne retenant que les termes divisés par

des puissances de и ; donc l'identité subsistera encore à l'égard
des fonctions dérivées relativement à KJ par conséquent, la seconde

fonction dérivée de - n+{ relativement à и , que nous déno-

terons par (Ju
 nj~t ) , sera encore égale à la partie affectée de x"

dans le développement de la seconde fonction dérivée de^^i. Mais

la première fonction dérivée de - - étant — ; — - — ̂ , la seconde
1 W ~" X (II — • JC J

sera -.- ̂ _ -A'I donc, divisant par 2, on en conclura que (* "{+") x".

sera la partie du développement de x__ ^ qui sera multipliée

par x" , en ayant soin de ne retenir dans la valeur de (-„ *"V
que les termes divisés par des puissances de u.
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On prouvera par une analyse semblable, qu'en dénotant par

{•„ * „.t-v) Ia troisième fonction dérivée, relativement à u , de

la fonction —^ , " • , et supposant qu'on ne retienne dans cette
Ц.О M""*" ' . rl Л

fonction que les termes divisés par des puissances de и, la partie

multipliée par xn dans le développement de — (

9Х ". , suivant

ï • j /• / ipuf 3 « \" „les puissances de a;, sera exprimée par ( ,1+I J лг" ; et ainsi

de suite.

Donc, en rassemblant toutes ces parties, on aura l'expres-
sion complète du terme (л)о;'1 du développement de la quantité

- , suivant les puissances positives de x, et Ton trouverac x

U - X -j- /JC

en ayant soin de ne retenir que les termes qui contiendront des
puissances négatives de u.

7. Nous remarquerons ici qu'en prenant encore successivement
les fonctions dérivées suivant u, on pourra avoir les expressions des

termes multipliés par ж" dans les développemens de - - , , ,
(U - X-^-JX)

de - - r~f~\3 > de т -- , r .it etc. Ainsi eu désignant par(u — x -f- fxy ' (u — x-^-Jx^ ° r

(_ny , (n}', (п-У, etc. les fonctions dérivées, première, seconde, etc.
de la fonction de и désignée par ( /z) , on aura

pour les expressions des termes dont il s'agit. Et pour avoir les
valeurs de (n)', («)% etc. il n'y aura qu'à ajouter un trait, deux

traits, etc. aux fpnctions -^> ( • "+r ) > etc. de 1'expressiou

de (n].

8. Supposons qu'on demande le terme général (л) хп de la série
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provenant du développement de la fraction rationnelle

1 — 2.X COS a + X2'

On divisera d'abord le numérateur et le dénominateur par 2 cos w

pour le réduire à la forme _ ф л' f • , et l'on aura par la com-

paraison avec cette formule

__ P , Q
^ 2 COS a 2 COS W

ar* i

•^ "~~" 2 COS u) ' "~" 2 COS t»*

Donc on aura
— p л_ Q

™ 2 COS ft) 2 COS W *

/• u" /r-j, U^

J 2 COS u) ' -^ f 3 cos

Donc

2 cos u) ' -^ (a cos »)* '
us

r-3 , etc.
(2 COS u>)

çu Pu""-' , Q u"'
U n + l 2 COS И 2 COS u)

< p u X / " Pu-"+ I Qzr-"4"1

uu + l (acusa) 1 (2COSU)) 1

un+I ("2cos a )J ' (2 cos w)3'

etc.

En prenant les fonctions dérivées par rapport à и, on aura
donc

/ < p u X f u \ ' (n— Q Рц~" ( 7 t — 2 ) Qu-"4"
Ч ц/ч-' у ' (a cos«)2 ( a cosы )а

/?«Xf*"V ( т г — 3 ) C ? i — 2 ) Рц-"+'
\ 2 и - 4 " * " 1 / "~~ 2 (2 COS ш)3

0-4) (n~-5) Qu-"+'
2 ( 2 COS W

etc.
et par conséquent

- ("-i)«- +C""3)("-"-^r:-etc.)
i w (acusa)1 ' 2 (2008« ; /

. — (.?-а^ц"'ч"а,^-^/я~5)""''4" —etcQ
l (a COS ft))1

 2(2 COS u) JJ /

COS
u~n

2 COS СУ
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où il n'y a plus qu'à substituer au Heu de u sa valeur — - — ;
1 1 2 C O S u )

On aura ainsi

(n — 5)(n — 4) (re — 3) ч
— - a 5 - C2 cos г»)'- б -f. etc.)

-f- Q Г(а cosa)"-1— («— 2) (2 cos *>)—» 4- ̂ LZÎ IüZI Ë)(

(и — G) (л — 5) (« — 4) /• \n ч i i. N— i - УЛ ^ N - ±i Г2 cos w V - 3 4- etc. )
fl.O ч /

où il suffira de ne point admettre de puissances négatives de
cos to.

Cette expression peut se réduire à une forme plus simple , en
employant les formules connues des sinus des angles multiples j
on aura par ce moyen

f \ _ p sin (га -f l) g sin n a .
» ' """" sin AI '~sin и • *• sin a f

comme Euler l'a trouvé dans l'Introduction à l'Analyse-, mais la
formule précédente a l'avantage de pouvoir s'appliquer facilement
aux fractions dont le dénominateur est une puissance quelconque.

En effet, pour la fraction

(i — z x cos a

on aura le terme général — (n)' x" ; et en prenant la fonction
dérivée de l'expression de (n) en и, on aura

ï—• \lt) •— A ^ n —_ __ (2COS«) a

(B-S)(B-a)(,-.JM - _
2 (a cosa))3

+ о fg»"""1 + (2zi?-)J-» - о ЧГ
'- -^ \ 2 COS И ' (2COSfti)a

- ' a (a cos»)3 "~* ') '
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et substituant pour и sa valeur ac^s ц , il viendra

— (ra)' = P((ra -f- ï) (acosft))"4-' — (ra — ï ) и (a cos« ) +.

. fra — o) (n — 2) (n — О / \ „ _ ч * \-j- i- - — - ^ -- '- ( 2 cos со )" ' — etc. J

•4. Q (/z (a cos »)" — (n — 2) (TZ — i) (2 cos a)"-»

+ (*~-4)(»--S)C»-0 ( а C05 w)»-4 _ etc.)

où il suffira aussi de pousser les séries jusqu'aux puissances né-
gatives de cos a> exclusivement , et ainsi de suite.

g. Reprenons maintenant l'expression générale en u , du coef-
ficient (/z) de la puissance 'x" dans le développement de la fraction

- ^^ -, et supposons que le numérateur <p x soit ï —f'x , ou
U - X-\-JX

pins généralement, de la forme -^ x (i — /'#)> c'est-à-dire qu'il
soit le produit de la fonction dérivée du dénominateur prise né-
gativement, par une fonction «\,x, qu'on suppose entière et ra-
tionnelle. Faisant la substitution de -ф " ( ï — /'") au lieu de <pz/,
on aura

. . _ 4м 4 ц x f * , /4их/ц\ ' /4u-xfufu\ '
" • -

/-»)= -./»/'« ч- (

et par conséquent

Donc faisant ces réductions, et supposant pour abréger
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on aura

(и) = •*•« + •*'« x /w H-
ti

4- etc.

Cette formule servira à trouver l'expression du terme général
(n)x n dans le développement de la fraction

u — x+fx

suivant les puissances de x , pourvu qu'on ait soin de ne retenir
que les termes qui contiennent des puissances négatives de u.

io. Supposons -4/0;= ï , et par conséquent -^u — i , ^fu = u~"~l,
on aura le terme général (/z) x" du développement de la fraction

— * •* Xj, . Or si et , /3 , 5/ , etc. sont les racines de l'équation
U - X + fx > ! - > / > Т

и — x -\-f& = о, ce terme sera exprimé par

(ï^i + JFT: -*- pV: 4- etc.) я",

par ce qu'on a démontré dans la Note VI (n* 6). On aura donc,
en mettant л à la place de n + ï ,

•^ -+• je + ~n + etc.

en ne conservant que les puissances négatives de u.

ii. Soit proposée, par exemple, l'équation

a — bx + ex* = o,

dont les racines soient «. et /3.

On la divisera par b pour la réduire à la forme и — x-{-fx,

on aura f x = ^- , et la valeur de и sera T. Donc changeant x
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en и dans УЖ , on aura f u = -̂ -, et de là

(«-y x /« = - , („r-y x

(г^~")' x /3« = — ——n — t etc- Donc

ele.

où il n'y aura plus qu'à faire и = ?. On aura ainsi

i_ _ /iy n
/г» ~~ 4SJ i

ï , __ i_ _ /y ne
* """ » ~~

en continuant cette série tant qu'il y aura de puissances positives

de -.a

Si on voulait avoir la somme des puissances positives a" -f- /3",
il n'y aurait qu'à considérer l'équation аэс* — bx -f- c = о , qui

résulte de l'équation précédente, en changeant X en —, et dont

les racines sont par conséquent - et %; ce qui ne demande que

de changer a en с et с en a. On aura clone ainsi

i2. En général, a, /3, y, etc. étant les racine* de l'équation

« •—• x -f- УЖ = о ,
on aura

и — x ~\- fx = k (x — a) (ж — /3) (a; — >)

A étant le coefficient de la plus haute puissance de x; et prenant



224 N O T E XI.
les fonctions dérivées de part et d'autre ,

— ï +/'a;=:A(.r — ß}(oc~ y}.., + k (x — a) (x — y).
•+• k (x — a) (л; — /3) ----

donc divisant et changeant les signes

_

u— x— f x — л — x ß—x y — x

et multipliant par -\>x

f
u — x + f x ~~ а— я /3— ж T" 3,— я

Or -ф^е étant supposé une fonction entière de ce, on pourra la
diviser par a — ж, jusqu'à ce qu'on parvienne à un reste sans x\
et , pour trouver tout de suite ce reste , il n'y a qu'à considérer
que -фа — -\>x est divisible par « — oc, le quotient étant une
fonction entière de л; et a, que nous désignerons par F (x , a) ; et
si -\>x est une fonction du degré m, il est clair que F (x, a) sera du
degré m — ï. Donc, puisque -фа — -фа? = F (x, а) х (л — o;), on aura

4* = 4* — F (ж, a) X (et— ж) ; donc ̂ L — _> F (.г, а) + -^.

On trouvera de même = — F (д;, /3) -j- ^ — , et ainsi des
/Э — X P ^~ OC

autres. Donc, en faisant ces substitutions, on aura

4u-x~+f'f^ ~ ~ F x> ~ F *' 2 - F

J^^^ * — # ' — x / — x

En résolvant ces fractions en séries , on aura après les m — ï
premiers termes , dans lesquels se fondent les parties entières
— F(a?, a), — F(^, /3), etc. une suite régulière dont le terme
général sera

de sorte qu'on aura , n étant ~> m ,

(») = H- A + -f- etc.
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C'est le ferme général de la suite récurrente qui résulte de la

fraction • ^ l ~f t exprimé par les racines A, ß , -y , etc. de
U - X -\-JJC

l'équation и — x -\-fx = о.

En comparant cette expression avec l'expression générale de (ri)
en и trouvée ci-dessus , et mettant pour plus de simplicité n à
la place de n -j- i , on aura

+ + + etc;

s= * и + Vu x /и +

i_ »fetc-
ou "F и = ^, et où on ne doit retenir que les fermes qui contien*

dront des puissances négatives de u.
i3. Supposons maintenant que l'exposant n soit infiniment grand;

ensorte que le terme (т?).*;""1, auquel il répond dans la série
récurrente, soit pris à une très-grande distance de l'origine, on,

pourra alors regarder la fonction •*• и = ^ comme ne contenant

que des puissances négatives de u, et même toutes les fonctions
Ъ'и x/V/, "Уи x.f*u, etc. comme ne contenant aussi que des
puissances négatives de и •, du moins cette supposition sera d'autant
plus exacte , que le nombre n sera plus grand. Dans cette hypo-
thèse, il n'y aura aucun terme à rejeter dans l'expression de («),;
et on pourra regarder la série

*Ъ X /« + í - £ ! í f ' + ^ H- etc.

eomme allant à l'infini sans aucune interruption.

i4- Or j'observe que toute série de cette forme, dans laquelle
Фи etfu sont des fonctions quelconques de и -, a celte propriétá
remarquable, que si on la multiplie par une autre série semblable,
dans laquelle, à la place de la fonction ^ a , il y ait une autre
fonction quelconque Пи, le produit sera encore une série sem-
blable, niais dans laquelle il y aura Ъи x Uu à Ja place de 4/и.
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En effet, si on multiplie ensemble les deux séries

X

ПВ + au x f u + + + «le.

on a
X Пи

-+• (Vu x Yl'u + Пи x "У u) f u

+ Vu (n'"*/3"y + *'« X П'ы x/*a

+ п « (î y,

etc.

Or ^и X П'« -f- Пи x *'« = (•*•« X ПиУ,

= j IT« X /'и + IT« X fufu,

^ L vu x f »u -f. ^« x /„/'« ,

donc la série devient

Ф и X Пи -f- ("if и x Пи)' f и
4- l ("P и x П'г/ -f- а*'« x П'г/ + Пи х
4- ( •*• w x П « У fufu + etc.

savoir

x П« + (*M x Пи)'/и H- ( *" x " ' ) + eíc.

Et on trouvera la même chose en poussant la multiplication plus
loin , et en rassemblant les termes qui contiennent les mêmes
dimensions de f u

Donc en général si on dénote par (Sf'fr) la série qui contient
la fonction ^fu, et de même par (Пи) la série qui contient Пи,
la fonction y« demeurant la même dans les deux séries, il résulte
de ce que nous venons de trouver que l'on aura

X (П«) = (*ы Х
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et comme cette propriété a lieu quelles que soient les fonctions

et Пи, si on faif-fr"« x Пи — Фи, on aura ("i'z/) X (Пы) = (Ф«)-,
1 /• n \ М • ГТ Ф« ldonc (ШЛ = т - т, mais Пи, = — , donc4 ' - ' + и *

-—u) ч* "

c'est-à-dire que le quotient de deux séries semblables, lesquelles
contiennent deux fonctions différentes , Ф u et "i" u , sera aussi
une semblable fonction qui contiendra le quotient de ces mêmes
fonctions.

i5. Donc si on prend deux nombres très-grands, n et /z + r,
dont la différence r soit un nombre quelconque positif ou négatif,
le quotient de la quantité

+ ^ + -j* +

divisée par la quantité

~ rs^ etc.

Sera exprimée par la série infinie

+ f u x f u H- - + -etc;

en faisant Sf'w = ^ divisé par -фг, > c'est-à-dire ^u = z/.

D'un autre côté, n étant un nombre infiniment grand, il est
Visible que les deux quantités ci-dessus se réduisent à leurs premiers

termes ~ et -^, л étant la plus petite des racines a, ß,y, etc.

Donc le quotient de la première des quantités, divisée par la
seconde , se réduira à a!; d'où résulte ce théorème très-remarquable.

Si et est la plus petite des racines de l'équation

и — x -- x = o
on aura

.• = u' + W x f и 4- + -= + e,c.

7- ffto/zí un nombre quelconque positif ou négatif <
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Ainsi on a par cette formule , non-seulement la racine a , mais

encore une puissance quelconque de la même racine.

16. Si on fait maintenant r = n , n étant un nombre fini quel-
conque, et qu'on compare cette formule avec celle qu'on a donnée

plus haut pour la valeur de — -f- -^ -j- -^ + etc^ on en tirera la

conclusion suivante très-singulière.

SI dans la formule

' e«,

on ne retient que les termes qui ont des puissances négatives
de и y elle donne la valeur de la somme des puissances — • n
de toutes les racines a, /3, y , etc. et si on y conserve tous les
termes , elle ne donnera que la même puissance de la plus
petite racine a,

17. Ainsi, comme nous avons déjà trouvé plus haut pour les
racines a et ß de l'équation ел* — &c-J-ß=: o, la formule

— - - .
b \a ~ ao"

-3

'

en ne continuant la série que tant qn'il y a de puissances posi-

tives de -, si on continue cette même série à l'infini sans aucune
a'

interruption, on 'aura alors la valeur du seul terme —, en prenant

pour л la plus petite des deux racines a et ß j et même on pourra
y faire n positif, ou négatif à volonté.

Les deux racines de l'équation ex* — bx + a = о étant *

et ß , celles de l'équation ax* — bx -f. с = о , seront i et 4 , et

l'on aura

ï _ b_ y / (b a — 4ac) . ï _ _6 __ y/(6'-
* 20"^ z a ' ß "" aa и а
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л étant supposée la plus petite des deux racines. Ainsi la série

/A Y ne /Ã Y"1 i «O — 3) ca / Ъ \ * - 1

( ) -- г ( - ) H -- - - /т-— ( - ) — etc.Ч а / Ь \aj ' 2 6a \ a /

en ne retenant que les puissances positives de -, c'est-à-dire les
puissances négatives de a , sera égale à

(a a)" *

n étant un nombre entier quelconque , et si on continue la série
à l'infini , elle deviendra égale à

QV
J

(H

n étant un nombre quelconque positif ou négatif.
La première partie de cette proposition est facile à vérifier

par le simple développement des puissances 7ziimcs , puisque le
radical \/ (£a — 4ac) disparaît de lui-même ; et d'ailleurs elle
est déjà connue par le théorème de Moivre.

Pour vérifier l'autre partie, il faut réduire en série le radical
lui-même. Ainsi en faisant, par exemple, n-=, \ f la série devient

b c 2 ас1 3-4 as с3

a ~~ b ~~ TF ГЗР ÇtC*

laquelle peut se mettre sous cette forme

b , Ъ ï ce i.i 8 q c* 1.1.5 Зз а" с3

Or cette série est évidemment égale à f-

С С*

sa

18. Soit l'équation indéfinie

a — Ъх -f- ex' — dx* 4- ex* — fa? -f. efc. = o j

en fera dans la formule générale du théorème ci-dessus

f eu2 — du3 -f eu4 _ fub _|_ etc.
JU = A ~
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d'où l'on tire

f% _ С»Ц4 __ a c du? 4. ( dl 4- a ce ) u* -f- etc.
J u — : p

,., с3"6 — 3ff?u7 -i- etc.
/ " = - & --

r, с4 u8 — etc.
/4" = - 5* --
etc.

Or (u'}' = ru'-1 ; donc

. .. , cur+t — dar+i 4 «ir4"s — f"1"*"* 4- etc:
(iff x f u — r - ъ -- '- --

(if)' X f*U = Г ^r+3

, ., _, c^a'-*-5 — 3rííu f4-G4-etc.(n'J x fau = r - 3 - -£ -

aO' X /*« = r

Prenant les fonctions dérivées, et substituant dans la formule

dont il s'agit , on aura , après avoir fait и = | , et changé л

en д:,
о'**/я' , /«'-»"c o'+1rf . ef4-3e о'**/ ч

aí = ^ + r (-^pr — -рт + "FM- ~ Т?т# + etc.)

r f (r + 3) л'+V O' + 4) ar4-3X3«* -(r + 5)0^ Ça* Ч- a ce) \- ̂  — p** --- p^ -- f- № ^ etc>;
, . Ч
*" etcV

__ etc.)

«te.

iq. Si r = i , on aura

а o'c o"
« — Ï + -F- — -А

2 а3 c3 5ííW
- -gr- - W

J_ 5'a4-c3 'a ia^fd . .+ -g; --- gs -- h etc.
i4fl5c^ ,

"r g^ ~r
etc«



N O T E X I. aS-i.
C'est la formule connue de Newton, pour le refour des suites,

qu'on n'avait encore trouvée que par la méthode des indétermi-
nées. L'analyse précédente, en même temps qu'elle donne îa loi
de cette formnle et le moyen de la continuer aussi loin qu'on,
voudra , fait voir que la valeur de x qu'elle exprime est la plue
petite des racines de l'équation proposée.

20. Si on veut appliquer la formule précédente à la détermi-
nation de la valeur de p dans l'équation

Fa + pF'a H- Ç F'a + £= F"a + etc. = о ,

que nous avons considérée au commencement de cette Note ,

il n'y aura plus qu'à substituer Fa, — F'a, -F'a, -- ^F"'iZ, etc.

au lieu de a, b, c, d, etc. et p au lieu de x ; on aura ainsi

___ Fa (Fa)' F'a (Fa)^F"'a (Fa)3 (F'a)'
P F'a ̂  a(F'a)3 a.^QF'a)* 2 (F'a)» "r" L

ce qui donne la même série que nous avons trouvée par deux
méthodes différentes.

Nous pouvons généraliser encore la formule du théorème donnée
plus haut. En effet , puisque a. est une des valeurs de x , ce théo-
rème peut se présenter ainsi.

ai. L'équation X = U -\-fjc donne en général

Or , soit Fa; une fonction quelconque donnée de x , on peut
la supposer réduite à la forme 3VLzr + N#' -j- Px' -f- etc. ; ainsi ,
pour la valeur de Fo;, il n'y aura qu'à ajouter ensemble les va-
leurs de x' , x1, x' , etc. multipliées respectivement par M, N,
P , etc. j on aura par ce mojen une formule dans laquelle , à la
place de u' , il y aura Ми' + Nz '̂ -f- Pu' ~\- etc. c'est-à-dire FK ,
et par conséquent F'w à la place de (*/)'•
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De là résulte enfia ce nouveau théorème, remarquable autant

par sa généralité que par sa simplicité.

L'équation x-=.u -\-fa donne

F* = F и + F' u x/« 4- l- (F'" X /•«)' + ̂  (F'« X/3«)' 4- etc.

oit les fonctions désignées par les caractéristiques f et F', peuvent
être quelconques,

En effet, ce théorème , présenté de cette manière , est indépendant
de la considération des racines, et n'est plus qu 'un résultat de la
transformation des fonctions, qu'on peut vérifier par l 'él imination
successive de x ou de u. J'ai donné le premier ce théorème dans
les Mémoires de l'Académie de Ber l in , pour l 'année 1768-, j'y
étais parvenu par une analyse à-peu-près semblable à la précédente,
mais moins rigoureuse. Plusieurs Géomètres se sont occupés depuis
à le démontrer à posteriori par le développement des fondions j
mais Jjdplace en a donné , dans les Mémoires de l 'Académie des
Sciences de Paris, pour l'année 1777 , une démonstration directe
et élégante, tirée du calcul di f férent ie l - , c'est cette démonstration,
que j'ai transportée dans la Théorie des f onctions (u° 99).

Il est bon de remarquer qu'en faisant и = о , l'équation
œ — u -}-foc devient x —fx, laquelle peut représenter une équation
quelconque en oc; et l'on aura la valeur d'une fonction quelconque
Fa?, en faisant и = о dans la série

Fu + F'uxfu + l-CF'u x/'iO' + ^TgCF'B X/3«)'+etc.

après le développement des fonctions j ce qui est beaucoup plus
»impie.

22. Avant de terminer cette Note , je vais faire voir comment
la méthode du n° i33 pour résoudre par approximation l'équation
F Ca + p) = P r peut être appliquée à la résolution simultanée
de plusieurs équations à plusieurs inconnues,
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Supposons que Ton ait deux équations entre les deux inconnues

x et y que nous désignerons en général par F ( x , y) = o, et
./(•^ > JK.) == o> Supposons en même temps qu'on connaisse déjà
deux valeurs approchées a et Ъ , de x et y; ensorfe qu'en faisant
x^=.a-{-p )y=zb~\-q, les quantités p"et q aient des valeurs
fort petites. Il s'agira de tirer ces valeurs des deux équations

F (a + p, Ъ -f- g) = o, f(a + />, Ъ -+. y) = o.

Suivant l'esprit de la méthode de Newton, on développerait les
deux fonctions en séries , les deux équations deviendraient ainsi

F (a, Ъ) -f- Mp -f. N? 4- etc. = o,

f (a, b) + jnp -{- nq •+

d'où l'on tire pour première approximation

— Мл — Nm

— M/(a, &)— TuF (a, M
? ~~ Nm — Мд

Ainsi a et i étant les premières valeurs approchées de x et y ,
a •+• T7 > ^ ~f~ У seront des valeurs plus approchées qu'on pourra
substituer à la place de a et о dans les fonctions p et </•, et dési-
gnant par /P, , g, f ces nouvelles valeurs de/? et g , on aura «-f-^-f-;;,
et b-\- g -f- y, pour les valeurs de a; et y encore plus approchées ,
et ainsi de suite.

Ce procédé a été donné par Thomas Simpson , dans ses Essais
SW plusieurs Sujets mathématiques, et il est assez commode pour
le calcul arithmétique; mais il serait difficile d'en tirer des expres-
sions de oc et y en séries ordonnées suivant les puissances des
quantités F (a , b~) , et f (a , Z>) , qui expriment les erreurs prove-
nantes des premières suppositions, et surfont d'avoir la loi de ces
séries-, voici comment on peut y parvenir.

On regardera les quantités a 'et b comme des fonctions quel-
conques de deux autres quantités a et /3 , etc. de manière que
ces quantités devenant «,-}-/ et ß + o, les quantités a et b

3o
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deviennent a-}- p el b -j- q; et on supposera que ces fonctions
soient telles que F (a , Z>) = «. et f(a, l/) — ß-} ce qui donnera
en mettant a -f- z et /3-f-o au lieu de a et /3,

de sorte que les équations proposées deviendront alors a - f - /=o
et / S - f - í 7 = o; d'où l'on tire / = — л = — F (a, 2)) et

Or , en adoptant la notation des fonctions dérivées , indiquée
dans la Note précédente (n° g), les fonctions a et b des quantités
a et /3 , lorsque ces quantités deviennent a -f- z et /3-f-o, se
développent dans les séries

. /fl'\ . . /a'N , /a" Va , / o ' N . . /a"\ o2 . .a + i+° + + ю + + etc-
, A- + etc-

Donc, substituant — F (a, b] pour i et •—f(a> b] pour <?, on
aura

==- F («,*)-.

- b ( 4 - etc.

H- FK^)> F

•où i ln 'y aura plus qu'à substituer les valeurs des fonctions par-

tielles (~\ , (j\ , (-j\ , etc. qu'on tirera des équations

F (a, b) в= л, et f(a, &) = ß,

en prenant successivement les fonctions dérivées relativement
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a et ß , et substituant à mesure les valeurs déjà trouvées dana
les suivantes.

Ainsi on aura d'abord

Mais on a en général , relativement à a et Ъ ,

donc, en regardant a et b comme fonctions de a. et ß , on aura,
relativement à chacune de ces quantités en particulier ,

x = ,

= 0

x =

d'où l'on tirera les valeurs des quatre fonctions dérivées partielles

du premier ordre QrV (Ç\, (-^\, (jr) , exprimées par les fonc-

.* ,-u /F'(a,iO\ /F'(a,i)\ /f '(a,è)\ //'(a,i)\tions partielles ( ^' ;), ( V Jj , (J \/ ;) , (J V* Jj> qui
sont faciles à déduire des fonctions données F (a, £),/(a, £),
en prenant leurs fonctions dérivées , relativement à a et ó en
particulier.

Ensuite , en prenant de nouveau les fonctions dérivées des va-

leurs (—?) , (|Л , etc. relativement à a et /3 , on aura les valeurs

de fji) , (^) > etc. et ainsi de suite.
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Si on fait pour abréger

en aura

M » —
a?\ _ _ N
Fy ~" ~" ЛЪГ^

~" M/i — N / n » V / S V — M *

et les premières valeurs de p et q seront

»F(a.6) , N/(a ,&)
P — Мл — Nm ~*~ Мн — Nm »

mF( f l , &) _ M/Q, 6)
y Мл — NOT Мл — NTO"

Ces premières valeurs de p et 17 coïncident avec celles que nous
avons trouvées ci-dessus ; mais les formules que nous venons de
donner pour les expressions générales de p et q ont l'avantage de
présenter des séries toutes développées, et faciles à continuer
aussi loin que l'on veut.
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Sur la manière de transformer toute équation, ensorte que
les termes qui contiennent l'inconnue, aient le même signe,
et que le terme tout connu ait un signe différent.

J 'AI observé dans l'Introduction, que les méthodes de Vïcte et
de Harriot , pour la résolution des équations numériques , ne
peuvent s'appliquer d'une manière certaine qu'aux équations dont
tous les termes qui contiennent l'inconnue, ont le même signe ,
et le terme tout connu a un signe différent, et j'ai dit qu'on peut
toujours ramener à cette forme toute équation, pourvu qu'on ait
deux limites d'une de ses racines, lesquelles soient assez rappro-
chées pour que toutes les autres racines réelles, ainsi que les parties
réelles des racines imaginaires, s'il y en a, tombent hors de ces
limites. Comme j'ignore si cette transformation est connue , je crois
devoir l'exposer ici afin que ceux qui désireraient se servir des
anciennes méthodes puissent toujours les employer avec succès.

ï. Soient a, Ъ les deux limites données, ou connues d'une
manière quelconque, a la limite en moins, b la limite en plus,
En supposant que oc soit l'inconnue de l'équation proposée, on

fera x = — y, et après les substitutions et les réductions, on

aura une équation transformée en y, du même degré que l'équation
en ж, qui aura la forme demandée, si la limite a est assez près
de la valeur de la racine.

Car soient л , ß , y , ele. les racines de l'équation proposée
en x, et a la racine dont a et b sont les limites. Puisque

x i=re"JL ~> on aura У ^ rErj-> donc les racines de l'équation
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en y seront j~~.> ь~Ега> 'ь'Ег > etc< ^r on a Par l'hypothèse

a > a < Ъ ; donc a — я > о, а — л > о > donc la racine ^-?
0 A

sera positive et d'autant plus petite, que la différence entre la
limite a et la racine «. sera moindre. Ensuite, comme les autres
racines ß, y, etc. sont supposées tomber hors des limites a et b,
si ß <C a , on aura aussi nécessairement ß < b , donc /3 — a < о

et Ъ — ß > о ; donc la racine -̂ —5 sera nécessairement négative;

Si, au contraire, ß > £, on aura aussi /3 > ß ; donc /S — a > о

et Z> — /3 < о -, donc 7-~7i sera encore une quantité négative.

Donc la racine ,~^jz sera dans tous les cas négative. Il en sera

de même de toute autre racine, comme r , qui correspond à
une racine réelle y de l'équation en x*

Mais supposons que ß et y soient imaginaires, elles seront
nécessairement de la forme p -\- <r \/ — i, p — <r \/ — ï,
p et ff étant des quantités réelles С Note IX ) ; donc faisant

ï . ß — <г j . j p — ô -f- tr l/—i
ß = p H- or V — ^ » la racine -r^ deviendra ^—_~^_-,

multiplions le baut eí Je bas par Z» — f> -\~ & \/ — ï, on aura
(p — a)O — p) — < ? " + ( & — a ) 0 " ! / — ï HT •VL ИЛ-; -í •—i '- i- -. Mais ou. suppose

partie réelle p tombe aussi hors des limites a et Ъ ; donc si p < д,
on aura aussi /s < Ъ; par conséquent p — a < o , Z > — P > o ; donc
(/s — a") ( b — p) <o; е 1 з 1 р > > £ , on aura aussi p >• a j
donc p — a > o , Z > — P < C O , et par conséquent aussi (p — a)
( Z > — p ) < aj donc la quantité (p — a) (Z* — p) sera dans tous
les cas négative.

Donc, puisque a* et (b — p)1 sont essentiellement des quan-

tités positives, la racine £~§ deviendra, dans ce cas, de la forme

— P H- Q /— i í P et Q étant des quantités réelles , et P étant
essentiellement positive. De même, en faisant y = p — <r \/— \ s

la racine "fc— deviendra — P — Q |/ — ï, et ainsi des autres

racines imaginaires.
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Donc, en prenant des quantités positives p, g , r, etc. P, Q,

R, etc. les racines réelles de l'équation en x donneront dans la
transformée en y les racines réelles p, — q , — r, etc. et les
racines imaginaires de la même équation donneront dans la
transformée les racines — P 4- Q l/ — ï , — . P — Q 1/ — i?

— R-f -Sv / — ï» — R — S \/ — ï , etc. Donc la transformée
en y sera formée des facteurs

У — P > У + Ч > У + r , etc. y 4- P — Q l/ — ï ,
y 4- P 4- Q /— , ,^4-R — S v/— ï, jK + R+Sv /— ï, etc.

Or les deux facteurs imaginaires j + P — Q \/ ' — ï efc

j-j-P-fQV/— ï, donnent le facteur double
et ainsi des autres. Donc l'équation en y sera

2. Considérons le produit de tons ces facteurs, excepté le pre-
mier , y — p ; comme tous les termes de ces facteurs sont positifs,
il est visible que leur produit, ordonné par rapport à y, ne
pourra contenir que des termes positifs. Le produit sera donc de
la forme

jm~l -f- Ajr=a + H>ym-3 + etc. + K,

où les coefficiens A, B, C> etc. К seront tous positifs, sans
qu'aucun puisse être nul. Multiplions maici tenant ce polynôme par
le facteur y — p , on aura

ym + (A —p)^ '» - ' 4. (B — AytOy1"1 + (C —
-t- etc. — Kp = о

pour l'équation en y.

On voit ici que le dernier terme — Kp est essentiellement né-
gatif, et que les termes précédens seront tous positifs, si l'on a
A > p , В > Ар , С > В/? , etc. Comme en rapprochant la

limite a de la racine a, , la valeur de p , qui est r— — , peut devenir

aussi petite qu'on voudra, il est clair qu'on pourra toujours prendre a
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т» p

telle que l'on ait ;? < A, <. т > < ïï"' e*c» ce Ч11* rendra tous les

termes positifs, excepté le dernier.

On ne doit pas craindre qu'en diminuant ainsi la valeur de pi
les valeurs de cj, r, etc. P, Q, etc. diminuent en même temps,
de manière à devenir nulles avec p. Car en faisant a = a, ce

qui donne p = о, la valeur de q, qui est . ° deviendra — ~ %;

et les valeurs de P et Q, qui sont-Î^H^Zf! et ^=^,

. .. (p — et) (b — p") — 5-" . (i — A) s- , . .jdeviendront -•- , . .„ , a—et—,^—^—-, et ainsi des autres.(b — tY + e (& —p) -b«-"

Donc on est assuré que la substitution de ^ au lieu de x,

donnera une transformée en y qui aura la condition demandée,
pourvu que la limite a en moins soit assez près de la racine dont
elle est limite; ce qu'on pourra toujours obtenir en essayant suc-
cessivement pour a des valeurs grandes.

3. On a trouvé dans le chap. IV (n 'ay) que l'équation cc~—jx
4-7 = 0, a trois racines , deux positives et une négative •, et que les
deux racines positives sont exprimées par des fractions continues,
dont les termes sont ï, 1 , 2 , 4 » е^с- e t i , 2 , i , 4 » е*с- j de là
on peut former ces fractions convergentes vers les deux racines

<
I I 2 5 22 .

- 0 ' ï ' 7 ' 3 ' 73 ' elc'

= • 7' ;> î ' 3- etc.

On voit d'abord que ï et 2 sont deux limites de la première
racine; mais, comme la seconde racine est renfermée entre les
nombres ï et f , elle se trouve aussi nécessairement renfermée
entre les mêmes limites ; on prendra donc les l imites suivantes 2

et f, et on fera a = | , Z> = 2, et par conséquent x = £-- ̂ -

= ~T_ y. Mais puisque les multiples de y ne changent pas les

signes de l'équation en y} on pourra faire simplement x = „ ' 3-^,
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en mettant y pour 3/. On trouvera ainsi la transformée

y3 + 4ja + 3/ — ï == о ,

qui est, comme l'on voit, à l'état demandé.

De même, si on prend pour l'autre racine les limites f et f , en

faisant « = f et b = f , on aura la substitution л; == 2_ZLXZ —;.

» , J^rr , ou bien, en mettant simplement y au lieu de 3^/

a? = ê . э^ , et l'on trouvera la transformée
6+2.У

y + 8j° + 4.Г — 8 = o,

qui a aussi la forme demandée.

Les limites que nous avons employées ont conduit directement
aux transformées que l'on cherchait ; mais si on avait pris, pan
exemple, pour la première racine les limites 2 et |, qui ont éga-
lement la propriété qu'aucune autre racine s'y trouve comprise,'
puisque l'autre racine réelle est moindre que | , on aurait eu a= f j

Ъ = a -, ce qui aurait donné la substitution x '" |"а-У

ou bien , en mettant y pour 2 y , x = "T_g-y-, et l'on aurait trouvé

la transformée

JK3 H- y* — *y — i = o,

qui n'a pas encore la forme demandée, parce que la racine posi-
tive se trouve trop grande.

Mais } sans recourir à une nouvelle substitution en augmentant
la valeur de a , il suffira de diminuer toutes les racines d'une
même quantité i, en faisant y = z ~\- î, et chercher ensuite par
des essais une valeur de г qui satisfasse aux conditions qu'on de-
mande. On aura ainsi cette transformée

z 3 - f - (3z+ Oz*4-(5i* + 2*— -a) z-|-is + г1 — аг— ï =o;

et il s'agira de prendre г positif, et tel gué 3z'a-f- 2 z% > 2 et
га ^. f» <; a / -j- ï. On voit tout de suite que l ;= ï satisfait; et

3i
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l'on a. la transformée

z* -f- 4z1 Ч- 3z —. i = о;

qui est la même que la transformée en y trouvée d'abord

4. Nous avons vu dans l'article III du Chapitre V (n° 72 ) ,

que si.— et-r sont deux fractions convergentes vers une des

racines de l'équation en x , la transformée en t qni doit servir à
trouver la fraction suivante, résulte directement de la substitution

de 77-^—7, au lieu de x dans l'équation proposée. Faisons t = —-,

on aura

x - +
Cette substitution est , comme l'on .voit , analogue à celle que

nous avons employée ci-dessns , en prenant -7 et -7- pour les deux
limites que nous avons nommées a et b.

Or , comme deux fractions consécutives sont elles-mêmes des
limites alternativement plus grandes et plus petites que la racine
cherchée, et qui se resserrent cont inuel lement , il s'ensuit que les
transformées qui répondent aux fractions plus petites que la racine,
approcheront de plus en plus d'avoir les conditions nécessaires
pour pouvoir être de la forme proposée ; et les transformées in-

termédiaires auront la même propriété , en y substituant i

au lieu de y; car si -^- > ~-, l'expression de x devient par cette

— JL. L.

substitution - — ; — -.
У + 1

La différence entre les deux fractions -7 et 4- étant ~, lors-
f

que cette différence sera devenue moindre que la plus petite dif-
férence entre les racines de l'équation proposée, c'est-à-dire moindre

que la limite y- (Note IV), on sera assuré qu'il ne pourra tomber

entre ces fractions qu'une seule racine j mais , à l'égard des parties
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réelles des racines imaginaires, il ne sera pas facile de s'assurer
à priori qu'elles tombent hors de ces fractions, à moins de former

l 'équation, dont les racines seraient a. lL-£, et de chercher

ensuite une limite plus petite que chacune de ces racines, pour

la comparer avec la même différence -4-?.

Au reste, quoique les fractions consécutives fournissent des li-
mites qui se resserrent de plus en plus autour de la même racine,
il est possible que les transformées n'acquièrent jamais la forme
dont il s'agit, par la raison que les deux limites se resserrant à-
la-fois, la racine positive peut aller en augmentant au lieu de
diminuer. Mais lorsqu'on sera parvenu à des fractions entre les-
quelles il n'y aura qu'une seule racine réelle et aucune des parties
réelles des racines imaginaires, il suffira de diminuer toutes les
racines de la transformée correspondante, d'une même quan t i t é
qu'qu pourra trouver par quelques essais, comme on l'a vu plus
baut.

Lorsqu'une équation est réduite à la forme dont nous parlons,'
c'est-à-dire que tous ses termes ont le même signe, à l'exception
du dernier terme tout connu, on fera passer ce dernier terme dans ;

le second membre, et on pourra en extraire la racine à-piui-près
comme dans les équations à deux termes où il n'y a qu'une seule
puissance de l ' inconnue ; seulement on aura besoin de plus d'essais
et d'épreuves , à raison des différentes puissances de l'inconnue
qu'elle contiendra.

Ainsi, par exemple, si l'on a l'équation du troisième degré

j3 + AT -+- Bj — N = о,

dans laquelle A, B, N, sont supposés des nombres positifs, en
la mettant sous la forme

jK3 + Aj° + B/ = N ,

on voit qu'au lieu d'extraire simplement du nombre N la racine
de la puissance y*, il s'agit d'en extraire celle de la somme des
puissances y3 -f- Af* + B/ ; et si a est la partie de cette racine
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déjà trouvée, et p le reste , on aura

(Sa* + 2 Aa H- B)p + (Sa + A)/?4 -f-;»' — N — a3 — Aa1 — БД j

et par conséquent
.. N — aCa'-t-Afl + B) .

? ^ 3a*+2Ae-f В »

ту _ „3

formule qui répond à celle - ci p •< ^ 3 , sur laquelle est

fondé le procédé de l'extraction de la racine cubique.

Prenons l'équation trouvée plus haut

f + 4js -H Ъу — ï = ° »
la formule sera ici

II est d'abord facile de voir que le premier chiffre de la valeur
de a ne peut être que o, 2 ; faisant donc a = o, 2 , on trouvera

p < £л!2 > o,o5. En prenant p = o,o4, la nouvelle valeur de et
, ï. ., o,o368... ,, о А

sera o; 24, et l'on trouvera ^ < ? — * -- < 0,000, etc.



NOTE XIII.

Sur la résolution des équations algébriques,

JL/A résolution des équations du second degré se trouve dans
Diophante , et peut aussi se déduire de quelques propositions des
data Л'Euclide; mais il paraît que les premiers Algébristes italiens
l'avaient apprise des Arabes. Ils ont résolu ensuite les équations
du troisième et du quatrième degré -, mais toutes les tentatives
qu'on a faites depuis pour pousser plus loin la résolution des équa-
tions, n'ont abouti qu'à faire trouver de nouvelles méthodes pour,
le troisième et le quatrième degré, sans qu'on ait pu entamer les
degrés supérieurs, si ce n'est pour des classes particulières d'équa-
tions, telles que les équations réciproques qui peuvent toujours
s'abaisser à un degré moindre de la moitié, celles dont lcjs racines
sont semblables aux racines des équations du troisième degré et que
Moivre a données le premier, et quelques autres du même genre.

ï. Dans les Mémoires de l'Académie de Berlin (années 1770
et 1771) , j'ai examiné et comparé les principales méthodes connues
pour la résolution des équations algébriques, et j'ai trouvé que ces
méthodes se réduisent toutes en dernière analyse à employer une
équation secondaire qu'on appelle résolvante, dont la racine est
de la forme

x' -f- 0.x" -f- tfx" -f- «3cc1T-f- été.

en désignant par oc', x", x", etc. les racines de l'équation proposée,
et par et. une des racines de l'unité, du même degré que celui de
l'équation.

Je suis ensuite parti de cette forme générale des racines, et
j'ai cherché à priori, le degré de l'équation, résolvante et le*
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diviseurs qu'elle peut avoir, et j 'ai rendu raison pourquoi celie
équat ion, qui est toujours d'un degré plus hau t qtie l 'équation
donnée, est susceptible d'abaissement pour les équa t ions du troi-
sième et du quatrième degré , et peut servir à les résoudre.

J'ai cru qu'un précis de cette théorie ne serait pas déplacé dans
le présent Traité , non-seulement parce qu'il en résulte une mé-
thode uniforme pour la résolution des équations des quatre premiers
degrés, mais encore parce que cette méthode s'applique avec succès
aux équations à deux termes , de quelque degré qu'elles soient.

3. Représentons l'équation proposée par la formule générale

ccm — Axm~ l -f- Вжт~* — Ca:1"-3 -î- etc. = о,

et désignons ses m racines par x, x", x", etc. a;Cm) ; on aura par
les propriétés connues des équations ,

A = x! H- ou" -f- xm -f- efc. + хм

В = x'x" 4- x'x" 4. etc. + x'x'" + etc.
C = x'x.' xa + etc.

Soit/ l'inconnue de l 'équation résolvante; nous Ferons, d'âpres
ce que nous venons de dire ,

t = x' -f- лх" -h **«" -f- *3x'" -f- etc. -f- л

т-'хЮ

Ja qnaní i té o. é tant une des racines 7nomcs de l 'unité , c'est-à-dire,
une des racines de l'équation à deux termes ym — ï = o.

Pour avoir l'équation en t, il faudra éliminer les m inconnues
oc' , oc" , xm, etc. au moyen des équations précédentes qui sont aussi
au nombre de m \ mais ce procédé exigerait de longs calculs , et
aurait de plus l'inconvénient de conduire à une équation finale
d'un degré plus haut qu'elle ne devrait être.

3. On peut parvenir directement et de la manière la plus simple
à l'équation dont il s'agît, en employant la méthode dont nous
avons fait IT n fréquent usage jusqu'ici, laquelle consiste à trouver
d'abord la forme de foutes les racines de l'équation cherchée, et
à composer ensuite celte équation par le moyen de ses racines«.
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II est d'abord clair que dans l'expression de í, on peut échangée

entre elles à volonté les racines x' , x", etc. , puisque rien ne
les distingue jusqu'ici l'une de l'autre. D'où il suit qu'on aura
toutes les différentes valeurs de t, en faisant toutes les permu-
tations possibles entré les racines x', x", se", etc.; et ces valeurs
seront «éeessairemeut les racines de la réduite en t, qu'il s'agit
de construire.

Or on sait par la tliéorie des combinaisons que le nombre des
permutations qui peuvent avoir Heu entre m choses, est exprimé
en général par le produit ï .2.3... .те ; donc l'équation en t aura
en général autant de racines qu'il y a d'unités dans ce nombre,
et sera par conséquent d'un degré exprimé parle nombre ï .2.3.. .HZ;
mais nous allons voir que cette équation est susceptible d'abais-,
sèment par la forme même de ses racines.

Comme cette forme dépend de la quantité a, qu'on suppose être
une racine de l'équation y m —> ï =o, nous commencerons par
quelques remarques sur les propriétés des racines de cette équation ;
et pour cela, nous considérerons séparément les cas où l'exposant m
est un nombre premier, et celui où cet exposant est un nombre
composé.

4. Supposons d'abord que le nombre m soit premier; dans ce
cas, toutes les puissances de a jusqu'à am auront des valeurs dif-
férentes, à moins que l'on n'ait a= ï. Car si deux puissances
a" et a" étaient égales , on aurait ct" = «,v, et de là et"—v =.i ; or au-
cune puissance de a moindre que m ne peut être ?= ï ' tant que et
n'est pas = ï. En effet , puisque ctm.— i = o, si l'on avait en
même temps a* — ï = о , n étant < m, il faudrait que ces deux
équations eussent une racine commune ; et en chercnant par les
règles ordinaires, le plus grand commun diviseur des deux quantités
et"1 — ï et a " — i i , on trouve nécessairement a — ï pour ce di-
viseur , à cause que m est un nombre premier; de sorte que la
racine commune aux deux équations am— ï ;= о et et" —• ï = о
ne peut être que l'unité.

5. Il s'ensuit de là, i°. que les puissances a, a? , et3, etc. am

représentent toutes les racines de l'équation y m — 1 = 0 , en
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prenant pour & une quelconque des racines de cette équation,
autre que l'unité. Car puisque am г= ï , on aura aussi aam = ï ,
лзт__ r^ ef c >. (]e gorfe que les puissances a, a,*, a.3, etc. am seront
aussi des racines de la même équation ; et comme elles sont au
nombre de m , et ont tontes des valeurs différentes, elles don-
neront nécessairement toutes les racines de l'équation ym — ï = o.

6. Il s'ensuit aussi , 2°. que si dans la série des puissances
et, a", a3, etc. et"1"1, on substitue pour a. une quelconque de ces
puissances, comme a", n élant < m \ la nouvelle série a", a"",
a3", etc. en rabaissant toutes les puissances au-dessous de <xm , à
cause de am = ï, contiendra encore les mêmes puissances, mais
dans un ordre différent -, car il est visible que tous les exposans
TZ, zn, 3n, etc. sont difféi-ens, et que leurs restes de la division
par m le sont aussi, parce que m est un nombre premier •, de
Sorte que ces restes étant au nombre de m, et tous différens entre
eux, ne peuvent être que les nombres ï , s, 3, etc. m.

7. Considérons maintenant le cas où m est un nombre composé.
Daus ce cas, si n est un diviseur de m, toutes les racines de
l'équation y" — ï = о seront communes à l'équation j'"' — ï = o,
parce qu'en supposant le nombre г racine de l'équation yn — ï = o,
on aura r*= ï, et par conséquent aussi r"1 = ï ; de sorte que r sera
aussi racine de l'équation ym —• ï •= o. Eu faisant donc * = r, on
aura a"1 == ï -, et si m =^= np } il est visible que dans la série des puis-
sances «, a3, A3, etc. a"1, chacune ae trouvera répétée y» fois;
par conséquent ces puissances ne pourront plus représenter toutes
les racines de l'équation ym — ï = о, parce que cette équatiou
ne peut avoir de racines égales.

8. Soit m-=pq, p et q étant deux nombres premiers, et Soit ß
vue des racines de l'équation yf — ï =o, et y une des racines
de l'équation y4 — ï = o, il est clair que /3 et y seront aussi
racines .de l'équation ym— ï ==o, parce que /5p et y4 étant = ï,
on aura aussi /2P'= ï, yfi=:i ; mais toutes les racines de l'équation
ym — 1=0 ne pourront pas êire représentées par les puissances
Successives de ces racines ß et y.

Qn voit aussi que le produit ßy sera racine de la même é
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tion ym — ï = о•, mais aucune puissance de cefíe racine, dont
l'exposant serait inférieur à m, ne pourra êf re égale à l'unité,
à moins que /3 ou y ne soit = i ; car il faudrait que l'exposant de
cette puissance fût un diviseur de m, et par conséquent égal à
p ou à q ; on aurait donc (/3>)p = ï , ou (ßyj = ï. Dans le
premier cas, on aurait y = ï , à cause de ßp = ï (hyp.)-, et
comme on a déjà y4 — ï =o (hyp.), il en résulterait y — \ = o,
à cause que p et g sont premiers entre eux j dans le second cas,
on aurait ß — ï = о.

g. Ainsi, tant que /3 et y sont differens de l'unité , la racine ßy
de l'équation ym — ï = o, a, lorsque m=pg, la même propriété
que la racine a, lorsque m est un nombre premier, savoir, que toutes
Jes racines de cette équation peuvent être représentées par les puis-
sances successives de ßy.

io. Comme les valeurs de ß sont au nombre de p, et celles
de y au nombre de g, les valeurs de ßy seront au nombre de pg,
c'est-à-dire de m ; et il est facile de prouver que ces valeurs seront
toutes différentes entre elles , parce qu'elles peuvent être repré-
sentées par ß'y', en faisant successivement r = ï, 2, 3 ... yp et
5 = 1 , 3 , 3 . . . ^ , à cause que les nombres p et g sont supposés
premiers. D'où il suit que toutes les racines de l'équation f—1=0,
m étant = pg, peuvent être représentées par les produits ßy des
racines des équations yf — ï = о, j? — ï = o , p et g étant des
nombres premiers.

On prouvera de même que sim=pqr, en supposant p, g, r des
nombres premiers, et que ß, y, «Г soient respectivement des racines
quelconques des trois équations y' — ï =o, y— i=o,y'— ï =0,
îe produit ßy£, en donnant successivement à ß, y, £ toutes
leurs valeurs, pourra représenter toutes les racines de l'équation
ym.— 1=0-, et que celles de ces racines qui seront exprimées par
ßy£ en excluant l'unité des valeurs de /3, y, cT, auront les mêmes
.propriétés que les racines de l'équation ym — 1=0, lorsque m
est un nombre premier.

Et ainsi de suite.

л. Mais si l'on avai t m =p", p étant un nombre premier, en
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prenant ß pour une quelconque des racines de l'équat ion y — ï = a,
il est clair que ß serait aussi racine de l'équation ym — ï =o,

t
et que 1//3 le serait aussi. On prendrait donc, dans ce cas, pour y

P
une quelconque des valeurs de yß , et l'on aurait également ßy
pour l'expression de toutes les racines de jrm — ï =o.

De même, si тгг = /?3, en conservant les valeurs de /3 et y,
f

on ferait de plus cT = \/ ß , et l'on aurait ß-yj" pour l'expression
de toutes les racines de ym — ï =o, en donnant successivement
à ß, -y, «Г toutes leurs valeurs. Et ainsi de suite.

ia. Donc en général, si m = p^y r*. . . , et que ß, y, cf1, etc.
soient respectivement des racines quelconques des équations
yp — 1=0, y4 — 1=0, y — 1=0, etc. p , g, r , etc. étant

des nombres premiers-, si on fait de plus £'= t//3 , ßr = yß', etc.

y' =• \/y,y i r = \/y' , etc. cf' = i/«T, é" — /J'' , etc. on aura
ßß'ß". . . X yy'y" • • • X №$* - • • pour l'expression générale des
racines de l'équation ym — ï = o, en donnant successivement à
ß, ß' , etc. y, y', etc. <T, cf', etc. toutes les valeurs dont ces quan-
tités sont susceptibles chacune en particulier.

On voit par là que pour avoir les racines de l'équation à deux
termes ym — ï = o, lorsque m n'est pas un nombre premier, il
suffit de résoudre des équations semblables des degrés dont les
exposans soient les nombres premiers qui composent le nombre m.

ï3. Enfin nous remarquerons que comme l'équation ym — 1=0
manque de tous les termes intermédiaires, si on nomme ï, a. ,
ß, y etc. ses racines , on aura par les formules générales données
au commencement de la Note VI,

i - J - e t - f - j S + ^ - r - c T - f - etc. = о
j -j- oi^-j- ß"-f- y*-}- cT'-f- etc. = о
ï + a3 -f- /33H- >3+ cT3+ etc. = o,
etc.

~1 etc. = o-r
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ensuite, à cause de o.m = ï , ßm = ï , etc. on aura

— m

ï _j_ a-"-*-1-!- /Sm + 1 + y + 1 -f. etc. = о

! _|_ a"4-»-f- /3"- + » 4, у« + » -f- etc. = o,

et ainsi de suite.

Ces différentes remarques nous seront fort utiles dans la suite.

i4- Ces préliminaires posés, considérons la fonction

t = x + 0.x" -f- «Лг* -f- otAz'v -f- «Azv -f- etc. -f- лт г lxw ,

dans laquelle x' , x" , ос" ' , etc. a;c"° sont les racines de l'équation
proposée du degré m, et a est une racine quelconque de l'équa-
tion jrm — ï = o, de manière que l'on ait «/" = ï.

On voit d'abord que cette expression est une fonction inva-
riable des quantités a.°x' , ax* , a?x" , etc., et qu'ainsi le résultat
des permutations des racines за ' , x" , oc", etc. entre elles , sera le
même que celui des puissances de a entre elles.

i5. Il s'ensuit de là que ai sera le résultat des permutations
simultanées de л/ en x", x' en oc", etc. дгСш) en oc' , à cause de am= ï.
De même aV sera le résultat des permutations simultanées de a/
en x" , x" en xl" , etc. jc^—í en x' , et o;("°. eu x" , à cause de
ctm = ï , ctm4" ' = et , et ainsi de suite.

Donc í étant une des racines de l'équation résolvante en t , aí,
a1/, a3/ j etc. a.m~lt seront aussi des racines de la même équation ;
par conséquent l'équation en í devra être telle qu'elle ne change pas
en y changeant í en ai, en «.'£, en o?t , etc. en лт~Ч; d'où il est
facile de conclure d'abord que cette équation ne pourra contenir
que des puissances de t, dont les exposans soient multiples de m.

Si donc on fait im = ô, on aura une équation en 6 qui ne
sera que du degré i . 2 . 3 . . .m — ï, et dont les racines seront
les différentes valeurs de ô résultantes des permutations des m •— ' ï
meines x" , oc" , etc. p№ entre elles.
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16. L'expression de 6 sera, à cause de am s= ï, a"" s= ï, etc»

de la forme

6 = £• + o% 4- *•£' -f- а3Г 4- etc. + a—'^m-o

dans laquelle les quantités £°, g', {•", etc. seront des fonctions
déterminées de oc y ce", x", etc. lesquelles auront en général la
propriété d'être invariables par les permutations simultanées de
se en oc , x" en x", etc. 3=("° en x', de x' en я;™, x" en as1T, etc.
а;Ст — о en jç ' j a;0>o ел ^"^ et gjpsi de sui fe ; ce qui suit de ce que
6 est également = im = (a/1)1" = (as/)m, etc.

Lorsque les quantités £°, ^', ^*, etc. seront connues, on aura
tout de suite les valeurs de toutes les racines x', ce", x", etc.

m

de la proposée. Car puisque 6=^, on aura i=^/6; et si on;
dénote par ï, a, ß>, y, etc. les racines de l'équation ym — ï = o,
et qu'on dénote aussi par ô°, 6', 6", etc. les valeurs de 9 qui
répondent à la subst i tu t ion successive de ï, л, ß, y, etc. à la place
de a dims l'expression de 9, on aura, à cause de

/ = oc' + eux" -j- л*х" 4- etc. -J- а.т-*хЫ>

les équations suivanles :
m

x' _j. x' + as" + etc. -f- x™ = V^
m

x' + OLX" + a'x'" + etc. 4- a"1—^"0 = \/ÔT

772

x' 4- /Зл;* 4- ]8ал;*; 4- etc, 4- jS"-1»0"0 = V/5*'
771

a:" 4- ^лг" 4- ух* 4- etc. 4- ym-lx™ =. y'ô* r

etc.

Ces équations éfant ajoutées ensemble , donneront d'abord pa-r
les propriéiés des racines ï , a, ß, y, etc. (n° i3),

, _ \A° 4- yV -j- \A" + etc. + V/i>C'"-')

' 771

Ensuite, si on les multiplie respectivement par ï , am~ ', ßm~' 'y
>"',"".'., etc, et qu'on les ajoute de nouveau ensemble, on aura
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par les mêmes propriétés,

m m m
am—ï y/0' _j_ ßm— ï y/fj" _j_ ̂ m—ï у/ь" 4. ef c <

то

On trouverait de la même manière

m m in m
_ 1/F -f a"1-' y/ 6' + 0"*-' y/a" 4-y-a /a5 + etc.

ЛС
m

et ainsi de suite.
m

17. Nous remarquerons sur ces formules que le terme \/о° étant
égal à la somme a/ + x" + &'" -f" etc. des racines, est donné im-

m
médiatement par l'équation; de sorte qu'on a \/Ô" = A (n°2),
équation nécessairement identique, et qui pourrait servir, s'il en
était besoin , à s'assurer de la bonté du calcul.

Il s'ensuit de là aussi que comme ô° = %° -f- g' -f- g" -f- etc. en
faisant oc. = ï , on aura

£> + g' + g» 4. etc. -f- £<«-.> = ô° = Am,

et par conséquent

g- = Am — g' — |ff — Г — etc.

râleur qui étant substituée dans l'expression générale de ô, la
réduira à cette "forme plus simple

e = A » + ( * — ! ) £ ' + ( « • — i ) f ' + ( a ' — ï ) g«, etc.

et l'on aura les valeurs de У, 6'. 6", etc. en mettant a, /3, y, etc.
racines de l 'équation /m-1 -f-/m~a -f-Jm~3 -f- etc. + ï =o, à la
place de a (n° аЗ).

18. La diff icul té se réduit donc à trouver les valeurs des quan-
tités £', £", %", etc. qui entrent dans l'expression de 9, lorsqu'elles
ne sont pas données immédiatement. Dans cette recherche , il
convient de dist inguer le cas où l'exposant m est un nombre pre-
mier de ceux où m est un nombre composé.

Supposons d'abord que m soit un nombre premier; nous avons
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démontré ci-dessus (n° 6), qu'alors en prenant pour a une racine
quelconque de l'équation ym •— ï =o, autre que l 'unité, si dans
la série des puissances л, a% a3, etc. a"""1, on substitue à
la place de л une quelconque de ces mêmes puissances, on
retrouvera toujours la même série de puissances, seulement dans
un ordre différent. Or il est visible que dans la fonction /, le
changement de a en a* répond aux permutations simultanées de
ce" en oc", xm en xj, etc. que le changement de et en o? répondra
aux permutalions simultanées de x" en x", ce" en аЛ1, etc. et ainsi
de suite. Donc les changemeiis successifs de * en a*, a?, etc. a171"1,
répondront à autant de permutations où x" prendra la place de
a/m, x" , etc. x0'0-, ce qui fait m— ï, permutations dont chacune
pourra ensuite être combinée avec toutes les permutations possibles
entre les autres m — 2. racines oc", x", etc. a;c"°.

Il en sera donc de même de la fonction B; et comme dans cette
fonction les changemens de à en a% a3, etc. répondent à des per-
mutations de £' en |", eu £'", etc. correspondantes à celles de x'
en x", en xm, etc. dans la fonction t ; il est facile d'en conclure
que les quantités £', £", %", etc. seront les m —• ï racines d'une
équation en 2 du degré m — ï, dont les coefficiens seront des
fonctions de x', x", x"> etc. qui ne seront susceptibles que d'au-
tant de valeurs différentes qu'il y aura de permutations entre les
m — 2 racines oc", x14, etc. j=Cn° , c'est-à-dire de ï. 2.3. . . (m — 2)
valeurs, et dépendront par conséquent d'équations du degré
1.2.3.. . (m — 2).

19. Ou peut même démontrer que tous ces coefficiens ne dépen-
dront que d'une seule équation de ce même degré ; car si 0:1
représente par

%m- f — M>m-a -\- N£m~3 — etc. = o,

l'équation en Ç , dont %', £% g", etc. sont les racines-, en faisant
dans les fonctions M, N, etc. les i .2 .3 . . . (m — a) permutations
entre les racines x", CE'T, etc. on aura autant de pareilles équations
qui, étant multipliées ensemble, donneront une équation finale
en £'du degré ï .2.3. . . m —- ï , dans laquelle les coefficiens seront
des fondions invariables des racines x'', x", x", et par conséquent
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déterminables par les coefficiens A , В, С, etc. de l'équation
proposée.

L'équation £m-1 — M^m-1 -f- N£m~3 — etc. = о sera donc un
diviseur de celle-ci j faisant la division à Ja manière ordinaire,
et égalant à zéro les m— ï termes du reste, on aura autant d'équa-
tions dont les premières m — 2 donneront les valeurs de N , P, etc.
en fonctions rationnelles de M. Ainsi il suffira de trouver l'équation
en M du degré ï .2.3.. . m — 2.

Si donc cette équation pouvait se résoudre, et il suffirait d'en
connaître une seule racine, on aurait les valeurs des coefficiens
de l'équation en £ , qui est d'un degré moindre d'une uni té que
la proposée , et dont les m — ï racines seraient les valeurs des
quantités £', |", £"", qui entrent dans l'expression de 6.

20. Mais, au Heu de chercher les racines £', £*, %m, etc. il
pourrait être plus simple de chercher directement ô', b"; 6", etc.
Il est clair que ces quantités seront les racines d'une équation en 9
du m — ï degré, qu'on trouvera en éliminant a de l'expression
de 6 , au mojen de l'équation a"1 — ï =o, après en avoir ôtéla ra-
cine ï, c'est-à-dire de l'équation

a»--' _j_ a>--» _j_ am-3 _|_ etCe ^ ! _ Ot

Cette équation en fl sera ainsi débarrassée de la racine a, et
ses coefficiens exprimés par les quantités £°, £', £" , etc. étant
considérés comme fonctions des racines x'', x", x" , etc. ne seront
susceptibles que de ï .2.3... ( m — 2) variations par toutes les
permutations possibles entre ces racines; car comme les change-
mens de place de x", répondent aux substitutions de a", a3, etc»
au lieu de a, et que la quantité a a disparu de l 'équation en Q.
il s'ensuit que dans l'expression de ses coefficiens, on pourra re-
garder a? comme fixe, ainsi que я!-

Sans employer la voie de l'élimination , on pourra parvenir
directement à cette équation en 9 , au moyen de ses racines b',
6*, 6", etc. dont l'expression est connue ; car en représentant cette
équation par

6--' — Tâ m — + Uô"1-3 — etc. = o,
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on aura par les formules connues

T = Ô' + б" -f- ô* + etc.
U = б'б" -f- ÖD" -f- ô"ôw 4- etc.
etc.

ai. On pourra faciliter beaucoup la détermination de ces coef-
ficiens , en les déduisant des sommes des puissances successives
des racines 6', 0", etc. jusqu'à la mtme puissance. En effet, si on
élève successivement le polynôme

£° -{- A? 4- a?% 4- a3£" -í- etc. 4- a—«go--о

aux puissances 2ème, 3*»e, etc. et qu'on dénote par %2,%Ъ , %4> etc-
les lermes de ces puissances, qui ne seront point affectés de la
quantité л , après avoir substitué partout ï pour am, a pour a1""4"1,
et ainsi des autres; que de plusj on fasse pour l'uniformité

6° = £• + g' 4- g" + ^w + etc. + p-°;

ensorte que les quantités б°, б', в", etc. répondent aux racines ï /
a, /3, etc. il est facile de voir qu'on aura par les propriétés de ces
racines exposées plus haut, m^0, тРз, т£Ъ, etc. pour les sommes
des puissances i™e, 2ème, 3ime, etc. des quantités ô° 6', 6*, etc.

Or â° := Am (n° 17)-, donc si on retranche respectivement des
quantités m|°, w^2 , w^3 , etc. les puissances de Am, les restes
тл2° — Am, wf 2 — Aam , m|5 — A3m, etc. sont les sommes des
771— ï racines 6', 6*, 6", etc. de leurs carrés, de leurs cubes,
etc.-, d'où l'on tirera les sommes de leurs produits deux à deux,
trois à trois , etc. par les formules données dans le chapitre I
(n° 8)j ainsi qu'il suit:

Т = т%° — Am

TJ TQl° — A"1) mfe — A*'"
2 2

__ Up^—A") Т(тУа —A"") m:5 — A"'"
V — g • I g

etc.

22. Maintenant si on fait dans les expressions des coefficiens
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T, U, V, etc. eu oc, x", л", etc. toutes les permutat ions pos-
sibles entre ces racines oc', oc", elc. on ne trouvera pour chacun
de ces coefficiens que i . 2 . 3 . . . ( / 7 Z — 2) permutat ions, provenant
uniquement des permutations entre les m — 2 racines x", xa, etc.

Ainsi on aura pour la détermination de Т une équation de ce
même degré, qu'on pourra former par le moyen de ses racines •,
ensuite on trouvera les valeurs des autres coefficiens U, V, etc.
en fonctions rationnelles de T, par la méthode donnée plus haut,
relativement aux coefficiens de l'équation en % (n° 19).

Le problème se trouvera donc réduit à la résolution de l'équa-
tion en Т du degré ï .2. 3. . . (m — 2) , laquelle sera toujours d'un
degré plus haut que la proposée, lorsque m sera au-dessus de 3.
Il est possible que cette équation puisse être abaissée à un degré
moindre, mais c'est de quoi il me paraît très-difficile , sinon im-
possible de juger à priori.

a3. A l'égard des racines a, ß, y, etc. comme elles sont avec
l'unité les racines de l'équation y ™ — 1 = 0 , si on divise cette
équation par y— ï pour en éliminer la racine ï , on aura l'équa-
tion du degré in — ï.

yn-i _|_ yn-a _|_ jm-3 _|_ g^ _J_ j __. Q ̂

dont a, ß f y, etc. seront les ni— ï racines.
Cette équation est d'abord , comme l'on voit, d'un degré moindre

d'une unilé que l'équation proposée ; mais étant d'une forme con-
vertible , elle peut toujours s'abaisser à un degré moindre de la
moitié; de plus, par la belle découverte de M. Gauss, on peut
la résoudre à l'aide d'autant d'équations qu'il y a de facteurs pre-
miers dans m — ï , et qui ne montent qu'aux degrés marqués par
ces facteurs. On peut même la résoudre directement sans passer
par aucune équation intermédiaire, comme on le verra dans la
Note suivante.

24. Nous avons supposé (n° 18) que l'exposant m du degré de
l'équation est un nombre premier; considérons maintenant le cas
où cet exposant est un nombre composé. Dans ce cas, nous avons
vu que les racines .de l'équation y —. ï — о sont de deux espèces ;

3,3
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les unes sont communes à l'équation y-— i =o, n einnf un
diviseur de m , et leurs puissances ne peuvent pas représenter toutes
les racines de l 'équation primitive, parce qu'elles n'ont de valeurs
différentes que jusqu'aux puissances n ; après quoi, les mêmes
valeurs reviennent toujours dans le même ordre ; les antres n'ap-
partiennent qu'à l'équation ym—1=0 , et jouissent des mêmes pro-
priétés que les racines de celte équation , lorsque m est un nombre
premier. Ainsi, il faudrait d'abord borner le raisonnement du
ri° 18 , aux seules racines et , qui sont propres à l 'équation
ym — ï •=. o, et. modifier en conséquence les conclusions que nous
en avons déduites relativement à l'équation en £. De plus , eu
n'employant même que ces racines pour a, on ne pcut pas dire
que la substitution d'une puissance quelconque de a à place de a
dans la série a, a*, a.3, etc. a"1 — 1, redonne toujours les mêmes
termes, parce que si m = np, la substitution de a." pour a, ne
donnera jamais que les puissances a", a2", etc. a"p, a cause de
a,"p = ï. Il résulte de là que les quantités £', £*, £", etc. ne pour-
ront plus être les racines d'une même équation , mais devront
dépendre d'équations différentes qu'il faudrait chercher séparé-
ment, ce qui alongerait le calcul.

Mais en employant les racines communes à l'équation y" — ï = o f

la méthode générale se simplif ie, et la résolution du degré m, se
réduit à celle d ' au tan t d'équations des degrés inférieurs n que l'expo-
sant m a de facteurs premiers-, c'est ce que nous allons développer.

a5. Supposons, donc que l'équation m ait un diviseur n ; nous
avons vu (nc 7) que toutes les racines de l'équation y" — ï = о
sont communes à l'équation ym— ï =o; ainsi dans la fonction

t = x' -f- ctx" -f~ ллхш + etc. -f- лп~1хм,

nous pourrons prendre pour a. une des racines de l'équation-
y"—1 = 0. On aura alors a." = ï , a""~ ' = a, a""4"" = aa, etc-
*»»= r , a1"-1-' = Ä, л*" + * = л*, etc. jusqu'à a"1— ï ; et l'ex-
pression de / se réduira à cette forme plus simple

i = X' + aX" -j- a'X"' -f- etc, -f- «—'X<">,
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•en faisant pour abréger

X' = x' 4- -Xe"4-15 4- a^*-(-1> + etc. -f- „гО-«+о
X" = a:" 4- a.̂ 4-^ + x^"^^ + etc. 4- -x°n-'1+'0

X" = *w 4- д/"+« -f- яС"-*-» -f- etc. + жС»— +»,
etc.

X00 = л;00 4- ÄCa>0 4- ^(3n) 4- etc. 4- ;cw.

Regardant maintenant les quantités X', X", X'", etc. Xe'0 comme
les racines d'une équation du degré л , il est clair qu'on pourra
appliquer à la fonction t les mêmes raisonnemens qu'on a faits dans
les n i5 et 16 , et qu'on parviendra à des conclusions semblables.

Ainsi , en faisant t" = ô, on aura , à cause de a" = ï , une
expression de 6 de la forme

б = |° + a?' 4- aa£ff 4- etc. 4- a— 'p—J }

dans laquelle les quantités £°, £', ^", etc. seront des fonctions
connues de X', X", X", etc. lesquelles auront la propriété d'être
invariables par les échanges simultanées de X' en X", X" en X", etc.
X« en X'.

Connaissant ces quantités , on aura immédiatement les valeurs
des racines X', X", X", etc. par des formules semblables à celles
du n° 16.

Ainsi, en prenant ï , a, ß, etc. pour les racines de l'équation
y — ï =0-, et supposant que 0e, 6', 6", etc. soient les valeurs
de б qui répondent à a:= ï, a, ß, y, etc. on aura

__ V/F+ \/~4 y/~+etc..
-

n n

V /fl r+ <3— ' V/^+ etc.
n

" — " _
уА' 4 i3"~2 \/ô" + etc.

,

etc.
n

où l'on remarquera que le terme \/Q° est toujours égal à la somme
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des racines qui est ici

X' -f X" + X" + etc. = x' 4- »' 4- xa 4. etc. =: A.

On n'aura encore par là que les racines X', X", X", etc. -, pour
avoir les racines primitives x', x , ce", etc. il n'y aura qu'à re-
garder séparément celles qui composent chacune des quant i tés X',
X", X'", etc. comme les racines d'une équation du degré égal au
nombre de ces racines, et y appliquer la même méthode.

26. Lorsque n est un nombre premier, ce qu'on peut toujours
supposer en prenant pour /z un des facteurs premiers du nombre m,
les quantités £', t,", %", etc. seront, comme dans le n° 18, les
racines d'une équation du degré n— ï, dont les coefficiens dé-
pendront d'une équation du degré 1 .2 .5 . . . n — 2. Cette dernière
équation aura pour coeiliciens des fonctions rationnelles de ceux de
l'équation en X dont X', X", Xw, etc. sont les racines. Or ceux-ci
ne sont pas connus', il n'y a que ceux de l 'équation donnée dont
x', x", x", etc. sont les racines, qui le soient; il s'agit donc de
voir comment ceux-là pourront dépendre de ceux-ci.

Il est clair qu'en substi tuant pour X', X", X*, etc. l'îurs valeurs
en oc', x", x", etc. les coefficieus dont, il s'agit deviendront des
fonctions connues des racines x', x", x"'} etc.; et pour trouver les
équations d'où ces fonctions dépendront, la difficulté se réduira
à chercher de combien de valeurs différentes ces fonctions seront
susceptibles par toutes les permutations possibles entre les racines
x'f x", x", etc. xm. '

27. Le nombre total des permutations entre ces m racines, est
en général i .2.3. . . rn\ mais s'il y a des permutations qui ne
produisent aucun changement dans les fonctions dont il s'agit , il
faudra diviser par le nombre de ces permutations le nombre toi al
des permutations , parce que chaque permutation se combinant
avec toutes les autres, ne s'ajoute pas aux autres , mais ies mul-
tiplie. - • • • : .

Or les racines x', д:с'|'ьО, etc. а;0я—»-+-О qui en (rent dans l'expres-
sion de X', et qui sont au nombre de p , à cause de m== np,
sont susceptibles de i . 2 .3 . . . yo permutations ; mais comme elles
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entrent dans X' sous une forme invariable, leurs permutations ne
produisent aucun changement dans la valeur de X'; par conséquent
on aura d'abord le diviseur ï .2.3. .. p.

L'expression de X" étant dans le même cas , donnera de nouveau
le diviseur ï. 2.5.. .p ; de sorte qu'on aura le diviseur (ï. 2.3. . .;;)",
à raison des deux fonctions X' et X"; par la même raison , les
trois fonctions X', X", X'" donneront le diviseur ( ï .2.3... p*)3, et
les n fonctions X', X", X", etc. XCï° donneront par conséquent le
diviseur ( 1 .2.3. . . yy)"

Enfin les n quantités X', X", Xw, etc. sont susceptibles en elles-
mêmes de 1.2.3.. . л permutations; et comme les coefficiens de
l'équation en X sont des fonctions invariables de ces quantités, il
en résultera encore le nouveau diviseur i . a .5 . . . n.

D'où l'on peut conclure que les coefficiens cie cetle équation , re-
gardés comme des fonctions des m racines x', x", xm etc., ne seront

susceptibles que de =— • • • • • • • valeurs différentes.r ^ i .a .3. . . . л X (t .2 .3 . . .p)" '
et ne dépendront par conséquent que d'une équation de ce degré.

Ainsi les coefficiens de l'équation du degré i . a .S . . . n - — a ,
qui sont des fonctions rationnelles de ceux de l'équation en X ,
dépendront d'une équation de ce degré.

Donc, en donnant à ces coefficiens toutes les valeurs qui ré-
pondent aux racines de cette dernière équation , et multipliant
ensemble toutes les équations résultantes, ou aura enfin une équa-

i т л ï .a.3. . . . m „
tion du degré t 2 nx ( l t a .5 . ..p). X ï -a .3 . . . л — a , savoir

1 "' - j ce sera l'équation d'où dépendront les coef-
(71 1 ) П (1.2.3. . .

fielen s de l'équation en 0 du degré n — ï, dont les racines seront
les valeurs de £', £'', %", etc. Ainsi on peut dire que c'est à une
équation de ce degré que la résolution de l'équation proposée
se réduira en dernière analyse.

28. Pour achever la résolution de l'équation proposée en x t

il faudra encore tirer les valeurs de ses racines oc', x", x", elc. #("0
de celles des racines X', X', X", etc. (n 'a5) . Pour cela ,
on regardera les p racines oc', a:0"4"0, etc. qui composent la
valeur de X', comme étant les racines d'une équation du pime

35 *
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degré, et qui sera de celte forme

a? — X'^-1 -f- Xx?-* — px?-.3 -f- fxf-4 — efc. = o,

dans laquelle les coefficiens Л, /A, v, etc. seront inconnus; mais
comme cette équation est censée renfermer p des m racines de
l'équation proposée

xm — Ace1"-1 -f- Вж1"-» — Czm-3 -f- etc. = о,

où m = np, elle devra être un diviseur de celle-ci ; par consé-
quent il n'y aura qu'à faire la division ordinaire , en supposant
nuls les termes affectés de x?~l, ccp~*, etc. dans le reste. On aura ,
par ce moyen , p équations en X', Л , /л, etc. dont les p — ï
premières donneront les valeurs de X, /*, etc. en X', par des
éqiiations linéaires. Ainsi X' étant connu , on aura aussi Л, JA, etc.
et il ne s'agira plus que de résoudre cette équation du degré p.
De même, en substituant la valeur de X" à la place de celle de X',
on aura l'équation qui donnera les racines <x", агс"+а:), з£*п+л), etc.
et ainsi de suite.

29. On voit par là que cette dernière méthode revient à dé-
composer l'équation du degré m^=.np en n équations du degré p\
mais si pour cette décomposition on suivait la méthode ordinaire,
il faudrait résoudre une équation du degré

m ( m — ï) (m — a) ( m — p -f" Q

1.2.3 p '

comme nous l'avons vu dans la Note X; au lieu que celle-ci ne
demande que la résolution du degré

ï . a . 3 . . . . m
(n— i) n (1.2.5 pY '

qui est toujours moindre que le précédent.

Soit m = 4 г n = 2 , p = a, ces degrés seront
4-3 с 1.3.3.4 „
13 — 6> et TT^y = 5>

Soit m;=6, n = 2, yp=3, on aura

6.6.4 1.2.5.4.5.6
ГаТЗ — ' a(i.a.í)7" ~" '
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et si on fait n = 5, p = 2, on aura

6.5 f I .2.3.4.5-. 6 ,.
— = i5 . —g . ' vi = io ,
1.2 2.3(1.3)- ' '

et ainsi du reste.

3o. Appliquons la tbéorie précédente aux équations du second,»
du troisième et du quatrième degré.

Soit d'abord l'équalion du second degré

x1 — Ад; + В = о,

dont les racines soient x' et oc".
On a ici m = 2, qu'on peut regarder comme un nombre pre-

mier-, prenant pour «. une racine de l'équation y*—. ï =o , on
fera

í = x' -j- ot-x',
d'où l'on déduit

ô = í» = ос" + x"* -f- аеиЛгЛ,

à cause de л" = i ; donc £' = зх'х" fonction invariable des ra-
cines oc' et ce".

En effet, on a Ъ = х'х" , et par conséquent £' = aB. Or l'équa-
tion r" — ï = о donne y = ï , — ï ; donc a = — ï , et (n° 17}
Ô' = A» — 2?' ^= A* — 4B. Ainsi les expressions des deux racines.
seront (n°« 16, 17)

'— 4B)

„ _ A- y/(A'-4B)
л — a •

comme on le sait depuis long-temps.

3i. Soit maintenant l'équation générale du troisièuie degré-

Xs — A-z" + Ъх — С = о,

dont les racines soient x , x", oc\

On a ici m = 3 nombre premier) la fonction í sera donc,,
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en prenant pour a Une racine de jy3 — i = о ,

i = x' -J- 0.x" 4- ct*xm,

et la fonction 6 = t3 será, à cause de a3 = i ,

fl = £• + < + *•£*,
où l'on aura

0° = л;'3 + x"3 -f о/"3 + Ьх'хх".

% = 5(х"х* + х"х" H- ж-ж')
f = 3( '̂̂ w -f- aí"'*' + я""л").

Les,quantités £', £* seront donc les racines d'une équation du
second degré, dont les coefficiens dépendront d'une équation du
degré 1.2... m — 2 , c'est-à-dire du premier degré , et qui seront
par conséquent des fonctions rationnelles de ceux de l'équation
proposée. En effet, on voit que par toutes les permutations possibles
entre les (rois racines x'', x", x", les deux fonctions £', Ç" restent
les mêmes, ou se changent l'une dans l'autre ; de sorte qu'en les
supposant racines de l'équation

£• — Mg + N = о,

ou aura M = £' + £", N = £'£" fonctions invariables de oc', ce", x",
et par conséquent déterminables par les coefficiens A, В, С de
la proposée.

En eflet, on trouve facilement par les formules de la Note X

(n'4)
M = Ë' + %' = 5AB — gC
N i= £'£" ~ дБ3 + 9 ( A3 — GAB ) С + 81 Ca.

Ainsi l'on n'aura à résoudre que l'équation du second degré

£• — (ЗАВ — дС) 0 H- 9B3 + д(А3 — 6AB) С + 8iCa = о,

dont on prendra les deux racines pour les valeurs de £' et ^".
Faisant ensuite (n° 17)

fl' = A3 + C* — O£' + Caa ~ ОГ
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et substituant dans les formules du n* 16, 3 au lieu de m et A

3

au lieu de \/6° (n° 17), ou aura

y'ê*
з
з _

x =

~ --X ï —

3
з _ з

A + a l/y + /S l/

ou bien

_
X =

3 _ 3
V -ï- a /

л =

à cause de ß = a', et par conséquent /3a = et.

Et les deux quantités a , /3 seront ( n° 23 ) les racines de
l'équation y* -\-y-\~ 1 = 0, laquelle donne

3 2

32. Mais on peut avoir des expressions plus simples par le moyen
de l'équation en ô qui sera ainsi du second degré.

En représentant cette équation par

6* — T9 + U = о ,

on trouvera les valeurs de T et U par les formules données plus
haut (n° 21).

On aura ainsi

T = 3g° — AJ

T(32° — A3) 5?2 — A«
U =: - — - ,

a 2 '

où £a est le premier terme [dégagé de л dans le développement
de (0e + a?' + as£")3-, et l'on trouve , à cause de a3 = ï ,

Or on a (n° 17) £° = A3 —
£" = N, on aura

— g" = As — M -, donc puisque

T, __ T« 5(A3 — M)* + 6N — A6

u — '
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et substituant les valeurs de M et N trouvées ci-dessus, on aura

T = aA3 — gAB H- 27C
U = A6 — эАШ + 27A'B* — 27B = (A1 — 5B)S.

L'équation en 9 sera donc

fl« — (2A3 — 9AB + 27C) 6 + ( A' — SB)3 = o,

dont les deux racines étant prises pour 6' et 6*, et substituées dans
les expressions précédentes de x' ', oc" , x" , etc. on aura la résolu-
tion la plus simple de l'équation du troisième degré.

33. Venons à l'équation du quatrième degré représentée par
la formule

— . О H- D = о.

Comme on a ici 4 = 2.2, il est plus simple de suivre la mé-
thode du n° 25; en faisant n = 2 , on prendra pour a une racine
de l'équation y* — 1=0 , ejisorte que a" = ï. On fera ainsi

De là ) on aura

Л 5-0 _i „£' „f. go Va _ ï ~V"i i*f «V'Y»о = ç -f- Aç et ç = Л -f- A f ç :rr 2 Л Л .

Ainsi l'équation en 0 dont £' est racine, ne sera que du degré
n — ï , c'est-à-dire du premier degré, et ses coefficiens ne dé-

pendront que d'une équation du degré ••• ' '" ' = 3 (n° 27)-, de-
2 (J2)

sorte que l'on aura en {•' une équation du troisième degré, telle
que

Les racines de cette équation seront les valeurs de

£' = aX'X' = a (a/ + x") (*f + ж")

qui proviendront des permutations entre les trois racines ; et il
est facile de voir en effet que ces valeurs ne seront que les trois
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suivantes :

a(íc' 4- з?) (x' 4- x")

2(0/ 4- x"] (xa 4- x")

л (x1 + as") (X H- o;"').

D'après ces racines > on pourra former les coefficîens M, N, qui
se trouveront exprimés par des fonctions invariables de x' } x",
а? , x" f et seront déterminables en A, B, G, D.

34. Pour faciliter cette recherche, nous remarquerons que l'on a
par l'équation proposée

В = dfx" 4- x'x" 4- x'x" 4- x"x" 4- аЛв1т 4- да"«1.».
= (ж' 4- ж") (x" 4- «1Т) -f- as'.»* 4- я'я'г

= (а/ + ж") (ж" H- ^1V) 4- x' x" 4- аГгс1»
— (Ж' 4- ос"} (х" 4- ^w ) + '̂̂ 1Т -f- ж^">

d'où il suit que si on fait £' = 2B — au, l'équation en g' se trans-
formera en une équation en к dopt les racines seront

x'x." 4- »VT, oc' x" 4- ccVT, a?VT 4- гс'аЛ

Soit
zi3 — Ей1 4- S« — Т = о

cette équation en к , on aura

К = я/ ж" 4- ат'ж" 4- л/а;' 4- &"&'* 4" ^'^ir 4" х'х" == В ,

et l'on trouvera de la même manière , en employant les formules
donoées dans la Note X , les valeurs suivantes :

S P= AC — - 4D , Т s= (A1 — 4B) D 4- О.

Désignons par и' une quelconque des racines de l'équation en и ;

ws _ Вы' 4- ( AC — 4D ) и — ( A» — . 4B) D — О = о ,

on aura I-' = aB — аи' j et de là , en faisant a =s -— i e t ra^s ,

on aura 6' = A« — af = A* — 4B 4. fyí ±

.ctenEa « i±J^ y = ^,



268, N O T E X I I Г.
55. Maintenant, comme X' = oc' -f- ос" , on peut regarder se' et à"

comme les deux racines de l'équation du second degré (n° 28),

x" — Х'аг -f- Л = p ;

et pour avoir Л, il n'y aura qu'à diviser l'équation proposée du
quatrième degré par celle-ci , le premier terme du reste égalé à
zéro , donnera

. X'3 — AX'a + BX' — С
Л =* -- 2X' - A • - >

ainsi , en résolvant l'équation du second degré , on aura

_ У +

et comme X" = x" -f- x", on aura les racines x", x'r, en chan-
geant dans ces expressions X' en X*> ce qui ne demande que de
changer le signe du radical Va'.

Celte solution revient à celle de Descaries, dans laquelle on
résout l 'équation du quatrièmç degré en deux du deuxième, mojen-
nant une du troisième.

36. On peut simplifier ces formules en substituant d'abord

- ~~. ,— — à la place de u, ce qui donnera cette équation en 6,

03 ̂  (ЗА1 — SB) 6* -f- (ЗА4 — i6A2B + i6Ba -f, i6AC — 64D) 9
— (A 3— 4AB + 8C)a = o,

dont 6' sera nne quelconque des racines à volonté; mais en em-
ployant les trois racines, on peut avoir tout d'un coup les quatre
racines x', oc", x", x".

Car en faisant a = — -ï , on а

t = ce' + x" — x' —, ÍCIT;

et par conséquent

ô == t* ~== (xf -^ ж" — x'— x"}*.

Cette expression de ô n'est en effet susceptible que de ces trois
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valeurs différentes

x"-

qui seront par conséquent les trois racines de l'équation en ô.
Nommons 9', 6% 6W les trois racines de cette équation ; on aura

donc ces trois équations

a . a — л __ да»

о/ + ж* — ж" — л" = \/¥
yf 4- л1Т — а? — гс* ;=

qui, étant jointes à l'équation

Xr + x" -h л* -f- oc" = A /

laquelle répond à f t = i , serviront à déterminer chacune des
quatre racines oc, x", x'"> л;1Т, et l'on trouvera

A+ v/r+ {/¥+ v/67'

tí! — v/t,"

t/ô"

Зу. Cetíe solution, la plus simple de toutes, est due à Euler i
mais elle présente une espèce d'ambiguïté , à cause des radicaux
carrés qui peuvent être pris chacun en plus et en moins, lin effet
on voit qu'en changeant le signe d'un quelconque de ces radicaux,
ou les signes des trois radicaux à-la-fois, on a un autre système
de racines, représenté par les formules

, _ A— y/F— y/ F — y/r

, __ A+ y/a7— i/i?"+ v/jr~~

a;, _ A — y/y + y/a" + y/a*_ - _ -

_ A+ W+ У / У — У/Г-- _ --- ,
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Au contraire , en ne changeant à-la-fois que les signes des deux
radicaux, on a toujours le même système de racines. Ainsi, pour
savoir lequel des deux systèmes il faut employer, il n'y a qu'à
déterminer le signe que doit avoir le produit VÖ' X N/ô* X N/Ô"«

Or l'équation en ô donne

6' X 6" X fl" = (A3 — 4AB + SC)°;

donc extrayant la racine carrée

V/Ö7 X VF X VF = =fc (A3 — 4AB + 8C) ,

et remettant pour y'6', \ '6"> У б'" leurs valeurs en x', ce', etc.

(a/ + x" — со" — os») (а/ 4-0;"— x" — • Oî1Y) (x' + x" — x" — x'")

Pour déterminer le signe ambigu , il n'y a qu'à considérer un
cas particulier, par exemple celui où les trois racines x", x'", x"
sont nulles. Dans ce cas, on aura A = a/, B = o,C = o, 0 = 0,
et l'équation précédente deviendra o/3 = s±=A3, par où l'on voit
qu'il faut prendre le signe supérieur pour la rendre identique.
Ainsi on aura nécessairement

a7 x \/¥ x \/¥' = As — 4AB + se.

D'où l'on doit conclure que lorsque la quantité

A3 — 4AB + 8Ç ,

aura une valeur positive , il faudra employer le premier système
des racines; et que lorsque cette quantité aura une valeur négative,
д! faudra employer le second système , en donnant toujours aux
radicaux \/Vt \/¥, VÖ^une valeur positive. -h~

38. Passé le quatrième degré , la méthode , quoiqu'applicable
en général > ne conduit plus qu'à des équations résolvantes de
degrés supérieurs à celui de la proposée.

Pour le cinquième degré , soit la formule générale

— E ;= *

U
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dont les racines soient x , x", od", x", x".

On aura ici m = 5 nombre premier, et-l'on Fera

t = a! -f- *x' + a««" + a3^1Y + a4*T,

tm a est une des racines de l'équation уъ — ï = о , autre que
l'unité.

On fera ensuite B = t5, et l'on parviendra à une équation en ô
du degré 1.2.3.4, mais qui sera decomposable en 2.3 équations
chacune du quatrième degré ; de manière qu'eu représentant cha-
cune de ces équations par la formule

6* _ то3 + Uô1 — Xfl + Y = о ,

les coefficiens Т , U, etc. ne seront susceptibles chacun que de
six valeurs différentes, par toutes les permutations possibles entre
les cinq racines x', oc', x'", x", x*, dont ces coefficiens sont fonc-
tions; et ces six valeurs ne dépendront par conséquent que d'une
équation du sixième degré -, de sorte qu'en dernière analyse, la
résolution de l'équation du cinquième degré serait réduite à celle
d'une équation du sixième. Il est donc inutile d'entreprendre ce
calcul dont on peut, au reste voir le commencement dans les
Mémoires de l'Académie de Berlin (année 1771 , p. i3o et suiv.}.

3q, Nous n'avons considéré jusqu'ici que des fonctions résol-
vantes de la forme х'-]-1*,х*-+-ллои"'-\- etc. ; mais les principes que
nous avons employés pour trouver directement l'équation dont ces
fonctions seraient les racines, peuvent s'appliquer à toute autre
fonction des racines ce', ce", x°', etc. de l'équation proposée. Il
ne s'aeit que de chercher toutes les différentes formes dont la
fonction proposée est susceptible par toutes les permutations des
racines x', л", x", etc. entre elles, et former une équation qui
ait toutes ces différentes formes pour racines. Les coefficiens de
cette équation étant des fonctions invariables de ses racines, seront
a'ussi de? toi-cl ions invariables des racines de la proposée, et pour-
ront par conséquent se déterminer par des fonctions rationnelles
des coefficient de celles-ci, qu'on trouvera toujours par les formules
données dans la Note X,
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On pourrait croire que chaque fonction différente des racines

d'une même équation, dépendrait aussi d'une équation différente;
cela a lieu en effet pour toutes les fonctions qui ne sont pas sem-
blables , mais pour celles que j'appelle semblables, et dont la
propriété consiste eu ce que, par les mêmes permutations, elles
Varient ensemble, ou demeurent les mêmes, on peut les faire dé-
pendre toutes d'une même équation, parce qu'on peut toujours les
exprimer par des fonctions rationnelles d'une quelconque d'entre
elles.

J'ai donné'dans les Mémoires de Berlin, de l'année 1771 (p. аоэ
et suiv. ), une méthode générale pour la détermination dés fonc-
tions semblables des racines d'une équation quelconque donnée ;
je ne la rapporterai point ici, pour ne pas trop alonger cette Note.

40. Mais je ne saurais la terminer, sans dire un mot du beau
travail que feu V and er mon d e a donné dans les Mémoires de
l'Académie des Sciences de Paris (année 1771), sur la résolution
générale des équations. Son Ouvrage et le mien ont été composés
et lus à peu près en même temps, l'un à l'Académie des Sciences
de Paris, et l'autre à celle de Berlin. Vandermoride, en partant
d'un principe général, est arrivé à des résultats semblables à ceux
auxquels m'avait conduit l'examen des différentes méthodes connues
jusqu'alors. Comme ce rapprochement est intéressant pour l'analyse,
011 sera bien aise de les trouver ici.

I„e principe dont il s'agit est que l'expression analytique des
racines d'une équation doit être une fonction de ces racines, telle
qu'elle puisse égaler indifféremment chacune des racines, et qui
ne soit qu'une fonction de leur somme , de la somme de leurs
produits deux à deux, de celle de leurs produits trois à trois, et
ainsi de Suite, afin que cette fonction puisse en même temps se
déterminer par les seuls coefficiens de l'équation donnée.

41. En examinant, conformément à ce principe, la résolulion
connue de l'équation du second degré, Vandermonde observe que
}&. fonction qui donne cette résolution est de la forme
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a et Ъ étant les deux racines de l'équation. En effet , à cause de
l'ambiguïté du radical carré, cette expression devient indifférem-
ment a, ou Ъ, et en même temps les deux quantités a 4- Ъ et
(a —• b Y sont exprimables par les coefficiens de l'équation
гса — Аж -f- В = о -, car on a

• j i ' ï ,• Ar t l /YA* — 4Б)ce qui donne la résolution connue — -—^.
^ 2

L'auteur applique ensuite Je même principe aux équations du
troisième degré, et il trouve que la fonction qui donne leur
résolution, peut se réduire à la forme

4. y/ (g 4. r"b -f ,-'с

où a y b, c sont les trois racines de l'équation , et /-', r' les valeurs
qui satisfont avec l'unité , à l'équation r3 — ï =o. En effet , cette
expression devient d'abord égale à a, à cause de ï-}-r-{-r" = o j
ensuite, comme chaque radical cube peut être multiplié par r'
ou r", la même expression deviendra b, ou c, en multipliant
les deux radicaux par r' et r", ou par r" et r', à cause de г"=)/л

(n°5). De là Vandermonde conclut que pour un nombre quelcon-
que m de racines, la fonction qui deviendra indifféremment a,
ou Ъ f ou ct etc. sera de la forme

— ( a 4- b + с ~r-etc.)-f-{/O + r'Z» + r"c 4-etc.)"

r, r", jß, etc. étant avec l'unité les racines de l'équation ?'m— ï =o.
Si on compare cette expression à celle de la racine x' du n° 16,

on verra facilement leur accord, en considérant que 9 est en gé-
néral = (a/ + ax" + a.**'" -f- etc.)"1 ( n° i5 ), et que 6', fl", etc.
sont les valeurs de 6 qui répondent aux racines a, ß, 7/, etc. de
l'équationym— ï =o, lesquelles sont désignées par т*, r", r", etc.
dans l'Analjse de Vandermonde, et que lorsque m est un nombre
premier, toutes les racines sont représentées également par ï, A,
ot% л3, etc, par ï , ß, ß*, ß3, etc. (n° 5).

35
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Pour déterminer les valeurs de (a -\-rb -f- r' c -f- etc.)1" en Fonc-

tions des coefficiens de l'équation donnée, en quoi consiste toute
Ja difficulté du problème , l'Auteur emploie un algorithme ingé-
nieux , fondé sur une notation particulière; il ne cherche pas à
priori , comme nous l'avons, fait, le degré de l'équation d'où celte
détermination doit dépendre; mais il donne pour les équations du
troisième et du quatrième degré, leur résolution complète; et pour
celles du cinquième et du sixième degré, des formules générales
qu'il appelle types , et qui font voir que la résolution de l'équa-
tion du cinquième degré, dépend en dernière analjse d'une équation
du sixième , et que la résolution de celle-ci dépend de celle d'une
équation du quinzième ou du dixième degré, comme nous l'avons
trouvé.

42. Vandermonde a aussi remarqué les simplifications dont la •
formule générale des racines est susceptible dans les degrés dont
l'exposant est un nombre composé ; par exemple , il trouve que
pour les équations du quatrième degré, les racines a, b, c, d
peuvent être représentées par la fonction

H- Ъ — c — d Y

C« 4- с — b — </)' + v/(tf Ч- d — Ъ — с)') ,

en prenant les radicaux carrés en plus et en moins, et il en déduit
la résolution donnée plus haut (n° 56),

Comme la méthode de Vandermonde découle d'un principe
fondé sur la nature des équations , et qu'à cet égard elle est plus
directe que celle que nous avons exposée dans cette Note , on.
peut regarder les résultats communs de ces méthodes sur la ré-
solution générale des équations qui passent le quatrième degré ,
comme des conséquences nécessaires de la théorie générale des
équations.
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Ou Von donne la résolution générale des équations à
deux termes,

r. Se UOIQUE les équations à deux termes telles que яУ — A = о ;

ou, plus simplement за — i =o (puisque cette forme-là peut se
/*

réduire à celle-ci, en y mettant x \fK pour ce), soient toujours
résolubles par les tables des sinus d'une manière aussi approchée
qu'on puisse le désirer , eu employant la formule connue

x = cos - Збо" + sin - 36o° x \/ — i ,

et faisant successivement v = ï , 2 , 3 , etc. /w. , leur résolutioa
algébrique n'en est pas moins intéressante pour l'analyse -, et les
Géomètres s'en sont beaucoup occupés. Ils ont d'abord réduit la
difficulté à résoudre les équations dont le degré a pour exposant
un nombre premier , comme nous l'avons vu au commencement
de la Note précédente. Ils ont trouvé de plus que comme l'équation.

д/*— •< ï = о a nécessairement ï pour l'une de ses racines, en la
divisant par x — ï , OB a pour les autres l'équation du degré
/A — ï »

a^-1+£C'*-a4. a/*-3 + etc. + 1=0,

laquelle étant du genre des équations qu'on appelle réciproques,

parce qu'elles demeurent les mêmes, en y changeant x en - , est

.decomposable en ?-~~-- équations du second degré , telles que

55 *
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=0, dans lesquelles y dépend d'une équation du

degré - — - de la forme

où p = 'Á~ l , comme nous l'avons vu daus la Note X (n° i4).

De cette manière on avait pu résoudre l'équation x7 — i = o ,
parce qu'elle se réduit à une équation du troisième degré ; mais
on était arrêté à l'équation л?11 — ï =o, qui ne se réduit par ce
moyen qu'à une du cinquième.

2. On en était là lorsque M. Gauss donna, en i8oi,dans son excel-
lent Ouvrage intitulé Disquisitiones arithmeticœ (*), une méthode
aussi originale qu'ingénieuse pour réduire la résolution de l'équa-

tion a/* — ï — o, lorsque /A est un nombre premier, à la résolution
d'autant d'équations particulières que le nombre /A — ï contient
de facteurs premiers , et dont les degrés soient exprimés par ces
mêmes facteurs. Ainsi l'équation я:13.— ï =o ne demande que la
résolution de deux équations du second , et d'une du troisième ,
parce que i3 — 1=2. 2.3. L'équation x11 — ï =o ne demande que
la résolution clé quatre équations du second degré, et ainsi de suite.

Mais en appliquant les principes de la théorie de M. Gauss
à la méthode exposée dans la Note précédente, j'ai reconnu qu'on
pouvait obtenir directement la résolution complète de toute équa-
tion à deux termes dont le degré est exprimé par un nombre pre-
mier, sans passer par aucune équation intermédiaire, ni avoir à
craindre l'inconvénient qui naît de l 'ambiguïté des racines. C'est
ce que je vais développer dans cette Note.

3. Soit l'équation à résoudre x? — ï = о, ^ étant un nombre
premier ; si on en sépare la racine := ï , elle s'abaisse à celle-ci
du degré /A — ï ,

я**-1

 + 3?-* 4. a/*"3 + etc. + 1=0.

(*) Cet Ouvrage vient d'être traduit en français, sous le titre de Recherches
arithmétiques, chez Courtier-
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Soit r un racine quelconque de cette équation, on pourra repré-
senter ses /A — ï racines par les termes de la série géométrique

r, rs, r3, r4, etc. rtA~"1,

comme nous l'avons démontré dans la Note précédente (n° 5).
M. Gauss a eu l'idée ingénieuse et heureuse de subtituer à la

progression arithmétique des exposans de r, une progression géo-
métrique, en vertu du fameux théorème de Fermât, sur les nombres
premiers.

Par ce théorème démontré d'abord par Euler , et ensuite par
tous ceux qui se sont occupés de la théorie des nombres , on sait
que si /л. est un nombre premier, et a. un nombre moindre que /4,

le nombre a •— ï sera nécessairement divisible par fjt,, desorfe

que le reste de la division de a!J'~~l par /л, sera l 'nniié.

Euler a démontré de pins que si en divisant tous les termes

de la progression a, a*, a3, etc. a!* par /л, il se trouve d'au-
tres puissances de a qui donnent aussi l'unité pour reste, les
exposans de ces puissances, seront nécessairement des diviseurs de
/u, — ï. Uesorte que pour savoir si parmi les puissances de a

moindres que í/'"1, il y en a aussi qui é tant divisés par ^,
donnen t le resle ï , il suffira d'essajer celles dont l'exposant sera
un diviseur de /л— ï.

4- On nomme racines primitives les nombres a dont aucune

puissance moindre que a ! ne donne le reste ï par la division
par fj. ; et ces racines ont la propriété que tous les termes de Ja

progression a, a*, a?, etc. a' étant divisés par ft, donnent
des restes d i f ferens , et donnent par conséquent tous les nombres
moindres que /A pour restes, puisque ces restes sont au nombre
de jj.— ï. Car si deux puissances a", a? donnaient le même resle,
n et p étant < p, et p < ?i, leur différence a" — a? = a?(a"-?— ï )
serait nécessairement divisible par JM, mais a n'étant pas divisible,
et /A étant premier, il faudrait que an~ f. — ï le fût} donc il y
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aurait une puissance a"~p moindre que a qui donnerait l 'unité
pour reste j par conséquent a ne serait pas racine primitive , contre
l'hypothèse.

On n'a pas, jusqu'à présent, de méthode directe pour trouver
les racines primitives pour chaque nombre premier*, mais on peut
toujours les trouver facilement par le tâtonnement. Euler en a
donné dans les Commentaires de Pétersbourg (Tom. XVIII),
une table pour tous les nombres premiers jusqu'à 3/, que nous
placerons ici.

a
3

5

7
ii
jS
J7
*9
зЗ
2
9
5!

37

2,

2 ,

3,

2,

2 ,

3,

2 ,

5,
2,

3,

2,

3

5

6,

6,

5,

3,

7»
3,

ч>

5,

7, 8

1>
 J1

6, 1, n,
IQ, i3, 14,
io, ii, i3,

8, io , ii y

12, l3, 17,

i3, i5, 17,

12

i5
17, 20 , 21

18, 19, ai, 26, 37

(, 30, 32, 24, 35

où l'on remarque que le nombre de ces racines primitives , pouc
un nombre premier /A donné , est toujours égal à celui des nombres
moindres que jj,, et premiers à (л,— ï. On peut voir sur ce sujet
la section troisième des Dîsquisitiones aritlnneiicœ.

Au reste, pour notre objet, il suffira de connaître une seule
des racines primitives pour un nombre premier donné, et il sera
toujours plus avantageux pour le calcul d'en connaître la plus
petite.

5. Soit donc a une racine primitive pour le nombre premier^,
de manière que les /A — ï termes de la progression géométrique

a, a", a3, etc. a^"""1 étant divisés par /A, donnent pour restes tous
IGS nombres moindres que p, dont l'unité sera le dernier; il est
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facile de voir que les ^ — ï racines r , r* , rs, etc. г'л (n° 3)
pourront aussi, en faisant abstraction de l'ordre, être représentées
par la série

ГУ ra, ra\ ra\ etc. ra"~\

Car comme on a par l'équation af1 — .1=0, dont r est supposé

racine , r1* = ï , il est visible qu'à la place de chaque puissance

de r, comme r > lorsque À > /л , on pourra toujours prendre

la puissance r , où y sera le reste de la division de X par /*.
Ainsi dans la série précédente , on pourra toujours réduire les
exposans de r à leurs restes après la division par /л , restes que
nous avons vu comprendre tous les nombres ï, 2, 3, etc. jusqu'à
/л-— ï , mais dans un ordre différent fie l'ordre- naturel , ce qui
est ici indifférent pour les racines r, r% r3, etc.

L'avantage de cette nouvelle forme des racines consiste en ce
que si dans la série des racines

3 1a a* a
'

on met Г1 à la place de r, elle devient

et si on y met ra à la place de r , elle devient

a3- ra" j.a.4 ra
b

 ra
6

 et a
Г , 1 , 1 > I } ' > elc> ' > Г ?

et ainsi de suite.

En effet, il est visible que par la substitution de ra à la place

de r, ra devieot (ra)a= ra* , ^ devient (ra)a* = rß3, de, et le.

dernier terme devient (r0)"1" = ra = r, à cause que le-

reste de a1" après la division par /л , est l'unité.

De même, par la substitution de ra an lieu de r > r devient

( гаУ = r*3 , r0' devient (ra*f = /•"'-+. etc. l'avant dernier terme
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X" deviendra (гаУ~3 = га/Л~~1 = r, le dernier deviendra

(rß2)a = га<" = ra , à cause que le reste de la division de a?

par /л est o, puisque a? = а X o'*"" S et que le reste de la di-

vision de сУ~~1 est ï.

6. Cela posé , si pour résoudre l'équation du degré /л — ï (n° 3)

^-> 4- a/* — + ^-3 + etCt + I _ Q.

dont les racines sont (n° 5)

ra a? a? . ra<«~a
if if г f г f etc. r »

i^ éíant = i , en vertu de l'équation x? — i = o , on emploie
la méthode de la Note précédente, et qu'en prenant ces racines
pour X1 ) x" , xm, etc. on fasse (n° 14* Note précéd.),

t =: r + ara + a?ra* + a + etc. ai* — a/^""a,

où л est une des racines de l'équation y — ï = о ; qu'en-
suite on développe la puissance /A — i"ne de t , en faisant attention

de rabaisser les puissances de «. et de r au-dessous de л"' et

de r^, par les conditions a.1* * = ï et ?^== ï , de manière qu'on
ait cette fonction ordonnée suivant les puissances de а ,

G = i^""1 = Çe 4- < + *•?" Ч- *Т + etc. + а^-^О-2^

les quantités £", ^', 2*, etc. seront des fonctions rationnelles et
entières de r , telles qu'elles ne changeront pas par la substitution

de ra , ra° , rfí3, etc. à la place de r , puisque nous avons vu
(n° ï6, Note préc. ) que ces quantités regardées comme des fonc-
tions de x' , af, su" , etc. sont invariables par les permutations si-
multanées de a/ en x" , x* eu oc", etc. ainsi que par les permu-
tations simultanées de a/ eu oc" , x" en x™, etc. auxquelles répondent

îes changemens de r en ra , en га*} etc. (n° 5).
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7. Maintenant il est clair que toute fonction rationnelle et

entière de r , dans laquelle r" = ï, peut toujours se réduire à la
forme

A 4- Br 4- О 4- Dr3 + etc. + Nr**""4,

les coefficiens A, В, С, etc. étant des quantités données, indé-
pendantes de r. On peut même prouver que toute fonction ration-
nelle de r est réductible à cette forme •, car si elle a un dénomi-
nateur, on pourra toujours le faire disparaître, en multipliant le
haut et le bas de la fraction par un polynôme convenable en r,
comme nous l'avons vu dans la Note IV (n° 3).

Or puisque dans notre cas les puissances r, r", r3 , etc. r '
peuvent être représentées , quoique dans un autre ordre , par les

puissances r, ra , r"*, ra , etc. rai* *, on pourra également ré-
duire toute fonction rationnelle de r à la forme

A + Br + Cr" + Dr°s + E/-"3 4- etc. 4- Nra""~3,

en prenant pour A, B, G, etc, des coefficiens quelconques indé-
pendans de r.

Donc si cette fonction est telle qu'elle doive demeurer la même
en y mettant гл à la place de r , il faudra que la nouvelle forme

A + Brc + 0«' + DX 4- etc. 4- Nr

(la puissance r"^ a devenant ra se change en r , puisque

7^ = ï et a? ~~ l divisé par /л donne le reste ï ) coïncide avec
la précédente j ce qui donne ces conditions

В = C, C = D, D .5= E, eíc. N = B;

et réduit la forme de la fonction à celle-ci

"~2A 4- B (?• 4- ra 4- ra* 4- /* 4- etc. + / - n ~ ) .

8. Donc si on denote par s la somme des nacines r, r* , r3, etc.
36
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r^~Si , on aura également

.s = r + ra + >' 4- ra3 Ч- etc. Ч- ^""a,

et les quantités 0e, g', £", etc. de la fonction 9, seront toutes de
la forme A -f- Bs.

Les coefficiens A et В se détermineront par le développement

actuel de la fonction 6 = i"""1, et la quantité 5 est connue par
la nature de l'équation à résoudre

a/*""1 -Ь o/*~~a 4- etc. + i = o (n« 6),

laquelle donne sur-le-champ 5 = — ï. Ainsi on a le cas où les
valeurs des quantités Ç", Ç', £*, etc. sont connues immédiatement,
sans dépendre d'aucune équation -, de sorte qu'en désignant par

ï , et, ß , y , etc. les /*— ï racines de l'équation y — ï = o,
et par 6°, 6', 6", 6"', etc. les valeurs de ô qui répondent aux sub-
stitutions de ces racines à la place de а , on aura sur-le-champ
par les formules de la Note précédente (n° 16) , eu substituant
r pour x et /A — ï pour m ,

f*~JL ^~-L <"~L. <"—1 _
V-S+ \/Ь'+ y/." + etc, -f у/Го^^)

Telle est l'expression d'une des racines de l'équation or" — ï = о ;

on aura toutes les autres par les puissances ra, т3 , etc. r* 1 ;
mais on .peut aussi les avoir directement par les mêmes formules,

en prenant ra pour x" >: 7-ßl pour x", etc.

On aura de cetl'e manière

_ _
ra __ ^/6° 4. g* -a ]/ь' + P-* y/6" + etc.

/л— l

_ _ .

V7 ° + ^~3 V*' + <У~3 V/Ь" + etc.
í*— i

etc.
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9. On pourra aussi , si l'on veut , se dispenser de calculer ces

quantités £° et 6°; car, par ce que nous avons dans l'article 17
H-i_

de la Note précédente, le terme \/6° (en faisant ici т = /и, — ï)
est toujours égal à la somme des racines que nous dénotons en
général par s , et l'expression de 0 peut se mettre sous la forme

fl = s**"1 + (* — О Г + (*• — О ?' + (*3 — О Г+ etc.
qui ne renferme pas %° ; et il n'y a plus qu'à substituer a. , ß t

y , etc. au lieu de л , pour avoir les valeurs de 0', 6" , ô", etc.

De cette manière , la résolution de l'équation x — i = o ,

ne dépendra que de la résolution de l'équation y^' 1 — ï = o,
dont ï, a., ß, y , etc. sont les racines. Or celle-ci est d'un degré
moindre que la proposée; mais de plus, comme /A — - ï est néces-
sairement un nombre composé , on aura les racines <*, ß , y , etc.

par celles d'autant d'équations y™ — ï =o qu'il y aura de fac-
teurs premiers <rt dans le nombre JA — ï , comme on l'a vu dans la
Note précédente (n° 12).

Ю. Soit, par exemple , l'équation x5 — ï = о dont on demande
les racines. Cette équation étant résoluble par les méthodes connues ,
on pourra comparer cette solution avec celle qui résulte de la
méthode précédente.

En ôtant par la division la racine ï, on a l'équation du qua-
trième degré

dont les racines seront r, r* , r3 , т4.
Puisqu'on a ici/A=5, on trouve par la table donnée ci-dessus

(n° 4) que la plus petite racine primitive est 2 -, de sorte qu'on
a a=2, et que les racines dont il s'agit, peuvent être représentées

par les puissances r, rz , rz , ra , lesquelles se rabaissent, à cause
de r5= ï , à celles-ci г, г1, т4, r3, en prenant au lieu de l'exposant
2s = 8 , le reste de la division par 5.

On fera donc

í = г H- ar1 + ftV« 4- a3/-3 ,
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en prenant pour «, une racine de l'équation y^ — ï = o , de ma-
nière que l'on ait ct4=s ï.

Maintenant pour trouver la fonction 9 , il n'y a qu'à élever à
la quatrième puissance le polynôme t, et le développer suivant
les puissances de a, en rabaissant celles-ci au-dessous de a4, et celles
de r au*dessous de r5, par les conditions a.4 = ï et т-5 = ï. On
trouve par un calcul qui n'a aucune difficulté ,

ô = ?•+•*£' + *«r + «T>

où les quantités £°, £', etc. ont les valeurs suivantes, dans les-
quelles je mets 5 pour la somme des racines r} r* , r4, r3,

° =r 12 -f- l3.y, % = l6 -f-

== 24 + 105, £'"= 165.

Ainsi, comme j = — ï par la nature de l'équation en x, on
aura

et la fonction 6 deviendra

6 = — ï -f- 4* + i

Or l'équation y4 — Г= о se décomposant en ces deux-ci
y* — ï = о et y* -+- ï = о , donne tout de suite les quatre ra-
cines ï , — ï , V — ! ) — V — i j qu'il faudra substituer succes-
sivement pour *, pour avoir les valeurs de Ó", ô', б", б".

On aura ainsi

ffssaS, ô* =5 — l5 + 20 V1^, 6" = — l5— - 20 V^l.

Donc substituant ces valeurs dans l'expression de г du n° 8 , et

mettant 5=;— - ï au lieu de V^° (Q°9)> on aura sur-le-champ]

— i— 30 —
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ii. Mais on peut avoir une expression plus simple de la même

racine т , en faisant usage de la méthode du n° 26 de la Note
précédente , laquelle est toujours applicable aux équations du genre
que nous traitons, parce que l'exposant /л — ï est nécessairement
un nombre composé.

Supposant donc en général /*— • ï = v<c , et prenant pour a une
racine de l'équation y — ï = o, la fonction t du n° 6 , deviendra
de la forme

t = X' + aXf + a'Xw + etc. + a""1 Xe0 ,

dans laquelle

X' = г + т«1 + X' + Xv H- etc. + X*-l)f

X" = ra H- r*'4" + ra^1 + r«3v+I 4- etc. + Г̂ ~Ф+'

X" = r"* + ^aï4"2 + ^2Ï+2 H- ra3>+B + etc. + ra(-I>+a

etc.

X(ï) = r«'-1 + r«*"-' + Х-1 + X"- + etc. + r«—1.

On formera ensuite la fonction б = tv

 } laquelle à cause de a"= ï ;
sera de la forme

?• + «Г -+- «.*? + *3Ï" + etc. -f- a""1 Ç'"1 ,

et aura la propriété que les quantités £", ^', ^", etc. seront des
fonctions de X', X*, X", etc. telles qu'elles demeureront inva-
riables, en échangeant à-la-fois X' en X", Xs en X", X'" en X1V, etc.

XW en X'.

Or on voit par les expressions précédentes de X', X*, etc. qu'eu
y substituant r" à la place de r, X' devient X', X" devient Xго, etc.

et XW devient X', car X^ se change en

°"+ r° H- + etc. + r ;

mais rtv=iA — ï , et ra =r, comme on l'a vu ci -dessus
(n- 5). . ' -

Бодс les quantités ^°, %', %", etc, devroflt être des fouctions de г
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telles qu'elles demeurent invariables parle changement de r en r'\
par conséquent, par le n° 7, elles ne pourront être que la forme
A + Bs , A, В étant des coefficiens qui seront donnés par la
formation de ces mêmes quantités , et s dénotant la somme des

racines r •+• ra H- ra" + ra3 + etc. + rai" a, laquelle est = — ï
par l'équation proposée-, de sorte que les quantités ?°, £', ç", etc.
seront toutes données, comme dans le cas précédent (n° 10), et
l'on aura sur-le-champ par les formules du n° 26 de la Note pré-
cédente , en y mettant y à la .place de n , et J somme des racines

V

à la place du terme \/ti° ,

V V

Y, s+ V/S' Ч- V/fl" + etc.
X = -- --

X" =

etc.

etc.
v

» »

Dans ces expressions ei, ß, -y, etc. sont, avec l'unité, les racines

de l'équation f — i = o, et Û', 6", 6", etc. sont les valeurs de â
qui répondent à la substitution de «., ß, y, etc. au lieu de et.

On n'aura pas besoin de calculer la valeur de £• , en employant
l'expression de 6 du n° 9 , laquelle devient ici

ia. Le cas de v = ^^ mérite une attention particulière,

parce qu'il donne la division de la circonférence en v parties.

Soit donc v = ~-^ , et par conséquent it =; 2 , on aura

X' = r -\- ra ' . Or puisque </' 1— ï est divisible par /A, et
/*.—I

que a est supposé une racine primitive, a a — ï ne sera pas
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Л» —ï yu —I

divisible par /A; mais a? 1— ï = (a a — ï) (a a -f- ï). Done
M —i

y«, étant un nombre premier, a 2 + ï sera divisible par jt* ; par :
M —*

conséquent — ï sera le reste de la division de a 2 par p ; donc

ra sera égale égale £, -.

Ainsi on aura

X' = r + i, X" = ra + -i, Х" = га* + -^, etc.

Or on a par les formules connues du théorème de Cotes,

36o° . . 3So° . /-— • .
г = cos 1- sin y— ï Cn° ï) */* í* ч у

et, en général.

Г"1 5=5 COS — 360' H- Sin — 360 \/^~l.p t*
Donc

X'= 2COS—, X " = 2 c o s - 36o°, Xro = 2cos—36o°, etc.
(J. ' p y. >

Ainsi les valeurs de X', X", X", etc. sont toutes réelles dans /)
ce cas, et donuent immédiatement les cosinus des divisions de la С^соъ
en /л parliez. /

i3. Ayant trouvé par les formules générales du n" n , les ra-
cines X', X"-, X", etc. il faudra poursuivre le calcul de la même
manière pour arriver à la racine v. On regardera dune les rt racines '
qui composent la fonction X', comme les racines d'une équation

du degré тг, et on les substituera pour x', x*, x", etc. яг' dans
l'expression générale de la fonction t j on aura ainsi

/. = r + arßV+ aV
av-b Аа3Ч etc. + *"->ra("-J\

ou il faudra prendre pour a une racine de l'équation y*— ï = o.
De là on aura, à cause de a? = ï ,

fl jit fa , fi ï ."" , .' i 7r—\í.(lr—\)0, = if == ̂  -f- a 4- tfç H- e(c. H- et }.
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(J'écris ici £, , ô, , £, pour distinguer ces quantités de celles que

nous avons désignées plus haut par t, ô, £ ). Comme les quantités
0° > £ ' > £ " > etc. sont en général des fonctions de о?', эс", хт, etc.
q.ui ne varient pas par les permutations de x' en x", oc" en x", etc.

ar ^ en x' (n° 16, Note précéd.), elles seront ici des fonctions

de r qui ne varieront pas, en y changeant r en ra, puisque par

ce changement, les racines г, 7Л\ ra*\ etc. Iя * deviennent res-
„v „ЗУ n3v

pectivement r , Г , r , etc. r.

Or il n'est pas difficile de prouver par un procédé semblable
à celui du n° 8 , que toute fonction rationnelle de r, qui aura la

propriété d'être invariable par le changement de r en , sera
nécessairement de la forme

A + BX' + CX' +' DX" + etc. + HXW,

en conservant les expressions de X', X", X", etc. du n° n.

Car d'abord toute fonction rationnelle de r peut se réduire à
la forme ( n° 7 ) ,

A -f Er -f- C/-c + Dra* -f. EX,+ etc. 4- NX"15

et pour que cette fonction demeure la même, en y changeant r

en ra' , il faut que les coefficiens des termes qui renferment

ra , ra
 f ra , etc. soient les mêmes que celui de r; que les coef-

v-t-i a'*4"1 a?'+l

ficiens des termes qui renferment r" , r , /** , etc. soient

les mêmes que celui de ra ; que ceux des termes ra , ra * 2
 f

/"' " a, etc. soient les mêmes que celui de rai, et ainsi de suite j
ce qui réduit la fonction à la forme que nous venons de lui assigner.

En effet, on voit que chacune des quantités X', Xя, Xw, etc. X('^

demeure la même , en y substituant ra à la place de r ; car le

dernier terme ra * '" de X' devient /*';=: ra = r, le dernier

rn * ' ' ' de X" devient f1*' ' = ra, et ainsi des autres,
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i4- Donc chacune des quantités £°, £', £*> etc. deviendra après
le développement, de la forme

A + BX' + CX" -f- DXW + etc.

et aura par conséquent une valeur connue. Ainsi la fonction S
sera connue, et l'on aura les valeurs de 6', 6*, в"} etc. en y sub-
stituant au lieu de л, les -rf— ï racines a, ß y, etc. qui avec
Punilé, résolvent l'équation y*—ï s= o. On aura ensuite pour г
une formule semblable à celle du a' 8, en y mettant тг à la place

я-

d e / A — ï , et X', somme des racines, au lieu duierme \/¥. Ou
aura ainsi

X' + \/b~+ V^ + ^ + etc.
•ЯГ

i5. On aurait aussi, si on le desirait, les expressions des autre«

racines X, X", ra ", etc. qui composent la fonction X' (n° n),
1Г 7Г

en multipliant dans l'expression de r les radicaux \/ô' > \'̂ , etc.

d'abord par л , /З^""1, etc. ensuite par лг~~2, ß*~2, etc. par
ir—3 Л1т—3 ,

a , /3 , etc.

On pourrait même, sans faire un nouveau Calcul , avoir éga-
V^-Ilement les racines 7- , r , etc. qui composent la fonction X",

par la seule considération que X' devient X", X* devient X", etc.
en y changeant r en r° ; de sorte qu'il suffira de changer dans

l'expression générale de ô, X' en X', X" en X", etc. X00 en X'.

Par la même raison, comme X' devient Xго, X* devient X1V, etc.

par la substitution de ra" à la place de r, on pourra déduire des
expressions des racines qui composent la fonction X', celles des
racines qui composent la fonction Xго, en changeant simplement
dans l'expression générale de 6, X' en X", X" en X I T , etc.

X0""0 en X', Xe0 en X", et ainsi de suite.

j6, Si le nombre -д1 n'est pas premier, on pourra, en le dé-
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composant en ses facteurs, décomposer encore l'opération précé-
dente en d'autres plus simples.

Ainsi si 7Г = /тг', on pourra ne prendre pour л qu'une racine

de l'équation yv — i= o, ensorte que a" = ï, et la fonction it

(n° n) deviendra

л = x; ч- «x; •+ *ax^ + etc. 4- /""X"0,
en supposant

X; = r + X' + X' + r*3/ï + etc. + X"'''

X'1 « X + X/+I> + ^(2Ï'+°V + etc. -f- ̂ -/+I>

x; = r«v+ X** + ^''+a)v + etc. + X-'/+a>,
etc.

X(V) = X/-I>+ X''-0' + X3v'-I)v + etc. + r^-l}'.

On fera ensuite 6, = iv
t , et l'expression de 6, étant développée

sous la forme

«, = ?; + < + «•?; + etc. + /-1 çf°,
à cause de a" = ï , les quantités £",£', £% etc. seront des fonc-
tions de X,, X'[ , X™,«to. <jui ne Changeront pas par le changement

simultané de X't en X", de X'; en X", X'; en X;v, etc. X<^
en X1" (Note préc. a5). Or on voit par les expressions précédentes
,de X' , X", etc. que ces changemens ont lieu en changeant sim-

plement r en ra . Donc les quantités £° , % , %" , etc. regardées
comme des fonctions de r, devront être invariables par le chan-

gement de r en ra ; par conséquent elles seront nécessairement
de la forme

A + BX' -f- CX" H- DX* H- etc.

par ce qu'on a démontré ci-dessus (n* x 5),

Donc puisque les valeurs de X', X", X", etc, sont déjà connues par



N O T E X I V. agi
l'opération précédente , celles de £°, 0' , 2" » etc, seront connues
aussi. Ainsi la fonction 9, sera connue aussi ; el de là on aura
les valeurs des / racines X' , X" , X™ , etc. par des formules sem-
blables à celles du n° n , en y changeant v en /, X en X, ,
G en ô, , et prenant pour et , - ß , 5/, etc. les racines de l'équation
У — - ï ;= о , excepté l'unité.

On remarquera aussi que s étant la somme des racines
X; + X" H- X" + etc. sera ici égale à X'.

17. La valeur connue de X' ne donne que la somme des тг'

racines r, ra , ra , etc. /^ ' " " ; il faudra, pour avoir la va-
leur de r, regarder encore ces rf racines -comme données par une
équation du degré -rr', et faire de nouveau

f. = r + «Xv + a-X" + etc. + ^'- V^-lXv,

en prenant pour a une racine de l'équation y — x = о ; on
fera ensuite

0. = tl' = % +.£ + A^; + etc. + S-~l&'-l\

et on suivra le même procédé que nous avons exposé dans le
n° i3 et suiv. Que si le nombre тг' est composé de manière que
l'on ait тг' = Ar" , on pourra , pour éviter le développement
d'une puissance trop haute , prendre pour a une racine .de l'équa-
tion- y" — ï = о , ce qui donnera à Y» la forme

"""1f, := X'+ «X* -H a'X" 4- etc. + aд а û

et on poursuivra le calcul comme ci-dessus, et ainsi de suite,
jusqu'à ce qu'on arrive à un dernier facteur indécomposable.

L'avantage de ces décompositions consiste dans l'abaiésement
des puissances auxquelles il faut é lever les polynômes í pour avoir
les fonctions 9 , ce qui diminue la longueur du calcul •, et en-
suite dans l'abaissement des radicaux qui entrent dans l'expression
de la racine rf ce qui simplifie cette expression.
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Telle est la marche générale et uniforme du calctil; nous allons

l'appliquer à quelques exemples pour la faire mieux concevoir ,
et nous reprendrons d'abord celui de l'équation x5 — ï = o, que
nous avons résolue ci-dessus (n° 10).

18. On a ici ц, — ï = 4 =.2.2 ; ainsi on fera y = 2, it = 2,
(n° t i ) . L'on prendra pour a une des racines de l'équation
j" — ï = о ; de sorte qu'à cause de as = ï , l'expression de la
fonction / du n° IQ, devient

í = X' + aX', où X' = r + /•*, X" = r« + г3.

De là, on trouve en faisant le carré de í, à cause de a» =; ï ;

6 = /• = f + af , f = X" + X", f = зХ'Х'.

Substituant les valeurs de X', X" en r, et développant les carrés
et les produits , en rabaissant les, puissances de r au-dessous de r5,
à cause de r5 = i , on trouve

Ç ' = 4 - f r 4 - r 4 - r » - f - г«;
' = ar+ r' + r3

Donc comme r + r* -f- r3 + r4 somme des racines est = — ï
par l'équation , on a £° = 3 et ^' = — a. Ainei l'expression gé-
nérale de ô deritïinirw-^-=r-s — 2 я.

De là, à cause que les valeurs de a sont ï et — ï , en faisant
л = — ï , од aura 6' = 5 ; et comme

s = x' + л* + Xю + o;1T 5=s — ï ,

les formules du n° n ci-dessus donneront

Y/ _ — ï + y/5 Y» _ — jj— j/5
A — - , ^ — - .

On aura ainsi par la valeur de X' celle de r -f- r^ somme de
deux des quatre racines de la proposée. Pour avoir la racine г
en particulier, on fera de nouveau un calcul semblable, en con-
sidérant les deux racines r et ri corame racines d'uue équation
du second degré. ,
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On fera donc #1 = г + аг4, a. étant, comme ci-dessus, racine

dey" — 1=0-, et de là , on aura

fl, = Г =£ + •£, oùe; = r*-br«, etÇ^ir5.

Ici, on voit tout de suite que les valeurs de ?° et g' sont données
au moyen des valeurs déjà connues de X' et X". En effet, à cause
de 7^=1 et par conséquent r8 = r3, on a g° = ^4-r3 = X* et
£; = 2. Donc on aura 6, = X"-|-2a; de là, en faisant ct = — ï,
on aura #, = X" — 2 , et la formule du n° Ц jdonneïa, rt étant=3,

Enfin substituant ici les valeurs X" et X" trouvées ci-dessus,
aura

et par les remarques du n° i5, on aura aussi

et changeant X' en X", X" en X ,

_ X'+lAX'— a) __ X"—
г _ - ,

d'où l'on aura, par les substitutions des valeurs de X' et

4

r . ^ - - i 0+2/5)
4

3 —i-— y/5— '-(—io+ay/5)-_

Comme 5 est un nombre premier, ces valeurs de r, r% r3, r*
seront les quatre racines qui, avec l'unité , résolvent l'équation

л.5_1г=о(ц° 3).
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ig. Les expressions de ces racines coïncident avec celles qu'on

trouve en résolvant l'équation x5— t =o par les méthodes con-
nues. Car on a d'abord, en divisant par x—ï, х*-±-х3~{-х*-±-х-\-1=о,

équation qui, étant mise sous la forme л;я+— -f-os-f-- 4-1=0,

devient u*-\-u—ï =o par la substitution de лг-f- 1-=зи. On a

ainsi l'équation x*—xu + i—o, laquelle donne

ensuite l'équation en и donne г/=— ; de sorte qu'en sub-

stituant cette valeur, on a

__ —1± 1/5±у/(— iorpay/5)
x— 4 ,

où les signes supérieurs et inférieurs de \/5 doivent se répondre,
mais sont indépendans de ceux de J 'auir • radical ; de sorte qu'on a
les quatre racines par l'ambiguité des signes des deux radicaux.

20. Passons à l'équation x7 — ï = o, laquelle étant dégagée de
la racine ï, devient

x5 4- x5 + x* -f- x3 4- x* -4- ao -{- ï = о,

dont les racines seront r, /•% rs, И, r3, r\

La plus petite racine primitive pour le nombre 7 est 3, d'a-
près la table du n° 4; ainsi on aura 1a progression 5°, 5', 3',
53, 3*, 55, savoir, ï, 3, 9, 27, 81, 243, dont les termes, étant
divisés par 7, donneront les restes ï, 3, 2, 6, 4, 5, qu'on pren-
dra pour exposans de r. On aura ainsi, pour les racines de l'é-
quation proposée , les termes г, /-3, r% /'6, /4, л*5, qu'on prendra
pour x', x", x1", etc.

2i. Nous remarquerons ici que pour avoir les exposans de /•
qui doivent former toutes les racines, il n'est pas nécessaire d'é-
lever la racine primitive aux puissances successives, et de diviser
ensuite ces puissances par le nombre premier auquel la racine pri-
mitive se rapporte: il suffit de multiplier chaque reste par la ra-
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cine primitive, et de ne retenir que le reste de la division par le
nombre premier donné. Ainsi en commençant par ï , on a , dans
le cas présent, les deux premiers termes ï, 3 ; multipliant 3 par
la racine primitive 3, et divisant, par 7 , on a le reste 2 troisième
terme; 2 multiplié par 5 donne 6. quatrième terme; б multiplié
par 5 et divisé par 7 donne 4> enfin 4 multiplié par 3 et divisa
par 7 donne 5. Si on voulait continuer en multipliant 5 par 3 et
divisant par 7 , on retrouverait l'unité et successivement les autres
termes déjà trouvés.

22. Maintenant on fera

t = r -f- ctr3 + a V1 -f- a Ve -f- ас4/** + aV5,

en prenant pour a une racine de l'équation j^6 — ï— o; ensuite
on formera la fonction 6 = te; mais comme l'exposnnt 6=2.3,
on pourra simplifier le calcul et .les résultats par la méthode du
n° 1 1 , en ne prenant d'abord pour a, qu'une racine de l 'équation
jXa — ï = o; ce qui , à cause de a* = ï , réduira l'expression de t
à celle-ci: г = Х/-г-йХ", dans laquelle

X'== /• -f- /•« -f. j*t X'= 7J + /-6 + ri;

on aura ensuile

в = *•=*?+*%', où r = X'a-f-X"% £'=aX'X',

et on trouvera après le développement, à cause de r7='i .

g° = 3 (r.+ r3 + r" + r6 4. r4 + л5)

Or r+^+r'-f-i^+^+r5, somme des racines, est = — i j donc
Ç°=— 3, £'~4 , et la valeur de 0, se réduira à 6=— 3 + 4«.
De là, en faisant a = — ï, on aura 6'= — 7 j et l'on trouvera
sur-le-champ les deux racines

—7
~ 9
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, з5. Considérons maintenant les trois termes de l'expression de Xх

comme les racines d'une équation du troisième degré : prenant л
pour racine de l'équation y3 — ï = о , on fera

et1/-* 3

ensuite; en faisant

on trouvera, à cause de a3=;i et /-7=;1,

%° = 6 + r3 + r6 + r5,
% = 5 (r 4- r" + !+}>

savoir ,

de sorte qu'on aura

G, = 6 + X"

donc en nommant et et ß les deux racines imaginaires de >73— 1=0,
savoir , de y* -\-y + 1 = о , lesquelles sont

et faisant
ô', = 6 + X' + 3aX' 4- 5«-X'
G: = 6 H- x*

on aura (a° i4)» en. faisant 7Г=:

7

24. Venons à l'équation л11 — ï = o, laquelle étant divisée par
x — ï , s'abaisse au dixième degré et devient

5 + л11 H- ̂  -b ! = °-

On voit parla table du n° 4> <lue ^a plus petite racine primi-
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tive pour le nombre n est 2 -, ainsi la suite des resfes qu'on
trouvera facilement par le procédé du n° 21 , sera ici ï, 2, 4»
8, 5, iOj 9, 7, 3, 6-, de sorte que la série des racines sera

r, r*, r4, T-% r5, /"% ?-% r7, r\ rs,

dont la somme sera par conséquent =; — ï , et l'on aura pour t
cette expression générale :

t = r + ar* 4- aV* 4- a3/-8 4- aV5 4- aVs 4-

laquelle , en prenant pour a une racine de l'équation j"1*—1=0,
donnera, à cause de a10 = ï,

Q = i>° = %° + a.% -|- A'g' + a?9£ 4_ efc. -f- a*?',

d'où l'on tirera la valeur de /• par la formule générale du n* 8,
en y faisant /u = n.

Mais pour se dispenser d'élever le pol/nome if à la dixième
puissance, on pourra décomposer l'opération en 'deux autres cor-
respondantes aux deux facteurs 2 et 5 du nombre n —1 = 10,
par la méthode du n° n.

Prenons d'abord pour a u n e racine de J 'éqnalion y* —1=0;
de sorte que l'on ait a'= ï. Par là l'expression de t se réduira
à cette forme plus simple ,

/ = X' H- «X',

en faisant pour abréger ,

X' = r + r+ 4- r5 4- r9 + г1

X" =5 /-' 4- r8 4- 7-'° 4- r7 4- r8.

Et la valeur de ô será

G = /a = X" +X"14- aaX'X'.

En développant les carrés des fonctions X' et X", et rabaissant
toutes les puissances de r au-dessous de r" , à cause de A";=I; ou
trouve

X" = aX' 4- 5X", . X" = 2X14- 3X',
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et p*r conséquent X'1 + X'° = 5 (X'+ X" ) = — 5, à cause que
X'4-X"est la somme de lot î tes les racines.

On trouve de même, par la mul t ip l ica t ion ,

X'X* = 5 + 2(X'-f-X*) = 5 — a=3.

On. aura ainsi 6= — 5-f-6a, et faisant «= — -ï, on aura
ô' = — M.

Donc, on aura par les 'formules du n° n, en y faisant

V' — — n v — ï— V/—
Л Z^z -- ï Л —

25. Ayant a i n s i les valeurs de X' et X', pnnr avoir celle de r,
il faudra considérer 1rs c inq ' fermes qui composent la q u a n t i t é X'
comme les racines d 'une équat ion du c inquième degré, et puis-
que 5 est un nombre premier , on ne pourra employer que l'ex-
pression générale de t,

t = r 4- ta4 4- aV5 4- a3/-9 + a4/-',

en prenant pour л une racine de l 'équation j5 — 1=0. Ensuite
il faudra faire

et il ne s'agira que de trouver les valeurs en r des coefficiens
g», %, etc., par l'élévation de l'expression de t à la c inquième
puissance, en ayant soin de rabaisser les puissances de a. au-
dessous de a5, et celle de r au-dessous de r", à cause de a5 = ï
et /"=i . Par un calcul qui n'a de d i f f icu l té qu'un peu de
longueur , et sur l 'exactitude duquel on peut compter, j'ai trouvé,
en retenant les expressions de X' et Xя en r du n° précédent,

— ião 4- 3iX' 4-
= юо 4- боХ' 4- 45X'
= 5o 4- 85 X' 4- ЗоХ"
= 6oX' 4- 65 X"

'= 5oX' 4- 75X".
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Comme les valeurs de X', X" sont déjà connues par l'opération

précédente, l'expression de la fonction de 9 ne présente plus rien
d'iiîdéterminé , et elle donnera sur-le-champ la valeur de la pre-
mière racine r, par la formule générale du n° i4, en y faisant
-/r = 5 , et prenant pour e t , ß , y , £ les quatre racines q u i , avec
l'unité, résolvent l'équation j5 — 1=0, et pour 6', 6", b" , 61V les
valeurs de б qui répondent aux subsiitutions de et , ß, y , £ à la.
place de a dans l'expression trouvée pour 6.

26. Si dans les valeurs de £', £', etc., on substitue celles de
X' et X", données dans le ne 24, on a

_ '5.9— 5,91/̂ 71

v» _ — i5+55y/— ГГ _ --ia5— 5y/— i
Ç • > ? -- j—

Si ensuite au lieu des racines ß, y, «Г, on substitue les puis-
sances a*, a3, a4 de la racine a , qui les représentent, à cause que
5 est un nombre premier , et qu'on rabaisse les puissances de a
au-dessous de a? , on aura

6' = 0° -f- of' -f- *•£" + a'g" + a<£",

ôf = ^ + a^'H- **£" 4- «Г + aS?1T/
6- = Г 4- «TH- *ë" 4- «4Г H- *'?",
б"= f -f- flt '̂H- a^ -h *•§• + Л£.г,

et l'expression de la racine r sera

__ i(— i+V— n)-n/6r+v/F+i/r+V/~ .г — g - - ,

où il n'y aura plus qu'à mettre pour a, «,*,. a3, a* les valeurs de
г, г", г3, г4, que nous avons données plus haut (n° 18).

27. On trouverait par les mêmes principes les valeurs des puis-
sances de r qui forment les autres racines de l'équation ce" — 1=0,
excepté l'unité.

Et d'abord on aura: les valeurs des racines r4, r5, r*, rs qui
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entrent dans la fonction X', en multipliant dans l'expression de /*,

í _ S _ S _ 5

les radicaux \/b', Vf", Y Ô"', V 6 I V , respectivement par a4, /E4, >4,
cT4, pour la racine л4, par a3, ßs, y3,. £3 , pour r5, par a,1, /£%
y*, cf% pour r9, et par a,, ß, y , £ pour r3, c'est-à-dire par
a4, a3, a1, a, par a3, a, a*, aa, par «.', a*, a, a

3, et par
a,, а*, ft3, а4.

Ensuite, pour avoir les valeurs des antres racines r*, rs, r10,
r7, rB, qui entrent dans la fonction X*, il n'y aura qu'à changer
clans celles de r, r*, r5, r9, r3, X' en X", et X" en X'; ce qui
ne demande que de changer le signe du radical \/—n dans les
expressions de 0°, §', etc.

28, Je donne ici d'autant plus volontiers ces expressions des ra-
cines del'éqiration x"— ï =o, qu'elles n'ont jamais été données,
et qu'elles n'auraient pas même pu l'être par les méthodes con-
nues qui demandent la résolution d/иде équation du cinquième
degré.

Il y a cependant une exception à faire à ce que nous venons
de dire ', car on trouve Л la fia du Mémoire de fancier monde,
sur la Resolution des équations, dont nous avons parlé dans la
Noie précédente, l'expression de la racine d'une équation du cin-
quième degré, d'où dépend la résolution de l'équation ж"—i=o.
Car cette équation étant divisée par oc—>i, devient

x" + „г9 + аг8 + etc. 4 - 1 = 0 ,

laquelle étant du genre des réciproques, peut s'abaisser au cin-

quième degré, par la substitution de x + ^=u, et l'on obtient

par les formules de la Note X (n° i4) cette équation en ut

rf Ц_ и« _ 4^з ___ 5д* .f- 5и -f- i = о.

En prenant u négativement, ce qui change les signes de fous
les termes'pairs, on a l'équation résolue par Vandermonde. Cet
auteur ne donne l'expression dont il s'agit, que comme un résul-
tat de sa méthode générale, sans indiquer en détail les opérations
par lesquelles il y est parvenu, et personne, après lui , ne s'esi
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occupé, que je sache, à vérifier ce résultat qui paraît meine être
reste ignore.

29. La valeur que nous venons de trouver pour la racine г de
l 'équation x11 — 1=0, pourrait servir à cette verification ; mais
on peut parvenir directement à un résultat comparable à celui
de У andermonde , en prenant pour a., dans l'expression géné-
rale de t du n° 24, une racine de l'équation yz — ï =o, au lieu
de l'équation y* — 1=0 que nous avons emplojée , ce qui est
permis, puisque 2 et 5 étant les facteurs de 10, on peut partir
de l'uu ou de l'autre à volonté

5o. Faisant donc a5=i, l'expression générale de t (n° з4)
deviendra

t = X' 4- aX" 4- a'X" -f- «'X,v 4- a4X%

dans laquelle

X' = r 4- /•'% X" = r- 4- T-% Xw = ri 4- Г,
r3,

et. l'on regardera maintenant les quantités X', X", etc., comme
les racines d'une équation du cinquième degré 5 c'est le cas que
nous avons considéré en général dans le n° 12.

On fera donc

e = ̂  = % -f- < + «f + «з|. + eí?,v

et on cherchera les valeurs de %*, % , %", etc. en fonction de r "
par le développement de la puissance cinquième de t, en y ra-
baissant continuellement les puissances de a au-dessous de a5, et
celles de ?• au-dessous de r", à cause de a5=i, et r l l= ï. Le
calcul n'a d'aulre difficulté que la longueur. Voici les résultais
que j'ai trouvés et dont je crois pouvoir répondre.

En faisant pour abréger ,

s ;= r + ra + т4 4- r9 -J- ?-5 4- r'° 4- ?•'

-Ь ^7 -Ь rf 4- r",
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on a
% = i6/fo 4- i836 s, % — 1700 + i83o s t
%" = зо5о 4- 1795 s, %" = 1800 4- 1820 s f
£1T= igoo -i- 1810 Â.

Or A est la somme des racines qui, par la nature de l'équation
du dixième degré en x dont le second terme est 02% doit être
égale à — ï.

Faisant donc s =— ï, on aura

£• = —196, % = — i3o, f = 255
g- = — 20, £"=90.

Ainsi la valeur de 0 sera

9 = — 196 — i3oa + 255fita — aoa3 4- goa*.

En mettant successivement à la place de et les quatre racines a.,'
ß, y, «Г de l'équation xb—1 = 0, on aura les quantités ô', 6",
0", Ô'T, et si on prend, comme ci-dessus (n° 26), pour ces racines
les puissances л, аа, a3, a*, dont les valeurs sont les mêmes que
celles de r, r*, r3, r4, du n° 18, on aura, à cause de a5=i,

ô' = — 196 — i3oa -f- a55x* — 2oa3 + 90**
ô" = — 196 — i3oaä+ aSSa-í — 200. -f- дох3

6" = — ï до — i3oa3-|- 255a — 20a* + 90«»
61V = — 196 — i3oa*+ a55a3 — аоаа + доа,

et la formule générale du n° n , donnera tout de suite, en fai-
sant v =5 et 5= — 1>

~

Cette quantité X' est = r + rta = r + -, à cause de r11 =i; c'est

la valeur de 2 cos — — (n° 12)-, c'est aussi celle de la racine u de

l'équation en и du cinquième degré (n* 28), puisque r est la
racine de l'équation я;11 — i = o. Ainsi l'expression précédente,
prise négativement, doit s'accorder avec celle de Vandermonde.
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3i. Pour pouvoir les comparer facilement, nous substituerons

clans les expressions précédentes clé О', Ь" , 6'", Ô'T, les valeurs de
a, a?, a,3, a4, qui sont les mêmes que celles de r , r"} r

3, ?4 du
n° 18.

En faisant pour abréger,

m = — I0

on a
-- -- -

4 4
' —VI— H , —\ + V/5— 771

et pour s'assurer de la justesse de ces expressions, il n'y a qu'à
faire le carré de — \-{-\/5-}-in, qui est 6 — 2 s/5"-4-ma-}-2 ' \ 5 — ï m;
or en faisant passer sons le signe radical de m le cocffîoient

V/5— -ï élevé an quarré, on trouvera (\/5— ï) m = 2/z j de
sorte qu'en substituant la valeur de ти*, on a

(__ ! + ^5-4- m; — 4 (_, ! _ >/5+ ,z).

On peut vérifier de même les autres puissances de a.
Faisant ces substitutions, on trouve

У := {( — 979 — 2y5 V5
6" — i(— 979 -f- 275 V5"— 275/7z — 220«)
6m = i(— 979 + 275 N/5 + 275/72 4- 320/7)
6 I T= i(— - 979 — 276 V'5 + 220/7Z — • 275/?),

où l'on remarquera que les coefficients 979, 276, 220 sont fous
divisibles par 11 et donnent pour quo t iens 89 , 26, 20; de sorte
que les quantités ô', 6', 6", 61T peuvent êire exprimées plus sim-
plement ainsi :

Ô' = ^- C— 89 — 25 \/5 — аош H- 25«)

6" = -V-(— 89 4- a5 \ 5 — 35//X — ao/0
6" = ^ (— 89 + 25 v 5 -H 25m + 20//)

6" = -V- (— 89 — a5 v'5 + ao« — a5/z).
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За. Pour rapprocher davantage nos expressions de celles de

Vandermonde, nous emploierons ces transformations :

m = P •+• 9 » n = p — g ,
en supposant

p — у/(_5-2\/5), с, = v/t-S + aV^"),

lesquelles se vérifient en faisant les carrés, et en observant que
p g = — V'5 t parce que Je produit des deux radicaux réels et
positifs v\5-f~2 V '5)> \/ч'5— 2 \/5 J est V'5 j donc

^5 = ^ V— -i x <7 Vх — ! = — P<J>

Par ces substitutions, les quantités 0', 6", 0"' â'T deviendront

6' ^ ^-(- 89 — 25 v'£ + V — 45,/)
б* = VC— 89 + 25 V5 — 45p —
6» = Y(- 89 + 35 V£+
6" = y (— 89 — a5 v/5 —

53. Vandermonde a donné, dans les Mémoires de l'Académie
des Sciences, de l'année 1771 (p. 4i<->), pour la résolution de
l'équation

x5 — x4 — 4,-e3 -f- 3x* -}- Зя — ï = о

cette expression «le ï»

dans laquelle

д' ^ /^ (89 + 25 v/5 - 57 + 45/0

д' = l/^ (89 -b 25 V/5" + 5^ — 4V)

д" = v/Jf(89 — 25 v 5 — 5^ — 45/0

Д"^ \/V(89 — a5v5 + 5y + 45/0»

en conservant les valeurs de ^ et q supposées ci-dessus.'

On voit que les expressions de A" et Д1Т coïncident avec celles
5 _ 5 __

de y/ — Ö1" ef y7 — o% et que les expressions de Д' et Д не dif-



N O T E XIV. Зо5
5 5

fèrent de celles de V—9' et \/—£TT que par l'échange des quan-
tités p et g entre elles, ce qui ne tient qu'au signe du radical
2 V'5 sous le radical carré. A cette différence près, qui peut ve-
nir d'une faute d Impression dans le Mémoire de Vandermonde ,
ses résultats s'accordent parfaitement avec les nôtres, puisque la
racine de son équation en x, répond à la racine de notre équa-
tion en и, prise négativement , et que tout radical cinquième

5 5 _
\/—9 est la même chose que — \/Q. On peut donc dire que
Vandermonde est le premier qui ait franchi les limites dans les-
quelles la résolution des équations à deux termes se trouvait res-
serrée.

54. Pour ne laisser aucun doute sur la correction à faire à la
formule de Vandermonde, nous allons prouver qu'elle résulte
des principes mêmes de sa théorie. En effet, si on désigne , comme
lui, par rf, r', r", r'T les quatre racines qui , avec l 'unité, ré-
solvent l'équation xs — ï = о, il est facile de voir par la for-
mule générale de l'article VIII de son Mémoire, que la quan-
tité Д ne peut être que de la forme

A -f- ~Br' -f- O' -f- D/-w -f- Er" ) ;

et qu'en prenant cette expression pour l'une des quantités Д', Д",
Д*, Д1Т, les expressions des trois autres doivent résulter de celle-ci
par la substitution de ?•*, r3, r4 à la place de ?•; les quantités
A, B, C, D, E étant des fonctions des racines de l'équation à
résoudre , indépendantes des racines r, r'', r", r".

Or par les relations données dans le même article entre ces
dernières racines , on a

IV

_'» __ f1* r*i rlV r
W2 -J1 ,,1 -,/T Г f Г Г , Г Г , Г 7 ,

r'3 — r'rm = т1T r"3 = rVT = rn rmi r— r'r" — r r* = r'/-lv — ?•"

Г'
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Donc les quatre expressions dont il s'agit, deviendront

l/(A 4- Br' 4- Crf 4- Dr" 4- Er")

1/(A 4- Br"4- Cr l v4- Dr" 4- Er')

y (A. 4- Br"4- Crw 4- D/ 4- Er')

V / ( A 4- Br"4- Cr' + Dr lv4- Erw).

55. Dans l'article XXIII du même Mémoire, on trouve pour
les racines de l'équation л;5— ï =o, ces expressions, dans les-
quelles j 'inlroduis pour plus de simplicité les mêmes lettres p et g
employées ci-dessus,

r +? --I ï)H - i I > VS + \ Ç _ \ P ] .
— ; — ) +J

En prenant la première de ces racines pour r', de sorte que
l'on ait

т/ — ï (— ï 4- v/5 4-Я + ?)>

il faudra, d'après les formules du nc 5i, en prenant a pour r',
et substituant p 4- <7 , я — </ pour m , n, supposer

r"^= r'3 = i (— ï — \/5 — ̂  4- y) ,

Substituant ces valeurs dans les expressions ci-dessus , elles se
changeront en celles-ci

HF 4- G V5 4- Щ 4-

HF — G V5 4- К;? —

i (F - G V/5 - K/> 4- %)

: (F 4- G v/5 + IV _ K?) ,
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en faisant pour abréger

F = 4A — B — C — D — E
G = В + С — D — E
H = В — С + D — E
К = В — С — D+ Е,

lesquelles doivent coïncider avec celles de Д', Д*, Д", Д1Т rap-
portées ci-dessus ( n° 33). Mais on voit au premier coup-d'œil que
cette coïncidence ne peut avoir lieu , à moins qu'on ne change
à-la-fois p en g et g en p dans Д' et Д", ou dans Д" et Д1*, parce
que dans les formules précédentes , Jes coefficiens de p et q ne sont
les mêmes que dans les deux où la racine \/5 est affectée du même
signe, au lieu que dans les expressions de Д', Д*, Д'", Д 1 У , les
quant i tés p et g ont partout les mêmes coefficiens.

36. En faisant ce changement dans Д' et Д", comme nous l'avons
indiqué (n° 35) pour accorder les formules de Vandermonde avec
les nôtres, on pourra supposer

Д' = v/i(F + G \/5

д" = i/i (F -f- G v'5 — Hp — Kg)

Д" = t/i (F — G V'5 — Kp

Д- = fa (F — G V5 H- Kp

ce qui se vérifiera en faisant

F =n. 8g, G —11.25 , H = — 5, К = 45.

De là, on aura par les formules du numéro précédent,

B = A — n . 6 , C = A — n . 2 6 , D = A — n . 4 i , E = A—11.16,

et la, quantité A restera indéterminée , parce qu'à cause de
ï -f- r' -j- r* -f- '"' + r'v = ° > elle disparaîtra des expressions des
quantités Д du n° 34.

Si on fait A = 196, on trouve

B = i 3 o , C== — 90, D=; — 255, E = 20 ,
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«t la formule

\/(A 4- B/ 4- Cr' 4- Dr' -j- Er")

du n° 34, coïncidera avec celle de \/ — Ô ' d u n ° 5 o , parce qu'en
faisant A = J-' , on a r' = a.* , r" = A* , rl" = a.3 (n° 35); et les
formules dérivées de celle-là coïncideront aussi avec celles de

у/_б", ï/— 6"', v7— â1'.

3y. Prenons pour dernier exemple l'équation л;13 — ï = о.
Comme i3 — • ï = 12 = 2. 2. 5, l'opération pourra se décomposer
en trois de la manière suivante.

Il faut d'abord avoir une racine primitive pour le nombre i3,
et la table du n° 4> fournit le nombre 2 dont les puissances suc-
cessives jusqu'à la onzième, divisées par i3 , donnent les restes,
2 , 4 , 8, 3,6, 12, H , 9 , 5, 10, J.

Ainsi en nommant r une racine de l'équation

x™ 4- jr" 4- xto 4- д;9 4- .г8 4- ele. 4 - 1 = 0 ,

les autres onze racines seront

On fera donc en général

/ = r 4- ar1 4- a'/4 4- aVg 4- *4''3 4- œ5/'6

4- aV1 4- a7/"1 4- aV 4- a9/-5 4- a'V° 4- a 'Vj

et l'on prendra d'abord pour a une racine de l'équation ya — ï =o>
ensorte que a a =i , ce qui réduira la fonction í à la forme.. .
i = X' 4- aX', dans laquelle

X' = r 4- И 4- r3 4- r'a 4-7-94- r ia.

X' = ?-'4- r8 4- r6 4- r" 4- т-5 4- r7,

De là, on aura

fl = <• = £• + «f, £ = X" 4- X", f = aX'X'.

On peut se dispenser de chercher la valeur de £° , en se servant
de l'expression de 0 du n* n , qui ne renferme pas %' , et qui
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donne ici, à cause de v=2 et de s——ï somme des racines de l'é-
quation proposée, 9 = i -f-(a — i)£'; de sorte qu'en faisant a'=—ï,
on aura la valeur de 6', et les deux racines X', X* seront ( n° cité >

— ï + y/(i — Q v. _ — ï — y/(i — a / )
X = , A — - .

Pour avoir la valeur de £', il faut développer le produit X'X"
en puissances de /•, ajant soin de rabaisser les puissances supé-
rieures à ?•'% à cause de ?л3 = ï, et l'on trouve X'X" = 5s, en
mettant s par la somme des racines r, r', r4, etc. laquelle est
5= — ï ; de sorte qu'on aura g' = — б, et les valeurs de X', X'
seront

x, — ï + y/~~ ,,„ — ï — y/~n
2 * 2 "

38. On regardera maintenant les six racines qui composent la
quantité X' comme celles d'une équation du sixième degré, et
on fera de nouveau

ït = r + и?4 -f- ftV3 + aV* -f- aV -f- a5/-10 ;

mais au lieu de prendre en général pour л une racine de l'équa-
tion y6 — ï = о , ce qui demanderait ensuite le développement
de la sixième puissance du polynôme /,, nous prendrons de nou-
veau uue racine de l'équation ja— ï =o, de sorte qu'an moyen
de a2 = ï, la fonction í, redeviendra de la forme í, = X' -f- aX",,
dans laquelle on aura

On aura ensuite, comme ci-dessus ,

et à cause que la somme des racines est ici X', on aura sur-
le-champ

ï 2 ' ï 2 ~~ '

on aura en même tems 9, = X' 2 - ) - (a—j ) £', et faisant et =—3,
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Pour avoir £' , il faudra développer le produit de X' par X" ,

en se souvenant toujours que r13 = ï , et l'on trouvera

x;x; — 3 + x";
ce qui donnera 0' = б -f- aX*,

et par conséquent
'â — 12 — 4X")

v„ X'— {/(X'2— ia — 4X")
i 2

5g. Nous remarquerons ici que comme en mettant r1 au lieti
de r, la fonction X' devient X", et la fonction X" devient X':
si on dénote par (X'), (X" ï ce que deviennent les fonctions
X' , X" , en y substituant 7-1 au lieu de r dans toutes les puis-
sances de r, ce qui donne

on aura les valeurs de (X^) , (X"J, en échangeant dans ceifes
de X',X" , les quantités X' , X" entre elles. On trouvera ainsi

(*;) = —
ia

Ce sont les fonctions correspondantes à X' , X" qu'on obtien-
drait en procédant à l'égard des racines qui composent la fonction
X", comme on a fait sur celles de X'. Ces valeurs sont nécessaires
pour parvenir à celles de /•.

4o. Pour cet effet, il faut encore regarder les trois racines qui
composent la fonction X' comme celles d'une équation du troi-
sième degré , et faire en conséquence

/, = r -+• лг3 -h *V9 ,

en prenant pour a une racine de l'équation y3 — j = o.
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De là, on formera la fonction

e. = /'.=*'£ + »£ + <:,
et on trouvera, par le développement,, en faisant a3 = ï , et
r13 =s ï , ces expressions

£; = 6 + x;, г. а=5(х;), ç; = 5(x;x
T)onc nommant л et /3 les deux racines de l'équation

J° 4- У 4- ï = о ,
et faisant

o; = б H- X', 4- 5л(Х',) + 3c
e: = 6 +x;'-u 3/scx'j -ь з/$

on aura, comme dans le n" зЗ,

r — X', + 1/^-1-1/0:r — з~~ •

Ainsi la valeur de r est entièrement déterminée ; nous ne cher-
cherons pas à la simplifier, parce que , dans tous les cas, il est
toujours plus avantageux d'employer pour la résolution de l'équa-
tion д;13 — ï = о, ainsi que de toutes les équations de ce genre,
les formules connues en sinus et cosinus.

4i. Je remarquerai, en finissant que la méthode exposée dans
cette Note, peut être regardée comme une simplification de celle
que M. Gauss a indiquée d'une manière générale dans l'article 36o
des Disquisiîiones arithmetical. Celle-ci est fondée aussi sur le
développement d'une fonction semblable à la fonction que nous
avons désignée par б ; mais elle demande de plus la formation et
le développement d'autant d'autres fonctions du même ordre que
l'équation a de racines ; ce qui alonge considérablement le calcul.
Notre méthode est indépendante de ces fonctions auxiliaires, et
conduit directement aux expressions les plus simples des racines.

FIN.
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