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PRINCEPS. &ERENISSIME

öummae equidem felicitati mihi duco, qu,od
Celsissimo nornini Tuo hoc opus inscribere mihi
permittis, quod -vt Tibi offeram sancto pietatib
offitio obstringor. Nisi enim lua gratia, Sere-
nissime Princeps, introitum mihi ad scientias pri-
mum aperuisset, nisi perpétua Tua beneficia sto»
dia mea vsque sustentauissent, scientiae mathe-
oiaticae, ad quam vehementi semper amore de-
latus sum, totum me deuouere non potuissem.
Quin adeo eas ipSas meditationes, quarum par"
tem hoc volumen exhibet, vt suscipere, per plu-
res annos continuare literisque consignare liceret»
Tua sola benignitas effecit, quae vt, ceterarum
curarum expers, huic imprimis incutnbere pos-
sem praestitit. Quas quum tandem in lucem emit"
tere cuperem, Tua muriificentia cuncta, quae
editionem remorabantur, obstacula remouit. Haec
Tua tanta* de me meisque conaúbus mérita gra-
tíssima potius mente tacitaque admiratione re-
4oluere, quam iustis dignisque laudibus celebrará .
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possum. Namque non solum tali me muneri
baud parem sentio, sed et neminem ignorare
puto, solennem Tibi esse tarn insignem liberali-
tatem in omnes qui ad óptimas disciplinas ex-
colendas conferre videntur, neque eas scientias,
quae vulgo abstrusiores et a vitaè communis vti-
litate remotiores creduntur, a patrocínio Tito ex-
clusas esse, quum Tu, ipse intim um scientiarum
omnium inter se et ' necessarium vinculum mente
ilia, sapientissima omniumque quae ad humanae
societatis prosperitatem augendam pertinent
peritissima, penitus perspexeris. Quodsi, Тщ
Princeps Serenissime, hunc librum, et gratissimi
in Te aniœi et laborum nobiiissimae scientiae di-
catorum testem, insigni illo fauore, quo me
tamdiu amplexus es, haud indignum iudicaueris,
operam meant me non inutiliter collocasse, eius-
que honoris, quem prae omnibus in votis habui^
compotem me factum esse, mihi gratulabor

PRINCEPS SERENISSIME

Brunoüici meose Julio iSoi.

CelsitudinJs Tuae
seruus addiccissimus

C. F. Gauss.
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••--'isqinsiticmes in hoc opere contenta e ad earn
Malheseos partem pertinent, quae circa numé-
ros íntegros versalur, fractis plerumque, surdis
semper excluais. Analysis indeterminata quara.
vocant seu Diophantaea, quae ex infinitis solutio-
nibus problemati indetenninato satisfacientibus
eas seligere docet, quae per numéros inteiros
aut saltem rationales absoluüntur (plerumque ea
quoque conditione adiecta vt sint positiui) no«
est illa disciplina ipsa, sed potius pars eius valde
specialis, ad eamque ita fere se habet, vt ars
aequationes reducendi et soluendi (Algebra ad
Vniuefsarn Analysin. Nimirum quemadrnodurn
ad Analyseos ditionem reieruntur omnes quae
circa quantitàtum affectiones générales institui
possunt disquisitiones: , ita numeri integri (fracti-

quatenus per íntegros determinantur) obie-
proprium ARITHMETICAE constituuht. Sed

ea, quae Arithmetices nomine vulgo tra-
duntur, vix vitra artem numerandi et calcuiandi
(i. e. numéros per signa idónea e. g. secundum
systema decadicum exhibeiidi, operationesque
^rithmeticas perficiendi) extendantur, adiectis
bonnullis quae vel ad Arithmeticam omnino non
pertinent (vt doctriwa de logarithmis) vel Saltem



— VIII •=«

numeris integris non sunt propria sed ad omnes
quantitates patent: e ré esse videtur, duas Arith-
meticae partes distinguere, illaque ad Arithmèti-
Cam elementarem referre, omnes autem disqui-
sitiones générales de numerorum integrorum af-
fectionibus propriis . Ariihmeticae Sublimiori, de
qua sola hic sermo erit, vindicate.

Pertinent ad Arithmeticam Sublimiorem ea,
quae Euclides in Elementis L. VII sqq. eïègantia et
rigore apud veteres consuetis tradidit: attamen ad
prima initia huius scientiae limitantur. Dio-
phanti opus celebre, quod totum problëmatis in-
determinatis dicaturii est, multas quaestiones con-
tinçt, quae propter difficultaterh suam artificio-
tumque subtilitatem de auctoris ingenio et acu-
inine existimationem haud mediocrem suscitant,
praesertim si subsidiorum quibus illi vti licuit
tehuilatem ^considères. At quum haec problemata
déxteritatem quandam potius scitamque tractatio-
ïiem, quam principia proîtmdiora postulent, prae-
tereaque. nimis specialia sint raroque ad conclu-
siones generaliores deducant: hic liber ideo ma-
gis epochatti in historia Matheseos constituera
videtur, quod' prima arils characteristicae et Al-
gebrae vestigia' sistit, quam quod Arithmeticam
Sublimiot-em inuentis nouis auxerit. Longe plu-
rima rerpiitimibus debentur, inter quos pauci
quidem -л. 1 immortalis gloriae viri P. DE FERMAT,
L. 'EvtLK, L. LA. GRANGE, A. M. LE GENDRE
(vt paucos alios pra-eteream ) introitum ad pene-
Iralia huius diuinae scientiae aperuerunt, quan-
tisqüe diuUus abundent paîefecerunt. Quaenam
vero inuenta a singulis his geometris profecia
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siïit, hic enarrare supersedeo, quum e práe-:
fationibus Additamenlorum quibus ill. La Grange
Euleri Algebram ditauit operisque mox memo-
randi ab Ш. Le Gendre nuper editi cognosci pos-
s'mt, insuperque pleraque locis suis in his Dis-
quisitionibus Arithmeticis laudentur.

Propositum huius opens, ad quod edendumf
iam annos abhinc quinque publiée fídem dede-
гапц id fuit, vt disquisitiones ex Arithmética
Sublirmori, quas partim ante id tempus partirai
postea institui, diuulgarem. Ne quis vero miré-*
lUr, scientiam hi,c a primis propemodurn initiii
repetitam, multasque disquisitiones hic denuo re-
sumtas esse, quibus alii operam suam iam na-
uarunt, monendum esse duxi, me, quum pri-
mum initio a. 1795 huic disquisitionum generi
animum applicaui, omnium quae quidem a re-
cehtioribus in hac arena elaborata fuerint igna-
rum, omniumque' subsidiorum per quae de his
quidpiam comperire potulssem expectem fuisse.
Scilicet in alio forte labore tune occupatus, casü
incidi in eximiam quàndam veritatem arithmeti-
cam (fuit autem ni fallor theorema art. 108),
quam quum et per se pulcherrimam aestimarem
et cum maioribus connexam esse suspicarer, sum-
in a qua potui contentione in id incubui, vt рчЦь

cipia quibas inniteretur perspicèrem, demoiistra'-
tionemque rigorosam naiiciscerer. Quod posb-
quam tandem ex voto successisset, illecebris ha*-
rum quaestionum ita fui implicatus, vt eas dese-
rere non potuerimj quo pacto, dum alia sempefc
ad alia viam sternebant, ea quae in quatuot pri-
tois Sectionibus huius operis traduntur ad raaxi-
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mam partem absoluta erant, antequam äe alío-
rum geometrarutn laboribus simihbus quidquam
vidissem. Dein copia mihi facta, horum sum-
шогит ingeniorum scripta euoluendi, maiorem
quidem partem meditationurn mearam rebus du-
dum trahsactis impensam esse agnoui: sed eo
alacrior, Щогит. vestigüs meistens, Arithmeticam
vlterius excolere studui; ita variae disquisitiones
institutae sunt, quarum partem Sectiones V, VE
et VII tradunt Postquam interiecto tempore
consilium de frucübus vigiliarum in publicum
edendis cepi,: eo lubentius, quod plures opta-
bant, mihi persuader! passus sum, ne quid vel
ex illis inuestigationibus prioribus supprimèrent!,
quod turn temporis liber non habebatur, ex quo
aliorum geometrarum labores de his rebus, in
Academiarum Commentariis sparsi, edisci potuis-
sentj quod multae ex illis omnino nouae et ple-
raeque per methodos nouas tractatae erant,- de-
nique quod omnes turn inter se turn cum dis-
quisitionibus posterioribus tarn arcto nexu cohae-
rebant, vt ne noua quidenr satis commode expli-
cari possent, nisi reliquis ab iuitio repetitis.

^ Prodiit interea opus egregium viri iam
antea de Arithmetica Sublimiori magnopere meri-
t^ Le Gendre Essai d' une théorie, des nombres^
Jrerii a. VI, in quo non modo omnia quae hac-
lenus in hac scientia elaborata sunt diligenter
collegit et in ordinem redegit, sed permulta in-
super noua de suo adiecit. Quum hic liber seri-
ns ad. manum mihi peruenerit, postquam maxi-
;j30a operis pars typis iara exscripta esset\ nullibi,
vbi rerum analogia occasionem dare potuisset,
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eins mentionem дтсеге licuit; de paucis tatitutn-
modo locis quaedatn obseruationes in' Addita-
mentis adiungere necessarium vídebatur, quas
vir humanissimus et candidissiiíius bénigne vt
spero interpretabitur.

Inter impressionem huius operis, quae plu-
ries interrupta variisque impedimentis vsque in
quartum annum protracta est, non modo eas in-
uesligationes, quas quidem iam antea susceperam,
sed quarum promulgauonem in aliud tempus
differre constitueram, ne liber nimis magnus eua-
deret, vlterius continuaui, sed plures etiam. alias
nouas aggressus sum. Plures quoque, quas ex
eadem ratione leuiter tantum attigi, quum, tracta-
tio vberior minus necessária videretur (e. g. eae
quae in artt. 57, 82 sqq. aliisque locis tradun-
tur), postea resumtae sunt, disquisitionibusque
generalioribus quae luce perdignae videntur lo-
cum dederunt (Conf. etiam quae in Additamen-
tis de art. 506 dicuntur). Oeriique quum liber
praesertim propter ampliludinem Sect. V in longe
iriaius quam exspectaueiarn volumen excresceret,
plurà quae ab initio ci destinata erant, interqua
ea totatn Sectionem octauam (quae passim iam
in hoc volumine commemoratur, atque .tractatio-
nem generalem de congruentiis algebraicis cuiusuis
gradus continet) resecare oportuit. Haec omnia,
quae volumen huic aequale facile explebunt, pu-
blic! iuris fient, quamprimum occasio aderit.

Quod, in pluribus quaestionibus difficilibus>

«emonstrationibus syntlieticis vsus sum, arialysin-
per quam erutae sunt suppressi, imprimis
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breuitatis studio tribuendum est, cui quantum'
fieri poterat consulere oportebaL

Theoria diuisionis circuli, siue polygonorum
regularium, quae in Sect. VII tractatur, ipsa
quidem per se ad Arithmeticam non pertinet, at-
taraen eins principia vnice ex Arithmetica Subli-
miori petenda sunt: quod forsan geometris tara-
inexspectaium erit, quanluni veritates'nouas, quas
ex hoc fonte haurire ucuit, ipsis gratas fore
epero.

Haec sunt, de quibus lectorem praemonere
volui. De rebus ipsis non meum est iudicare.
Nihil equidem inagis opto, quam vt iis, quibus
scientiarum incrementa cordi sunt, plact.'ant,
quae vel hactenus desiderata expient, vel aditum
ad noua aperiunt.
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C O N T E N T A

C
Oectio prima. De пишегогшп congruentia in

génère p. i.
Numeri congrui, moduli, residua et non residua,
art. ï sq. Residua minima, 4. Propositiones ele-
œeotares de congruis, 5. Quaedam applicadones, 12.

Sectió secunda. De congruentiis primi ,gradus p. 8.
Theoremata praeliminaria de numeris primis» fa-
ctoribus etc. 13. Solutio congruentiarum primi gra-
dus, 26. De inneniendo numero secundum módu-
los datos residais datis côngruo 32. Congrüeqtiae
lineares quae plures incognitas implicant 37. The-
oremata varia 38.

Sectio tertia. De residais potestatum p: 41.
Resídua terminorum progressionis geometricae ab
vnitate incipieiitis constituunt seriem periodicani,
45, Considerantur f rimo moduli ', qui sunt nwieri



primi. Ponendo modulura nr p, 'multibdo'termino-
rum in período metitur numerum p — ï art.. 49.
Fèrmatii theorem^, 50. Qijot numeric respondeant
period^, in quibus terminorum multitudo est diui-
sor datus numeri p — ï art. 52., Radices pr\miti-
uae, bases, indices, 57. Algorithmus indicum,
58- De radicibus congruentiae A;" ~ A, art 60.
Nexus indicum in systematibus diuersis, 69. Bases
vsibus peculiaribus accommodatae, 72. Methodus
radices primitiuas assignandi, 73. Theoremata va-
ria de periodis et radicibus primitiuis, 75. (Theo-
rema Wilsonianurh, 76). De modulis qui sunt nu-
merorum primorum potestates, 82. Moduli qui
sunt potestates binani, 90. Moduli e pluribus pri-
tnis cómpositi, 92.

Sectio quarta. De congruentiis secundi gradus p.92.

Residua et non-residua quadrática art. 94. Quoties
modulus est numerus primus, multitudo residuo-
rum ipso minorum multitudini nonresiduorum ae-
qualis, 96. Quaestio, vtrum numerus compositus
residuum numeri primi dati sit an nonresiduum, ab
índole factorum pendet, 98^ De modulis, qui sunt
numeri compositi, 100. Critérium générale, vtrum
numerus datus numeri primî dati residuum sit an
nonresiduum, 106. Disquisitiones de numeris pnthis
quorum residua aut non residua sint numeri dati 107
sqq. Residuum— I art. io8. Residua-}-2 et— 2, art.
из. Residua | 3 et — 3, art. 117. Residua f 5
et — 5 art. lai. De ±1 7 art. 124. Praeparatio ad
disquisitionem généraient, 125. Per inductionem
theorema générale (fundamentale) stabiütur, con*
clusionesque inde deducuntur 130- Demonstrado
rigorosa huius theorenratis, 135. Methodus análo-
ga, theorema art. 114 demonarrandi, 145. Solu-
tio problematis generalJs 146. De forrais linearibus
omnes números primos continentibus, quotum vel
residuum vel non residuum est numerus quicunque
datus 147. De alioruto laboribus circa has inuesti-
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gationes 151. De congruentäs secundi grados non
puris 152.

Sectio quinta. De formis aequaticraibusqxie in-
determinatis secundi gradus p. 165.

Disquisitionîs propositum; formarum definitio et
signum 153. Numerorum repraesentatio ; deter-
minans 154. Valores expr. <f(bb — ac) (mod- M)
ad quos repraesentatio numeri M per formam (a,
b, с) pertmet, 155. Forma aliam implic-ans, stue
sub alia contenta', transformado, propria et
imprópria, 157. Aequiualentia, propria'et im-
própria 158- Formae oppositae 159, contiguae
160. Diuisores communes coëfficientium forma-
riam 161. Nexus omnium transformationum simili-
um formae dacae in formam datam 162. Formae anci-
pitçs 163. ' Theorema circa casum vbi forma sub
alia simul proprie et jmproprie contenta est 164.
Generalia de repraesentationibus numerorum per
formas, earumqtie nexu cutn transformationibus
166. De formis determinants negatiui 171. Ap--
plicationes spéciale« ad discerptionem numerorum
in quadrata duo, in quadratum simplex et duplex,
in simplex et triplex 182. De formis determinantis
positiui non-quadrati 183. De formis determinan-
tis quadrati 206. Formae sub aliis contentae qui-
bus tarnen non aequiualent 213. Formae determi-
tiantu Q art. 215. Solutio generalis omnium ae-
quationum indeterminatarum secundi gradus duas in-
cognitas implicantium per numéros Íntegros 2ló.
Annotationes historicae 222.

DlSQVISITIONES VLTKRIORES DE FORMIS. DÎS-
tributio formarum déterminants dati in classes
223; class him in ordines 226. Ordinum partitiu in
genera 228. De compositiotte formarum 238. Com-
pòsitio ordinum 245, generum 246, c J ass i urn 249.
Pro determinante dato in singulis generibus eius-
dem ordinis classes a«que multae coutiaentur,



Cpmparantur multit;ud.ines cesium in singulis ge-
neribus ordinum diuersorum contentarunv 253.
De muhitudine classium ancipitum "257. Certe se-
missi omnium characterum pro determinante dato
assignabiíium genera proprie primitiua (positiua pço
det. neg.) respondere nequeunt 261. Theorematis
fundamental et réliquorum theorematum ad resi-
dua — i, f 2, —a pcrtinentium demonstratio secunda
262. Ea characterum semissis, quibus genera re-
spondere nequeunt, propias determinantur 263.
Methodus peculiaris, números primos in duo'qua-
d^ta decomponendi 265.' DJGRESSIO CONTINENS
TRACTATVM DE FORMIS TÉRNARIIS 206 Sqq. Quat-
(tam applicationes ad theoriam formarum binaria-
rum. De inuenienda forma e -cuius duplicatione
forma binari*. data generis principalis oriatur 286.
Omnibus characteribus, praeter eos, qui in artt.
262, 263 impossibiles inuenti sunt, genera feuer.a
respondent 287j III- Theoria deçompositionis turn
numerorum turn formarum binariarum in tria qua-
.drata 288. Demonstratio theorematum Fermatia-
norum, quemuis integrum in très numéros trigo-
nales vel quatuor1 quadrata discerpi posse 293. So-
.lutio aequationis axx \- byy | czz = о art. 394.
De methodo per quam ilL Le Gendre theorema fun-
damentale tractauit 296. Repraesentatio cifrae per
formas ternárias quascunque 299. Solutio genera-
Hs aequationum indeterminataruni secundi gradus
duas incógnitas implicantium per quantitates ratio-
•nales 30 j. De multitudine mediocri generum 301,
classium 302. Algorithmus singularis classium
proprie primitiuarum; determinantes regulares et ir-
regulares etc. art. 305.

Sectio sexta. V.ariae applicatipnes dís^uisitionuin
praeceâendum p. 540.

Résolutif fractionum in simpliciores 309. Conuer-
sio fractionum communium in décimales 312. So«
lutio congru«ptiae xx — A per metb,odum exclu-
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sîonïs 319. Solutio aequationis indeterminarão tnxx
t НУУ — -A per exclusions 3^3. Al ia m s1 the 'las
congruentiam xx ~ A soluendi pro eo casu vbi A •
est negatiuus 327. Duaèmethodi, numéros Com-
pósitos a primis dignoscendi, illorumque factores
inuestigandi, 329.

Sectio septima. De aequationibus, circuli sectio-
nes definientibus. p.

Disquisitio reducitur ad casum sîmp.ucîssimum, vbi
mult i tude partium » in quas circulnm secare opor-
tet, est nutnerus primus 336. Aequatione« pro1'
fimctionibus trigonomefricis arcuum quî sunt pars
aut partes totius peripheviae ; reductio functionum
trigonometricarum ad radices aeqnationis xu — ï
^r о art 337. Theoria radicum huius aeqwationis
(vbi supponitur, n esse numerum primntDj. Omit-
tendo radicem ï , reliquae (û) continentur in ae-
quatione X — л:11-1 f at1-» f etc. f x f i — o,
Functio X resolui nequit in factores inferiores,
in quibus omnes coëffidentes sint rationales 341.
Propositum disquisitionum sequentium declaratur
342. Omnes radices £i in certas classes (períodos)
distribuuntur 343. Varift theorenjata de his pe-
riodis 344 sqq. His disquisitionibus superstrtíitur
solutio aequationis X rr o art. 352. Exempla
pró и ~ 19, vbi negotium ad duas aequationes cu-
bicas vnamque quadratic-am, et pró я rr 17, vbi
ad quatuor quadráticas reducitur artt. 353, 354,
DisquisitioHes vlteriorés de hoc argiimento, Ag-
grt-gata, in quibiis terminorum multitudo par,
sunt quantitates reales 355. De aequatione, per
quam distributio radicum Q in duas períodos de-
finttur 356. Demonstratio theorematis in sect. IV
commemorati 357. De aequatione« pro distributione
radicum n in três períodos 338. Aequationum,
per quas radices n inueniuntur reductio ad puras
359. Afplicatio disquisiûonum praecedentium ad
functioned trigonométricas,' Methodus, ângulos
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quibns eingulae radices p respondeant dignoscendî
361. Tangentes, cotatïgentes, secantes et cose-
cantes e simibus et cosinubus absque diuisione deri-
uantur 362. Methodus, aequationes pró functionibus
trigònometricis successiue deprimendi 363. Secti-
tones circuli, quas per aequationes quadráticas siue
per constructignes geométricas perficere licet 365,

Additamenta. p. 666.

Tabulae.
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NVMBftORVM CONGRVENTiA IN GÉNÈRE.

ntimeru» a nutnerorntn ft, f clifferen-
metitur, b et c Miitidufo a cottgrui dicuntur,

. minue, t»co«^v«f: ipeum a modulum sppella-
e. Vterquft numerorum b, c, priori in cas«

ftlterius fMtciott«, in posteriori vero nonresiduum
vocatur.

Hae notiones de omnibus numeris integris
positiuis quam negatiuis *) valent, neque

*) MoAuirts tasnlfefto ieffl[ieï ad/ulutf 5. t» t-n« e*nnï ïîgso eft su«

Л
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vero ad fractos stint extendendae. £. g.
•— g et 4- 16 secundum modulum 5 sunt con-
grui; -—7 ipsius 4- i5 secundam modulum it
residuum, secundum modulum 3 vero nonre-
siduum» Ceterum quoniam cifram numerus
quisque metitur , omnis numerus tamquam sibi
ipsi congruus secundum modulum quemcun-
cpe est spectandus.

2. Omnia numeri dali a residua secun-
dum modulum m sub formula a+km compre-
henduntur, désignante k numerum integrum
indeterminatum. Proposùionum quas post trade-
ïuus faciliores nullo negotio hinc demonstrar!
possunt: sed israrum quidem veritatem aeque
facile quiuis intuendo poterit perspicere.

Numerorum congruentiam hoc signo, =,
in posterum denotabimus, inoduíum ^ybi opus
erit in clausulis adiungentes, — 16 £ЕЬ g (mod. 5),
—-y^i5 (mod. j i) *).

3. THEOB. Propositit m ntinseris iiitegrit suc*
caftait, a, я-f- r, й-f-í.... a-\~tn - I, alioque At

illorum aliquit huic tecundum modulum nt congr»M3
tritt et quidem vnicus tantum.

Л-*
Si enitn ~~ r̂ integer, erit а~Л, sin fra-

Ctusi sit integer proxime maior, (aut quando
est negatiuus, proxime minor, si ad signtui*
non respiciatur) = It, cadetque A + bm inter a et

•) Hoe lignum propter magnata fialogiaia qaae inttr teqnalilatem ef'
que contcruentiam inueeitur adoptauimuJ. Ob fandern taufsam ill»
l.t GeuAre in comment, infra larpiu» laudanJ* j p j u m aeijiulítaií'
sigBum pro coiifcrucotia retluuil, quod DBI n» imbiguiiai orl»t4(

dubiUuimn».



«4m, quare eric numerus quaesitus. Et
taanifestum est omnes quotientes -̂ ~> *^'~--i
^-*ж~— etc. inter k — i et k+ 1 sitos esse; qua-
'в pluree quam vnus integri esse nequeunt.

4. Quisque igitur numerus residuum ha-
bebit turn in hac serie, o, í, z,... m— í,
turn in hac, о, — i, — 2, .... — (ж — i)f

<juae retidua minima diceiiius , patef que , nisi о
íuerit residuum, bina semper dari, positiuum al-
terum, alterum negatiuum. Quae si magnitudi-
ne sunt inaequalia, alterum erit <J v, sin secus
vtrumque ~ ^, signi repectu non habito» Vnde
patet , quemuis numerum residuum habere mo-
duli semissem non superana quod absolute mini-
mum vocabitur.

E. g. — 13 secundutn modulum 5, habet
re*iduum minimum positiuum 2, quod simul
«st absolute minimum, — 5 vero residuum mini-

negatiuum; +5 secundam modulum 7
i ipsius est residuum minimum positiuum.
a negatiuum, simulque absolute minimum.

5. His notionibus stdbilitis eas numero-
congraorum proprietates quae prima fron«

se ofíerunt eolligamus.
Q«t ttumeri secundam moâulum compositum sunt

etiam seamdum quemms eius diuisorem сон.

Si pluret Humeri eidem numero secxndur» tun-
"* modulum sunt congrui, inter se erunt tongrui

'secundum eundem modulum).
Haec modulorum identitas etiam in sa*

"4emibus est subintelligenda.
A a



Numeri congrui residua minima 'îiabent iadem,
incongrui diuersa.

6. Si liabentur quoteunque numeri A, B, C,
etc» totidemque alii a, b, c, etc. illis sccuudum moau-
turn quemcuttqae congrui, A~a t B^bt etc. erit A-\*
B -f- C+ etc. ~ a + b H-r + etc,

Si A=za, B~b erit A — В =з= a - b.

7. Si Л—a, frit qnoque kA^ k a.

Si fc numeras pösitiuns, hoc est tantum-
modo casus purticubris propos, art. praec.,
ponendo ibi A — B — C etc., л—Ь — с etc. Si
A negatiuus, erit — Л positiuus, adëoque «—
it A -~~ — k a, vnde k A ss k a.

Si A^ß, B-.^b, erit A B ̂  ab. Namque
'А Б '-^ A b == b a.

8. Si habetitur quotcvnque »umeri A, B, C. etc-
totitfemque alii a, b, с etc, hiseongrui, A^=a, 5~i
b etc, producta ex vtrisque erunt côngrua, ABC ete>
•^abc etc.

Ex artic. praec. Ab^, ab, et ob eanden1

rationem А В С —; a b с ; eodemque modo quoi'
cunque alii factores accedere possunt.

Si omnes numeri At B, C, etc. aequale'
assumuntur, nee non respondentes я, b, cf eto
habetnr hoc theorema: Si A~~=л et k inttgi*
fositiuutt erit All-^.al1. *

9. Sit X fiinctio algebraica inJeterminatae и
hums format, Ax* -f- 5acb+ C*c-[- etc. designa*'
tibus At Bt C, etc. números íntegros qnoscunque ; ^
b, с, etc. vero Íntegros non negatiuos. Turn si i»i1'
terminatas x valores stcundum mod^um
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toHgrui tríbuuHiur, valores ftinctionis X itide prodewt*
fet congrai erttnt.

Sint /, g, valores congrui ipsius x Тига
ex art. praec. f*~; g* et Af A ~Ag* t eoderaque
»nodo Я/ь — -ffg b etc. Hinc A f* -\- Bfb 4-
CVcH-etc. ES Л g» 4-Я gb-b Cgc-t-etc. q. E. D.

Ceterum facile intelligitur, quomodo hoo
theorema ad functiones plurium indeterminata-
fum extendi possit.

10. Quodsi igitur pró x omnes numerí
Hitegri consecutiui substituuntur, valoresqua
functionis X ad residua minima reducuntur,
haec seriem constituent, in qua post interual-
Jum m terminorum (désignante m modulum)
iidem termini iterum recurrunt; siue haec se-
ries ex período m terminorum infinities repetita,
erit formata. Sit e. g. X — ж3 — 8 л;-f- 6 et t»
= 5; turn pro x = o, i, 2, 3 etc., valores ip-
eius X haec residua minima positiua suppedi-
*ant, ï, 4» 5, 4» 3, r, 4, etc., vbi quina priera
*» 4> 3, 4, 3 in infinitum repetuntur; atque si
«eries retro continuatur, i. e. ipsi x valores ne-
gatiui tribuuntur, eadem periodus ordine terw
»tiinorum inuerso prodit : vnde manifestam est,
términos alios quam qui hanc periodum con-
•tituant in tota serie locum habere non posse»

11. In hoc igitur exemplo X neque =
O» neque ^ A (mod. 5) fieri potest, multoque
•ftinus = o, aut ~ 2. Vnde sequitur, aequatio-
ftes «s — 8*4-6=0, et ж» — 8 ж •+• 4 = о
per números íntegros et proin, vti notum est,
per numéros rationales solui non posse. Ce«

A 3
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fteraliter perspîcuum est, aequatîonem X— о,
quando X functio incognitae x, huius'formae,
»n+ A x"-1 H- B xn-> + etc. -t- Л"; A> B, C, etc.
integri, atque я integer positiuus, (ad quam
formam omnes aequationes algebraicas reduci
posse constat) radicem rationalem nullam ha-
bere, si congruentíae JL"=O secundum vllum
modulum satisíieri nequeat. Sed hoc critérium,
quod hic sponte se nobis obtulit, in sect, Vlll
fusius pertractabitur. Poterit certe ex hoc spe-
cimine notiuncula qualiscunque de harum in-,
oestigationum vtilitate cfformari.

ja. Theorematibus in hoc capite traditia
complura quae in arithmcticis doceri soient in-
nituntur, e. g« regulae ad explorandam diuisi»
bilitateni numeri propositi per 9, 11 aut alioe
numéros. Secundum >nodnlti»i Q omnes numeri ip
potestates vnitati sunt cengruae: quare ei nu-
merus propositus habet formam rt-f-io b~{- ЮО
с 4- efo., idem residuum minimum secundurn
modulum 9 dabii, quod я ч- b + c -f- etc»
Hinc nianifestum est, si figurae singulae nume-
ri decadice expressi sine respectu Joci quem
occupant addantur, summam hanc numerum-
<jue propoaitum eadem residua minima praebe-
re, adeoque hunc per 9 diuidi posse, si Шл
per 9 sit diuisibilis, et contra. Idem etiam de
diuisore o íenendum. Quoniam secimdmn modu*
íum ii , too HS x erit generaliter io îksn r,
1O3k + i r-- 10 r-^т— ï f et numerus formae a-\- iO
^+100 с4-etc. secundum modulum n idem
residuum minimum dabit quod я— 6 -f- c etc. »
vnde régula aota protiuus deriuatur. Ex eo'



dem principio omnia similia praecepta facile
deducuntur.

Nee minrs ex praecedentibus petenda est
ratio regularum, quae ad veriiicationem ope-
rationum arithmeticarum vulgo commendantur.
Scilicet si ex niuneris datis alii per additionem,
eubtractionem, muhiplicationemaut eleuationem
ad potestates snnt deducendi.: substiuuntur da-
torum loco residua ipsorum minima secundum
tnodulum arbitrarium (vulgo 9 aut 11, quoniam
in nostro systemate decadico secundam bos,
Vti modo ostendimus, residua tam facile pos-
eunt inueniri). Numeri hinc oriundi illis, qui
ex numeris propositis deducti fuerunt, congrui
esse debent ; quod nisi eueniat, viîium in calcu-
lum irrepsisse concluditur.

Sed qimm haec bisque similia abunda
sint nota, diutius us imraorari auperfluum
foret»

A 4



q.

S E G T I O S E C V N D A .

DE Vl

CONGRVENTIIS PRIMI GRADVS.

i3. ТНЕОПЕМА. Lroductttm e ditobus nume*
vis positiuis numero primo dato minoribus per hunc
primam dittidi neqitit,

Sit p primus, et я positiuus < p: turn nul-
lus numeras positiuus b ipso p minor dabitur,
ita vt sit ab ~ o (moei. p),

Si quis neget , supponamus dari nu-
ttieros b, c, d, etc. onmes <^ p, ita vt д& ~ o;
flc^o; a d ^ ^ o etc. (mod. p). Sit omnium
minimus ft, ita vt omnes numeri ipso b mino-
res hac proprietate sint destituti. Manifesto
erit b > ï : si enim b — r , foret a b — a < p
(hyp-), adeoque per p non diuisibílis. Quare
f tamquam primus per b diuidi non poterit,
sed inter duo ipsius b múltipla próxima mb et
(ю-Ь ï) b cadet. Sit p — m b = ô1, eritque é'
nurnerus positiuus et <^ é. Iam quia supposui-
mus, a b ~ o (mod. p), habebitur quoque та Ь
™<> (art. 7), et hinc, subtrahendo ab ар =о,
crit a QJ — m b~) — яа1 cr o; i. e. 6l inter nu«
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meros b, c, d, etc. referendas, licet mínimo eo-
rum b sit minor. Q. E. A.

14. Si пес а пес b per numeram primum p
diuidi potest: etiam productum ab per p diuidi no»
poterit.

Sint numeraram a, /?, secundam modulam
f residua minima posiiiua »> £• quorum neutrum.
erit o (kyp.). Iam si esset a b =•:-. o (mod. p'),
foret quoquè, propter ab ~ *£• «f н=; о, quo J
Cum theoremate praec. consistere nequit.

Huius theorematis demonstratio iam ab
.Euclide tradita, EL VIL 5?.. Nos tameu omit-
tere earn noluimas, turn quod recenriorum com-
phlresíeu ratiociniavaga pró demonstratione ven-
ditauerunr, sea theorema omnino praeferierunt,
tun> quod índoles method! hie adhibitae, qua
in ira ad multo reconditiora enodanda vtemur,
e casu simpliciori iacilius deprehendi poterir.

15. Si Kitllus nitmerorum a} b, C, d etc. per
vmmerwn primum p diuidi votest, etiam produetum
ubcd etc. per p diuidi non potent.

Secundum artic. praec. a b per p diuidi ne«
quit; ergo etiam a b c \ hinc a b e d , etc.

16. ТИЕОКГ.МА. Nitnterui compositus quicun-
ÇW vnico tantum modo in factores primos resoliti p&test.

Dem. Quemuis numerum compositum in
factores primos resolui posse, ex elemeatis
constat, sed plviribus modis diuersis ßeri hoi:
*ion posse perperam plerumquesupponitur tacite.
Fineamus numerum compositum A, qui sit =
«* b^c* etc,, designantibus a, b, c etc. numéros
primos inaequales, alio adhuc modo in tacto-
*es primos esse resoiubiiem. Primo

A ã
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«turn est, in secundam hoc factorum système
«lios primos quam a, 6, с etc. ingredi non pos-
se , quum quicunque alius primus numerum A
ex lus compositum metiri nequeat. Similiter
etiam in secnndo hoc faclorum systemate nul«
lus primorum я, b, c etc. déesse potest, quip-
pe qui alias ipsum A non metiretur Cart. praec.J.
<^uare hae binae in factores resolutiones in eo
tnntummodo differre possunt, quod in altéra
aliquis primus pluries quam in altéra habea-
tur. Sit talis primus p, qui in altéra resolu-
tioaem, in altera vero я vicibus occurrar, sit-
que m > я: iam deleatur ex utroque syste-
mate factor p, » vicibus, quo fiet vt in altero
adhiic w — я vicibus remaneat, ex altero ve-
ro omnino abierit. 1. e numeri -~ duae in fa-

p
ctores resolutiones habentur, quarum altera a
factore p prorsus libera, altera vero m — я vi-
cibus eiun continet, contra ea quae modo de-
monstrauimus.

17. Si itaque numerus compositus A est
productum ex B, C, D etc., patet, inter facto-
res primos numerorum B, C, D etc. alios esse
non posse, quam qui etiam sint inter facto-
res numeri A y et quemuis horum factorum
toties in B, C, D coniunctim occurrere debe»
re, quoties in A. Hinc colligitur critérium»
vtrum numerus B alinm A metiatur, necne»
Jllud eueniet, si B neque alios factores primos»
rienue vllum pluries inuoluit, quam A; quarum
condirionum si aliqua déficit, B ipsum A non
metietur.

Facile hinc calculi combinationum auxilio
deriuari poíest, f>i Л — л*$Р etc. désignant!-
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bus vt eupra /r, Ь, с etc. numéros primos diuer-
eos: A habere (« + O («H- O (* •*• I) etc- diui-
•ores diuersos, inclusis etiam i et A.

18. Si igitur A - n" be cv etc,, K= tMA

«к etc., atque primi д, b, c etc. , k, l, m etc.-
omnes diuersi, patet ./4 et A' diuísorem com-
snunem praeter i non habere, sine inter se
esse primos.

Plnribus numeris A^ 5, C etc. proposais
maxima omnibus commmiis mensura ita determina-
tur. Resoluantur omnes in euos factores pri-
ÎTIOS, atque ex his excerpantur ii, qui omni-
bus numeris А, В, С etc. sunt communes, (si
tales non adsunt, nullus diuisor erit omnibus
communia). Тит quoties quisque horum fa-
ctorum primorum in singulis А, В, С etc. con-
tineatur, sine quat dimensiones in singulis A, 8, С
puisque habeat, adnotetur. Tandem singulis
factoribus primis tribuantur dimensiones omnium
quas in Л, Б, С etc. habent minimae, corapo-
flaturque productum ex iis, quod erit mensura
communis quaesita.

Quando vero numerorum А, Д С etc, »«я»«
'«MJ commuais dimduus desideratur, ita proceden-
dum. Colligantur omnes numeri primi, qui
ïiumeponun A, В, С etc. aliquem metiuntur,
trihuatur ciùuis dimensio omnium quas. in nu-
ïïieris y/, Bt С etc. habet maxima, stcque ex
omnibus productum confletur, quod erit ditii-
d nus quafisitus.

Ex. Sit A ~ 5o-4 = s5.337; B~ a£8a —
5i Ç = 804 — г» 5». Pro щцещецДа diui-
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«ore communi máximo habentur factores pri-
mi 2, 3, quibus dimensione« 3, a tribuendi;
vnde fiet ~ аз5г — 72; diuiduus vero commu-
nie minimus erit a6 3s 5 . 7 — 60480.

Demonstrationespropter facilitatem omitti'
mus. Gererum quomodo haec problemata sol-
ueivda sint, quando numerorum A, Bt C etc.
in factores resolutio non detur, ex elementis
notum.

19. Si numeri a, b,c etc. rtd alium k stint primif
tiiam pi'oduitum ex illis abc etc, ad k primum est.

Quia enim nulli numerorum я, b, e etc«
factor primus cum k est communis productunv
que a b c etc. alios factores primos habere ne'
quit, quam qui sunt factores alicuiut numero'
rum a, b, c etc., productum abc etc. etiarrt
cum k factorem primum communem nofl
liabebit. Quare ex art. praec. k ad abc etc»
primus.

Si nunteri a, b, c etc. inter se sunt primi, alîttnt*
ant k singitli metiuntur ; ttiam productum ex Hits »if
tritritnt k tnelíetur.

Hoc aeque facile ex artt, 17, 18 deriwatur«
Sit enim quicunque ,product! abc etc. diuisot
jtrimus f, quern contineat * vicibus , manife*
titmnque est, aliquem numerorum a, b, c etc«
eimdem hunc diuisorcm * vicibus continerO
debere. Quare etiam t, quem hic numeru*
metiíur, * \icibus diuisorein f continet. Зппк
liter de reliquis producti abc etc. diuisoribus.

Hinc si duo Httmeri w, n нскпант plnrtsmoàiï
lot tnter st primas nt b, ( etc. sunt congrttït ttiam tf
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fitndétm productam ex his coMgi-ui erunt. Quum enim
«я — « per singulos a, b, c 'etc. sit diuisibilis,
etiam per eorum productum diuidi poterit.

Deniqae si a ad b primus et ak per b diuisibilis,
•rit etiam k per b dimsibilis. Namque quoniam ak
tarn per a quara per /; diuisibilis, etiam per ab
diuidi poterit. i. e ^ — fc erit integer.

ab b ,

20. Quando A — a'b^cv etc., designantibus
a, b, c etc. números primos indiquâtes, est potestas ali-
qua , puta = kn ; omnts exponentes «> f» t 'etc. per м
erunt dtaisibiles,

Numerus enim k alios factores primo*
quam c, b, c etc. non inuoluit, Continent ta-
ctorem a, *r vicibus, continebitque A" siue A
Kunc factorem n*1 vicibus; quare n»Trr«, et*
integer. Similiter ? etc. íntegros esse demon-
etratur.

ai. Qucwdo a, í>, c etct sunt inter se primi, tt
productum abc etc, potestas aliqua, puta — kn : sitrguli
numeri a, b, c etc, similes potestates erunt.

Sit n = Л m14 f etc., designantibus /, my

f etc. números primos diuèrsos, quorum nui-
lus per hyp. est factor numerorum b, c etc,
Quare productum abc etc. factorem / implica-
bit A vicibus, factorem m vero ц vicibus etc.:
bine (»ff. praec.*) л» .u, я- etc. per я diuisibiles ád-

X f i ^
eoque y a= l~ m* pn etc. integer. Similiter
de reliquis ú, c etc.

Haec de numeris prxmis praemittenda erant j,
iam ad ea quae finem nobis propositum pro-
pi us attirent couutírtimur.
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as. Si numert а, Ь ftr alium k dtuisibiles secttH-
dum mochit'.im m ad k primum sunt congrui : * tt i «-
eundam eundetn tnodulum congrui eruHt,

Patet enim a — b per k diuisibilem fore,
liée minus per т (Ayf>.)> quare {art. ig) ~- per
M diuisibilis erit, i. e. erit ï — t (mod. ».)»

Si autem reliquis manentibus tu et k ha-
bent diuisorem cominunem maximum e, erit
i ^ ~ (mod. "). Namque * et " inter se pri.
mi. At a — b tarn per k quam per »» diuisibi-
lis adeoque etiam —- tarn per * quam per ~t
- . 1m . a-* •» • * *bincque per -- ï. e. -A- per 7» erne ï = ï
(mod. "')»

йЗ. Si и ad m prîtnus, et e, f mimeri secundut»
modulam m incongru!; erunt ttiam a e, a f incongrni
secundam m.

Hoc est tantum conuersio theor. art. praec.
Hinc vero manifestum est, si a per ouines

números íntegros a o vsque ad m — i multipli-
cetur productaque secundurn modulam m ad re-
eidua sua minima reducantur, haec omnia fore
inaequalia. Et quum horum residuorum, quo-
rum nullum í>f», numerus sit w, totidemque
dentur numeri a o usque ad »я — i, pater, nul-
lum horum numerorum inter ilia residua dées-
se posse,

2ч. Expressio ax + í>, denotantibus a,b nu-
méros datos , ж numerum indeterminatum
seu variabilem, secunduw modulant m, ad a pri-
tnwit, cubas numero dato cangrua fieri potest»



Sit numeras, cui côngrua fieri débet, с,
et residuum minimum positiuum ipsius с — &
secundum modulum m, e. Ex art, praec. ne-
cessário datur valor ipsius #<*», talís, vt pro-
ducti ax secundum modulum m residuum mi-
nimum fiât г; esto hic valor v, eritque a v нп
г s^c — ô ; vnde a v ~ ± - b -^ c (mod. m) Q. E, F.

ao. Expressionen! diías quantitates côn-
gruas exhibentem ad instar aequationum, соя«.
gruentiam vocamus: qiine si incognitam im-
plicat, resolvi dicitnr, quando pró hac valor
inuenitur congruemiae satisfaciens (radix). Hinc
porro intelligitur, quid sit cottgruetitia resolubilis
et congruentia irresolubilis. Tandem facile perspi-
citur similes disrinctiones locum hie nähere
posse vti in aeqiîntionibus. Congruentïaruni
transscendentium infra exempla occurrent; alge-
braicae vero secundum dimensionem maximam
incognitae in congruemias primi, secundi al-
tiorumque gratdnnm distribuuntur. Née minus
congruentiae plures proponi possunt plures in-
cognitas inuoluentes, de quaruin eliminatiove dis-
Quirendum.

ab. Gongruentia itaque primi gradua, á x
Ц- Ь = с ex art. 24 semper resolubilis, quando
hiodulus ad л est primus. Quodsi vero v fue-
Ht valor idoneus ipsius x, siue radix congruen«
tiae, palam est, omnes numéros, ipsi v secun-
dum congruentiae propositae modulum côn-
gruos, etiam radices fore (art. 9.) Neque mi-
*ins facile perspicitur, omnes radices ipsi ü
Côngruos esse debere: si en im alia radix tuerit
*, erit av + b^at + t>. vnde av =ai,ethincvss
* (art» aa). Hinc colligitur congruentiam x -f- v
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(mod. w.) exbibere resoluiionem completam
congruentiae a x -f- b ~ e.

Quia resolutionfis congruence per valores
ipsius x côngruos per se surit obuiae, atque,
hoc raspectu, numeri congrui tamquam aequi*
ualentes considerandi, tales congruentiae reso-
lutiones pro vna cademque habebimus. Quam-
obrem quum nostra congruentia ax -f b~ c
alias resolutiones non admittat, pronunciabi-
mus, vnico tantum modo earn esse resolubileni
seu vnam tantum radicem luibere. Ita e. g.
congruentia 6^ + 5 = i5 (mod. n) alias radi-
ces non admittit, quamquae sunt-^ 5 (mod. 11).
Hand perinde res se habet in congruentiis a\'
tiorum graduum, siue etiam in congruentiis
prinii gradus, vbi incognita per numerum est
jnultiplicata, ad quern modulus non est primue»

27. Superest, vt de inuenienda resoîlitio-
no ipra congruentiue huiusmodi, quaedam adii*
ciamus. Primo obseruamus, congruentiam for-
niae а x -f- t EH «, cuius modulum ad a pri-
inum supponimus, ab liac, ax ^= ±. ï, pende-
re: si enim huic satisfacit ar^sr , illi satisfa*
ciet лг:^:_-±(и — í) r. At congruentiae ax^:-.
•±_ ï, modulo per b designate, aequiuaiet aequa*
tio indeterminara ял-— by-±^ ï, quac quomodo
sit soluenda hoc quidem rempore abunde est
no turn ; quare nobis &uliiciet, calculi algorith^
mum hue transucripsisse.

Si quandtates А, Б, C, D, K etc. ita ab
his «» ft Y' f. etc. pendent, vthabeatur./?—«= B^-
•" A '+ i, C = v ß-}- A, D^S СЧ~ S, £. =' ^



+ С etc. , breuitatis gratia ita e is
A*= [,] ; B= [«, c] ; C= [- f, v], 13= [.. C, v, ij
etc. *). lam proposita sir, aequatio indetermi«
nata я x = b v _± ï, vbi a, b positiui. Suppo-
namus, id quod licet, я esse non < b. Turn ad
instar algorithm! noti , secimdum quem duo-
ruin numerorum diuisor communis maximus
in'oestigatur , formentur per diuisionem vulgä-
rem aequationes,
a ~ * b •+• с
b = e c + d
с = y d -}- e etc.
ita vt «• », yetc. c, â, i etc. sint integri posîtîuî,
et &, f, rf, e continuo decrescentes, donec per-
ueniatur ad
m = »n -4- * , quod tandem euenire debsre con-
stat. Erit iraque a= Г«, и - - - - - ri í» л] ; ft = [и,
f* • • • • y, í]. Turn Hat л; = О • • . у, С], у = [,.,.-..
* £•.«], eritque их = /»г/ -f i, quando numero-

*, f, y . . . . K.« multitiido est pai, aut ал; =a
— i, quando est impar. Q. £. /*,

a8. Ilesolutionem generalem huiusmndi
indeterniinatarum Ш. Euler pri-

*) Miiltn generalhu haercr rrln^o consi<(*Tfttí po'pst , quod negotiant
al ia f.irsan occasione suscipiemus. Hic duas t.mtum propositionei
adiiiiii-.iis , <juae vsuin suum in fyraesenti inuestigatione habcnt;
«tilicet,

^1°. [or, С. у . . . . A, ft]- [t, y ---- л] — [a f, y ... Л]

L*' У' • • - X, u] =r ±.. I, vbi s i f j n u m super ius acc ip iendimi quan.
do numerotura a, C, y ... X, ц raulütudo pat, jnferius quando
ÍITlp.tr.

2°. Numerornm «, to, y f te. ordo iniiérti pote«t, [af> С У • • »
^' к] ^1 [V> Л . . y, Ç, *.]. Dtmonstrationei quiie npn iiint
liiffiçils-» hic Juppri inimut.

B
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mus docuit, Comment. Peirop. T. VII. p. 46. Met-
hodus qua vsus est consislit in substitutions
aliarum iucognitarum loco ipsarum x, y, atone
hoc quidem tempore satis est nota. III. la Grange
paullo aliter rem aggressus est: scilicet ex theo-
ria fractionum continuarum constat si fracùo *
in fractionem continuam

ï

conuertatur, haecque deleta vitima sui parte í
in fractioiiem communem * restituatur, íore a x
s= by j-b ï, sicjuidem fuerit a ad b primus,
Ceterum ex vtraque metliodo idem algorith'
mus deriuatur. Inuestigationes ill. la Grange
exstant Hist, de I' Ac. de Berlin Année 1767 p, 175,
et cum aliis in Supplfmentis versioni gallicae Algc
brae Eultrianae adiectis.

од. Congruentia ax -\- t ~ « cuius raodu'
lus ad a non primus, facile ad casum praece*
dentem reducitur. Sit modulus m maxim««'
que numerorum a, m diuisor communia &
Primo patet quemuis valorem ipsius л: con"
gruentiae secundum modulum m satisfacienteí11

eidem etiam secundum modulum í satisfacef
(art. 5). At semper ax = о (mod. í) quonia'1'
í ipsum я metitur. Quare, nisi t s u (mod. §
i. e. t — и per j diuisibilis, congruência prop0

sita non est reäolubilis.
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Ponamïis itaque a — se, m — tf, t — в зз
**, f r i rque г ad / primus. Turn vero con-
gruent jae propositae <? iar 4- íí ~ o (mod. <?/)
eeijuiualebit плес ex -f- k == о (mod, /;, i. e.
4Vllcuni]ue ipsius x valor huic sniisfaciat, etiam
^li saiisiaciet et vice versa. Manifesto enim
ex + k per / di'jidi potent, quando Sex -f- íft
Per if diuidi potest, et vice versa. At con-
8ruer.tiam ex 4- k ~ o (mod. /) supra soluere
«°cirimus; vnde simul patet, si t/ sit vnus ex
Valoribus ipsius a-, x ~ v (mod. /) exbibere re-
6°lutionem completam congruentiae propositae.

3o. Quando modulus est compositus,
n°nnumquam praestat sequenti metliodo vti.

Sit modulus == » и и , atque congruentid
.. osita ax ~ b Soluatur primo congruen-
haec secundam modulam m, ponamusquö

^\ satisfied, si л- s: v (mod. ^), désignante í di*
iiisorem communem maximum numerorum m ,a.
*am manifesturn est, quemuís valorem ipsius x
congruentiae ax ^ b secundum modulum m«
satisbiCientem eiJeifi eliaiu secundum modu-
Illm n» satisfacere debere: adeoque in forma

i л:'со min er i, désignante x' numerum iii-
írmitiatum, quamuis non vice versa omnes
leri in forma v -f "( *' coutcnti congruen*

*1ае secundum mod. mn satisfaciant. Quomo-
*J° a n tem x1 determinari debeat, vt v -f- - x*

l f tt radix congruentiae a x ^ b (rnod. m n } , ex
6o'utione congruenriae &j x' + a v ~ è (mod. mn)
^educi potesr, cui aequiualet haec j x' ^ —-<£
v^od и). Hinccolligitursoiurionem congruentiae

Uluscunqueprimi gradus secundummodulum m »
B a
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reduci- posse ad solutionem duarum congrnen-
tiarum secundam moduliun m et ?/. Facile
auteui perspicuitur, si »; i torum sit productnm
e duobus t'actoribas, sohuionern congruemiae
secundam modnlum и peiidere a so- ' i l ioue d'ia-
rurn congrutiuîiarum quarum moduli sint illi fa-
ctores. Generaliter solutio congruentiae secim-
dum modulum compositum quemcumqne pen-
det a soliitione aliaram congniënriarurn, qiia'
rum moduli sunt factores illius nimieri; li«
autem, si commodum esse videtur, ita semper
accipi possunt, vt sint numeri primi.

Ex. Si congruentia 19 x = ï (mod. i4o)
proponitur: sotuatur primo secundum mo'
dulum 2, eritque x ^ ï (mod. ̂ ). Ponatur *'
= i -h s x', fietqueSax'^ — 18 (mod 140) cu'
aequiualet 19 Д-'ЕН - g (mod.yo). SihaeciteruH 1

secundum modulum 2 soluitur, fit x' нн (

(mod. 2) positoque x' = ï + 'j. x", fit 58 *''
==— 28 (mod. 70) siue igx"^ — 14 (moíí'
35). Haec secunduin 5 soluta dat x" ^ *
(mod. 5), substitutoque x" = 4 ч-5л-'", ÜJ
Q5ar"ys3 — 90 (mod. 55) siue iqx '"—— I5

(mod. 7). Ex hac tandeni sequitur, x'"~^'}

(mod. 7), positnque дг'" = 2 + 7 .г-';/ colíigií'1',
x = f)g + i 4o л,-"-"; quare rv == f>g (mod. 140'
est solutio completa congruentiae proposita*'

3l. Simili modo vt aequationis ax ==
radix per jj exprimiiur, etiarri con^ruentiae л-

sn: & radicem quamcunque per *r designabimilSl

congrueatiae rnodulum, distiuciionis gratia, ef



21

Ppnentes. Ita e.g. **. (mod. ï?.) dénotât quem-
l"s mmierum, q u i e s t — i i (mod. 12) *). Gene-
raliter ex praecedentibus pater, '- (mod. c") nihil
reale significare (aut. si quis m:;lit illiquid ima-
g"iarii), si а, с habeant diuisorem coramunem,
qui jpsum b non metiatur: At hoc casa excepto,
^xpressio "- (mod. c) semper valores reales habe-
"lí » et cpiidem infinitos: hi vero omnes secun-
"um с erunt congrui quando a ad с primus,
аиг secundam f, quando Â' numerorum c, d diui-
s°r commuais "maximus.

Hae expressiones similem fere Iiabent al-
ê°rithmum vt fractiones vulgares. Aliquot pro-
Prêtâtes quae facile ex praecedentibus dedu-
Cl possunt hie apponimus.
l' Si secundam modulam с, a —^ *, b = £ ex-

pressiones * (mod. c) et ^ (mod. c) sunt
aequiualentes.

2> 7j (mod. ci) et * (mod, /:) sunt aequiua-
lemes.

°* П; (mod. i) et -p (mod. c) sunt aequiualente*
fiu°ndo k ad í est primus.

Miilrae aline similes propositiones fifferri
Passent: at quum nulli dil'ficultaii sint obnp-

, neque ad sequentia adeo necessariae, ad
properamus.

3a. Problema quod magnum in sequenti-
vsvtm habebit, inuenire omnes numéros, qui se-

c''nditm modulas qiiotcnnque datas residua data praebent,
acile ex praecedentibus solui potesr. Sint pri-

id i)«od ex analogia per \l (mod. 12) desiynari poteit,

В Ъ
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mo duo moduli, A, B, secundam quos numerus
quaesitus, ж, numeris л, b respectiue côngruas esse
debear. Omnes itaque valores ipsius «subforma
Ax-i-a continentur, vbix est indeterminatus sed
talis vt fiat Ax -H я=;6 (mod B). Quodsi iam
numerorum А, В diuisor communie maximus est
í1, resolutio completa huius congrueniiae hano
habebit formam; x ^ u (mod.-|) siue quod eo-
•dem redit, x — v + ^, dénotante Jfe numerum
integrum arbitrarium. Hinc formula /í v -f *у*
omnes ipsius z valores comprehendet, i. e. У
~ Av (mod. á*) er;t resolulio compléta pro-
blematis. Si ad módulos A, B, tertius accedit,
C, secundam quem numerus quaesitus z, débet
esse ~ c, manifesto eodem modo proceden-
dum, quum binae piioresconditiones invnicani
iam sint çonflatae. Scilicet sinumerorum^|, Cdiui-
eor communis maximus = », atque congruemiae
~X + 4v=iç(mQd. C) resolutio ; x ~ w rmod.f),
problema per congruentiam x ^ —R~ -f- Au
(mod, —~) complete erit resolutum. Siniiliíer
procedendum, quotcunque moduli proponan-
tur. Obseruari conuenit 4e, -j~ esse numero-
rum A, B; et А, Л, С respectiue mínimos com-
munes diuiduos, facileque inde perspicitur,
quotcunque babeantur moduli A, B, C etc., 6Í
eorum minimus communis diuiduus sit M, re-
eolutionem completam hanc formam habere»
JK HH r (mod. Hf), Ceterum quando vila cou-
gruentiarum auxilinrum est irrcsolubilis, ]>to-
blema impossibilitatem inuoluere concíuden-
dum est. Perspicuum vero, Jioc eiicnire nofl
posse, quando omnes numeri A, B, C etc. io-
ter se sint primi.
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Ex. Sint numeri Â, B, C; a, b, c, 5o4, 55,
*6; iyt — 4, 55; hic duae conditiones vt z sit
ES 17 (mod. 5o4) et = — 4 (mod. 35) vnicae,
vt sit = 5 ai (mod. 2620) aequiualent; ex qua
cum hac : z = 55 (mod. 1 6) comuncta ,

(mod. 5oio).

55. Quando omnes numeri A, 5, С etc.
»nier se sunt primi, constar, productum ex
jpsis esse minimum omnibus communem diui-
duum, In quo casu manifestum est, omnea
congruentiasA~a (mod. A); z^b (mod. Б) etc.
vnicae z~r (mod. R) prorsus aequiualere, dé-
notante R numerorum A, P, С его. productum«.
*îinc vero vicissim sequitur, vniram conditio-
nem z ^ r (mod. A) in plures dissolui posse;
Scilicet si R quomodocunque in factores inter
se primos A, В, С etc. resoluitur, conditiones
x ~í r (mod. A), z ~ r (mod. B) , z HS r (mod.
Ç) , etc. propositam exhaurient. Haec obser-
uatio methodum nobis aperit non modo impos-
sibilitatem , si quam forte conditiones proposi-
tae implicent, statim detegendi, sed etiam cal-
Culum com.modius atque concttmius instituendi.

34. Sint vt supra conditiones propositae,
n sit % E= a (mod. A) x ̂  b (mod. £), z ~ c
(mod. C). Resoluantur omnes moduli in facto-?
res inter se primos, A in A' A" A'" etc. ; В in B'
-ß" B'" etc. etc. et quidem ita vt numeri A',
A" etc. B1, B" etc. etc. sint aut primi, aut pri-
*norum po testates. Si vero aliquis numerorum
А В, С etc. iam per se est primus, aut primi
potestas , nulla resolutione in factores pro hoo-
ce opus est. Turn vero ex praecedentibus pa-

В 4



tescit, pro condfrionibus propositis hasce sub-
stitui posse; г = я (mod, A'), г^а (mod. A"\
#~a (mod. A1'-') etc., г == è (mod. B'j, z~b
(mod, B" etc. etc. lam nisi omnes numeri A,
£, С etc. fuerint inter se primi, ex. gr, si A ad
JB non primus, manifestum est, omnes diuiso-
res primos ipsorum А, В dinersos esse non pos-
fie, sed in ter factor es A1, А",А'"ъ\с. vnum aut al-
terum esse debere, qui inter В', В", В'" etc.
put aequalem aut multiplum aut submultiplum
habeat, Si primo A' — B', conditiones ж знз it
(mod. yf ), z ~b (mod. B') idêntica« esse de-
bent, biup a ~ b (mod, ^'vel B'~), quare alter-
uira reiici poterit Si vero non a = b (mod. A'},
problema impossibilitatem implicai. Si secundo B'
niultjplum ipsius A', conditio «^a(mod. A1} in
hac z ES b (mod. B') contenta esse débet, siue
Ъаес х ~ b (mod. A'~) quae ex posteriori de-
ducitur cum priori idêntica esse débet. Vnde
eequitur conditionem z ss a (mod. A'), nisi al-
ten repugnei (in quo casu problema impossible)
reiici posse. Quando omnes. conditioner su-
perfluae ita reiectae sunt, patet, omnes módu-
los ex his A', A"> A"' etc., B', .B", B'" etc etc.
rémanentes inter se primos fore: turn igitur de
problematis possibilitate certi esse et secim-
dum praecepta ante data procedere possumus.

55. Ex. Si ut supra esse débet, z ^ 17
(mod. 5o4); es— 4 (mod. 35), et ^ 55 (mod.
it)); hae conditiones in sequentes resolui роз-
sunt, ж= 17 (mod 8), ss 17 (mod. g), ^ 17
(mod. 7); == — 4 (mod. 5), = — 4 (mod. 7);
= 33 (mod. 16). Ex his conditiones ar— : 17
(mod. 8), г a; 17 (mod. 7) reiici possunt ,



prior in condirione x нн 53 (mod. 16)
eatur , posterior vero cum hac z ~ — 4

(mod. 7) sit idêntica; rémanent itacjae
( 17 (mod. 9)

* s < 7 , °j" , vncie collieitnr x ~ 3o4r) - 4 Onod. 7) , j • ч/ яс , ï еч (mod. :>o-io) .ч 3.5 (mod 16) *• y

Ceterum palam est, plerumqae commodius fore,
51 de coMcíinonibus remanentibas e a R u a e ex

endémique conditione euoluta« eraat seovsim
reco]lígantur, qnum hoc nullo nogon'o /ieri pos-
sir; f-g, quando ex conditionibus z~a (mod. A')
x ^s a (mod. A") etc. aliquae abienint: quae
jX reliquis resfitnitur , haec erit, z ™ л secuu-

modulam qui esl productum omnium mo-
um ex Л', vi", A"' etc. remanem-ium. Ita

nostro exemplo ex corvditiombus г ^ — 4
) у ^ 4 (mod, 7) ea ex (jaa опне eram
4 (mod, 55) sponte restituitur. Porro

<atic sequitur baud prorsus perindö esse, quae-
ex conditionibus super/luis reliciantur,
iim ad calculi breuitaiem: sed Плес íiJia-

artificia practica, qiuie ex vsu mui lo faci-
qu;un ex praeneplis ediscuntur Ыс tradere
est instiiuii noslri.

5G. Quando omnes moduli //, #, C, D etc.
' se SUM p r J m i , sequent! meihodo s.'u-.uus

Ljraestat vti. Detenninefur nmnerus * secun-
y»tn A vniUtH, secmuhim ге!1ф.ч)гмгг! modulo-

prodvicunn \ero ciirae coi^nius, sins sit
Valor quiconque (plerumqvie ]>raeslat minimum
;cmpr«j expressioais -̂ r̂ . (mod. Ay, per

vmultiplicatae (vid. art. 3t.); simLliiersit
Б Л
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ff = ï (mod. Я) et ,== о (mod. A CD etc.), v s
1 (mod. С) et = o (mod. A B D etc.), etc.
Tune si numeras z desideratur, qui secundum
modulus А, Б, C, D etc. numeris a, b, c, d etc.
respecting sit congruus, poni poterit
z~ , a - t £ l > +УГ+^etc. (mod. A B CD etc.).
Manifesto enim, « я HE; a (mod. A.}\ reliqua au-
tem membra 5 b, •/ с etc. omnia ~ o (jvmd. Л) :
quare x ~.^ л (mod. A). Simi'itsr de reliquis
modulis demonstrado adornatur. Haec solu-
tip priori praeferenda , quando pîura huiusmo-
di problema ta sunt soluenda, pro quibus mo-
duli A} В, С etc. valores suos retinent; tune
enim numeri «, f, v etc. valores constantes nan-
ciscuntur. Hoc vsu venit in p"roblemate chro-^
nologico vui quaeritur, quotus in période Ju-
liana sit annus, cuiûs indictio, numerus au-
réus, et су cl us Solaris dantur. Hic A = i5,
JB~ 19, C^=i8; quare, quum valor expressionis
r—g- (mod 15), sine ~T (mod. i5), sit i3,
erit л = 6916. Similiter pro f inuenitur 4200,
et pro y 4^45, quare numerus quaesitue erit
residuum minimum numeri 6916 я + 4?.oo b
•^- /18V> ft denotantibus я indictlonem, b nu-
rnerum aureum, c cyclum solarem.

3y» Haec de congruentiis primi gradua
vnicam incognitam continentibus sufficient. Su'
pcrest vt Je congruentiis agamus, in quibu*
i)!ures incognitae sunt permixtae. At quoniart1

!ioe caput , si omni rigore singula cxponerß
velimus, sine prolixitate absolui non potesff
propositumque hoc loco nobis non est, omni^
exliaurire, sod ea tantum tradere, quae atteH"1
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tione digniora videantur: hic ad paucas obser-
Uationes inuestigationem restdngimus , vberio-
rem huius rei exnositionem ad aliam occasio-
Пещ nobis reseruantes.

j) Simili modo, vt in aequatiombuç, per-
spicitur, etiam hic toticfpm congruentias habe-
ri debere, quot sint incognitae deierminandae

a) Propositae sint igilur congrueutiae
ax + by -f- cx ... :r= /(mod. от) (jíj
«'ж + b'y -f c'z ... = 'f (/?')
n"x +- t"y-|- c"x... =zf" (A")

etc.
tQtidem numero, quot sunt incognitae x, y, % etc»

Iam determinentur numeri ^, í', {" etc,
1{а \t sit
^ í ~b 6' l' + b" l" + etc. = o.
í í -f c* j/ 4. c'' {" -f etc. = o.

etc.
et quklem ita vt omnes sint integri nnllumque
'•ictorem communem habeant, quod ii'.iri pos-
se ex theoria aequatioaum iine.-nium constar.
^imili modo determinentur », *', v" etc., f, Ç',
Q' etc. ele, ita vt sit
a « -b a' v' ~Ь я" „" -b etc. ~ o.
Си ~\- с/„' + с"«" 4- eu-. z~ Q.

etc.
л Ç 4- a'% _f. л"^'-|- etc. -- о.
'n -f- й / ^ > + /7"{" 4. eic. = о.

eîc. etc.
5) Maniíestam est si con^ruenti'ae A, A',

A" etc. per í, í', í" etc. ; turn р;-т v, „', „", etc.
etc. multinÜcentur, luncque a d d a n t u r ^ has
congrueritias prououturas esse;
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(яîH-я'j' -f a"î"-t-etc.) ж=/| +/'i'+/" I" + etc.
,jj v _i_ ̂ '»'-f* è"«"-f-etc.) ys^fv-4-/"'"'~t-f"»"-\- etc.

(c ̂ + г ' ?+с" í" 4- etc.) jE^/C-f-/' &-\-f" Ç'-\" etc.
etc.

quas brenitaiis gratia ita exhibemus:

s (eO«= £ C/0
ï ( fc») ^нн S C / O

etc.

4) Iam plures Casus sunt distinguendi»
Primo quando omnes incognitarum coefficientes,
s (д£), s (л u) etc. ad congruentiarum modulum
m sunt primi, hae congruentiae secundum prae-
cepta ante tradita solui possunt, problematis-
ciue solul io completa per congruentias formae
x 7= p friHxi. w), y ~^ q (mod. w) etc. exhibe-
b i t u r *). E. g. Si proponuntur congruentiae
л г + 5 г / + г ^ 1 ; 4 л ; - { - у + 5г — у; 2«
_[_ n j/ -(- ж ss 3 (mod. 8) , inuenietur I =. g,
r ^n i, i" = — • л 4, vnde fit — 1 5 ж HS — 26;
q на re ж н= G (mod. S); eodem mod o inuenitur
if> v ^ — '*• i5 г SH x , et hinc y ^ 4, г =7
(mod. îi).

5) Sft'unda quando non omnes coefficien-
tes s (я 0> s № ") eic< a<^ niodulum sunt primi,

•) Olupniarr. rormrnit Viancre cor.clusionem demonslratione eRtre>
q u a n i au ie ip hie su i ' pT i iü jmius . Proprie evpin n ih i l al iud ex ana lys t
tnsda s í -«u i tu r , quüm ' jnod c»i.'t;ruenti.ie ("i^oiirae iff-r a l i n s in-
c n K i i i r ; i ' i i i n x, ц etc. valores solui n e q u e a n t : hos vero satisf<icere
ном - s e . ;u ín t r . K i e r i enim posset vt nu lU omnino solutio d i i r r fur .
S i m i l i s ( l a r í J Í n R i s m i i s í-ti»m in aequatiormm linearium explication*
tUru i t ique comruittitur-
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«int «, 4 f f , y etc. diuisores communes ma.ximi ipsi-
4s m curn, i(aî , î-(bv), ?(c<) ,et,c. resp., .patet-
*lue problema impossible esse, nisi illi numéros
*•(/!), i-(/V:? *-(fZ) etc. resp. metiantur. Quando
УСГО hae conditiones locum habent, congruenliae
lft ( 3 ) complete resoluentur per tales x •==

Kmod. *), y = q (mod. ™), í = r (mod. * )
etc., aut si mauis dabuntur « valores diuersi ipsi-
^s x (i. e. secundum m incongrui puta p, p +
*^ f c ™— I ) ni
^ •.. p + ), С valores diuersi ipsîus y
etc., illis congruentiis satisfacientes : manifestoque
°mnes solutiones congruentiarutn propositarum,
vsi quae omnino dantur) inter illas reperientur.
Flamen hanc conclusionem. conuertere non licet j
^mplerumque non omnescombinationes omnium*
yalorum ipsius x cum omnibus ipsiusy cum omnibus
lpsius г etc. problemati satisfaciunt, sed quaedam
^ntum, quarum nexum per vnam pluresue congru-
eAtias conditionales exhibere licet. At quum com-
Pleta huius problematis resoluuo ad sequenûa non
lt necessária, hoc argumentum fusius hoc loco non

^Xsequimur, exemploque ideam qualemcunquA
e eo dédisse sat habemus.

^_ Propositae sint congruentiae 3* + 5У + «
Г; 4, ax + 3y + az ^E 7, 5* + y + 32 =
°(mod. iaj. Hic fiunt f, |', I"; -, .', .«} f, f,

re -
> vnde 4* rrr •— 4, 7У ^=r 5
prodeunt quatuor valores ipsjus * puta ^
8, r i ; vnus valor ipsius y puta ~ 11 ;

- -Jr valores ipsius г puta :Ei о, 3» ^> 9
Ol*' ïz). Iam vt sciamus, quasnam combina-
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•üones "' valorum ipsius x cum val oribus ipsius í-
adhibere liceat, substituimus in congruentiiS
propp. pro ar, y, z resp. 2 + 3?, li, SM, vnde
transeunt in has 57 + gi -f- 3« — o, 30 + 6t +
6u = o, 15 + I5i + gu ЕЕ о (mod. 12), qui'
bus facile intelhgitur aequiualere has 19 -f- 3í -f"
u "^ o, i o + zt + 2u ^Z o, 5 + 5i' + jti ^i
о (mod. 4). Prima manifesto requirit vt sit U
— t -f- г (mod. 4 ', quo valore in reliquis sub'
stituto etlam his satisfieri muenitur. Hinc colli'
•gitur, valores ipsius x hos д,' 5, 8, n (qui pro'
deunt slaluendo í o, i, z, 3-) necessaric»
combinandos esse cum valoribus ipsius z his í
— 3> 6, 9, о resp., ita vt omn'mo quatuor so'
lutiunes habeantur

* = a, 5, 8, ii
У =. ii, ii, it, ii ^ (mod. ï a)
* = 3> 6) 9? о

His disquisitionibus, per quas sectionis pro«
positum iam absolutum est, adhac quasdam pro'
positiones similibus principiis innbfas adiungimuSf
quibus in sequeritibus frequenter opus erit.

38. PROBLEMA. Inuenire, quot numeri po"
sitiui dentur numero positiuo dato A minores si'
mulque ad ipsum primL

Designemus breuitatis gratia multitudmeii»
пшпегогирэ positiuorum ad numerum datuii*
primorum ipsoque m'morum per praefixuo*
charactexem ф. Quaeriiux itaque
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I. Quando A est primus, manifestam est

Olnnes numéros ab ï vsque ad A — ï ad A
Pfimos esse ; quare in hoc casu erit q> A =я
*-*.

II. Quando A est numeri primi potestas
t>uta := рт> omnes numeri per p rHuisibiles ad
j nort erunt primi, reliqui erunt. Ouamobrem

— j numeris hi sunt reiiciendi: p,
i f •••. (pm-> — i) p y rémanent igitur jom— ï —
(j>m-i_ j j siue pm-, (p -^ t). HítlG f f « = 4

ill. Reliqui casus facile ad hos redu-
ope sequentis propositionis : Si A i»

Mt JV, P etc. inter se primos est resolutus,
tfíí <p A = <? M. $ N. if P etc. , quae ita demon-
J*atur. Sint numeri ad Л7 primi ipsoque M
Amores, ï», яг', w" etc. quorum itaque multitu-
^° = Ф ЛГ. Similiter sint numeri ad N, P etc»

espectiue primi ipsisque minores, n, n', n" etc. ;
'' P4) p" etc. etc. , quorum multitude Q N Ф P

c> Iam constat omnes números ad productum
Pornos etiam ad factores singulos Л7, N, P etc.

r, fore etvice versa (art. 19); porro omnes
ros qui horumwi, w', w" etc. alicui sint con-
ecundum modulum M ad M primos fore et
versa, similiterque de Л^, P etc. Quaestio

9ue Ъис reducta est: determinare quo t den-
,5 Numeri infra A, qui socundum modulum Щ

j Ц1 numerorum m, m', m" etc. secundum mo«
1 um JV} alicui ex his n, n', n" etc. etc. sint

- 8rüi. Sed ex art. 02 sequitur, omnes nu-
secunc'um singulos módulos Л7, N, P etc.

determinata dantes, côngruos secun-
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dnm eorum productum A fore, adeoque in'
fra A vnicnm tanrum dari, secundam singuloS
M, N, P etc. residuis datis congrimm. Онагб
numerus-.quaesit.us aequalis e.rit numero com'
binatiomim singulorum numerorum w, m', n'1

cum sinsj i i l i t . к, и', n" atqae p, p', p" etc. etc«
Hunc vero esse = Ф M. Ç N, 4> P etc. ex théorie
combinationum constat, Q. E. D.

IV. Iam quomodo hoc ad casum de quo
agiinus applic37)dum sit facile intelligitur. Re'
soluatur A in factores sues primo.s siae redu-
catur ad formam я" tí° cv etc. ciesignantibus Д»
b> с etc. numéros primos diuersos. Tum erit
9 A = <p a*, ç b*. Ç с'' etc. = я'-г(л— i ) b' '
(é— i) c''"1 (c— O etc» seu concinnius $ A^
a *-r í.--t <•-1 „t_Л —-. —-. -j- etc.

t Exempt. Sit ^í = 6o = a4. 3. 5, adeoque
•ç A = |. f. *. 6o = 16. Numeri hi ad bo pri'
mi sunt i, j, ii, i3, 17, 19, зЗ, ад, 3i, 57>
4i, 43, 47, 49, 53, 69.

Solutio prima huius prob'ematis rxs'at i1*
commentatjone ill. Eulen, theoremata arithmetic^
нона metliodo demonstrata, Comm nou. Ac. Perrop«
Vili. p. 74- Demonstratio posiea repetita es1

in alia diss. Speculationes circa quasdam insigfít*
proprieties numcrorittn, Acta Petrop. VIII p, iy.

39. Si characteris <P signiílcatio ita deteí*
minatur, vt Ф A exprimat mulîitudinem питб'
ronîm ad A primorum ipsoque A non maiorttf
perspicuum est Ф ï fore non amplius =: o, se'*
«=s t ; in omnibus reiiquis casibus nihil hinc in1' -
mutari. Hancce deiinitionem adoptantes se'
quens habebimus theorema.
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Si a, a', a" etc. sunt omnes diuisores ifsitts At
( vnitate et ipso A non exclusif ) erit ç a 4" 9 я1 4-
<P a" 4- etc. = A.

Ex. sit A = 3o ; turn erit p r 4- Ф з 4- За»
Ч- p 5 4- < î > 6 4 - < ? i o 4 - < ! ) i - ' > 4 - < î | 3 o = i4-
Y __] . f ч^ , / ^ ̂  Q f Л 17

Demonstr. MultJplicentur omnes numeri ad
e primi ipso que a non maiores per f, similiter
omnes ad a' primi per £, etc., habebunturque
Pa 4- <p a' 4- <p a"4- etc. numeri, omnes ipso
•^ non maiores. At
O omnes hi numeri erunt inaequales» Omnes
ft"*:— eos qui ex eodem ipsius A diuisore sint ge-

inaequales fore, per se darum. Si
e diuisoribus diuersis M, N jiumerísque

"' ' ad istos respectiue primis aequales prodiis*
Set^t, ï. t. si esset ^ u = ~ •, sequeretur м ff

^ M. Ponatur M > N (id quod licet). Quo-
M ad f* est primus, atque nuinerum v ff

etiam ipsum. /Vmetietuv, maior mi-
Q. E. A.

inter hos numéros, omnes hi ï, з, Ъ «... A
ïouenieniur. Sit numerus quicunque ipsum A

superans t, maxima numerorum A, t com-
mensura £ eritque v diuisor ipsius A ad

j? primus. Manifesto hinc numerus t in-
inuenietur qui ex diuisore 4 prodierunt,

,J Hinc colligitur horum numerorum multitu-
^nem esse A, quare Ф a 4- <P a' 4- <P n" + etc.

.. % 4o. Si maxïmus numeraram A, B, C, D etc*
Uu°r communis = ц : numeri a, b, c, d etc. ita âeter-

'! fossunt, vt sit а Л+ b B 4- e C 4- «te. — **.
G
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Dem. Consideremus primo duos tantum
numéros А, В, sitque horum diuisor maximus
commuais = *. Turn congruentia Л л ; = Ь л
(mod. B) erit resolubilis (art. 5o). Sit radi*
= «, ponaturque — A~ = ff. Turn erit * A +

=*, vti desiderabatur.

Accedente numéro tertio С, sit maxi mus
diuisor communis numerorum A, Г, = *', frit'
que hic simul maximus diuisor communis" nu-
merorum A, В, С *). Determinenfur num^ri k,
y ita vt sit fe A + y С = A', eritque k* Л+ kcß
+ У С = л'.

Accedente numero quarto D, ponatur maxi*
tnus diuisor communis numerorum A', D (quem
simul esse maximum diuisorem communem nu'
jnerorum A, B, C, D facile perspicitur) = x/;,
fiatque ik'A' + í D = я". Turn erit И' -Л -f
k k ' S B + k' v C+ *D= л".

Simili modo proced ipotest, quotcunqufl
alii numeri accédant.

Si itaque numeri Д B, C, D etc. diuisorero
communem non habent, patet fieri posse а Л
+ è B -f- c C + etc. = i.

4i. Si p est numeras primus atqve habentur f
res, inter qiias quotcunque aequaleí esse possunt, mod»
non omnes sin t aequales: numerus permniationum.hu'
rum rerum per p erit diuisibilis.

Nlft ie tur enim manifesto X' omnes Ã S, C. Si vero non e
diimnr commiinis twnxivivs'. maxtmus forf t maior quare \ '
quoniain hie d iu i so r m a x i m u m n i e t i r u r ipsos /í ^?; metit-tur et
ip'um я X -)- "B i. e. ipsuuj A', maior miuorem (J. £. Л,

adliuc hoc ex art. IJ deiluci poieit.
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Exempt. Quinque res A, A, A, B, Bt decem
diuersis possunt transponi.

Demonstratio huius theorematis facile qui-
tem ex nota permutationum theoria peti po-
tflQt- C- • - I ••K3i« in emm inter has res sunt primo a aequa-
les nempe = A , turn b aequales nempe = 13,
l«m с aequales nempe = С etc. (vbi numeri
?• ^i с etc. etiam unitatem designare possunt),
lta vt habeatur a •+• b ~^c •+• etc. =^ numerus

erit = ~т г * ъ ~ * .T^~f~^
atn per se clarum est, huius fraetioms numn-
at°rem per denominatorem diuisibilem esse,

Чцотат numerus permutationum débet esse in-
eSer: at numerator per p diuisibilis est, de-
Ol^inator vero, qui ex factoribus ipso p mi-

^Oribug est compositus, per p non diuisibilis
. * ' S)- Quare numerus permutationum per p

erit diuisibilis (art. 19).

-, Speramus tarnen fore quibus etiam sequens
eftionstratio baud ingcata sit fatura.

Quando in duabus permutationibus rerum
4uibus compositae sunt ordo in eo tantunt

^crepatj vt ea res quae in altera primum lo-
u«n occupât, aliam sedem in altera teneat, re-

j"Uae autem eodem in vtraque ordine progre-
uutur, eamque quae in altera vitima est, ea

e est prima , in altera excipit ; permutationes
vocemus *). lta in ex. nostro permuta-
A B A A B et Au AB A símiles erunt,

G a
*) 1

*5 »irailei in círculum fcriptae esne concipiutitur Ita
_ v 'lma 'f s primae Hat contígua i nulla onminn crit

°вив> uullui locm prieau» »ut vltiinu« vocari poterlt,



quonîam res quae in priori primum secnn-
dum etc. locum occupant, in poster'ori loco
tertio quarto etc, eodem ordine sunt collo-
catae.

Iam quoniam quaeque permutatio ex p re*
bus constat, patet cuiuis p — ï similes adit1'
ueniri posse, si ea res quae prima fuerat, a»
secundam, tertium etc. locum promoueatur»
Quarum si nullae identicae esse possunt matii'
festum est, omnium permutationum numeruf
per p diuisibilem euadere, quippe qui p via'
bus maior sit quam numerus omnium permuta-
tionum dissimiLium. Supponamus igitur duaS
permutationes P Q ... T V . . . Г Z; V.»'
TZPQ."- T> quarum altera ex altera pef

terminorum promotionem orta sit, idêntica5

esse siue P-= P etc. Sit terminus P qui if
priori est primus, я -f-1 tus in posteriori. ЕГ'{

ieitur in serie posteriori terminus я +1 tus sff
qualis primo, я + 2 tus secundo etc. vn№
a и + ï tus rursus primo aequalis euadet, e*'
demque ratione 3 я -t- i tus etc. ; generaliterqtí0

terminus kn + m tus m ta (vbi quando \tn-\-*
ipsum p superat, aut séries У... TZP Q... >
semper ab initio repeti eoncipienda est, aut*
k n •+• m multiplum ipsius p proximo minus &
ecindendum). Quamobrem si k ita déterrait19'
tur, vt fiât k n = ï (mod. p}, quod fieri potes

quia p primus, sequitur generaliter terminu^1

m turn m + ï to aequalem esse, siue quero^1

terminum sequenti, i. e. omnes términos $
quales esse contra hypothesin,

4a. Si coefficientes A,Bt С.... N ; a}b, с • • ''
n duarunt functionum format
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Of*nes sitnt rationales, neque vero omnes integri, pro*
ex (P) et(Q) =

|-21лгт'('"—'-f- a#m+'*~2-f- etc. -f- 3«
coeficientes 91, 58.... =3 integri esse nequeunt,

Demonstr. Exprimantur omnes fractionea
coefficientibus А, В etc. a, b etc. per nu-

3ros quam mínimos, eligaturque ad libitum
*llinierus primus p, qui aliquem aut plures ex
5Jenominatoribus harum fractionum metiatur.

°Oamus, id quod licet, p nietiri denominatö-
em alicuius coefficientis fracti in (P), patetque
l. (Q) per P diuidatur, etiarn in ^ dari ad mi-

1|Ицщ vnum coefficientem fractum cuius deno«
í[iator implicet factorem p (puta coefficientem

№mum ,̂). lam facile perspicitur, in (F) da-
Jj.111 iri terminum vnum, fractum, cuius deno-

\4ator inuoluat plures dimensiones ipsius »
1Цат denominatores omnium" similium praece-

^tiutn, et non pauciorcs quam denominatores
minium sequentium ; sit hie terminus = G xv,

Multitude dimensionum ipsius p in denomi-
• at^e ipsius G, = t. Similis terminus dabitur

•77-, qui sit = rxv et multitude dimensio-
tj?***' ipsius p in denominatore ipsius r, = r,

anifesto hie erit i-l-»- ad minimum = a. His
et ,PraeParatis, terminus ЛТЕ+У producti ex (P)

( Q) coefficientem habebit fractum, cuius de-
Uoi lnator * 4- r — i dimensiones ipsius f in- -

U .̂' ^ quod ita demonstratur.
p Sint termini qui kin (P) terminum Gxt
Ver

eCe m» /е^г+1, "G^-1-2, etc. sequentes
0 G'*s—ï, G"xs-2 etc. ; similiterque in ф

С 3
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praecedant terminum г aiy termini <r
"гдгУ+г etc. sequantur aütem termini r'xv— *,
T''XV—Z etc. Turn constat in producto ex (P~),
(-|Jr coefficientem termini xelv fore = G r

+ 'Gr' + "Gr" + etc.
+ TG' + "rG" + etc.

Pars G г erit fractio quae si per numéros quai»
mínimos exprimitiir in denominatore f + T di-
mensiones ipsius p inuoluit, reliquae autem
partes si sunt fractae , in dominatore pauciores
dimensiones numeri -p implicabunt, quoniam
omnes sunt producta e binis factoribus quo-
rum alter non plures quam f, alter vero pau-
ciores quam r dimensiones ipsius p implicai ;
vel alter non plures quam r, alterque pauciores
quam í. Hinc G r erit formae T^T"» reliqua-

rum vero summa formae ^~<-ьг-^~, vbi * posi'
«us et «, /, /' a factore p Hberi: quare omniuö1

eumma erit = í/ieí^- cuius numerator pet
p non diuisibilis, adeoque denominator pef
nullam reductionem pauciores dimensiones quant
t + r obtinere potest. Hinc coefficiens termin1

xs*v in producto ex (P), (Q) erit = '~^~:v
i. e fractio cuius denominator í-f-т — ï
siones ipsius p implicai. Q. £. D.

4э. Cofígruentia mü gradus,
•4- C-xm— 2H- etc. -+- MX + N-^O, cuius modulus fst

utimcruj primus p, ipsum A non ntetiens, flurib'tS

quam m moats diucrsis solui non potest, sine plu?fl

quam m radices secundam p incongruos non
(Vid. artt. s5, 26)



Si quis neget, ponamus dari congruenrias
dmeirsorum graiiuum m, n, etc. quae plures
quam w, и etc. radices habeant, sitque mini-
ftiu.s gvadus, in, ira vt omnes similes congruen«
*"~з interiorum graduam theoremati nostro sint

wnMne.ie. Ouod quum de primo grado
supra sit detnonstraiura (art. аб), manife-

est, m fore aut == a aut m;iiorem. Ad-
itaque congruontia Ax™ -\- B x m—r + etc.
-f Л/rso sa'temwH-ï radices, quaesinta;

, x ^ '", x =s. v etc., ponamusque id quod
t omnes numéros »> $• v etc. esse positiuos

®t minores quam JD, ommumijvie minimum ».
Jqm in congru.intia proposita substituatur pro
*» У ~Ь «, transeatque inde in hanc
4*y*>-i- 5/ym-i 4. c'y«—2_..^j_ ду'уЧ-Я'^о.
*цт manifestum est, huíc congruentiae satis-
«eri deberi, si ponatur y ~ ò, aut ~ t~*t aut
^ v—« etc., quae radices oranes erunt diuer-
6ae, nnmerusque earum = m -f-1. At ex eo
4uod yso est radix, sequitur, ^V' per p diui-
Slbilem fore. Ouare etiam haec expressio,.
V ( A ' y ™ — i 4- B'y.n-a-j- etc. -f- л^') fiet£r:<x

p), si ipsi у vnus ex m valoribus, ff—«>. ,,
'' *>etc. tribuitur, qiiiomnessunt í><? et<íp, ad-
e°que in omnibus hisce casibus etiam A'ym~ i-f-
ß'z/m— a-f-etc. 4-ДО' fietsso art.22 ; i. e. congruen-
!a. s]<ym—i ~±. B' ym~ !~J-etc. ч-Ж'^но, quaeest

s m — 1*1, m radices habet et proin tlieo-
i nostro aduersatur (patet enim facile,

_ fore = л, adeoque per p non diuisibilem,
requiritur) lic

uenrias inferiori
«onsentire. Q.

j ^ -j i i f- r

requiritur) licet supposueiimus, omnes con-
8ruenrias inferioris gradas qvtam w l i, iheorema-

<Vv - ^

C 4
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44« Quamuis hic supposuerimus, modu-
lum p non metiri coefficientem termini summi,
tarnen theorema ad hune casum non restringi-
tur. Si enim primus coefficiens siue etiam ali-
qui sequentium per p diuisibiles essent, hi ter-
mini tuto reiici possent, congruentiaque tan-
dem ad inferiorem gradam deprimeretur, vbi
coefficiens primus per pnonamplius foret diuisi-
biiis, siquidemnon omnes coefficientes per p di-
uidipossunt; in quo casu, congruentia foret, idên-
tica atque incógnita prorsus indeterminata.

Theorema hoc primum ab ill. La Grange
propositum atque demonstratum est (Mem. de
I'Ac. de Berlin, Année 1768 p- 192.)- Exstat et-
iam in dissert, ill. Le Gendre, Recherches d'Ana-
lyse indéterminée, Hist, de l'Acad. de Paris 1785.
y. 466. 111. Euler in Кои. Сотт. Ac. Petr. XV'111,
f. 93 demonstrauit congruentiam xn — t ~o
plures quam a radices diuersas habere non
posse. Quae quamuis sit particularis, tarnen
methodus qua vir summus vsus est omnibus
congruentiis facile adaptari potest. Casum ad-
huc magis limitatum iam antea absoluerat,
Comm. Ac. Petr. V. p. 6, sed haec methodus. ge-
neraliter adhiberi nequit. Infra Sect. VIII, alio
adhuc modo theorema demonstrabimus; àt
quantumuis diuersae primo aspectu omnes hae
methodi videri possint, periti qui comparara
eas voluerint facile certiores fient omnes eidem
principio superstructas esse. Ceterum quum
hoc theorema hie tantum tamquam lemma sit
considerandum , neque completa expositio hue
pertineat: de modulis compositis seorsim agere
supersedemus.



S E C T I O T E R T I A

RESIDVIS P O T E S T A T V M .

45. ТНЕОКПМА. In omni progression« geome-
г<:я , ï , a, aa, a3 etc. prueter primum j , alms ad-

Ис datur terminus, a1, secunduin modulum p ad a
f>'itniim vnitati congrues, cutus exponens

DemoKStr. Quoniam modulus p ad л, ad-
ad quamuis ipsius a potestatem est pri-
nullus progressionis terminus erit ~ о

\Qiod, p.')) sed quiuis alicui ex his numeris
\ ' a, 3.... p — i côngruas. Quorum mul-
lfudp quum sit p — ï, manifostum est, si plu-
es quam p — ï progressionis termini conside-

r , omnes residua minima diuersa habere
posse. Quocirca inter términos i, a, aa,

av— l bini ad minimum congrui inue-
. Sit itaque am^an et m >«, fietque

luidendo per a", am ' n^ ï (art. 22) vbi m —
et > o. q. E. D.

4, 8 etc. termi-
vnitati

C 5

Ex. In progressione i, 2, 4, 8
115 primus qui secundum modulum
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«st congruus, inuenitur a11 = 4096. At ee-
cundum modulum a3 in eadem progressione fit
a11 = 20-'iÔ = i. Similiter nuineri 5 porestas
sexta, i56>í5, vnirati côngrua secimdum mo-
dulum 7, quinta vero, 3ia5, secundum n.
In aliis igitur casibus potestas exponentis mi-
rvoris qtiam p — i vnitati côngrua euadit, in
aliis contra vsque ad potestatem p — i tam
ascendere necesse est.

46. Quando progressio vltra terminum
qúi vnitati est congruus continuatur, eadem
quae ab initio habebantur residua prodeunt
jterum. Scilicet si a1 ~ i, erit e'*1 = a, a'-n ^
aã etc. donee ad terminum я2' perueuiatur, cu-
ius residuum minimum herum erit S i, at que
residuorum periodum denuo inchoat. Habetut
i faque periodus t residua coroprelieudens, quae
ei iTjnlac finita est ab initio semper repetitur;
neqtie alia residua quam quae in hac periodo
continentur in tota progressione occurrere pos-
sunt. Generaliler erit amt=^ ï , et aml+n;=a11, id
t[uod per designationem nostram ita exhibetur:

Si r HS f (mod. í) erit
ßr ~. я* (mod. p)

47. Pesitur ex hoc theoremate compen-
dium potestatum quantumiiis magno exponente
äff e c r o r н m residua expedite inueniendi, simul-
ac potesras vnitati côngrua innotescat. Si ex.
gr. residuum e diuisione potestatis 5IOO° per
i3 oriundnm quaeritur, erit propter 53 ^ t
(mod. 15), f = r 3 ; quare quum sit 1000= I
mod 3.), fiiit3IOOO = 5 (mod. i3).

48. Quando л' est ínfima potestas vnitati
côngrua (praeter л» = i, ad quem casum hic
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non respicimus), illi f termini, residuorum pe-
riodum constuuentes omnes erunt diuerçi , vti
ex demonstratione art. 45 nullo negofio perspi-
citur. Turn autem propositio art. 46 çonuerti
potest; scilicet si am ~ : nn (mod. p) erit ш^я
(rnod. t"). Si enim »z, и secundum modulum í
incongrui essent, residua eorum minima, /<> »
diuersa forent. At a ' ~ a™, д" ~- a", quare ди

s a* i, e. non omnes potestates infra я* incon-
grui forent contra hypoth.

Si itaque ak SE ï, C^od. p), erit k '== о
(mod. í) i. í. í: per г diuisibilis.

Hactenus de modulis quibuscunque si mo-
*io a d a sint primi diximus. Iam módulos qui
6wit numeri absolute primi seorshn considere-
ïivjs atque huic fundamento inuestigationem
generaliorem postea superbtruamus.

49. ТНЕОПЕМА. 5/ p est n:imertts primus
ipfiim a non metiens, atque af ínfima ipsius a potestas
*есмиа«»» moàulum p vnitati côngrua, exponens t aut
ír*í = p — i nut pars aliqtiota huius numeri.

Conferantur exempla art. praec.

Dcmonslr. Quum iam ostensum sit, t esse
aut = p _ j } aut •< p — i, superest, vt in po-
steriori casu t semper ipsius p — i partem ali-

esse euincatur.

I. Coíligantur residua minima positiúfí
°ninium horum terminoriun, i, <7, aã... . a*~r

per «,«',«" etc. designentur, ita vt sit e
*'==a, *"~aa etc. Pfirspicuum est, haec

fore diuersa, si enim duo termini a™, a*
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eadem praeberent, foret (supponendo m > я),
я1"—"S3i atque *и — «<í, Q. E. A. quum nulla
inferior potestas quam a' vnitati sit côngrua,
hyp. Porro omnes »• *'• *" etc. in serie nume-
rorum i, 2, 5 ... y—i continentur, quam ta-
rnen non exhaurient, quum t <J p — i. Com-
plexum ormúum «> «'» *" etc. per (^í) designa-
bimus. Comprehendet igitur (A) términos t.

II. Accipiatur numerus quicunque S ex
his l, 2, 5 ... y— i, qui in (A) desit. Multi-
plicetur S per omnes «, »', *" etc., sintque resi-
dua minima inde oriunda f- f', f" etc , quorum
numerus etiam erit t. At haec residua turn in-
ter se quam ab omnibus «. *'* «" etc. erunt di-
uersa. Si enim prior assertio falsa esset, habe-
retur Сят SH fa" adeoque diuidendo per f, am =
on, contra ça quae modo demonstrauimus; si
\eroposterior, haberetur f я1" HH я", vnde, quan-
do m <^ к, f^=an~m i. e. $ alicui ex his «» «'• *" etc.
congruus contra hyp. ; quando vero m ï> и, se-
quitur multiplicando per a1—m, fa* = at+'1~m

>

siue propter fi'ss t, f^a'-t-"—m, quae est eadem
iibsurditas. Designetur complexus omnium í. C'» í"
etc. quorum multitudo s= i, per (Б), habe-
bunturque iam aí numeri ex bis i, 2, 3 ...
;» — x. Quodsi igitur (A) et (5) omnes hos
numéros complectuntur, fit ~~ = Г adeoque
theorema demonstratum,

Hi. Si vero aliqui adhuc deficiunr, sit ho-
rum aliquis y. Per hunc multiplicentur omnes
a, я>, t" etc., productorumque residua minima
sint v« *'' У" etc. ; omnium complexus per (C)
designetur. (Cj igitur comprehendet í numéros
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ex his ï, a, 3 ... p— ï, quae omnes turn in-
ter se quam a numeris in {A) et (5) contenus
erunt diuersi, Assertiones priores eodem mo-
do demonstrantur vt in II, tertia' ita. Si esset
У я» = Ç дп, fieret */=£ on—m , aut = Сдн-п—m
prout m <J я, aut £> и, in vtroque casu y alicui
ex (Д) côngrua contra hyp. Habentur igitur
O í numeri ex his ï, 2, 3 ... p— ï , atque si
ftulli amplius desunt, fiet t=^~ adeoque theo-
rema erit demonstratum»

IV. Si vero etiamnum aliqui desunt eo-
dem modo ad quartum numerorum comple-
Xum, (D), progrediendum erit etc. Patet vero
quoniam numerorum ï, a, 5.... p—ï multi-
tude est finita, tandem earn exhaustum* iri, ad-
£oque multiplum ipsius í fore: quare t erit
pars aliquota numeri y — i. Q, E. D.

5o. Quum igitur f-~ sit integer, sequitur
euehendo vtramque partem congruentiae «t = i
ad potestatem exponentis ?^T-, af~1 ^ ï , siue
"P""1 — ï semper per p diuisibilis tst} quando f est

ipsum a non metiens.

Theoreme hoc quod turn propter elegan-
tum propter eximiam vtilitatem omni atten1

tione dignum, ab inuentore theorema Регтаиапигл
aPpellari solet. Vid. Fermatii Opera Mathem. To-
iosae 1679 f°l* P» 1Ö3- Demonstrationen! in-
Ue°tor non adiecit, quam tarnen in potestata
i>ua esse professus est. 111. Euler primus de-
•ponstrationem publici iuris fecit, in dies, cui
Uulus Theorematum quorundam ad números primos

sPettantium demonstratiot Comm» Аслп. Pitrop. T,
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*), Innititur ista euolutioni potestatis
Р, vbi ex coefficientium forma facillime

deducitur (a -f OP— < J P — ï semper per p fore
diuisibilem, fldeoque (a-t-Op — (в-ы) per/?
diuisibilem fore, quando ^ap — я per p sit diuisibi-
lis. lam quia IP — ï semper per p diuisibilis
est, etiam 2? — 2 semper erit; hinc etiam ЗР
— 3 etc. generaliterqure ДР— a. Quodsi itaque
p ipsum a non metitur, etiam лр—1 ï per />
diuisibilis erit. Haec sufficient ad methodi indo-
lem declarandam. Clar. Lambert similem demon-
strationem tradidit in Actis Enidit. 1769. p. 109.
Quia vero euolutio potestatis binomii a theoria nu-
merorum satis aliena esse videbatur, aliam de-
monstrationem ill. Euler inuestigauit quae ex-
stat v Cdhiment. «ow. Petr. T, VII я « 7 ° « atque
cum ea quam nos art. praec. exposuimus pror-
sus conuenit. In sequentibus adhuc aliae
quaedam se nobis efferent. Hoc loco vnam
superaddere liceat, quae similibus principiia
innititur, vti prima ill. Euleri, Propositio se-
quens, cuius casus tantum particularis est theo-
rema nostrum, etiam ad alias inuestigationea
infra adfaibebitur.

Polynomii a + b + c-f- ttc. potestas p ta secun-
dam moduliim p est н= a? -f- òf + c? -J- etc., siquident
f ett numerus primas,

*) In comment, anterior« vir sumraut «d icopum nondum peruenerif.'
Com. Pitr. T. VI. p. toi. —• In Controllers!» famo«a inter Mau-
pertuii et König , л p r i n c i p i o actionis minimae o i ta , seil mox ao rei
heterosencas egressa, Rünifi in manibus se habcre d ix i t autographum
I. t ibn i t i an inn , in quo deraonstratio h i i i u s thror-inatis cuui Euleriana
prorsns conspiram cont ineatur . Appel íiu public, p. IO6. Licet
vero fidem huic tesbunonio denegarr noliinus , certe Lfibnit ius in-
uentuiri suum numquani pubjic«uit. Conf. Hist, at Г.4с. dl PrtUfti

f>. 530.
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Demonstr. Constat potestatem ptam poly-
a \-b + c+ etc. esse compositam e par-

*ibus íormaft *a*ficv etc. vbi «+f-bv etc. =2
PI et « désignât, quot modis f res» quarum »,

> > etc. respectiue sunt = я, fr, с etc. permu-
ta« possint. At supra art. 41 ostendjmus, huno
^untRrum semper esse per p diuisibilem , ni-
Sl omnes res sint aequales, i. e. nisi aliquis nu-
^erorum «• £ у etc. sit = p reliqui vero = о.
»nde sequimr omnes ipsius (л + b -f- c -f- etc.)?
Portés , praeter has a?, b?, & etc. , per p diui-
8jbiles esse; quae igitur quando de congruen-
tl* secundum modulum p agitur, tuto omitti
Poterunt, fietque (Я + А + С+ etc.)pss af + bv~t-
w-betc. Q. £. D.

Quodsi iam omnes quantitates я, &, с etc.
^ » ponuntur , numerusque earum = k , fiet
"''^A vti in art. praec.

5a. Quoniam igitur alii numeri quam qui
*4nt diuisores ipsius p — i nequeunt esse ex-
P°nentes potestatum infimarum ad quas euecti

eri aliqui vnitafi congrui fiunt, quaestio
offert, num omnes ipsius p — ï diuisores*

hoc sint idonei , atque, quando omnes nu-
ri per p noa diuisibiles secundum exponen-

^infimaesuae potestatis vnitati congruae clas*
l«centur, quot ad singulos exponentes eint per-
e«ituri. Vbi staiim observare conuenit, suf-
Cere, si omnes numeri positiui ab ï vsque ad

'"^* l considerentur; manifestum enim est, nu»
eros côngruos ad eandem potestatem eleuari

h
 er«, quo vnitati fiant congruae, adeoque

^ernrn quemcunque ad eundem exponentem
*e referendum ad quern residuum suum mi-
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nimum positiuura. Quocira in id nobis
incumbendum, vt quomodo hoc respectu nu-
mari 1 ,2 , 5 .... p— ï inter singulos p —• *
factores distribuendi sint eruamus. Breuitatis
gratia, si d est vnus e diuisoribus numeri p—l

(ad quos etiam ï et p — i referendi), per 4^
designabimus multitudinem numerorum posi'
tiuorum ipso p minorum quorum potestas âf
est Ínfima vnitati côngrua.

53. Quo facilius haec disquisitio intelbg*
possit, exemplum apponimus. Pro p = 19 ai'
stribuentur numeri ï, 2, 5 .... 18 inter
res numeri *8 hoc modo;

I.
18.
7»
8, 12.

4, 5, 6, g, 16, 17.
2, 3, 10, i3, i4, i5.

Jn hoc igitur casu fit Ф ï = I, 4-2 = r, ^3 = 3>
4-6=2, ^9 = 6, 4- j8 = 6. Vbi exigua attefl'
tio docet» totidem ad quemuis exponentei11

pertinere , quot dentur numeri hoc
maiores ad ipsumque primi, siue esse in
certe casu, relento signo art. 4o, ^d =
Han c autem obseruationem generaliter
esse ita demonstramus.

I. Si numerus aliquis habetur, a, ad
ponentem rf pertinens (i, e. cuîus potestas rf"
tati côngrua, omnes inferiores incongruae/'
omnes huius potestates, a a, »3, a4 .... a* si11

ipsarum residua minima proprietatem
etiam possidebunt (vt potestas ipsarum d
tati sit côngrua) et quum hoc ita etiam
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îrn possit, residua minima numerorum л, дд,
а .... ad (qiuie omnia sunt diuersa) esse radi-
és congruentiae хл= ï, haec auiem plures
4^'irn d radices diuersas habere nequeat, ma-
nitestum est, praeter numerorum я, яд, а 3 .» . ,
f residua minima ah'os numéros inter ï et p—i
^С1 non dari quorum potestates exponentis d
°ngruae sint vnitati. Hinc patet omnes nu-

V^ros ad exponentem d pertinentes inter resi-
ll?l minima numerorum я, aa, л3 . . . . od

eperiri, Qiiales vero sint, quantaque eorum
*? l lliitudo ita defmitur- Si k est numerus ad

P rimus, omnes potestates ipsius «k, quarum
xpone»tes < ff, vnitati non erunt, congrui : esto

e,niln í (mod, d) s=w (vid. art. 5i ) erilque4kti —, . ;• , .l .
^-я; quare si potestas e<» jpsius ok vnitati

esset côngrua atque e<,d, foret etiam akme ~ t
bine ae == i contra liyp. Hinc manifest »m

st> residuum minimum ipsius дх ad expoaen-
* ^ Л pertinere. Si vero k diuisorem aliquem,
,' cQm л communem habet, ipsius ak resi-

J4m minimum ad exponentem d non perti-
eti quoniam turn potestas |;a iam vnitati fit

ngrua (erit enim ^~ per d diuisibilis, siue r^

(»nod. d) adeoque aT ?= ï). Hinc colligiturf
1(3em numéros ad exponentem A pertinere

^°t numerorum r, 2, 3 . ... d ad d sint pri-
j ' , At memorem esse oportet, hanc con-

sionem innixam esse suppositioni, vnuni
tj• ^^um а iam haberi ad exponentem d per-
j.j Rlltem. Quamobrem dubium remanet, ße-
°m .^°85^ vt ad aliquem exponentem nullus

: nin° numerus pertineat; conclusioque eo liTl д. 0 yoi Œ çdt

D
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54» И- Iam sintomnes diuisores numeri
p—i Ы : d, d', d", etc. eritque, quia omnes numeri
ï, 2, 3 .... p— i inter hos sunt distributi, ^á
4- 4, d' + Ф d" 4- etc. = p — i. At in art. /to
demonstrauimus esse <p d + p á' + ф d" -f- etc.
s= p '— i, atque ex art. praec. sequitur Ф d
ipsi iptí aut aequalem aut ipso minorem ess«,
maiorem esse non posse, similiterque de -l d'
et ç d', etc. Si itaque aliquis terminus ex his
-фа, ^d', ^d" etc. termino respondent« ex his
$dt $£Í', фа", esset minor (siue etiam plures)
illorum summa summae horum aequalis essß
non posset. Vnde tandem concludimus $ <*
ipsi çd semper esse aequalem, adeoque a magnitU'
dine ipsius p — ï non pendere.

55, Maximam autem attentionem mere'
tur casus particularis propositions praecedefl'
tis scilicet semper dari numéros quorum nulla potesta*
Inferior quam f — ï '* vnitati cffngrua , et quidetf*
tótidem inter i et p — ï quot infra p ~ ï sii1'
numeri ad f— ï primi. Cuius theoremati3

demonstrario quum minime tarn obuia sit quai^
primo aspectti videri possit, propter theorem^'
tis dignitatem liceat aliara adhuc adiicere f
praecedente aliquantum diuersam, quandoqur

dem methodorum diuersitas ad res obscuriore*
illustrandas plurimum conferre solet. Rest»!'
uatur p - ï in factores suos primos fiatque p —f

= я* 6» cv etc., designantibus a, if, с etc. V&'
meros primos inaequales. Turn theoremat^
demonstrationem per sequentia absoluemuS'

I. Semper inueniri posse numerum &
(aut plures), ad exponentem a
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eimiliterque numéros Б, fete, ad exponentes
^C) cv etc. respectiue pertinentes.

JJ. Productum ex omnibus numeris At

•5, C etc. (siue huius producti residuum mi-
nimum) ad exponentem v — i pertinere. Haec
*utem ita demonstramus.

ï. Sit g numerus aliquis ex his i, s, 5. .»
^-t ,

P — i , congruentiae x~" = i (mod. p) ион sa-
tisfaciens, onmes euim hi numeri congruentiae
huic, cuius gradus «< p— i, satisfacere ne-
9ueunt. Turn dico si potestas —£ " ipsius%po-

^ A, liunc numerum, siue eius residuum
ad exponentem a3" pertinere.

Namque patet potestatem a' t!>ra ipsius k
congruam fore potestati p - i tae ipsius g i. e.
Vr*itati, potestas vero a*— IU ipsius h côngrua
®rit potestati ^itae ipsius g-, i. í. vnitati erit
^côngrua, multoque minus potestates a«~ *,
rt*— 3 tae etc. ipsius Ã vnitati congruae esse pos-
S4nt. At exponens infimae potestatis ipsius A,
Yllitati congruae, siue exponens ad quem per-
Jj^et Ã, numerum a* metiri débet, (art. 48).
хцаге quum я* per alios numéros diuisibilis

sit quam per se ipsum, atque per inferio-
us a potestates, necessário a* erit ex-
ad quem h pertinet. Q. E. D. Per si-

methodum demonstratur, dari numéros
t* exponentes 6Ç, CY etc. pertinentes.

П. Sisupponimus, productum ex omnibus
'. 0. Cetc. non ad exponentem p — ï, eed ad

orem f pertinere, í ipsum p— i merietur
L, rt- 48) , siue erit £^z integer vnitate maior»

a autem perspicitur, hunc quotieutem vel
D a
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esse vnum e numeris primis a, h, c etc. vel sal-
tem per aliquem eorum diuisíbUem (art. 17},
ex. gr. per a, de reliquis enim símile est ratio-
ciniúm. Metietur itaque í ipsum г~~; quare
productum A B Ceie. etiam ad potestatem'^1 tal"
eleuaturn vnitati erit congruum (art. 4^). Sed
perspicuum est singulos B, C, etc, ( exemto
ipso A) ad potestalem ^-tam eleuatos vnirati
côngruos fieri, qimm exponentes b>, cv, etc. ad
quos singuli pertinent ipsum —T metiantur.

. V— l P-I P- l '* p-1

Bine erit A~~ B * - . C ~ « ~ etc. ~ Л^~ ^ t-
Vnde sequitiir exponentem ad quem A perti-
net ipsum '̂ i- metiri debere (an. 48), i. e.
a~~- esse integrum; at ^— =E £lc.v_e_l integer
ti« -f I ^ л*4' ' • a
esse nequit (art i5). Vnde tandem conclu*
dere oportet, suppositionem nostram consistere
non posse, i. e. productum A B C etc. reuera
ad exponentem p — i pertinere. Q, £. D.

Demonstratio posterior priori aliquantulum
prolixior esse videtur, prior contra posterior»
minus directa.

56. Hoc theorema insigne exempluifl
suppeditat, quanta circumspectione in theo-
ria numerorum saepenumero opus sit, ne»
quae non sunr, pro certis ossumamus. Ce-
leb. Lambert in diss. iam supra laudara Act*
Erudit. 1769 p. 127 huius propositionis men'
tionem facit seddemonstrationis ne nécessita'
tern quidem attigit. Nemo vero demonstra'
tionem tentauit praeter summum EuleruO1

Comment, иои. Ac, Pctrop. T. ХУ1П ad
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Demonstratioties circa residua ex dinisione fate»
per numeras primos resultantia p. 85 seqq.

Vld. imprimis art. 87 vbi de demonstrationis
Necessitate fusius locutus est. At demonstratio
4uam Vir sagacissimus exhibait duos delectus
habet. Alterum quod art. 5i et sqq. tacite
sypponit, congruentiam Xa ~ ï (translatis ra-
tlocimis illic adbibitis in nosrra signa) reuera M
ríldices diuersas habere , quamquam ante nihil

fuerit demonstratum quam quod plures
ere nequeat; alterum, quod formulam art,
per inductionem tantummodo deduxit.
5y. Numeros ad exponentem p — ï per-

radicei*primitiuas cum ill. Eulero voca-
llï»us. Si igitur a est radix prirni t iua, potesta-

Utn я, да, a3 ... ДР — z residua minima omnia
erunt diuersa; vnde facile deducitur, inter haec
Oïr>nes números í, 2, 3, ... p — i, qui totidein
8unt multitudine quot ilia residua minima, re-
Periri debere, i. e. quemuis numerum per p
n°n diuisibilem potestati alicui ipsius я corv-
bruum esse. Insignis haec proprieías perma-

e est vtilitatis , opcrationesque arithmeticas,
congruentias pertinentes, haud parum suble-
e potest , simili fere modo , vt logarithme«

îïn introductio operationes arithmetícae ' vul-
r?ris« Radicem aliq-aam primitiuam, д, ad lu-

1 »m pró basi adoptabimus, ad quam omnea
J-Uneros per p non diuisibiles referemus, et si

-fit де ^ fr ^Q^ p), e ipsius b indicem voca-
4nus. Ex. gr. si pró modulo 19, radix pri-

1U a Pro basi as?umatur respondebunt
"í> 3 4- 5- 6-7'8-9-1°-ч- т2-Ч '4-IS- 16. 17.18.
. i . t j .a . i í . 14.6.?. g. 17.12.15. 5. ". n- 4- 'o. 9-

D У
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Ceterum patet, manente basi, cuíque numero
plures indices conuenire, sed hos omnes se-
cundum modulum p — ï fore côngruos ; quam-
obrem quoties de indicibus sermo erit, qui se-
cundum modulum p — ï eunt congrui pro ae-
quiualentibus faabebuntur, simili modo vti nu*
meti ipsi, quando secundum modulum p sunt
congrui, tamquam aequiualentes spectantur.

58. Theoremata ad indices pertinentia
prorsus análoga sunt iis quae ad logarithuios
spectant.

Index producti t quotcmque factoribus conflati
côngruas est summae indicum singulorutn factorum sf
cuadum modulum p — ï.

Index potestaiit uumeri alicuius côngruas est
produclo ex indict uumeri dati in exponentem potes 10'
tis f secundam mod, p — i •

Demonstrationes propler facilitatem omit-
timus.

Hinc perspícitur si tabulam construere vê-
limus ex qua omnium numerorum indices pro
modulis diuersis desumi possint, ex hac tiiifl

'omnes numéros modulo maiores, turn omnes
compósitos omitti posse. Specimen huius mO'
di tabulae ad calcem operis huius adiectum e.st,
Tab. J, vbi in prima columna verticali posH1

sunt numeri primi primorumque potesîates A

3 vsque ad 97, qui tamquam moduli stint spe*
rtandi, iuxta hos singnlos numeri pró basi a*'
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eumti; turn eequuntur indices numerorum pri-
successiuorum, quorum quini semper

paruulum interualmm sunt clisiuncti, eo-
que ordine supra dispositi sunt numeri pri-

***! ; ita vt quis index numero primo dato se-
Cundum. modulum datum, respondeat, facile tu«

inueniri possir,.

Ita ex. gr. si p = 6j index numeri 60, as-
1 2 pro basi erit = 2 Ind, 2 H- Ind. 3 -f-

5 (mod. 66) =58 + 9 +3g s 4o.

69. Index vaîoris cuiuscunque expressions ~
\Worf.. у.)^ (art. 3 ï) coMgrui« «íí 5гс;*яаит modulum
f~^-l differentiae indicum numérotons a et denomina-

0)-** èt siquidem numeri a, b per p non sunt diuisi-
.

Sît enim valor quiconque c; eritque be^a
d, p} ; hinc Ind, b + Ind. с — Ind. (a (mod.

- O adeoque
. г. s Ind. a — Ind. í.

Si itaque tabula habetur, ex qua index
ue numéro respondens pro quouis modulo

Pruno , aliaque ex qua numerus ad indicem
^tum pertineiis deriuari possit, omnes con-
êr4entiae primi gradus facillimo negotio solui
Prêtant , quoniam omnes reduci possunt ad
,r

 es» quarum modulus est numerus primus
^art> Oo). E. g. proposita congruentia 29» -f-

s о (mod. 47) erit x == =£ (mod. 47).
c Ind. x = Ind. — 7 — Ind. 29 == Ind. 4o
Ind. 29 ~ i5 — 45 s 18 (mod. 46). At

cuius index 18 inuenitur 3. Quare
D 4
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ж = 3 f mod. 4?). — Tabulam secnndam qui'
dem non adiecimus : at huius vice alia defungi
poterit \ti Sect. VI ostendemus.

6o4 Simili modo vt art. 5i radices con-
gruentiarum primi gradus designauimus, in se-
quentibus etiam congruentiarum purarum altio-
rum graduum radices per sigmim exhibebimus.
Yti scilicet fy^^nihil aliud significai quam radi-
cem aequationis xn = A, ita apposito modulo
per i(f A (mod. p~) denotabitur radix quaecun-
que eongruentiae xn ~ A (mod. p~). Hanc ex-
presbionem %f A (mod. p) tot valores habere
dicemus, quot habet secundum p incongruos,
ojnnes enim qui secundum p sunt congrui tam-
quam aequiuaientes spectandi (art. 2.6> Cete-
пгт patet, si xf, В secundum p fuerint con-
grui, expressiones У Л, ^f В (mod. p) aequi-
uaientes fore.

lam si ponitur ^/" A ^ x Cmod. p\ erit и
Ind. ж •— índ. A (mod. p - í). Ex hac con-
gruentia deducnntur ad praecepta sectionis
,praec. valores ipsius Ind. ж atque ex his valo-
res respondentes ipsius x* Facile vero perspi-
citur л: habere totidem valores, quot radices
coiigruentía » Ind. x == A (mod. p — i). Ma-
nifesto igitur ^/" A vnum tantumniodo valorem
habebit quando я ad p i est primus ; quando
vero nnmeri «; p — i diuisorem commnnem
habent <>, atque nicest maximus, Ind. x habebit f
valores incojtgruos secundum p - t, adeoqne
У A totidem valores incongruos secundum pi
siquidem [nd. A per í est diuisibilis. Qua con'



ditione deficiente \f A nullum valorem realem
habebit.

Exemplum. Quaeruntur valores expressio-
ttis I y r i i (mod. 19). Solui itaque débet con-
gruemia i5 Ind. x = Ind. ч -~ о (mod. 18),
iimenienturque três valores ipsius Ind x ss 4,
lo, 16 (.mod. iS). His vero respondent valores
ipsius л-, 6, g, 4.

G í. Quantumuis expedita sit methodus
haec quando tabulae necessariae adsunt,
debemus tarnen non obliuisci, indirectam

esse. Operae igitur pretium erit in-
quantum metbodi directae polleant:

trademusque hic ea quae ex praecedentibus
bauriri possunt: alia, quae considerationes re-
conditiores postulant, ad sectionem Vll\ reser-
uames. Initium facimus a casu simplicíssimo,
vbi d=i, sine vbi radices congruentiae a?ns=i
(mod. p) quaeruntur. Hic itaque, assumia ra-
tice qu.icunque primitiua pro basi, débet esse
n Ind. A-£=O (mod. p — t ) . Quae cong'ruen-
lb, quando я ad p— i est primus, vnani ían-

radicem habebit, scilicet Ind. -Г=Е=О
i): quare ira hocce casu ^f i (mod fi)

Vjiicum valorem habet, scilicet == i. Quan-
t*° autem niimeri я, p— i habent diuisoren\
c ommnnpi.o (maximum) í, congmentiae и Ind.
зг--: o (mod. '-p— ï) solu.'io completa erit Ind»

s o (mod. t-1) V. art. 5o., i. e. Ind. x se-
modulum p— z alicui ex his numerïs,

°) Lnj, i '̂.-J ,̂ L- (liT_^4.« îinîliin'J congru us
debebit, sine í valores secundam modu-

D 5
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lum j» — ï incongrues habebit; quare etiam x
in hocce casu í valores díuersos (secundurn mo-
dulum p incongruos) habebit. Hinc perspici-
tur, expressionem §/" ï etiam í valores diuer-
sos babere, quorum indices cum ante allatis
prorsus conneniant. Quocirca expressio y/~ ï
(mod. ;?) huic У ï (mod./)) omnino aequiualet,
i. e. congruentia *j= ï (mod. p) easdem radi-
ces habet quas haec, #"^i (mod. p). Prior
autem inferioris erit gradus siquidem í et и sunt
inaequales.

Ex. ï\/"1 (m°d- Z9) tres habet valores,
quia 3 maxima numerorum i5, 18 mensura
communie, bique eimul erunt valores expres-
sionis ^i (mod. 19), Sunt autem hi, 1,7, ir.

62. Per hanc igitur reductionem id lucra-
mur vt alias congruentias formae я:11 ^ ï sol-
uere non sit opus, quam vbi « moduli est di-
uisor. Infra vero ostendemus, congruentias
huius formae semper vlterius adhuc deprim*
posse, licet praecedentia ad hoc non sufficient.
Vnum tarnen casum iam hic absoluere possu*
mus scilicet vbi я = 2. Manifesto enim valo-
res expressi onis \f ï erunt + ï et— ï quia plu'
res quam duos habere nequit, hique-f-i et— ï
semper sunt incongrui nisi modulus sit = 2, in quo
casa \f ï vnam tantum valorem habere posse,
per se darum. Hinc sequitur, -f-1 et — ï et-
iam fore valores expressionis ay^ i quando *"
ad ÍÍ - sit primus. Hoc semper eueniet, quo-
ties modulus est eius indolis vt £—• fiat nume*
rus absolute primus (nisi forte p—1 = 2 w i11
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casuomnes numeri ï, 2, 3» . .» p — ï ennt
radices) ex. gr. quando p = 3, 5, 7, ti, зЗ, 47,
*9> 83, icy etc. Tamquam coroliarium hie
Snnoretur, indicem ipsius ï semper esse

'4" (mod. p — ï), quaecunque radix primi-
pro basi accipiatur. Namque a Ind. ( — ï)

о (mod. p — ï). Quare Ind. ( — ï) erit vel
o, vel ~ -—• (mod. p — ï) : o vero semper

dex ipsius +i, a tque+i , et - ï semper
indices diuersos habere debent (praeter casum
f =*= a ad quern hic respicere operae non est pre-

3
6

65. Ostendimus art. 60 expressionem
. p) habere í valores diuersos , aut omni-

110 nullum , si fuerit S diuisor comraunis maxi-
numerorum я, p — i. Iam vti modo do-
iie У A et ^/ 'A aequiualentes esse, si

ÍH=i , generalius probabimus, expressio-
у л semper ad aliam $/~ B reduci pojse

aequiualeal. Illius enim valore quoctmque
otato perArerit x°^A\ iamsit t valorquicun-

4eexpressionis^(mod./) — i), quam valores rea-
65 habere ex art.Di perspicuum; eritque x™ ̂  A*

*tn 5H x* propter t n = s mod. (p — i ). Quare
adeoque quicunque ipsius ^f A valor

etiam valor ipsius \f A<-, Quoties igitur
valores reales habet, expression! ̂ f A*.

Pr°rsus aequiualens erit, quouiam ilia neque
lQs habet <juam haec neque pauciores, licet

irando iff A nullum valorem realem habet,
eri tarnen possit vt^" Â*- valores reales habeat.

Ex. Si valores expressionis л \Г У, (mod.5 í)
" aeruntur, erit numerorum 21 .et ao diuisor
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commuais maximus 3, expressionisque *t
(mod. 3o) valor aiiquis 5, quare si *\f ъ valo-
res reales habet, huic expression! \/~ 23 siue
\f 8 aequiualebit, iuuenieturque reuera, po-
steriores expressionis valores qui sunt s, Ю,
19 etiam priori satisfacere.

б/i. Ne autem hanc operationem incas-
sum suscepisse periclitemur, regulam inuesti-
gare oportet, per quam statim diiudicari pps-
&ít vtrnm \f A valores reales admittat песие«
Quodsi tabula indicum habetur , res in promtu
est ; namque ex art. 6o manifestum est, valo-
res reaies dari, si ipsius A index, radice qua-
cuuque primitiua pró basi accepta, per í sit
diuisibilis, sin vero minus, non dari. Atta-
men hoc etiain absque tali tabula inueniri po-
test. Posito enim indice ipsius A = k, si hic
iuerit per í âiuisibilàs, erit í-I^-íl per p— i di-
uisibilis: et vice versa. Atqui numeri A~~$~ in-
dex erit UZ—}. Quare si if A (mod. p) habet
valores reeles, A~f vnitati congruus erit, sin
minus, incongruus. Ita in exemplo art. praeO
habetur 2 to= 1024 = ï (mod. 3i), vnde con*
oludltnr a^/"a (mod. 3i) valores reales habere«
Siniiliier cfirliores hinc flmus, \f — ï (mod.p)
sfímpp.r valores binos reales habere, quando f
•iic lormae I\m {• 11 nullum vero, (itiando f
sit formae 4кг-{-3; propter (—i)2m= ï et
(~ 1)* ш ^'=п— ï. Elegans hoc theorema, quo»
vulgo ita pvofertur: Sip est numerus primus fof
mae 4^+1, inueniri potest quadratum aa, ita v*
« a + f ffr p fiat dndsibilis; li vero p rst



— О! —

4m — j t tale quadratum non datut; hoc modo de-
*nonstratum (est ab ill. Eulero, Сотт. пои. АсаА.

. T. XVIII. р. из ad annum 1773. De-
trationem aliam iam multo ante dederat,
, пои. Т. V. p. 5 qui prodiit a. 1760. In

priori, Corrmi. nou. T. IV, p. a5, rem
perfecerat. Postea etiam ill, La Grange

theorematis demonstrationem tradidit, Nouveaux
№em. de l'Ac. de Berlin A. 1776 p. 3/f2.
Aliam" adhuc demonstrationem in sectione se-

nti vbi proprie de hoc argumento agendum
, dabimus.

65. Postquam omnes expressiones ^f A
d. p) ad taîes reducere docinmus , vbi я

uisor numeri p — ï , criteriumque nacti su-
?1цз vtrum valores reales admittat, necne, ta-

es expressiones ^ A (mod. p) vbi к ipsius
P ~ ï est diuisor accuratius considerabimus.

.Г1Шо OvSíendemus, quam 4relationem valores
li ex,pressionis inter se habeant , tum arri-
quaedam trademas, quorum auxilio vnus
expressionis saepenumero inueniri possit.

Primo, quando A ~ i , atque »• aliquis ex
valoribus expressionis \Г ï (mod. p), siue
^i (mod p j, omnes etiam ipsius r potesta-

es erunt valores istius expressionis; liorum au-
etri totidern erimt diuersi quot vniuites habet

^tponens ad quem r pertinet Qart. 48;. Quod-
1 'gitur r est valor ad exponentem я perünens,

P°restates ipsius r hae >-, r3, r3 ---- r" (vbi loco
nnae vnitas substitui potest) omnes expressio-

8 V* i (mod. p) valores inuoluenr. Qualia



— 6a —
autem subsidia exsfent ad tales valores inue-
niendos qui ad exponentem в pertineant, il»

ü4 VIII fusius explicabimus,

Secundo. Quando A vnitati est incongruus,
vnusque expressionis \f A (mod.p) notus, qui
sit z, reliqui hoc roodo inde deducumutv
Sint valores expressionis y^i, r, »*... rn~ i (vti
modo ostendimus), eruntque omnes expr. \f A
valores hi: ar, z r, z r*. ... zr0—1; namque omnes
hos congruentiae x a~A satísfacere inde marii-
festum quod, posito quocunque eorum =: z i*
potestas ipsius «'•*, xnrn k , propter r» =51 et
a;n=yí, vnitati fit côngrua: omnes dinersos
esse ex art. зЗ facile intelligitur ; plures auteirt
valores quam hos quorum numerus est я , ex*
pressio y" A habere nequit. Ita ex. gr. si altef
expressionis \f 'A vaior est x, alter erit — z>
Denique hinc concludendum omnes valores
expr. y*1" A inuenire non posse, nisi simu*
omnes valores expr. У i constent.

66. Secundam quod nobis proposuera^
mus fuit, docere, in quo casu vnus expressio*
nis y A (mod. p) valor (vbi я supponitur essö
diúisor ipsius p — i) directe inueniri possit'
Hoc euenit quando aliquis vaJor potestati alien*
ipsius A congruus euadit, qui casus quuU*
hand raro occurrat, aliquantum huic rei immo'
rari non superfluum erit. Sit ralis valor, si quis datv?
ar, siue «HHyíí15 et л? = гп (mod. p). Hinccolligí'
tur A^A^i quare si numerus k habetur,
vt sit A—A^, A* erit valor quaesitus. At
condition! aequiualet ista, vt ait i = А я (mod.
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désignante í exponentem ad quem pertinet A
(art. 46, 48). Vt vero haec congruentia possi-
bilis sit, requiritur, vt sit я ad í primus» Hoc
in casu erit isj (mod. /); si vero í et я diui-
eorem communem habent, nullus valor x pó-
testati ipsius A congruus esse potest.

67. Quum auterft ad bane solutionem
„ ipsum í nouisse oporteat, videamus quomodo
pfocedere possimus , si hunc numerum ignore-
•ttus. Primo facile intelligitur, t ipsum ^ me-
tiri debere, siquidem $/" A (mod. p) valores
reales habeat, vti hie semper supponimus. Sit
enitn quicunque valor y, eritque turn yp— x = i,
tum y"E=y^ (mod. p); quare eleuando par-
tes posterions congruentiae ad potestatem ^~~-
jfm, fiet A^—^ ï ; adeoque r-~ per t diuisibi-
"s (art 48> lam si ^=s ad я est primus, con-
eruentia art. praec. k n = i etiam secundum mo-
^ulum *^± solui poterit, manifestoque valor
^sms k congruentiae secundum modulum hunc
8atisfaciens eidem etiam secundum modulum í,
9^ ipsum ^ (metitur, satisfaciet, (art. 5).

um igitur quod quaerebatur inuentum. Si
P

x,
 P~?~ ad я non est primus, omn.es ipsius

~н- ^actores primi qui sirnul ipsum и metiuntur
езс ~~ eiiciantur. Hinc nanciscemur nume-
Гцт У, ad я primum, désignante q produ-
ctum ex omnibus illis factoribus primis, quos

lecimus, Quodsi iam conditio ad quam in
rtlc- praec. peruenimus vt í ad и sit primus lo-

<^m habet , í etiam nd q erit primus adeoque
Uatn ipsum &^ metietur. Quare si congruen-
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entia *«= ï (mod. r~) soluimr (quod fieri
potest quia я ad "~- primus), valor ipsius k et-
iam secundam modulum í congruentiae satis-
faciet, id quod quaerebatur, Totum Jioc arti-
ficium in eo versntur, vt numerus eruatur qui
ipsius í, quem ignoramus , vice fungi possit.
Attamen probe meminisse oporiet, nos quando
í~ ad n non est primu£, supposuisse conditio-
nem art. praec. locum habere, quae si déficit
omnes conçu utiones erroneae er uni; atque si
regulas d itas temere sequendo pró x valor in-
uenitur, cuius potestas n ta ipsi A non sir côn-
grua, indicio hoc est, conditionem deíicere
adeoque raethodum hanc omnino adhiberi non
posse.

67» Sed in hocce etiam casu saepe pr,od-
esse potest, hunc laborem suscepisse; operae-
que pretium est, quomodo hic vnlor falsus ad
veros sese habeat inuestigare. Supponamus ita-
que números k, z rite esse determinates sed
zn non esse EH: A (mod p). Tum si modo va-
lores expression!s \/"-^ (mod. p) determinari
possint, hos singulos per x muliipucando valo-
res ipsius \f A obiinebímus. Si enim v est va-
lor aiiquis ipsius ^/~-£-,'. erit {vz'-p~A. Sed
expressio tf-^n eateiius hac \f~ A simplicior,
qviod — ''mod. p) ad exponentem minorem pie-
rumque pwrfinet quam A. Scilicet si numero-
rum í, q diuisor communis maxirnus est rf, -4»
(mod. p) ad exponentem â pertinebit, id quod
ita dt'.monstratur. Substituto pro x valore, fit
4. =^sbî- fm°d P)- _ At kn i per ^ï diuisi-
bilis (.art. praec.), —~ vero per í (ibid.)
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fiíue lür Рег ^ Atríui í ad ,< est Prim«s (hyp.),e lür Рег tríu a ,< est Prm«s (yp.),
are etiíim ^- per ^ siue *— per ^ adeoque

etiam kn ~ i par et (АЯ — i) rf per í erit di-
^isibilis. Hinc ^4(kn-i)ds j (mod. p). Vnde
facile deducitur, -^, ad polestatem íítam euectum
vuitati congruum fieri. Quod vero — *d ex-
ponentem minorem quam d pertinere non pos-
s't facile quidem demonstrari potest , sed quo-
ftiam ad finem nostrum non requiritur, huic
rei non immoramur. Certi igitur esse possu-
ïftus, — (mod. p) semper ad minorem exponen-
tem pertinere , quam ^, vnico excepto casu,
scilicet quando t ipsum q metitur, adeoque
d =- t

Sed quid iuuat, quod -~t ad minorera ек-
Ponentem perrinet, quam A? Plures numeri
dantur qui possunt esse A quam qui possunt

-d, et quando secundum eundem modu-
tn plures huiusmodi expressiones \f 'A euol-

occasio est , id lucramur vt plures ex eo«
^etu Fonte haurire possimus, Ita ex. gr, sem-
Per vnicum saltern valorem expressionis \f A

29) determinate in potestate erit, si
expressionis \f — r (mod. ад) valores

sum + 12) innotuerint. Facile enim ex
rt' praec, perspicitur, hutusmodi expressio-

vnum valorem semper directe determi-
posse , quando í impar , et d fieri = a

апсЬ t par; praeter — ï autem nullus nu-
erus ad exponentem 2 pertinet.
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68. Exempta.
Quaeritur V^3i (mod. 3y). Hic p — t — 36,
в =5, ^- — í 2, adeoque g = 5: débet igituf
esse 3 Ä = ï (mod. 4) quod obiinetur ponendo
i = 3« Hinc z^3i3 (mod. 3y) sn6, inuenitur-
'que reuera 63 = 3i (mod. 3y). Si valores ex-
pressionis y^i (mod. 67) sunt notae, etiam re-
liqui expr. ^/" 6 valores determinar! possunt.
Sunt vero illi i, IO, 26, per quos multiplican-
do ipsum 6, prodeunt reliqui äs 25 et 8.

Si autem quaeritur valor expr. %/"5 (mod.
87), erit я = 2, ̂ î== 18; adeoque 9 = 2. HinC
riebet esse s t k — i (mod. 9), vnde fit A = 5
(mod. 9). Quare ягн^35^21 (mod. 37); at
ai* non =3, sed =34; est autem ^ (mod. 3y)
s — ï, atque %f — ï (mod. Зу) ss di.6; vnde
obtinentur valores veri -±_Q. 2.1 ̂ ;±ti5.

Haec Fere sunt, quae hie fie taliuni e*'
.pressionum euolutione tradere licuit. Pala»»
est methodos directas satis prolixas saepe eua'
suras : at hoc incommodum tantum поп отШ"
bus , methodis dirëctis in numerorum theori^
incumbit: neque ideo negligendum censuimus»
quantum hie praestare valeant ostendere. E1'
iam hic obseruare conuenit , artificia partícula'
ria quae exercitato haud raro se olferunt si'
gillatim explicate, non esse institut! nostri.

69. Reuertimur nunc ad radices quas &'
ximus primitiuas. Ostendimus , radice prin1*'
tiua quacunque pro basi assumta omnes nume'
ros, quorum indices ad p — ï primi, etiam W
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*e radices prímitiuas, nullosque praeter hos:
vnde simul radicum primitiuarum multitudo
«pome innotescir. V. art. 53. Quamnam au-
tem radicem primitiuam pro basi adoptare veli-
ftius , in génère arbitrio nostro relinquitur ; vn«
«e intelligitur, etiam hie, vt in calculo Ioga-
ïithmico, plura quasi systemata dari posse *),
quae quo vinculo connexa sint videamus. Sint
a, b, duae radices primitiuae, aliusque nume.
rus w, atque, quando a pro basi assumitur, in.
«ex numeri £ = C, numeri m vero index ^щ
(mod. p — i); quando autem b pro basi assumi-
*цг, index numeri я^*, nunieri m vero =^>
Cmod. p~* ,). Turn erit * f=i (mod. ^ — ï);
Cinque aG==e , quare aa?~b*~a (mod. p),
WpO» h inc« í^ i (mod. p — ï ). Per simile
ratiocinium inuenitur •==*«, atque и£=с' (mod.
í — i). Si igitur tabeliã indicum pro basi л
constructa habetur, facile in aliam conuerti'
potesi, vbi b basis. Si enim pro basi a ipsius
6 index est = f f , pro basi 6 ipsius e index
ent ^í (mod. p — i)i multiplicandoque per
«une numerum omnes tabellae indices, habe-

omnes indices pro baai b.

70. Quamuis autem plures índices nume-
? dato contingere possint, aliis aliisque radi«

Clbus primitiuis pro basi acceptis, omnes ta-
^en in eo conuenient, quod omnes eundem

UJe°rem maximum cum p — r communera ha«
E st

*° «Wem differnnt, quoi in logntlthtnît «yrtematum numenu
"" ln f initui, hic vero Uncui, quantui numerus radicum primitiiu«

*• M«aifctte «aim iHife« congtmie liera s/iMma gcneraat.
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bebunt. Si enim pro basi a, index numeri dati
est я», pro basi b vero и, atque diuisores ma-
ximi his cum p—ï communes, n> •• eupponun-
tur esse inaequales, alter erit maior, ex. gr.
f«J>», adeoque f* ipsum и non metletur. At de-
signate indice ipsius a, quando b pro basi as-
eumitur, per a, erit (art. praec.) » z = « w (mod.
f — ï ) adeoque и etiam ipsum и metietur.
Q. E. A.

Hunc diuisorem maximum indicibus nu-
meri dati, ipsique p—ï communem, a basi
non pendere, etiam inde perspicuum, quod
aequalis est ipsi ^-, désignante t exponentenn
ad quern numerus, de cuius indicibus agitur,
pertinet. Si enim index pro basi quacunque
est k, erit t minimus numerus per quem k mul-
tiplicatus ipsius p—ï multiplum euadit, (ex-
cepta cifra) vidd. artt. 48, 58, siue minimus
valor expressionis a ( mod. p — i ) praeter ci-
fram; hunc autem aequalem esse diuisori ma-
ximo communi numerorum k et p — ï ex art.
29 nullo negotio deriuatur.

71. Porro facile demonstratur, basin ita
eemper accipere licere, vt numerus ad expo-
nentem t pertinens indicem quemlibet datum
nanciscatur, cuius quidem maximus diuisof
curn p— i communis = —-. Designemus hunß
breuitatis gratia per d, sitque index proposituS
^dm, numérique propositi, quando quaelibei
radix prima a pro basi accipitur, index —d*'
eruntque m, n ad *~- siue ad í primi. Turn s*
• est valor expressionis -~- (mod. p— ï), simul'
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que ad f — ï primus, erit a" radix primitiua,
qua pro basi accepta numerus propositus indi-
cem dm adipiscetur (erit enim a«dm^adn^ nu-
mero propósito), id quod desiderabatur, Sed
expressionem ^- (mod. p — i ) valores ad p—r
primos admittere, ita probater. Aequiualet illa
expressio huic: "-n (mod. £-^-) siue ~ (mod. í)
vid. art. 5 r, a, eruntqne omnes eius valores ad
t primi; si enim aliquis valor e diuisorem cum
t communem haberet, hic diuisor etiam ipsum
«í mctin deberet, adeoque etiam ipsum я,
oui m e secun,dum í congruus, contra hypoth.,
px qua и ad í primus. Quando igiíur omnes
diuisores primi ipsius p—i eliam ipsum í me-

, own» expr. ", (mod. í) valores ad p—x
erunt multitudoque eorum —d' , quando
p—i alios adhuc diuisores primos,/,

^> h etc. implicar, ipsum t non metientes, po-
nátur valor quicunque expr. ^ (mod. í) = e.
1'um autem quia omnes /, /, g, h etc. inter se
Primi, inueniri potest numerus », qui secundum
t ipsi г, secundum /, g, h etc. vero numeris
4 l)ibuscunque ad hos respectiue primos fiat
Congi4ms. (arf. 5s) Talis itaque numecus per
^ullum factorem primum ipsius p — i diuisibi-
j1« adeoque ad p - i primus erit, vti desidera-
^'itur. Tandem haud difficile ex combinatio-
r'uni theoria deducitur, talium valorum multitu-
d inemfore = -̂l̂ l̂̂ -̂ -̂ sed ne digressio
l t. f g h. etc, ' O

in nimiam molem excrescat, demonstra-
quum ad instirutum nosf l i rn non sit

necessária, omittimus.

E 3
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7*; Quamuis in génère prorsus arbitra-
riam sit, quaenam radix primitiua pro basi
adoptetur, interdum tarnen bases aliae prae
aliis commoda quaedam peculiaria praebere
possunt. In tabula I semper numerum ю pro
basi assumsimus, quando fuit radix primitiua;
alioquin basin ita semper determinauimus vt
iiumeri 10 index euaserit quam minimus, i. e.
s=-~ dénotante t exponentem ad quem ю per-
tinuir. Quid vero hinc lucremur, in Sect, VI.
ostendemus vbi eadem tabula ad alios adhuc
vsus adhibebitur. Sed quoniam etiam hie ali-
quid arbitrara remanere potest, vt ex art. praec.
apparet: vt aliquid certi statueremus, ex
omnibus radicibus primitiuis quaesitum prae-
stantibus minimum semper pro basi eleximus.
Jta pro jj = y5, vbi i = 8 atque d=^g, • habet
l̂ j- i. e. 6 valores, qui sunt 5, i4, 20, 28, 5g,
40. Assumsimus itaque minimum 5 pro basi,

уЗ. Methodi radices primitiuas inuenien-
di maximam partem tentando innituntur. Si
quis ea quae art. 55 docuimuscum us quae infra
desolutione congruentiaearn^j trademusconfert
omnia fere, quae per méthodes directas effici
possunt, habebit. 111. Euler confitetur, Opusc.
Analyt. T. L p. 152, maxime difficile videri, hos
numéros assignare, eorumque.indolem ad pro*
fundíssima numerorum mysteria esse referen-
dam» At tentando satis expedite sequenti mo-
do determinari possunt. Exercitatus operatio-
nis proh'xitati per multifaria artificia partícula-
ria succurrere seiet: haec vero per vsum mul-
to citius quam per praecepta ediscuntur
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ï*. Assumatur ad libitum numerus ad p

Ota semper modulum designamus) primus, a,
(plerumque ad calculi breuitatein conducit, si
quam minimum accipimus, ex. gr. nume-
f u.m я) determineturque eius periodus (art. 46),
*' e- residua minima ipsius potestatum, donea
acj potestatem a* perueniatur, cuius residuum
minimum sit ï *). lam si fuerit t — p —,i, a est
raclix primixiua»

2°. Si vero í<< p— r, accipiatur alius nu-
toerus b in período ipsius a non contentus,
"luestigeturque simili modo huius periodus.
•Uesignato exponente ad quem b pertinet per «,
acile perspicitur и neque ipsi t aequalem ne-

*1це ipsius partem aliquotam esse posse, ia
^troque enim casu fieret é'^ i, quod esse ne-
rlvilt) quum peiiodus ipsius a omnes números
ainplectatur, quorum potestas exponentis t vni-
tati côngrua (art. 53). Quodsi г« fuerit =j».— it
ent b radix primitiua; si vero u non quidem
г = = Я—i, sed tarnen mulfiplum ipsius /, id 1ц-
Crati sumus, vt numerus constet ad exponen-

e»i maiorem pertinens, adeoque scopo nostro,
Ч1н est inuenire numerum ad exponentem ma-
*"MZI»I pertinentem, propiores iam simus. Si

его n neque =p — i, neque ipsius jomultiplum,
аШеп numerum inuenire possumus ad expo-
^ntem ipsis í, » maiorem pertinentem, nempe

a exponentem minimo diuiduo commun! nu-
merorum í, «, aequalem. Sit hic = y, resolua-

E 4
Quisquis sponte penpiciet, non opus ене has pot«stat«s ips«s ng-r

ls>e, quum cuiusuii residuum minimum facile «x resíduo minim*
V°testatu ptascedeati« obtineri yossit.
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turque y ita in duos factores inter se primos,
m, «, vt alter ipsum t, alter ipsum и metia-
tur «)• Turn fiat potestas ^ta ipsius a,~A, po«
testas ;jta ipsius fc, = .B (>mod, ^), eritque pro-
ductum ^í B numerus ad exponentem y peni-
nens; facile enim intelligitur, A ad exponen-
tem m, В ad exponentem я pertinere ; adeoque
production AB ad mn pertinebit, quia m,и in-
ter se sunt primi, id quod prorsus eodem mo-
do vti in art. 55, II processimus probari pot-
erit.

3°. Iam si y=jf — ï, -A В erit radix pri-
mitiua; sin minus, simili modo vt antea alius
numerus adhibendus erit, in período ipsius A В
non occurrens ; eritque hic aut radix primitiua,
aut pertinebit ad exponentem ipso y maiorem,
aut certe ipsius auxílio (vti ante) numerus ad
exponentem ipso y maiorem pertinens inueniri
poterit. Quum igitur numeri qui per repeticio-
nem huius operationis prodeunt, ad exponen-
tes continuo crescentes pertineant, mauífe-
stvim est tandem numerum inuentum iri, qui
я d exponentem maximum periineat, i. e. radi'
cem primam, q. e. f.

•) Quomodo hoc fieri cosstt ex Ml, 18 baud dlfRcultet ieiiu»lur. Re-
soluatur y in factores tale«, qui s int aut numeri pr imi diuersi aut
numtroTum primorum diuersorum potestates. Horum qui sque »Itr>
utrum nuœerorum t, u met i f tur (siue etiam vtruinque). AdícribaB-
tur linguli »at numero t tut numero «, prout ilium eut hune roe.
tiuntui: qum6o aViqu'is vkrumque met i tu r , arbitrarium est, cui ad-
scribatur: productum ex i i s q u i ipsi < adscript! sunt, sit .mm, P'o-
ductum e reliqois =», facileque perspicietur m ipiura (> я ipsum
« rot-tui, »Ц«е cise тн^=у.



74« Per exemplam praecepta haec cla-
riora fient. Sit p = 73, pro quo radix primi-
tiua quaeratur. Tentemus primo numerum 2,
Cuius periodus prodit haec:
». 2. 4. b\ 1 6. За. 64. 55. Зу. ï. etc.
°- ï. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. etc.
Qiuim igitur iam potestas exponentis 9 vnîtati
côngrua fiat, a non est radix primitiua. Ten-
tetur alias numerus in período ipsius а

occurrens ex. gr. 3, cuius periodus est

1-5. 9.27. 8. 2 4. 72. 70. 64. 46. 65. 49- ï etc.
°-i .a. 5-4- 5. 6. 7. 8. g. io. ii. 1 2 etc.
yuare neque 5 est radix primitiua, Exponen-
toum autem ad quos 2, 3 pertinent, (i.; e. nu-
^erorum g, 12) diuiduus communie minimus
est 36, qui in factores g et 4 ad praecepta art,
Praec. resoluituF. Euehendus itaque ъ ad po-
^statem exponentis *, i. e. numerus a ipse re-
^Hendus; 5 autem ad potestatem exponentis 3:
Productum ex his est 54, quod itaque ad expo-
^entem 36 pertinebit. Si denique ipsius 54
periodus computatur numerusque in hac non
c°ntentus ex. gr. 5 denuo tentatur, hune esse
radicera primitiuam, reperietur.

75. Antequam hoc argumentum desera-
, propositiones quasdam trademus, quae

simplicitatem suam. attentione baud indi-
vident ur.

Productum ex omnibus t er minis ftrlodi tiumeri
Cttiusiiis est = i, quando ipsonim multitude, siue ex.

ad quern numerus pertinet) esi im far, et =ч _ l
il le exponent est par.

E S



— 74 —

Ex. Pio modulo 15, periodus numeri 5
constat ex his terminis, ï, 5, 12, 8 quorum
productum 480 = — ï (mod. i3).

Secundùm eundem modulum periodus^ nu-
meri 5 constat e terminis ï, 3, g quorum pro-
ductum 27 = 1 (mod. i5).

Jlemonstr. Sit exponens, ad quern nume-
rus pertinet, /, arque index numeri, *—-, id
quod si basis rite determinatur semper fieri po-
test (art. 71). Turn index product! ex omni-
bus periodi terminis erit =
( ï + я+ 5 + etc. + í - ï ) ^ = ^fiL-i»
i. e. = о (mod. p— i) quando í ímpar, et ^
'-T1» quando í par; hinc in priori casu produ-
etum illud -:EH i (mod. p); in posteriori vero
— — i (mod. p), (art. 62.). Q. E. D.

76. Si numerus iste in theor. praecedente
est radix primitiua, eius periodus omnes nu*
meros i, 2, 3 p— i comprehender, quo-
rum productum itaque semper ^— i (namque
p - — i semper par, vnico casu p = 2 excepto in
quo' — i et + i aequiualent). Theorema hoc
elegans quod ita enunciar! solet: productum ex
omnibus nunteris numéro primo data tninorièus, vni*
täte yuctitni per hune primuni est ditiisibiles, primum
a eel. Waring est prolatum armigeroque Wil'
son adscriptum, Meâitt. algebr. Ed. 3, p. 330»
Sed neuter demonstrare potuit, et eel. Waring
fatetur demonstrationem eo difficiliorem viderif
quod nulla notatio fingi possir, quae numerun»
primum exprimat. — At nostro quidem ' -J"



Cio Imiusmodi veritates ex notionibus potius
quam ex notationibus hauriri debebant. Post-
ea ill. La Grange demonstrationem dedit,
Nouv. Mem. de P Ac. de Berlin, 1771. Innititur
ca considerationi coefficientium ex euolutione
producri x + i. x + 2. x H- 5 . . . . x -l- p — ï
°riundarum. Scilicet posito hoc producto
t= xv— i-j. Axv-i-\* ВЖР-З+ etc, -f Mx-t-N,
coefficientes A, B, etc., M per p erunt diuisibi-
ies, N vero erit = ï. 2. 3 .... p — i. Iam pro
*=!, productum per ^ diuisibüe; tunc autem
erit s- r+ ЛГ (mod. p); quare necessário ï Ч- ЛГ
fer p diuidi poterit,

Denique ill. Euler in Opusc. analyt. T. f.
f- 329 demonstrationem dedit, cum ea quam
^Os hie exposuimus conspirantem. Quodsi ta-
les viri theorema hoc meditationibus suis non
*ndignum censuerunt, non improbatum iri spe-
ratnus , si aliam adliuc demonstrationem appo-

77. Quando secundam modulum p, pro-
um duoruni numerorum a, b vnitati est

m, números a, b cum ill. Euler, sócios
v°cemus. Turn secundum sect, praec. quiuis
^merus positiuus ipso p minor socium habe-
"it positiuum ipso p minorem et quidem vni-
C4tn. Facile autem probari potest ex numeris
*> a, 3. . .. «— ï » ï et p — ï esse vnicos qui
fc íV. • . . . . . . • . 1 . . ."oi jpsis smt socn: numen emm sibi ipsis so-
c^i, radices erunt congruentiae xx^=i- , quae
4üoniam est secundi gradus plures quam

radices, i.e. alias quam ï et p — j habe-
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re nequit. Abiectis itaque his numerorum re-
liquorum 2, 5 p - a bini semper erunt as-
sociât! ; quare productum ex ipsis erit = ï ad-
eoque productum ex omnibus ï, 2, 3... p—i t
~p— ï siue =— ï. Q. E. D.

Ex. gr. pro f ~ i 3 numeri 2, 3, ^. . . , it
ita assoc.iantur : a cum 7; 5 cum g; 4 cum 10}
5 cum 8; 6 cum 11 ; scilicet 2. 7== ï ; 3. 9 = r
etc. Hinc a. 3. 4 11 = ï ; adeocme ï. 2»
3 .... 12^— I.

78. Potest autem rheorema Wilsonianum
4generalius t.ic proponi. Productrm ex omnibus
Humeris, numero q u o c u n q u e dato A mi« orte us si-
mulqae ad if sum primis, congruum est secundam A,
vnltati vel Kfgatiue vel positiue sumtae. Negatiue su-
meada est vnitas, quando A est formae pm,
a:ut huiufrce, apm, désignante p numerum pri-
mum a a diuersum, insuperque quando A*=l±\
positiue autem in omnibus casibus reliquis.
Theorema , quale a eel. Wilson est prolatum,
eub cãs u priori continetur. — Ex. gr. pro
vi=i5 productum e numeris ï, 2, 4> 7) 8, n,
15, 14 est sn:- ï (mod. i5). Demonstrationen!
breuitatis gratia non adiungimus: obseruamus
tantum, earn simili modo perfici posse vt in
art. praec., excepto quod congruentia xx~i
plures quam duas radices habere potest, quae
considerationes quasdam peculiares postulant.
Posset etiam demonstratio ex consideratione in-
dicum peti, similiter vt in art. 70, si èa quae mox
de modulis non primis trademus conferantur.
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79- Reuertimur ad enumerationem alia-
propositionum (art. 76)»

Summa omnium terminorum periodi numerl cuius-
«» ejí = o, vti in ex art, 76, ï |-5+i2 + 8
*= 20 SHU (mod. to).

Hem. Numerus de cuius período agitur,
sit = a, atque exponens ad quern pertiner, = tt
eritque summa terminorum omnium periodi,
£ = 1 Ч - л + а я + а 3 + etc. -ь а'—1 = ^i
(mod. p). At a* — ï = o: quare summa haec
semper erit = o (art. 22), nisi forte a — ï per
f sit diuisibilis, sine д= ï; hunc igitur casum
excipere oportet , si vel vnum terminum , ptrio-

vocare velimus.

80» Productum ex omnibus radidbus primitiuis
'ff s i , excepto vnico casu, р = з; turn enim
vna tantum datur radix prima, 2.

Demonstr. Si radix primitiua quaecunque
pro basi assumitur, indices radicutn omnium
primitiuarum erunt numeri ad p — ï primi si-
^ulque ipso minores. At horum numerorurn
6umrna, i. e. index prpducti ex omnibus radi-
cibus primitiuis, est SE о (mod. p — . i) adeoque
productum HH ï (mod. p~); facile enim perspi-

si k fuerit numeras ad p — ï primus, et-
p — r — i ad p — í primum. fore adeoque
s números ad .p— i primos summam con.

stituere per p — i diuisibilem ; (k autem ipsi
f — ̂ i — k numquam aequalis esse potest, prae-
tef casum, p — 1 = 2, siue ^ = 3, quem exce-



- 78 -

pimns ; manifesto enim ^-~ in omnibus reliquis
casibus ad p — ï non est primus).

8г. Summa omnium radicunt primitiuarum est
out E^ O (quando p — ï per qitaáratum aliquod
est diuisibilis), aut ~ db ï (mod. p), (quando
p — ï est productum e numeris primis inaequa-
libus ; quorum multitude si est par signum po-
eitiuam, si vero impar, negaliuum sumendum).

Ex. i° pro jt>= i3, habentur radices pri-
nùtiuae a, 6, 7, n, quarum summa 26^0
(mod. i3). 2 ° p r o f = t i , radices primitiuae
sunt 2, 6,7,8 quarum summa аЗ^-Ь-1 (mod. 11).
5° pro p = 5i, radices primitiuae sunt 5, ir,
ia, i3, 17, ai, 22, 24, quarum summa, 12$
ш — » (mod. 3i).

Demonstr. Supra demonstrauimus (art.
55, II), si p fuerit = a'b^cy etc. (designantibua
e, b, c etc. numéros primos inaequales) atques
AI B, C numeri quicunque ad exponentes a",
ЕГ, c7 etc. respectiue pertinentes, omnia pro-
ducta ABC etc. exhibere radices primitiuas.
Facile vero etiam demonstrari potest, quamuis
radicem primitiuam per huiusmodi produ-
ctum exhiberi posse et quidem vnico tantum
modo *).

•> Determinentur scilicet numeri «/ 61 t, etc. i ta, vt sit в = I
(moi. a») et ^ о (mod. frîfV etc.); 6=31 (той. f>í) et == о
(mod. a" (У etc.) etc. (vid. art. 35), vnde riet a -j- 6 4- С J- etc.
SSi (moi. p — I), («t. 19). lam si radix piimitiua quaecunque»
r, per pîoductum ABC etc. exhiberi débet accipiatur ^ = yq.
£^»-t>, C^^r( etc., atque pertinebunt A ad exponentem a», B
ád exponentem if etc. ; producturoque ex omnibu« /i, В, С etc. erit
==«• (mod. p) í denique facile perspicitur <í, e, c etc. «lio nod«
4«ttrmiiuri ooo рем«.
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Vnde seqilitur haec producta loco ipsa-
radicum primitiuarum accipi posse. At

Cfuoniam in his productis omnes valores ipsius
•A cum omnibus ipsius В etc. combinari opor-
tet, omnium horum productorum summa ae-
«Jualis est produclo ex summa omnium valo-
ïum ipsius A, in summam omnium valorum
ipsius B, in summam omnium valorum ipsius
С etc. vti ex doctrina combinationum notum
est. Designentur omnes valores ipsorum A\
S etc., per A, A', A" etc.; В, В', В" etc. etc.,
eritque surama omnium radicum primitiuarum
£= (A-\-A' + etc.) (B -+• B'+ etc.) etc. lam
dico , si exponens « fuerit = ï , summam A -f-
•A'-}-A"+ etc. fore = — t fmod. p~), si vero «
fuerit >> ï , summam hanc fore =o. similiter-
que de reliquis f, y etc. Simulac haec erunt
demonstrata , theorematis nostri veritas mani-
festa erit. Quando enim p — ï per quadratum
aliquod diuisibilis est , aliquis exponentium
"• f. y etc. vnit.item superabit, adeoque aliquis
factorum , quorum producto côngrua est sum-
ïna omnium radicum primitiuarum, erit ES o, et
from etiam productum ipsum: quando vero
P ï per nullum quadratum diuidi potesr,
°mnes exponentes *• í. v etc. erunt — ï , vnde
bumma omnium radicum primitiuannn côngrua
^fit producto ex tot factoribus , quorum quis-
le = — i, quot habentur numeri a, h, c etc.,

erit ss -± ï, prout horum numerorum
par vel impar. Ilia autem ita pro-

ïo- Quando л = ï atque A numerus ad ex*
ponentem a pertinens, reliqui numeri ad huno



— 00 —

exponentem pertinentes ernnt Аг, А*..,. А*—1.
At ï -1- А + Л2 + А* -Ь A*—l est summa pè-
riodi completae, adeoque ~ o (art. 79), quarè
A -f-y?- + Лз .... + ^"— 'нн — ï.
a°. Quando amem « > ï , atque A numerus ad
exponentem a* pertinens, reliqui numeri ad
biinc exponentem pertinentes babebuntur, si
ex his /а2, АЪ, y / 4 . . . . /í«*—1 reiiciuntur yí",
ví2a, A*3- etc., vid. art, 55; quare summa eo-
rum erit ~ ï -h ^-h^i-.... 4-Л**"1— ( ï •+.
^ia -b ^4 j a.... Ч- ̂ а*—a) i. e. côngrua differen-
tiae duarum periodorum, adeoque =o. Q.E.D.

82. Omnia quae hactenus exposuimus in-
nitnntur suppositioni, modulum esse numerum
primum. Superest vt eum quoque casum con-
sideremus, vbi pro modulo assumitur numerus
composilus, Allamen quimi hie neque pro-
prietates tarn elegantes eniteant, quam in casu
priori, neque ad eas inueniendas artificiis sub-
tilibus sit opus, sed potius omnia fere per so-
lam principiorum praecedendum applicationem
erui possint, omnes minutias hie exhaurire su-
perfluum iitqne taediosum foret. Breuiter ita-
que quae huic casui cum priori sint communia
quaeque pro p ria exponemus.

83. Proposhiones art. 4e) — 48 generali-
ter iam sunt demonstratae. At prop. art. 49
ita immutari débet:

Si f désignât, quot numeri dentar ad m printi
simulipso m minorei, i. e. si f=q> пг (art. 38): ex-
fonens, í, inßmae potestatis numeri dati, a, admpri»
mi. quae seclindum modulum m vnitati-est côngrua, vtl
trit = f Vf/ pars aliquota huius numtri.
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Demonstratio prop. art. 49 etiam pro hoc
casu valere potest, si mocio v h i q u e loco ipsius
У, w, loco ipsius p— i, /, et loco numeronmi
i , a , 3, . ... p — ï , numeri ad m primi si-
ftiulque ipso m minores subsiiuiantnr. Hue ita-
que leclorem ablegamus. Ceterum demonstra-
tiories reliquae cie quibus illic locuti sumus
(art, 5o, 51) non sine multis ambagibus ad
hunc castim applicari possunt. — At respecta
propositionum sequentium, art. 5a sqq. magna
differentia inoipit inter módulos, qui numero-

'rum primorum sunt potestates, eosque, qui
per plures números primos diuidi possunt.
Seorsim itaque módulos prioris generis com-
templabimur.

84- Si modulus m—pn , désignante p nume-
primum, erit-/ = p"— I(p - i ) («rt. Ь8.)

Iam si disquisitiones in artt. 5r, 55 conrentae
ad hunc casum applicantur, mutatis mutandis
vti in art. praec. praescripsimus, inuenierur,
°№nia quae ibi demonstrate sunt etiam pro
hoc casu locum liabere, si modo ante proba-
tum esset, congruentiam, formae я6 — i == o

. já" ) plures quam t radices diuersas ha-
non posse. Pró modulo primo hanc verita-
ex propositione generaliori art. 43 dedu-

quae autem in oinni sua extensione de
s primis tantummodo va!et, neque adeo

ad bunc casum appiicanda. Attamen proposi-
tlc>nem pro hoc casu particular! veram esse per
^ethodum singularem demonstrabimus. Iníra
(sect. VIII.) idem facilius inuenire docebi-
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Demonstrandum proponimus nobis hoc
theorema: Si numeraram t etpa—1 (p — i) diiíi*
sor communïs waximus est e, congruentia ж' — ï (mod,
jjn ) habebit e radices diuersas.

Sit e— kp" ita Tt é factorem p non inuol-
uat, adeoque numerum p — ï metiatur. Turn
congruentia xt = ï secundnm modulum p ha-
bebit í radices diuersas, quibus per A, B, C
etc. designatis, radix quaecunque eiusdem con-
gruentiae secundum niodulum p", côngrua es-
se débet secundum modulum p alicui nume-
rorum А, Б, С etc. Iam demonstrabimus, con-
gruentiam x ^ i (mc-ci. pn ) habere p' radi-
ces ipsi A, toíidem ipsi B etc. côngruas se-
cundum modulum p. Quo facto omnium ra-
dicum numerus erit !tp> siue e, vti diximus.
Illam vero demonstrationem ita adornabimus,
Vt primo ostendamus, si * fuerit radix ipsi A
eecundum moduium p côngrua, etiam *

fore radices; secundo, números ipsi >í secundum
modulum p côngruos alios quam qui in
forma « + Apn—' sint comprehensi ( déno-
tante Ã integrum quemcunque ) , radices esse
non posse: vn de manifesto p' radices diuersae
habebuntur, et non plures: atque idem etiam
de radicibus, quae singulis £, C etc. sunt con-
gruae, locum habebit: tertio docebimus, quo-
jnodo semper radix, ipsi A secundum p con^
grua, inueniri possit,

8G. Theorema . Si vti in art* praec. t est
numerus per p>, neque vero per p'^diuisibilis, mí(<»-{- .
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lip* ) t — «t — o (mod, p^'), at ~ ,'— ï /tp
ut

(.mod, pf*'+i) Theorematis pars posterior locum
non habet, quando ^ = 2 aimulque M = I.

Demonstrado huius theorematis ex euolu-
tionopotestatis binomii peti posser, si ostendere-
tur omnes términos post secundum per p^'+i
diuJsibiles esse. Sed quoniam consideratio de-
nominalorum roefficieiitium in aliquot amba-
ges deducit, methodum sequentem praeferimus.

Ponamus primo f» > ï atque » = ï, eritque,
propfer ж' — «Л = (.v — у) (я'—1 4- ж'— zy +
х'~3 у* + etc. Ч-^-1), С« + йя") ' —•«' =А/>"
((« + йр* ) '— i-H( « + V« ) '-aa etc. -4- «'-i).
At est « -f- /zj0u = « (mod. pi ), quare quis_
que terminus (* -H Ир* ) '— *, («f Ã« ) t— aA

etc. erit := e'—1, (mod. p2 ) adeoque omnium,
summa ^ í а'"1 ( mod. p- ) siue formae
í „'— i + /^ p2 dénotante ^ numerum quem-
cunque. Hinc ( * + V" ) ' — «*' er^ formae
«'-i^« í 4- Php"**, i. e.~ а1"1 V* (mod.^-i- )
et ST o (mod. j&fn ) Pro hoc itaque casu theo-

est demonstrai um.

Iam si theorema pró aliis ipsius > valori-
bus verum non esset, manente etiamnum к > r,
*irnes aliquii necessário daretur, vsque ad quem,
tbporema semper verum foret, vitra vero fal-
Sum. Sit minimus valor ipsius », pró

falsum est = <P, vnde facile perspicitur,
t per p<9~~ i- non autem per p<? fuerit diuisibi«

F a
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lis, theorema adhuc verum esse, at si loco
ipsius í substituatur tp, falsum. Haberaus ita-
que

(* -H kp* )' = «t -f a'"1 hp*t (mod. p"* í)
siue = в' Ч- к'""1 Vм * *+• яр."4Ф dénotante ипи-
merum indeterminatum. At quia pro » = ï
theorema iam est demonstratum , erit ( a

l +
*t— IAp«t + «pK1""? )P = в'Р+ »'P— I ApW + I í -j_

«tp-t я^-кр+i (mod. ^+?+1),

adeoque etiam

« + A/>f)'p == »'P-}- „'P— lAB^pCmod. p'u+i>+i)i. e.
theorema etiam verum, si loco ipsius t substi-
tuitur tp, i. e. etiam pro , = ç + it contra
hypothesin. Vnde manifestum pro omnibus
ipsius » valoribus theorema verum esse.

87, Superest casus vbi ^ = ï. Per met-
hodum prorsus similem ei qua in art. praec.
vsi sumus, sine adiamento theorematis binomL-
alis demonstrari potest, esse

(í — 3) hp
'-a (í — 3) V

etc.
vnde aggregatum erit ( quia partium multitu-
de — • О

= íaf--i H- (JirlL' «(~2 йр (mod. p» )
At quoniani í per p diuisibilis, etiam

C -O* per JE» diuisibilis erit in omnibus casibus
"" a
excepto eo vbi p = a de quo iam in art.
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praec. monuimus. In reliquis autem casibus

ÍÍ^Jl' *'-а hp = o (mod. p3), adeoque et-
ülud aggregatum = <я'-2 (mod. p*) vt in

art. praec. In reliquis demonstrate hie eodem
hiodo procedit vt istic.

Colligimus igitur generaliter vnico casu
P = 2 excepto, esse
(ч + AJO") ' ES «' (mod. /?"+') et
(« -+- /грк )c иои = «t pro quouis modulo qui sit
altior potestas ipeius p, quam haec, pv**, quo-
ties quidem h per p non est diuisibilis, atque
P" potestas suprema ipsius p quae numerum t
diuidir,

Hinc protinus deriuantur propositiones
J. et 2. quas art. 85 demonstrandas nobis pro-
posueramus: scilicet
Pnmo t si «' н= !» erit etiam (« -j- ftp"-')' нн r
(mod. pn);

íícMMdo si numerus aliquis *' ipsi ^i adeoque
etiam ipsi * secundum modulum p congruus,
^eque vero huic secundum modulum pn~',
congruentiae xt = ï (mod. pn) satisfaceret:,
ponamus *' esse = « + /рл, ita vt / per p
fton sit diuisibilis, eritque \ •< ̂ ~», tune au-
*ern (« + lp*y secundum modulum p**' ipsi «*
c°ngruus erit, non autem secundum modulum
*"S quae est altior potestas, quare, «' radix con-
Sruentiae »' = i esse nequit.

88. Tertium vero fuit radjcem aliquam
л' = ï (mod. p»), ipsi A con-

F 5
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gruam, înuenire. Ostendemus hic tantummo-
do quomodo hoc fieri possit, si iam radix
eiusdem congruentiae secundnm modulum p n ~ l

imiotuerit ; manifesto hoc sufficit, quum a mo-
dulo p pro quo A est radix, ad modulum p*,
siçque d(?4ncsps ad omnes potestates consecu-
tiuas progredi possimus.

Esto itaque * radix congruentiae ж* = ï
(mod я"-1) quaeriturque rfidix eiusdem con-
gruentiae secundum modulum pn, ponaturhaec
*= a. -f- A p n - ' - i , qnam formam earn habere de-
bere ex art. praec. sequitur (casum vbi » = я
— ï pojtea seorsim considerabimus : maior
•»его quam я — i, , esse nequit). Debet ita-
que esse (л + hpn »- i ) 1 ^^ ï (mod. pn). ^t
(« H- / z^n- ' - i ) t== at + et-i h t p n - i - i , (mod. pn)
5i itaque A ita demerminatur, vt fiat ï н= et -j-
<(*-i /zip"- '- 1 (mod. pn); siue (quia per hyp. ï
=s „t (mod. p4- i ) atque í per p" diuisibilis)ita

vt fiat ?1~_2 -f- «'•* A-i- per p diuisibilis,
j,n—I p'

quaesito satisfactum erit. Hoc autem semper
fieri posse ex Sect, praec. manifestum, quum
* per altiorem ipsius p potestatem quam p'
diuidi non posse hie supponamus, adeoque
<*'*х —ad p sit primus.

Si vero » = « — i i. e« t per p n- г siue
etiam per altiorem ipsius p potestatem diuisi-
bilis quiuis valor A, congruentiae xt ~ ï se-
cundum modulum p satisfaciens eidem etiam
secundum modulum pn satisfaciet. Sit eniii*
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t ~ p n - i r> eritque t .— r (mod. p «~ ï):
quare quoniam A1 SE i ( mod. p ) erit etiam
•^r =н ï (mod. p). Ponatur itaque ./4r = ï Hh

V eritque Л' = (ï + kp)? as i (mod, pn)
art. 87.

89. Omnia quae art. 57 sqq. adiumento
ilierematis, congruentiam ж' := ï plures quam f
radices diuersas non habere eruimus, etiam pro
modulo qui est numeri primi potestas locum
habent, et si radices primitiucte vocantur nume-
ïi, qui ad exponentem p»- 1 (p — ï) pertinent,
siue in quorum periodis omnes numeri per
f non diuisiuiles inueniuntur, etiam hic radi-
ées primitiuae exstabunt. Omnia autem quae
supra de indicibus eorumque vsu tradidimus,
Нес non de solutione congruentiae x^ = i,ad
bunc quoque casum applicari possunt. Quae
quum nulli diffícultat òbnoxia sint omnia ex
îutegro repetere superfluum foret. Praeterea
Radices congruentiae xl = i secundam modu-
lum'pa e radicibus eiusdem congruentiae se-
cimdum p deducere docuimus. Sed de eo ca-
su. ubi potestas aliqua numeri 2 est modulus

supra exceptus fuit, aliqua adhuc sunt

90. Si potestas aliqua numeri z, altior quam se-
Cl{>ida, pi'ta 2" pro modulo accipitur, numeri cuiusnis

potestas exponentis г" " 2» vnitati est côngrua.

Ex. gr. 58 •= 656i = ï (mod. Зз)»

Qniuis enim numerus impar vel sub for-
4. /t/b vei sub hac — ï -f- 4^ compre-

F 4
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hendítur: vnde propositio protinus sequilur
(theor. art. 85;.

Quomam igitur exponens ad quem qui-
cunque nurnerus impar secunrlum modnlum
an pertinet, diuisor ipsius a"-2 esse débet, qui-
tus ad aliquem horum numerum pertinebit ï,
2, 4, 8. ... a2" •', ad quemnam vero per-
tineut ira facile diiudicatur. Sit iiumerus propósi-
tos—4&±i i, atqueexponensmaximaepotestatis
numeri 2, quae ipsum A metitur, = tu (qui et-
iam &= o essfi potest, quando scilicet Ã est im-
par); turn exponens ad quern numerus propo-
situs pertinei, erit = a n - m - a ^ siquidem « > >»
4- a ; si autem n = vel <^ 7« -4- a, numerus
propositus est r^ ±1 ï adeoque vel ad expo-
neritem ï vel ad exponentem a pertinebit. Nvi-
niermn enim iormae J±L ï Ч- г"1'1 и, (quae huic
aequiualet, 4/' j± ' ) ad porestatem exponen-
tis an"n- 2 eleuatum- vnitaii secundum modulum
2n congruum fieri, ad potesratem autem expo-
nenris, qui est inferior immeri 2 potestas, in-
congruum, ex art. 86 nullo negotio deducitur.
Kuinerus itaque quicunque i'ormae 8/fe -}- 5
Tel tik + 5 ad exponcntem 2n-u perlinebit.

91. Hinc pat et eo sensu quo supra ex-
pressionem accèpimus, radices primitiuas hie
non dari, imilos scilicet numéros, quorum pt>-
riodus omne.s números modulo minores ad ip-
sumque primos amplectatur. Attamen facile
perspicitur, analogen Inc li.'iberi. Inuenitur
enim, numc-ri formae Sk -f 3 potestntem expo-
nentia impiiris semper esse iormae 8Jfe -Ь 3,
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potestatem autem exponents paris, semper for-
ïnae 8k 4- ï ; nulla igitur potestas formae 8&
S- 7 esse potest. Quare quum periodus nume-
fi formae 84 4- 3, ex a11—2 terminis diuer-
sit constet, quorum quisque aut formae 8k -4- 5
aut huius, 8 4 + 1 , neque plures huiusmodi
numeri modulo minores dentur quam an-a, ma-
nifesto, quiuis numerus formae ÖJfe •+• ï vel 8u
^h 3 congruus est secundum modulum 2." po-
testati alicui numeri cuiuscunque formae Sk
~\~ 3. Simili modo ostendi potest perioclum
^umeri formae Sk +• 5 comprehendere omnes
Numéros formarum 8ft -f- i et 8fc + 5. Si

numerus form.ie Sk -f- 5 pro basi assu-
, omnes numeri formae 84 -f- i et 8í 4-.í>»

positiue, omnesque formae 8* + 3 et 84 + 7,
^egatiue sumti, indices reales nanciscentnr, et
ciüidem liie indices secundum 2" 2 congrui pro
^equiualentibus sunt hubendi. Hoc modo ta-
bula nostra I intelligenda, vbi pro modulis
X6, 5a et 64 (namque pro modulo 8 nulla ta-
"ula necessária erit) semper nunierum Sproba-
si ftccepimus. Ex. gr. numero 19 qui es,t for-

8и -f- 3 adeoque negating sumendus, respon-
pro modulo 64 index 7, id quod significai
57 = «— jg (mod. 64). Numéris autem

l°rmarum 8» + ï, Sa +5 negatiue, atque
^umeris formarum 8я + 3, 8и + y positiue
ftcceptis, indices quasi imagînarîi tribuendi fo-

ent. Quos introducendo calculus indicum
a(l algorithmum perqnam simplicem reduci pot-
est- Sed quoniam, si haec ad omnem rigo-
rem exponere vellemus, nimis longe euagari
°Porteret, hoc negotium ad "aliam occasionem
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nobis reseruamus, quando forsan fusius quan-
titatum imaginarium theoriam, quae nostro qui-
dem iudicio a nemine hactenus ad notiones
claras est redücta, pertractare suscipiemus. Pe-
riti hunc algorithmum facile ipsi eruent: qui
minus sunt excercitati, perinde tarnen tabula
hac vti porerunt, vt ii qui recentiorum com-
menta de logarithms imaginaras ignorant, lo-
garilhmis vtuntur, si quidem principia supra,
stabilita probe tenuerint.

93. Secundum modulum e pluribus pri-
mis compositum tantum nonomnia quae ad re-
sidua potestatum pertinent ex theoria congru-
entiarunt generali deducipossunt; quia vero in-
fra congruentias quascunque .secundum modu-
lum e pluribus primis compositum ad congru-
entias, quarum modulus est primus aut primi
potestas, reducere fusius docebimus, non est
quod huic rei multum hie immoremur. Obser-
uamus tantum, bellissimam proprietatem, quae
pro reliquis modulis locum liabeat, quod scili-
cet semper exstent numeri quorum periodus
omnes numéros ad modulum primos compleóta-
tur, hic deficere , excepto vnico casu, quando
scilicet modulus est duplum numeri primi, aut
potestatis numeri primi. Si enim modulus m
redigitur ad formam АаВьСс etc. design anti-
bus А, В, С etc. números primos diuersos,
praeterea A*-* (.A — ï) disignatur per *, ßl!--i
(5 — ï) per f etc. denique % est numerus
ad m primus; erit x* ^EH ï (mod. A*~) z% ^ ï
(mod. Ab) etc. Quodsi igitur f« est minimus
numerorum *, С, у etc. diuiduus communie, erit



*" ~ ï secundum omnes módulos Ая, Вь etc.
íideoque etiam secundum я», cui ülorum pro-
Quctum est aeqnale At excepto casu vbi m
est duplum numeri priini aut potesrau's nume-
r* primi, niimerorum *, ff, * etc. diuiduus com-
ftiunis minimus, ipsorum producto est minor
Cquoniam numeri *, f, y e!c. inter se primi es-
se nequeunt sed certe diuisorem a communem
habent). Nullius itaqne numeri periodus tot
términos comprehenderepotest, quot dantur nu-
ïttëriad modulum primi ipsoque minores, quia
"orum numéros producto ex <*,. f, v etc. est ae-
^ualis» Ita ex. gr. pro m •=• iooi cuiusuis nu-
ïneri ad m priroi pot^stas exponeutis 60 vhita-
ti est côngrua, quia 60 est diuiduus communis

6^ 10, ia. — Casus autem vbi
est duplum numeri primi aut duplum
numeri primi illi vbi est primus aut

primi potestas prorsus est similis.
90, bcriptorum in quibus alii geometrae

de argumento in hac seciione pertractato ege-
runt, iam passim mentio est facta. Eos tarnen
4'ù qiiaedam fusius, quam nobis brenitas per-

explicata desiderant, ablegamus im-
ad sequentes ill. Eulen conmientatio-

, ob perspicuitatem qua vir sumrnus prae
°mnibus semper excelluit, maxime commeada-
biles.
*heortmata circa resídua ix dinisione potesiatum re-

licta. Com. пои. Petr. T. V1L p. 49, sqq.
Demonstrationescircaresidua ex dttttsione potesiatum per

numeros primos reswltantia. Jbid.T. XVMI.p.85 sqq.
Adiungi his possunt Opusculorum analyt, T. I,

ditsertt. 5 et 8.



S E C T I O Q V A R T A

D E

CONGRVENTIIS SECVNDI GRADVS.

g4- ТНЕОПЕМА. Numero quocunque, m, pro mo-
dulo accepta^ ex numeris o, ï, z, 3 - - . • m — I, plit-
res quant î m -f- i quando m est' par, siue plures
quam § m -f- y, quando m est impar quadrato сон-
grui fieri non possutit.

Dem, Quoniam numerorum congruorum
quadrata sunt côngrua : quiuis numerus, qui
vlli quadrate congruus fieri potest, etiam qua-
drato alicui cuius radix < m congruus erit.
Sufficit itaque residua minima quadratprum o,
ï, 4, o.... ( m — i )a considerare. At facile
perspicitur, esse C w í — l )a SE: r, (m ~—о^1 ==
a*, (m — 3)a^5a etc. Hinc etiam, quando
m est par, quadratorum \(m-- l)* et (\m + ï)*,
(I m - a)* et (î m •+• 2)* etc. residua mini-
ma eadem erunt: quando vero m est impar,
quadrata (|»и — 1)г et (im Ч- з)2; (Im —%)г

et С J m + -l )a etc. erunt côngrua. Vnde palam est»
alios numéros, quam qui alicui ex quadratis o, i>
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4, 9,... (im)* congmi sint, quadrate côngruos
fieri non posse, quando m par; quando
Vero impar, quemuis mimerum, qui vlli
tjuadrato sit congruus, alicui ex his o, i, £,9...
(f w — J)* necessário congruum esse. Quare
dabuntur ad summum in priori casu \ m + i
residua minima diuersa, in posteriori | m ~jh \
Q. E. D.

g1). Exemplam. Secundum modulum i3
quadratorum numerorum o, r, 2, 5. . . 6 resi-
dua minima inueniuntur, o, i, 4, 9, 3, 12, 10,
post haec vero eadem ordine inuerso recur-
runt Ю, ia, 3, etc. Quare numerus quisque,

lli ex istis residuis congruus, siue qui alicui
his est congruus, 2, 5, 6, 7, 8, ii, milli

congruus esse potest.

Secundum modulum i5 haec inueniuntur
residua, o, i, 4, g, i, 10, 6, 4 post quae ea-
dem ordine inuerso recurrunt. Hic igitur nu-
ïïierus residuuorum, quae quadrato côngrua fi-
eri possunt, minor adhuc est, quam J я -f- §,
Чцит sint o, i, 4> б» 9> Ю« Numeri autem
a> 3, 5, 7, 8, ii, i2, 1 5, i4> et qui horum
a^icui sunt congrui, nulli quadrato secundum
ÏJïod« 1 5 congrui fieri possynt.

96. Hinc colligitur, pró quouis modulo
Otnnes números in duas classes distingui posse,
^Uarum altera contineat numéros, qui quadrato
ö"cui congrui fieri possint, altera eos qui non
Passim. Illos appellabimus residua quadrática
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KUtr.eri istius quem pro modulo accepimus>;ï),
vero ipsiiis non-residun quadrática, siue etiam,
quoties ambiguitas nulla inde oriri potest, sim-
pliciter residua, et non - residua. Ceterum palam
Cat sufficere, si omnes nuineri o, ï, 2... w—r
in classes redacri sint: numeri enim dongrui
ad eandem ciassem erunt referendi.

Etiam in hac disquHtione a rnodulis pri-
mis inilium faciemus, quod iraqne siibintelli-
gendum erir, eriamsi expï-esusis.verbis non mo-
neatur. Numerus primus a autem excludeu«
dus, eiue numeri pnmi impares t am um coasi-
derandi.

06. Numero primo p pro modulo accepta, nu-
nterorum I, 2, 3.... p — ï sennssis erunt residua
quadrática, re.lïqui non residua, i. e. dabuntur %(p
— I ) residua, totidemque non-residua.

Facile enim probatur, omnia quadrate ' ï ,
4, 9... | (f> — ï) 2 esse incongrue. Scilicet si
fieri posset rr ^ rfr> (mod. p) atque numeri
r, r1 inaequales et non maiores quam | (j»—ï)
posilo v > v1 i. q. licet, fievet (ï- - r ') .(r
+ r' ) positiuus et per p diuísibilis. At vter-

'*) Proprie quidem hic casu secundo alio sensu vtimur, qnam huo
usque ftciraus. Dicer<.> scilicet oporteret, r esse residuum qua-
drat i ал secundum i i i n d i i l u m m quando r ™ aa (mod. m) í at
bre4it,itis grana in hac sectione j tn i ( i» r r ipiins m residuum qua-
draticum vocamus пецие h i n c vl la a m b i i i u i c a s metucnda. Ex^res-
sionem enim. residuum, q i t a n d o idem s i g n i H c a t i^iiod n u m e r u s coti-
gruus, abhinc unn a H h i b c b i m u s , n i s i forte de residuus minimis ser-
шо lit, vbi nullum dubiuni etse potcst.



que factor r — r', et r -4- r' ipso p est minor,
quare suppositio consistere nequit (art. i3).
Habentur itaque l (Я — - ï) residua quadrati-
ca, inter hos números i , 2,3 ---- p — ï contenta ;
plura vero inter ipsos esse nequeunt quia accè-
dent» resíduo oprodeunt | (p 4-1), quem nu-
ftierum omnium residuorum multitude supera-
*e nequit. Quare reliqui numeri erunt non
fesidua horumque multitudo = | (p — 'ï ).

Quum cifra semper sit residuum, hanc
Humerosque per modulum diuisibilesab inuesti-
gationibus his excludimus, quia hie casus per
se est clarus, theorematumque concinnitatem
tantum turbaret. Ex eadem caussa etiam
ftiodulum 2 exclusimus.

97. Qurnn plura qaae in hac Sect, ex-
ponemus etiam ex principiis Sect, praec. /deri-
iiari possint, neque inutile sit, eandem verita-
tem per methodos diuersas perscrutari, kunc
ftexum ostendemus. Facile vero intelligitur,
omnes números quadrato côngruos, indices
poires habere, eos contra, qui quadrato nullo
niodo congrui fieri possint, impares/- Quia ve-
to p — ï est numerus par, tot indices pares

quot impares, scilicet § (p — ï), toti-
tnm residua turn non residua dabuntur.

Exempla.

Pro modulis sunt residua

3 ..... ï»
5 . . t . . ï, 4«



7 . . . . . í, а, 4-
ii . . . . . i, 3, 4, 5, g.
15 . . * . . . ï, 3, 4, 9, 10, ia.
J? l> 2> 4, 8, 9» l3i *5, iG.

etc.
reliqui vero numeri, his modulis minores non
residua.

98. ТНЕОПЕМА. Productum e âiiobus résidais
quadraticts numeri primi p, est residuum ; productum
e resíduo in non residuum, est non residuum, deniqut
productiim e duobiis tion-i-esiduis, residuum.

Demonstr, I. Sint A, В residua e quadratis
яа, bb oriunda siue A ~ aa, В ^ ЬЬ, eritque
productum AB quadrato numeri ab congruum
i. e. residuum.

II. Quando A est residuum, puta = aa,
Б vero non residuum, AB erit non-residuum.
Ponatur enim si fieri potest AB HE kk, sitque
valor expressionis * (mod. p) EH b; erit itaque
aaB НЕЕ aabb, vnde B ~ bb, i. e, B residuum
contra hyp.

Aliter. MultipHcentur omnes numeri qui
inter hos ï, и, 3.... p — ï sunt residua (quo-
rum multiudo = |(p — ï), per A omniaque
producta erunt residua quadrática, et quidem
erunt onmia incongrua. lam si non-residuum
B per A multiplicatur, productum nulli pro-
ductorum quae iam habentur congruum erit;
quare si residuum esset, haberentur JQ? -f- i) re-
sidua incongrua inter quae nondum est resi-
duum o, contra art, 96. ,
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Ш. Sint /?, -B, non-residua. Mu/t/pb'cen-
tur omnes numeri qui inter hos ï 2, 3. ...
f — i sunt residua per^í, habebunturque \(p _ i)
^on-residua inter se incongrua (ITj; iam nro-
"uctum AJj nulli illorum congmum esse pot-
est; quodsi ighur esset non-residuum, liube-
rentur %(p + i) non-residua inter se incon-
ßrua, contra art. 96. Quare productum etc
Q- £. D.

Facilius adhuc hnec tneoremata e princi-
pns sect, praec. cleriiiantur. Quia enim resi-
^uorum Índices semper sunt pares, non-resi-
Jmorum vero jmpares, index prodncti e duo-
bus residuis vel non residuis erit ряг, adeoque

ipsum , residuum. Contra index, . nex
ííroducti e resíduo in, non-residuum erit impar
Adeoque productum ipsum non-residuum.

Vtraque demonstrandi meihodus etiam pro
^W theorematibus adhiberi polest: Expressions
í {mod. p) valor erit residuum, quando numeri at

simul sunt residua, vel simul non rrsidua ; contra
aaie»z erit non- residuum, quando tiumerorunt a, b at-
tet' est residuum alter non residuum. Possunt etiam
ex conuersione theorr. art. praec, obtineri.

99. Generaliter, productum ex quotcun-
Чце lactoribus est residuum turn quando omnes
funt residua, turn quando non resíduorum, quae1

*nter eos occurrunt, mukitudo est par; quando
ero multitude non residuorum quae inter fa.

^tores reperiumur est impar, productum erit
Otl-residuumt Facile ita^ue diiudicari potest

G
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Vtrum numerus composites sit residuum, лес-
né, si rhodo quid sint singúli ipsius factores
constet. Quamobrem 'in tabula II numéros
primos tautummodo recepimus. Oeconomia
huius tabulae haec est. In margine positisunt
moduli,*) in facie vero numeri primi successi-
u'i ; quando ex his al ;quis fuit residuum
moduli alicuius, in spatio vtrique respondente
lineola collocata est, quando vero numeras pri-
mus fuit non residuum moduli, spatium respon-
dens vacuum mansit.

ЮО. Antequam ad difficiliora progredia-
mur, quaedam de modulis non primis adiicien-
da sunt.

Si numeri primi p, potestas aliqua pn pro
modulo assumitur ( vbi p non esse 2 supponi-
mus), omnium numerorum per p non diuisibi-
lium moduloque minorum altera semissis erunt
residua, altera non residua, i. e. vtrorumque
lûulritudo = l ( p — i ) pn"\

Í5i enim v est residuum: quadrato alicui
Ctmgruus erit, cuius radix moduli diinidium non
supèrat, vid. art. 94. ]am facile perspicitur,
dari |(p — i)^11--1 números per p non diui-
eibiles modulique semisse minoribus; superest
itaque vt demonstretur. omnium horum nume-
rorum quadrata incongrua esse, siue residua
quadrática diuersa suppeditare. Quodsi duo-
rum numerorum a, 6 per p non diuisibilium

*J Quomode etiam modulii compoiiti» carere possimus mox docebimo«!
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semisse minorum quadrata essent
côngrua, foret aa — bb siue (и — b ) (a -f- ó)
per p diuisibilis (posito i. q. licet a > é)
Hoc vero Леп non potest, nisi veí alter nume-
rOrum я — b, a + b per ;?" fuerit diuisibilis.
c]uod fieri nequit, quoniam vterque <J ^" t/^
a^er per pm alter -vero per ^m— w> ^ e . vterque
P'~r p. Sed etiam hoc fieri hequit. Manifesto
enim etiam summa et differentia га et 2fr per,
P foret diuisibilis adeoque etiam a et 6 contra
h.yp. — Hinc tandem colligitur inter nume-
r°s per p non diuisibiles moduloque minores
a {p — ï) p" residua dari, reliquos quorum
lTiültitudo aeque magna, esse non-residua Q E.
•Ö. — Potest etiam theorema hoc ex conside.
r3tione indicum deriuari simili modo vt art. 07

r o ï . Qniuis numerus per p non diuisibilis^ qui
p est residuum, erit residuum etiam ipsius p° ; qui
ipsms p est non-residuum, etiam iptius pn ион~

eriî.

Pars posterior huius propositionis per se
est manifesta. Si itaque prior falsa esset, in-

* numéros ipso pn minores simulque perj» non
iles plures forent residua ipsius p, quart»
pn , i. t. plures quam * pn~l { p ~ ï )»

vero negotio perspici poterit, multitudi-
residuorum numeri p inter illos numéros
praecise = p n ~ l (p — ï ).

Aeque facile est, quadratum reipsa inné-
lre) quod secundum modulum pa resíduo da-

0 sit congrnum, si quadratum huic resíduo
Secundum moduíum p congruum habetur.

G a
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Scilicet si quadratura, habetur, aã, quod
resíduo dato A secundam modulùm p-u est con-
eruiim, deducitur inde quadratura ipei A se-
curidum modulam p' congruum (vbi » > н et
= vel < '2ц supponitur) sequent! modo. Po-
natur radix quadrati quaesiti = ±L я -f л^и,
quam formam earn habere debere facile per-
spicitur; debetque esse aã — йялгр» -f- xxpzt*
=5 Д ( mod. p' ) siue propter 2ч > >, A — ая
== i±. гая-р" (mod. p> ) Sit A — aci =^"rf, erit-
que, x valor expressionis Jr -ya- (mod. p1—?)
quae huic ±. £~£ (mod. />0 aequiualeí.

Dato igitur quadrato ipsí A secundam f
coneruo, deducitur inde quadratum ispi A se-
cundum modulum p* congruum ; hinc ad mo-
dulump4, hinc ad p" etc. ascendi poterit.

Ex. Propósito residue 6, quod secundum
xnodulum 5 quadrato i congruum, inuenitur
quadratum 9* cui secundum a5 est congruuni,
ï 6a cui secundum ia5 congruum etc.

102. Quod vero attinet ad números per^
diuisibiles, patet, eorum quadrata per pp fore di'
uisibilia , adeoque omnes números per p qui*
dem diuisibiles, neque vero per pp, ipeius p fo*
ré non residua. Generaliter vero, si proponí'
tur numerus p*A vbi A per p non est diuisi'
buis, ni casus erunt distinguendi :

Quando k = vel > я, erit p^A —. o (
jon), i. e. residuum.

Quando ft <J » atque impar, erit ffr-A
residuum.
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Si enim esset pkA = p«+i À = st (mod.
)> •" per pi* + i diuisibilis esset, id quod

ilter fieri nequit,quam si fuerit j per p2*+i diuisi-
ilis, Tune vero -w etiam per jp*"*2 diuisibiJis, a-

tieoque etiam (quia 2" + 2 certo non maior quam.
") Яь/f, i.e. f-*-**A\ sine A per p, contra hyp»

5) Quando k <$ n atque par. Turn pkA
erit residuum vel non-residuum- ipsius p", prout
•™ est residuum vel non - residuum ipsius p*
Quando enim A est residuum ipsius p, erit
etiam residuum ipsius p"~k. Posito autem A
^ aa ( mod. p°— k) erit -íípk ^ аяр* (mod. f>n )
CaPk veio est quadratura. Quando autem A
e§t non- residuum ipsius p, p*A residuum ipsius
P" esse nequir. Ponatur enim p*A = aã (mod.
V* )> eritque necessário aã per pk diuisibilis.
Vuotiens erit quadratum cui A secundum mo-
«ukmi pn~ k adeoque etiam secundum modu-
*um p congruus, i. e. A erit residuum ipsius
P contra hyp.

i o3. Quoniam casum ^ = 2 exclusimus,
6 hoc adhuc quaedam dicenda. Quando nu-

2 est modulus, numerus quicunque erit
m, non-residua nulla erunt. Quando

4 est modulus, omnes numeri impares
°rinae 4fe-l-i erunt resídua, omnes vero for-
lae 4^4-5 non resídua. Tandem quando 8
ut aliior potestas numeri 2 est modulus, omnes

impares formae S£+i erunt resídua,
vero, seu ii qui sunt formarum8é + 3,
8& + 7, erunt non residua. Pars poste-

i r huius propositionis inde clara, quod qua-
atum cuiusuis numeri imparis, siue sit íbr-
ae 4^4- 1, siue formae 4É — i, fit formae 8£

x« Priorem ita probamus.
G 3
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ï) Si duorumnumerorum vel summa VP! diffe-
rentia per s"—1 est diuisibilis, numerorinn qua-
drata erunt côngrua secundum modulum 2".
Si enim alter ponitur = a, erit alter formae
2n—ï/, ^ a> cuius quadratum inuenitur = aa
(mod. a" ).

2) Quîuis • numerus impar, qui ipsius
2n est residuum quadratic-urn. , congruus
erit quadrato alicui, cuius radix est numerus
impar et •< a"—2 Sit enim quadratum quod-
cunque cui mimerus ille congruus, aa atque
numerus a = ±_ « (mod.a"—0 ita vt « modu-
li semissem non superet ( art. 4 ), eritque aa
=s <t*> Quare etiam numerus propositus erit
SH ал. Manifes'to vero turn a turn * erunt im-
pares atque * < a11—2..

3) Omnium numerorum împarium ipso
an—2 niinorum quadrai a secundam modulum
2n incongrua erunt, Sint enim duo taies nu-
ïneri r et s, quorum qnadrata si secundum a11

essent côngrua, foret'• ( r — * ) (r + j) per an
diuisibilis (posito r|>j). Facile vero perspi-
citur numéros r — j, r+s, simul per /f diui-
sibiles esse non posse, quare si alter tantum-
ïnodo per 2 est diuisibilis, alter vt producrum
per a" diuisibilis fieret, per я"—1 diuisibilis
esse deberet, Q.E.A, quoniam.vterque <|2»—r,

4) Quodsi denique haec quadrata ad re-
sidua sua minima posititta reducuntur, habebun-
tur 2"~з residua quadrática diuersa modulo mi-
nora, quorum quoduis erit formae 8k + ï-
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Sed quum practise a""1 numeri formae &k + ï
modulo minores exstent, necessatio hi. omnes in-
ter ilia residua reperientur. Q. E. D.

Vt quadratura numero dato formae 8k + r
secundam modulum 2" congruum inueniatur,
methodus similis adhiberi potestj vt in art. 102;
vid. etiam art. 88- — Denique de numeris pari-
bus eádem valent, quae art. юг generality ex-
posuimus.

104. Circa multitudinem valo rum diuerso-
rum (i. e. secundam modulum incongruorum ),
quos expressio talis P = ^A(moà. p° j admittit,
siquidem A est residuum ipsius p", facile e praecc.
colliguntur haec. ( Numemm p supponimus esse
primum, vt ante, et breuitatis caussa casum n
= ï statim includimus). I. Si A per p non est
diuisibili s, V vnum valorem babet pro p — 2, n =s
i,puta ^z= i$ duos, quando p est impar, пес non
pro p •=. a, n — 2, puta ponendo vnum TEE v, alter
erit ~ — v; quatuor pro p = 2, n > г, scili-
c et,ponendo vnum rEz v, reliqui erunt £~ — vf
a"~* + v, &"* — v. II. Si A per p diuisibilis

neque vero per /on, sit pot estas altíssima
s p ipsum A metiens pz>l (manifesto enim,
s exponens par esse debebit) atque A =s

°P*". Tunc patet, omnes valores ipsius /^ per,
P diui^ibiles esse, et quotrentes e diuisione ortos
fieri valores expr. F' = ^fa(moà, ff-**)} hinc
^ües valores diuersi ipsius ¥ prodibunt, multi-
pucando omnes valores expr. V"* inter o et p*~*

per p*. quare mi exhibebuntut per vp\
+/»"•'*, vp + zp*-*1... У//« + (pi* _ i )(/-*«,

G 4
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si v indefinite omnes valores diuersos expr. f*
exprimit, ita vt illorum mulliiudo íiat p**, zpf*
vel 4/J*, prout muititudo horum (per casum I)
est ï, z vel 4. III. Si A per // diuisibilis est,
facile perspicietur, statuendo n = a/тг vel = zm
— ï, prout par est vel impar, omnes numéros
per pm diuisibiles, neque vllos alios, esse valores
ipsius F; quare omnes valores diuersi hi erunt
°> PMj a/J°...(Pn~m — i)/°% quorum muititudo

105. Superest casus, vbi modulus m e plu-
ribus numeris primis compositus est. St m =
abc..., designa;.ttibus a, b, c etc. numéros pri-
mos diuersos aut primorum diuersomm pote-
states, patetque statim, si n sit residuum ipsius
m, fore etiam n residuum singulorum 0, Ь, с
etc., adeoque n certo nonresiduum ipsius m esse,
si fuerit NR. vllius e numeris я, b, c etc. Vice
versa autem, si n singulorum я, /?, c etc. residuum
est, etiam residuum product! m eilt. Supponendo
enim,rt —Л*, £*, С* etc. sec. mod. a, b, c etc.
resp., patet, si muneius N ip>is А, В, С etc. sec.
mod. а, Ь, с etc. resp. congruus eruatur (3x1.32),
fore n ES AW secundum omnes hos módulos
adeoque etiam serundum productum in. — Ouum
facile porspiciatur, hoc modo e combinatione cu-
iusuis valoris ipsius A siue expr. f n (mod. я)
cum quouis valore ipsius В cum quouis valore
ipsius С etc. oriri valorem ipsius JV siue expr.
^~n(mod. от), пес non e combinationibus diuersjs
product diuersos ^V, et e cunrtis cum tos: muititu-
do omnium valoram diuersomm ipsius N aequaüe
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producto e multitudinibus valoram ipso-
rum А, В, С etc. quas determinara in art. praec.
uocvùmus. — Porro manifestam est, si vmis
valor expressionis <f n (mod. m) siae ipsins
•wfueritnotus, huncsimul fore valorem omnium
A> -ß, С etc. ; et quum hinc per art. praec.
Ornnes reliqui valores harum quantitatum de-

possint, facile sequitur, ex vno valore
N omnes reliques obrineri,posse.

Ex. Sit modulus 3 i f > cuius residuum an
residuum sit 46, quaeritur. Diuisores pri-

lr"i numeri 5i5 sunt 3, 5, 7, atque numerus
^ residuum cuiusuis eormn quare etiam ipsius

l^ erit residuum. Porro, quia 46 ?=: ï, et
^ Щ (mod. 9); ^ ï et E^ iG (mod. 5); —, 4
jf 5= a5 (mod. 7), inueniuniur radices qu.i-
"ratorum, quibus 46 secundum modulam 3i"i
c°ngruus? 19, 2.6, 44, 89, 226, «71, 289, лдб.

loG. Ex: praecedentibuscolligitur, sitantum-
О(зо semper dignosci possit v t r u m numcruspri-

"ff^ datus numeri primi dati residuum sit au noii-
^iduum, omnes reliquos casus ad hunc redu-
1 posse. Pro illo itaque casu criteria certa
111 °i studio nobis erunt indngandn, Aritequam

hanc perquisition em aggrediamnr, cri-
quoddam exhibemns ex iSeci. pet i t t tm

quamuis in praxi nullum fere vsum ha-
^t tarnen propter simplicitatem atque gene-
Jtatem memoratu dignum est.

Numerus quicanque A per numerum primam z
^ l nan diiiisibilif) huius primi residuum est vel

0»-m prout Am = 4- I vel ES — i (wotí.
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Sit enïmpro modulo 2 m •+• г in systemate
quocunque numeri A index, я, eritque a par,
quando A est residuum ipsius 2 ш -f- i, impar
veroquando vi non-residuum. At numeri Am in-
dex erit ягя, i. e. ss o vel == яг (mod. ъ «г),
prout c par vel impar. Hinc clenique An in
priori casn erit := + ï , in posteriori vero
SH .— ï (mod. 2 ш + ï). V. artt. 5y, 62.

Ex. j. ipsius 13 est residuum quia 56 ст:- ï
(mod. 10), ?. voro ipsius i5 non-residuum, quo-
niam z6 ^ — ï (mod. i5).

At quoties numeri examinandi mediocriter
sum xniigni, hoc critérium ob calculi immen-
sitatem prorsus inuitile erit.

toy, Fiici'Kmum quiclem est, propósito
modulo, omnes assignare numéros, qui ipsius
residua sunt vel non residua. Scilicet si ille nu-
merus ponitur = w, determinar! debent qua-
drata, quorum radices semissem ipsius m non
superant, siue etiam numeri his quadratis se-
cundum m congrui (ad praxin methodi auhnc
espeditiores dantur), timcque omnes numeri
horum alicui secundum то congrui, erunt, resi-
dua ipsius m, omnes autem numeri nul'i isto-
rum congrui erunt non-residua. — At quae-
stioinuersa,propósito numera aiiquo, assignare omnes
vnmtros quorum ille sit residuum vel non-residuum,.
multo altioris est indaginis. Hoc i taqufi pro-
blema, a cuius solulione illud quod in art.
praec. nobis proposuimus pendet, in sequenti-
bus porscrutabimur, a casibus simplicissimi*
inchoantes.
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ï öS. THEOREMA. Omnium numerorum for-

4.« -f- ï, — ï est residuum qucdraticKtn, omnium
numerorum primaram formas 4 я -4-3, non-re»

Ex. — ï est residuum numerorum f>, i3,
*7, 29, 57, 4i, 53, 6r, y3, 8g, 97 etc., e crua-
dratis numerorum 2, 5, 4, i2> 6, 9, ab, 11,^7,
54, за etc. respetiue oriundum ; contra non-
residuum est r.umerorum 3, 7, ii, ig, зЗ, 5i,
45, 47," 59, 67, 71, 79, 85 etc.

Menlionem huius theor. iam in art. 64 fe-
cimus. Demonstratio vero facile ex art. 106
Petitur. Etenim pro numero primo formae 4»
"Í- t est ( — ï )2n= ï, pro numero gutem for-

4 « + 3 habetur ( — i)2 n+i ^ — ï. Con-
luiec demonstratio cum ea quam /. c. tra-

Sed propter theoremaîis elegantiam
at']ne vtiJitatem non superfluum erit, alio ad-
buc modo idem ostendisse.

109. Designemus complexum omnium re-
Slduornm nuraeri primi p, quae ipso p suntmi-
riOra, excluso resíduo o, per literani C, et f{4°-
^'fiin horumresiduorum multitudo semper = --1,
ÎTlanii:'estum est, earn fore parem, сто ti es p sit
*отпае 4 и Ч- i? imparem vero, quoties p sit
lormae 4 я + 3. Dicantur, ad instar art. 77,
v°i de niimeris in génère agebatur, residua so-
Cla talia, quorum productum н^ ï (mod. p);
^nifesto e rim si r est residuum, etiam * (mod.
') residuum erir. Et oaoniam idem residuum
P'Ura socia inter residua C habere nequir, pa-
let omnia residua С in classes distribui posae,



qiiarum quaeuis bina residua socia contineat.
lam perspicnum est, si nullnm residuum dare-
tur, quod sibi ipsi esset socium, i. e. si quae-
uis classis bina res^duae inaequalia conlineret,
omnium residuornru numeram fore duplum nu-
meri omnium classium; quodsi vero nliqua
dantur residua sibi ipsis socia, i. e. aliquae
classes quae vnicum tantum residuum aur, si
quis malic, idem residuum bis continent, po-
sita haruni clas.sium multitudine = a, reliqua-
rumque multitudine = b; erit omnium re&iduo-
rum C numeras = a + üb. Quare quando p
est formae 4 я -f- li GTlí a numéros par; quan-
do autem p est formae l\.n -f- 3, erit я impar.
At numeri ipso p minores alii, quam i et p
— j, sibi ipsis socii esse nequeunt (vid art. 77);
priorque i certo inter residua occurrit; vnde
in priori casu p — ï (sea qaod hie idem va-
let, — ï) débet esse residuum, in posteriori
vero non-residuum; alirs enim in illo casu foret
a = ï, in hoc autem = 2, quod fieri nequit.

iio. Etiam haec demonstratio ill. Eule-
ro debetur, qui et priorem primus inuenit. V.
Opusc. Anal. '!'. I. p 135. — Facile quisquis
videbit earn similibus principiis innixam esse,
vt demonstratio nostra secunda theor. \Yilso-
niani art. 77. Si vero hoc theorema sup-
ponere velimus, facilius adhuc demonstratio ex-
hiberi poterit. Scilicet inter números i, 2,5...
p — ï erunt ~- residua quadrática ipsius p to-
tidemque non-residua; quare non-residuo-
rum multitudo erit par, quando p est formae
4» + 5. Hinc productum ex omnibus numeris



— io9 —

>, z, Ъ. • . p — r in priori casu erit resi-
duum, in posteriori non residuum (arr. 99). At
productumhoc semper ~ — ï (mod, p); adeo-
que eiiam — ï in priori casu residuum, in po-
steriori non-residunm erit.

i i r . Si itaque r est residuum numeri ali-
cuius primi forma e 4« .+ *• etiam r huius
piimi residuum erit, omnia auiem talis numeri
non residua, efiam signo contrario sumta non-
residua manebunt. Contrarium euenit pro nu-
ineris primis formae 4» -f- 5, quorum residua
quando signum mutatur , non-residua iiunt et
Vice versa, yid. art. 98.

Ceterum facile ex praecadentibus deriua-
tur regula gene/alis: - ï residuum omnium
Hunierorum qui neque per 4 neque per ullum
Литегит primum formae l\n •+• 5, diuidi pos-
sunt; omnium reliquorum non-residuum. V»
am, io3 et io5.

112. Progredimurad residua -b act — 2.
Si ex tabula II colligimus omnes numéros

Primos quorum residuum est -f- 2, hos habebi-
Jus: 7, 17, 23, 3i, 41,47,71,73, 79, 89,97.
*acile autem animaduertitur, inter hos numéros-
^ullos inueniri formavnm 8 и -b 5 et 8 я +5.

Videamus itaque, num haec iiiduciio ad
C6rtitudinem- euehi possit,

Primum obseruamus quemuis numerum
formae 8;i 4- 3 vel 8*2+ 5 neces-

) Quanrfo ÏRi tur áe numero quocunque loquennur qnatemss niimeri
fuitnat 4 я + I гем-iduiim vel nnu-fes iduum est, i p j i u s s ignum
omnino negliger'e siue etiam s ignum «псер» »-[̂  ipsi t r ibutre j.'utr-
rimus.
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sario facturem prîmum alterutrius formae S»
H- 5 vel 8я + Ei, inuoluere; manifesto enim e
solis numeris primis formarum 8к 4- ï, 8»
~f- y, alii numeri quam qui sunt formae 8«-f- ï
vel 8 n + 7, componi nequeunt. Quodsi ita-
que inducto nostra generaliter est vera, nullus
omnino numerus formae 8 и -f- 3, 8« + 5 da-
bitur, cuius residuum -+-?.; sicque nullus cer-
te numerus huius formae infra юо exstat, cu-
ius residuum sit — 2. Si autem vitra hune
limitem tales numeri repirirentur, ponamus mi-
mimum omnium = t. Erit itaque í vel for-
mae 8 я -f- 5 vel 8 и -Ь 5 ; -f- 2 ipsitis residuum
erit, omnium áutem numerorum similimn mi-
norum non-residuum. Ponatur 2 ^ яд (mod. í)
poteritque a ita semper accipi vt sit impar si-
inulque <^ t , ( habebit enim a ad minimum.
duos valores posifiuos ipso í minores quorum
summa = t, quorumque adeo alter par alter
impar v. art. 104. i'o5). Quo facto sitaa = 2
4- tu, siue tu = aa — s, eritque aa formae
8H -f- -, i« igitnr formae 8?; — ï, adeoque u
formae 8 n •+• 5 vel 8 ?z + 5, prout í est for«
дпае posterions vel prioris. At ex aequatione
aa = a H- ta sequitur, etiam 2 = д (mod. и)
i. г. я etiam ipsius « residuum fore. Facile
vero perspicitur, esse « <J í; quare í non est
minimus numerus induction! nostrae contra-
rius contra hyp. Vnde manifesto sequitur id
quod per inductionem inueneramus generali-
ter verum esse.

Combinando haec cum prop. art. m. se-
quentia theoremata nanciscimur.
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I. Numerorum omttiuni prïmorum formas
"Ь Z erit non residuum, — я vero residuum*

II. Nunierornm отшит primorum formas 8»
4- 5, tunt ;•+• 2 turn — 2 eruat non residua.

n3, Per similem inductionem ex tab. II
inueniuntur numeri prinii quorum residuum
est — 2 hi: 3, n, 17, 19, 4i, 5g, 67, 7Э,-83,

9> 97 *.)» Inter quo s quum nulli inuenianlur
forrnarum 8» + 5, 8« -f- 7, num etiam haec

theorematis generalis vim adipisci
inuesn'gemus. Ostenrlitur simiii modo

in art. praec. qu-emuis numerum composi-
formae 8» ~f- 5 vel 8» + 7, facto'rem pri-

inuoluere formae 8 n -f- 5 vel for m;.; e 8 и
7) ita vt, si inductio nostra generaîitervera,
a nullius omnino numeri formae 8 n + 5
8 и H- 7 residuum esse possit. Si aiitem
numeri dareniur, ponatur omnium minimus

í, fiatque — 2 = яд — í«. Vbi si vtl supra
e lmpar ipsoque í minor accipitnr, u erit íot-

8« -f 5 vel 8 в + 7, prout í formae 8;z
7 vel g» + 5. At ex eo tjuod ля + з = í«

a < í j quisquis facile detiuari poterit,
я ipso í minorem fore. Denique — 2
ipsíus « residuum erit; i. e. t non erit'

lriinius numerus qui induction! nostrae aduer-
atür, contra hyp. Quare necessário — a omnium
umerorum formarum 8» -4- 5 , 8 в •+- • 7 nen

Considerando SLÍlicet — . 2 tamqunm productum cx 4- 2 et — iV. "t. III.
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Combinando haec cufnpropp, art, iu,pro-
deunt thfcoremata haec :

I, Omnium numeraram primomm formai 8« +J,
turn— 2, turn -f- г sunt non - residua, vti iam in
art., praec. inuenimus.

II. Omnium numerar urn primorumm format g я
•+• 7, — z est non • residuum, -f- z vero residuum.

Ceterum in vtraque demonstratione pro a
etiam valorem parem accipere potuissemus ;
time autem casum vbi a fuisset formae 4 я 4-2,
ab eo distinguere oportuisset, vbi а formae 4».
Euolutio autem perinde procedit vti supra, nul-
lique difficuhati est obnoxia.

n4. Vnus adlmc superest casus, scilicet
\Ы numeras primus est formae 8 n •+• i. Hi c
vero methodum praecedenlem eludit, artificia-
<iue prorsus peculiaria postulat.

Sit pro modulo primo Sn + i, radix quae-
cunque primitiua, a, eritque (art. 62) a4" ^
—• i (mod. 8» + i), quae congruentia ita
c:iam exhiberi potest, (^n •+- i;a ss 2a^
.Sn+i), siue etiam ita, (»s."— i )* = -
"Vriule sequituT turn art211, turn — aa*" ipsius
8;г H- i esse residuum: at quiaa 2 n estquadratum
per modulum non diuisibile, manifesto etianr
turn + 2 turn — 2 residua erunt (art. 98.)

115. Hau d inutile erii, adhuc aliam huius
llieorematis demonstralionem adiicere, quae
similem relationem ad praecedentem habet, vt
theorematis art. 108 demonstratio secunda
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(art. 109) ad primam (art. ioS). Periti faci-
tune perspicient, binas demonstrationes
illas quam has non adeo heterogéneas esse,

primo forsan aspectu videantur.

I. Pro modulo quocunque primo formae
4«г -f- ï, inter numéros ipso minores 1,2, 3. ..
4 w, reperientur m qui biquadrato congrui
esse possunt, reliqui vero от non poterunt.

Facile quidem hoc ex principiis sect«
praec. deriiuitur, sed etiam absque his demon-
stratio haud diffîcilis. Demonstrauimus enim
pro tali modulo — ï semper esse residuum
4uadraticum. Sit itaque //=— i patetque, si
* fuerit numerus quicunque per modulum
non diuisibilis, quaternorum numerorum + xt

~~- x, 4- /г, — /г (quos incongruos esse fa-
cile perspicitur) biquadrata inter se côngrua
f°re ; porro manifestum est biquadratum пц.
^eri cuiuscunque, qui null! ex his quatuor
c°ngruus, illorum biquadratis congruum _iîeri
ft°n posse, (alias enim congruentia x* = x*
Яц^е est quarti gradus plures quam 4 radices
näheret, contra art. /j.5 ). Hinc facile colligi-
tur» omnes números i, 2, 5,... 4»», tantum-
J^odo m biquadrata incongrua praebere, qui-

Us inter eosdem numéros m congrui reperien-
ttlr) reliqui autem nulli biquadrato congrui es-
6e poterunt.

II. Secundum modulum primum formaa
." •+• i, i biquadrato congruus fieri pote-
lt ( — ï erit residuum biqtíadraticum huius nu«

primi),
H



Omnium enimresiduorumbiguadraticorum
ipso 8« 4- i minoram (cifra excluía) inuíu-
tudo erit — 2к i. e. par. Porro fácil« proba-
tur, si r fuerit residuum biquadraúcLim ipsius
8И 4- i, etiam valorem expr. f. (mod. 8 я 4- О
fore tale residuum. Hinc omnia residua biqua-
dratica in classes simili modo distribui potfi-
runt, vti in art. 109 residua quadrática distri-
bimus: nee non reliqua demonstrationis pars
prorsus eodem modo procedic vt iiiic.

III. Tam sit g4 HH — r, et h valor expr.
f (mod. 8« 4- ï). Tune erit (g ±_ A)3 =
g* -t- /ta ±L zgh == g* -b /í* ±L 2 ( propter gk
~ ï ). At g* ES — j, adeoque — k3 =н g* /z*
= g*, vnde tandem g2 4- fc3 ^s o, atque (g
•^ h )* = j± 2 i. f . tuin 4~ 2j tum — 2 resi-
duum quadraticum ipsius 8м 4- ï. Q. £. D+

ii 6. Ceterum ex praec. facile régula se-
quens generalis deducilur : 4- я ÈÍÍ residuum nit'
tneri cKÏuiii;s, qui neqite per 4, nsqu-t per v Hum primutf
forniae 8и 4~ 3 vei'Kn 4- 5 diuidi potest, rtliquorutit
autem ( ex. gr. omnium mimerorum fonnarum
8й ч- 3, 8« 4- 5, siue sint primi, siue compo-
6Íti) no»' residuum.

— • 2 «í residuum nuttteri cuiusuiSj qui neqiii
ftr 4, »í^ae ргг vUamprimaw formai! 8« +5 t-í/ 3"
4- 7 dluïdi fiotest, omnium autem reliquorum non • rt1

siduiim.

Theoreraata l\aec elegantia iam sagatí*
Fermatio innotuerunt, Op. Mathem* p. 168»



Demonstrationem vero quam se habere profes-
sus est, nusquam communicauit. Postea ab
JH. Euler frustra semper est inuesrigata: at
ill. La Grange primus demonstrationem rigo-
fosam repent, No-uv. Mem. de С Ac. de Berlin iyj5.
p. 549, 351. Quod ill. Eulerum adhuc iatuisse
videtur, quando • scripsit diss. in Optisc. Апл-
tyt. conseruatam, T. I. p. a5g.

11'?. Pergimus ad residua -f- 3 et — 5*
A posteriori initium laciamus.

Beperiuntur ex tab. II. rmmeri prlmi quo-'
rum residuum est — 5, hi: 3, 7, i5, 19, 5i,
Sy, /f3, 61, 67, 73, 79, 97, inter quos nullus
inisenitur formae би.+ 5. Quod vero eiiain
Vlrra tabulae limites nulli primi huius formae
diintur quorum residuum — 3, ita demonstra-
KHIS: Primo patet quemiiis numerum compo-
situm formae On -f- 5 necessário factorem pri-

aliquem eiusdem formae innoluere. Quous-
igitur nulli numeri primi formae 6я + 5
nr, quorum residun.m — 3, eousque tales

etiam compositi non dabuntur. Quodsi vero
v î î ra tabuJae nosrrae limites tales numeri da-

sit omnium ipinimus = t, ponaturque
3 = aa — tu, 'l'une erit, si acceperis a pa-

ipsoque t minorem, u <; t, a lque — 5
residuum ipsius i*. Bed quando a formae 6я

a, tu erit formae 6« + r, adeoque л for-
е Qu -f- 5, Q. E. A. quia t minimum esse

Huinerum induction! nostrae aduersaritem sup-
posuimus. Quando vero я formae Ья, erit ta
*°rrnae Зоя -j[- 3 adeoque §í» formae ia«~b i»

H a
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quar,e í « erit formae 6n +5; pafet aurem
— 3 etiam ipsius '§ u residuum íbre, atgue es-
se l« < t, Q- E. A. Manifestam iinque, — 5
nullius numeri formae 6w -f- 5 residuum esse
posse.

Quoniam quisque numerus formae 6n + 5
necessário vel sub torrna iaw + 5, vel sub hac
ia»-f- ii continetur, prior autem forma sub
hac 4» -f- r, posterior sub hac l\.n -f- 5, haec
habentur theoremata:

I. Cuiusuis numeri primi formae I2n >-{- 5, turn
— 3 tum -f 3 non-residuum est.

II. Cuiusuis numeri primi format \zn +11, — 3
«í non-residuum, + 3 i/ero residuum.

118. Numeri quorum residuum est 4- 3
ex tabula II. inueniuntur hi: 3, u, i5, a5, 5y,
4?) -5g, 61, 71, y5, 85, 97, inter quos nulli
sunt formae ian -+• 5, vel 12« -f- 7. ííulíos au-
tem onmino numéros formarum 12.11 -f- 5, ia«
•4- 7 dari quorum -f- 5 sit residuum, eodem
prorsus modo, vt in artt. i r a , no, 117, com-
probari polest, quare hoc negotio supersede-
mus. Habemus itaque collate art. m theoremata :

I. Numeri cmusuis primi formae 12» -f- $,
non-residua sunt tum +• 3 tum — 3, (vti iam iO
art. praec. inuenimus).

II. Numeri cuiusuis primi formae i%n -f- 1
non-residuum est + 3, — 3 vero residuum.



ï г 9. Nihil autem per hanc methòdum
Pro numeris formae izn -f- i inneniri pqtesf,
( I U > proin artificia singularia requirunt. Ex in-
dtictione quidem facile colligitur, omnium nu-
nieronmi primorum huius formae residna esse
~Ь 3 et — 3. Manifesto autem demonstrai!
tantummodo débet, nnmerorum talium resi-
duum esse — 5, quia tune necessário etiam
+ 3 res iduum esse débet (art. i i i ) . Osten-
demus autem generalius, • — 3 esse residuum
ftumeri cuiusuis primi formae 5» + ï.

Sit p Imiusmodi primus atque a numerus
Pr° modulo p ad exponemem 5 pertinensCqvia-
les dari ex art. 65 manifestum, quia 3 sub-
^''liiplum ipsius p — ï). Erit itaque я3 ss ï
(tiiocl. p ) i. e. a3 — ï siue ( a3 + a + ï )
(a — ï ) per p diuisibilis. Sed patet a, esse
n°n posse ^ ï (mod. p ), quia ï ad exponen-
tetn ï periinet, quare a — ï per p diuisibilis
non erit; sed a1 + a— H i eut, hincque etiam
4 «я 4- чя . + 4 ; i. e. erit ( za •+• ï )* ~ -3
(mod. p) siue — 3 residuum ipsius f . Q. E. D.

Ceterum patet, hanc demonstrationem
a praecedentibus est independens) etiam

ros primos formae i аи -f- 7 complecti quos
laiti in art, praec. absoluimus.

Obseruare adhuc conuenit, hanc 'analysin
5d instam methodi in artt. 109, n5 vsitatae
. ]iberi posse, at breuitatis eratia huicreinon

'ao. Colliguntur facile ex praec. theore-
haec

H 5
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ï. —- 3 est residuum omnium numerorum, qui ne-
que per g, «eque per 9, neqtte per 'bltiim nutnerum
primum formae 6n -+- 5 diuidi poí«i«í, non • resi-
duum autem omnium reliquorum.

II. + 3 est residuum omnium numerorum, qui
neque per 4, neque per 9, neqne per vllumprimum for-
mat 12» ~{- 5 vet 12» + 7 dimrft />о.ш*я{, omnium reli-
quorum non-residuum.

Teneatur imprimis casus particuiaris Iric :

— 5 est residaum omnium nunierorum
primorum formae За + i> seu quod idem est
omnium, qui ipsitts 3 sunt residua, non - residuum
vero omnium numerorum primorum formae 6«
-f- 5, seu, excluso numero 2, omnium formae
3» -f- a, i. e. omnium qui ipsiiis 3 sunt non-residua*
Facile vero perspicitur omnes reliquos casus
ex hoc sponte sequi.

Propositiones ad residua -f- 3 et — 5perti-
nentia iam Fermatio notae fuerunt, Ope-
ra Wallisii T. II. p. 867. At ill. Euler primus
demonstrationes tradidit, Comm. пои. Petr. T.
VlJl. p. io5 sqq. Eo magie est mirandum, de-
monstrationen propositionum ad residua -f- г
et — a pertinentium, prorsus similibus arlificiis
innixas, semper ipsius sagaciratem fugisse.
Vid. etiam comment, ill. La Grange, Nouv. Mem*
de Г Ac. de Berlin, 1776 p. 35г.

ï a ï. Per inductionem deprehenditur, -f- 5
nullius numeri imparis formae 5я -f- 2, vel 6«*
+ 3 residuum esse, i. e. nullius numeri impa-
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ria qui ípsius non-residuum sit. Hanc vero
regulam nuîlam exceptionem pâti, ita demon-
strytur. Sit numerus minimus, si quis datur,
ab bac régula excipiendus — t, qui itaque пц-
ineri 5 est non-residuum, 5 autem ipsius í re-
siduum. Sit aã = 5 -f- ÍM, ita vt a sit
par ipsoque í minor. Erit igitur и impar
ip.so'jue t minor, -f- 5 autem ipsius и residuum
erit. Quodsi iam a per 5 non est diuisibilis,
etiam n non erit; manifesto autem í« ipsius 5
est residuiun, quare quum t ipsius 5 sit non-
residuum, etiam u non-residuum erit ; i. e.-da-
tur non-residuum numeri 5 cuius residuum est
4 5, ipso í minus, coníra hyp. Si vëro л per
-r) est diuisibilis, ponaUir a = 56, atque u = 5v,
vnde f v ~ ~ i^ 4 f mod. 5), i. e. tv erit residuum
numeri 5. In reli quis demonstrado perinde
procedit vt in casu priori.

122. Omnium, igiiur numerorum primo-,
rum, qui simul sunt ipsius 5 non-residua si-
inulque Ibrmae 4'« + ь i> e. omnium numero-
rum primorum formae 2,011 + i5 vel 20« -f- 17,
turn -f- 5 quam — 5 non residua erunt ; omnium
tuteai numerorum primorum formae ao;z + 5
vel ao» + y, non-residuum erit +5, — 5 re-
siduum.

Potest vero prorsus simili modo demon-
strari, — 5 esse non-residuum omnium nume-
rorum primorum fonnarum 2О?г -f- и, аоя -f-
J3, аои -+-17,20« + » g, facileque perspiciturhinc
sequij -[, 5 esse residuum omnium numerorum
primorum formae20»-f n, vel 20« + ig, non»

H 4
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residuum autem omnium formae so» 4 ' i3f

vel 20« -j- 17. Et quoniam quiuis numerjua
primus, praeter a et 5 (quorum residuum j+ 5),
in aliqua harum formarum continetur 20« + ï ,
3, 7, g, ii, i3, 17, ig, pater, de omnibus jam
iudicium ferri posse, exceptis us qui sint for-
mae 20Й -f ï, vel formae 20» -f g.

Ex inductione facile deprehenditur,
*f- 5 et — 5 esse residua omnium numerorum
primorum formae 20» -f- ï, vel 20 -f 9. Quod-
si hoc generaliter verum est, lex elegnns ha-
bebitur, -f- 5 esse residuuum omnium nwmerorum
primorum qui ipsitts 5 sint residua, (hi enim ill
alterutra formarum 5« -f- i vel 5» + 4 siue in
aliqua harum, 20» -f ï, g, n, 19, continentur,
de quarum tertia et quarta illud iam osteiisum
est) non-resiâuum vero omnium numerorum qui ipsius
5 sint 'non-residua, vt iam supra demonstrauimus.
Clarum autem est, hoc theorema sufficere, ad
diiudicandum, vtrum + 5 ( eoque ipso, — 5,
6i tamquam productum ex -f- 5 et — ï consi-
deretur) numericuiuscunque dati residuum sit an
non-residuuju. Denique obseruetur huius the-
orematis cum illo quod art. 130 de resíduo
— 3 exposuimus analogia.

At verificalio illius inductionis non adeo
facilis. Quando numerus primus formae aop
-f- ï, siue generalius formae 5и -f- i propo-
nitur, res simili modo absolui potest, vt in
artt. n4, ug. Sit scilicet numerus quicunque
pro modulo 5я ~Ь ï ad exponentem 5 pertinens
*, quales dari ex sect, praec. manifestum, erit-
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que a5 == r, slue (я — i ) (а4 + л3 -Ь а* +
a -f О = ° (mod. 5w -f- О- At quia nequit
esse a s i , neque adeo я — i = o ; ne-
cessário erit a4 -+• a3 + a1 + a + ï нн о. Qua-
re etiam 4 (л4 -f rt,3 + я* + я -f- i ) = (.зая
Ч- a -f 2)* — 5яа erit ~ o i. e. 5я* erit re-
siduum ipsius 5я 4 ï, adeoque etiam 5, quia
a* est residuum per 5» 4- ï non diuisibile (я
enim per 5» 4- * non diuisibilis propter д5 =
I). Q. L£. I>.

At casus, vbi nuraerus primus formae 5я,
•4- 4 proponitur, SLibtiliora artificia postulat,
Quoniam vero propositiones quarum openego-
tium absoluitur in sequentibusgeneralius tracta-
butitur, lue breuiter tantum eas attingimus.

I. Si p est rmmerus primus atque b non-
residuum quadraticum datum ipsius p, valor ex-
_• . . ... (x -f- v^ W+1 ~ (a: - v^ft ' JP+r
pressioms C^)... — ^

^ b
(ex qua euoluta irrationalitatem abire facile
perspicitur), semper per p diuisibilis erit, qui-
°unque numerus pro x assumatur. Patet enim
ex inspectione coefficientium qui ex eiiolutione
apsius Л obtinentur, omnes términos a secun-
^p vsque ad penultimum (incl. ) per p diuisi-
biles i'ore^ adeoque esse A ~ 2 (p -f 0 (*p

ïnl^
"4- xb * }, (mod. p). At quoniam b ipsius p

г—i
n°n-residuum est, erit b~~*~~~ — ï (mod. p ~ ) ,
(art. юб);л;р autem semper est = x (sect»
Praec. ) vnde fit A ~ o. Q. JE. D.

II. In congruentia A ~ о (mod, f), in-
x habet p dimensiones, omnesque

H 5
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nuwieri o, r, a.... p — ï illius radices erunt.
Iam ponatur e esse diuisorem ipsius f -f- ï,

. (x + J /0е — (x — if bY
entque expressio ; ~

(quam per B designamus) si euoluitur, abir-
rationalkate libera, indeterminate x in ipsa« — i
dimensiones habebir, constatque ex analysées
primis elementis, A per Б (indefinite) esse di-
nisibiiem. Iam dico e — i valores ipsius x
dari, quibus m В substituas, Б per p diuisibi-
lis euadat. Ponatur enim A = -BC, habebit-
que x in C dimensiones p — t + j, adeoque
congruentia C^ o (mod. p) non pliires quam
p— e + i radices. Vnde facile patet, oníne.sreli-
quos numeî'os ex liis o, i, 2, 3.... v«— ̂ quo-
rum multitude = « — i, congruentiae Б ̂  о
radices fore.

III. Iam ponatur p esse formae 5я -f- 4,
t t= 5, b non - residuum jpsius p, atque
numerum a ita determinatum , vt sic
(a -+- f by — (д — J~ b^ ,. . ., .,.; : ' Л *. :—perp diuisibihs.

V^ b.At illa expressio íit = roa -f- zoaab -f ?.bh -^
2 ( ( è + 5яя)а — зол* ). Erit. igitur eliam
( b -f 5яя)* — 2Ой4 per p diuisibilis i. e, зоя*
residuum ipsius p ; at quoniam 4я4 residuum
est per p non diiiisibiîe (facile enim intelligi-
tur, a per p diuidi non posse), etiam 5 resi-
duum ipsius p er it. Q. E. D,

Hinc patet theorema in initio huius arti'
culi prolatum generaliter verum esse. —
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Obseruamus adhuc, dêmonsrrationes pro
vtroque casu ill. La Grange deberi, Mem. at
( 'Ac. de Berlin 1776, p. 35 a sqq»

» Per similem methodum deinonsira-
tur,

— - 7 ess« non- residuum cuiusiiis numeri primi qui
ipsius 7 sit non residimm.

Ex inductione vero concludi potest,
-—• 7 esse residuum cuinsuis numeri qui ipsius 7

sit residuum.

At hoc a nemine nactenus rigorose de-
nionstratum. Pro us cjuidem residuis ipsius 7,
C[IH sunt iorrnae 4» — ï» facilis est demon-
strado ; etenim per methodum ex praoc. abun-
de notam ostendi porest, -f 7 semper esse ta-
liiim numerorum primorum non- residuum,
adeoque - 7 residuum. Sed pnrum Ыпс lu-
craniur : reliqni enim casus per hanc methodum
tracta ri neqneunt. Y num quidem adliuc ca-
s urn simili mod. vt artt. 119, ia5 absoluere
possumus. Scilicet si p est iiumerus primus
formae 711 + ï , atque a pro modulo p ad ex-

ponenteni7 pertinens, facile perspicilur чД ~" т^
a ï

== (за3 4- л* — a — 2 )3 -f- 7 (я * — a)* per ,
í diuisibilem, adeoque — 7 (я* — я)5 ipsius
P residuum fore. At (я* — я)* , tamquam
quadratum, ipsius p residuum est , insuperque
per p non diuisibile; quum enim a ad expo.
Dentem 7 pertinere supponatur, neque SH o, ne-
4Ue ^ ï (mod. p) esse potest, i. c. neque a,



— 124 •—

neffue a — ï per p diuisibilis erit, adeoque
etiam quadratum (д — ï )* »* . Vnde mani-
eto etiam 7 ipsius p residuum erit. Q. E. D. —
At primi numeri íormae 7« -f 2 vel 7» -f 4
omnes méthodes hucusque traditas éludant.
Ceterum etiam haec demonstratio ab ill. La
Grange primum est detecta /. с. — Infra sect.
VJi. docebimus generaJiler, expressionem
4 ( xv — ï )

semper ad iormam X* ^ t> Тл тв-
ое — ï c r

duci posse, (vbi signum superius est accinien-
dum quando p est numerus primus formae 4и
-\- i, inferias quando est formae 4» -4- 3 )J de-
notantibiis JT, У funct ionfs rationales ipsius .r,
a fractionibus liberas. Нале discerptionem ill.
La Grange vltra casum p — 7 пои perfecit v.
/, с. р. 552.

ia5. Quoniam igitur method! praecedentes
ad demonstrationes générales stabiliendas non
sufficiunt, iam tempus est, aliam ab hoc de-
fectu liberam exponere. Initium facimus a
theoremate, cuius demonstratio satis diu ope-
ram nostram elusit, quíimuis primo aspectu
tam obuium videatur, vt quidam ne necessita-
tem quidem demonstrationis jntellexerint.
Est vero hoc: Qnemiiis mtmerum, praeter quadra-
ta positive ftimta aliquorum numerorum primorum non-
residuum esse. Quia vero hoc theoremate tan-
tummodo tamquam auxiliari ad alia demon-
stranda vsuri sumus, alios casus hic non expli-
camus quam quibus ad hunc finem indigemus.
De reliquis casibus postea sponte idem consta-



bit. Ostendemus itaque, quemuis numerum pri-
nmm formai 4« -f- ï, sine poiitiue slue negattue acci-
piatur *), non-residuum esse aliquoritm numeforum pri-
mor urn,, et quídem talium qui ipso sint minores.

Prima, qunndo numerus primus p, formae
4« 4- ï, negative sumendus. proponitur, sit на
numerus par proxime maior quamy^ p; turn fa-
cile perspicitur, l\aa semper fore <^ чр sine !\aa
•— p < JP. At 4<зя — p est formae 4» 4- 3,
4 jo autem residuum quadraticum ipsius цаа
•— p, ( quoniam p ^ цаа (^mod. l\aa— f ) ) î
quodsi igitur 4дя — p est numerus primus, —
p ipsius non-residuum erit ; sin minus, necessá-
rio íactor aliquis ipsius l\aa — p formae 4» +•
3 erit; et quum -f- P etiam huius residuum
esse debeat, ~ p ipsius non-residuum erit.
Q. £. D.

Pro numerîs primis posltiue sumendis duos
casus distinguimus. Primo sit p numerus pri-
rnus tormae 8и + 5. Sit я numerus quicun-
4ue positiuus < v^ зР- Turn 8и + 5 — йая erit nu-
^lerus positiuus formae 8« + 5 vel 8и -f 3, prouta
par vel impar) adeoque necessário per nume-
runi aliquem primum formae 8я -h 5 vel 8»
"+• 5 diuisibilis, productum enim ex quotcun-
4ue numeris formae 8я + ï et 8и -f- 7 neque for-
^ain 8 n •+- 5 neque hanc 8« + 5 habere potest. .Sit
hlc g, eritque 8я + 5 = 2я* (mod. ?). At 2

J ."n I autem »xcipi operiere per te manifestam «tt.



ipsius q noïi-residunm erit (art. 1 12), adeoqiie
etiam uaa *) et Sn + 5. Q. E. D.

12.6, Sed питтит quemuis prirmrm For-
mae 8« -f- i positiue acoeprum semper alicuius
numeri primi ipso imnoris non residuum esse,
per artificia tarn obuia demonstrari nequit.
Ouum autem hnec, veriras maxim I sir тотец-
tï, 'demonstrationein rigorosam, quamuis nli-
qnantnm prolixa sit, praeterire non possumus.
Praetermittus sequens

LEMMA. Si ttabentur daae séries numeraram, A,
B, C, etc... . . . (/), A', В', C'^etc. . . . . (Л),
fvtrum terminorum multitudo in vtraque idem
sit necne nihil interest ) ita comparatae, vt, déno-
tants p numerum quemcunqiie priniwm auf numeri yvi-
t.'-ii potestatcm, terminant aliquem secundae seriei (sine
eticim ptures) metientem, totidem ad minimum termini
in série prima sint per p dimsibiles^ quoi sutit in sec'un-
da: turn dico prodaetum ex omnibus nmneris ( /) dim-
Vue fore Per productitm ex omnibus nitmeris

Extmpl. Constet(I) e numeris 12, 18,
4 r >; (1П ex his 5, /(,

 ri, 6, 9, Turn diuisibi-
los erunt per 2, 4, 5, .9, Г> in (I) 2, i, 5, 2,
ï termini, in (II) 2, ï, 3, i, i termini, respe-
cùue; pro'ductum autem omnium terminorum
( I ) = 9720 diuisibile est per productum o*
mniurn terminorum (II), За

} Art 98- P«*Pt enim na este res iduum ips ius <j pef <! "o'1 <^ui'
sibile, nam »lias etiam nnmetus [itimus p lier q foret diu'uiWlis. (?, E. A-
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Dimonstr. Sit procíucíum ex omnibus ter-
minis (I) = Q, productum omnium termino-
rum seriei (II), = Q'. Patët quemuis numerùm
primum qui sit diuisor ipsius Q' eliam ip.sius
Qdiuisorem fore. Iam ostendemus qnemuisfacto-
rem primum ipsius Q', in Q totidem ad mini-
mum dimensiones liabere quot habeat in Q'.
Esto talis diuisor p, ponaturque, in série ( 1 ) a
términos esse per p diuisibiles neque vero per p*,
b términos per рг non. autem per p3 diuisibi-
les, e términos per pz non autem per p* etc.
eimilia dénotent literae a', b', c' etc. pro serie
(II), perspicieturque facile, p in Q ha b ere a
4- b -f c + etc. dimensiones, in Q' vero a' +
^' + c' •+ etc. At я' certe non maior quam я,
Ь' non maior quam b etc. (hyp.); quare a'-{-
b' -\. c' etc. certo non erit > a -f- ô -f- c
etc. — Quum itaque nullus numeras primus
in Q' plures dimensiones habere^ possit, quam
in Q, Q per Q' diuisibilis erit (art. 17) q. E, D.

127. LEMMA, /я progressions ï, 2, 3, 4 . .« .
"i plures ternnni esse neqyetsnt per nwmerum qncmcun~
9"« /i diuisibiles, quam in hac а, я -í- i, я -f* 4 » * • • •
a ~Ь я — i глг totidem terminis constante,

Nullo enim negotio perspicitur si я fuerit
tn ipsius /2, in vtraque progressione j
fore per h diuisibiles ; sin minus, po.

и = h -j- /, ita vt / sit <J /z, eruntque
in priori serie e termini per h diuisibiles, m
Posteriori autem vel totidem vel e + i.
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Hinc tamquam Coroll. sequitur propositio
ex numerorum figuratorum theoria nota, sed
a nemine, ni fallimur, hactemis directe de-

я . a ~\-i. a 4- 2 . . . . a -\- n — ï
monstrata,

ï. 2 (> . . . ». я
semper esse numerum integrum.

Denique Lemma hoc generalius ita proponi
potuisset:

In progressione a, a -f ï, a -f ï, л
•f- « — ï totidem ad minimum dantur termini
secundum modulum h numero cuicunqne dato,
r, congrui, quot in liac, ï, 2, 3. ... к termini
per /г diuisibiles.

128. THEOREMA. Sit a numeras quicunque for-
mas Sn -f- i, p niimeriis quiciinque ad a primus, cuius
residuum + й> tandem -m numerus arbitrarius : tutn
dico, in progressione a, i (д — i), 2 (я — 4 ) , l
(a — 9 ), зО — 16 ), « . . . а (я — M* ~), vet
i ( я — тл }, f roaf да par иг/ .impar, totidem ad
minimum dari términos per p diuisibiles quot àenturin
fiac i, 2, 3 . . . . a w H- i. Priorem progressio-
nem designamus per (I) posteriorem per(II).

Demonstr. I. Quando p =: 2, in (I) omnes
termini praeter primum, i. e, m termini diui-
eibiles erunt; totidem autem erunt in (II;.

II. Sit p numerus ímpar, vel numeri im-
paris duplum vel quadruplum, atque я = rf
(mod. ^>). Turn in progressione, — m, — (0»
-r- i ), — - (m — 2) -f- m (quae terminorurrt
rnukitudine cum (I) et (II) conuenit et



(III) designabitur) totidem ad minimum termi-
ni erunt secundum modulum p ipsi r coiierui
quot in série ( I I ) per p diuisibiles (art. praec.).
Inter illos autem, bini, qui signo tantum, non
ttiagnitudine, discrepem, occurrere nequeunt").
•i'andem quisque eorum correspondentem ha-
b'-bit in série (I), qui per p erit diuisibilis.
Sciiicet si fuerit ±_ b aíiquis terminus
seriei (III) ipsi r secundum p congruus, erit
n — bb per p diuisibiíis. Quodsi igitur b est
Рдг, terminus seriei (I), 2(a — bb), per p diüi-
sibilís erit. Si vero b impar, terminus I(a — 65)
per p diuisibilis erit: namque manifesto -~**
ent integer par, quoniam a — bb per 8, p au-
tpm ad summum per 4 , diuisibilis (я ешт per
hyp. est tormne 8n Ч- ï, bb autem ideo qnod
est niimeri imparis quadratum eiusdem formae
^rü, quare differentia erit formae «»"). Hinc tart-
dem concluditur, in serie (í) totidem términos
esse per p diuisibiJes, quot in (III) sint ipsi »•
6^cundum p congrui, i. e. toridem aut plures

in (II) sint per p diuisibües. Q. E. D.

III. Sit p formae 8», atque a s rr (moa.
?Р). Facile enim perspicitur, я, ,quum ex hyp.
Jpsius p sit residuum, etiam ipsius 22^» residuum

*) Si enim çsset v ̂ — /^ + /(mod. j»), fieret B/ per f

diuisibil is , ade-oque etiam 2я, ( rropter ff ^ a {moi. p))

"oc autem »litPr fieri neqiiit, quam si p = 2, quina per byj>.

* »<4 p »u primus. Sed de hoc casu Ura teor«im diximui.

t
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fore. Turn in serie (Ш) totitlem ad minimum
termini erunt ipsi r secmuluru p congrui q not
in (П) sunt per p diüisibiles, ülifjue omnes
jmgnitudine erunt inaequales. At cuique eo-
rum respondebit aliquis in (I) per p diuisibiüs.
Si enim H- b vel — b ^ r (mod. p), erit ô è =2
rr (mod. яр), *) adeoque terminus J(a - rr~)
per p diuisibilis, rmiltoque magis 2 (я — rr~).
Quare in ( I ) totidem ad minimum termini
erunt per p diuisibiles quam in (U). Q. E. D.

129. ТНЕОПЕМА, Si a est nnimras primus fof
mae 8 n -Ь ï, ttecessatio infra z\f a dabitvr aliqtiis
numeras prmus cuius ticn-residuum sit a.

Demonstr. Esto, si fieri potesf, a residuum
omnium primorum ipso 2 y a «linorum. Turn
facile perspicietur, a etiam omnium numero-
ruin compositorum ipso 2 ^f a minorum resi-
duum lore ( conterautur praecepta per quae
diiudicare docuimus, virum numerus proposi"
tus sit numeri compositi residuum n оспе; art.
ю5). Sit numerus proxime minor qiiam ^f 0
= mt Turn in sprie (I). . . . . . a, I (a — ï >
p. (я — 4), ï (я — g). . . . я (я— юге), vel
-| (а — »нш), totidem ant pluies termini erunt
per numerum quemounqne ipso a ^/~ a niino-
rem diuisibiles, quam in hac- (Ц). . . .•. ï, a, 3;
4. . . . аи» + ï ( cirt. praec. ). Iliac vero se'
quitur, productum ex omnibus terminis f l )pef
productum omnium terminorum (II)

*) Er i t scilicet bb — »•;• t= ( I, — r] ( l> -|~ r) e duolius factor''
bus compositi-.s, i | i io funi a l t r r per p r i iu s i í i i l i s ( h y p . ) . al t»r K f (

2 (qnia t i i in ú turn ;• lunt impare ; ) ; udeoij i ie ЬЬ — rr per "f
d i u i s i b i l i s .



esse, (art. 126). At illud est aut = a (a — ï)
(a 4л ... (и — mm) aut semissis huius product!
С prom m aut par aut impar). Quare produ-
ctimi a(a — ï) (я — 4) • • • (a— mm) certo per pro.
duetum omnium terminorum (II j diuidi pote-
*i*, et, quia omnes hi termini ad a sunt primi,
etiam productum i l lud omisso factore ». bed
producium ex omnibus terminis (II) ita etiam

i potest, ( m -+- ï ) . ((»t-f- 1)л — z ).
f" —4).... ((да-f-ij* — тя ). Fietigimr

ï a — ï a — 4
i^+.ij* " Г'й^о*"'̂  * (w + O s—4*!

№*

f m -L V» -- anu:merus integer, quamquam su

P rotluctum ex fractionibus vnjrate minoribus :
4uia enim necessário ^f a irraiionalis esse de-
"«t; erir. m -|- ï > v^a, adeoque (m + ï )*
^ я. Hinc tandem concluditur suppositionem
n°stram locum hnbere non posse. Q E. D.

Iam quia a certo > 4, erit 3 \f a < a, dabitur-
Чце adeo aliquis primus <a cuius non residuum a.

1 3o. Postuuam rigorose demonstrauirnus
numeram primum formae 4« + ï,

positiue et negariue acceptum, alicuiuis nu>
eri prin\i ipso minoris non- residuum esse, ad

c°rnparationem exacriorem et generaliorem nu-
um primorum quarenus vnus alterius resi-
vel non residuum est, statim transimus»

Omni rigore supra demonstrauimus, — 3 et
esse residua vel non-residua omnium nu-

primorum, qui ipsorum 5, 5 respecti-
e sint residua vel noa residua.

I а
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Per inductionem autem circa numéros
íequentes inslitutam, inuenitur:

— 7, — ii, f i5, + 17, — 19, — a3,
•4- sg, — 3r, -f- Зу, + /и, — 43, — 47, -f-
5 \ — 5g etc. esse residua vel noa-res idua
omnium numerorum primorum, qui, positiui
sumti, illorum primorum respectiue sint re-
sidua vel non-residua. Induciio haec perfaci-
le adiumento tabulae II confiei potest.

Quiuis autem leui atîemione adîùbita ob-
seruabit, ex his numeris prirnis sîgao positiuo
affectos esse eos, qui sint formae 4" + ï, ne-
gatiuo autem eos, qui sint formae 4» + 3.

i3i. Quod hie per inductionem detexi-
mus, generaliter locum haberemox demonstra-
bimus. A.ntequam autem hoc negotium adea-
mus, necesse erit, omaia quae ex theöremate,
ei verum esse supponitur, sequuntur, eruere.
Theorema ipsum ita enunciauius.

Si p est numwus primus formae ли -f- j grit
•-J- p, si vero p formae j\n -f- 3, erit ~ p, resid/iurt
vel non residuum cuiitsuis numeri primi qui poiitiue aC"

, ceptuf ipsiui p est retidwim vel non-residuum.

Quia omnia fere quae de residuis qua-
draticis dici possunt, huic theoremati innitun-
tur, denomioatio theorematis Jundamenfa/is, qua
in sequentibus vtemur, haud absona erit»

Vt ratiocinia nostra quam breuissime ex*
hiberi possint, per a, a', a" etc, números primos



Formae,4« Ч- r, per b, b', b11 etc. numéros pri-
mos íormae- 4« Ч- 3 denotabimus ; per At A'*
•А ею. números quoscunque formae \n -+- i,per
B, B', B" etc. autem numéros quoscunque tor-
inae 4« + 3; tandem lifera R duabus -quanrí-
tatibus iriterposita indicabil, priorem sequeritis
fisse residuum, sicuti litera N sigmíicarioneru
contrariam h;ibebit. Ex. gr. H- 5/2 n, ±1 2 N5,
indicabit -f 5 ipsius 1 1 esse residuum, -f« 2 vel
•— 2 esse ipsius 5 non- residuum. Iam collate
tbeoremaie fundamenrali cum theorematibus
art. i l f ) sequences propositions facile dedu-
centur,

Si erit

i. ir a R a ' ---- ;.. ±1 a 'Ra

и. ±1 a Na' ....... ±. а'Лгл

0
Г+ a R

1 L- «
4.

5

f -f a Nb
(— a Rb

7 f+ bRb' '] Г+ b ' N b
l— bNb'\ [._ b ' R b

8. \\b N b ' ') í-b b ' R b

l 3



In his omnes castis, qui, anos nu-
méros primos comparando, occurrere possunt,
cofitineiitur: quae seanuntur, ad numéros quos-
cunque pertinent: sed harum demonstrationos
minus sum obuiae.

Si erit

..,.t ±. ARa

'- - *" ..... [Í
л. 4- aRB..,.. ±L

is. —

; III
.4. -

Qiram omnium harum propositionum de-
»onstrationes ex ii.sdem principiis sinr peten-
dae, necesse non erit omnes euoluere : demon*
stratio prop. 9, quam apponimus tnmquam exem-
plum ineeruire potest. Ante omnia autem ob-
seruetur, quemuis numerum formae 4и + i aut
nullum íactorem formae 4« + 5 habere, aut
duos, aut quatuor etc. i. e. multitudinem taliuiö
factorum (inter quos etiam aequales esse pôs-
sont) semper fore parem: quemuis ver«?
formae 4» -j- 3 multitudinem imparem facto'
rum formae 4» -f- 3 (i. e. aut vnum aut très au*
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cjuinque etc«) implioare. Multitude factorurns
formae 4« 4- ï mdetermiuata manet.

Prop. 9 ita demonstrator. Sit A productuni
e factoiibus prirais o', ß", я'" etc,, b, 6', 6" t
etc. ; eritque íactorum (>, b', h" multitude par
(possunt e.i/im nulli adesse, quod eodem redit).
Iam blues t residuum jpsi us A, erit residuum eiianr
omnium factorum a', a", a'" ele. b, b', b" erc»
Cju«re ,per propp. j, j art. praec. singuli hi
lactores erunt residua ipsius a, adecxiue etiam
productum A. — A vero idem esse débet. '—
Quodsi vero — a est residuum ipsius A,
eoijue ipso omnium factorum л', a" etc. b, 6'
etc. ; b ingi iH а', а" etc erunt ipsius a residua,
siiiííuíi b, b' eíc. antem noa residua. Sed 'quum
pctsteriorum multitudo sit par, productum ex
omnibus, i. e, A, ipsius a residuum erjr,

etiarn — A*

i33. Inuestigationem adhnc generalius in-
etituamus. Contemplemur duos numéros quos-
cunque impares inter se primos, signis quibus-
cunque affectos, P et Q. Concipiatur P sine
r&spectu signi sui in 1'nctores suos primos re-
solutus, designetnrque per p, quot inter hos
reperiantur quorum non-residuum sit Q. Si
v^ro aliquis numerus primus, cuius non -resi-
duum eat Q, pluries inter factores ipsius P oc-
currit, pluries etiam numerandus erit. Simili-
*er sit q multitudo factorum primomm ipsius
Я« quorum non- residuum est P. Turn nume-
rt t> q certam relationem mutuam habebunt ab

l 4
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Jndole numeromm P, Q pendentem. Scilicet
si alter numerorum p, q est par vel impar,
numerorum P, Q forma docebit, vtrum alter
par sit vel impar. Haec relatio in sequenti
tabula exhibetur.

Erimt p, q simul pnres vel simul irapareSj
«juando numeri P, Q habent formas:

ï. ч- A, + A'
2. 4 A, - Л'

• 3. -Í- ̂ , + 5
4. -^ A, ~ В

О* -fc~' л j *"" л

6. _ + ^» — -S'

Contra numerorum p, # alter erit par, al-
ter impar, quando numeri P, Q habent formas:

7. —- A, + S
8. — Л, — В

g. + Л, + Л'
ю. — Б, — В'.

Ex. Sint numeri propositi — 55 et +
1197, qui ad casum quartum erunt referendi.
Est autem 1197 nori-residuum vnius factoris
primi ipsius 55, scilicet numeri 5, — 55 au-
tem non residuum tri um factorum primoruna
ipsius 1197, scilicet numerorum 3, 5, ig.

Si P et Q numéros primos désignant, pro-
positiones hae abeunt in cas quas art. i5i tra-
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diclînius. Hic scilicet p et gr maiores quam r
fieri nequeuat, quare quando p ponitur esse
par necessário erit = o i. e, Q erit residuum
ipsius /", quando vero p est ímpar, Q ipsius P
non residuum erit. Et vice versa, lia seriptis
c, b loco ipsorum A, B, ex 8 sequitur, si a
fuerit residuum vel non residuum ipsins b, fo-
re — b non-residuum vel residuum ipsius a,
quod cum 3 et 4 art. i3i conuenit.

\
Generaliter vero patet, Q residuum ipsiiis

-P esse non posse nisi fuerit p = о; si igitur
p impar, Q certo ipsius P non-residuum erit,

Hinc etiam propp. art. praec. sine diffi-
cultate deriuari possunt.

Ceterum mox patebit, hanc repraesenta-
tionem eeneralem plus esse quam speculatio-
nem stprilem, quum theorematis fundamenta-
is demonstratio completa absque ea vix per-:

possit.

134. Aggrediamur nunc deductionem ha«
propositionum.

I. Concipiatur, vt ante, P in factores snos
os resolutas, signis neglectis, insuperque

etiam Q in factores quomodocunque rosolua-
t^r, ita tarnen vt signi ipsius Q ratio habeatur.
^ombinentur illi singuh cum singulis his. Turn
81 * désignât multitudinem omnium combinado^

цш, in quibus factor ipsius Q est non-residuum
ipsius P, p et s vel simul pares vel

I 5



símul impares erunt. Sint enim factores pri-
mi ipsius P, hi /, /' /" etc. et inter factores in
quibus Q est resolutas, sint m qui ipsius f t.u\t
pon-residua, m' non-residua ipsius /', m" non-
residua ipsius /" etc Turn facile quisquis per-
spiciet, iore s = m 4- m' -{ m" -f etc., p au-
tem exprimerè quot numeri inter ipsos m ' m'
m" etc. suit impares, Vnde sponte patet, s fo-
re parem, quando p sit par, imparem quando
p sit impar.

II. Haec genera7iter valent, quomodocim-
que Q in factores sit resolurus. D^cendsmus
ad Casus particulares. Contemplemur primo
casus, vbi alter numerorum, P, est posiduus,
а'тег vero, Q, vel formae +yíve l fo imae - B.
Besoluantur P, Q in factores suos primos, at-
tribuarur singulisfactoribus ipsius P sigimm po-
sitium, singulis autern factoribus ipsius Q si-
gnum positinum vel negatiuum, prout sunt for-
mae a vel b; tunc autem manifesto Q fiet vel
formae + A vel — B v ti requiritur. Combi-
nentur factores singuli ipsius P cam jsingulis
factoribus ipsius Q, designetque vt ante s mul-
titudinem combinatíonum in quibus factor
ipsius Q est non residuum factoris ipsius P, si-
militerque í multitudinem combinationum in
quibus factor ipsius P est non-residuum facto-
ris ipsíus Q. At ex theoremate fundamental!
sequitur illas combinationes indenticas fore cum
his adeoque s = í. Tandem ex us qnae modo
demonstrauimus sequitur esse p == s Cmod. 2);
Ч ^ í (.mod. a), vnde fit p = q (mod. a).



Habentur itaque propp, ï, 374et6art. i33.

Propositiones reliquae per metliodum si-
directe erui possunt, sed vna considera-

î noua indigent; facilius autem ex praece-
dentibus eequroti modo deriuantur.

III. Dénotent rursus P, (^, numerus qnos-
cunque impares inter se primos, p, q mu ritu-
diiK'm factorum primorum ipsorum P, Q, quo-
rum non-residua Q, P respectiue. Tandem
sit p' multitudo factoriim primorum ipaius
PI quorum non - residuum est — Q ( quan-
do Q per se est negariuus, manifesto — Q nu-
^firum positiuum indicabit). Iam omnes facto-
fes primi ipsius P in quatuor classes distri-
buam ur.

1) in factores formae д, quorum residuum
est Q.

2) factores formae &, quorum residuum Q.
Horum multitudo sit K.

3) factores formae a, quorum non-residuum
est Q. Horum multitudo sit 4-.

4 ) factores formae &, quorum non-resi-
«uum Q. Quorum multitudo = «. , "

Turn facile perspicitur fore p = ^ + <»,

Iam quando P est formae -±.A, erit w
8(ieoque etiam к •— » numerus par : quare fiet
P' =p ^.^ — ы^р (mod. 2); quando vero
•P est formae th .#, per simile ratiocinium in-
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«enîtur, numéros p, p' sec, mod. 2 incongrues
fore.

IV, Applícemus Ъяес ad casus singulos.
Sir primo turn P, turn Q formae -fa4, erituue ex
prop. ï. p = q (mod. z); at erifp' =s p (mod.
2); quare etiam p' ^ q (mod. a). Quod con-
ne«ií cum prop. 2. — Simili modo si /* est
formae + Д Q formae — r- A, erit p ~ g (,m°d.
a) ex prop. ,2 (pam modo dflmonstrauimue;
bine, ob p' ен p, erit f?' 2s fl. Est itaque etiam
prop. 5 demonstrata.

Eodem modo prop. 7 ex 3; prop. 8 vel
ex 4 vel ex 7; prop, g ex 6; ex eademque
prop, jo deriuantur.

• ï SS. Per arr. praec. propositiones art.
1 33 non quidem sunt demonstratae, sed tarnen
earum veritas a veritate theoremntis funda men-1

talis quam aliquantisper supposuimus ppndere
ostensa est. At ex ipsa deductionis meiliodo
inanifestum est, il'as \alere pro numeris P, Q,
si modo theorems fundamentale pro omnibus
factoribus primis horum numerorum inter se
comparatis locum habeaf, etiamsi geiieraJîrer
verum non sit. Nunc igitur ipsius theorematisfun-
damentalis demonstrationem aggredianmr. Cui
praemittimus sequentem explicationem^

Thforema fundamentale vsque ad numerum ali-
quem M verum ess* dicemus, si valet pro duobus numeris
primis quibuscunque, quorum neuter if sum M superai.



Simili modo inlelligi débet, si theorema-
ta artt. ôi, i32, i53 vsque ad aliqnem ter-
minam vera esse dicemus. Facile vero per-
spicitur, si de veritate iheorematis fundamen-
Wis vsque ad aliqnem terminum constet, has
propositiones vsque ^d eundum termmum lo-
cum esse habitaras.

i36. Theorema fundamentale pró nume-,
fis païuis verum esse per induciionem facile
confirmari, atque sic limes determinar! polest
>sqi\e ad quem cerlo loco teneat. Hanc in-
ductionem instituíam esse postulamus: prorsus
^utern indifferens est quonsque earn persequn-
ti simus; suificeret adeo, si tanturnmodo vsque
ed numerum 5 eani coiifîrmauissemus, hoc au»
^em per vnicam obseruationem absoluitur, quod
est

Iam si theorema fundamentale gensrali-
ter verum noa est, dabitur limes aliquis, T,
ysque ad quern val^bit, ita tarnen vt vsque ad
ttunierum proxime maiorem, Г Ч- ï, nou am-
P'ius valeat. Hoc aurem idpm est ac si dica-
^us, dari duos numéros primos quorum maior
Slt T -f- i, et qui inter se comparât! tlieore-
Г131! fundamentali répugnent, binos «utem a-
fl°s numéros primos quoscunque, si modo am-
"° ipso T + ï sint minores, huic iheoremau
esse consentâneos. Vnde sequitur, pr^positio-
^es artt. i 5 i , (За, j55 v.^que ad T etiam
°cum habituras. Hanc vero suppositional
°»sistere non posse nunc Obtendein;i>\ Ei'uat

secundum formas diuersas, quas turn



— 1 4a —

T + r, turn numenis primus ipso T -f i mi-
nor; quem cum T + i comparatum theore-
inati repugnare supposuimus, habere possunt,
casus sequentes 'distinguendi. Numeram istum
primum per p designamus.

Quando turn T + i turn p sunt formae
4?г -f i, theorema fundamentale duobus mo-

.dis falsum esse posset, scilicet si sirtiul esset,
'vel -± v R ( T 4- i ) et r+rC 7 + i )Лтр, vel simul

•=± p N ( T ; -f- i ) et ±r ( T -f i ) Ãp.

Quando turn T + i tum p sunt formae
4»г -f- 3, theor. fund. ialsum\ erit, si simul fue-
rit vel + pR (T + O, et - (Г + i) Np (siue
cjtiod eodem redit — pN (T 4- i) et-f-(Í4-i)
Др.) ; »í/ + PN (Г + i ) et - ( T + i)/?P

( siue — pA ( Г 4- i ) e t - t - ( T - f i )

Quando Г + i est formae 4« 4- i, p ve-
ro formae 4« -f- 3, theor. fund, falsum erit, si
fuerit vel =± pR (T -\- i ) et -f ( T -f- i ) JVp
(siue - ( Г -f i )Ap); ri/ ±r рЛ^ ( Г Ч- i) et
— ( T 4- i ) iVp (siue + ( Г -f i )

Quando T -f i est formae 4« H- 3, p ve-
ro formae 4» -f i, theor. fund, falsum erit,
si fuerit w/ -f- pA (Г + i ), (siue - jpJV( Г-f- 1 ) )
et rh (Г-j- i) Np, vel + p A T ( T 4- iXsiue— pR

i ) ;, et d= ( T -f- i ) Ap.

Si demonstrari poterit, nullum horum oc-
to casuum locum habere posse, simul certum
erit, lheorematis.fundamentalis veritatem nul-
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lis límítíbus circumscriptam esse. Hoc itacrue
иецогшт mine a^gredimur: at quoniam alii
horam casuum ab aliis sunt dependentes, eun-
dimi ordinem, quo eos hie enumerauimus ser-
Hare non Jicebit.

1 07. Casus primus. Quando T ~{- ï est fir*
Мае 4я -t- i, (= я), atque p e-iusdem formae; in-
super vero -t_ pRa, non potest 'ase tb, aNp*. Hie
Casus supra fuit primus.

Sit + p ^= ел (mod. a), atque e par ,
(quod semper obiineri potest). Jam duo ca-
6us sum distinguendi.

I. Quando íperpnonestdiuiiibilis. Ponalur
«a — p + a/, eritque/positiuLis, formae 4« +3
(sine formae B), <J a, et per p non diuisibilis.
JPorro erit ег ^ p (mod. /), ï. e. ^A/adeoque
ex prop, r i art. i3íí ^±r fRp (quia enim p, f
"N a, pro his propositicnes istae viilebunt). At
est etiam af Rp, qviare fiet quoque т±- я Д^.

II. quando e per p est diuisibilis, ponatur
* === SP, atque e3 ^ p -\- apk, si'.ie ^g2 •= i -|-
ah' Turn erit h formae 4« + 3 ( Б ), atque ad
P et g2 primtis. Porro erit pg* ÄA , ndeoque
«iam p Â/?, hin c (prop, ц art. 102), :rb Ã A>.
A* est etiam — ah Rp, quia — ah ~ i (mod.
P)> quare fiet etiam ч^. аКр.

J 38. C^?ÍMÍ secundas. Quando T ~i- i est
я + 3 , aí?a/
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rh p R ( T -4- ï), non potest esse -4- ( T + ï ) ДГр,
sitie - ( Г 4- i ) /?£. Hic casus supra fuit
quintus.

Sit vt supra ez = p -f /д âtque e par et
<; e.

L Quando г per p non est diuisibilis, erit
etiam / per p non diuisibilis. Praeterea aurem
eric / positiuus, formae 4« + i (siue yí), at-
que <| a; -f- PR/, ad^oque (prop, ю art. j3a)
4- /A^. Sed est etiam -f- faRp, quare fiet -f-
«A, siue —

II. Quando e per p est diuisibilis, sit
í = pg, atque / = ph. Erit. itaque g^p = r
-f- ha. Turn /г erit positiuus, formae 4» -í- 5
(/?), et ad p et g* primus. Porro + g2 p Rb,
adeoque -f- pRh; hiuc fit (prop, i5 art 02) —
hRp. At eit — /гя Л>, vnde fit + aRp atque —
aNp.

i3g. Cdíííí tertlus. Quando Г -f- ï est for-
mât 4» + i» (= я)} F eiusdem formae, atque -4—
^Л^я: >2oîz f?oí£íí «je ±: aNp. (Supra casus se-
cundus).

Capiatur aliquis numerus primus ipso a
minor, cuius non- residuum sit 4- a, quales da-
ri supra demonstrauimus (art. ia5, 129). Sfid
hicduoscasusseorsim considerareoportet, prout
hie numerus primus fuerit formae 4« -f- i vel
l\n 4- 5 ; non enim demonstratum fuit, dari ta-
les números primos vtriitsque formae.

I. Sit iste numerus primus formae 4« -f- *
et = a'. Turn erit ±^ a' Net (art. 107) adeoque



* a'pRa. Sh igitur e* ~ a'p (mod. a) atque
' Par> <î a' Tune iterum quatuor casus erunt
Distingue ndi.

i) Quando e neque per p neque per л'
est di nisi bills. Ponätur e* = a'p ̂ ± aft signis ita
acceptis vt / fiat positiuus. Turn erit / < a, ad
"' et p primus atque pro signo superiori for-
*ttae 4« -f- 3, pro inî'eriori formae 4« + ï.
^esignemus breuitatis gratia per [x, y~\ multi-
tu(linem factorum primorum uumeri y quorum

. residuum est x. Turn erit a'pA/adeoque
/] = o. Hinc erit [/,a'j£>] numerus par,

i^ 3? art< iSS.), i. e, aut = о aut = 2,
erit / aut residuum vtriusque numero-

я', p, aut neutrius. Illud autem est im-
P°ssibile, quum =t af sit residuum ipsius я',
atque ±: aNa' (hypO» vnde fit dr fNa1. Hino
'débet esse vtriusque numerorum a\p non-re-
S|duurn. At propter rh af Rp erit .-i aNp.
% E. D.

j. a) Quando e per p, neque vero per л' est
. ubibilis,. sit f = #я» atque ga^ = a' ±- ah,

^ê^o ita determinate, vt и fiat positiuus. Turn
e.rit'* < я, ad я', ^, fít p primus, atque pro

superiori formae 4» H- 3, pro inferiori
formae 4« -f i. Ex aequatione g лр = я'
si per /p, et a' multiplicatur, nullo negotio
i potest, pa'AA ( - ) ; *akpSa'.... ( Ç)

(v). Ex («) sequitur [pe'.A] = o,
.aeoque (prop, ï, 3, art. i53) [h, pa'} par,

%e> erit A non-residuum vel vtriusque p, n1, vel
К



ïifiufrius. Priori incasu ex(£) sequitur, .
et quum per hyp. sit j± aNa', erit ±_ pRa',
Hiuc per theor. i'undam. quod pro numeris p',
д' ipso Т -f- ï minoribus valer, ±1 a'Rp. Hinc
et ex eo quod hNp, fit per (y) -j. дД/р Q. £. у?,
Poiteriori cas» ex (?) sequitur j±. ар Ra', hinC
^±. рЛгд', ±: a'Np Iiincque tandem et ex hRp
fit ex (y) ^t aNp q. E. D.

3) Quando e per a' non atitem per p est
tliuisibilis. Pro hoc casu demonstratio tantuitt
non eodem modo procedit vt in ргэес., ne-
niinemque qui hanc penetrauitpoterit niorari.

4) Quando e turn per a' turn per p est
diuisibilis adeoque etiam per procluctum a'f
(números a',p enim inatqualesjesse supponimus»
quia- alias id quod demonstrare operam damus,
e->se aNa' iam in hypothesi aNp contentum
foret \ sit e = ga'patque gaa'p •= i±rdA. Tiim
erit A < a, ad a' et p primus atque pro signf
superiori t'ormae чгг -f 5, pro inferiori forma©
4« -f i. Fftci e vero perspicitur, ex ista aequa*
tione deduci posse haec a'pRh, ^t ahpRa', £~
aa'hRp; quae cum us quae in (a) inuenimuS
eouueniunt. In reliquis autem demonstrativ
est eadom.

II. Quando iste numerus primus est _
mãe l\n + 3, demonstratio praecedenti tafl1

similis est, vt earn apponere superfluum поЫ5

visum sit. In eorum gratiam qui per se ея^
euoluere gestiunt ( quod maxime commend*1'



»nus), id fantum obseruamus, postquam ad ta-
lem aequationem e* = bp *i af (désignante b
illum numerum primum) peruentum fuerit, ad
perspicuitatem profuturum, si vtrumque si-
gnum seorsim consideretur.

140. Casus qwarttts, Quando T + i est
format 4« *•{- I. (= я), p formas ля -f â, oígwe
•ih pAfa, «o« poterit esse 4- ajfy, ляг — яЛ7^, (Ca-.
eus sextus supra).

Etiam huius casus demonstrationem quum
prorsus similis sit demonstration! Casus tertii
breuitatis gratia omittimus.

141» Cas«« quintus. Quando T -4- I ett for»
п + 3, (= * j, p eiusdem formaty af^ae + j»J?&

(f j«f— pNb), nequit esse -f- éjffp, ««í — b Np,
( Casus tertius supra ).

Sit p = í* (mod. b), aíque e par et < fr.

I, Quando г per p non est diuisibilis. Po-
ea = p + í/, eritcjue / positiuus, formão

S- 3, < 6 atque ad p primus. Porro erit
adeoque per prop. i3. art i3a, — /Aj/.
et ex + b/Rp fit — bRp adeoc^ue f ЬNp

E, D.

П. Quando # per p est díuisibilis, sit *
atque ggp = * + bb. Turn erit h for-
n ^_ j atque ad p primus, p -^ g*p*

'»»od. A), adeoque «Aft; hinc fit -f kRp (рюр.
K. a
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xo art. iSa), vnde et ex — bhRp eequitur —
bRp, siue -4- bNp. q. E. D.

142. Casus stxtus. Quando T -f- ï est for'
mat 4« + 3> (= b\ p format 44 + ï, ntqut pRb,
non poterit esse -±_ bNp. Supra cas us Septimus.

Demontrationem praecedenti omnino si-
milem, omittimus.

1 43. Casus septimus. Quando T -f- 1 est o^
mãe 4» + g, ( = b ), p eiusdem fornbae atqut 4-
pNb siue — p Rb, non poterit esse + bNp siue — bRp.
(Casus quartas supra)

Sit — p = e* (mod. ô), atque e par et
<*•

L Quando * per v non diuisibi4s. Sit —
p t= «* — 6/ eritque / positiuus, formae 4«+ r.
ad p primus ipsoque b minor (etenim e cer-
to non maior quam b — i, p <^ b — i. qua-
rpentír/=e* t- p < è* — ô. i. e. /< è — i>
Porro erit pRft hinc (prop. io art.
•+• f/tp, vnde et ex 4- bfRp /it -f- í>Xp,
— bNp.

II. Quando * per1 p est diuisibilis, sit ^
= pg, atque gV = — » 4* 6A« Turn erit A
positiuus, formae 4« 4- 3, ad p primus et < &•
Porro erit vRh, vnde fit (prop. 14 art i3s)
4- ÄÄp. Hinc et ex bRp equitur -f- bRp siu«
— bNp. Q. E. D.



i 44' Casus act att us. Quando Г-}- ï est formas
4« -f 3, (=#)i p /опяяг 4« + ï, aígw -f- ^ДГо
ашг — pRb, noKpoterit esse ^j: bRp. Casus vlti-
ïnus supra.

Demonstratio pennd.e procedit vi in casu
praecedente»

145. In demonstrat. praei. semper pro e
Valorem parem accepimus (art. 167. i44^; ob-
seruare conuenit, etiam valorem imparem ad-
biberi potuisse, sed tum plures adhuc distiri*
ctiones introduoendae' fuissent. Qui his dis-
quisitionibus delectantur, hand inutile facienu,
ei vires suas in euolutione horum casuum
exercitent» Praetsr^a theoremata ad residua
-f- 2 et — y. pertinentia tuno suuponî f'ebuis-
eent; quum vero nos':??, dsmonstratio absqua

.bis theoreriatibus sit perfects, «cuam bine met-
bodum nanciscimnr3 £Ha demonstrandi. Quaa
minime est contemnenda, quum methodi, qui-
bus supra pró demonsíraíione îheoremaiis, rta
esse residuum cumsids nuraeri primi formas
S» -f- i| "vsi sumus, minus directae videri pos-
sint. Reliquos casus (qui ad numéros primos
formarum 8« + 3, 8в + 5, 8« -f 7 spectont)
Per methodus supra iraditas demonstrates, il-
ludque theorema tantummodo per inductio-

iriuentum esse supponemus; hanc autem
nem per sequentes reflexiones ad cer-.
gradum euehemus.

Si dr. a omnium numerorum primorum
formae 8» 4^ ï residuum non esset, ponatur

К З



minimus primus huius formae, cuius non-re-
siduum ±± 2, = a, ita vt pro omnibus primis
ipso a minoribus theorema valeat. Turn acci-
piatur numerus aliquis primus < §я, cuius non-
residuum a (qualem dari ex art. 129 facile de-
ducitur). Sit hie = p eritque per theor. fund.
fNa. HinC iit r± spRa. -• Sit itaque e1 = ?.p
(mod. a) ita vt e sit impar atque < a. Turn,
duo casus erunt distinguendi.

L Quando e per p non est diuisibílis.
Sit e* = 2.p -f aq eritque q posiúuus, formae
Sn -J- 7 vel formae Ô« ~{- 3, (prout p est for-
mae 4» + i vel 4n + 5), <j я, atque per p
non diuisibilis. Iam omnes factores pri-
jni ipsius q in quatuor classes distribuantur,
sint scilicet e formão Sn + i, / formae 8гг -{- 5,
g formae Sn -f- 5, h formae 8я 4- 7; productum
e factoribus primae classis sit E, producta e
factoribus secundae, tertiae, quartae classis
respectiue, F, G, Я*). His ita factis, conside-
reimus primo casum vbi p est formae i±n •+• r,
siue q formae 8» + 7. Turn facile perspicitur
fore a RE, 2 RH, vnde p RE, p RH, hincque tan-
dem EKp, HRp. Porro erit 2 non-residuum
cuiusuis factoris formae 8я + 3 aut Sn + 5,
adeoque etiam^; hinc quiuis talis factor non-
residuum ipsius p; vnde facile eoi-cluditur FG
fore ipsius p residuum, si / -f- g fuerit par,
n on-residuum, si /-f" ë fuerit impar. A.tf-j-g
impar esse non potest; facile enim perspiciemr
omnes casus enumerando, EFGH siue q fieri

•J Si ex aliqua ciaste uulli factotei adeisent, laço ptoducti ex bis (
tcribere oporterec.
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vel formae 8» -f- 3 vel g« +' 5, si fuerit/-f-g
irnpar, quidquicl sint singuli e, /, g, h, contra
hyp. Erit igitur FGRp, EFGHRp, siue qRp,
hiiicque tandem, proprer- aqRv, aRp contra hyp.
Sfcutido qnando p est Гоппае 4« -j- 5, simili
ttiodo Oiitendi potest, fore p RE. adeoque ERp t

•— pRF ndpoque FRv, tandem g +• h parera
hincque GHRp, vnde tandem sequitur qRf-t

aRp contre, /(wp.

IL Quando e per p diuJsibilis, demonstra-
tio simili modo adornnri, et a peritis f ([i'ibus
so is hic articulas est soriptus) baud difficiilter
«Hiolui poterii. Nos breuitatis gratir. earn, о-
iniuimus,

1 46- Per theorema fundamentale at-
f|ue propositiones ad residua — ï et -ь я per-
tinentes semper determinari potest vtrum nu-
îfterus qnicimque datus numeri primi dali re-
siduum sit an non residuum. At baud inutile
^"it, reliqua ctiani quae supra tradidimus hie
i[erum iu conspectum producers, vt or.rnia
coniuncta habeantur quae sunt necessária ad

PRO«'. E^iATiS: Proposiíis duobia numerís qtti~
P, Q, inuerãre, vtrum alter Q, altcritis P

fMiduu;ii sit an non-residi.it m.

Sol. I. Sit P = алЬ"су etc. designantibus
a» Ь, с etc. numéros primos inaequales positi-
Ue acceptes ( nam p manifesto absolute est
suniendus). Breuiîaùs gratia in hoc art. rcla-
ijo«if». duorum numerortmi x* y simpliciter di-

K 4



cemus earn quatenus prior x posterioris y re-
eiduum est vel non -residuum. Pendet igi-
tur relatio ipsorum Q, P a relationibus ipsorum
Q, я* Q, b* etc. ( art. ï o5 ).

IÏ. Vt relatio ipsorum Q, a* ( de reliquis
enim Q, bj etc- idem valet) irmotescat, duo ca-
sus distinguendi.

i. Quando Q per a est diuisibilis. Pona-
tur Q — QV , ita vt Qf per a non sit diuisi-
bilis. Tune si « = * vel e *> *, erit qRa" ;
si vero e <^ * atque impar, erit QNa* : tandem
si e <^ « atque par, habebit Q ad л* eandem
re]ationem quam habet Q' ad a*—». Reductus
est itaque hic casus ad

a. Quando Q per я non est diuisibilis»
Hic denuo duos casus distiuguimus,

Quando a = a. Tune semper erit
quando « = д ; quando vero « = 2,

requiiitur, vt sit Q formae 4« + i ; denique
quando « =: 3 vel > 3. Q débet esse formae

-f- i, Quae condítio ei locum habet, erit

(5) Quando » est alius'numerus primus.
Tune Q ad a" eandetn relaùonem. habebit quam
habet ad a, (V. art. ioi).

III, Relatio numeri cuiuscunque Q ad nu*
merura primum a (imparem) ita inuestigatur.



Quando Q > я, substituatur loco ipsius Q ipsius
residuum minimum positiuum secundam mo-
dulum a*). Hoc ad a eandem relationem habe-
bit quam habet Q.

Porro resoluatur Q, siue numerus -ipsius
loco assumtus, in factores suos primos p, p',
f" etc., quibus adiungendus factor — j, quan-
do Q est negatiuus. Turn constat relationem
ipsius Q ad a pendere a relationibus singulo-
rum p, p', f" etc. ad я. Scilicet si inter illos
factores sunt zm non-residua ipsius a erit QA'tf,
si Vero 2» + ï, erit Q /Va. Facile autem per-
spicitur, si inter factores p, p', p" etc., bini
aut quaterni aut seni aut generaJiter zk aeqqa-
les occurrant hos tuto eiici posse.

IV. Si inter factores p, p', p" reperiuntur
« — i et 2, horum relatio ad a ex artt. 108,
i ia, 1 13, n4 inueniri potest, Reliquorum
autem relatio ad a pendet a relatione ipsius
я ad ipsos (theor. fund , atque propp. art. i3i)«
Sit p vn us ex ipsis, inuenieturque, (tractando
Numerus л, p eodem modo vt antea Q et a il-
lis reSpectiue maiores) •relationem ipsius a ad
f aut per artt. 108 — 114 determinari posse Csi
scilicet residuum minimum ipsius a ( mod. p )
^ullos factores primos impares habeat), aut in-
fiuper a relatione ipsius p ad números quos-
dam primos ipso p minores pendere. Idem
valet de reliquis factoribus />', f>" etc« Facile

*) ЯчШнт in »igniHc. «ré. 4. — Plerumque priest»!: rejiduuni
«taoíftit mioimum acciper»,
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iam perspieitur per continuationem huius ope-
rationes tandem ad numéros peruentimi iri

, quorum relationes per propp. artt. юУ — it 4-
determinari possint. Per exemplum liaec cla-
riora fient.

Ex. Quaeritur relatîo numeri ~{- 4>r>3 ad
1236, Est 1236 =4. 3. ю5; -t- 4г>3й4 per II.
2 (A) ; -f- 453 A3 per IL ï. Superest ipi iur
Yt relatio ipsius 4- 455 ad io3 expioretnr. Ea-
dem autem erit quam habet -f 4i ( ~^-~- 4'>5,
mod. юЗ) ad io3; eadem ipsius -Ь юЗ ad 41
( í/jíor. fund. ) , sine ipsius — 20 ad 41- At
est — 2OÄ 4i; namque — « 20 = - т.. "2.
2. 5; - ï Ä 4 i > Cart. io8); atque -f- SÄ 41
ideo quod 4t = ï adeoque ipsius 5 rflsidtmm
est Ciheor. fun-1. ). Hinc sequitur -f- 455 К юЗ,
hincque tandem -f- 453 R ia36. Est autem
reuera 455 =~ 297* (naod.

147. Propósito numero quocunque A,
formulae certae exhiberi possunt, sub quibns
omues numeri ad A primi quorum residuum
est A continentur, siue omnes qui esse possunt
diuisores numerorum formae xx — A (dési-
gnante xx quadratum indeterminarum ) *).
Sed breuitatis gratia ad eos tantum diuisores
respiciem\is. qui sunt impares atque ad A pri-
mi, quum ad hos casus reliqui facile reduci
possint.

) Hniusiuodi nuhieros «impliciter dhiisoru ipsius xx •— Л
tnds jponte patec quid siut non divisons.



Sit primo A aüt numerus primus positiuus
formae ди + ï, aut negatiuus formae ^n^i .
Turn secundum theorema fundamentale o-
in n es nnmeri primi, qui, positiue sumti, sunt
residua ipsius A, erunt diuisores ipsius xx —
A: omnes autem numeri primi (excepto nu-
mero 2 qui semper est diuisor) qui ipsius A
sunt non residua erunt non diuisores ipsius xx
—- A Sint omnia residua ipsius A ipso j# mi-
nora (exclusa cifra), r, r' r" etc. omnia non-
residua vero и, и' я" etc. Turn quitus 'nume-
rus primus, in aliqua formarum Ak 4- r, Ak+r't

Ak -f- »•'' etc. contentus, erit diuisor ipsius xx'
— /?, quiuis autem pnmus in aliqun, forma-
rtim Ak + n, Ak + я' etc, contentus non-di-
uisor erit, désignante k numerum integrum in-
dpterminatum. Illas formas dicimus formas di-
uisoruw ipsius xx — A, has vero formas non-áiui-
sorum. Vtrorurnque multitudo erit \'^A — ï).
Porro si ß est numerus compositus impar at.
que AR 8, omnes factores primi ipsius B in
aliqua formarum primorum continentur adeo-
que etiam B. Quare quims numerus impar in
forma non diuisorum contentus, erit non-diui-
sor formae xx — A. Sed hoc theorema con-
uertere non licet; nam si Б est non-diuisor
compositus impar formae xx — A, inter fa-
ctores primos ipsius В aliqui non diuisores е-
runt, quorum multitudo si est par, B nihilo-
toinus in aliqua forma diuisorum roperietur,
V. art. 99.

JEar» Hoc modo pro A == — i r Гогщае
diuisorum ipsius xx -f- 11 inueniuntur hae;



it k 4- i> 3, 4i 5, 9, formae non diuisorum au-
tem eruht nk +2, 6, 7, 8, 10. Erit itaque
— it non-residuum omnium numerorum im-
parium, qui in aliqua posteriorum formarum
continentur, residuum autem omnium primo-
rum ad aliquam priorum pertinentium.

Similes formae dantur pro diuisoribus at-
que non-diuisoribus ipsius xx — A, quem-
cunque numerum designet A. Sed facile per-
spicitur, cos ipsius A valores tantummodo con-
siderari oportere, qui per nullum quadratumsint
diuisibiles; patet enim si fuerit A = a*/?',
omnes diuisores *) ipsius xx — A etiam fore
diuisores ipsius xx — A', similiterque non-di-
uisores. — Distin'guemus autem très casus,
i) quando A est formae Ч- С4» f- i) vel —
( 4и — ï). 2) quando A est formae — ("4« 4 0
vel 4- (4« •— ï ). 33 quando A est par siue
formae rh( 4« + 2 )

148. Casus primus, quando A est formae
4Х4я+ i)vel — (4n — ï)« Resoluatur A in fa-
ctores suos primos, tribuatiirque us qui sunt
formae 4" + ï signum positiuum, iis vero qui..
sunt formae 4» — ï signum negatiuum (vnde
fiet productum ex ipsis = A)- Sint hi facto-
res я, by c, d etc. Distribuantur omnes nume-
ri ipso A minores et ad A primi in duas clas-
ses, et quidem in primam ciassem omnes nu-

*) Nempe sfl\ sint primi ad A.
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môrî qui sunt nullius ex numeris л, b, c, d etc.
non-residua, aut duorum, aut quatuor aut ge-
,ïiprauter multitudinis paris ; in secundam vero ii,
qui sunt non residua vnius ex numeris a, b, cetc.
aut trium etc. aut generaliter muititudinis imparis.
Designentur priores per r, r1 r", etc. posteriores
per «, я', n" etc. Turn formae Ak -f- r, Ak -f- r'
Ak + r" etc. erunt formae diuisorum ipsius
xx — A, formae vero Ak — w, Ak — n' etc.
erunt formae non-diuisorum ipsius xx — A
^ i. e. numeras quicuttque primus, praeter 2, erit diui-
sor aut non diuisor ipsius xx — A prout in itiiqua
formaram priorum aut posteriorutn continetur ).
Si eriim f est numerus primus positiuus
atque alicuius ex numeris a, b, c etc. resi-
duum vel non-residuum, hic ipse numerus ipsi-
m p residuum vel non-residuum erit (theor.
fund.). Quare si inter numéros a, b, c- etc.
fiunt m, quorum non-residuum est p, totidem
erunt non-residua ipsius p, adeoque si p in ali-
qua formarum priorum continetur, erit m par
et AKp, si vero in aiiqua posteriorum, erit m
impar atque ANp.

Ex. Sit A = -f- 105, = — 3 x - f - 5 x.
•^- 7. Turn numeri r, r', r"t etc. erunt hi :
ï, 4, if>, 46, 64, 79, (qui sunt non resi-
dua nullius numerorum 3, 5, 7); 2, 8, аЗ, Зг,
53, ya (qui sunt non-residua niimerorum 3, 5,;
at>, 41, 5g, 8g, i O i > 104 (qui sunt non resi-
dua numerorum 3, 7); i3, oa, 73, 82, 97,
io3 (qui eunt non residua numerorum 6,7) —,
Numeri autem я, ж', и" etc. erunt hi : 11, 29,
44, 71, 74, 86; 22, 37, 43, 58, 67, 88;
19, 3i, 34, 61, 76, 94; 17, 38, 47, 62, 68,
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83. Senî primi sunt non-residua îpsîus 3, se-
ni posteriores non-residua ipsins ^, turn se-
quuritur non residua ipsius 7, tandem il qui
sunt non-residua omnium Irium simul.

Facile ex combinationum theoria atque
artt. За, g6 deducitur, numerorum r, r'> r" etc.

luulîitudinem fore == í C i + -—^—L «,
1.2 ~

/ . /—!. /— 2. / —3 .. .....), numerorum я, я',
1.2. 5. 4

«" etc. multitudinem = í ( /+ J '., ,2.{-
I. 2. 3

/./ — i. ... f — 4 t> 0) ты / désignât mui-
i. 2. ... 5
titudinemnumerorum я, &, cetc. ; í =*= з—'''я—i)
(^ — i) (í — i ) etc., et vtraqne series conti-
nuanda dônec abrumpatur. (Dabuntor scilicet
í numeri, qui sunt residua omnium я, b, í etc.

..'. '. % qui sunt non-residua duorum etc.
J. 2.

sed demonstrationem hanc fusius explicare
breuitas non permittit). Vtriusque autem se-
riei summa ,*) est = 21—1. Scilicet posterior

т l r ï ч ï f — I-/ — 2prodit ex hac i + ( í - i) +
I. 2

efc. iungendo terminum secundum et tertium,
quârtum et quintum etc. posterior vero ex
oadem ungendo terminum primum atque se-
cundum, tertium et quartum etc. Dabuntur

•) Neglecta f*ctote t-



ïtaque tôt formae diuisorum ipsiiis xx — A,
quot dantur formae non - diuisorum, scilicet
i l a — ï) (b - ï) (.c — • ï) etc.

i4g. Casum secundam et ttrtinm hic simul
contemp^ri possumus. Poterit scilicet A sem-
per hic poni = ( — ï) Q, aut = <~\--2.} Q
aut = (— я) Q, désignante Q numerorum
formae 4-(4« 4- ï )> aur — (4« i)> quales
in art praec. consideramus. Sit generalitër
.Л = «Q. ita vt sit « aut = — ï, aut = ±; 2*
Turn erit A residuum omnium numerorum,
quorum résidu u m est a ut vterque « et Q, aut neu-
ter; non residuum autem omnium, quorum
non residuum alteruter tantum numerorum », Q.
Hino forma« diuisorum ас non-diuisorum ipsi-
us xx — A facile deriuanmr. Si * = — ï,
distribuantur omnes numeri ipso ^A minores
ad ipsumque primi in duas classes, in priorem

, ii, qui sunt in aliqaa forma diuisorum ipsius
ara; — Q, simulque in forme 4« 4- ï» iique,
qui sunt in aliqua forma non-diuisorum ipsius
xx Q simulque in forma 4» 4- 3; in poste-
riorem reliqui. Smt priores r, r', r" etc., pon

steriores n, «', «" etc., eritque A residuum
Ottmium numerorum primorum in idiqua for-
ïnarum ^Ak 4- r, ^.Âk + r', ^Ak -f- r" etc. con-
tentorum, non residuum autem omnium primo-
*um in aliqua formarum kAk 4- », ^Ak 4- я'
etc. contentorum. — Si « = ±; 2, distribuan-
*^г omnes numeri ipso 8Q minores ad ipsum-
Чцв primi in duas classes, in primam ii, qui
continentur in aliqua forma diuisorum ipsius
**—Q simulque щ aliquaformarum a« 4- i, 8e
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-}- 7 pro signo superiori, vel formarumS« -f r,
Sn + 3 pro inferiori, iique qui contenti sunt
in aliqua forma non diuisorum ipsius xx — Q
simulque in aliqua harum 8n + 5, tin + 5 pro
signo superiori, vel harum 8» + 5, 8« -f- 7
pro inferiori, — in secundam reliqui. Turn
designatis numeris classis prioris per r, r', r"
etc., numerisque elassis posterioris per я, и',»''
etc. rir a Q erit residuum omnium rmmerorum
primorum in aliqua formarum 8QA + r, 8QA
-f r', 8Qfc + r" etc. contentorum, omnium au-
tem primorum in aliqua formarum 8Qk -f- »,
8Ш 4- «', 8Qfc -f- »" etc. non-residuum. Сет
terum facile demonstrari potest, etiam hie to-
tidem formas diuisorum ipsius xx — A datum
iri ac non-diuisoruxn.

Ex. Hoc modo inuenitur ~f- ю esse resi-
duum omnium numerorum primorum in aliqua
formarum 4oft + '» 3» 9> l3> 27» 3 l»_ ^7, 3g,
contentorum, non-residuum vero omnium pri-
morum, qui sub aliqua formarum 4oA + 7, u,
í7, 19, ai, аЗ, 29, 33 continentur.

i5o. Formae hae plures habent propri-
etates satis memorabiles, quarum tarnen vnam
tantummodo apponimus. Si В est numerus
compositus ad-Â primus, inter cuius factores
primos occurrunt aw, qui in aliqua forma non-
diuisorum ipsius xx — A continentur, B in a-
liqua forma diuisorum ipsius xx — A conten-
tus erit; si vero multitude factorum primorum
ipsius B in aliqua forma non diuisorum ipsiue
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ар« — A contenrus erit. Demonstrationen!
<juae non est difficilis omiitimus. Hinc vero
sequitur, noa modo quemuis numerum primum
Sed etiam quemuis composition imparem ad A
primum, qui in aliqua forma non-diuisorum.
conrineatur, non-diuisorem fore; necessário

aliquis factor primus talis numeri débet
non-diuisor.

i5i, Theorema fundamentale, quod sa«
toe inter elegantíssima in hoc génère est refe-
*enrtum, in eadem forma simplici, in qua su-
Pra proposkum est, a nemine hucusque fuit
prolatum. Quod eo magis est mirandum, quum
aliae quaedam propositione3 i!li superstruendaa
S* quibus ad illud facile reueniri potuisset, ill.
•Eulero iam innotuerint. Formas certas dãri,
*n quibus omnes diuisores p.nmi numerorum
formae xx — A contineantur, aliasque in qui-
"4s omnes под - diuisores primi numerorum

dem formae sint comprehensi, ita vt hae
excludant, nouerat, methodumque illas for-
inueniendi eruerat: sed omnes ipsius со-

ad demonstrationem perueniendi semper
îrr«i fuerunt, veritatique illi per inductionem
lQUentae maiorem tantummodo verisimilitudi-
^em conciliauerunt. In aliqua quidem tracta«
10 ne, Nome demonstrationes circa diuisores nume-

*0riim formae xx -f- nyy, quae in Acad. Petrop.
iecitata est 1776 Nou. 20, et post mor-

viri summi in T. í. NOH, Act* huius Ac. p.
í; Sclci esc conseruata, voti se compotem cre-

dl(3isse4> " "
tacite supposuit, formas tales diuisorum

Ul4isse4videtur: sed hic error irrepsit,. scilicet
P- 65. tacite suDDosuit. forma.s tales diuisorum

L
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et nr>n-diuisorum exstnre í:0, vnde non difficile
erat quedes esse d* bean t deriuare: methodus
autem qua vsus e.st a d comprobationem illius

nis baud kíonea videíur ín alio sehe-
, De eritrriis aeqaationis fxx -h g^y^hzz

Vtrumque resolution »m adnnttiitti°cne, O p use. A n a l ,
T. L (vbi /, g, h sant dati, .r, y, x Indetermi-
noti) per inductionem i n u e n i r , si apquatio pro
aliuuo valore i psi us li = s solubiiis sit, eandern
pro quouis alia valore ip*i s spcuncíum mod.
4/*s'' côngruo, öi({uidem sit numerus [iriinus, so-
lubilem fore, ex qua propositione suppositio
de qua diximus baud diLficÜe demonsirari pot-
est. S^d etiam btiius theoreinatis demonstra-
tio omnes ipsius labores elusit **), quod non
est mirandum, qiîia nosrro indicio a theorerna-
te ftindameutali erar proficiscendum. Ceteruni
verifas huius proposirionis ex ii.s qnae in sect.
sequent! docebimus sponte demautibit.

Post Eulerum, ciar. Le Gendre eidem ar-
gumento operam nauauit, in egrégia tract. Re-

*} Nempe dari números r, r'< r" etc. ; я, «', n" etc omnes diuer-
sos et <^ $Л tdles vt omnes rtiuisortrs pri ini ii,sius xx — d sub
a l i q u a f i n n a r u m 4//Й Ц- r, t\Ak -^— r' etc coiir i t ie.uur, omnes*
que non-diuisores prmii sub a i i q u a l i « r u n i $Ak ~+* и, 4лй -^ I*'
etc. (désignante k numcruiti inJet ' rmicatum).

*) Vt ipse fatetur, 1. c. p. 216 » . H u i u s elegantisaimi theoreraatis
monetratio a r fhuc desidt-tat tu, pna tqu- i ib * p i t inbus iam luiiuiu frd**
>tra t-st iuwe-tii;tita. . .. Quoc i r ' a { 'nnr^mum is prars ' i t i ss^ ccnsrO*
dus eric, cui successef i t den jons t ra t jo t i tm h u i u s chi-orein i t i s inncw'*
re," — QiMiito arvore vir nnmor ta l & demonstrationeiii huiiis rb**
orematis u t i o r u m r u f , цчае t:iiitummoilo L>US spéciales theo-r. fan*
dam. sunt. desist- r.-tuerir, vMere licet ex tuu l t i s a ' ; is locis Opusc*
A n a l l Conf. ilOililiiiutHtuin аЛ diss I/Ill-, Т 1. et Mss. Xltl* "*'
11. pluresijue diss. in Cuunuciit. I'etrop., iam passim lnudatae.



u- i63 — '

cherches d'аи at t/se indéterminée, Hist, de Г А с. des
Sc. 178* p- 46s sqq., ^bi peruenit ad th^ore-
iiia, quod si rem ipsam spectas cum th. fund.«
idem est, scilicet designantibus p, q duos nu-
méros primos posiiiuos, lore residua absolute

minima potestatum p^—, ?%— sec. mod. q, p
resp. aut ambo -f li aut а)ЦЬо — r, quando
aut p aut q sit formae 4« + i ; quando vero
turn p turn q sit formae цп -4- 3, a Herum res.
mia fore 4- ï, alterum - i, p 5(6, ex quo
sec, art. ï об. deriuatur, rrlationem (in bigoif. art.
l^GaccPptam) jpsius p ad i j ips iusque qad pean»
dem esse, quando aut p aut q sit iormae 4« -f-
i, oppositaw, quando tùra p turn q sit formae

•4» -f 5. Propos, haec inter própp art. i3i est con-
tenta, sequitur eüam ex i, 3, 9, art i 33 i vicíssim
autem theor fund, ex ipsa deriuari polest. Ciar. Le
Gendre etiamdemonstrationem lentauit, de qua

perquamingeniosa sit in Sect. seq. fusius
. bed quoniam in ea plura sine de-

supposuit (vti ipse fatetur p. Sao.
avons supposé seulement etc. ), quae par-

a neminc hucusque sunt demonstrata, par-
noatro quidem iudicio sine theor. fund,
demonstrari nequeunt : via quam ingressas

^st, ad scopum deducere лоп posse videtur,
ftostraque demonstratio pro prima erit haben-
ua. — Ceterum infra dttas alias demonslrationes
eiusdem grauissimi theorematis trademus, a
Praec. et inter se totó coelo diuersas.

i5a. Hactenus congruentiam puram xx
•^ A (mod. w) tractauimus, ipsiusque résolu-

dignoscere docviimus» Radicum i
Ь а
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inuestigatio per art. io5 ad eum casum^ est
reducta, vbi m est aut primus aut primi pote-
stas, posterior vero per art. 101 ad eum vbi
f» est primus. Pro hoc autem casu ea quae in
art» 61 sqq tradidimus vna cum us quae in
sect. V et VIII docebimus, omnia fere com-
plectuntur quae per mothodos directas erui pos-
sunt. Sed hae vbi sunt applicabiles plerum-
que infinities prolixiores sunt quam indirectae
quas in sect. V L docebimus, adeoque non tarn
piopter vtilitatem suam in praxi quam propter
pulcritudinem memorabiles. — Congmentiae
secundi gradas non purae ad puras facile reduci
possunt. Proposita congruentia axx -f bx
-f- t = о secundum mod. m soluenda, huic
eequiualebit congruentia l^aaxx -f- >abx -f- l^ac
= o ( niod. 4<*»Õ, i. e. quiuis ntmierus akeri
satisfaciens eriam alteri satisfaciet. Haec
vero ita exhiberi potest (zax + bf" ̂  bb — 4яс
(mod. 4я>и), vnde omnes valores ipsius zax-\-e
minores quam l\am si qui dantur inueniri pos-
sunt. Quibus per ï-, r', f" etc. designatis, o-

mqes solutiones congr. prop, deducentur ex
eolutionibus congruentiarum чах = r — é,
ййлг^г'— b etc (mod l\am) etc., quas in sect.
II inuenire docuimus. Ceterum obseruamus,
solntionem' plerumque per varia artificia con-
trahi posse, ex gr. loco congr. prop, aliam
inueniri posse a'xx -f v-b'x + c' = ot illi
aequipoilentem, et in qna a' ipsum m metiatur;
haec vero de quibus Sect, vitima conferri pot-
est, hic explicare breuitas non permittit.
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S K C T I O Q V I N T A

D E

FORMIS AEQVATIONIBVSQVE INDETERMINATIS

SECVNDI GRADVS.

153. In Нас sectione imprimis defunctionibus
duarum indeterminafarum x, y, huiusformae, axx
4- 2.bxy-\- cyy, vbia, b, c suntintegridatitractabi-
*n.us,quas/0raaJ secundi gradus, siue simpliciter/or-
»>as dicemus Huic clisquisitioni superstruetdr
solutio problematis famosi, inuenire omnes so-
'utiones aequationis cuiuscunqne indetermina-
*не secundi gradus duas incognitas implicantis,
siue hae incognitae valores Íntegros siue ratio-
nfjles tantum nancisci debeant. Problema hoc
quidem iam ab ill. La Grange in omni gene-
ralitate est solutum, multaque insuper ad na-
*чгат formaram pertinentia turn ab hoc ip^o
•^^gno geometra, turn ab ill Eulero partim
Ргшшт inuenta, partim, a Fermatio olim in-
^бпга, demonstrationibus munita. Sed nobîs
acriter formarum perquisition! insistentibus tara
ölulta noua se obtulenmt, vt totum argumen-

L 3
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ab integro resumere operae pretium dnxe-

riinus, eo m.igis, quod Viroruni i j lorum in-
uenrá, multis locis sparsa, paucis innotuisse
comparti surniis; porro quod methodus pef
quam baec rractabimiis nohis ad nwximam par-
tem erst própria; tandem quod nostra sine no»
na illonim pxpositione ne inteiligi qnidem pos-
sent Nullum vero dubium nobis esse videtur,
tniin malta eaque egrégia in hoc génère ad-
buc'lateant ia iiiúbus alii vires suas exercera
possint. Ceterom quae ad veritatum insigni-
uiii historiam pertinent, loco suo semper tra-
demus.

Formam axx -f- ъЪху 4- cyy, quando de
indetermin«iíis x; y non agitar, ita designabi-
imis, (a, 6, c ,. H.iec itaque expressio deno-
tabit indefinite summam lvix\m píirtium, pro-
dtic?i numeri dad a in quadratum indetermina-
ta e- cuiuscunque ; producti duplicati numeri b
in hati'c indeterminaram in alia in indetermina«
tarn; producti numeri c in quadratum huius
secunclae indeterminatae Ex. gr. f ï, o, a) ex-
prirnet .summam quadrati et quadrati duplicati.
Ceterum, qnamuis forrnae (a, b, c) et (r, bt a)
idem designent, si ad partes ipsas tantum re-
spicimus, tarnen différent si insuper ad partium
ordinem attendimus; quare sedulo eas in po-
eterum distinguemus; quid vero inde luccemuc
in sequenlibus suificienter patebit.

i54- JNumerum aliquem datum per for-
mam datam reprttesentari dicemus, si formae in-
determinatis tales valores integri tribuuntur>
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vt ipsius valor numero dato fiât aequalîs. Hic
habebimus íequens

TilEOREMA. Si питвгпз M ita per format»
\ я, 6, с ) repraesentari pott-si , vt ittdeterminatarum
Valores, per qnos hoc efftcitw, inter se sint primi ; trit
bb — ac residuum quadraticiitn nuhieri M.

Dem. Sint valores indeterminatarum т, «, '
Scilicet amm + чЬтп •+• скп = A3, accipiantar-
tjue numeri f<5 » ita vt sit ида ~f- »»г = ï (art, 40).
Turn per euoiutioiiem facile probatur esse,
(ашиг + ûftm» + спи j (я»» — аея" -I- <w) ч =

?;с) — »(«m -Ь «/>))* — (bb ас)
f- w) 2» sine M (я» 20ft» + гея) = ( ï*

— > (nia ~\- »?&))* — (Jab — ас). Quare
erit bb ac^^vf (.ir<h-\-nc) — » ( m« -f- »îé,j5 (mod.
Mji i. e. bb — etc residuum cjuadraticmn ipsius M*

Nume^um bb — ас, a cuius índole pro-
prietäres t'oimae (я, fe, c) impr imis pendere, ia
sequeïitibus docebimus, determinantem huius for-,
*tvae vocabimus»

i55. Erit iraque к (me + яс) — *» (
"Valor expression's v'' (''ô яс ) ^mod. Л7> Con-
stat nuteni, numéros ю » inf ini t i s modis ita de-
^erminari posse vt sit vm -f »к = ï, vnde alii
^Hique valores i ' - i u s rxpressionis prodibont,
c|ui qi :pj]i nexian inter se hab, anr videamus.
Sit non modo um -+- m = ï, s<jd etaim и'т +
''n = ï, ponaturque Î ; ( » H & -^ ис ) — »(»яа+ие)
=7^ v, *'(mb -f ггс) — "Гдея H- t,b} = u'. Mul-
tiplicando aequaúonem ^иг 4-^ = 1 per м', al'

L 4 v



— i 68 —

teram v'm -f* »'я s= i per к, et subtr.ahpndo fit
л/ — ft = n ( w'» — í«' ) similiterque multipli-
cando illam per »' hanc por • fit subtrahendo
»' — , = яг(м'' —' f*'')« Hinc statim prodit
v' — v = («»' — í«') (атт -f- айдая -f íw«) =
(»t»» — /<.') Д/, sine v' = t? (mod. Л7), Qno-
roodocunqne igitur л, » determinentur, formu-
la n ( m b -f- "O —•- '(wfl + "^ ) valores diuersos
(i. e. incongrues) expressions * ( b b — ас)
(mod. Л?) dare npquit. Si itaque v est valor
quicunque illius formulae : repraesentationetn
numeri M per formam axx 4- zbxy -f- ^yy earn
vbi x = m, y = n, fertinerg dicemus ad vala*
rem v, expressions i/~ ( bb — ac) (mod. M). Ce-
terum Tacile ostendi potesr, si va]or formulae
illius aliqms sit v atque v' ES v (mod. Ж), lo-
co numerorum p, ', qui dant v, alios к')» ' 1 ас-
cipi posse, qui dent v'. Scilicet faciendo ц1 =

. я <»'—•") . tn(u' — t)) _

" "> ^ э ' = ' — м ? "et ""* +

,'я = um -f- '« = ï» valor aurem formulae ex
V« »' prodiens superabit valorem ex 4t • prode-
untem quantitate (м'« - v1 ) M, quae fit =
(f*iM -f" »») («' '— w) = w' — f| siue valor ille
erit =: v*

ii)6 Si duae rppraesentiones eiusdem nu-
meri M per eandem formam ( a, b, c) haben-
tur, in quibus indeterminatae valores inter se
primos habent: Ьде vel ad eundem valorem
expr. y/"(6e — ac} (mod. Л-7) pertinere pos-
sunt vel ad diuersos» Sit M = атт + -zbm*
•f- ся«= лт'т4 + 2.bm'n' -f гя'»', arque /<»» +
»» = j, ,</я" f- »'я' = i , patetque si fuerit



и (те + яг) —, (та -\-nb}~ м' (т'Ь ~\~п'с) — »' (т 'а
+ и'6) (mod, Л7), congruentiam semper manere,
quicunque alii valores idonei pro c, »; f*', »' acci-
piantur, in quo casu vtramquerepraesentationein
ad eimdtm valorem ехрг.д/"(6о — ас) (mod. M)
perrinere, dicemus; si vero congruentia pro vl-
lis valoribus ipsorum n, »5 n', »' locum non ha-
bet, pro nullis locum habebir, repraesentatio-
nesque ad valores diuersos pertinebunt. Si ve-
ro м (mb -f ne ) — , ( та + nb ') ~ —. ((«' ( m'6
•+- M'Í) — ''(m'a 4- я'£)): repraesentationes
ad valores oppositos expr. ^/~ (bb — ac) pertine-
re dicentur. Omnibus hisce denominationibus
etiíini vtemur, quando de pluribus repraesenta-
tionibus eiusdem tiumeri per formas diuersas,
sed quae eundem determinantem habent, agitiuv

Ex. Sit forma proposita haec ( 3, 7, - 8)
cuius determinans •-= y3. Per hanc formam
habentur repraesentationes iiumeri 5y hae:
3.i5a4 i4.i3 a5—8.25a;3.5z+i4. 6.9—8.9*.
Pro; prima poni potest M = a, r = — ï, vnde
prodit valor expr. -f y3 (mod. 5у) ad quam
repr. pertinet = 2(13.7 — з5 S)-f- (i3. 3 -f-
a j. y) = — 4. Simili modo repraesentatio
secunda pprtinereinuenitur, Faciendo * =2, » =s
*— ï, ad valorem +. 4« Quare ambae reprae-
eentationes ad valores oppositos pertinent,

Antequam vlterius progredimur, obserua«
^us, formas quarum determinans = o ab in-
uestigationibas sequentibus prorsus exclusas
esse, quippe quae theorematum concinnitatem
tantummodo turbarent, adeotiue tractationem
pecuharem postulent.

L 5



Si forma, F, cuius indeterminaras
sunt л;, y in aliam F', cuius 'indeterminatae
sunt ar, y ppr substitutiones tales л: = -x1 -f-
%', .v s= ух' -f- Jy transmutari potesr, ifa vt
"» £, v» í í-int integrv: priorem implicare poste? i-
orem, siue posteriorem JMÔ priori contentam esse
dicemus. Sit forma í1 haec ara; -f- zbx-y -f-
rv#, forma F' vero haec a'x'x' + sb'x'y'-\-c y'y't
habebunturque sequentes três aequationes:

a' = ял„ -{- з б - v + С7У

b' = a..S -f- K*ç -Г-'У) + f/í
f.l э= Д££ -f 2&fí 4 Cíut

Multiplicando aequationem secundam per
se ípsam, primam per tertiam, et subirahemlo
fit deletis pariibus se destruentibus b<b' - a'c'
= (bb — ac ) ( «J—£/) 3 . V n d e sequitar de-
terminantem formae F' per determinantem íor-
mae F diuisibilem ft quotienrem esse quadra«
turn; manifesto jgitur hi deferminantßs eaäfm
signa habebunt. Quodbi itaque insuper forma
f per similem substitutionem in iormam F
transmutari potesr, i. e. si turn F' sub F, turn
F sub F' contenta est, formarum de-
terminantes eruut eequales *) atqne («í - f-/)*
== l. In lioc ca s u formas anqmualentes dice-
mus. Quare ad formarnm aeqniualeritiam ae-
qua itas determinantium est conditio necessá-
ria, licet ilia ex hac sola minime sequatur. —

*) Maniffslnm est px analyst praicriftite hanc prnpositioBfin etiatn
arl foniM« quariim t t c t r rminans --= o, pattre. Sed atijuatio
— ;-/;2 =~ i «d huuc cusum non est extendeaila.
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Substitutionen! # = «x< •+Sy',y=: vx''4- fy', vo-
Cabimas trawsformationem propriam, si -«í1 — ffy est
Humérus posiliuus, impropriam, si «î — «y est
tiegntiuus; formam F' proprie aut improprie sub
forma F contentam.es.se dicemus, si F per
transforrïiationem propriam aut impropriam in
f о пинт F' transm atari potest. Si itaque for-
toiae F, F' sunt aequiualentes, erit («Í — £y ,*
= ï, adeoque si transformatio est propria, »9 —
£ y = 4- ï, si est imprópria, = — ï. — Si
p'ures transformationes simul sunt propriae,
eut simul impropriae. similes easdicemusj pro-
priam contra et impropriam dissimiles,

ï 58. Si fortnarum F, F' déterminantes sunt ae-
quales atqitf F' sub F contenta: et iam F sub F'contenta
«'•íí et quidein proprie vel improprie protêt F' su!' F
froprie vel imprópria eontinetur. Transeat F in F'
ponendo x = *x' -f- ^'. y = vx' + ty' trans-
ibit(ine F in F ponendo x' — $x — £y, y' =
~- ix 4- «y- Patet enim per banc subslitutio-
йет ex F' fieri idem, quod fiât ex F ponendo

-f- à( — yx -f- «y } siue x = (,«^ — ^У)Л?, у =
(«J1 — ffy) y. Hiiic vero manifesto ex F fit
(«í1 — ffyj'Fi. г. rursus F (art. praec.)- Per-
s|>icuum autem est, transiormationem posterio-
r(im esse próprio m vel impropriam, prout prior
s*t propria vel imprópria.

Si turn F' sub F, turn F sub F' proprie
cominetur> formas proprie aeq'uiuatentfs, si illae
8чЬ iumcem improprie, vocabimus improprie ae-



— 17я "~

quiiialtntes. — Ceterum vsus harum distinctio-
num mox innotescet.

Exempt. Forma а.гл- •— Sxy Ч- Zyy per
Substifutiones x — 2.x' -4- y', y = Зл; Ч- ai/'
transit in Formam — ï олгл; халгу — 2#У»
baec vero in illam factis x' •= 2.x — у, у' •=•
— Ъх -f- 2y. Quare formae (2, — 4, 5), ( —
l3, — 6, — 2) erunt ptoprie aequiualentes.

Problemata quae tractare iam aggrediemur
sunt haec: I Propos-iris d-uabus formis quibus-
cunque eundem deterininantem habentibiis in-
uestigare vtrurn sint aequiualentesnecne, vtrum
proprie aut improprie aut vlroque modo, nam
etiam hoc : fieri pot est. Quando vero determi-
nantes inaequales h ibent, annon saltem altera
alteram implicet, proprie vel improprie vel
vtroque modo. Denique inuenire omnes trans-
formationes alterius in aiteriam, tam proprias
quam impróprias. II. Proposita forma qua-
cunque, inueuire vtrum numerus datus per earn
repraesentari possit omnesque repraesentatio-
nes assignare. Sed quoniam for mãe determi-
nantis negatiui hic aliam niethodum requirunt
quam formae determinant's positiui. primo tra-
denius ea quae vtrisqu^ sunt communia, íum
vero formas çuiusuis generis seoröim conside»
rabimus,

i5q Si forma F formam F' intplicat, haec vi*
rã formam F", forma F etiam formam F" i



S'nrt indeterminatae formarum F, F'^ F''re-
spectiue x, y; x', y", x", y" transeatque Fin F'
ponendo * = ax' + &с', V = >#' + fy'î -f 'in
P" ponendo л;' = «'x" -j- 'V, = »'»" + *y"
patetuue, F in .P' transmutatum iri poriencto
* =*(«V+ SV) H- S( VV' + W), y =î
V (.«V + S'y") + ^CvV' + ^y")»siue л: ==(««' -f
e/) лг" -Ь l «í' + W'jy"» 2/ = О"' + ^У')Л" Н-

_{_ ii'j ^". Quare F ipsam F" implicabit.

Quia («' + b') (>P + ÍÍ') - («P f fí")
(,,j + í-/> = («Í — Cy) (yi< — C'v'), adeo-
C[ue positiuus, si turn «í — fy turn «'í' — fV
positiuus aut vierque negatiuus, negatiuus vero
si alter horum numerorum posiûuus alîer nega-
tiuus : forma F formam F'' proprie impHcabir,
si F ipsam F' et F' ipsam F" eodem modo im-
plicant, improprie si diuerso.

Hinc sequitur, si quotcunque formae ha-
beantur F, F', F', F"' etc., quarum quaeuis
eequentem implicet, primam implicaturam es-
se vitimam, et quidem proprie, si multitudo
*Ormatuin, quae sequentem suam improprie im-

j fuerit par, improprie si multitudo haöc

Si forma F formae F' est aequiuaîens, formaque
•*' formai F" : forma F formae F" aeqmualens erit,
** guident proprie, si forma F formae F' eodem modo
ne<}uiualet vt forma F' formae F'', improprie, si di-

Quia enim formae F, F', m's F't F", re-
spectiue, suât aequiuaientes, turn illae lias re,sp.
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implicabunr, adeoque F ipsam F'1, turn
alias, Quare F, F" aeqniualentes enmt. Ex
praec. vero sequitur, F ipsam F" proprie vel
improprie implicate, prout F ipsi F' et F' ipsi
F' ' eodem modo vel diuerso sint aequiualentes,
vt et í1" ipsam F: quare in priori casu F, F"
proprie, in posteriori improprie aequiualentes
érunt.

Format (a, — If, c"), (c, /;, я), (с, — í>, я)
formai ( я, b, c) aeqiítiialent, et quidein duae prions,
improprie; vitima, proprie.

Nam axx -+• zbxy -f- cyy, transit in ax'x1

— zbx'if + cy'y'i ponendo x = x1 + oy', y =
ex' -4- #', quae transformado est imprópria
propter ï X - ï — о. о = — ï ; in formam
cx'x' -j- 2.bx'y4-^-ay'y' vero per transformãtionem
impropriam л? = ox' -f «/', т/ = A-' -f- <?. г/ ; et
in formam cx'x' — zbx'y' + ay'y' per pro-
priam x — o. x — y': у = x' + o. y',

Hinc manifestam est, quamuis formam,
formae (a, b, c) aequinalentem, vel ipsi, v^l
forniae (fl, — b, c] proprie aequiuaJere; simili-
terque, si qna tonna formam (a, b, c) implicet
autsub ipsa contineatur, eam vel formam (a, í», c)
vel formam («, — b, c) proprie implicare, aut
sub alterutra proprie contineri. Formas
(д, l>) í), (я — b, c ) oppositas vocabimus.

i Go. Si formae (a, b, r), (e', è', t') eun-
dem determinantem habent, insuperque est
c = a' et b ^ — A' (mod. c), siue ó -J- è' = *



(mod. с), formas bas contíguas dicwnns, et rjm-
dem, quando de'ermiriatione aceurariori орца
est, p'iorein posff-riori a parte prima, posteriorem
priori л p,ifte vítima contigua^i diceraus»

Ita PX gr. Forma f 7, ", a \ formae f3, 4,7)
Э parie v j t i i u a cotitigua, loi ma C5, f, 5) oppo-
si;ae suât1 (5, — ï, 5; ab vtraque parte.

Formae contig-uae semper sunt proprit aequiita-
ientff. Nom i'orma axx + ïbxy + с у у tra/»sit
in formam contiguam cx'x' + чЬ'х'у' -f- c'y't/'

per substitutionem л: = — у', у = х1 -Ь —~ у'

4-tf -r- ít*
(quae est própria ob ox — - — — i ь< — i c= i),

Vti per euolutionem adiumento aeqnationis bb
r . i A + *'

• — ac = í>'6' — «' íaciie probatur; — ; — vero

per hyp. est integer. — Ceterum Ьяе difini-
tiones et concbísiones locum non hcibent, si
с = а' ~ о. Hic vero casus occurreie nequit,
ïli^i in íormis quarum determinans est nume-

quadratus.

Formae (a, b, c~), (a', b', c1} proprie
nte:- sunt, si a — a' b == b' ( mod a). bor~
enim \e, b, c) lorma^ (c, — b, a) proprie

aequiuaietían. praec.), haec vero foi mãe (.<*'[>', c*)
41 parte prima contígua erit.

161. Si forma ("я, b í) formam (я1 é', c'~)im-
pK'at, iju uis diu/sor com* -unis nuwerorum я, b, c ctiatu

o', b', c' meíietur, et quinis diuisor commu-
пиъегогит e, üb, c ipsos a', zb', c'.



Si enim forma axx -f zbxy -f tyy per sub-
stitutiones# = *x' -{- €y',y= ix' -f fy' in for-
mam a'x'x' -f- ub'xfy' -{-c'y'y1 transit: habebun-
tur hae aequationes:

СУУ =

vndë propositio Statim seqaitur (pro parte se-
cunda propos, loco aequationis secundae banc
adhibendo aa«^ + 2Í»(«í -f- f-/) -f- 2су^ = 2бО'

Hinc sequitur maximum diuisorem communem
numerorum a, b (aè), r simul m.etiri diuisorem
communem maximum numerorum a', b' faó'), c'.
Quodsi igitur insuper forma (я', b4, c') formam
(a, b, c) implicai, i. e. formae sunt aequiualen-
tes, diuisor communie maximus numerorum a,
b (i£), c, diuisori communi máximo numerorum
a', b' (2&O, c' aequaiis erit, quoniam turn illle
hunc rtietiri débet, turn hie ilium. Si itaque,
in hoc casu, я, b (2&), c diuisorem comrnunem
non habent, i e. si maximus 5= i , etiam a', o'(26')>
с' diuisorem communem non habebunt.

162. PROBLEMA. Si forma AXX •+ nBXT
•+ CTT... F, formam axx -\-zbxy 4- cyy... f,
intplicfit, atque transformatio aliqua illias in hatte est
data : ex hac omnes reliquas transfortttationes ipsi si-
miles deducert.

Solutio. Sit transformatio data haec X •=
«AT 4- fy> i* 0= y« + fy, ponamusque primo
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aliam huîc similem datam esse X Â *'x 4- -fy»
T = /ж -f- í'y, vt quid inde sequatur inuesti-
getnus. Turn positis determinantibus forma-
rum F, /, = D, d, atque «* — Cv = », *<*
-̂ .. ffy s= e', erit (art. í5y), d = Dee = IJeV,
et quum ex hyp. e, «' eadem signa habeânt,
« s= «', Habebuntur autem sequentes sex ,ae.
quationes :

Hf- Cw = а. ».
'Н- CV'v'= a ........... [?;j
-f ffy) + Cv* = é ........ [3]
+ fV') + C/í'= í ........ [4]

-ÍCT + 25» + CS* == « ........... [51
-ÍW-i- 2^'í'+ CW = c ...... » . . . . [6J

Si breuitatis gratia números A**' -f- .SC«*'
Ц, У«') + СУУ', A^1 + -«') + ДС«*1 + f-/' + yS'
•f í*') + C(ví' + V), AST + Д(С4* + < '̂) ^
C1**' per a', 26', c' designamos, ex aequ. praecc.
sequentes nouas deducemus*)t

«V _ DC«v' — v«')3 = ao» « . . . - . . . . ' . [7]
a«'è'_ jD(«y'— y«') C«á/H-ffy'— >S'
ЬЪ'Ь'—ПЦ**1 + ty—yp — ̂ /)а4-
vnde fit, addendo 2.D?«' == ad =

b'è' — («í1 -f £y' — yC' - í«' )a = 466. ... [9]
yî') (^^ — *«') = W,

*) Ori^o harum aequationum h»ec est : 7" fit ex I. 2 (i e. ti aequ«-
('o (l) ia aequationem (г) raultipljcatur, sine potius, si i l l ius pá»
Ptior in pattern priorem huius tnu\tip\\c»t\ir, Uliv»q\ie pats poste»
'ior in posteriorein huius, jjroductaque aequalia ponuntur) ; g ex
1-4 4- u. s ; sequens quae noa est nmneiata ex I. 6 + 2i 9
*4— 3. ^ _j_ 3. 4; sequens Ron numerata ex 3. 4; II ex 3. в
"*~ 4> S; ia ex 5. 6. Simili designation« etiam in lequentibu«
•etnper vtemur, Euolutionein vero lectoribu» reliniju*re debemut.

M
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subtrahe
fit

#) = Ог ..... [10]

í' 4 ff/ — vff' — í*' ) (S* _ K') =

Ponamus iam, diuisorem communem ma-
ximum numerornm a, zb, c esse m numerosque
8l, 85, (S ita determinates vt fiât Ща -f- з25б 4- Qc=m
(art. 4o); multiplicentur aequationes 7, 8, 9,
io, ii, ia resp. per Щ, 22158, 8313, aílg, 293<£,
6S summ enturque producta. Quodsi iam bre-
uitatis caussa ponimus

. . . » [14]
vbi У, U manifesto erunt integri, prodibit:
TT — DUU — mm.

Deductiitaquesumus adhanc conclusionent
elegantem, ex binis quibuscunque transformationibus si'
milibus formas F in f sequi solutionem aequationis inde*
terminatae tt — Dun = mm, in integris, scilicet
t = T, u — U. Ceterum quum in ratiociniis
nostris non supposuerimus, transformationes
esse diuersasi vna adeo transformatio bis con-
siderata solutionem praebere débet. Turn ve-
ro fît propter «*' = », ff' = ff etc. a' —a, b' ^=.b,
t' =-c, adeoque T = mt U •=. o, quae solutiö
per se est obuia.

Iam primam transformationpm solutionenv
que aequationis indeterminatae tamquam cogni*
tas consideremus, et quomodo hinc altera trans*
formaiio deducipossit, siue quomodo *'> &, y'» ^'
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ab his«, S, y, í, т, U pendeant, inuestigemus. Ad
Jiunc finem multiplicamus primo aequationem
[t] per í«'— £y', [2] per Л'-yî/, [3] per
«v' — y*', [4] per y«' — «y', addimusque pródu-
cta, vnde prodibit:

(í + e') e' = («*' — V — vf/ + í«') « . . [i5]
Simili modo fit ex (K1 — Cí'X[j] — [2]) -f

(«Jv -_ fy' _ ?C'+ í-') c[3] + [4]) -j- (V— y-')
([5] - [6]):
aO + o é' = 2( '̂ — f>';~ >P -f A.' )*•-.[ 1 6J

Denique ex (W — «') ([3] — [4]) +
__>í*;[5] + (í«í _^') [6] prodit:

(e + e') c' = («*' — «У — >C» + Л,') c.

Substituendo hos valores (i5, 16, 17) in
fit:

(e >|-г/) т = («í1 — fy' — >í» + *•') (ЗГд
4-eO,siue2er=(«í' — - C>' — >C" -f. í«')» .. [i3]
Vnde T1 multo facilius deduci potesr, quarn
ex [i3]. — Combinando hanc aequationem
cum í5, 16, 17 obtinetur шя' = 7д, zmb' =
aT^, f»cy = TV. Quos valores ipsorum a',2.b', c'
l*i aequ. ,7 — ia substituendo et loco ipsius TT
scribendo mm -+• DUU, transeunt illae post
^utationes debitas in has :
(«>' — >«')*w» = aaUU

(.<*• -f. -Cj,< — >í'
(«v' — v«') (Cí' — K^mm — acUU

M a
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Hinc adiumento aëquationis [i4] et huîas
ílííii "+ 2336 H- Sc = «ï, feeble deducitur (mul-
tiplicando primam, secundam, qüartam; secun-
dam, tertiam, quintam; qüartam, quinfam, sex-
tam, resp. per 21, 58, <£ addendoque producta):

2.mbUU, (£*' —
atque hinc, diuidendo per mi/*), aU '== (*y' —
?*')m... [19]; 2ÔZ7— H' -f. Cy' — >S' — ie/)»i
». . [20] ; с U = (W — ̂ O». . . [21], ex quarura
aequationum aliqua U multo facilius quam ex
[i4] deduci potest» — Siniul hinc colligitur,
quomodocunque И, 58, € determinentur (quod
infmitis modis diuersis fieri potest ), turn T tum
17 eundem valorem adipisci.

Iam si aequatio iS multiplicatur per «,
119 per ae, 20 per — «, fit peradditionem 2«eï*
•i- a(fe —

Simili modo fit exg[i8] -f C[2o] — a«[2tj,
»С« Г -f 2(£о — Aí ^=

Porro ex >[i8] -f- QîC^l — > [20] fît
-f аС^Д — >

Tandem ex j[iS] Ч- í[2o] — • 2j,[2i] pro-
-f- a(íè —

*} Hoc non liceret, jí esset ff •= o t tunc vero aequationum Jfl»
20, 2i veriui «tatim ex prima, t«rtia «c text.» fruecedentiuoi *'"
«uerecur.



In quibus fornrnlis, .si pro a} 6t c valoreâ
Gx i, 3, 5 eubstituuntur, fit

*<m = *:T ̂ _ (-5 4-

Уда = >T-t- («Л 4-
S'm = &т + (ел + SB) p

Ex analysi praec. sequitur, nullam .trans^
formationem formae F in f propositae similera
dari, quae non sit contenta sub formula X ==>
,*(«f — («S + >C>> + %(.£* — (£B + *C»,
2- = 5(>*-+ (»A + yB)u}x + A*« + С^ + ^Я)
*)л-)... (,!), designantibus í, я indefinite omnes
Numéros íntegros aequationi tt — Duu = mm
satisfacientes. Hinc vero concludere nbndum
possumus, omnes valores ipsorum f, w, aequa.
Uoni illi satisfacientes^ in formula ([) substitu-

Доз, transformationes idóneas praebere. At

i. Formam í* per substitutionem, e qui-
busuis ipsorum t, u valoribus ortam, semper in
formam / transmutari, per euolutionem confir-
*Aari facile potest adiumentp aequationem ï,
2> 5-et.huius tt — DKU =tnm. Calculum prolixi-
°rem quam difficiliorein breuitatis gratia sup-

2. Quaeuis transformatio ex. formula de-
«ucta propositae erit similis. Namque «(«í —
(•В 4- >Q«) X SC'i + <£A + W» — AC« —

X

M Ъ
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3.- Si formae F, f dëtermiftantës inaeqna-
les habent, fieri potest, vt formula (I) pro qui-
busdam valoribus ipsorum t, u praebeat sub-
ßtitutiones, quae fractiones implicent, adeoque
reiici debeant, Omnes vero reKquae erunt
transformationes idoneae, aliaeque praeteripsas
non dabuntur»

4» Si vero formae F, f eundem determi-
.nantem habent adeoque sunt aequiualentes, for-
mula (I) nullas transformationes quae fractio-
nes implicent praebebit, adeoque in hoc casu
colutionem completam problematis exhjbebit.
Illud vero ita demonstramus.

Ex theoremate art. praec. sequiturin hoc-
Ce casu, m simul fore diuisorem commtmem
numerorum A, 2.B, C. Quoniam tt — Duu =
mm, fit tt — BBitu = mm — ACuu, quare tt
— В Вин per mm diuisibilis erit: hinc ëtiam
a potiori 4« — l\BBv,u adeoque (quia 3.B per
m diuisibilis) etiam l^tt per mm et proin aí
per m. Hinc „f (í H- Бя), ~(í — Bu) erunt integri,
et quidem, quoniam differentia inter ipsos, ~,Bit
est par), aut vterque par, a ut vterque impar.
Si vterque impar esset, etiam productum im-
par foret, quod tamquam quadruplum numeri
^(tt — BBuu}, quem integrum esse moda
ostendimus, necessário par: quare hic casus
est impossibilis, adeoque ^(i -h Bu"), i(t—B»)
eemper pares, vnde ^(í -H Bui), ,í(í — Вы") е-
runt integri. Hinc vçro nullo negotio deduci-
rur, omnes quatuor coefficientes in (I) semper
esse íntegros. Q. E. D.
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Ex praecedefttibus colligitur, si omnes so-
lutiones gequationis tt — DHU = mm habeantur,
omnes transformationes formae {A B, C) in
(a, b, f)traneotlatae similes inde deriuari. Illas ve-
ro in sequentibus inuenire docebimus. Hie tan-
tummodo obseruamus multitudinem solutionum
semper esse finitam quando D sit negatiuus,
aut positiuus simulque quadratus: quando vero
D positiuus non-quadratus, infinitam. Quando
hic casus locum habet, simulque D non = d
(supra 3° ), disquiri insuper deberet, quomo-
do ii valores ipsorum t, я, qui substitutiones a
fractionibus liberas, ab iis, qui fractas produ-
curvt, a priori dignosci possint. Sed pro hoc-
ce casu infra aliam methodum ab hoc incom-
ttiodo liberam exponemus (art. 2z4)«

Ex. Forma xx ~Ь зуу per substitutionèm
propriam x = zx" -f- уг/', у = x' -f- 5y' trans»
it in formam ( 6, 24, 99 ) : desiderantur omnes
transformationes propriae formae illius in hanc.
Hie Ü = — 2, m = 5, adeoque aequatio sol-
4enda haec: tt + 2ик = g. Huîc sex modis
diuersis satisfit ponendo scilicet i= 3, — 3,
», — ï, ï, — ï; и = о, о, a, s, — a
'— a, resp. Solutio tertia et sexta dant sub-
stitutio'nes in fractis, adeoque sunt reiiciendae:
ex reliquis sequuntur quatuor substitutiones;

2x' •+• yy* f x' Hh- 5y'
- 2.x' -Ь yy' ) — x1 -\- 5y'

4.x' + gy' * ) x' •+ Ъу*
- ж1 Ч- gy' С — x' -fr- Зц1

Cquarum prima est proposîta).
M 4



*- i84 —

163. ïam supra obiter diximus fieri posse
vt forma aliqua, Ft aliam, í?, tarn ppoprie quam
improprie implicet. Perspicuum esthec euenire,
si inter formas F, F4 alia G inteiiponi possit,
ita vt F ipsam G, G ipsam F' implicet, forma-
<jue G ita sit comparata, vt sibi ipsa sit im-
proprie aequiualens. Si «niin F ipsam G
proprie vel improprie implicate supponitur:
quum G ipsam G improprie implicet, F ipsam
G improprie vel proprie (resp.) implicabit, ad-
eoque, in vtroque casu, tarn proprie quaui
improprie. (art. i5g). Eodem modo hinc de-
ducitar, quomodocunque G ipsam F' implica-
re supponatur, F semper ipsam f turn pro-
prie turn improprie iinplicare debere. — Ta-
les vero formas dari, quae sibi ipsae sint im-
proprie aequiualentes, videtur in casu maxima
obuio, vbi formae terminus niedius'—o» Ta-
lis enim forma sibi ipsa erit opposite (art. 169)
adeoque improprie aequiualetis, Generalius
quaeuis forma, (я, о, с), Нас proprietate est
praeclira, in qua ib per я est diuisibílis. Huíc
enim forma (г, £, д) a parte prima erit contí-
gua (art. 16o; adeoque proprie aequiaalens:

* eed (c, b, a) per art. 169 íormae (a, b, c")
improprie aequiualet: quare (a, b, c) sibi
ipsa improprie aequiualebit. Tales formas
(a, b, í) in quibus zb per a est diuisibi-
lis, ancípitts -vocabimus. Habebirnus itaque theo-
rema hoc:

Forma F, aliam formam F' turn proprie tarn im*
proprie implicabit, si forma anceps inueniri potest sttb
F contenta ipsam F vero impíicaits; Sed haec pró?
positio etiam conuerti potest: sciucet
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164* THBOREMA. Si forma Axx f : ъВху Jf
Cyyt . . (F) formam ' JÍVfc' + u B'x'y' + C'x'if . . .
(P) turn proprie turn 'ïmproprte implicat : forma anceps
inueniripottst, sub F content» formamqw F' implicubs.

Ponamus, formam F transite in • formam
F' turn per substitionem x = »x' + £y't y —•
УЭС' 4- iy't turn per hanc illi díssimilem, x ==
«V + &x',y — y'x' + Siy'. Turn designatis
numeris я^ — e>, »'í' — C'y péri, e't erit В' В* — -
А1 С' = ее(ВВ — ^С) = е'е' (ВВ — АС); Ыпс
te = í'í', et, quia per hyp. г, г' signa opposiîa
hnbent, e-= — e' sitie e •+• e' = o. Iam pa-
tet si ia í7 pró л' sübsliuiatur ^ж" ^- 6'̂ ",
€t pro у', — v'»'' + «'г/'', eandem formam es-
se prodituram ac si in F scribatur aut i) pró
*, -С'ж." — СУО -í- e(— >'*" ^'^'O it e.
(«í" _ fy')x» -f- (C*' — «е')^"> et pro t/,

' _ ytyyi.'i aut 2) pró .v, c,i($<x" —
4- e'(~ >'*'',+ -y O -í. e. «'«", et pró y,
— cy^) + *»(— j,v + .'y») i. e, e'y"f

is itaque numens «í' — 6>', C*.' -i—: «ê'
> - ^', í«'— yff' per e, é, c, d: fornia J?
per duas substitutiones .v = ax" -f- 6y", ty =
'*" + <У'; я?= í V', y = t'y« in eandem
*°rmam transmutabitur, vnde obtinemus três
aequationes sequentes:

-f zBac + Ccc = At'e.' ......... [!]
+ B(aâ -f- èc) -f- CcA = Be'e'. . . . . [a]
4- 256íí 4- CWrf = CiV . . » ..... [3J

x valoribus ipsorum d, 6, c, d autem inuenitur
d — bc Â e«' =: — ег = — ev ....... ТАТ

M 5



Hinc-fit ex d[>5 <- c[2]i (Л» 4-"
èç) t= (yfíí — Bc)e'e', adeoque A(a -f d) = o.
Porro ex (a + d) [a] — é[i] - «[3] fit (ЛА -f-
J3(a 4* d) H- Ci) (ad + èc) =T( — ̂ 6-f- B^a-+-d)
— Cc)e't', adeoque B(a -^ d) = o. Denique
ex a[3]- —-*[a] fit (Я& + Cd) (ad — fec) = (-ß&
-f: Ca)e'e' adeoque С(я 4- rf) •?= o. Quare quum
omnes /Í, Д, С nequeant esse = o, necessário
erit о4-й. = o siuea = —rf.

Ex <t [2] — *[i] fît (5я -f- Ci) dad — AÍ)
s= (Sa — Ab^t'e', vnde Л6 — 2Ä« — Ce = о [5]

Ex aequationibus e + «' = о, л + d = о
eiuë «e — c>-f «'i* — ey. :=o, «i' -- е>' —>е/ +
í*' .= о sequitur (« + «') (* + ^) = (с -f->
С0 С> -Ь>'> «iùe С« + «0! (> + >0 = (e-i-
£') : (Í Ч- ̂ 0- Sit rationi huic *) in numeris
minimis aequalis ratio m : и, ita vt я», п inter
se primi sint, accipianturque н> « ita vt fiat urn
-f- »я t=r ï. Porro sit r diu^ comm, max. nu-
merorum а, Ь, с; cuius quadratum propterea
metietur ipsum an -f Ac siüe be — ad sine
(e; quare r etiam ipsum •*• metietur. His ita fa-
Ctis, si forma F per substitutionem = mt -\- -

nt у =д nt — — » in formam Mit-\-4Ntu + Pun
(G) transire supponitur, haec anceps erit for-
mamque JP iniplicabit,

») SI omnes « •*• i«'iV *• V'i Сч- ff', í »^ í' «sent = o, ratio inde-
terminate foret, adeoque method us non applicabilis. Sect exigiu
Itttentio dncet« hoc cum suppositienibus nostris coniittere non pos-
je. Foret enim «í — yy •= «'í' — ff'V i. e, « -= •' »deo-
que, quia f =^ — «', « = •' = O. Hinc vero etiam B'B' —•
Ji'C' i. •• ieterminans form»e f tietet =. o, qualei format omni-
ne
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Бет. I. Quo pateat, formam G esse anci-
pitem, ostendemusesse M(bw — ааи» — r») Ь=2Л^
Vnde quiaripsosfl, é.cmetitur, ,*(éw* — 2^' ~cn~)
integer erit, adeoque 2 N multiplum ipsius M.
Erit autem M = ^íw»» -f- zBmn f C«»», -#>• =»
(Лт. — Л(тм — я») — Cm^)e. Porro per euo^
lutionem« facile confirmatur esse pé + za = g

- *' + я - íí =(--•') (í 4- í') - Ce -
C/) (> -f >'), a* =' (4- "O (C - e') - CeT

. «') (ь° -í- C') Hinc quoniamm(3/ -|- >') = n^*
4- «O, »»(* -b'O — я(ЧтеО, erit mC2« + ад)= - аи&
siue те -{- та + nb ='o . . . M. Eodem mo-
do erit 2? — 20 = г — e1 — a + rf = (<* Ч-.
«')'(* - *) - Ce + e/) (> - >'), at = (> - .>')'
U 4. í') — c> + >0 (Í — Í'), atque hinc »г( а*
•*- 2«) = — âme» siue яг — па ^ тс = o* .[Q]

Iam si ad mm (6км — аак» — c».) additur
C i — тк. — я,) (т* (e — a) + (mu + i)è)

(me + ma 4- nb~) (mu* + O H- (я* — ял + f»í)wr».
manifesto = o, propter i — *m — »и = о.,

"'í -b ma 4- «è = o, ne — яд -F- mp = o: pro-'
^it productis rite euolutis partibusque se de-
struentibus deletis, znt,e -+- b. Quare erit

6. . . . '. . .

Eodem modo addenclo ad mn(bw
'") haec:
(f— »як — я») ((«« — «zf«)e — (ï 4- «
^~ (we + ma -f- n

inuenitur
— 2(JA,» — c,») (= («» — «fi) e — о. . . Г ï о]

Denique addendo ad nn(bw—2at» —o») haec i
U* + ». - i) («,*(* -f.- a) -f- («, + i) с)
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*— (me -f ma 4/ я£) ».«f* — (яв — яя -f- тс) (vn> 4-
fit

с» = — 2B«e — с

lam ex 9i IO> " n, deducitur
(Amm + aSro« 4- Си») (W — 2Д>" *-
2í (y?«í, -f B(ti' — m«) — Си/*) + ^íô
— Ce, siue propter [6],

— на/*' — с»»; = 2.Nt\ Q. £. Z>.

II. Vt probetur, formam G implicare for-
niam F1 dcmonstrabimus, primo G transite in F1

ponendo t •= (f«- -f »>>' -f (_ц£ + »*)y', « ='
«(я* — т>)лг' + i («f — m$)y' . . . (5); secundo

^Çfl* — my\ í- («í — «J) esse íntegros.

i. Quoniam í1 transit in G ponendo x ~~
mt +1*и, » — nt <— —u: forma G per substitu-

r r . L

tionem (S) transmutabitur in eandem formam
ih 'quam F transforraatur ponendo x ~ m((p*

'

i. e. — «(»BK -f- «>)*' -f- £(mn
siue = *«' -b V; et y — , »г((м* + '>).
-f- »í)yO — f*((fj* — *я?>' 4- (я e — wí) y') i. e. i_
X»' + tnnlx' + ^(я» + »»wV' siue — >a?' -f" ^'*
Per bane vero Substitutionen F transit in P :
q«are per sübetitutionem (Sy eüam G transibit
in P.

z. Ex valoribus ipsorum í, b, d inuenitur
«'i 4- yb — «d = o, eiue propter A— — a, H«'«
-f- я«я Ч- «J* = ° > hinc ex [8], и*'е •+• пап =

siue Си* — »»>')я — (.ту — п*'}е
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Porro fît »ne — — e»2(e -4- a), ymb — — .
«{(tt'e-f. «я) adeoque (я* — niy^b— (*' — «)»иг £ 1 31

Dsnique fit >'« — >a -f- *c — o : hinc mul-
tiplicando per «, et pro na substituendo valo-
rem ex [S] fit (и« — w>> ='(> ~ 7', ne, . . [14]

Simili modo eruitur C'e+ &b — £u'~o, siue
»C'e H- wíô-r-B^a^o, adeoque per [yjne'e 4-яСя
= wur + mia, siue (ие — »«í)a =(m& — n€')e[i5]

Porro fit Cub ~ — ^TO(Í -f ß )> ^»^ — " —
'-гея) adeoque C«^ — u;i)6~ (£' ~ c>Ji [i6]

Tandem i'e — S a + С с = o ; hino multi-
plicando per и et substituendo pro na valorem
ex [8] fit (и£ — m$)c = (i — i*)»« ..... [i7]

Iam quum diuisor communia maximus nu~
д, b, c sit r; integri 2(, 83, ß ita acci-, ,

pi possunt vt fiat 21« -f- S3£ + €c — r. Quo
facto erit ex 12, i5, i4; i5, 16, 17

adeoque ~(п* — «зО>;Сяе "~ ffií) integri. Q

1 65. Ex. Forma Зхх + г(\ху — 4yy in
formam — ï zx'x' -~ 1 8x'y' •+ Sgj^'z/' transmutatur,
turn proprie, ponendo x — 4«' -j- i iy', y ~ —
*' ~ ay, turn improprie, ponendo ж '— — '74*'
"*~ ^92/'» У ^: »Sa;' — iSy. Hie igitur « H- «',
c -b e/, У + j/, * -f* í' sunt — 70, too,'i4, —
ao; est autem — 70: i+ r^: 100: — 20 --- 5:
Т ï. Faciemus itaque m __ : 5, я = — I, ^ ^^
°? » =_ — i. Numeri autem a, è, í inuemun-



tur — йЗу, — 1170, 48, quorum diuisor com-
munis maximus — 3 — r> denique fit t = 3.
Hinc transformatio (S) liaec erit : x — 5í — «»
у -— — í. Per quam forma (3, 7, "— 4) trans-
it in formam ancipitem f í — i6í« + 3»«.

Si formae F, F' sunt aequiualentes : forma
G, sub F contenta, etiam sub F' contenta erit,
Sed quoniam eanden formam etiam implicar,
ipsi aequiualens erit, et proin etiam formae F.
In hoc igitur casu theorema ita enunçiabitur :

Si F j F' tam proprie, quam improprie 'sunt ai'
quiualentes : forma anceps vtrique aequiualens inutniri
poterit. — Ceterum in hoc casu e = +1 i, ad-
eoque etiam r, ipsum e metiens, = i erit.

Haec de formarum transformatione in gé-
nère sufficient : transimus itaque ad considera-
tionem rtpraesentationum.

166. Si forma F formam F' implicat : quicunqut
nitmerus per F' repraesentari potest etiam per F poterit,

Sintindeterminatae formarum F, ^'respecti-
ue x, y, x', y', ponamusque numerum M per F'
repraesentari faciendo x' —m, y ' — n , formam/
vero in F' transite per substitutionem x — »x1

+ fy, y — УХ' -j- ty1. Turn manifesturo est
si ponatur x = «m + c«, У = Ут + ih, f
transire in M,

Si M pluribus modis per formam F' re-
praesentari potest, e, g. etiam faciendo x'•=>»',



y' — я' : plures repraesenrationes ipsius M per
F inde sequentur. Si enim esset turn »m +
C« — «»&' -t- e«' tarn >>м 4- ui — >»i'-{- Í«', fo-
fet aut «^ — f> = o, adeoque etiam determi-
tians formae F' •==. о contra hyp.,' aut w =r
№', » = «'. Hinc sequitur M ad minimum tot-
idem modis diuersis per F repraesentari posse
<juot per F\

Si igiturtum F ipsamF',tum Pipsam Fimpli-
cat i. e. si F, F' sum aequiualentes, numerusque
Л7 per alterutram. repraesentari potest : etiam
per alteram repraesentari poterit, et quidem
totidem modis diuersis per alteram, quot per
alteram.

Denique obseruamus, in hocce casu diui-
eorem communem maximum numerorum m, n
aequalem esse diuisori comm. max. nnmerorum
«m -{- ея, ут Ч- ^я. Sit ille = Д, nnmerique
»«> » ita accepti vt fiat urn -t- >n = Д. Turn erit

(«í — Су,) ^m ^- ,„) — 4_ д. Hinc diu. comm.
*пах. numerorum «w -{- ^я, ym -|- í» metietur
*psum Д» Д vero etiam illum metietur, quia ma-
nifesto ipsos «w -{- ^«, >« "f- ^« metitur. Qua-
re necessário ille erit — A. — Quando igitur
**i « inter se primi sunt, etiam *ж -|- Сп, >Л -{-
*» inter se primi erunt,

167» THÉOEEMA. Si formae axx -f- а&жу -f
е»У...(Л, я'лг'л;' -f 2è'*y -}- c'y'y'... (F') JWit
b'qumalentes, ipsarum déterminant = D, postcriorque
*» prior em transit ponendo x' =. »x -\- €y, y ' = 3.* -j- /äy }-



f off o numeras M per F repraeseiítatur, /adendo x •—.
m, y == «i adeoque pei F' f adendo x' — «w -4- £»
— m', y? :=r >m -f" fa •= n' et quidem ita vt m ad n
eoque ipso etiam m' ad «' sit primus: ambas repraesen*
tationes aut ad eundem valorem expressions \f D (mod»
Ж) pertinebunt, nut ad oppositos, prout transformatio
formai F' in F propria est vel imprópria.

Dem. Determinentur numeri ц, » ita vt fiât
t Sft — У . •— G a -4- at

„да -f ,я=; г, ponaturqiz э _ í. — „', _Z_
a.s — ьу аа — ky

= >' (qui erunt integri propter »S—Çy —= ^± ijt

Turn erit um' 4- Jn'•= i.(Gf. art, praec. fitr.).
Porro sit v(bm-\-cn) — 'i(am-it-bn)^==.yt*

l(Jbtm'-\-c'n')
— /(л'«' -H 6'я') =г V, eruntque /^ У valores
expr,y^Af(mod. Z))adquos repraesentatio prima
et secunda pertinent. Si in ^' pro f, c, w, и
valores ipsorum substituuntur; in V vero pro
a, n't* + ъЬ'«у + c'yy pro fr, a'<& + Ь'(*Ъ 4-^)
-J- c'yS; pro c, a'fC 4, afc'W + i'ii; inuenietur

euolutione facta У= V (*ï—ty). Quare erit
aut V = F', aut Г — — Г', prout «í— £y =
-1-ï aut t= _ ï, i. e. repraesentationes per-
tinebunt ad eundem valorem expr.'-^f M (mod. П)
vel ad oppositos, prout transformatio formae
P in F est propria vel imprópria. Q. E. /?»

' Si itaque plures repraesentationes nunieri
M per formam (л, b, c), ope valorum inter
se primorum indetenuinatarum x, y, habentur
ad valores diuersos expr. ^/D (mod. M) perti-
nentes : repraesentationes respondentes per for-
mam (a1, b', í') ad eosdem resp., valores pertine-
bunr, et si nulla repraesentatio numeri M per



formam aliquam ad valorem quendam deter-
ttiinatum pertinens datur, nulla quoque dabi-
tur ad hune valorem pertinens per formam illi
aequiualentem.

168. THEOREMA. Si numerns M per formam
axx-\- zbxy + cyy repraesentatur tribuendo ipsis ж, у
valores inter se primos m, и, valorqm exprtssionis i/~D
(.mod. M), ad quem haec repraeseuiatio pertinet, est Ni

format (a, b> c), {Mt N, ¥ïL^iB) proprie utquiiMleti*

tes erunt.

Demomtr. Ex art, i55 patet, numéros ínte-
gros ц, , inueniri posse ita vt sit дам -f-яг— r,
k(bm -j- -en) — »(аот -f bn) •=. N* Quo facto»
forma (л, b, c) per substitutionem x = mx' — ,y'
У = »x1 -j- vy', quae manifesto est propria*
transit in formam cuius determinam = D(m^
*Ь я»)* i» e. ^^ D, siue in formam aequiualen-
*em: quae forma si ponitur =(M'. iy'Nllf'-D\

. • , «'J
' = amm з я » » спи = ; ЛГ' =
+ (тц — w')^ + w*f == ЛГ. Quare

in quani (a, èf e) per traflsformationem
mutatur erit <ДГ, ЛГ, £:̂ Г_Л. Q, E. D.

M

Ceterum ex aequationibus m -J-. », = i,-
»(wa + я#) = ЛГ deducitur f =

Ab _ »W -t- m» 4- wb . _ »if> H— ni — mW

ji ' ' ~a *•
numeri itaque erunt integri.

N



Forro obseruandum , liane proposJtionen»
locum non habere, si M = о ; turn enim ter-
minus У* ""-? fit indeterminatus *)»

a

169. Si plures repraesentationes numeri
Jlf, per (я, b, с) habenuir, ad eundem
valorem expr. ^/"D (mod. M), N, pertinen-
tes (vbi valores ipsorum x, y semper inter
se primos supponimus): plures etiam transfer-
mationea propriae formae (л, é, с). (-^Л in (M, N

, (G) inde deducentur. Scilicet si
' ч

M
etiam per hos valores x = m', y — n' tails
repraesentatio prouenit, (j?) etiam per spbs^tu-
tionem x = я'*' +.vtw ~ "'fr ~ "v y', y =«V-f-
H'W + m'a <- «'ft . ^ .
.-" ^' - ^' m (G) transit. Vice versa, ex
öuauis transformatione própria formae (F) in
(G) «equetur repraesentatio numeri M per for«
xnam (F), ad valorem N pertinens. Scilicet si

transit in (G) positis x = mx' — ,y', y =*
+ >y', M repraesentatur per (^) ponendo

x = ш, y s= я, et quoniam hic я;^ -f- я» = i,
Valor expr. ^/"D (mod. M) ad quem repraesen-
tatio pertinet erit ц(Ьт -j- пг) — • >(am •+• bit)
i. e. N. Ex pluribus vero transformationibns
propriis diuersis, sequentur totidem repraesen-
tationes diuersae ad N pertinentes **).

*) In hoc enim casu, si ad ipsum phrasin extender? voluraus,
N esse valorem expr. ̂ f D (mod. M~), siue N N =^. D (mod. ЛИ
signífitabit, NN — D esse mult ipluin ipsius M, edeocjue : — : O-

•*) Si ex duabus tranifurroationibus propriis rfiuersis eadem reprae»'0'
tatio defluere supponitiir, illae ita se habere debebunt: i) x ^
mx' — ly', y — itx' j, f* y' '• 8} x = tnx' — Чу<, у = >•*
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facile colligitur, si omnes transformationes pro-
priae formae (F) in(G)habeantur, ex his omnes
repraesentationes ipsius M per (F) ad valorem
•ff pertinentes sequi. Vnde quaestio de reprae-
eentationibus numeri dati per formam datam (ia
quibus indeterminatae valores inter se primos
naneiscuntur) inuestigandis, reducta est ad
quaestionem de inuemendis omnibus transfor-
ïiiationibus propriis formae illius ia datam ae-

Applicanda iam ad haec, ea quae in art.'
162 docuimus, facile concluditur: Si repraesen-
taiio aliqua numeri M per formam (F) ad va-
lorem Л^ pertinens sit haec: x = », y = y г
formulam generalem omnes repraesentationea
eiusdem numeri per formam, (F), ad valorem
•^ pertinentes, comprehendentem fore hanc:

at (»b —|— yc'u yt -t- (tta ~\~ УЬ}н
» = _ , y = f vbi „,

communs maxmus numerorum a, zbtc> et í, « omnes numeri, indefinite, aequationi
** —•- JDua = mm satisfacientes.ï

170» Si forma (a, b, í) ancipiti alicui ae-
NN — D\

4Ulualens , adeoque formae ( M, N, —~ l
proprie, quam improprie, siue tam formae

(Aff - If,

"*• Ulx>. Sei ex duabus aequationibus wf* H- ni -=wA"-i- »".

•"Ji facile deducieur eue nut Л = О aut ft =s P't ' =« "• At
•"í =; o iam exeluiiinus.

N я



proprie: repraesentationes numeri Hi habebun-
tur per formam (F), tarn ad valorem N, quani
ad valorem — N, pertinentes. Et vice versa
si piares repraesentationes numeri M per ean-
dem formam (í1), ad valores opposite* expr. ^f D
(mod. M), N, — N, pertinentes hab.entur: for-
ma (.F) formae (G) tarn proprie quam impro-
prie aequiualens erit, formaque anceps assigna-
ri poterit, cui (F) aequiualeat.

Haec generalia de repraesentationibus
hie sufficient: de repraesentationibus, in qui-
bus indetenninatae valores inter se uon primos
habent, infra dicemûs. Respectu aiiarum pro-
prietatum, formae quarum determinans est ne-
gatiuus prorsus alio modo suntlractandae, quani
formae determinantis positiui: quareiam vtras-
que seorsim considerabimus. Ab illis tarnquam
facilioribus initium facimus.

171. PROBLEMA. Propositaforma qîiacu»que(a, b,
a') cuius determinans negations, = — D, désignante D
numerum positiuum, tauenire formam huic proprit aequi'
»alentem, (A, B, C), in qua A non > y^~ | D, B «<"*
> IA, с non <; A.

Soiutio. Supponimus in forma proposera noi»
omnes très conditones simul locum habere: a'
lioquin enim aliam formam quaerere opus no*1

esset. Sit b' residuum abs. min. nume™ —
b'bi _j. ",

«ecundum modulum a'*), atque a" = —U-~T

») Obseruare conuenit, si fsrmae aliculu« (e, b, a') terminus prim11*
vel vitimus a vel a1 sit = O, ip»ius determinaiitem esse ou»1"*"
turn posit iuum : quare Hlud in casu praesenti euenire neouit. "^
Ex s imi l i ratione termini exter/ я, •' formae detenuinantis n«Bat''
ni, signa oppoiiu habere non posiunt.



qui erit integer quia b'b'~ bb, b'b'+ D^bb-^
•D = aa' = о (mod. a')- Iam si a" <3 a', fiât
denuo b" resid. abs. min. ipsius — 6' secun-
j *" *" Д. О ni
aum mod. я", atque a'" = —— . Si hio
Ùerum я'" <; я", sit rursus ft"' res. abs. min.

, *'" *'"+ D
!psius è" secundam mod. a'

д-ll •
Haec operatic cotatinuetur donee in progressi-
one a', a", a'", alv etc. ad terminum am +\г

ferueniatur, qui praecedsnte suo am non sit
ïtiinor, quod tandem euenire débet, quia alias
progressio infinita numerorum integrorum con-
tinuo decrescentiurn haberetur. Turn forma
(ela, Ьт, яш+0 omnibus conditionibus satisfaciet.

Dem. I. In progressione formarum (a, b, aO»
('*'> • i>', я")» (я", b", a'") etc, quaeuis praece-
denti est contígua, quare vitima primae proprie

erit (artt. i5g, 160).

II. Quum bm sit residuum absolute mini-
ipsius — bm— ! secundum mod. аш, ma-

iQr quam fa™ non erit (art. 4).

• III. Quia a™ a«+i = D.+ £m i»m , atque
ftttltl non < am, дт am non erit > D 4 ^ш èm ,
^ quum 6m non > £лт, дт ят non erit > D -f-

ят et |дт ат non > D, tandemque am non
"

Exempt. Proposita sit forma(3o4»
Сцшз determinans = — 3i. Hie inuenitur
Pr°gressio formarum: (3o4, 217, i55), (i55,-—

N 3
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62, 25-), (25, 12, y), (7, 9, 5), (5, ~ 2, 7).

Vitima est quaesita. — Eodem modo formae
(i2i, 4g, 20), cuius determinans = — 19, ae-
quiualentes inueniuntur: (30, — 9, 5), (5, — >
i> 4)> (4> i> 5): quare (4, ï, ô) erit forma
quaesita,

Taies formas (A, В, С), quarum determi-
nans est: negatiuus et inquibus A non ^^*П,В-
non £> 1Л, A non > CV formas reductas vocabimus.
Quare cuiuis formae déterminants negatiui, for-
ma reducta proprie aequiualens inueniri pot-
erit.

172. PROBLEMA« Inatnire conditions*, sub qui'
jus duae formae reductae non identicae, eiusdem deter-
miaantis, — JD, (a, b, c), (a', £', c') proftïe atqui-
«alentes esse possint.

Sol. Supponamus, id quod licet, я' esse non î>
я, form antique алгл?+ zbxy + суу transire in a'x'x'
•4- чЬ'х'у1 -j- t'y'y4 per substitutionem propriam
x = ax' f ёу', у = ух' + Sy\ Tumjiabebun-
tur aequationes

-f- 2&*7 -4- ' cyy = a'. « . . » . ..... [i]
-f. è(«^ .f. Çy) 4. Oí = b'. . . . . . . [a]

Ex [i]sequitur яа' = (я*+6у)* -f
ea'eritpositiuus ; etquum ac — D + 6óf
é'o', eriam ar , я'* ' positiui erunt : quare e, я', f, c'
omnes eadem signa habebunt. Sed turn a tun1

a' non > v^'t"» adeoque ал" non > ^; quaf6



multo minus Dvv ( = яд' — (я* 4* &v)s) maior
quam |D esse poterit. Hinc 5, erit äut = ot

aut = dt. ï.

I. Si у =- о, ex [3] sequitur esse aut *
== i, í— ï, eut я = — i, $— — ï. In vtroque casu
fit ex [ï] .я' = a, et ex [2] é' — è = -Ь, 6д»
Sed 6 non > la, et &' non > \л' proin etiam
bon > \a. Quare aequatio 6' — b = .* £л,
consistere nequit nisi fuerit

, fr'M ц- D
йи( J = o', vnde sequeretur c' == - ; —

{,{, _j_ Q

*= — - — = c, quare formae (л, ft, f), (a',^, c7)
identicae essent contra hjp.

^= — 6' = rh 5«, In hoc etiam ca-*
Su erit c' — c formaque (я', о', с') erit (я, — í,c)
i. e. formae (a, 6, c,) opposita. Simul patet for-.

has esse ancipites propter 26 = -ь à.

II. Si y = .tfc ï, fît ex [ï] a»* 4- с — *'
-t- 20л. Sed í non minor qaam a, adeoque
minor quam а' г hinc я** + с — л' sïue

çto non minor quam a*'. Quare quum
sit maior quam дг erit« non minor quam

*"» vnde necessário aut « = o, aut = ±. t.

e
ï) Si ч = о, fît ex [г], я' =a= r, et quoniam

neque maior quam c, neque minor quam a', erit
Necessário a> = л = f . Porro ex [5] fit e> =s
^ ï, vnde ex [a]. & 4- &' = ^ ic = Jt ̂ я.
•̂ чс simili modo vt in (I) sequitur esse

N 4
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out Ь »'&', in quo casu formae (л, ft, í)
(д' #', c') forent identicae, corvtra hyp.

aut b = .— &', in quo casu formae (я, í,
с), (я', &', с') erimt oppositae.

a) Si * = j±. ï, ex fi] sequitur ~ аб = л
(•f- í — я'. Quare quum neque л, neque 'e
< d', erit 26 non < и, et non < ct Sed з'&
etiam non > a, neque î> c, vnde necessário ±:
2# = л = c, et hinc ex aequ. qr 2ô = a Hh e
— д', etiam = a'. Fit igitur ex [a] b1 = д(*^
;тЬ yí) + A(«Í + €>-), siue, propter «Í —- ̂ > =
jy ^ — & == a(«e -f >i; -f- 26 У == a («^ + У*
rt е»> quare necessário, vt ante

a/ïi í = b', vnde formae (д, b, c), (a', b1, c')
identicae, contra hyp.

aut b = — é', adeoque fortnae Шае op-
positae. Simul in hoc casu propter a = db 2&»
formae erunt ancipites.

Ex his omnibus colligitur, formas (a, b, c)
(a't b', c') proprie aequiualenres esse non posse
nisi fuerint oppositae, eimulque aut ancipites,
aut o — c •= »' jz; c'. In hisce casibus for-
smas (a, 6, c)? (ft'} è', c') proprie aequiualere,
vel a priori facile praeuideri potuitj si enitn
formae sunt opposítae, ímproprie, et si insuper
ancipites, etiam poprieaequiualentes esse debent ;

r fD 4- (*— !>)* .
si vero a — c, forma ( ', л — b, л)
formae (», &, c) contígua et proin aequiualenS

erit; sed propter D f- bb — ac =; яв "'^
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•== za — 26, forma vero (aã — üb, a — b,eiï est
aneeps; quare (a, &, f) oppositae suae etiam
proprie aequiualebit,

Aeque facile iam diiudicari potest quando
duae formae reductae (л, è, c), (a1, b', c') non
oppositae improprie aequiualentes esse posant.
Erunt enim impr, aequiualentes, si ( a, b, c )
(я', — Ь', cO, quae non identicae erunt, própria
sunt aequiualentes, et contra. Hincpatet, condi-
tionem, sub qua Шаеimproprie sint aequiualentes,
esse, vt sint identicae, insupefque aut ancipites
aut a = c. — Formae vero reducrae quae ne-
que identicae sunt neque oppositae, neque pro-
prie neque improprie aequiualentes esse possunt.

iyS. PnoBLEMA. Propofitis dttdbus formis ëius-
Aem âeterminantis negatiui, F et F', inuestigare vtrum
tint aequalentes.

Solutio. Quaerantur duae formae reductae
/, /' formis F, F' Tesp., proprie aequiualentes :
6i formae /,/' sunt proprie, veb improprie vel
vtroque modo aequiualentes, etiam /, F4 erunt ;
si vero /, /' nullo modo aequiualentes sunt,
etiam F, F' non erunt.

Ex art. praec. dari possunt quatuor casus :

ï) Si /, /' neque identicae neque oppositae,
F, F1 nullo modo aequiualentes erunt.

a) Si /, /' sunt primo vel identicae vel opposi-
tae, et secundo vel ancipites, vel términos

N 5
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suos extremos aequales habent: f, F'
turn proprie, turn improprie aequiualentes
erunt.

3) Si /, /' sunt îdentîcae, neque vero ancipites
neque términos extremos aequales habent :
F, F' proprie tantum aequiualebunt.

4) Si /, /' sunt oppositae, neque vero ancipi-
tes, neque términos extremos aequales ha-
bent: F, F' proprie tantum aequiualentes
erunt.

Ex. Formis (4-1, 35, 3o), (7, 18, 47) qua-
rum determinans = — 5, reductae (ï, o,' 5),
(2, ï, 3) aequiualentes inueniuntur, quare il-
lae nullo modo aequiualentes erunt. — For-
mis vero (гЗ, 38, 63), (j-5, 20, 27) aequiualet
eadem. reducta (2, ï, 3), quae; quum simul sit
anceps, formae (a3, 38, 63), (»5, ao, 37) turn
proprie turn improprie aequiualebunt. — For-
mis (37, 53, 78), (53, 73, 102), aequiualent
reductae (g, 2, g), (g, — 2, 9) quae quum sint
oppositae, ipsarumque termini extremi aequa-
les: formae propositae tam proprie quam im-
proprie erunt aequiualentes.

174. Multitude omnium formarum reducta-
rum, determinantem datum — D habentium,
semper est finita, et, respectu numeri Д satis
módica: formae hae ipsae vero duplici modo
inueniri possunt. Designemus formas reductas
determinantis — Б indefinite per (я, b, с), \Ы
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itaque omnes valores ipsorum a, b, c determina •
ri debenr.

Methodus prima. Accipiantur pro a, omnes
numeri, turn positiui tuin negatiui non ma-
iores quam -f %D, quorujn residuum qua-
draticum — D, et pro singulis a, íiat b succes-
eiue aequalis* omnibus valoribus expr. ^/" — D
(mod. a;, non maioribùs quam é я, turn positiue
turn negatiue acceptis; c vero pro singuHs valo-
ribus determinatis ipsorum a, b, ponatur = £jt^

n •

Si qizae formae hoc modo oriuntur in quibus
с <; a, hae erunt reiiciendae, reliquae autem
manifesto erunt reductae.

Methodus secunda. Accipiantur pro b om'nes
numeri, turn, positiui tum negatiui, non maiores
quam \-^f s-D, siue \f \D\ pro singulis b re-
soluatur bb 4- D omnibus quibus fieri polest
ftiodis in binos factores (etiam siguorum diuer-
sitatis ratione habita) ambos ipso 2& noninino-
res ponaturque alter factor, et quidem, quan-
do íactores sunt inaequales, minor, r=r я, alter

c. Si quae formae hoc moc'o prodeunt, ia
я > \f í D, erunt reiiciendae, reliquae

omnes manifesto erunt reductae. — De-
lique patet, nullam formam reductam dari pos-
se quae non per vtramque methodum inuc-
niatur.

Ex. Sit D = 85. Hie limes valorum ipsi-
>is a est v^^° 4U* *acet inter io et n. NU-J
ineri vero inter ï et io (incl.) quorum residuum
-~ 85, sunt ï, 2, 5, io. Vnde habentur for-
friae duodecim: (ï, o, 85), (a, ï, 43), (2, — ï,
43), (5, o, 17), (IQ, 5, n)j (10 — 5, u)i(—



i, o, — 85) (— a, i, — 43),(— э,~ ï,— 43)
(- 5, o, — 17), (— io, 5,— n), (—10, —-5,

Per method am alteram limes valorum ipsi-
us b habetur \ЛУ"» Ч1" s*tus est inter 5 et 6.
Pro #.— o, prodeunt formae (ï, o, y5), '(— ï,
o, — 8:5), ( 5, o, 17), ( — 5, o, — 17), pro
b — ;± ï hae: (a, r± ï, 43) ( — 2, -±z ï, —
43). Pro b = j± 2 nuHae habentur, quia 89
in duos factores, qui ambo non > 4, res'ol-
ui nequit. Idem valet de ±_ 3, _±L 4. Tandem
pro é = j± 5, proueniunt (10, J+ 5, n), С —
io, rh 5, — n).

175. Si ex omnibus formis reductis de-
terminantis dati, formarum binarum, quae, licet
non identicae, tarnen proprie sunt aequiualen-
tes, alterufra reiicitur: formae rémanentes hac
insigni proprietate erunt praeditae, vt, quaeuis
forma eiusdem determinantis alicui ex ipsis
proprie sit aequiualens, et quidem vnicae tan-
turn í alias enim inter ipsas aliquae proprie ae-
quiualentes forent)» Vnde patet, omnes formas
emsdein determinantis in totidem classes distribui posse-
qttot formae remanseriat, referendo scilicet formas
eidem reductae proprie aequiualentes in ean-
dem ciassem, Ita pro D =*= 85, rémanent formae
(1,0, 85), (2, i,43;, (5, о, 17), ( io, 5, u), ( — r,
о, — 84), ( — a, i, — 43), (—• 5,o, — 17), ( — IG,
5 — i i ) ; quare omnes formae determinantis —
85 in octo classes distribui poterunt, prout for-
mae primae, aut secundae etc. proprie aequi-
vi aient» Perspicuum vero est, formas in eadem
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classe locatas pro prie aequiualentes fore, for-
mas ex diiiérsis classibus proprie aequiualentes
esse non posse. Sed hoc argumentam de clas-
sificatione formarum infra multo fusius exse-
quemur. Hie vnicsm obseruationem adiioi.
mus. tarn supra ostendimus, si determinans
formae (a, b, c) fuerit negatiuus = — D, a etc
eadem signa habere (quia scilicet ac = bb -f-
D adeoque positiuus); eadem ratione facile per-
spicitur, si formae (я, b, c)> (я'> &', c') sint ae-
quiualentes, omnes д, с, а', с4 eadem signa ha-
bituros. Si enim prior in posteriorem per
substitut : x = »x1 -]- €y', y = ух' -j- ̂ y' trans-
it: erit a** + 2&'^ + CW — a',hincaae =(a<*
-f- ^ê;* + Dy*' adeoque certo non negatiuus;
quoniam vero neque a, neque a' — o esse pot-
est, erit aa' positiuus et proin signa, ipsorum
О, я' eadem. Hinc manifestum est, formas
quarum termini exterí sint positiuí, ab iis qua-
rum termini exteri sint negatiui, prorsus esse
separatas, sufficitque ex íormis reductis eas
tantum considerare quae términos suos exteros
positinos habent, nam reliquae totidem sunt
multitudine, et ex illis oriuntur, tribuendp ter-
minis exteris signa opposita; idemque valet de
íormis ex reductis reiiciendis et remanentibus.

176. Ecce itaque pró determinantibus qui-
busdam negatiuis tabulam formarum, secundum
'^uas omnes reliquae eiusdem determinantis in
classes distingui possunt; apponimus autem,
ud annotat, art. praec., semissem tantum, scili-
cet eas quarum termini exteri positiui.
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D

(l, O, l).

(l, O, !î).

/ï, o, 3), fs, r, a).
(ï, o, 4), (2, o, 2).
(ï, o, 5), (2, ï, 5).
(ï, o, 6), (2, o, 3).
(r, o, 7), (2, ï, 4).

8 (1,0, 8), («, o, 4), (3, r, 3).
(ï, o, 9), (2, ï, 5), (3, o, 3>

io (>, o, 10), (2, o, 5).
(ï, o, ii), (2, ï, 6), (3, ï, 4), (3 ~ r, 4).

12 (I, O, 12), (2, O, 6), (3, O, 4), (4, 2, 4).

Superfluum foret hanc tabulam hic vlterius
continuare, quippe quam infra multo aptius
disponere dccebimus.

Patet itaque, quamuis formam determinan-
tis — ï, formae xx •+• yy proprie aequiualere,
si ipsius termini exteri sint positiui , vel huic
— xx — yy, si sint negatiui; quamuis formam
determinarias — 2, cuius termini exteri posi-
tiui, formae xx -f- zyy etc.; quamuis formam
determinantis — n, ouius termini exteri posi-
tiui, alicui ex his xx -j- i iyy» zxx •+• zxy -f-
Ъхх + 2xy -f- 1ц/у, Ъхх — íixy + l\yy etc.

177. PROBLEMA. . Habetur series formarum, qua-
ritrnqvaeuispraecedentiaparte posteriori contígua: desi-
deratur iransformatio aliqua propria pritnae informam
qiiaraciinque seriei.

Solutio'. Sint formae (a,b,a')= F-, (я', b', д")
= ív;(»", b", a'") = F";{a«>, b"', a™ ) s=.F'"
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Ь +Ь> Ь< 4- ft" b" +.1,4'
etc. Designentur -7— ' — ̂  — , — ~ etc. re-
spectiue per h't h", fa" etc. Sint indetermi-
natae formarum Ft F', F" etc. a;, y\ x' f/y'; x1,',
У" etc. Ponatur F transmutari

in p positis x = «V + еУ» У = 5 'л: + íV

x =
etc»

Turn qaia'F transit in F' positis x —' — у',
У = x' -b йу; í1' in F" positis *' = —y", y'
=: л;" -f- А" у"; ^" in F'" positis ж" — — ?"',
У" = ж'" + й'"у'" etc. (art. 160), facile erue-

sequens algorithmus (art. 1 69) :

«' — о

„W —f///

С' =—!
f— h"S'— <*'
о/,/ &"/?" <t ''

_ ,̂
^̂ e

etc.

v' =. I
Vi = í'

/ / /— í//

—h'
' --JklW—y

Л// _ Д/''av/ _
r^A'vi"' - • '"

sue

«"=rg'

»w =zC'

6'

etc.

y' —I
v" ==^

>.iv — í»" Л v ^ri

$'— t

"̂— í'í/// — S"

Omnes has transformationes esse proprias
turn ex ipsarum formatione turn ex art, 15g nul-
Ь negotio deduci potest»
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Algorithmus hic perquám' simplex et ad
calculum expeditas, algorithme in art. 27 expo-

, sito est analogue, ad quern etiam reduci pot-
est*). Ceterura solutio haec ad formas deter-
minaniis negatiui non est restricta, sed ad o-
mnes caâus pater, si modo nullus numerorum
a'} a", я'" etc, — о.

iy8, PROBLEMA. Propositis duabus fortnis F, f,
eiusdem dettrminantis negatiui, proprie aequiuatentibus :
inuenire transformationem aliquant propriam alterius in
alteram.

Sol. Supponamus iormam F esse (Д B,A')
et per methodum art,. 171 inuentam esse pro-
gressionem formarum (A't B', A"), {A", B", A'")
etc. vsque ad (/im, B™, Am+-ï ) quae sit redu-
cta : similiterqun / esse (a, b, я') et per ean-
dem methodum inuentam seriem (я', b', л"),
(а", 6", a'") vsque ad (я„, on, о"-*-1), quae sit
reducta. .Turn duo casuslocumhabere possunt.

ï. Si formae (^m, Бт, A™* x ), Ca», b\
апЧ- г) sunt aut identicae, aut oppositae simul-
que ancipites. Turn formae (A™—', Bm—s

t Am\
(д", — b«—1, я11"1) erunt coniiguae (désignante
Am~"' terminum progressionis ^4,Л', ^í",.. Аш

penultimum, similiaque B™—i, «»—ï, б"—1). Nam

•) Erit scilicet in s igni s «rt. 27, £n ^^ ±1 [— ft", ft"'— ftiv...
fr fen], vbi sibila ambÍRuepo;it»,*sse debtnt — —; — i-J. ; ^- — ;
•+ +. ; prout » formae <,* -Ь о ; I ; a i 3 — et í" = áT.

[h1 — h", h"1 ±L- h11], vbi signa ambig\ia ene iebent 4-
— ; +• + i '— —- ; — -t- prout » formae 4& •+ o ; j ; 2 ; 3-
Std hoCi quod quiuis facile ipse confirmar« potcrit» futiui
nobi« breuicas non permittit.
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Am = dn , Bm— l = — Bm (mod. Am ), bn — i'=
~- bn (mod. a" siue Am ), vnde Bm~ I — bn—1

^£n_#m adeoque = o,si tbrmae(^im , Bm ,/im+I)»
^Яп> on, a"-*1) sunt identicae et = ß6n adeoque
^ o, si sunt oppositae et ancipites. Quare in
progressione formarum (A, B, A'\ (A', B', A"^
• ... (А™-1, В™—1, Am ), (яп, — í«— i, fl"-i),(an~i,
^ 6п^-2)Яп— a)t . . (a/j — é, ÍT), (л, b, a') quaeuis
f°rma praecedenti contígua erit, adeoque per
art. praec. transformado propria primae F in

/ inueniri poterit. ,

II. Si formae (Am , Bm , Am -^0 , (<*n, t>n,
+i) non identicae , !>ed oppositae simulque

=E= Am+ l = я11 =r «"•*• x. Twm progressio
formarum , ,

en— 2
e" -2) ____ (a', — £, я), (я, é, я') eadem propri-
etate erit praedita. Nam Am -*-1 = дп, et 5ю

"— é"—1 =: — (ôn -f" ^n~' ) Per e" diuisibilis.
Vnde per art. praec. inuenietur transformatio
própria formae primae F in vitimam /.

Ex. Ita pro formis (u3, 38, 63\ (i5, 20,
habetur progressio (аЗ, 58, 63), (63, з5,

lo), (Ю, 5, 3), (3, i, 2), (2,— 7, 27) (27, —
ao, i5), (i5 ,20, 27), quare A/ = i, /z" = 3,Ã'"
*= 2, A'v = ~ 3, Av = —'i, uv '= o. Hino.
^educitur transformatio formae ъЪхх -f-
*Ь- 63yy in 1 5« 4- AOÍ« + 27«» haec : x
*3' — 18», у '— St + ни.

О
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Ex solutione hac nullo negotio sequitur
solutio problematis: Si formas F, f improprie sunt
aequiualentes, inuenire transfnrmationem impropriam
formas Fin /.. Sit enimf=ait-\- ъЫи-\- а'ии eritque
forma opposita app — zbpq + a'qq formae F
proprie aequiualens. Quaeratur transiormatio
propria formae F in ill&m, x = ар + £q, tf = .
Ур + 2q, patetque F transire in / positis x =
«í — Cq, y = yt - &q, hancque transformatio-
nem fore impropriam»

Quodsiigitur formae F, f tarn proprie quam
improprie sunt aequiualentes : inueniri poterit
tarn transformado própria aliqua quam imprópria»

179. PROBLEMA. Si forma F, f sunt aequiua-
lentes : inuenire omnes transformationes formae F in f.

Sol, Si formae F, f vnico tantum modo
sunt aequiualentes i- e. proprie tantum vel im-
proprie tantum : quaeratur per art. praec. trans-
formatio vna formae .Fin /, patetque alias quam
quae huic sint similes dari non posse. Si ve-
ro formae F, f tarn proprie quam improprie
aequiualent, quaeraivur duae transformationesf

altera própria, altera imprópria» Iam sit for-
ma F = ( A, B, Q, BB — AC — — D, nu-
merorumque A, 2&, C diuisor communie ma-
ximus = w» Turn ex art. 162 patet, in priori
casu omnes transformationes formae F in / ë*
vna transforma^ione, in posteriori omnes pro-
prias ex própria omnesque impróprias ex im-
própria deduci posse, si modo omnes solutio*
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nés aequationisí/ -f- D ttu = mm habeantur. His
igiiur inuentis problema erit solutum.

Habetnr autem D = AC — BB, 4Z> =.
í\AC — 455, quare — — 4 - - — (-/ erit' * mm mm ч m '

integer- Iam si
1) — > 4> erit D > mm: quare in it -f

Пни ~- mm, и necessário debebit esse — o, adeo-
que t alios valores quam -f- m, et — m habe-
fe nequit. Hinc si F, f vnico tantum modo ae-
quiualentes sunt et transformatio aliqua x —
*x' -f- Cy'} y — v x' + <fy': praeter hanc ipsam
quae prodit ex í — m (art. 162 ), et hanc x
==: uX' — £y', y n^ — yx1 — by1 aliae locum ha-

non possunt. Si vero F, f turn proprie
impróprio aequiualent, atque própria ali-

transformatiohabetur x = лх' -\- Су', —yx*
èy', impropriaque л: = л'х' -{- Çy', y ^=. y'x*

•f а'у'} praeter il lam (ex í =• m) et hancce x ^=
-~- *'x< — C' y', y — — y x' — Sy' (ex í = —
Iй) alia propria non dabitur; similiterque nulla
Apropria praeter x = а'лг'Н- Ь'у',у=- у'х' -^-Ъ'у*
et * — — «'л;' — - С'̂ ^ j,' — _ ух' — S'y'. '

2) Si 4— = 4> siue Z? = mm, aequatio tt' mm ' • L

т Duu = mm quatuor solutiones admittet t, u
== tu, o; — w, o ; o, ï ; o, — i. Hinc si F f
v*ùco tantum modo sunt aequiualentes et trans-

aliqua x = «ж' -{• Су', у— ух' 4- fy':
omnino transformationes dabuntur, x —=

ч- Су',у= + У x' ± íy'; *:= ^

give-
tn

O a
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ro F, f duobus modiä aequîualent, siue praeter
transformationem iJlam díHam alia^psi dissi-
milis habetur : liaec quoque suppeditabit
quatuor iliïs dissimiles, ira vc acto transfor-
mationes habeantur. — Ceterum facile demon-
strari potest in hoc casu F, f semper reuera
duobus 'modis aequiualere. Nam quum D =
mm = AC — BB, m etiam ipsum B metietur.
Formae (^» -» c-) determinans erit= — r.quare

*m in m' ' i

formae (1,0, ï) vel huic ( — ï, o, — ï) erit aequi-
ualens. Facile vero perspicitur, per eandem
transformationem per quam (^ -•> -) transeatг л m) m m

in(rt i,o,rh i)formam (Л, В, C)transire in(±.f»,
o,±rm), ancipitem. Quare forma (^, Л, Q, an-
cipiti aequiualens, cuiuis formae, ' cui aequiua-
let, turn proprie turn improprie aequiualebit.

3) Si — = 5. siue 40 «= Ътт. Turn «»
»11Я '

erit par omnesque solutiones aequationis tt +
DUH == f»w erunt sex, í, и = m, о ; — m, о ; \т,
i; — |да, — i; 5w, — i; — fw, ï, Siitaque
duae transformationes dissimiles formae F in f
habentur, Д; = «x' -f- e '̂, y = УХ' -j- íj/'j л;==
'x' + ^V> У = >'#' "f" ̂ V: habebuntur duo-
decim transformationes, scilicet sex priori similes

.;y
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et sex posteriori similes, quae ex his nascun»
tur ponendo pro «. £, y, f hos *', £', y', S'.

Quod vero in hoc casu semper F,f vtro-
que modo aequiualent, ita demonstramus. For-
toae ( —« —' —) determinans erit = — —4 m m ,в mm

= — 3» adeoque (art. i70)aufc formae £t ï., °»
r±3)aut huic (a, ï, 2) aequiualens, Vnde facile
perspicitur, formam (Л, 5, С) aut formae (rtlwt

°, dr I'») aut huic (J:»», I»B, r±m)*) quae ambaa
Sunt ancipites, aequiualere adeoque, cuiuis ae-
cruiualenti, vtroque modo.

4) Si supponitur 4— = ï, fit(— )» != 4 ^1 * mm ' mm mm
— 2, adeoque ^2(mod. 4). Sed quum nullum
quadratum esse possit = a(mod. 4) hie casus
locum habere nequit-

5) Supponendo — = ï. fit(—)» =54^^.y r r »»« ' »в »MK»

l ^ — ï (mod. 4)« Quod quum impossibilé
sit, etiam hie casus nequit locum habere.

Geterum quum D neque =з о, neque ne-
gatiuus sit, alii casus praeter enumerates dari
Под possum.

18o. PROBLEMA. Inuenire omnes repraesentatio*
»<j numeri dati M per formam axx -f- zèxy + cyy
••. F, determinantis negatiui — D, in quibus x, y
Valores inter se primos nanciscunturt

*) Demonitrsri pqtest, formara (а. В, С) ueccsixrio posteriori nequi-
mlere ; icd hoc bic non necey»rium.

О 3



— 21 b,

Sol. Ex art. 154 patet, Hi eo quo requï-
ritur modo repraesentari ,non posse, nisi _ D
sit resicl. qua dr. ipsius M. Inuestigentur ita-
que primo omnes valores diiiersi(». e. incongrui)
expr.y/" — Z?(mod. 'Л7), quisint ЛГ, — N, N' N't

-Jff"%' — N" etc. ; quo simplicior euadat calcu-
lus, omnes N, N' etc. ita determinari possunr,
vt jion sint > ï HÎ. Iam quoníam quaeuis re-
praesentatio ad aliquem horum valorum per;
îinere débet singuli seorsim considerentur.

Si formae F, ( M, N, D + yy) non sunt
Л1

proprie aequiua'entes, nulla repraesentatio ipsi-
us M ad Valorem JV pertinens dari potest (art.
i^S). Si vero sunt, inuestigetur transformatio
própria formae Fin Mx'x'-\-zNx'y'+ £l±^y

M
quäe sit x~ax' +%', y== ух' -\-&у', eritque# —
«, у ^=. у repraesentatio numeri M per F ad JV
pertinens. Sit diu. comm. max. numerorum Л,
aß, С, — m distinguanturque très casus (art,
praec.):

ï) Si — > 4, aliae repraesentationes ad^V
pertinentes quam ha e dune x = *, y ~ y ; x
= — *, y — — y non dabuntur (artt. 169,180).

2) Si — = 4? habebuntur quatuor reprae-
sentationes X ~ rt «, У — ±. У} ЛГ^:!^
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,3) Si — •=. 3, habebuntur sex repraesen«

tatipnes, ж — ±i «, у — i= >; x — rt (f* —
уД

Eodem modo quaerendae sunt repraesen-
Sentationes ad valores — N, N', — N' etc.
pertinentes.

i8r. Inuestigatio repraesentationum nu«
M per formam í1 in quibus x, y valores

inter se non primos habent, ad casum iam con.
eideratum facile reduci potest. Fiat talis ré*
praesentalio ponendo x = ne, y = ^/, ita vt f«
*U diu. coram. max. ipsorum *e, pf, siue í, /
1oter se primi. Tum erit M = w(.Aee -f- a 5^
4- C/7; adeoque per A*Í* diuisibilis ; substitutio
vero л; = e, y = f erit repraesentatio numeri
?í р'ег formam F, in qua л;, у valores inter se
primos habent. Si itaque M per nullum qua-
drai um (praeter t) diuisibilis est, e. g. si est

primus: tales repraesentatíones ipsius
non dabuntur. Si vero A diuisores quadra-

implicai, sint hi мм, » , vie etc. Quae-
rantur primo omnes repraesentationes numerî
RÙ per formam (^í, 5, Í7), in quibus .r, y valo-
res inter ее primos habent, qui valores si per
H niiiltiplicantur praebebunt omnes repraesen-
l^tiones ipsius JVÎ, in quibus diu. comm. max.
fcumerorum ar, y est ц. Simili modo omnes
repraesentationes ipsius ~ in quibus valores

O 4
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ipsorum x, y inter se primi sum, praebe-
bunt omnes repraesentationes ipsius M in qui-
bus diu. coram» max. valorum ipsorum ar, у
est » etc.

Palam igitur est, per praecepta praeceden-
tia omnes repraesentationes numeri dati per
formam datam determinants negatiui inueniri
posse.

182. Descendimus ad quosdam casus par-
ticulares, turn propter insignem ipsorum ele-
gantiam, turn propter assiduam operam ab ill. Eu-
lero ipsis impensam, vnde classicam quasi di-

, gnitaiem sunt nacti.

I. Per formam xx •{• yy ita repraesentari
Vt x ad y sit primus, (siue in duo quadrata in-
ter se prima discerpi), nullus numerus potest
nisi cuius residuum quadraticum est — ï, ^ale*
vero numeri, positiue accepti, omnes poteninf,
Sit M talis numerus, omnesque valores expr.
V^ — r (mod. M] hi: N, — N, N', — N', N"t

N" etc. Turn per .art. 176 forma (M, N>.
T

— ) formae (i> o, ï) propne aequiualens
erit. Sit transformado aliqua propria huius in
illam, x = *x* -4- Cy', y== yx1 -f ty, eruntque
repraesentationes numeri M per formam xx +
yy ad .Л/" pertinentes hi quatuor *) ; x — ^ *f

») putet ven!m, hunc casuni sub (í) «rt. igo contentam esse.

JVAT
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Quum forma (r, o, i ) sit anceps, patet,
etiam formam (M, — N, Ne} "*". ') ipsi proprie

aeguiualentem fore, illamque proprie in hanc
transmutari positis x •== лх< — £y', у = — Ух'
-J- ty'. Hinc deriuantur quatuor repraesentatio-
nes ipsius M ad — N pertinentes, x = ±- *,
'y = +; j-; зс = -ч- j-, y = =F ». Manifestum
itaque est, octo repraesentationes ipsius Aí da-
ri, quarum semissis altera ad JV, altera ad — ЛГ
pertineat; sed hae omnes vnicam tantummo-
do discerptionem numeri M in duo quadrata
exhibent, M ~ ** + yy, siquidem ad qua-
drata ipsa tantum, neque vero ad ordinem ra-
dicumue signa spectamus.

Quodsi itaque alii valores expr. ^f — i
(mod. M) praeter N et — N non dantur, quod
e. g. euenit, quando Mest numerus primus, NI vni-
co tantum modo in duo quadrata inter se pri-
ftia resolui poterit. Iam quum — i sit resi-
duum quadraticum cuiusuis numeri primi for-
Шае l\n •+• i (art. 108), manifestoque numerus
primus in duo quadrata inter se non prima dis-
cerpí nequeat, habemus theorema:

Quims numerus primus format l\n + I in duo
quadrata decomponi potes t ̂  et quidem vnico tantum mo-
do, j = o -f, i, 5 =r i 4- 4, i3 = 4 + 9»
*7 = i + 16, 29 =: 4 + 25, 5y = i + 56,
Ai, — 16 + a5, 53 = 4 + 49, 61 — a5 +
36, 73 — 9 + 64, 89 = a5 + 64, 97 — i6

+ 81 etc. ,
05
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Theorema hoc elegantissimum iam Ferma«
tio notMm fuit, eed ab ill. Eiilero primo de-
monstratum est, lComm. пои. Petr. T. Vt ad an-
KOS 1754, 1755, p. 3 sqq. In T. IF, diss. ex-
stat ad idem argumenturn pertinens, p 3 sqq.,
sed mm гепг penitus nondum absoluerat, vid.
imprimis art. 27.

Si igitur nmnerus aliqnis formae 4« -f r

aut pluribus modis aut nullo modo in duo qua-
drata resolui potest, certo non erit primus.

Vice versa autem, si expr. •f — ï (mod.
M) praeter ^V et — N alios adhuc valores ha-
bet, aliae adhuc repraesentationes ipsius M da-
buntnr, ad hos pertinentes. In hoc itaque casu
M pluribus modis in duo quadrata resolui pot-
erit e. g. 65 =. ï ~i~ 64 =^ 1 6 + 49» 221 =
a5 + 196 — IDO -J- I2I,

Repraesentationes reliquae, in quibus x, y
valores obtinent non primos inter se, per niet-
hodum nostram generalem iacile inuenin pos-
sunt. Obseruamus tantummodo, si nunierus
aliquis factores formae 4« + 3 inuoluens, per
nullam diuisionem per quadratum ab his libe-
rari possit (quod fiet, si aliquis aut plur.es ta-
liuin factorum dimensionem imparem habet), hunC
nullo modo in duo quadrata resolui posse *)•

Ч) Si numerus Aí = ç. Sa^b^c"^".,. ita vt a, b, c f te. iint numeri
priini inaeqnales forroae 4» -4- l, atque .Ç productum ex omni-
\>us factoribus pr imis ipsius M formae 4» —ь з (ad quam forma»



II. Per formam xx -f- щу nullus nume-'
rus, cuius non residuum — 2, ita repraesenta-
ri potest vt x ad y sit primus, reliqui omnes
poterunt. Sit — 2 residuum numeri Д7, at-
que ЛГ valor aliquis ,expr. •>/" — 2 (mod. A/).
Turn per' art. 176 formae ( I, o, 2), ( Л7, ./У,
A'iV -t- 2 . ,, _
" — ~ — ) propne aequiualentes erunt. Iranseat
Ша proprie in hanq ponendo x z= *x' -{-' %'»
y rrr yx' + iy'j eritque x =• *, y -^ y reprae-
eentatio numeri M ad jV pertinens. Praeter

et liane x ^r — «, y -^ — >aliae a.à'N
periinebunt (art. 180).

Simili modo, vt supra, perspicitur, тергае-
sentationes x -"= =t «, у =• í^ >• ad valorem
— - .ZV pertinere. Omnes vero hae quatuor
fepraesentationes vnicam tantum discerptio--

ipsius M in quadratum et quadratum
exhibent, et si praeter ^V et • — N

H valores ехрг.^Л — ч (mod. M) non dantur,
a'iae discerpiiones non dabuntur. Hinc adiu-

propose, art. 116 facile deducitur theo-

4Ulnls numprns positiuus reducl potest, fac i f fnr fo к ^-^ o quando
M trst impar, et S = I quando M nullos Tactores formae 4» -f-
3 i m ( i l i c a ' ) : M nullo modo in duo qnadrata resolui poterit, si S est1

lion-quad, atus ; «i vero S est qu.idratus, ddbimtur I(»-4_i) (Ç -i~i)
C>4-0 etc discerptione» ips ins ,1Î, quinto a l iqu is numeronim
•• C. y etc. est impar, »ut J(ce— Ь I) <£-+0 (y 4—1} etc. -j- J,
Suando emnes «, f, y etc. «un t pares (siquidem ad quadrat» ïpjçi
'«ntuia respicitur). Qui in calculo comUinationam »liquatituin smit
v«riati, deinonstrationem huius theorematis (c«i, perinde vt «lui
Particuljribas, imraorari nobii non licel) ex theoria nostr« gener»H
kaud difliciilter егцеге poterunt. Cf. »rt. les.
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Quiuis numerai primus format 8» 4t I vet S»
4- 3 in tjuadratum et qucidratum duplex decomponi
potest et quidem vnico tantitm modo. i ™ i + Q.
3 — j+,2, i r — g + 2, 17—9 + 8, 19
=t ï + 18, 41 = 9 + 32, 43 r=z 25 + 18,
69 — 9 + &0- 67 = 4g + j8, y3 = ï +
72, 03 = 8i 4- 2, 89,= 81 + 8, 97 = a5
4 72 etc.

Etiam hoc theorema, vti plura similia,
Fermatio innotuit : sed ill. La Grange primus
demonstrationem dçdit, Suite des recherches d'Arith-
metique> Nouv. Mem. de f Ac. de Ber l in 1776,
5». ЗаЗ sqq. Multa ad idem argumentam perú-
nentia iam ill. Euler absoluerat, Specimen de vsu
obseruationum in mathesi pura Со т т, пои. P etr.
T. VI p. i85 sqq. Sed demonstratio compléta
theorematis semper ipsius industriam elusît, p.
220. Conf. etiam diss. in T. VIII (ad annos
1760, 1761), Supplemental» quorundam theoreniatuta

anihmeticorumf sub lin»

III. Per methodum similem demonstratur,
quemuis numerum cuius residuum quadr. sit
— 3 repraesentari posse aut per formam xx +
3yy, aut per hanc zxx + zxy -4- ayy, ita vt valor
ipsius x ad valorem ipsius y sit primus. Oua-
re qnum — 3 sit residuum omnium numeroruin
primorum formae 5я + ï (art. 119) manife-
stoque per formam ъхх -f- аху -4- з,уу numeri
fares tantum repraesentari possint: eodem
do vt supra habetur theorema :
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Quitus numerits prima? format 3» + ï in quadra-
,gt quadratum triplex decomponi votest, et quidetn

tantum modo, ï = ï -{- 0 , 7 — 4 + 3,
'io — j -f- ia, IQ, i^_ í6 4- 3, 3i =4 + 27,
$7 = 25 •+• 12, 43 = i6 + 27, 6i = 4g 4-
12, 67 = 64 + 3, 73 = i -f- 72 etc.

Demonstrationen! huius theoremalis ill. Eu-
ïer primus tradidit in commentatione modo
Caudata, Comm. пои. Petr, T. V J П, p, io5 sqq.

Simili modo vlteriùs progredi et e. g. osteri-
possemus, quemuis numerum prim uni for-
ao« + ï» vel аои -Ь 3, vel 20« -f- 7, vel

ao« -j- g (quippe quorum residuum — 5) per
eherutram formam xx-i- Ьуу, ъхх-^ъху-^-Ъуу ге-
praesentari posse, et quidem numéros primos fbr-

2Of< + ï et 20» + 9 per priorem, primos
20« 4" 3, ^o«--j- 7, per posteriorem, née

dupla primor'um formae 20«+ ï, 20» H- Q
Per formam 2xx •+- zxy •+• Ъуу, dupla primorum
*°rmae aow -f- 3, 20«-f- 7, per íormam xx+5yy : sed
вапс propositionem infinitasque alias particulares
4uiuis próprio marte expraecedentibus et infra
Iradendis deriuare poterit. — Transimus itaque
*d formas determinantis positiui, et quum harura
Idoles prorsus alia sit, quando determinans est
4uadratus, alia, quando non-quadratus : formas
Determinantis quadrati hic primo excludimus
fosteaque seorsim considerabimus»

i83. PROBLEMA. Proposita forma quacunque
, a')i cuias determinans positiuus non- quadratits
; inuenire formam haie proprie aeqttiualeniem, (A,
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В, О» »« qua В sit positiuus et <* \f D; A vero
si es-t positiuus, vel — A, si A negatiuus, wier^ D

— B situi.

Sot. Supponimusin forma proposita vtram-
que conditionem nondum locum habére; alio-
quin enim aliam formam quaerere opus non
esset. Porro obseruamus, in forma determi-
nantis non-quadrati terminum primum vel vlti-
xnum = o esse non posse (art. 171 arm.). Sit
f = —• b (mod. я') atque intra limites ^/~ D et

^f D ^ a situs (accepto signo superiori, quan-
do a' positiuus, inferiori, quando est negatiuus)
quod fieri posse simili ratione vt art. 3, facile
demonstrate, ponaturque b'b' ~~ •? = a", qui

erit integer, quia b'b' — D = bb — D =aa'^
о (mod. a'). lam si я" <^ a', fiat denuo b" =
— b' (mod. я") et inter ^f D et^ -D ч= a" si-
tus (prout я" positiuus vel negatiuus) et b" b" ~ °

= a"1. Si hie iterum я'" < a", sit rursus b'"
1. a"'), et inter v^ D et ̂  D "^ь a'" situs

atque ь'"ь>" ~~ ° = alv . Haec operatio conti-

nuetur, donee in progressione я', я ', я'х/, «IV

etc. ad terminum am+! perueniatur, praecedeh-
te я» non minorem, quod tandem euenire de-
bet, quia alioquin progressio infinita numerorum
ititegroruru continuo decrescentium haberetur.
Turn positis дт— A, bm= B, am-n =. C, for-
ma (/), B, C) omnibus conditionibus sativsfaciet.
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Dem. I. Quoniam in progressione forma-
(a, 6, a'), (a', b', a"), ( a", fi'V я'") etò.

quaeuís praecedenti est contígua: vitima (A,
è, C) p rima e1 (a, b, a') proprie aequiualens erit.

II. Quia B inter \/~ D et ^f D qr A situs
est (accipiendo semper signum superius quan-
do A est positiuus , inferius ' quando A est
hegatiuus) : patet, si ponatur ^/~ D — Б == p, B
— (V" D :+ A) = q, hos p, q fore positiüos.
Iam facile confirmatur, fore qq -f- 2/75 -f- 2/V~.D
*=. £ -Ь Л.Л - 5ß; quare D + AÃ — £5
erit numerus positiuus, quem ponemus = r,
Hinc propter /> = BB — AC, fit r ~ AÃ —
ЛС, adeoque AÃ — AC numerus poshius : quia
vero per hyp.' A non est maior quam C, mani-
festo illud aliter ßeri nequit, quam si AC est

tiuus, adeoque signa ipsorum A, C oppõsi-
Hinc BB = D + AC < D adeoque B <J

III. Porro quia — AC — D — BB, erit
•^ D, et hinc C quia A non < C), A <; yf D.
Quarey^ D^£ A erit positiuus, adeoque etiam
•8, qui inter limites ,/" D et •</" D ^ A, est
Situs.

IV. Hinc a potiorî -f D 4- В +^ A positi-
.̂s, et quia ^f D — E ±= A = — q, est ne-

gatiuus, ^t j situs erit inter y/" D + ß et J* D

Ex, Propösita sit forma (67, 97, i4o),
cüius determinans t= 29. Hit inuenitur pro-



— 224 *—

gressio formarum (67, 97, 140), (140, — 97, 67)
(67, - 37, 20) (20, — 3, — O, ( — ï, 5, 4).
Vitima erit quaesita.

Tales formas (A, B, C) determinantis posi-
tiui non-quadrati D, in quibus A positiue ac-
ceptus iacet inter íf D + В et <J~D — В, В
vero positiuus est .atque •< v/" A formas redu-
ctas vocabimus, Formae itaque reductae déter-
minants positlui non-quadrati aliquantum dif-
ferunt a formis reductis determinantis negatiui;
sed propter magnam analogia m inter has et
illas, denominationes diuçrsas introduceré no-
luimus.

184. Si aequiualentia duarum formarum
rtductarum determinantis positiui aeque facile
dignosci posset, vt in formis determinantis ne-
gatiui (art. 173), aequiualentiam duarum for-
marum qwirumcunqne eiusdem determinantis
positiui nullo negotio diiudicare possemus. Sed
hic res longe aliter se habet, fieriqué potest
Tt permultae formae reductae inter se aequi-
ualentessint. Antequam itaque problema hocag-
grediamur, profundius in naturam formarum re-
ductarum (determinantis positiui non quadrati»
quod semper hic subintelligendum) inquirere
necesse erit.

О Si (л, b, r) est forma reducta, a et e
siena opposita habebunt. Nam posito determi-
nante formae =• Dtl erit ac = bb —• D, adeoque,
propter b «< yf D, negatiuus.
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a) ^Tumerus с période vt a, positiue ас-
inter л/~ D -J- b et if D — b situs erit.

Kam — с = р.~ * f e j quare, abstractione facta
л

D — ** л» D — ЬЬ

r~ã~
inter y/"D — b et D -f- ^.

a signo, c iacebit inter --—ь-~ et .D. i. e.
° i / ^ o - f r é vT û — t

3) Hinc patet, etiam (c, #, a) fore formam
freductam.

4) Turn я turn c erunt <j 2^ /7. Vtercrue
enim est <* y^ZÍ-j- #> adeoque apotiori

5) Numerus b situs erit inter <*f D et
¥~ a (accepte signo superiori quando » posíti-
üus, inferiori quando est negatiuus). Qm'a e-
ttirn t±. я iacet inter y^ D -^ b et \/"-Ö — 6-t
ferit _HP д — (j/'D— i>), sine b — (.î/"D qr я)
positiuusi b — \f D autem est negatiuus;
quamobíem b inter ^f D et -J'D ч= a erit situs.

Prorsus eodem modo demonstratur, b inter
et ^f D ^f c iacere (ptout c pôs. vel neg.).

6) Caiais formae reãactae (д, ô, с) д£ vtraqut
farte contígua est redueta vnat et non pluresí

Fiat л' =- c, è' = — é (mod. a') et inter
et V^^ ч^ я' situs *), г' = ———t eritque

(a', è', c') formae (a, í, c) ab ylfim«

J Vbi ilgii« ambígua lunt, luperiora »emper valent quMdo л' eit
poíitiuu«, inferior« Aunado /•' negitluu».
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parte contígua, eimulque manifestai^ est, si
vila forma reducta formae (a, b, c) ab vitima
parte contígua detür, earn ab hac (я' b't c') di-
uersam esse non posse. Han c vero reuera es-
бе reductam, ita demonstramus.

A; Si ponitur ^fD -f- b н= и' = p, rh a* —
ô)=±=£, уЛО~ & = v, hip, t/, »-ex f 2) supra

et deííu formae reductae erunt pobitiui. Porro
ponatur *' — <^fD ^ç a') = <?', V"^ - è/ =
r' eruníque #', »•' positiui, quia b' iacet inter
^f D fit^/"D ̂  a'. Denique sit b + b' = _+
№л' erirque »и integer. Iam palet, esse p -\- q'
c= é -f- K adeoque ^ + í' sine ±L жа' positi-
tium, et proin etiam m j vnde sequitur «г — i
certe non esse negatiuum. Porro íit » - 4 - 9 '
^h ma' =s го' rt я' j siue sfc' = r •+• q1 ±= ( »
— • i)a', vnde 26' et è' necessário erunt po-
eitiui. Et qnoniam^' -f- r' =s=-fD, erito'-<

B) Porro fit r j* ma' = ^fD + b' , sine
f.j±:(m i)e'=vr# 4 6' 4= a'; quare v^^
-f- b' HH a' erit positiuus. Hino et quoniam
r± а' — ( \^" ~ ^0 Œ ?'» adeoque positiuus,
5= ô' iacebit inter y^-D -f b' et \fD~- é'. — «
Quocírca (ex, 6', c') erit forma reducta.

Eodem modo demonstratur, si fiat 'с =± д,
^ ^ — * (mod. 'f) et inter y^Z? et *J~D ^± 'f
situs, 'л = 'ií̂ lS, formam ('a, 'b, 'c) fore re-

' 'с

ductam. Manifesto autem forma haec formae
(я, bt c) a parte prima est contígua, aliaque
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reducta pràeter ('«, 'b, 'e) hac proprietate prae-
dita esse non poterit.

Ex. Formae reductae (5, r r — i4)» euius
determinans = 191, a parte vitima contígua
reducta (— 14. 3, i3), a parte prima vero
haec (—22, 9, 5).

7 ) Si formae reductae (я, bt c) a parte vitima
Contígua est reducta (a', b', c'): reductae (c, b, a)
contigua erit a prima parte forma (c', b', a);
et si reductae (a, b, с) а prima parte contígua
est forma ('a, 'b, 'c); reductae (r, b, a) reducta
('c, '£, 'a) contigua erít ab vitima parte. Porro
etiam formae C — 'a, 'b, — '£), (— a, b, — r),
(— a', b', — c') reductae erunt, et secunda
primae, tertia secundae ab vitima parte conti-
guae, siue prima secundae, secundaque tertiaea
parte prima; similiterque três formae (—í', b'
— a'),(— c, b, a), (— 'c, "6, — 'я), Haec tam
obuia sunt vt explicatíone non egeant,

185. Multitude omnium formarum re«
ductarum determinants dati D semper est fi-
nita, ipsae vero duplici modo inueniri pôs-
sunt. Designemus indefinite omnes formas re«
ductas determinants D per (я, b, с) , ita vt
°ftines valores ipsorum a, b, c determinara
°porteat.

Methodus prima. Accípiantur pro a omnea
ri (turn positiue, turn negatiue) minores
ay D, quorum residuum quadraticum

• > et pro sii!gulis я, ponatur b aequalis omni-
P a
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bue valoribus positiùis expr. \f D (mod. я)
inter yfD et <jD =f u iacentibus, c vero pro
singulis valoribus determina tis ipsorum a, b,
ponatur = ———. Si quae formae hoc mo-

do oriuntur, in quibus HX a extra -f D + b
et yfD - Ь situs est, reiiciendae sunt.

Methodtts secunda. Accipiantur pro b ohines
numeri positiui minores quam ^f D, pro singu-
lis b rësoluatur bb — D omnibus quibus fieri
potest modis in binos factores qui neglecto
eigno inter yO? + b et y'" D — b iaceant,
ponaturque alter = a, alter = c. Manifestam
est, singulas resolutiones in factores prae-
bere binas formas, quia vterque factor turn ==
a, turn = c poni débet.

Ex. Sit D = 79 erimtque valores ípsíus
(Éviginti duo •+: i, 2,3, 5, 6, 7, 9, 10, i5, ю, i5.
Ynde inueniuntur formae vndeuiginti: (i, 8, —
i5), (2, 7, - i5), ;(3,8, - 5), (3, 7, - , o), (5,
8, - 3), (5, 7, — 6), (6, 7, - 5), (6, 5, — 9),
(7» 4, — 9>> (7» 3' ~ IO)' (9» 5' ~ 6)' (9» 4,
— 7), (ю, 7, - 3), (to, 3, — 7), (i5, i, —
6), (i4, 3, — 5), (i5, 8, - O, (16,7, - 2),
(i5, 2, ~ 5), totidemque aliae quae fiunt ex his
si terminoruni exterorum signa commutantur»
puta (—i, 8,26)^ (— 2,7, 15) etc. itavt omnes
triginta octo sint. Sed ex his reiiciendae sex
(í= i3, i, í= 6),/±L_ 14, 3, ^ 5), (zp 15, 2,
i. 5); reliquae triginta duae omnes reductaS
amplectuntur. Per methodunj secundam eae-
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dem forma prodeunt sequent! ordine*): (:± 7
3, =F IQ), (rt ю, 5, ч= 7), (=+; 7, 4» ИГ 9),
(rh g, 4, f r y ) . (± 6, 5, ̂ 9), (±9,
5, r+: 6), (=t a, 7, ^ i5), (±: 3, 7, ч= Ю),
(±_ 5, 7, 4- 6), (=t ô, 7. -h 5), (=t Ю, 7, =f 3)
(=t í5, 7, ~ 2), (±- i, 8, ̂  i5), (^ 3, 8, н^
5), Gt 5, 8, 4= 3), (=t i5, 8, =F O.

1 86. Sit .F forma reducta determinantís
U, ipsique ab vitimo parte contígua forma re-
ducta F' ; huic iterum ab vitima parte contígua
reducta F"; reducta F1" ipsi F" contígua ab
vitima parte etc. Turn patet, omnes forma»
F', F", F"' etc. esse prorsus determinates, et
turn inter se turn formae F proprie aequiua-
lentes. Quoniam vero multitude omnium for-
marum reductarum determinantís dati est fi-
nita, manifestum est, omnes formas in progres-
sione infinita F, F', F" etc. diuersas esse non
posse. Ponamns ^га et Fm'*-n esse idênticas,
erumque ^?m~I, Jm+n— ï reductae, eidem for-
niae reductae a parte prima contiguae, adeoque
identicae; hinc eodem modo Fm— * et РП+П— а
etc. tandemque F et Fn identicae erunt. Qua-
ye in progressione .F, f',' F" etc., si modo sa«
*is longe continuatur, necessário tandem forma
prima F recurret; et si sùpponimus Fn esse
primam identicam cum F, siue omnes F', F"...

— I a forma F diuersag: ^facile perspicitur,
formas F, PÍ F«. . . . rJFb— ï diuersas fore.

*) fro b = i, — 78 in duos fretarei qui neglecto iipio inter
- l et i/ 79 — I 1»сеапЦ résolu! nequit; qu«re hie y»lor

prgetereundui, ex endcmque ratione т»1оги 3 et ö.

P 3
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Complexum harum formarum vocabïmus perla»
dum formae F, Si igitur progressio vitra vltb-
mam periodi formam producitur, eaedem for-
mae F, F', F" etc. iterum prodibunt, progres-
eioque tota infinita F, F', F" etc. constituta
erit ex hac período formae F infinities repetita.

Progressio F, F', F" etc. etiam rétro non-
tinuari potest, praeponendo formae F redu-
ctam 'F, quae ipsi a parte prima est contígua;
huic iterum reductam ".F, qnae ipsi a prima
parte contígua etc. Hoc modo habebitur pro-
gressio formarum vtrintque infinita

/// F // v 4 -p P ~ci EW Т&Ч«••« F ) -T j -Г) *• •) Г ) Г ) ^ • • 4 »

perspicieturque facile, 4F identicam fore cum
fa—1? up сшп pá—z etc. adeoque progressio-
nem etiam a laeua parte e periodo formae F,
infinities repetita, esse consiitutam.

Si formis F, F', F", etc. 'F, "F etc.
tribiiunmr indices o, i , a etc., — ï, — a
etc. generaliterque formae Fm index m, for-
апае mF index — m, patet, formas quascunque sé-
ria, idênticas fore oel àiuersas, prout ipsarum indices
tongrui sint vêt incongrui secundum moAulum я.

Ex. Periodus formae (3, 8, — 5) cuius
determinans = 79, inuenitur haec: (3, 8 — 5)
(- 5, 7, 6), (6, 5, — 9;, С - 9» 4, y;, (y, 3,
•— io), (— 10, 7, 3). Post vitimam iterum
prodit (3, 8, — 5). Hic itaque » = 6.

187. Ecce quasdam obseruationes gene-
rales circa has períodos.



ï) Si formae F, F', F" etc.; 'F, "F, «'F
е*С.гга exhibetur: (я, b, — <т')» (—я', е',л"), (я",
6"> — я"') etc.; (— 'я, '&, я), ("я, "fr, — 'я),
(— '"я, '"é, "я) etc : omnes я, я', a", a"' etc.
'а> "я, "'я etc, íad«w «gwr» habebunt (art. i84»
*)» orries vero b, b', b" etc. '£, 4>bt etc. erunt
positiui.

2) Hinc manifestum est, numerum я (mul-
ïinein formarum ex quibus periodus for-

F constat) semper esse parent. Etenim
terminus primus formae cuiusuis J1™ ex hao
período manifesto idem signum habebit vtî
terminus primus a formae F, si m est par, op-
positum, si m est impar. Quare quum FA et f
*denticae sint, » necessário erit par.

3) Algorithmus per quem numeri b't b",
*'" etc., я", a'" etc. inueniuntur, ex art.
b est hic;

înter limites

et

J

5'^-* (M.*')

'"^--^"(M.a'")

etc.

D — Ъ>Ы

я17 -—

•Jlln colunma secunda signa superiora velinfe-

°ra
r.a. sunt accipienda, prout а, а', я" etc, sunt

" ltlui vel negatiui. Loco formularum in co-
P 4
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lumna tertia etiam sequentes adhiberi possunt,
quae commodiores euacjunt. quandq D est
numéros magnus :

aiv _ ±±.''é<'~ 6"- я" etc.

4) Forma quaecunque F"*, in período
formae F contenta, proprie eandem periodum.
habet vt F. Scilicet periodus illa erit F^, F"> -+1

.....F"—1, F, F'.... Fm—i, it\ qua eaedem !c~-
mae eodemque ordine occurrunt, vt in perio-
do formae F, et quae ab hac tantummodq
respectu initii et finis, discrepat.

5) Hinc patet, omnes formas reductas eiusr
dem deierminantis D in períodos distribui posse.
Accipiatur aliqua harum formarum, F, ad libi-
tum inuesligeturque ipsius periodus, F, F', F1'
.... Fu—ï, quam désignerons per P. Si
haec omnes formas reductas determinantïs D
nondumamplectitur, sit aliqua in ipsa non conten-
ta G hniusque periodus Q. Turn patet P et Q
nuIJam iorinam communem habere posse ;a!io-
ejuin enim etiam G in P contenta esse deberet
périodique omnino coinciderent. Si P et Q
omnes formas reductas nondum exhauriunt, a-
liqua ex deficientibus, /7, periodum tertiam, R,
suppedilabit, quae neque cum P neque cum Q
formam cornmimem habebií. Hoc modo con-
tinuare possumus, vsquedum omnes formae ré-



ductae sint exhausrae. Ita t. g. omnes formae
reductae determinants 79 in sex períodos dis-
tribuuntur:

I. (1,7,— i5),(-i5,7, 2),(2,7,-i5), (т- 15,8, i)r

III. (3, 8, - 5), (- 5, 7, 6), (6, 5, - 9), (_ 9,
4, 7), (7. 3. — '°\ (— I0» 7> 3)-

IV. (_ 3, 8, 5), ( 5, 7, _ 6), (-6, 5, 9),
(9? 4, - ?)• (— 7» 5» 10)» (— 10» 7» -3^-

V. (5, 8, - 3), (-3, 7, ID), (10, 3, - 7), (~
7« 4, 9), (9, 5, — 6), (— 6> 7, 5).

VI. (- 5, 8, 3), (3, 7, — io), C- 10, 3, 7),
(?, 4f - 9)» (— 9i 5» 6)» C6» 7« — 5)-

6) Vocemus format sociat, quae ex iisderti
inis constant, sed ordine inuerso positis,

(я, b, — a'). (— a', b, a). Turn facile per-
spicitur ex art. 184, 7, si periodus formae re-
ductae F sit F, P, F" ---- ^ап-15 formae F só-
cia / formisque F*n~ », J?2n-a. . . . jr//} j?< resp.
sociae sint formae /', f". ... /"~a, /ч*~*: perio-
durn formae / fore /, /', /".... /B—a, /"— ï, ad-
e°que ex totidem formis constare, vt perio-
Mum "formae F. Períodos formariam sociarum
Vocabimus períodos sócias, Ita in exemplo nostro.
sQciae sum periodi III et VJ; IV et V,

7) Sed fieri etiam potest, yt formq / ipsq
ln período sociae suae F occurrar, vti in ex.

in período I et II, adeocjue périodes
P 5



formae F cum período formae / conueníãí, sî-
ue Vt periodus formae F sibi ipsi sit soda. Quoties
hoc euenit, in hac período duae formae an-
cipites inuenientur Ponamus enim periodum
forraae F constare e аи formis sine F et Ргл

esse idênticas; porro sit Sw-f i index formae /
in período formae F *), siue F*m-+i et F so-
eiae. Turn patet etiam F1 et Fum fore sócias
née non F" et F*™—1 etc., adeoqne etiam F™
et Fm+- '. Sit f™ = (am, 6", — aro-n). -Fm-<-i =i
(_am-*-', é™-«-1, a***). Turn erit bm -f ém+« = o,
(mod. flmtl); ex defin. formarum sociarum vero
erit bm = bm ч-1 atque hinc aft™-*-i ^ o (mod.
àm-*-0> siue formae jF111—t-1 anceps. — Eo-
dem modo F*m+1 et F2a erunt sociae; hino
jann+a et 2T2n-I; /T2m^3 et ^2n-2 etc. tandem-
que F"1-*-11 et Fm+ a*-* t quarum posterior erit
anceps, vti per simile ratiocinium facile pro-
batur. Quia vero m -f- i et w »f я -f i secun-
dum mod. аи sunt incongrui, formae .Fm-н et
/•m +n s-1 ídenticae non erunt (art, г 86, vbi «idem
dénotât, quod hie аи). Ita in I sunt formae
ancipites (ï, 8, — i5), (2, 7, — i5)} ja д ve-
ro (— ï, 8, í5), C— a, y, i5),

8) Vice versa, quaeuit periodus, in qua forma
anceps occurtit, sibi ipsi soda est. Facile enim
perspicitur, si Fm sit iorma rcducta anceps:
formam ipsi sociam, (quae etiarn est re-
ducta), simul ipsi a parte prima comigu^m
esse, i. e. Fm~l et Fm eocias. Turn, vezo to-

•J Index híc necessário erit impar, «juia nunlfeito tfrmini primi fer,
юягит f, f signa opposite habc&t (uirf. supra, 2).



ía periodus sibi ipsi sócia erit. — Hinc pa-
teí> fieri non posse, vt vnica tantum forma anceps
'* período aliqua contenta sit.

9) Sed etiam plures quant duae in eadem perí-
odo esse tiequtunt. Ponamus enim in periodo
'orrnae F, ex яи formis constante, três formas
ancipites dari JFA, F1", F', ad indices *, ц, • re-
fpectiue pertinentes, ita vt *» ft, » eint numeri
lfiaequales inter limites o et аи — i (incl.)
*iti. Turn formae F*—* et Fx erunt sociae;
similiterque /x—2 et ^A+I etc. tandemque F et
F**—ï. Ex eadem ratione ^ et Jö»—ï sociae
ef unt, nee non ^ et J?^—ï ; quare 1^^—ï, jw/«—ï
-*2'""1 identicae, indicesque 2л •— r, 2f« —* ï,
а» •— ï secundum modulum г?я congrui erunt,
et proin etiam x HS AI ̂  » (mod» я). Q, U. yf.
4u>a manifesto inter limites o et 2» — ï très
^umeri diuersi secundum modulum « congrui
lacere nequeunt.

188. Quum onines formae ex eadem pe-
riodo proprie sint aequiualentes : quaestio ori-

Ur» annon etiam formae e periodis diuersis
Proprie aequiualentes esse possint. Sed ante-
Чиащ ostendamus, hoc esse impossible, quaedam
tle transformatione formaram reductarum sunt
e*ponenda.

Quoniam in sequentibus de formaram
fansformationibus persaepe agendum erii; vt

Prolixitatem quantum fieri polest euitemus, se-
juenti scribendi compendio abhinc semper
vt€ïnur. Si forma aliqua LXX + 2.МХГ +
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NTT per substitutionem .У = «ж -f- Су, î* =«=
>а? -f- ày i" formam /arac -f згогеу -f- «## trans-
formatur : simplicúer dicemus, Ci» Л?) N) trans-
formari in (/, m, n) per substitutionem «, £» »í.
Hoc modo opus non erit, indeterminaras tbr-
marum singularum, dft quibus agitur, per signa
própria denorare. — Palam vero est, indfter-
minatam primam a secunda ín. quauis forma prq,-
bß distingui debere.

Proposita sit forma reducta (a, b, — я')--»
/, determinants D. Formetur simili modo vt
in art. j8ö progressio formarum reductarum
vtrimque infinita ..... '•/, '/, /? ft /'/ ..... et
quidem sit/' = (— a1, k', a"), /" = (a", b",
- a'") etc.; '/ = (— 'л, a), "f = (»л
«b, - 'a) etc. Ponatur ь^1 =, h',

— a"'
. — <я

=~'-A etc. Turn patet, si (vt in art. 177) numeri
«*. «", «/<y etc. €', S", 6'" etc. etc. formentur
secundum algorithmum sequentem

=0

•= С" **"'= ft"'f " _

>'— I * =Ь'
Í"=A"Í'—I

" = h'"ï"—í'
}IV == /jlV í/«' J«

etc«

/ transformatum iri
in

/v

per substitutioner^

-", у ,

*'", f", v'", í"' etc.
omnesque ha,s transformationes fore proprias.



Quum '/ transeat in / per substitutionem
propriam o, i, i, h (art. 161):/transibit in '/
per subst. propr. и, ï, — ï, o. ix simili ra-
tione '/ trarioibit in "/ per subst. propr. 'A, r,
"" ï, o; "/ in '"/ per subst. pr. "A, ï, — i, o

etc. Hinc per art. iSg codera modo vt art»
*77 colligitur, si iiumeri 4 "«, '"« etc. '£, ''f,
*"C etc. etc. formentur secundum algorithmum

'«= A
v«= 'Ã '*—

HI
«v.

> = 'h
"7= ">
ivA

etc;

J transformatiim iri
per substitut] oneiri
'«, 'Í, V, 'S

./Ц У»

"'£, '";•, etc;

, .
"l

r

has transfdrmatiohès fore proprias.

Si ponitur » = ï, G =: о, у •= ô, í = li
eandem relationemhabebunt ad for-

/, quam habent «', C-, >', ^ ad /• ,• «", ff'^
&" ad /" etc.; '«, '£, '>, 'S ad '/ etc. Scili-
per substitutionem *> £, >> í forma / trans-
in y; Turn vero progressiones infinitae »',
*'" etc., '«, "в, '"л etc,, per intercalationera

*, concinne iangentur ita vt vnam con-
vtrimque infinitam constituera concipi

t secundum eandem legem vbique pro-
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gredientem ... "Ч 'Ч Ч «• -', «", «'" ... Lex
progressions haec est: "'* •+- '» = "л"«, "л
+ k — 'h'*, '* + •' = А"» « + «" = *'•', "' +
«'/' ±= A'V etc., siue generaliter (si indicem
negatiuuma dextra scriptum idem designare sup-
ponimus, \í positiuum a laeua) *"~Ч- JC

m-'-I=
и»*™. Simili modo progressio ... ''£, '^ C, f É".. „
continua erit, cuiuslex C1"""1 -f £п>+-' = /гт-и6т;
et proprie cum praecedente idêntica, omnibus
terminas vno loco promotis, C" = •«, 'f = «, ̂
= «' etc, Lex progressionis continuae .... "y,
'>> >> >'' >" е"г Ьаес ^m—t -j- yn-*i =
Л™ >m, et lex hui us... "í. Я í í', í''... erit ^"—*
_^ ^m-j-1 -= Дш -h,jm ínsuperque generaliter "̂=:
. m -n

£дг. Sit forma proposita / haec (5, 8, — 5)
quae transformabitur

in formam l per substitiitioaem
vu/

v,/

•vy
1V/

"f

"f

Ч
f
f
f"
/•"'
/'v

(- io, 7, 3)
(3, 8, - 5)
(- 5, 7, 6)
(6, 5, - 9)
(- 9, 4, 7)
(7.3,- 10)
(— 10, 7, 3)
(3, 8, - 5)
C- 5, 7, 6j
(6, 5, - 9)
C- 9» 4, 7)
(-, 3, — io)

/v (~io, 7,0,
/" ГЗ 8 - 5;

— 8o5, — i52,-f-i43, + 27
— i5a, -f 45, +27,— 8
+ 45, + 17, - 8, — 3
+ 17, — ii, — 3, 4- 2
— II, — G, 4- 2, -f I

— 6, -f* 5, H- ï, — r
+ 5, 4- i,— i» o
-t- ï, o, o, + ï

o, — ï, + ï, — 3
— ï, — и, — 3, — 7
— 2, + 3, — 7, 4 io
4- 3, + 5, -f io, H- 17
-b 5, — 8,+ 17,- 27
— 8, — 46, 27, — i5a

/v»i(- 5, 7, 6)|- 45, -f i43,—i5a,+
etc.



18g. Circa hune algorithmum sequential
aimotanda,

ï) Omnes a, a1 a11 etc., 'a, "a etc. eadem
habebiuit; omnps b, b', è" etc. 'b, "b etc,

erunt poöitiui -, in progressione .... Vlft, 'k, h,
Â', h" ... signa alternabunt, scilicet si omnes
e» я' etc. suíit positiui, hm vel mu erit positiuus
guando m es* par, negatiuus quando m impar;
ei vero a, a' etc. sunt negatiui, hm vel mh pró
*» pari erit negatiuus, pró impari positiuus»

a) Si a est positiuus adeoque Ã'negatiuus, '
A" pbsitiuus etc., erit *'< = — i neg., *"' =г
£"«'• neg. et >Í «•' (vel = «" si Â'' = t ) ; a«v
t= A'"*"' _ ''pôs et > «"'' (quia ft'/'(»

//' pos.f
*" »eg ); л

у = A'v*'v — «'" pôs. et > ,»IV (quia
A'V e.v pôs.) etc. Hinc facile concluditur, pró-
gressionem *', «", *"' etc. in infînitum cresce-
re duoque signa positiua semper duo nega ti«
^э excipere ita vt *m habeat signum -{-, -f-» ~,
**~" prout m = o, i, 2, 3 (mod. 4). *~ Si a est

s, per simile ratiocinium imienitur л"
et vel > vel = «"; e

ív pôs. > «'";
"v neg. > „iv etc., iça vt progressio «', c'', «"'
e^c. continuo crescat, signumque termi-
*u «m sit ̂  _5 _т -{_ prout « s o, i, 2,
0 (mod. 4)

5) Hoc modo inuonitur, omnes quatuor
Pr°gressiones infinitas «', *'', «"' etc. y, y', ï"

, '«, "e elc . j> /^,? //^ etc> COnUnUO

adeoque etiam sequentes cum illis

e, C, £" etc. ; 's, 2, Ь', *'' eic.; ^ '£, '<ê
te. . / / / j > . etj proul WJ _ Oi i, a, 5



ßignum ipsîus <nm + — — í" ; ipsius С™ , ̂ ±,
•— í" + > ipsius y™ , rí -f- ^г — » ipsius í1" ,
-+ — — -b; ipsius m

e,4- H- —rp; ipsius m£, zp
+ :±t —j ipsius m>, qr — :h -b; ipsius mí
-f- н^ — .±1» valentibus superioribus quando л
est positiuus, inferioribus quando a nega-
tiuus. Teneatur imprimis haec proprie-
tas: Désignante »я indicem quemcunque po.si-
tiuunj, *m et y* habebunt eadem signa quando
a positiuus, opposita quando n negatiuus, simíji-
terque Cm et am contra; m» et my , vel mí etn!*
habebunt eadem signa quando a negatiuus, op-
posita quando a positiuus.

4) In signis art. 3i2 magnitude ipsorum «m

etc. concinne ita exhiberi potest, ponendo
ч=- A' = k', rh A" = A", >f A"' =±= í>/x

etc. rh A = /t, 7+ 'A = 'Jfc, HI "A = "* etc. ita
vt omnes k^ k" etc. k, 'k etc. sint numeri po-
*itiui : «m = H^ [iy/, í"', Alv . .. km—ij ; C'" = -Ц
t*", i'" *1 V. • - *m ] ; >m = -^ [*', *'', i'-'.....
Дю—1] ; im — H; [fc/^ i/*, jt///. . . .j™ ] ; •* = ip [i,

'k, "k.... ta-lt]; mC — -H [4, '*, "*»... m-íjfc];

•"> = ±. ['*, "A...«"!*]; »í = ^ [/*, "*...;
m—2A]; «g»!« vero ad praecepta modo tradita
determinari debent. Secundum hás formulaSi
quarum demonstrationem propter faeilitatem
omittimus, calculus semper expeditissime ab-
solui poterit.

190. LEMMA. Uesigttãntibus m, ц, т', н, », n1

números íntegros quoscunque, ita tarnen vt trium po-

steriorumnutlussit =o :dicot si— iaceat inter limites

^~ et ^r exclusiue, atque sii mn1 — nm1 — ~+i i, de»
ttominaiorem > fort maiortm quant н et n'.



Dem. Manifesto цпп* iacebit inter >mn' et
»*"»', adeoque ab vtroque limite minus differet

limes alter ab altero, i. e. erit 'inn' •- »nm
нпп' — »те«' et !> цпя1 — »яяг', siue ,

«' (цп — »»») et > и (^й'—*»z'). Hinc se-
quoniam м — >m certe non = о (ali-

enim foret ÍL — —contra hjp.)» neque

un' — ,т' — о (ex simili ratione), sed vterque ad
Minimum = ï, fore » > »' et > я. Q. J\ D.

Perspicuum itaque est, » non posse esse
*= i, i. e. si f u erit run' — nm' = dt. i, inter
Г "' '"' 11íractiones —» — nulíum numerum integrum

^cere posse. Quare etiam cifra inter ipsas ia-
cere nequit, i. e. fractiones istae signa oppo-

Labere nequeunt»

191. THEOREMA, Si forma reducta (a, b, — a'~)
s D per fubstitittionem *, £, y, í transit

ÎB rfdtictam (A, B, — A') eiusdem âetcrtninantis : ia-
+z\/~o ь * i C

cebit, primo, inter -— et—- (siqtíidem neqve

^ nucjue S •=. о, г. г. si vterqw limes est ßnitus), ac-
Cef>to signo superiorly qitando neuter herum íitnitmtt ha-
°et signutn signo ipsius л oppositum (í/'«í ctariust

Ч^япАо aut v t e r q u e idem habet, ant a l t e r гаещ
a l t e r esî =î o) inferiori quando neuter habet idem
vt «J secundo ^У-̂ í inter ± et— (siquidem ««-

« ' « B

f*e et neque G = o), signo supériori accepta quando
""^ neuter signum signo ipsius a' (vel a ) oppositut»
a°et) inferiori quando neuter habet idem vt a' *).

J Manifestum est, nlios casus locum habere non posse, quum ex art.
P'sec. propter *% — £y = rfc i. limites bini nc^ue siga» op.
*°1''« hsbtre, neqiie simul = o esie posiiat.
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Бет. Habentur aequationes авл 4*
a'-yy := A ---- [ï] ; att -j
[a]. Vnde deducitur

) - b
** ___ . . ;.... Г51

* ' ..... l- J

r- - - ......... W

[6J.

Aequatio 3, 4, 5, 6 reücien'da erit, si y, í, »,
€ resp. = о. — Sed dubium hic manet, quae
signa tjuantitatibus radicalibus tribui debeantj
hoc sequent» modo decidemus.

Statïm patet in [3] et [4] necessário signa

superiora accipi debere, quando neque— neque-î

signum habeat signo ipsius a oppositum ; quo-

niam accepto signo inferiori — et -y- fièrent

quantitates negatiuae. Quia vero A et A1 sign*
eadem habent, ^D cadet inter ,f(D + )

et »/"(D — ~) adeoque ÍA hocce
-

~
С в



inter— et — ' Q tiare pars prima theorematis

pro casu priori est demonstrate.

Eodem modo perspicitur, in [5] et [6] ne-
cessário signa infer iora accini debere, quando
neque — neque ^~ signum idem habeant vt л'
„• . ' - п'У a'i-°ше a, quia accepte supenon — , -^ neces-

sário fièrent quantitates positiuae. Vnde proti..
ftus sequitur 'Z^J^lt pro hocce casu iacere inter
j, л
^-et-g-. Demonstrata est itaque e liam pars
s^cunda theorematis pro casu posteriori. Quod-
si aecjue facile ostendi posset, in [3] et [4]
signa inferior» accipi debere, quando neutra

luantjtatum — , y signum idem habeat vt a,
etin [5] et [6] superiora, quando neque — neque—-
6lgnum oppositum habeat: hinc simüi modose-

-11 — V'D — b •etur, pro illo caSu — -- iacere inter

TT> Pro noc ~-~:~ inter-^ et ~, siue
prima theorematis etiam pro casu posteriori,

secunda pro casu priori demonstratae forent.
quum illud difficile quidem non sit, atta-
sine quibusdam ambagibus iieri nequeat,
odum sequentem praeferimus.

Quando nullus numerorum «, S, yt S = 0,
» Jt1'

pqadem signa habebunt vt^-» ^-. Quart-
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do itaque neutra harum quantitatiim signum
idem habet vt я' siue a, adeoque ~v^rt"b inter

л я'

2Let-^ cadit: neutra quantítatum —, —signum
и b * y à

idem "vt a habebit, cadetque —"'—r-л .— \fD~T~t

•rJZ (propter яя' = Z> — bb~) inter_1 et -"
í» "y o

Quare pró eo casu vbi neque л neque C = o,
pars prima theor. etiam pró casu secundo est
demonstrava (nam conditio vt neque y neque
S ;= o, iam in theor. ipso est adiecta). Simili
modo, quando nullus n um его rum *, £, у, S = о,

et neque — neque — signum signo ipsius a

vel a4 oppositum habet, adeoque VluZÎ" inter
e'

C. n J&

—et-r- iacet: etiam —et-..- signum oppositum

signo ipsius a' non habebit, cadetque —— ==
° \/~ D—b

\ГоА-ь ' y S~ -, . . , •-—-í— inter — et -f. In eo jeitur casu vbt
л' л b °

neque y neque í = o pars secunda theor.
etiam pró casu secundo est demonstrata.

Nihil itaque superesset quam vt demon-
stretur, partem primam theor. etiam pró casu
secundo locumhabere si alteruter numerorum <<•

.C sit = o, et partem secundam pró casu pri'
mo si aut y aut $• = o; At omnes hi castíí
sunt impossibiles. Supponamus enim, pró parto

prima theor., esse neque y neque S = o,—rr

non habere signum idem vt a atque esse i ) »
= o. Turn ex aequ. «í — Су = ±: i fit f ^



,^ ï, > = j±: ï. Hinc ex [ï] A = — я', quare
•^ et a', adeoque etiam n et ./í' signa opposi-
ta habent, vnde fit v/"(.D — f£) > y^D > 6-
Y oa

flinc patet in [4] necessário signum inferius
acdpi debere, quia accepte superiori -r- ma«

signum idem obtineret vt a. Fit itaque
> —л-^ > ï (propter a < y^D 4- b ex

ff. formae reductae), Q. E. A. quum € = r±
*. et í non =o. — 2). Sit f = о. Turn ex
uequ. *f — ь> = bh ï fit « = =± i, í = ±L. ï.
Hinc ек [a] —A' = — я', quare я et
e et A signa eadem habebunt, vnde fit^f^D

Ч- -1-) > v^-^ £> *• Hinc patet in [5] signum
• л в*lrUerius accipi debere, quia accepte superiori
ч

- signum idem obtineret vt a. Fit itaque —

j> , ? Q. E> A. eadem ratione vt
л

— Pro parte secundo, si supponimus nç-

<íue «, neque e = о ; —' -g- noií habere signum
8lgno ipsius a1 oppositum atque ï) y = o: ex*

u. „j — ?> = ±L ï fit * = ±i ï, * = rh
Hinc ex [ï] A = a, quare a' et ./Í' signa

em habebunt, vnde fit <f(D + ^') > V^-0

^» Quocirca in [6] signum superius erit ас-

'Piendiim, quia accepto inferiori, -^ obtineret

oppositum signo jpsius я'* Tit igitur
Ь» \ГП*Ь

•-;— > i, Q. £. A, quia í = ±r i et
Q 3



• — »>4б —а

С non = о. Tandem 2) si esset s =o, ex
•S — Cy = ±^ ï fit f =s ±1 j, >- = rh ï, ad-

eoque ex [a] -~- Л' = a, Hinc V (D — — )

> b, quare in [5] signqm superius ac-

cipiendum. Hinc ^ > V-2ÍÍ > i, Q. E. A.—

Quare theorema in omni sua extensione est
demonstratum.

Quura differentia inter 1_ et -3 sit =—г-
__ у * а У'

differentia inter '=^~ et - vel ~. erit <

i . ^Ь t/~D •— * я , . .,
—r- ; intter — autem et •—, vel inter il-

lam quantitatem et -y nuíla fractío iacere pot-

«rit, cuius denominator non sit maior quam
y aut S1 (Jemma pracc,"). — Eodem modo diffe-
rentia quantitatis —.У*! .+ .ь a fractione _^ vel

hac _* erit minor quam -L, et inter ilia m quan-

titatem et neutram horum fracdonum,iacere
potest fractio cuius denominator non sit maior
quam « et £.

192. Ex applicatione theor. praec. ad
algorirhmum art. r 08 sequitur, quantitatem
-̂..д IT— quam per L designabimus, iaoere inter

•~ et J- ; inter ~ et ~; inter ~ et ̂  etc.

(facile enim ex art 189, 3 fin. deducitur, nul-
horum Umitum habere signum oppositum



sjgno ipsius a; quare quantitati radical!
Slgnum positiuum tribui débet) siue inter
ï! л'1 л" л"'y et -j,; inter -7; et — etc. Omnes itaque
_ / _</» v

fractiones -7-, -77,»— etc. ipsi Z, ab eadem par-

te iacebunt, omnesque ^', ~. — etc. a parr
У VIV У^1

*e altera. Quoniam vero у <J >"', V iacebit

л'" "~7il et Z, similique ratione — extra L et
'i ' У'

"'" «Vextra Z et — etc» Vnde manifestam-77,

est, has quantitates iacere sequenti ordine:
ï!_ «'" aV r «VI «IV «" -Tk-CC
>• ' 7<« » э^Г- • ' L- • • ^ ^ > -y f Differentia

aütem inter *— et L erit minor quam differen-

tia inter — et *— i. e. < _J_ , similique ra-
>' >" „>'3'"

tione differentia inter — et L erit < — i—
a' <*" a"'etc. Quamobrem fractiones —, —, , — etc,.

cominuo proprius ad limitem L accedunt,
et quoniam y', y", v4" continuo in infinitum
Crescunt, differentia fractionum a limite qua-
^5 quantitate data minor fieri potest.

*> 'У ""v
Ex art. 189 nulla quantitatum -, 7-» ~-

*c' signum idem habebit vt a ; hinc per ratio-
praecedentibus omnino similia sequitur,

Q 4



illas et hanc ••• л,-~—, quam per Z. designabi«
• ï- у "У lvvmus, lacere sequent! огоше : —, ~, —

* • * л ''л IV*

L',.... ̂ , ~, ~~t Differentia autem inter-^
v * « * * *

et L' minor erit quam -~~"> differentia inter
* a«

'y t
~~ et L minor quam — — etc. Quare fractio«

nes —, 7— etc. continuo proprius ad L' accè-

dent, et differentia quauis quantitate data minor
fieri poierit.

1йех.дг*. 188, fit I— v 7-9T" «0,2960648
3

et fractiones appropinquantes f, I, ?, /5» s?i
fs»t 48Í etc* -^sl: autem 4*3 = 0,2960662. —
Ibidem fit L' = ^LL-ILÍ-^ =? — 0,1776388.

fractionesqueapproximantes §, — *,

0,1776397,

3 8~ ~S7 143 ...-f — ï?;» — vT,. — -^ etc'

г
— lï»

ig3.TiiEor.EMA, Â format redttctae f, F proprie
aequïuctlentes sunt: altera in alterlus período content^
«ni.

Sit / = (a ,6, — о'), ^ — СЛ Л, — ^9,
detenninans barum formarvsm D, transeatque
ilia in hanc per substitutionem propriam 31, Ф,
6, C1. Turn dico, si periodus formae / quae-
ratur progressioque vtrimque infinita forma-
rum reductarum atque transformationum for-
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ïnae/ in ipsaseruatur, eodem modovt art. iSS:
Vel -f gifore aequalem termino älicui progressio-
lùs... "в, 'л, «, «', *"..., hocque posito = «m,
4- 23 fore = £ ™ , + € = 5,™ , -f- © = -S™ ;
t«j — nj fore aequalem termino alicui «m , et
•— SB, — . (5, — 35 resp. = fm , y

m , г™ ( vbi ш et-
lam indicem (negatiuum designare potest). Jn
Vtroque casu F manifesto idêntica erit cum /m.

Dem. L Habentur quatuor aequationes,
+ awls - a'se = л... [ ï ] , й21зз -ь

+ 23g) — a'<£D — Л.,. [2], a^SSS + аШО
a'DSD — — ^'... [5]; 31S5 — »g =, ï....

[4]. Consideramus autem primo casum, vbi ali-
numerorum SI, SB, S, © = o. •

° Si 21 — o, fit exJ4] 935 = — ï, ad.
25 = Jt ï, (S = ^ ï. Hinc ex f i ] , —

a/ = A\ ex [a], — b ±:a'£— ßsiue R ~ — b
(mod. a' vel Л;; vndc sequitur formam (A, B,
~~~ A') formae (я, b, — я'.) ab vítima parte
contiguam esse. Quoniam vero ilia est reducta,
Necessário cum /' idêntica erit. Ergo B = b',
adeoque ex fa] b+ b'— — д'СЕО= rt я'25; hinc
propter ^ = h>, fit £> = qr йу. Vnde colli-

, qr 51, ^p 93, IT @, +^ S esse resp. = o,
i, f *, A' siue = «', f', >', J*.

a° Si 93 = o, fit ex [/,] SI = ±= i, S5 =
ï ; ex [3] я' =: yi'; ex [a] 6 rp e'ß = Б, si-
6 == в (mod. я). Quoniam vero turn /

F sunt formae reductae : tum b turn B ia-
Q 5



cebunt inter ^fD et v/"D ir я' Cprout я' pôs.
vel neg., art. i85, 5). Quare erit necessário
b = B, et 6 >= o- Hinc formae /, F sunt iden-
ticae atque =t 91, =t 58, =± Q, ±= í) — t, o, o,
i =: à, e, У, * (resp.).

3° Si б — o, fit ex [4] 21 = ±r r, SD =
=t r; ex [i] я = ^; ex [2] _± aS9 -f * — B

siue b ^. B (mod. л). Quia vero turn í turn
B iacent inter -ч/D et уЛ-о^+а: erit necessário
Б = b et S5 = о. Quare casus hic a praece-
dente non diiïert.

4° Si С = о, fit .ex [4] «в = =t ï, 6 =
4=^ ï ; ex [5] л = — ^' ; ex [з] r± яШ — è =
Л siue Л ЕЕ — b (mod. a ). Hinc i'orma iTcr-
mae / a parte prima contígua erit, et proin
cum forma '/idêntica. Quare propter 'tïf

a
±= /2, et Л = '6, erit rb SI = A. Vnde colli-
gitur ч^ 2li i S, ^ <£, ±1 ф resp. esse s= ht

ï, — ï, o, = S 'C, '>, •*»

Superest itaque casus vbi nullus nureero-
rum 21, 35, €, SD = o. Hic per Lemma art»
ï go quantitates ^L> fL, _£, _^. idem signum

habebunt, oriunturque inde duo casus, quum
signum hoc vel cum signo ipsorum a, a1 con«
uenire vel ipsi oppositum esse possit.

II. Si —» — idem signum habent vt a-
S 2) °

quantitas 4£.D~~b-. (quam designabimus per L)



nter has fractiones sita erit (art. 191)-
nionstrabimus iam, ~ aequalem fore alicui

is
с а'* я"' «lv &
«•actionum —, — , — etc., atque — proximo

9t »m Я
sequenti, scilicet ei -g- fuerit = — — , ^~ lore

-
. In art» praec. ostendimus, quantita-

ym-H * *

tes — » — , — " etc., (quas breuitatis gratia per
v' y" v"

(О» С2)« (5) etc- denotabimus) atque L, hunc
ordinem (I): obseruare (ï), (5), (5). .. i. .. (6),
(4), (a) i prima harum quantitatum est = о
(propter *' — о), reliquae omnes idem signurn
babent vt -L siue a. Quoniam vero per hyp.

~-£-> — (pro quibus scrib'emus 9JÎ, 5î) idem
eignum ' habent : patet has quandtates ipsi (ï)
e dextra iacere (aut si mauis ab eadem parte
а qua /.), et quidem, quum L iaceat inter ipsas,
alteram ipsi L a dextra, alteram a laeua. Fa-
cile vero ostendi polest, 5)1 ipsi (2) a dextra
i^cere npn posse aiioquin enim У1 iaceret in-
'ter Ci) et Z, vnde sequeretur primo (a) iacere
lTiter gjl et 9Í. adeoque denomirjatorem fracti-
°tvis (a) maiorem esse denominatore fractionis
^ (art. 190), secundo ЭД iacere inter (ï)
®t (a), adeoque denom. fractionis 9Î esse ma-
1Qrem quam denom. fractiords (2), Q, £. A.

Supponamus SO? nulli fractionum (a)t (3),
Ц) etc. aequalem esse, vt, quid inde sequatur,
Vlt*eamus. Turn manifestum est, si fractio ЭД ips



L a laeua iaceat,- necessário earn suam esse
aut inter (i) et (3), aut inter (3) et (5), aut in-
ter (5) et (7) elo. (quoniam L est irrationalis,
íideoque ipsi S0Î certo inaequalis, fractionesque
(i), (5), (5) etc. quauis quahtirate data, ipsi L
inaequali, propius ad L accedere possunt). Si
vero ЭЙ ipsi L a destra iacet: necessário iocebit
aut inter (a) et'(4), aut inter (4) et (6) aut
inter ("6) et (8) etc. Ponamus itaque S0Î ia«
cere inter (w) et (m -f 2)» patetque quantita-
tes SOI, (да)» (w + 1)» (»» + 2), £ iacere se-
qnenti ordine, (II)*): (m) , (?00» (»» + 2), Z.,
(m -f ï). Turn erit necessário 9Î = (w -f i).
lacebit enim 9ï ipsi L a dextra ; si vero etiam
ipsi (wi-j-i)a dextra iacerct, (ш + ï) iaceret inter
9Л et 9î, vnde ^m+< ' > €, 9Ji vero inter («0 et
(m •+ ï) vnde S > >m+' (art. 190), Q. £. ^i.;
si vero У1 ipsi (»и H- ï) a laeua iaceret, sine in-
ter (m -f- 2) et (m + i ), i'oret Î) > ^шЧ-2 , et
quia (w/ -f- 2) inter ЭД et 9î, foret у«ч-а > D,
4 £. ^í- Erit itaque 91 = (w -f i ) , siue

Quia 2I£) — • 23€ = r, S3 erit primus ad D
et ex simili ratione £m primus ad <j>ra . Vnde

a f m
facile perspicitur aequationem -^ = ^ consi-

gtere non posse, nisi fuerit _aut S3 . = £m , D
?= í1» , aut Í5 == — e« , £> == — í"> f iam

•) Nihil hic rcfert, siue ordo in (U) idem sit vt in (I), sine huic op-
(jositus, i. i. siue (m) etiam in (I) ipsi I. a Ueua iaceat fiue
• dextra.



<Juum forma / per substitutionem propriam
ym t ím in formam /m transmutetur,

est (ir.am , èm , rf аш-*-'): habebuntur ae-
quationes «Л™ -f aA«ra>m — a'ymym =•• qr am •
••• [5]; a^f" 4- Ь(л™$п + £m>m ) — a'>».'í'n —

• • • • [7] í «mi™ - fm>ra = I. . . [8]. HinC fit Г

(ex ae<.ju. 7 et ^5), q^ я™1*"1 = — ^'. Porro.
multiplicando aequationem [2] per а

т^п — £ту

ш,
aequationem [6] per Ш.О 23S et subtra-
bendo facile per euolutîonem confirmatur esse
Б — bm = «™ — Ш т а^ т

Ч- Ш>т ) — д'2ут ). . . [9] siue quoniam vel
== g j«» = С vel Çm = — 93, à™ = — £

ffl>™ ) Л'. Hinc Б ̂  bm (mod.
0; quia vero turn B turn im , inter j* D et

н^ /í' iacent, necessário erit В = Ьт ad-
5l «m

— tyym
 = o, âme -r- = — , i. г.

Hoc modo itaque ex suppositione, S01
li quantitatum (2), (3), (4) etc. aequalem

esse, deduximus, eam reuera alicui aequalem
esse. Quodsi vero ab inilio supponimus,
esse 9ft = (m), manifesto erit vel 9l = „» , S
^ >m , vel — 31 = a

m , — (5 = ym . In vtro-
Ч^е casu fit ex [ï] et [5] A = rh am , et ex
Ï9] 5 — fem = -N («Bi™ - J)Çai ) ^^ siue В ==!
ь"1 (mod. ̂ í). Hinc simili modo vt supra con-
cluditur В = bm

 t et hinc 93im = £ím J quare



quum SB ad £> primus sit et С™ ad «p : erît
eut » = Cm , & = ím aut — Й = f™ , - О
= ím , et proin ex [7] — A' = "=£ a™-*-1.
Ouamobrem formae F, /m identicae erunt.
Adiimieuto aequationis Wù — 58S = «m im —.
Cm ym autem nnllo negotio probatur, poni de-
bere H- 58 = £•» , -f- £> = &0> , quando + %
-= *m , 4- £ = >'"> contra — 95 = Cm , — ©

III. Si signum quantitatum ^L signo ipsius

a oppositum : demonstratio praecedenti tarn si-
milis est, vt praecipua tantum momenta addi-
gitauisse sufficiat. lacebit ТУ^Д ~*~, t inter

« v ». ,-, . Ф ,. . - . '» "}
,fet ~~ tractio g^ahcui Fractionum тг>7£

—r etc. aequalis erit.... (I), qua posira =

^j» ~ erit = -?... (П% Demonstratur au-
3>

tem (I) ita : Si -^- nulli ilJarum fractionum

aequalís esse supponítur: inter duas tales
mi m+*2$ . , .
—> et -j^-/f lacere debebit- Hinc veroгеь —-i— -<-

eodem modo vt supra deducííur,' necea-
S m—t-i$ my

sario esse T = ^^ = -, atque vel 21 =*

Quoniara vero / per substitutionem propriara
•ne ra^ myt ""í in formam ra/ 5= (^ "'a, "'/>,

-^ m—ia) transit: hino emergimt três aequa-
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tiones, ex quibus conîunctis cum aeqa. r, 2,
3, 4 atque hac, m*mS— m£m> = i dttducitur eo-
dem modo vt supra, terminum primam A, for-
ïnae F, termino primo fotinae m/ aequalem
esse, illiusque terminum médium médio huius
congruum secundum modulum W, vnde sequi-
tur, quia vtraque forma est reducta, adeoque
vtriusque terminus médius inter -^fD et v/"'D
JÍ ^í situs, hos términos médios aequales esse :
,. , ! • "^ ® *r •nine vero deducitur ^ = -^ » Ventas itaqua

assertionis (I) deriuata hic est ex suppositione
ilk m esse falsam.

Supponendo autem ^ = ~, prorsus fii-
mili modo et per easdem aequationes demon-

my g
fitratur, esse etiani — ^= -—> cmod erat secun-

' ni* y *

dum (II). Hinc vero adiumento aequationum3l£
•^ S3S = i, m*mí — m?my = i deducitur esse
vel 21 = т

л, 58 == mc, S == m^, £> = m^, vel
~~ si = m», — © = % — e = m>, — ÍD = ш/,
forrnasque F, mf idênticas. Q. £. Á

194. Quum formae quas supra sócias voH
cauimus (art 187, 6) semper sint imprópria
^equiualentes (art. ibo), perspicuum est, si
'ortnae reductae F, / improprie aequiualentes
8lnt, formaeque F sócia forma G, formas /, G
Proprie aequiualentes fore adeoque formam G
^ período formae / contentam. Quodsi ita-
Чце formae F, f turn proprie turn imprópria
aequiualenies sunt, patet, turn F turn G in pe^
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riodo formae / reperiri debere. Quare perio-
dus haec sibi ipsi socia erit, duasque formas
ancipites continebit (art. 187, 7). Vnde theo-
rema art. i65 egregie confirmatur ex quo iam
poteramus esse certi, formam aliquam ancipi-
tem dari f or mis F, f aequiualentem.

igS. PROIILEMA, Propositis duabus formis
qmbuscnnque Ф, <p eiusdem determinantis : diiudicart
vtram aequiualenits sint, annon.

Sol. Quaerantur duae formae reductae F,
f, propositis ч>, <p resp. proprie aequiualentes
(art. iSj). Quae prout aut proprie tantura
aequiualent, aut improprie tantum, aut vtroque
modo, aut neutro ; etiam propositae aut proprie
tantum aequiualentes erunt, aut improprie tan-
tum, aut vtroque aut neutro modo. Euoluatur
periodus alterutrius formae reductae e-, g. pe-
riodus formae /. Si forma fin hac periodo oo
currit neque vero simul forma ipsi F sociat

manifesto casus primus locum habebit; contra
si socia haec adestneque vero F ipsa, secundus',
si vtraque, tertius; si neutra, quartas.

Ex. Propositae sint formae (129, 97, 65),
C4a, 5g, 81) determinantis 79. His proprie
aequiualentes inueniuntur reductae (10, 7, —•
5), (5, 8, — 3). Periodus formae prioris haec est :
(io, 7, — 3), (_ 3, 8, 5), (5, 7, - 6), f—
6, 5, 9), (9» 4L — 7) ( — 7, 3, ï o). In qua
quum forma (5, S, — 3) ipsa non reperiatuf«
sed tarnen socia (— 3, 8, 5): formas proposi-
tas improprie tantum aequiualere concludimuS»



Si orones formae redurtae determinants dàti
eodem modo vt supra (ail. 187, 5 J in períodos P.
V, R etc. distribuuntur, atque e quauis penodo
*orma aliqua ad libitum eligilur, ex />, F; ex O, G;
ex A, H etc.: inter has fornias F, G, // etc. duae

proprie aequiualeant esse non poterunt. Ouae-
autern alia íonna eiusdem deterininaiitis alicui
istis proprie aequiualens erit et quidem vnicae

Hinc maniiestum est, omnes formas huius
determinantis in totidem classes distribui posse, quoi
habeantur panodi, scilicet referendo eas quae formae
•Aproprie aequiualentin primam ciassem, eas quae
*ormae G proprie aequiualent in secundam etc. Hoc
*o.odo ornnes formae in eadem classe contentaepro-
prie aequiualentes erunt, formae vero e classibus
diuersis non poterunt proprie aequiualere. Sed
«ic huic argumento infra fusius explicando non im-
*noramur.

l go. PROBLEMA. Proposais dtiafms formis pro-
aequiiialentibus Ф. ф -• inuemre trainsformatíonetn

fropriam alterms in alteram.

Sol. Per methodum art. 185 inueniri poterunt
<*Uae series formarum • , « ' , • " • • • ф" el , ', i"...

' tales vt quaeuis forma sequens praecedenti pro-
aequiualeat, vltimaeque ín, : sint formae re-

ctaej et quum í1, v proprie aequiualentes esse
SllPponantur, necessário e" in période formae Ф"
c°Htenta erit. Sit j: •= f ipsiusque periodus vsque

formam í" haec/,/',/" .../'"- Ч *"> ita vt ÍQ

ac período index formae ; sit m; designontur-
íormae quae oppositae sunt sociis íormai-um

1\
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Ф, Ф', Ф» ... Ф" per У, Y', Y". ... Y" resp. '*). ТигЛ
in progression £, £', Ф" .../,/',/"•-.. /m ~ S Y"~ *»
f n — а... т, Ф quacuis forma praecedenti ab viti-
ma parte contígua erft, vnde per art. 177 inueniri
poterit transformatio própria primae ф in vitimam
Ф. Illud autem de formis reliquis progressionis
nullo negotio perspicitur j dehisf™ i, Tn ' sic
probatur: Sit/m — * = (g, A, 0>/m siue *" =:

(^'^S*')» *" — I— (g-",Ä", z"> Forma (#',/г',г'0
turn formae (g, h, O tum formae (g4", /г", /'") ab
vitima parte contigua eritj hinc i-^=g' — г", et —
h = h' = — /г" (mod. г vel g' vel г"). Vnde ma-
nifestum est formam (г", — /г", g-"), i. e. formam
•y n — i formae (#, /г , z') , i. e. formae/m — i ab viti-
ma parte contiguam esse.

Si formae*, Ф improprie aequiualertes sunt:
forma ф proprie aequiualebit formae cui opposita
est Ф. Inueniri poterit itaque transformatio pró-
pria formae ф in formam, cui Ф est opposita; quae
si supponitur fieri per substitutionem л, Б, y, í,
facile perspicitur, ф improprie transformem in ipsam
Ф per substitutionem » , — C, y, — J1.

Hinc etiám perspicuum est, si formae Ф, Ф
tum proprie tum improprie aequiualentes sint, in-
ueniri posse duas transíormationes , propriam et
impropriam.

Ex. Quaeritur transformatio imprópria for-
mae (129, 92, 65) in formam (42, 59, 80,

*) lu vt -j. oiiatur f x ф commutanJo tcrminum primiim et vit'"
mum tnbiicndoque mcdio l ignum opposicum , timiliccrqut J*
rcliquit.
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i improprie aequiualere in art. praec. inuenimus,
•*nuesliganda erit itaque primo transfonnatio pro-

formae (129, 92, 65) in formam (42, — 59,
Ad hunc finem euoluifur progressio forma-

haec: (129, 92,65), (65, — 07, го), (lo,
» — 3), (-5,8,5), (5,22,81), (8i,59,42),

(42, — 59, 81). Hinc deducitur transformado
piopria — 47, 56, 75, - 87, per quam ( 129, 92,
"5) transit in (42, — 59, 81) j quare per impro-
Priam — 47, — 56, 75, 87 transitât in (42, 59,81).

197. Si transformât! о vna formáe alicmus (a,
"ï c) . . . ф in aequiualentem Ф habetur: ex hac

transformationes similes formae ф in Ф de«
i poterunt, si modo omnes soliitiones aequatio«
indeterminatae tt — Duu •=: mm assignari poi-
, désignante D determinantem f ormarum Ф> Ф ;

diuisorem communem maximum numerorura
aè, с (art. 162). Hoc igitur problema, quod

valore negatiuo ipsius D iam supra soluimuSj
pró positiuo aggrediemur. Quia \rero maoi-

*esto quiuis valor ipsius í aequationi satisfaciens
^larnnum muta to signo satisfacit, similiterque qui-
^ls valor ipsius и: sufficietsi omnes valores positi-
tí°s ipsorum í, u assignare possimus, fungeturque
4uaelibet solutio per valores positiuos, quatuor so-
*uti0ïlum yjce j^oc negotium ita absoluemus, vt
Pfinto valores mínimos ipsomm í, u (praeter hos
Per se obuios t — w, u =: o ) inuenire, turn ex hi*

reliquos deriuare doceamus.

P&OBLEMA. Inmnire Huftieres tninitnot i, ц
e4uationi tndeterminatae tt — Duu ==. mm satisfacien-

> siquidem forma aHqua(M, N, P) datur, cuitudt-
R л
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terminam est V, numerorumque M,.zN t P diuisor
communis maximus ni.

Soi. Accipiatur ad lubitum forma reducta (a,
b, — a') •••/•, determinants Z?, vbi diuisor com-
munis maximus numerorum a, 2 b, a1 sit m, qua-
leih dari veî inde manifestum est, quod forma re-
ducta formae ( M, 7V, P ) aequiualens inueniri
potest, quae per art. 161 hac proprietate erit prae-
dita : sed ad propositum praesens qnaeuis forma re-
ducta in qua coiidiúo liaec locum habet poterit
adhiberi. Euoluatur periodus formae f, quam ex
и formis constare supponemus. Retenus omnibus
signis quibus in art. 188 vsi svimus,/» erit (-ь а",
èn,-~an+I), quia n par, et in hanc formam trans-
ibit f per substitutioneni propilam «n, €", >n, J".
•Quia vero f et fu sunt identicae : f transibit in fa

etiam per substitutionem propriam 1,0,0, ï. Ex
his duabus transformationibus similibus formae^
V3.fn per art. 162 deduci poterit solutio aequatio-
nis tt — Duu = mm in zntrgris, scilicet í =:

f(ítn-HÍn)m (aequ. 18 art. 162), и rr: îll^ (aequ.

19) *). Designentur hi valores positiue accept! si
Jorte nondum sunt per J1, £7, emntque hi T1, U
valores minimi ipsorum í, гг, praeter hos t ^= тп,
и г=. о (a quibus necessário erunt diuersi, quia
manifesto y" non poterit esse — n).

Supponamus enim dari adhuc minores valo-
res ipsorum í, u puta t, u qui sint positiui et H

*) Qiiae in art, l62erane «,*, y, J1; a',Ç',^', }; A, B, C',
Л',В', С'; e, hic s i i n t if 0,0, i j «m, fm^ yro, ^i»i
я, 6, — a'; a, b, —a1; ï.



Поп rr о. Turn per art. 162 forma/ per substi-

tutionem. propriam — (t — b u), ~ a1 U, ~ aut

^ (t +• & ll) transformabitur in formam cum ipsa
1(leruicam. lam ex art. 195, II sequitur, йи£

•^(f — b u) «иг — ~ (t — & ti) alicui nume-
rorum л11, лш, AIV etc. aequalem esse debere, puta
^ <xw (quia enim tt = £ > U U -b ;nm = bb Ult
H- c' u ti •+• mm, erit 11 > tólltl, adeoque

* — ô U positiuus; hinc fracúo , quae
orrespondet fractioni ^ in art. 195, idem signura

babebit vt a vel a1 ) ; atque in casu priori — a1 U,

^ e II, — ( t - f - & l l ) , in posteriori easdem quan-
^itates mutatis signis, resp. rr: EM, 3/", ím. Sed quum
5« U <j U i. e. u <! —— et > о ; erit y < >"
et t> o j quocirca quum progressio >•,>', >" etc.
continuo crescat, necessário ,u iacebit inter o et n
exc]. Forma vero respondens,/>, idêntica erit
C4ni forma y, Ç. £. ̂ í, quum ornnes formae У, У,

-'"? etc. vsque ad /u—i diuersae esse supponan.-
tllr- Ex his colligitur, minimos valores ipsorum
'5 к (exceptas valoribus m, o) esse Z7, í/.

Ex. Si D — 79, m — ï: adhiberi poterit
°rrna (3, 8, — 5), pro qua n = 6, atque *n *=,

^ 8, y« — — 37, Í" = — 152 (art. 188).
*Шс T — $o, U = Q, qui sunt valores minimi
^erorum í? w, aequationi 11 — 7 9 ми — ï
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l gg. АЛ praxin formulae adhuc commodîo-
ïes erui possunt. Erit nimirura. zby" =— ö(*n

— Îr- ), quod facile ex art. 162 deducitur, mul-
tiplicando aequ. [19] per 2 b, [20] per л et mu-
tando characteres illic adhibitos in praesentes. Hinc

fit л" -f. in z=. a«fn — — >"> adeoque
a f -1

Per similem methodum hos valores obtinemus

t- Г=г m (*» -*• А б»), ̂  17— -".
\ a1 — a'

Turn hae turn iUae formulae perquam commodae
euadunt, propter >" ^z: S" — f, „ m Ên — i, ita
vt si hac vteris, solam progressionem £', £", Ç'" ...
C", si ilia vti mauis, solam hanc Л', í", J'" etc.
supputauisse sufficiat, Praeterea ex art. 189, 3 fa-
cile deducitur, quum n necessário sit par, <*" et

— 7 £n eadem signa haberejneque minus à" et — y" »

ita vt in formula priori pro T differentia ab-
soluta, in posteriori summa absoluta accipi debeat^
neque adeo ad signa respicere omnino opus sit.
Receptis signis in art. 189, 4 adhibitis erit ex for-
mula priori

m (k', k", k»1 .... АН] — -[h't Ä", k"» ..

ex posteriori

T=:m [Ã", Â'".... J f c n — i j 4-

1^ =:[*",*"í. . . .fr J,
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vbi pro valore ipsius Tetiam m [Ã", k"1 .... fcn, —J

scribi potent.

&. Pro D — 6l, m — 2 adhiberi potest
forma (2, 7, — 6), pro qua eruitur n trz 6 j /t1,
*Ir, £Iir, AIV, *v /cvl resp. — 2, 2, 7, 2, 2, 7.
HiriC fit Г — 2 [ 2 , 2 , 7 , 2 , 2 , 7 ] — 7 [ j», 2, 7,
2,2] — 2888 — 1365 — 15255 ex formula pri-
ttia; idem prouenit ex secunda T — 2 [ 2, 7, 2, 2]
ч- 7 [2} 7,а,з, 7]. t/ vero lit — I [2,2, 7, 2, 2]
= [з,7,2, а, 7] — 195-

Ceterum plura artificia adhuc dantur, per quae
calculus contrahi potest , sed de his fusius hicloqui
breuitas non permiltit.

200. Vt ex valoribus minimis ipsorum f, и
orrmes obtineamus, aequationem TT — DUU ~

rnm ita exhibemus (— -н — /.D) (———/£>) —
m m Y m m '

i, vnde etiam erit(— + — S DY (— — ~f DY^m ' m v 'm m v , •*
l . . . [ l ] , dénotante к numerum quemcunque.

m designabimus breuitalis caussa valores quan-
titatum

generaliter per íc , кс resp. z. e. illarum valores pró

) In hi» «oliï quatuor expressionibu« et in «equ, [l] » denota* txft-
»mtem potestatiii ia teli^uis literae «piei adscriptae temper indiinn

R 4



e ~ o, per fo, u1* (qui erunt m, o); pró e = 'l
per í', w' (qui íiunt 2!, U); pró e — a per í", u1';
pró i • — 5 per í'", u'" etc. — demonstrabimusque,
fii pró e accipiantur omnes nutneri integri non ne-
gatiui i. e. o, omnesque posiúui ab i vsque ad OO,
expressiones illas exhibere omnes valores positi-
uos ipsorum í, u: scilicet I) omnes valores illa-
rum expressionum esse reuera valores ip>sorum f,
к; II) omnes valores illos esse números íntegros;
III) nullos valores positiuos ipsorum í, u dari qui
sub formu.is illis non contineantur.

I. Substitutis pró íe , ue valoribus suis nullo
negotio aduimento aequ. [i ] confirmatiu', esse
(í" + u" -f £)) (te — u* ^~ D) = mniy i.e.
íe t-' — D ue u* = mm.

П. Eodem modo facile confirmatur, essegene-

raliteríe-*-i + íe—i = m ' m
Hinc manifestum est duas progvessiones t , í',

f", í'" etc., к , zí', u", u'" etc. esse récurren-

tes, et vtriusque scalam relationis — , — i, sci-

licet í" = — t1 — í , í'" = -T t" — t1 etc. M" =m 7 m
2— u' etc.m

Iam quoniem per hyp, forma aliqua datur,
(7W, N, P), determinantis D, in qua M, 27% P
per /n sunt diuisibiles: habebitur ÏT = (7VZV —-
MP) UU + mm, eritque adeo manifesto 4ГГ per'

diuisibilis. Hinc — erit niunerus integer
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Cuidem positiuus. Quia vero í ° = m , í' = T, к*
ï== o, u' = C/, adeoque integri: omues í" , í'" .etc.
И", и'" etc. etiam integri erunt. Porro perspi-
c«Um est, quia ГГ > /тгт, omnes í - 4 , í', í", í'"
etc. positiuos et continuo in infinitum crescentes

née non omnes м°, ы', к"

И!. Supponamus, dari adhuc ali os valores
positiuos ipsorum t , и qui in progressione t D,
*', í" etc. u°, M', ii" etc. non content! sint, puta
•£, U. Manifeslum est, quuin progressio м", и'
etc. a о in infinitum crescat , U necessário inter duos
termines próximos , и" et ы" -t- i situm fore , ita
^ sit U > w" et U < zí" -t- L Vt absurditatem
huius suppositionis demoiistremus , obseruamus '

1° Aeqvxationi 1 1 — Duu — mm satisfactum

*ri »etiam ponendo t = -- ( 5, í» — D U un ) , u

*= — ( U ín — $. г/п ). Hoc quidem nullo nego-
lio per substitutionem confirmatur : quod vero hi
valores quos pouemus breuitatis gratia ='', i , sem-

sunt numeri integri ita ostendimus. Si (M,
P) est forma determinants 7J, atque m di-

communis numeronim M, aTV, P: erit turn
^ +-?VU turn tn •}- Nun per m diuisibilis -adeoque
etiam II (t" + Nu") — un (£ + ЛЧ1) siue U /°

«n . Quare f erit integer et proiij etiam 7j
7 = D ^

Palet t non posse esse = o,- hinc
U U í" t" = t í и" мп siue U U (Zíu"u»

m m) = un цп ( D U U + mm) siuelUl =

R 5
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в" ип , contra hyp. ex qua Ц > к" . Quum
igitur praeter valorem, o, minimus valor ipsius
к sit Í/, • erit v certe non minor quam U.

5° Facile ex valoribus ipsorum tn , tn +- T»
un, к"-*-1 confirmari potest esse mU= un~*~* tn

— t" -t- 1 M". Quare U tn — ï un certe non
erit minor quam un •+- • in — £n ч- ï u." .

4° lam ex aequatione £31— D U U = m r»

Wetur = ^ (D + ) et similiter

-\ --- ~ -- ), vnde facile deducitur
ПН- П-t- 7 '

iesse — > — — . Hiuc vero et ex conclusions
U «*->- 1

in 3° sequitur (Uin — £ u" ) (in 4- u" -) >

' и!1-н ï

euolutione f acta, et loco ipsorum !£ £, ín ín
r

/n -i- 1 í n -н i substitutas valoribus suis Л Ц U + mnt,

D un ua +mm, D un~*-i u»*-! -f m те,

l- (U U -U» U« ) > -L— (unt-I Ц..Ч-1 —

Un lín ),

vnde, quoniam vtraque quantités manifesto posi-

tiua, fit transponendo U + ^-M-> и-н-i
* x n-í- -^ U

Ç. JE. ̂ ., quia quantitatis piloris pars prima mi'

nor est quam pars prima quantitatis secunda^

née non fflius secunda minor quam secunda



Jus. Quamobrem suppositio consistere nequit
et progressiones í~, Z', í", etc. и , u', и"7
etc. omnes valores positiuos ipsorum i, u exhi-
bebunt.

Ex. Pro D ' ss= 61, m = 2 valores mini-
is positiuos ipsorum f, и inuenimus 1523, 195:
ire omnes valores positiui exhibebuntur per

bas. formulas t = (I5Î3 + I°5^6l}e + ( 1523

* y VA tf K

— (i5?3 _ 195^ 5i ) ' ). Inuemtur autem

Î°%= 2, Í' = 1523, Í" = 1523 í '_í° за
а319527? *'" = 1523 ?" — t' = 3532618098 etc.;
fc,= o,M'= 195, M»= 1525 u' — u° — 296985,
U'" = 1525 u11 — u' = 452507960 etc.

soi. Circa problema in artt. praecc. tr'a-
sequentes obseruationes adhuc adiicimus.

ï) Quum aequationem 11 — D u u — mm
Pro omnibus casibus soluere docuerimus, vbi m
est diuisor communis rnaximus trium numero-
rum M, 2, N, P, talium vt N N— M P = D:
°perae pretium est omnes numéros qui tales di-
^isores esse possunt siue omnes valores ipsius m
Pro valore dato ipsius D assignare. Ponatur D =
^rt-D', ita vt D' a factoribus quartraticis omnino
Slt liber, quod obtinetur si pro n n assumitur rria-

quadratura ipsum D metiens: sin vero D



iam per se nullum factorem quadratjcum impli-
carei, fieri d eberet n = ï. Turn dico

Primo , si D' fuerit formae 4^+1, quemuis
diuisorem ipsius 2 ?z fore valorem ipsius от, et
vice versa. Si enim. g est diuisor ipsius 2 л,
i. i, 1,4 t r ««(#'- i X .habebituf loraia (_§", п., - • — J, emus cle-

Í>

terminans est Z), et in qua manifesto diuisor com-
« « ( £ ' — ï )munis maximus numerorum g, 2 щ - 1 - -

erit g (patet enim «»
4

esse numeram integram j . Si vero , vice versa,
g supponiuir esse valor ipsius ?n, scilicet diuisor
communis maximus numerorum M, a N, P, at-
que NN — M P = D : manifesto 4 D siue
4 /z /z D1 diuisibiiis erit per gg. Hinc vero sequi-
tur, 2 7i. necessário per g diuisibilem esse. Si
enim g ipsum 2 n non metiretur, g et 2 n ha-
berent diuisorem communeni maximum mino-
rem quam g, quo posilo ^= í, atque 2 n =
<fn', g1 = $g' , foret «' /г' u' per g-' g-' diuisibilis,
и' ad g-' adeoque eliam ?i'}i' ad '̂g--' primus
et proiii etiam D1 per g''^' diuisibilis, contra
hyp. secundam quam D' ab omni factore qua-
drático est liberatus.

Secundo, si D' fuerit formae 4 £ + 2 vel
4 & + 3? quemuis diuisorem ipsius n fore valo-
rem ipsius /77., et vice versa quemuis valorem
ipsius m metiri ipsum n. Si enim g est diuisor

ipáus ra, habebitur forma (#? o, -•• - }, cuiu*
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äeterminans = £>, et vbi manifeste numeromm
~ nnD 1 т .B , O , - dimsor commums maximus ent g. — »
ç. g
«i Vero g supponitur esse valor ipsius m, püta

commums maximus numerorum M, 2 N
atque N N — M P = D : eodem modo vt

g metietur ipsum a n, siue . — . erit integer.
o

i quotiens hie esset impar : quadratum J. ' l, foret
gg

5 ï (mod. 4}, adeoque 1^- -- aut HE: 2 aut

r- r n -N
= 3 (mod.4> At

n D1 l D

ff ff
с л -\ * •С mod.4J, et prom

g g
^z a aut ~ 5 (mod. 4). Q. E.

quadratum aut cifrae aut vnitati secundam

4 congruum esse débet. Quare quo-

— necessário erit par, adepque — integer,

g diuisor ipsius n.

Patet itaque, l semper esse valorem ipsius
771 ? siue aequationem t t — D u u = ï pro
4uouis valore positiuo lion quadrato ipsius D per
Praecedentia resolubilem esse; 2 lime tantum-
«lodo esse valorem ipsius m, si D iuerit aut
l°rmae 4 k, aut ïormae 4 ^ + 1 .

2) Si те est maior quain 2 , attamen nume-
Us idoneus, solutio aequationis 1 1 •— D u u =?

171 l'educi potest ad solutionem similis aequa-
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tionis, vbi m est aut i aut 2. Scilicet posito vt ante
D = n n D', si m ipsum n metitur , metieturmm
ipsmn D. Turn si valores minimi ipsorum p, q

Dm aequatione pp — . - gq = i supponunturri

esse /s = P , 9 = Q , valores minimi ipsorum
r, M in aequatione U — D uu = mm erunt
f = m P, M = Q. — Si vero m ipsum n non
metitur, meúetur saltem ipsum 2 n eritque certo

par; — — autem integer. Et si tunc valoresr mm ь

minimi ipsorum p, q in aequatione p p — — — qq
mm

= 4 inuenti sont p = P, g = Q: valores minimi
ipsorum í, M in aequatione 1 1 — Duu = mm

erunt í = — .P, и = Q. — In vtroque autem

casu non solum ex valoribus minimis ipsorum jo,
q valores minimi ipsorum f, M, sed ex omnibus
valoribus illorum omnes valores horum per hanc
xuethodum manifesto deduci poterunt.

5) Designantibus ín, ц°-, г', u1; t11, u11 etc.
omnes valores positiuos ipsorum f, u in aequa-
tione /f — Duu = mm (vt in art. praec.), si
contingit vt valores quidam ex serie Ша, valori-
bus primis in eadem secundum modulum quem-
cunque datum r , congrui sint, puta tf ~ í° (si-
ue 4E=. m ), zX -IE u° siue — o (mod. r); simul-
que valores proxime sequentes valoribus secundis>
puta íf-i-i ^- ?', u'*'1 ==.u' (mod.r^: erit etiani
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**'" etc. Hoc facile inde deducitur, quod vtraque
6eries í°, í', t» etc., u°, u«, u" etc. est ex recurren-

2 T
génère, scilicet quoniam í" ~ — t' —

— f erit í" —
m

siimliterque de reliquis. -— Hinc autem sequitur,
lore generaliter íh+-? ЕЕ îh, uh-l~? :==. uh (mod.
*")? dénotante Л numerum quemcunque, пес non

generalius, si fuerit „ IEEE v (mod. ç"), fore
SE í", u" ~ u1 (mod.r).

4) Conditionibus autem in obseru. praec. re-
semper satisfieri potest, scilicet semper
polest index ç (pro modulo quocunque

:o r) pro quo sit í? Eí í°, í?4"1 S í', if ~
**°, z/"1"1 ~ u'. Ad quod demonstranduna ob-
seruamus

P^irno j condition! tertiae semper satisfieri posse.
.Nullo enim negotio per criteria in (i) traditaper-
spicietur, etiam aequationem pp — rrDqq =

solubilem fore 5 et si valores minimi positiui
p, q ( praeter hos m, o ) suppommtur

P, Q: inter valores ipsorum í, u manifesto
.ei-unt etiam t = P, u = r Q. Quare P, r Q
^; pï'ogressionibus î°, í1 etc., u°? u1 etc. contenu
erunt, et si P = íx, r Q = ux , erit н* ЕЕ о =
Ua (mod.r). Praeterea facile perspicietur, inter

et ux nullum terminum fore ipsi и° secundmn
^°dulum r congruum.

ecundo patet, si hic insuper três reliquae condi-
adimpletae sint', puta si etiam z*A'bl ^ M«,
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=E í', poni tantummodo debere
ç = ?.. Si vero vna aut altera illaram conditio-
num locum non habet, dico certe statui posse f
= 2 /. Nam ex aequat. [i] formulisque genera-
libus pró í% u" in art. praec. deducitur í2x =s

S- С гл *л + Г>ил ыл ) =^ (mm + 2 Du* u*)

adeoque . * ~ *° ~ _JL?J1.JL_, qnae quanti-
»• яг r

tas erit numerus integer, quia per hyp. r ipsum
w* metititur, пес non mm ipsum 4!), adeoque a
potiori m ipsum %D. — Porro erit u2A = 1 ÎAUA,

et quoniam 4, t* ix = 4 D цх UA + 4 mm,
adeoque per m m diuisibilis, 2 ÎA erit diuisibilis
per m, et proin zz2A per /-, siue w2A EEE и ;mod.

r). — Tertio inuenitur t2^1 = V + ?J)w*1£L*
' m

. .,. . <2 Du*«t quoniam ex simili ratione - - est inte-
rn r

ger, erit f 2 A H - i = t, (mod. r). _ Tandem re-

peritur u2A-)-1 = кл + ? - ÎL , et quoniam

îZiA*4~I per m diuisibilis est, ил per r: erit м8*-*-1

= u' (mod. r j. Q. E. D.

- Ceterum vsus posteriorum duarum obserua-
tionum in sequentibus apparebit

202. Casus particularis problematis , nernpe

soluere aequationem 1 1 — D u u = i , iam a

geometris seculi praer^dentis f u i t agitatus. Saga'
çissimus Fermatius problema hoc analysüs Ang^*
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Pr°posuit, Wallisiusque Brounkerum tamquam
^Uentorem solutionis quam in ALg. Cap. 98, Opp.
••Up. 418 sqq. tradit nominal5 Ozanam Fevma-

; denique ill. Euler qui de illo egit in Сотт.
VI. p. !75, Comm.nou. AT, p. 28*), Algebra

• If. pag. 226, Opiusc, An. Lp.? \o, Pellium, vride
Problema illud a quibusdam auctoribus Pellianum

est. Omnes hae solutiones, si essentiam spe-
conueniunt cum ea quam obtinemus, si in art.

198 formam reductam earn adoptanms in qua л
15 attain en operationem quam praescribunt

necessário finiri, siue problema semper
solubile esse, nemo ante ill. La Grange.

rigorose**) demonstrauit, Melanges de la Soc. de
Turin T. IV. p. 19, et concinnius Hist, de í Ac. de
Berlin, 1767, p. 237. Exstat haec disquisitio etiaru
*** supplements ad Euleri Algebram iam saepius lau-
"ätis. Ceterum methodus nostra ( ex principiis
Ortinino diuersis peuta, neque ad casuni m = l

ta ) plerumque plures vias ad solutionem
suppedital, quohiam in art. 198 a

alia forma reducta (<z, b} — a' ) prou-
Clsci possumus.

. ) 'n hac comm. algorlthmus quern art. 32 exposuitnm, per limilia
•'gna exhibitur, quod MOÏ illic annotate negleximus.

)Quae Wallisiui ail hunc finem protulifc 1. c. p. 42"> 4?8 n 'hil POB*
deris habent. Paralngismus in eo consistir, quoi p. 428 I 4' '"^

, pro^usita quaiititate f> inuenir i posie numero! Íntegros a. X

vt — minor sit quam f, defectus vero aii!gn»f° >"inor>

Hoc vtiqne verum est, quando defectus assignatus est quantites

*"«. neque v f r o , quando ab я et s pendît adeoque v«rubi!ií

'**i ,rti in casa (iiaeienti eucni t .
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2O5- PROBLEMA. Si formae Ф, ф j««í
ualentes, omnes transformationes alterius i» alterar»
exhibere.

Sol. Quando formae hae mico tantum mo-
do aequiualentes sunt ( L e . aut proprie tantum
aut imprópria tantum) quaeratur per art. 196
transformaúo vna formae Ф, in Ф, quae sit tf,
Ç, >, í, patetque alias quam quae huic sint simi-
les, dari non posse. Quando vero ф, Ф turn
proprie turn improprie aequiualent, quaerantur
duae transformationes dissimiles, i. e. altera pro-
pila altera imprópria, puta <г, C, j/, J et *', 6',
y, J1', eritque quaéuis alia transformatio aut huic
aut illi similis. Si itaque forma Ф est (я, b, c")
ipsius determinans = D, diuisor communie maxi-
mus numerorum a , %b , с ( vti semper in praec. )
/TZ, atque t, u indefinite omnes numeri aequa-
tioni tt — Duu = mm satisfacientes : in casu
priori omnes transformationes formae Ф in Ф con-
tentae erunt sub prima formularum sequentium 1,
in posteriori vel sub prima I vel sub secunda П.

L... — («f— —m

U.... — (•'*—(.'* + y'O «),—ш m

Ex. Desiderantur omnes transformatiori?*
íonnae (129, 92, 65) in formam (42, o9>
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. ). lïas irnproprie tantum aequiuaïentes esse
^ art. 195 inuenimus et in art. seq. transforma-
ioïtem impropriam illius in hanc eruimus — 47,

T~ 56, 73, 87. Quamobrem omnes transforma-
Jonesforaiae (129, 92, 65) in (42, 59, 81) ex-
^bebuntur per formulam — (47 t + 421 м),
\(5Q t + 503 »% 73 t + 653 Щ 87 t + 78ом,
v°i' t, u suât indefinite omnes numeri aequa-
^oni 11 - 79 и и = l satisfacientes; hi vero
*xhibentur per formulas

Í.f = -
"̂ "l 2

vbi pro с omnes numeri integri non laegatiui
8uut accipiendi,

204. Perspicuum est, formulam generalem
Allies transi ormationes exhibentem eo simpli-
ciQrcm euadere ? quo pimplicior fuerit transforma-

10 in'ttialis ex qua lomiula est deducta. lam. quuin
arbitrarium bit, a qua transiormatione proficisca-
îïlu'", saepenumero formula generalis simplicior
Jeudi potest, si ex formula primo inuenta trans-
toi"matio simplicior deducilur tribuendo ipsis t, u
valores determinates, et tune ex hac alia iorrnula

, Coinpomtur, lia e. g. positis in formula in ex. art.
íraec. inuenta, t = 80, и = — g, pvoclit trans-
^ï'^atio simplicior quam ea a qua profpcti eramus,

6cilicet2g, 47, — 3 7 , — 60 vnde deducitur for-
generaiis 29 t — 265 «, 47 ; — 424 ", —

+ 537 M, — 6o t + 5|5 u. Quando itaque
' praecepta praecedentia formula generalis emta

S »
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est, tentari potent, annon, tribuendo ipsis ?, tt
valores determinates +. í', +. к'; +_ f, 4^ и" etc.
transíormatio obtineatur simplicior quam ea ex qua
formula deducta fuit, in quo casu ex ilia transfer'
matione formula simplicior deriuari poterit. — Ce-
terurn in dimdicanda simplicitate aliquid arbitraril
remanet, quod si operae pretium esset ad nor*
mam fixam reuocare, nee non in progression^ i't
w'; í", и" etc. limites assignare possemus, vitra
quos transformationes continuo minus simplices
prodeant, ita vt vltra progredi opus non sit se»
intra illos tentamen instituísse sufficiat: attamert
quum plerumque per methodos a nobis prae*
scriptas transformatio simplicíssima vel statim vel
adhibitis pro t, и valoribus H- í', + и1 prodire
soleat, hanc disquisitionem breuitatis gi^atia sup'
primimus.

205. PROBLEMA. Inuenlre omnes repraesenta'
tiones tiumen dati M fer formulam datam axx -f*
ubxy + cyy, cuiiis déterminons positiuHs нон - qud'
aratus m D,

Sol. Primo obseraarnus, ínuestígationem ré'
praesentationum per valores ipsorum x, y inter se

non primos, hic prorsus eodem modo, vt sup?a

( art 181 ; pro formis determinant!» negatiui, a»
eum casum reduci posse, vbi repraesentatione*
per valores indeterminatarum inter se primos quae*
runtur, quod igitur hic repetere superfluum foret'
Ad po.ssibilitatem repraesentationum per valor65

ipsorum x, y inter se primos autem requiritur, ví

D sit residuum quadraticum ipsius M, et si o»1'
nes valores expressioais *f D (mod. M) sunt ™>
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~- N, N1, — TV', TV", — N" etc. (quos ita ac-
Clpere licet vt nullus sit > ï M), quaeuis reprae-
s^itatio numeri M per formam proposilam ad
, "фдет horum valorum pertinebit. Ante omnia
lt;aque valores illi erui debebujit; tune repraesen-

nes ad sin^ulos pertinentes deinceps inuesti-
Repraesentationes ad valorem N pertinentes

dabuntur, nisi forrnae (a, b, c) et (M, N.
— Л . .

rj— ) proprie aequiualentes sunt; si vero

quaeratur transformatio aliqua própria
in posteriorem, quae sit *, G, y, í. Turn

repraesentatio numeri M per formam
( о, и, с) ad valorem Л/г pertinens hacc: x =
"' y = v? omnesque l'epraesentationes ad hune
Valorem pertinentes exhibebuntur per formulam x

*= ~ («í — ( « & + -/c)íí). У = — ('/í + («a+>è)zO,
Désignante m diuisorem cornmunem maximum
^urnerorum a, 2 b, c; et í, u indefinite omnes
Numéros aequationi U — Dun = mm satisfa-
^entes. — Ceterum manifestum est, formulam
*tenc generalem eo simpliciorem euadere, quo
Slrnplicior sit transformatio •, %, Y, 'i ex qua de-
^Ucta est; quare baud inutile erit, transformatio-
^PITI simplicissimam formae (а, Ь, с) in (M, JV,
•WAT _ n

jj— ) secundum art. praec. antea eruere, et

^x hac formulam deducere. — Prorsus eodem
ïftodo repraesentationes ad valores reliquos — N,
A', — JV' etc. pertinentes (si quae dantur),
Per formulas générales exhiberi possunt.

Ex. Quaeruntur omnes repraesentationes
585 per formulam ^xx + foxy +

S 5



Quod ad repraesentationes per valores ípsorurfl
:r, y inter se non primos pertinet, statirn pdtet
alias huius generis dari non po.qse, quam in
quibus diuisor communis maximus ipsorum
x, y sit 5: quum 585 per vnirum quadratura 9
diuisibilis sit Quando itaque omnes repraesenta-

tiones numeri -5--í> i. e. 65 per formam 423;'я' +

6<2x'y' + ziy'y' inuentae sunt, in quibus x1 ad y'
primus 5 omnes repraesentationes numeri 585
per formam 42.2:3: + бзху + 2ij/, in quibus x
ad у primus, ex illis deriuabuntur ponendo x =
g;c', У = зу. Valores expressionis^f 79 (mod.
65) sunt +_ 12, "f 27. Repraesentatio numeri
65 ad valorem + 12 pertinens inuenitur x' =
Q, У' = — l j quocirca omnes repraesentationes
ipsius 65 ad hunc valorem pertinentes exhibe-
buntur per formulam x1 = 2? — 41" > У1 —
— f + 53^, adeoque omnes repraesentationes
ipsius 585 hinc oriundae per formulam x = 6t—•
123^, y = — 3? + 159". Simili modo inuenitur
formula generalis omnes repraesentationes numeri
65 ad valorem •-- 12 pertinentes exhibens x1 =
S2? — 199") У1 = — 23? -f- 211«; et formula
omnes repraesentationes numeri 585 hinc oriundas
complectens x = 66?— 597«, y = - 69? + 633^
Ad valores + 27 et — 27 autem nulla repi аеьеП-
tatio numeri 65 pertinet — Vt repraesentationes
numeri 585 per valores ipsorum x, y inter se
primos inueniantur, primo valores expressionís
y'" 79 (mod. 585) eruere oportet, qui sunt _+. 77»
+ 105, +_ 157, +_ 248. Ad valores + 77, + Ю3|
+ 248 inuenitur nullam repraesentationem pertin6"
ré j ad valorem +157 autem pertinet repraesenta-
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tlo x = g, y — ï, vnde deducitur formula
êeneralis omnes repraesentationes ad hune va-
*°гещ pertinentes exhibens x = jí — 114«, y
** t + 157"> similiterque inuenitur repraesen-
tatio ad — 157 pei-tinens x = 85, y =

87, et formula in qua omnes similes sunt con«
jentae x = 85* — 74 6«» y = — 87*.+ 789^.
*îabentur itaque quatuor formulae générales sub
quibus omnes repraesentationes numeri 585
formam ^ъхх + Ö2.ry + й\уу contentae sunt

.r= 6i — issu y — — 5í+i59M

x = 66t — • 597« у = — 6gf + 633«

x = 83i — 746^ у =z — 87i + 789«
vbi í, u indefinite omnes números íntegros déno-
tant, qui aequationi if — 7Quu = ï satislàciunt.

Applicationibus speciaîibus disquisitionum.
praecedenlium de formas determinantis positiui
fton-quadrati breuitatis gratia non immoramur,
ЧЧгрре quas simili modo vt artt. 176, 182 quis-
?Ue? sine negotio, próprio marte instituera pote-
nt statimque ad formas determinantis positiui qua-
drati, quae solae adhuc supersunt, properamus.

206. PROBLEMA. Propósito, forma (a, b, c)
déterminantes quadrati hh , désignante h ipshis raâicem
Posithtam , inuenire formam (A, B, C) illi proprie
aequinalentem , in qiiaAiaceat inter limites о et 2/t — ï

Б sit = h, C = o.

Sol. I. Quoniam hh = ЪЪ — ас, erit
{h — b): a = c: — (h + è). Sit buic rationi
aequalis ratio €: í, ita vt í ad * sit primus, de-
lermmentiu-que л, y ita vt sit AÍ — £y = i , quae

S 4
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fieri poterunt Per substitutionem л, ?, у, í transeat
forma ( a, b, c) in (a1, è', c' }, quae igitur
iUi proprie aequiualens erit. Habebitur autem b'
= a** + b (Л + ;"v) + cyi = (h — b) *o +
b (*f + С:) - (h + b) Qy — h (»í — Ç;)
= /z; c' = aj; + 2ÍO + caí = (u — &)íí +
ßei^ — ( Л - f -ò) W =o. Quodsi itaque insuper
fl' inter limites o et 2/1 — l iam est situs, forma
(a1, è', c') omnibus conditionibus satisfaciet.

II. Si vero a1 extra limites o et 2/z — l
iacet, sit A residuum minimum positiuum ipsius
a1 secundum modulum 2/z, quod manifesto inter
hos limites situin erit, ponaturque A — a1 = zhk.
Turn forma (a', £>', c') i. e. (a', /г, о) per sub-
Etituuonem i, o, A, l transibit in formam (Д/г, о),
quae formis (G', b', с'), (о, ft, c) proprie aequi-
ualens arit omnibasque conditionibus satisfaciet.—
Ceterum perspicuum est, formam («, 6, с) trans-
ire in formam (^, Л, о) per substitutionem. * -f
Cfc, f, у + ék, А

£дт. Proposita sit forma (27, 15, 8) cuius
determínans = 9. Ilic h = r; rationibus — 12:
37 = 8: — 18 in numeris minimis aequalis
est ratio 4: — Q. Positis itaque S = 4, / =
_ g, ж = _ l, у = з, forma (я', £>', с1) fit
(— 1,3, о), quae transit in formam (5, 5, о)
per substilutionem i, o, i, l. Haec igitur est
forma quassiîa, transitque in earn proposita per
substituiionem propriam 5,4, — 7, — 9.

T^les formas (A,B,C} in quibus С = о,
В = /í, A inter limites o et ah — ï situs, for-
mas reûucta.s vocabimus, quae igitur a
reduotis determinantis negatiui, vel positiui
quadrati, probe sunt distinguendae.
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207. THEORKMA. Diiae formas reâuctae (a, h, o),
\e<> h, o), non identicae proprie aequiualentes esse non
P°fsunt.

Dem. Si enim proprie aequiualere suppo-
transeat prior in posteriorern per substi-

propriam «> ?» y, <*» habebunturque
Quatuor aequcUiones: я*« + 2/z*y = a'...[i), д^С
•h h (Л+ ey) = h ...[2], aî£ + 2to= о ...[5'J,
«*~-fiy-= ï ...[4]. Multiplicando at-quationem
Secundam per Ç5 tertiam per * et subtrahendo
fit-... /z («Í— by) b = ÇA, siue, propter [4], — f/i
г=: ?Л, vnde necessário f = о. Quare ex [4],
"* = ï, et « = _+_ ï. Ilinc ex [ï], a + 2-,/i
^^ a', quae aequatio consistera nequit, nisi y
=== о (quoniam turn a turn a' per hyp. inter o
et 2Ä — ï iacent ) z. e. nisi a == a1 , мае f ormae
(e, Л, o), (û'? Л, о) identicae, contra hyp.

Hinc sequentia problemata, quae pro deter-
s non-quadratis multo maioreni difficul-

'atem i'acessebant, nullo negotio solui poterunt

!• Propositls duabus formis F, F' eiusdem detr,r-
^wantis quadrati, îhuestigarg an proprie uequiualeant.
Vuaerantur duae forrnae reductae formis F, F1

resp. proprie aequiualentes; quae si identicae sunt,
Propositae proprie aequiualentes erunt, sin minus,

erunt.

H- lisdem positis inuestigare an improprie aequi-
^eleant. Sit forma alteuutri propositarum e. g.
1<}1mae Fopposita, G; quae si formte F1 proprie
aequiualet, F et F1 improprie aequiualebunt, et

S 5
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2o8- PROBLEMA. Prppositis duabus forma
F, F1 determinantis hh proprie aeqniuale ntibu s : inné-
«ire transform a tionem propriam aihrius in alteram.

Sol. Formae F proprie aequiualeat forma
reducta Ф , quae itaque per hyp. etiam íormae F1

proprie aequiualebit. Quaeratur per art. 206
transformatio propria formae F in Ф, quae sit
*> £» v> £; riec non transformatio propria formae
F1 in Ф, quae sit *', £', v', í'. Tune Ф transfor-
mabitur in F1 per substitutionem propriam <?'» —
f'j — y'» «' et hinc jFin F1 per substitutionem pro-
priam <*í' — f/, £«' — «?', yí' — V, Í*' — y£'.

Operae pretium est, aliam formulam pro
hac transformatione formae F in F1 euoluere, ad
quam formam reductam Ф ipsam nouisse ne opus
quidem sit. Ponamus formam F esse (a', Z>', с),
F< = (a', b', с'), Ф = (A, h, o). Quoniam ra-
tionibius h — b: a vel c: — (h + b~) in numeris
minimis aequalis est ratio í: -54» facile perspicitur

—11--= y fore integrum, qui sit /5 nee non 4

= ——j—— integrum fore qui ponatur = g. Ha-

bebitur autem A = я** + 2^^У + CYV adeoque çA
== iia-tS + stb^y -j- c^yy, siue (substitutis pro «*?

), pro c, íg-,) c/í = ««to + è(2ôy — «í)*
siue Cpropter ô = — h • — /g-), £// =*

— Cy)/i + («J1— ?-/)*g- = Wi + g-. Simili
modo $A = «"«* + 3&^ + cyyí = **àbf + b ( a rtí>

r» -g-Quare « = --^, y = -



eodem modo positis — ̂  — = — =/', -$

~ < r . t= g" fit «' =-- , • • -~- .
S' 6 2Ã ' * 2Ä

valoribus ipsorum «, •/, «' >•' in formula

tradita pro transformatione formae F in

Í1' substitutis, transit in hanc:

Cf' — i'C Pg-Cg1 Sf' — i'f £'/-- ig1
•£. — __5_ _ b. ..... °_ _£ ___ í. J __ я, ex aua

2Ã ' 2h > 2h ' 3fc » Ч

"í omnino abut.

Si duae formae F, P improprie aequiualen-
tes proponuntur, et transíomiatio imprópria alte-
*ius in alteram quaeritur, sit forma G opposita
íorma F, et transformado própria íormae G in. F1

Ьаес «> ̂  х> Л Tune manifestum est «, ь, - у, — í
fore transformationem impropriam formae F
Ь F'.

Denique patet, si formae propositae et pro-
prie et improprie aequiualentes sint, hoc modo in-
^pnire posse transformationes duas alteram pro-
priarn. alteram impropriam.

209. Nihil itaque iam superest quam vt ex
vna transformatione omnes reliquas similes dedvice-
Ге docearnus. Hoc vero pendet a solutione aequa-
tlonis indelerminatae tt —hhuu = mm, désignante
111 diuisorem communem. maximum numerorum
ai ab, c, si (a, b, c) est alterutra formarum ae-
^iualentium. Sed haec aequatio semper duobus

itum modis solui potest, nempe ponendo aut t
m, u = o, aut í = •** m, u = o. Ponamus
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enim <3ari adhuc aliam solutionem t = T, u =
Z7, ita vt U non = о. Quia mm ipsum .̂hh cer-

.. 4 Г Г
to metitur, eat *-— = - = 4, atque turn

4TT 4WiZ7i7 , _ , „x — turn - ---- quaarata Integra. bed nullomm mm ^ &
negotio perspicitur, numeram 4 duorum quadra-
torum integrorum differentiam. esse non posse,
nisi quadratum minus sit o i. e. U = o, contra
hyp. — Si itaque forma F in formam F1 per
substitutionem «> s y, ^ transit, alia transforma-
tio huic similis non dabitur praeter transformatio-
nem — «» — «> — ?» — Л Quare si duae formae aut
proprie tantum, aut improprie tantum aequiua-
lent, duae tantum transformationes dabuntui; si
vero turn proprie turn improprie , quatuor , nempe
duae propriae duaeque impropriae.

. Qio. THEOREMA. Si duae formae reductae
(a, h, o), (a1, h. o) improprie sunt aequiualentes, er'ti
au' - — mm ( mod. 2mh ), désignante m diuisorem com-
tnunem maximum numeraram a, 2/î, vêt a', zh; et vice
versa, si a, 2/z ; a1, %k eiindem diuisorem communem ma-
ximum m habent, atque est aa'^^nim (mod. 2иг/г), for-
mae (a, h, о), ( a', h, о ) improprie aequiualentes erunt.

Dem. I. Transeat forma (<z, /г, о) in formam
(л1, Л, о) per substitutionem impropriam «> í» v» '
ita vt habeantur quatuor aequationes ал* + 2/г"У
= а' ... [i]î a*S + h(*$+Zy) = h ... [2] j я^-f
ahSí = o... [s]} «J1 — C> = — ï ...[4]. Hinc
sequitur, multiplicando [4] per h et subtrahend»
a [2], quod ita exprimimus [a] — h [4], .... (да<

= аЛ ... [5 J i similiter ex >-í [з] —
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W [5] _ . (a + a'v + hyï) [4] deletis quae sese
destraunt ... — a*a = a + 2/zyJ, siue — (a« +
S/iy)<T = a. ..'[6]; denique ex a [ij ... a*(a^-f-
S/zy) =aal

í siue (a* + 2/zy)* — aa> = 2hv (a,
•f 2/iy) siue (a« + 2/гу)* — arz'-Cmod. 2/1 (a* -f-
S/iy))... [7]. Iam ex [5] et [6] sequitur a? +
&hr metiri ipsos 2/z et a, adeoque etiam ipsum.
*n, qui est diuisor communis maximus ipsorum
о, а/г j manifesto autem те metietur etiam ipsum
a* -|- 2/zy$ quare necessário a*+ 2/гу erit aut =
+ m aut = — m. Hinc statim sequitur ex [7],
Mm ~~- aa1 (mod. 2ттг/г). Q. E. P.

II. Si <2, 2/г; а', 2/г eundem diuisorem com-
maximum m habent, insuperque est aa'

, > a 2Ã a' яя'

enmt integri. Facile vero coníirmatur , formam

(а, Л, o) transir e in (a1, h, o) per subsütutio-
a' 2h aa1 — mm a ,

Пет -- -, -- , --- j — , — j nee non hancni' m1 2mh ' m
transformationem esse impropriam. Quare for-

illae erunt improprie aequiualentes. Q. E. S.

Hinc etiam statim diiudicari potest, an for-
aliqua reducta data ( я , Л , о ) sibi ipsi зпг(])го-

prie aequiualens sit. Scilicet designato uluísore
communi máximo numerorum a, 2,h per m,
*sse debebit aa ~ mm (mod. 2т/г).

211. Omnes formae reductae determinantis
^au /г/г obtmentur, si in forma indefinita (^h^a)
Pro A omnes numeri a o vsque a d 2 /г ~ i jncí.
*4bstituuntur, quarum itaque multitudo erit з/г.
Perspicuum est omnes formas determmantis /г/г



in totidem classes distribui posse, hasque iisdem
proprietatibus preditas fore quas supra (artt. 175,
195) Pro classibus formarum determinants nega-
tiui, et positiui non quadrati attigimus. Ita om-
nes t'ormae determinantis 25 in decem classes di-
stribuentur, quae per formas reductas in singulis
contentas distingui poterunt Hae fonriae redu-
ctae surit: (о, 5, o), (i,.5, о), (a, 5, о),(5, 5, о),
(8, 5, °Л (9г 5? о > Чиае sibi ipsae simul im-
proprie aequiualent; (5, 5, o) cui improprie
aequiualet (7, 5, o); (4, 5, o) cui improprie
aequiualet (6, 5, o).

212. PROBLEMA. Imienïre omnes wpraesenta-
ttonfs nurneri datï M per formam datam axx + zbxy
+ cyy determinantis hh.

Solutio huius problematis ex principiis art.
165 prorsus eodem modo peti potest, vt supra
(artt. 180, 181,205) pvo formis determinantis ne-
gatiui et positiui non quadrati ostendimusj quod,
quum nulli dlfficultati sit obnoxium, hic repetpre
superfluum esset. Contra haud abs ré erit, solu-
tionem ex alio principio quod casui praesenti pro-
prium est deduc.ere. «

Positis vt artt. 206, 208, h — b: a = c: —

(h + b) = ë: i; ^ =^ = f, 4=*'

— h — b— r— = g1, nullo negotio probatur, formam

propositam esse productum ex factoribus $x — 'У
et f x — gy. Vnde maniíéstum est, quamuis ré-
pra<?ssnta.'ionem nuineri M per formam proposl-
tam praebere resolutionem numeri M in biiaos fa*



ctores. Si itaque omnes diuisores numeri M sunt
à, d', d11 etc. (inclusis etiam ï, et M, etsingulis bis
Slloitis puta turn positiue turn negatiue), patet
°Umes repraesentationes numeri M obtineri, si
'Uccessiue ponatur ax — £7 = d, f x — gy =

•^j $x _ ty = d',/*; _ 37 = ^ etc., valores

tysorum #, 7 hinc euoluantur, eaeque repraesen--
lationes eiiciantur vbi x aut y valores fractos ob-
turent Manifesto vero ex duabus primis aequa-

sequitur x — -—— - '—- . et r s=
С'/- ig)d

~ , ,
TÏJT - ^-j, quos valores semper determinates
W — íg)d' * r

•tore inde manifestum quod §^" — íg = 2Л,"ааео-
^Че numerator certo non = о, — Ceterum ex
eodem principio, puta resolubilitate cuiusuis for-
^ae determiriantis quadrati in binos factores, etiam
Cliqua problemata solui potuissent: sed methodo
ei quam supra pro formis determinantis non qua-
*h:ati tradidimus análoga etiam hic vti maluimus.

Ex. Quaeruntur omnes repraesentationes nu-
i 12 per formam ̂ xx+^xy — yyy. Haec resoï-

in factores x — y et $x + yy. Omnes di-
numeri 12 sunt + ï, 2, 5, 4, 6, 12. Posi-

_ y — i? 3^- + 7y = 12 fit x — ~l, y ss

.'qui valores tamquam fracti sunt reiiciendi.

modo ex diuisoribus — ï, +^ 5? Í. 4? — ̂ »
-t. 12 valores inutiles obtmentur; ex diuisore +

obtinentur valores x = 2 =• o, et exyj.
<*luisore — st }iix = — 2, y = o; praeter has

repraesentationes igitur aiiae non dantur.



Methodus haec adhiberi nequit, si M= o.
In hoc casu manifestum est omnes valores ipsorui»
x j y aut aequationi £r - £y = o, aut huic jfa—
gy = o satisfacere debere. Omnes autem solu-
tiones aequationis prioris condnentur iri formula í
= fz, y = oz, désignante 2 indefinite numerunJ
integrum quemcunque (siquidem vti supponitur «f
J1 inter se primi sunt ) -7 simiHterque ponendo diui-
sorem communem maximum numevoruiTi/, g, =s
m, omnes solutiones aequationis posterions exhi-

bebuntur per formulam x — —, w = —. Ouarer m ' J m ^~
hae duae formulae générales omries repraesenta-
tiones numeri M in hoc casu complectentur.

In praecedentibus omnia quae ad cognöscen*
dam aequiualentiam et ad inueniendas omneS
transformationes formarum nee non ad repraesen*
tationes omnes numerorum datorum per formas
datas indagandas pertinent, ita sunt explicate»
vt nihil amplius desiderari posse videatur. Sp'
perest itaque tantummoclo, vt propositis dua'
bus formis quae propter dcterminantium inaequu"
litatem aequiual entes esse nequeunt, diiudicar0
doceamus, annon altera sub altfra contenta sit, et
in hoc casu omnes transformationes illius i
inuenire.

Supra artt. 157, 158 ostendimus, f*
forma / determinants D iormara F determmantt*
E imp licet atque in ipsam transeat per substitU
tionem «, f, y, Í, lore E = («í— £у)я Dj si
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** — С/ = -h i, formam f non modo implica-
Ге formam F sed ipsi aequinalentem esse ei
Proin si f ipsam F implicet nequfi vero eideia

г
aequiualeat, quotientem y= esse integrum maio-

ГеШ quam i. Problema itaque hic soluenduno.
erît, diiudicare an forma data f determinants
•D formam datam F determinantis Dee impUcetj
ybi e bsupponitur esse numerus positiuus maior
4uam l. Hoc negotium ita absoluemus, vt mul-
titudinem finitam formarum sub f contentarum
assignare doceamus quae ita sint comparatae, vt
F si sub y contenta est necessário alicui ex illis
aequiualere debeat.

I. Ponamus omnes diuîsores (posîtîuos) nu-
*ïleri e (inclusis etiam г et e") esse m, тл'7 тн

etc., atque e = mn = m'rr' = m^n." etc. De-
fignemus breuitatis gratia formamlin quam f trans-
11 per substituúonem propriam /и, o, o, n ita
Ofe; o), formam in quam f transit per substituti-
°Hem propriam m, i, o, n ,per (mi, l) etc.
gPiieraliterque formam in quam f per subst. pro-
P^am, m k, o, n transmutatur per (m5 k). Si-
^Ui modo transeat f per subst. propriam m', o, o,
n' in (m'; 0)5 per hanc m', i, o, n' in (m1; 1)5 etc.,
Pev те", o, o, n" in ( m",- o ) etc. etc. Omnes hae
forrnae suby" proprie contentae erunt, et cuiusuis
oetermínans = Dee. Complexum omnium for-

(mi o), (m,- i), (m; 2) ....(m; m— i)
í o), f W,' i ) .... f m',- m' — l •; (m"> Q) etc.

multitude erit m + m1 + m" + etc. et
omnas inter se diuersas fore facile perspici-
desiguemus per u. '

Т
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Si с. g. forma/ est haec (2, 5, 7) atque £
'ar 5, il comprehendet sequentes sex formas
(Ч о); (5ï о), (5,- i), (5; a), (55 5), ( - 3 Î 4 )
quae si euoluuntur surit (2, 25, 175), (50, 25, 7),
(50, 55, J9), (50,45,35), (50, 5 5 , 5 5 ) >
(5°, Ö5, 79)

It. lam dico, si forma F determinantis Dee
sub / proprie contenta sit, necessário ' eandem
alicui formaram il proprie aequiualentem J'ore.
Ponamus formam / transíormun in F per substi-
tutionem propriam «> C, y, í, eritque «*'- *y=£.
Sit numerorum ^, i (qui ambo simul o t^se
nequeunt) diuisor communis max'mius poùtiue

acceptus = n, atque —- = m, qui manifesto

erit integer. Accipiantur g-, h ita vt sit -g + -h
= n j denique sit k residuum minimum positi-
uum numeri ag + 'h secundum modulum m.
Turn forma (mi k) quae manifesto erit inter for-
mas Й, formae F proprie aequiualebit, et qui-
dem in ipsam transformabitur per substitutionem

y ag •+- f Л — k , í ;,.')• _1_ ; [i — Itpropnam _. _,__— + A > _ . ̂ ±_— _ Ä
V !" TVT— , —. JNam ^огг/ло perspicuum est hcs quatuor nu-

méros esse Íntegros,- secundo facile confirmatur
substitutionem esse propriam j tertio patet, for-
mam in quam (w; k) per substitutionem illarrt
transeat eandem esse in quam /*) transeat per

«ubstitutionem m ( — . 'g +-£lt~ k + h) -f

*) Quippe quae per substitutionem mi ft, o ,», in (mi i) transit ?..

«rt.i59-



mn = e = »í1— £y adeoque £y + m/i
«í1, «J1 — /ил — £7j per }ianc _ ( «yg- 4.

' — ( ZrS + йй), y^ í? siue denique quo-

iarn vg+ih = n, per hanc *, ^> y> ̂  L. e. per
• Ур., in F. Quare (wj Л) et Aproprie aequi-

erunt, Q. E. D,

Ex his igitur semper diiudicari potest, an for-
^a aliqua dataydeterminantis D formam F determL-
y^iitis Dec proprie implicet. Si vero quaeritur an
J ^sam ff improprie implicet, inuestigari tan-

• lllftimodo débet an forma ipsi F opposita sub
'/ í>roprie contenta sit, art. 159.

•014. PROBLEMA. Proposais duabiis formít,
J> determittantis J), et F determinantis D<:e, quorum
УгЮг posteriorem proprie implicai: exhibere omnes

r^sformationcs próprias f or mãe f in F.

Sol. Désignante il eundem îormarum com-
vt in art. praec. , excerpantur ex hoc com-

u omnes fprmae quibus F proprie aequiua-
» quae .sint Ф, Фу, Ф" etc. Quaeuis harum for-

агцщ sequent! modo suppeditabit transformatio-
,.es próprias forma e y in F, et quidem aliae alias
\: G- singulae diuersas)7 cunclae vero cunctas

• e- nulla transformatio própria formae f in F
non vna ex formis Ф, *' etc. praebeat).
methodu» pró omnibus formis Ф, V etc.

est, de vna tantum loquemur.

T а
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Pommus Ф esse (M; .ЙГ), atque e = M/Vit*
Vt У in Ф per Substitutionen! propriam Л/, 7<T, o>
./V transeat. Porro designentur omnes transl'or-
mationes propriae formae ф in F indefinite pet
O/ b ï С ï b. Turn manifesto у transibit. in Ф pet
snlisti lutionem propriam Ma + -Kc, M'' + KOj
ЛГС, Л"Ь, el hoc inodo ex quo n i s tran.-.formatione
propila i'ortuive Ф in .Fsequetur transiormatio pró-
pria formn.o ./"in F. — £odeia и:р~ч1о tractandae
sun t iorniae rel ;qnas Ф', Ф" etc., quarum singu*
lae Uansformatlorios propviae in F transformatio-
nem propriam forœae f in .Ppracbebuiif.

Vt appareat hanc solutionem ex omni parte
completam esse, ostendendum erit

I. Бос modo omnes transformatïotoes próprias
fossibiles formae f in F obtineri. Sit transformatic
quaecunque própria formae /in F haec «> ^> v> '
atque vt in art. práec. II, n dtuisor commun^
maximus numerorum v, f j numeri /тг, g-, li. k
autem eodem modo vt illic determinati. Tunc

forma (/тг; Â:) erit inter formas Ф, *' etc., &•
y ay-f- th -—k & uy + ÍÃ — k y ^.

1Г ' m "" ' u ~m °* ^T' *
aliqua ex transformationibus propriis huius íoí'
mãe in F; ex hac vero per regulam modo tru-
ditam obtínetur transformai! o «> f» y» í;
omiiia in art. praec. sunt demonstrate.

II. Omnes transformationes hoc modo
deuntes inter se diversas esse, seu nullam
obtineri. Nullo quidem negotio perspicitur,
rés trausíornaationes diuersas eiusdem formae *>



ф/ çtc< jn ^ eandem transformationem for-
/ in F proclucere non posse j quod vero
formae diuersae e. g. * et Ф' eandem trans-

ortn.ationem suppeditare nequeant, ita demon-
5tratiir. Supponamus, transFormationem propviam
* j C , y , f formae f m F obtmeri turn ex trans-
°rttiatione própria a/ 6, C/ b formae ф in

fj tara ex transformatione propria ay, 6;

г с', Ь;

f°rmae Ф' in F. Sit Ф = (Л/5 К), Ф' ='
'} Â'), e = MN — M' N'. НчЬгЪпптг ita-

aequationes л = Ma + Kc = M1 u» -f
'с' ... [i], e = Mb + w = M<b' + K'b> ...

U], 3, = туе _ AV ... [3], í =s^b = ЛГ'Ь'
••• [4], ab — 6с = o'b' — b'c' = ï ... [5]. Ex

L4] — 6 [3] sequitur adiumènto aequ. [5], 7V =
* (üb' — - íí'~), quare N' metietur ipsum 7V;

ex o'[4] — 6' [3] fit 7V(a'b — b'c) ==
^quare N metietur ipsura Лт/, vnde, quià
N turn Л"' supponuntur esse positiui, erit

llecessario N = Л7', et M = M1, et h'me ex 5
4, с = c', b = b'. Porro fit ex a [2] —

= M'Cûb' — 6a') + К'(аЪ' — be') =
üb' — баО + ЛГ', Ыпс А' = A'' (mod. M)

fieri nequit nisi К = К1, quia turn К turn
' iacent inter limites o et M — ï. Quamob-

,etïi formae Ф, Ф' non sunt diuersae, contra
ЬУр.

Ceterum patet, si D fuerit negatiuus vel
P0sitiuus quadratus, per methodum hanc cmnes

raîisîormationes próprias formae / in F reuera
nueniii posse,- si vero D positiuus non-quadra-

. sj formulae certae générales assignari poteruiit
n quibus omnes transformationes propriae (qua-
Urtl multitudo infinita) cöntentae erunt.

T 5



Denîque, si forma F improprie sub form*
У, contenta est, omnes transformationes impro'
priae illius in hanc per melbodum traditam fa-
eile exhiber! poterunt. Scilicet si *, C, •/, & inde-
finite omnes transformationes proprias formae/
in formam quàe formae F opposite est, designare
suppóhitur: omnes transi, impropriae formaey i#
F exhibebuntur per a, — £ , y , — f-

Ex. Desiderantur omnes transformationea
formae (2, 5, 7) in (275, о — l), quae sub
ilia turn proprie turn improprie contenta est.
Complexum forrraruni il pro hoc ;casu iam in,
art. praec. tradidiinus; examine instituto inueni'
tur, turn (_5; ï) turn (5 j 4) formae (275,0,— i)
proprie àequiualere. Omnes transformationes pro-
priae formae ( 5 5 1 ) z- *• (5° 5 55>i9) ift (275?
о, — ï ) per theoriam nostram supra explicatarn
inueniuntur contmeri sub formula generali loi
— 275«-, — t + \6щ — 15? + 275U, í — 15«»
vbi í, u désignant indefinite omnes numéros in'
tegros aeqúationi tt — 275"" — ï satisfaciehtBS>'
quare omnes transformationes propiiâe formão
(2, 5, 7) in (275, o, — ï) hint oriun'dae соЛ*
teutae eiunt sub formula generali 6$t — 1100^»
— 4i + 65«, — 15? + 275«, t — 15«. Simili
modo omnes transformationes pröpriae forma"
(5» 4) ». e. (50, 65, 79) in (275, о, — О
conünentur sub formula generali 14^ + 276^'
t -f 14«, — 15? — 275"> — t — 15«, adeo-
que ornnes transformationes pröpriae
(2, 5, 7) in (275, о, — ï) hinc oriundae
hac loi + 275», í + юг/, — \§t ~ 275"? **
í — 1.5 u. Пае duae formulae igitur omne*
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^nsformationes proprias quaesitas amplectuntur,
— - Eodem vero modo inuenitur omnes transfor-
^ationes impróprias formae (2, 5, 7) in (275,
°5 — ï ) sub sequentibus duabus formulis con-
tentas esse: (I) ... 65? — 110071, 4? _ 652/, т-

+ B75K, — г+15и,- et .(II) ... loi + 275«,
t — Юм, _ i5í _ 275«, г +

2 1 g. Hucusque formas determinantis o ab
disquisitionibus exclusimus,- de his ita-

vt theoria nostra ab omni parte com-
pléta euadat, quaedam adhuc sunt adiicienda,
yuouiam generaliter demonstratum. est , si forma
Cliqua determinantis U formam -determinantis D*
itnplicet, D1 esse niultiplum, ipsius /), statini
patet formam cuius determinans = o aliam for-
ftiam quam cuius determinans etiam sit = о inv
plicare non posse, Quare duo tantummodo pro-
Wemata soluenda restant, scilicet 1° proposais
duabus formis f, F, quarum posterior habet determi-
*antem о , dimdicare vtrum prior posteriorem implicet
*ectie, et in illo casu опт es transformation's illiits
Ih liane exhiber f.. 2° Inuenire omnes repraesentatio-*
*fs numeri dati per formam datam determinantis о.
Problema primum aliam melhodum requirit,
guando determinans prioris formae f etiam est o,

quando .non est Q. Haec omnia iam ex-

ï. Ante omnia obseruamus, quamuis for»
axx + abxy + cyy, cuius determinans

°b — ac = o , ita exhiberi posse m (gx + hy ) *,
^finotantibus g-, h números inter se primos, m
tategmm. g^t ещщ m diuisor communis maxi-

T 4



inus ipsorum e, c eodem signo acceptas quo hi

numeri ipsi sunt affecti (hos signa opposita habere

non posse facile perspicitur), eruntque —, —

integri inter se primi non negatiui, productum
bb • ï ï .,1«

ex. ipsis = ----- i. e. quadratura, adeoque illi

ipsi quadrata (art. 21). Sit — = gg, — =

ЛЛ, eruntque etiam g, h inter se primi, gghh

ss= — — , et gh = + — . H'mc patet m (sx
mm — щ r vo

+. by)* fore = яд;* + з,Ъху

Iam propositae sint duae formae y, JF, vtra-
que determinantis o, et qu'idem sit f = /тг (^дг
+ Й7) ' , F = M ( GJT + Я7) S ita vt # ad /г,
G ad K sint primi. Turn dico si forma f impli-
cet formam F, ni aut ipsi M aequalem esse aut
saltem' ipsum M metiri et quotientem esse qua-

dratum; et vice versa si — - sit quadratura inte-
m *•

grum, F contentam esse sub f. Si enim f per

substitutionem x = лХ + 6 У, у = уХ + îY
M

in F transire supponitur, erit — (GX+HY)1 ̂ =

( ( "g + *h ) X + (, fg + 3/1 ) Г) *, vnde facile se-
M

quitur — - esse quadratum. Ponatur = ее, erit-

ih) K), i. e. Ji eG = cg + yh, +_ cH — (g
•f c 'Aj si itaque ©, J^) ita determinantur vt sit
©G + §H = ï, erit + e = © ( g- -f- >/г) +

adeoque integer. Q. E. P. — Si
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vero, vice versa, supponitur, — esse quadratum

= ее, forma f implicabit formam F.
integri «, C, y, * ita poterunt determi-

vt fiat eg + yh = +^ eG, ig + J/i —
•Í. e.i£ Accipiantur enim integri g, {} ita vt fiat

+ ф/г = ï ? satisfietque aequationibus illis po-
= _+ *Gg + hz, fy = +. eG^

c = +. ̂ 9 + Лг/» ^ = Jl e^ — Sz'
cunque valores integri ipsis г, z' tribuantur; qua-
re F contenta erit sub /, Q. E. S. Simul haud
Qifficulter intelligitur, has formulas- omnes valores
luas «, f i У) í nancisci possunt, i. e. omnes trans-
^orrnationes formaeyin F exhibere, si modo г,
z' indefinite omnes números Íntegros exhibere
Sllpponantur.

II. Propositis duabus formis / = axx +
*bxy + cyy cuius determinans non = о, et F
'Т* M(GX + HY) * cuius determinans = o (de-
Slgnantibus vt ante G, H numéros inter se pri-
^os), dico primo, si / implicet ipsam F, nume-
rurn M per formam / repraesentari posse; se-
Ctí«rfo, ai M per / repraesentari possit, F sub /
contentam esse; tertio, si in hoc casu omnes re-
Praezentationes numeri. M per formam j indefi-
J^te exhibeantur ita x — £ , y = v , omnes trans-
*°rmationes formae / in F exhiberi ita G!, HÎ>
^и, Hi. Quae omnia sequenti modo demon-
strarnus.

1° Ponamus / transire in F per substitutio-
«> £, v . ' i » accipianturque numeri ©, ф ita

vt sit ©G + $H = j. Тиле manifestam est,
? 5
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si ponatur x = "© -f GJp, y = y<& + <r,Ç>, va-
lorem formae / fieri M, adeoque M repraesear
labilem esse per formam y..

•2° Si supponitur esse ali + зЫ" + Cl-v —
M, manifestum est per substitutionem G£, H ï t
Gij Hv, formam / transire in f. Quo d vero

5° in hoc casu substitutio Gl, //£, G«. Hv.
•cmnes transformationes formae / in F exhibeat,
si í» « supponahtur exhibere omnes valores ipso-
rum x, y, qui faciunt / = M, ita perspicitur.
Sit «» £» v> i~ transformatio quaecunque iormae
/in -F, et vt ante ©G + §H = ï. Turn in-
ter valores ipsorum jr, y erunt etiam hi, x =z
a® + f^, 7 = >© + «f^» ex quibus obtinetur
substitutio G(a© + CJp), Я(*©
+ ÍJ&), ЯС-,© + *£), siue *
с + © (*// ~ ее), y -f- ф (ÍG — v//;,

1 <Й ('/Я — Ш\ Sed quoniam о («Т
öZ> ( »X + <?у') (vA'H- J У) + с (vX +
M(GX + Hl')1 erit a («í- Су) 1 = M(íG
у Я) S с (Су — «О1 = M (CG — «//У, adeo-
que (quum determmans formae /per {«í — £y)V
mulliplicatus aequalis sit determinanti formae $
i. e. = o , adeoque etiam «^— £y = o ) , ^G — vH
= o, f Ò — '«// = o.. ïlinc substitutio ilia
transit in îianc «, C, y, í, vnde patet, formulam
tradilam omnes transformaliones formae / in *
suppeditare.

ïlï. Superest M omnes repraesentationes m*'
meri dati per formam datam determinants °
exhibeïe doceamus. Sit iorma haec m (gx ^
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patetque statim, numeram ilium per rrt
öiuisibüem, et quotientem quadratum esse de-
bere. Si itaque numerus proposilus statuitur =
nee, perspicuum est, pro quibus valoribus ipso-
frirn. X) y fiat m (gx -f hy) L = mee, pto usdem.
fieri g-д; + hy aut =: + e, aut = — g. Quare
omnes repraesentationes habebunlur, si -omnes
solutiones aequationuin lirtearium gx + hy = e,
ffj: + Л j == — ^ in integris, sunt izmentae. Has
vero solubiles esse constat (siquidem g, h sunt
inter se primi vt suppûnitur). Scilicet si '§ , ^ ita
determinantur vt sit ûg + ^г •= ï ï aequationi
priori satisfiet ponendo a: = ge + §z, y = §«
" — g2; posteriori vero faciendo x == — ge +
Çz, y = — ̂ e — gz, dénotante ̂  integrum quem-
cunque. Simul vero formulae hae omnes valorei

ipsorúm x, У exhibent, si z indefinite
quemuis integrum designare suppo-

His disquisitionibus coronidîs loco apponimus

216. PROBLEMA. Inttenire 'omnes
ae4Uationis generalis *) indeterminatae sectindi graâus

s incognitas implicantis
axx + zbxy +^yy + ъах + ъеу -f / = о

a, b, с etc. sunt ïntegri quicunque dati) pir пя-
s íntegros. V

) SI aequatio jiroponeretut in qu» coefficïens •secùndus , <(uartu'» 'vel

4»intu5 tion esset par, multiplicou [>er 2 f «m Гогшаю rcci'i'eret quit»

, hic «upponimui,



Sol. Iritroducamus loco incognitarum а:, У
alias p = (ЬЬ — ас) x + be — cd, et q =
(bb — ас) У + bd — ae} qui manifesto sem-
per erunt integri, quando x, y sunt integri Quo
facto habebitur aequatio app + ubpq + cqq +
(&& — ac) («eg — 2Me + crfrf) = o, siue po-
sito breuitatis gratia numero (bb — ac) (aee —
ubde + odd) = — M, haec app + zbpq + cqq
s=3 Ж Iam oinnes solutiones huius aequationis,
i. e. oinnes repraesentationes numeri M per for-
mam (ß ,e ,c ) in praecedentibus inuenire docui-
rnus. Si vero ex singulis valoribus ipsorum /?, q,
valores respondentes ipsormn x, y adiumento

v-i-cd — be q-4-ае—ЬА
aequationum x = '—f-, , y = ?-~ •41 bb - ас ' bb — ас
determinantur, facile perspicitur, omnes bos valo-
res aequationi propositae satisfacere, et nulles va-
lores Íntegros ipsorum x, y dari qui hoc modo
non obtineantur. Si itaque ex omnibus valoribus
ipsorum x, y sic prodeunübus valores fractos eii-
cimus, omnes solutiones quaesitae remanebunt.

Circa hanc solutionem sequentia sunt ob-
seruanda.

1° Si aut M per formam (a, b, c) reprue-
sentari non potest, aut ex nulla repraesentatione
valores integri ipsorum x, y sequuntur: aequatio
in integris nullo modo solui poterit.

a0 Quando determinans formae (û, Ь, с"),
ï. e. numerus bb — ac est negatiuus, vel positi-
iius quadratus simulque M non = о : multitude
repraesentationum numeri M per formam (a,btc)
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*ïit finita , et proin etiam multitude omnium so*
Wiorium aequationis propositae (si quae omnino
äantur) finita erit.

• 5° Quando bb — ac est posiliuus non-qua-
àratus, vel quadratus et simu] M = o: numeras
•Л4Г, si vllo modo , infinitis modis diuersi-s per for-
ïiiam (я, b,c) repraesentari poterit} sed quoniam
ittipossibilo est, bas repraesentationes omnes ipsas
biuenire et tentare vlrum valores íntegros ipso-
ïum л, у praebeant an fractos, necessarium est
ïegulam tradere, per quam, quando forte nulla
omnino repraesentatio valores Íntegros ipsorum
*, У praebere potest, de hac re certi fieri possi-
hius (nam quotcunque repraesenlationes in hoc
casu tentatae fuerint, absque tali regula ad certi-
tudinem numquam perueniremus ) 5 quando vero
aliae repraeserilationss dant valores Íntegros ipso-
rum j:, y, aliae fractos: docendum erit quomodo
hae ab illis a priori generaliter dignosci

4° Quando bb — ac = o: valores ipsoruirt
У per formulas pvaece'dentes omnino non pos-

S4nt determinarij quare pro hoc casu methodus
inuesdgari debebiu

'217. Pro èo casu, vbi bb — ac est nuirie*
positiuus non-quadratus , supra docuimus, o-

repraesentationes numeri M per formant
zbpq -{- Cc/q (si quae omnino dentur) ex-
posse, per vnam vel per plures formulas

p~ J.

7l, 95, Q, 2) numéros íntegros da«.



tos, m diuisorem communem maximum nurriero-
rum a, 2&, с ; denique £, u indefinite omnes nu-
méros íntegros aequatkmi it — ( ЪЪ — ate J uu —
/rara satislacientes. Ouoniam ornnes valores ibso-? . . * •*•rum í, u turn positiue turn negatiue accipi pos-
sunt: pró singulis illarum formarum quaternas
alias substituere poterimus., p •=. --

i- (£í + ©")? ita vt multitudo omnium, formu-
m

larum nunc quater maior sit quam antea, t et u
vero non ampüus omnes números aequationi tt —
/bb — ас) uu .= mm satisfacienles exprimant, sed
positiuos tantum. Quaeuis harum formarum ita-
que seorsim considerar! , et qui valores ipsorum Z,
u praebeant valores Íntegros ipsorum x , y , inuesti-.
.gari debebit

Ex formula p = ~ ( 7(í + SJ5:í ) , q ==

-L (Si -f- Qu) ... [i] sequuntur valores ipsorum т,
. . Tíí -f-hi: -r =

m ( b b —
Cí + S)íí 4- даяг — wirf _ ,.
. - L - __ -- . Supra vero ostendi-

m (ob ac)
mus, omnes valores (positiuos) ipsorum t consti-
tuere progressionem recurrentem í , í', í" etc.,
çimiliter valores respoiidentes ipsius u quo-
cue seriein recurre'ntem formare u\ u', u"
«te.; praeterea assignari posse numerura ^ i*4
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vt secundum modulum quemcunque datum
fiat t? ~ í o» t*-*-1 =1', íp-b2 ЕЕ í" etc., tf
•^u0, u0-*-1 5E u> etc. Pro hoc modulo acci-
piernus numeram m (bb — яс), designabimusque
breuitatis gratia valores ipsorum x, y qui prode-
^ut ponendo t = í°> и = м°> et quibus tribue-
^Us indicem o, per .r^, г^"1; sirailiterque eos qui
Prodeunt faciendo t =. t1, u =. к', per ar', y qui-
^Lls tribuemus indicem i , etc. Tune nullo nego-
^•° perspiciétur, si zh , ^h fuerint numeri integri v
atque g rite determlnatus, etiam xb~-t~t , 2/'1"bfi
nec non .rh-bS?^ i/h-f-2,; et generaliter j;''-bkr>

•y's-kp.j Íntegros fore 5 et contra si л:11 vel ^h sit
Cactus, etiam ^-н1-?, vel #h-bk? fractum fore.

facile concluditur, si valores ipsorurn 3:, y,.
indices o, i , 2 .... f — ï competunt, euol-

ir, et pro nullo horum indicum turn тг

У integer sit, nullum omnino indicem dari,
?r° quo turn я, turn y valores íntegros recipient,

quo casu ex formula [i] nulli valores integri
, У deduct poterunt. Si vero inter illos

aliqui sunt, puta. ,w, ^', щ" etc, quibus va-
°res integri ipsorum x, y respondent, omnes va-
°res integri ipsorum x, У, qui quidem ex formu-

,a L1] 'obtineri possunt, ii erunt, 'quorum indices
, u" aliqua formulárum „ + k^ n1 + k^ ц" + kc

c- sunt comeriti, denotantae k indefinite omnes
Íntegros positiuos., inclusa etiam cilra.

v formulae reliquae sub quibus valores ipsorunt
' 9 contenti sunt, prorsus eodem modo sunt

dae. Si coritingeret, \t ex nulla omnium
. íormularum valores integri àpsorum -x7 g



obtineantur, aequatio proposita in integrîs nullo
prorsus modo solui posset; quoties vero reuera
est solubiïis, omnes solutionês in integris per
praecepta in praecc. tradita exhiberi poterunt.

218. Quando ЪЪ — ас est numerus quadra-
tus atque M — o, omnes valores ipsorum /J, q
comprenons! erunt sub duabus huiusmodi iormu-
lis p ±= TU, q = iBz,- p = "Jl's, q = 2Vz, vbí
z indefinite désignât quemuis numeruin integram?
71, 35, 'M', 2У vero suât inlegri dati, quorum pri'
mus cum secundo, tertius cum quarto diuisorerfl
communem non habent ( a r l . 2 i2 ) . Omnes itaque
valores integri ipsorum x, y ex formula prima
oriundi contenu erunt sub formula [ij

2íz + c d — he £z + ae — btf
•* ""~~ ï/ 5 y ~~~~ t t ïbo — ас bo — ас

omnesque reliqui ex formula secunda oriundi sub
hac [2]

_ Wz + cd— be _ S*>'z -\-ae, — bd
X ' ' У ~~ bb — ac *

Sed quoniam vtraque formula etiam valores fra*
ctos praebere potest (nisi bb — ac = ï); opus e&
vi eos valores ipsius z , qui turn ipsum x turn ip*
sum y iritegrum reddunt, a reliquis in vtraqu0

formula separemus; attamen sufficit primam SP'
lam considerare , quum pro altera prorsus
methodus adhibenda sit.

Quoniam íí, S inter se primi sunt,
numéros a, b ita determinare licebit vt fiat 0$

= ï. Quo facto habetur (ax + by
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ее) as & + u (cd — be) + 6 Гае — W), vnde
fätim patet, omnes valores ipsius z qui valores
^tegros ipsorum x, y producere possint, neces-
Sario numéro a (be — cd) -j- Ъ (bd — ае) sec.
*fcod. bb — ас côngruos, siue sub formula (bb
"~" ce) z' + о (be — cd) + b (bd — ae] con-
tentos esse debere, désignante z' indefinite nu-

integrum. Hinc facile loco ioimulae [ï]
sequentem

* = Hz' + b x

a x

aút pro omnibus valoribus ipsius z1 aut
Pro null o valores íntegros ipsorum x, y prae-
^fe manifestum est, et quidem casus prior sem-

locum habebit quando H (bd — ae) et S3 (be
cd) sec. mod. bb — ас sunt congrui, poste-

quando sunt incongruL — JProrsus eodem
o tractanda erit formula [2], solutionesquô

integris (si quas praebere polest) a reliquis

a ï ig. Quando bb — ac == o, forma axx
J ubxy + cyy exhibeii potent ita : m ( o.x +

* vbi m, «ч» С sunt integri (art. 215.). Po-
, x + ij = z, transitque aequatie propo-

a in hanc: mzz, + zdx + aej + У = o, vnde
ex г = »x + fy, deducitur

* ä °W«Ä + 2t'Ä + f/ _ ««;гг --z + af
2 — 2ae

patet, rusi íuerit «e s= W (-quern easum
U



statim seorsim considerabimus), valores ipsorurrl
x, y, ex his formulis deductos tribuendo ipsi £
valorem quemcunque, aequationi pi'opositae sa-
tisfacere; quare nihil superest, nisi vt eos valo-
res ipsius z determinara doceamus ex quibus va-
lores integri ipsorum x^ y sequantur.

Quoniam «# + £y = 2, necessário pro í
numeri integri tantum accipi possum ; praeterea
vero manifestum est, si aliquis valor ipsius z turn
ipsum x turn ipsum^ integrum reddat, omhes valo-
res ipsius z illi secundum modulum u*tf - z£d côn-
gruos itidem valores íntegros produire. Quodsi
itaque pro 2 omnes numeii iutegri a o vsque
ad 2ae — zGd — l (quando ле. — Zd est positi-
uus) aut ad 2Gd — 2cte — i (quando o.e — t'-a
est negatiuus) incl. substituuntur, et pro nulld
horum valor urn turn x turn y integri fiunt, nul-
lus omnino valor ipsius z valores Íntegros ipso-
rum x, У prof'ucet, aequatioque proposita in in-
tegris nullo modo poterit resolui; si vero quidam
ex illis valoribus ipsius z ipsis z, y valores ínte-
gros conciliant, puta hi & í', {" etc. (quos etiarri
per solutionem congruentiaruin secundi gradus
ex principiis sect. IV. inuenire licet); omnes so-
lutiones prodibunt pónendo z = (2-е — flCí/)^
+ £, г = ( 2-е — 2^) <j + <' etc., désignante tf

indefinite omnes números íntegros»

t •»
220. Pro eo quem exclusimus casu, vbi

tie s= irf, methodum peculiarem indagare
tet Supponamus, «> f inter se primos

quod licere ex art. 215. I constat, erítque —



f- nümerus integer (art ig>, quem statuemus
h. Tune aequatio prûposita hanc induit for-

(m*x + т£у + h)1 — hh + f = o, mar
Hifestoque adeo rationalité!- solui nequit, nisi hh
•-- f fuerit numerus quadratus. Sit hh — f =
ЯА, patetque aequationi propositae sequentes duas
eequiualere: m*:c + niSy + h + k = o, et/п^з:
"f те^у + h — k = o, z. e. quamJibet solutíonem
epquationis propositae etiam alterutri l:arum ae*
4llationum satisfacere, et vice versa. Aequatio
•pàor manifesto in integrib solui nequit, nisi h +
* per m i'uerit diuisibilis, similiterque posterior
*olationem in interns non admittet, nisi h — k
Per m fuerit diuisibilis. Hae vero conditiones
ad resolubilitatem vtriusque aequationis sufficiunt
(quia «, í inter se primi esse supponuntur ),

e soJuíiones secundum regulas notas
poterunt.

sal. Casum in art. 217 consideratum (quia
ium difficillimus est) exemplo illustramus.

**roposita sit aequatio xx + 8^ + У У + ъх —
4У -f- i í== o. Ex hac primo per introductionent

incognitarum p — i$x ~- g, q = \5у-£б
aequatio pp + 8pq + qq — — 540. Huius

solutiones omnes in integris, contineri inue-
r sub quatuor formulis sequentibus:

p = 6t, q = — 24' — QOU
p = 6t, g — — 24^ + QOU
p = — 6t, q = 24? — дои.
p = _ 6/, q = 24t + QOU

^eïiotantibus í, u indefinite omnes numéros inte-
positiuos aequationi tt — \$uu = ï eatis-

U a
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facientes, quos complectitur formula t = í

y'" 15 )n _ (4 _ yT 15)" ), si n indefinite
omnes números Íntegros positiuos ( inclusa etiam
Cifra ) désignât. Quamobrein omnes valores
ipsorum x, y contenu erunt sub formulis his:
x = I (ar + 5), / = ~ I (8f + sou + 2)
x == l (a* + 5), y = — I (8t — sou + 2)
x = I (— 2i + 5), j = í (8f - 50« - 2)
x = í (- 2í + 5), 7 = 5 (8f + 30« _ 2).
Praeceptis autem nostris rite applicatis, reperie-
tur, vt valores integri prodeant, in formula pri-
ma et secunda eos valores ipsorum f, u accipi
debere , qui proueniant ex indice n pari; in ter-
tia quartaque vero eos, qui ex impart n obtinean-
tur. — Solutiones simplicissimae habentur hae:
x = i ,— i?— i ; y = — a , o , ia resp.

Ceterum obseruare conuenit, sokitionent
problematis in artt. praecc. explicati plerumque
per multifaria artificia abbreuiari posse, praeser-
tim quantum ad exclusionetn solutionum inuti-
lium i. e. fractiones implicantium pertinetj sed
Jiaec ne nimis longi fiamus hoc loco praeterire
coacti sumus.

222. Quoniam complura ex iis quae hucus"
que pertractauimus etiam ab aliis geometris con-
sidéra ta sunt, horum mérita silentio praeterire
non possumus. De formarum aequiualentia dis-
quisitiones générales instituit ill. La Grange*
Nouv. Mem. de í Ac. de Berlin, 1773 p. 265 ^
1775 p. 335, sqq., vbi imprimis docuit, pro '
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determinante dato multitudinem finitam for-
davi ita comparatarum, vt quaeuis forma

déterminantes alicui ex ipsis aequiualens sit,
adeoque omnes formas deterrninantis'dati in classes
Distribui posse. Postea ciar. Le Gendre plures pro-
prietates elegantes huius classificaúonis, ad maxi-
fciam partem per inductionem detexit, q.uas infra tra-
oernus demonstrationibusque muniemus. Ceterutn
Qlstinctionem aeqúiualentiaepropriae et impropriae,
Cuius vsus maxime in disquisitionibus subtiliori-
bus conspicuus est, nemo hucusque atúgerat.

Problema famosum in art. 216 sqq. expli-
catum ill. L.a Grange primus complete resoltiit,
fiist. de T Ac. de Berlin 1767, p. 165, et 1768^.
181 sqq. Exstat solutio (sed minus completa)
etiam in Suppl. ad Eu/.eri Algebram iam saepius
laudatis. lam antea ill. Euler idem argumen-
lurn. aggressus fuerat, Comm. Petr. Г. VI p. 175;
Comm. Nou. T. IX p. 3; Ibid. Т- ХУП1 p. 185

sed inuestigationem suam eo semper re-
it, vt ex aliqua solutione, quam iam cogni-

esse supponit, aliae deriuentur,- praeterea-
ipsius methodi in paucis tantummodo casi-

"Us omnes solutiones suppeditare valent (vid. La
Grange Hist, de f Ac. de Berlin 1767, p. 257).
Quum vitima harum trium commentt. recentioris
^ati sit quam solutio La Grangiana, quae pro-
"lema omni generalitate amplectitur nihilqu^
hoc respectu desiderandum relinquit: Euler tune
te*npoiis (Tomus XVIII Commentariorum per-

ad annum 1775, et a. 1774 est publicatus)
solutionem nondum nouisse videtur. Ce-
solutio nostra (perinde vt omiáa reliqua

U 3



quae in hac sectione hactenus tradidimus), prin-
cipiis omnino diuersis est superstructa.

Quae аЪ aliis, Diophanto, Fermatio etc.
hue pertinentia sunt tradita, casus maxime spéci-
ales spectant; quare quum. eorum. quae praeser-
tim memoratu digna visa sunt iam supra mentio
facta sit, sigillatim omnia enarrare supersedemus^

Quae hactenus de formis secundi gradus ex~
posuimus, pro primis tantum elementis huius
doctrinae sunt habenda: innixius hanc disquisition
nem persequentibus campus se aperuit nobis va-
stissimus, ex quo ea quae attentione imprimia
digna videntur in sequentibus excerpemus. Nam-
que argurnentum, hoc tarn fertile est, vt per-
multa alia, quae iam nunc iriuenire nobis conti-
git, breuitaus gratia silentio praeterire 'oporteat:
multo vero plura sme dubio adhuc latent nouos-
que conatus expectant. Ceterum in limine harum
inuestigationum statim ad notar o conuenit, formas
determinaritis о inde exclusas esse, nisi coiitra-
rium moneatur.

225. lam 'supra (artt. 175, 195, 211) osten-
dimus, propósito numero quocunque integro D
(siue positiuo siue negatiuo ; assignari posse mul-
titudinem finitam form arum F, f\ F11 etc. de-
termmantis D, ita comparatarum, vt quaeuis for-
ma determinantis D proprie aequiualeris sit ali-
cui ex illis et quidem viücae tantuin. Omnes
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*gitur formae determinantis D (quaram multb
tüdo est infinita) secundum illas formas classi-
Jtcari poterunt, formando scilicet e complexa
°*nnium formarum formae F proprie aequiua-
«ntium ciassem primam j e formis quae formae
•&' proprie aequiualent, secundam etc,

Ex singulis classibus formarum determinan«
tis dati D, iorma aliqua eligi, et tamquam for-
Ъц. repraesentans totius classis considerar! poterit.
•Per se quidem prorsus arbitrariam est, quaenam.
forma ex quaque classe accipiatur, attamen ea
Semper praeferenda erit, quae reliquas simplicitate
superare videtur. Simplicitas formae alicums
(ú, b, c) manifesto ex magnitudine numerorum
c, b, c aestimanda est, meritoque forma (e', &',
c<) minus simplex dicetur quam (a, ò, c), si
a< > a, b' > b, c1 > c. Sed hinc rés nondura
äeterminatur penitus, arbitrioque nostro relin-
quitur e. g., vtram ex formis (17, o, — 45 ),
(g, o, — 153) pró simplieiori habere malimus.
Plerumque tameu e ré erit, [sequentem погташ
obseruare;

I. ^Quando determinans D est negatiuus,
ntur formae reductae in singulis classibus

contentae tamquam formae repraesenlantes ; vbi
vero щ eadem classe duae formae reJuctae repe-
riuntur (quae erunt oppositae, art. 172), reci-,
piatur ea cuius terminus médius positiuus.

IT. Quando determinans D est positiuus
aadratus, ei--'-jalur pewodus formae alicu-

reductae in classe proposita cònt^ntae, in qua
U 4



aut duae formae ancipites inuenientur aut nulle
(art. 187).

ï) In casu priori sint formae ancipites haeï
(A, Б, C;, (A1, B', C')> residua minima nu-
merorum B, £' secundum módulos A, A' resp.
M.) M1 (quae positiue accipi poterunt nisi sunt

N , . Ü-MM ._ D-M'M«
= o)j demque -^ = N, -j{

= N'. His ita factis, ex formis (A, M, — 7V),
( '̂, M',—TV') ea quae simplicíssima videtur pro
forma repraesentante accipiatur. In hoc iudicio
forma cuius terminus médius = o praeferatur;
guando vero terminus médius aut in vtraque aut
in neutra est o, ea quae terminum primurn mi-
norem habet alten praehabenda, et quando ter-
mini primi magnitudme sunt aequales signis di-
uersi, signum negatiuum positiuo postponendum.

Q) Quando vero nulla forma anceps in to-
la período habetur, eligatur ex omnibus periodi
formis ea quae terminum. primum sine respecta
signi minunum habet, ita quidem, vt si duae
formae in eàdem período occurrant, in quarum
altera idem terminus primus signo positiuo affe-
ctus sit in altero negatiuo, posterior priori post-
ponatur. Sit haec forma (A, B, C), deduca-
tuvque ex ipsa eodem modo vt in casu praec.
forma alia (Л, M, — Л^) (puta, accipiendo pró
M residuum absolute minimum ipsius B secun-

dum mod. A, et íaciendo N= -* ): haec

demum pro repraesentante adoptetur.

Quodsi vero eueniret, vt idem terminus pri-
mus minimus A pluribus periodi iormis comma-
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sit, omnes hae formae e o quo praescripsimus
do tractandae et ex formis prodeuritibus ea

cuius terminus médius quam minimus euadit
forma repraesentans assumenda erit.

Ita e. g. pro D = 305 haberar periodus
alias haec: (17, 4, — 17), ( — 17, 13, 8),

18, 11, — 25), (— 25, 12,7;, (7, 16, — 7),
(— 7, 12, 23), (23, 11, — 8 ) , (— 8, 13, 17),
®* qua primo eligitur forma (7, 16, — 7),
"iticque secundo deducitur forma repraesentans
(7,2, — 45).

III. Quando determinans est positiuus qua-
Lis = kk, eruatur fornia reducta ( A, k, o ) in
;e proposita contenta et, si A <, k aut Â A,
forma repraesentante ipsa recipiatur; si vexo

"^ ^> k, assuraatur illius loco forma (A — 2A,
'. ° ), cuius terminus primus erit negatiuus, sed

т quam k.

Ex. Hoc modo omnes formae determínan-
• U35 ) distribuuntur in classes sedecim, qua-
repraesentantes enmt: (1 ,0 , 235 ), (2, l,
l> (4, i, 59), (4, — i, 59), (5, o, 47),

. 5, 26), (13, 5, 20) , (13,-.5, 20), octo-
^ e aliae a praecedentibus in solis signis termi-

°ruru externorum diuersae, ( — 1 , 0 , — »35),
"-*, l, — 118) etc.

s Omnes formae determinants 70 in sex cias-
«Co rv « "

«iscedunt, quarum repraesentantes' (l, o, —

> ( — 3 , i , a 6 ) , ( — 3, — i, аб;.
U 5
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S24. Per hanc itaque classificationem for-
mae quae proprie aequiualentes simt a reliquis
omnino segre^abuntur. Duae formae eiusdera
determinant is D, si ex eadem classe sunt, pro-
prie aequiualentes erunt; quiuis numerus per
vnam repraesentabilis etiam per alteram reprae-
sentari poterit,- et si numerus quicunque M pef
formam priorem ita repraesentari potest, vt hide*
terminatae valores inter se primos habeant, idem
numerus per alteram foimam podem modo re-
praesentari poterit, et quidem ita, vt vtraque
repraesentatio ad eundem valorem expressions
^f D (mod. M} perúneat. Si vero duae for-
mae ad classes diuersas pertinent, proprie aequi-
ualentes non eruntj a repraesentabilitate numeri
alicuius dati per vnam ad repraesentabilkatem eius»
dem numeri per alteram concludi nequit; contra, si
numerus M per alteram r.epniesentari potest ita
vt valores, irxdetermmatarum inter se primi sint»
statim certi sumus, nullam similem repraesenta-
tionem eiusdem numeri per formam alteram darij
quae ad eundem valorem expr. y^ D ( mod.
pertmeat (V. artt 167, 168),

Contra vtique fieri potest, vt formae
F, F1, e classibus diuersis K, K' hnproprie aequi'
ualentes sint, ia quo casu quaeuis forma ex a*'
terá classe cuiuis formae ex altera iinpropiie ae*
quiualebit,- quaeuis forma ex K formam sibi op*
positam habebit in K1 , classesque ipsae К, К1 of
pasitae dicentur. Ita in exemplo primo ^
praec. classis tertia formarum det. — 235 quartae»
septima octauae opposita est 5 in ex.
classis secunda tertiae, quinta sextae.
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duabus formis quibuscunque e classibus
°Ppositis, quiuis numerus M qui per alteram

ePraesentari potest etiam per alteram poterit;
si in altera fit per valores indeterminata-

inter se primos, in altera perinde fieri pote-
*> ita tarnen, vt hae duae repraesentationes
^ valores oppositos expr. -/~ D (mod. M) perti-
fcant. — Ceterum regulae supra traditae pro
*ectione formarum repraesentantium ita sunt
°nstitutae, vt classes oppositae formas reprae-
etltitntes oppositas semper nanciscantur,

Denique dantur etiam classes sibi ipsis op-
"Qsitae. Scilicet si forma aliqua simul cum for-

a opposità in eadem classe contlnftur, facile
"^picitur^ omnes formas huius cla&sis turn pro-
"^ tum improprie inter se aeqüiualentes esse,
Ppositasque suas secum habere. lîanc Lndolem

^ aeuis classis habebit, in qua forma anceps con-
•lletur, et vice versa in quauis classe sibi ipsi
Pposita necessário forma anceps reperietur (art.

ï. > 5), quamobrem classis anceps nuncupa-
^r- Jta inter classes formaram determinantis

S35 octo ancipites habentur, quarum reprae-

sunt (1> 0> 255^ (3j ^ I l8^ (5) ,0>(lo, 5, 36;, ( _ i , o , - 255), (.— a, ï,
— 6 , 0 , -47 S (- 10, 5, _ 26);

classes formarum determinant»« 79 duae,
representantes (i, o, — 79), (— 1,0,

n ~* ^<!terum si formae repraesentantes secun-
й • .reêu^as nostras determinatae sunt, classes

negotio inde rognosci poterunt.
^et Pro determinante positiuo non quadrato

aoceps certo forniam repraesentautem an-
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cipitem nanciscitur, (art. 194)5 pro determinante
negatiuo forma repraesentans classis ancipitis au*
ipsa anceps ^rit, aut talis cuius termini extent
sunt aequales (art. 172); denique pro determi-
nante positiuo quadrato per art. 21 o facile diiudi-
catur, an forma repraesentans sibi ipsi impro-
prie aequiualens sit adeoque classis quam reprae'
seutat, anceps.

325. lam supra (art. 175.) ostendimus, &
forma (о, Ь, с) determinantis negatiui termino*
externos eadem signa habere turn inter se turfl
cum terminis externis cuiusuis aliae formae Ш*
aequiualentis. Si a, c sunt positiui, formam (#
b, c) positiuam vocabimus, nee non totam claS'
sem in qua (a, b, c) continetur et quae e soli5

formis positiuis constabit, clcfssem positiuam dice'
mus. Contra (a, &, c) erit forma negatiua, &
in classe negatiua contenta, si a, c sunt negatiui-
Per formam positiuam numeri negatiui, per ne'
;ratiuam positiui repraesentari nequeunt. Si fof
ma (a, b, c) est repraesentans alicuius cla$&
positiuae, forma ( —«, è, — с ) repraesentai^,
classis negatiuae erit, vnde sequitur,
nem classium positiuarum multitudini
rum aequalem esse, et, simul ас illae
assignalae, etiam has haberi. Quocirca in
sitionibus super ibrmis determinantis n
plerumque sufficit, classes positiuas considera^'
quippe quarum proprietates ad classes negativa
facUe transieruntur.

Ceterum distinctio haec mice in formis
terminanus negatiui locum habet j per
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positiui sine discrimine numeri po«
i et negatiui repraesentari possunt, quinadeo

raro duae formae tales (а, Ь, с), ( — a? &»
"^ с ) in hoc casu ad eandem ciassem sunt refe-
teudae.

226. Formarri quamcunque (<z, £>, c) pri*
am vocamiis, si numeri a, b: с diuisorem

c°*rnnunem non habent; alioqum dicetur deri-
tt°ta1 et quidem, posito numerorum a, è, C
^iüisore communi máximo = m, forma (a, b, c)

lt deriuata e forma primitiua ( •- -, — , — VJ r Ч >» w ' m/
bac definitione statim liquet, omncs formas,
rum determinans per nullum quadratura,

* Prêter l ) diuisibilis sit, necessário' primitiuas
Porro ex art. 161 patet, si in aliqua classe

formaram determinantis D forma primitiua
iatur , omnes formas huius classis primiti-

-as fore , in quo casu classis ipsa primitiua di-
^etur. porro manifestum est, si forma aliqua F

etermmantis D deriuata sit ex foinia primitiua
f Tl

"* determinantis -- , classesque in quibus for-»

í ae ^i f resP- contineantur sint A", A, omnes
°rmas e classe К deriuatas fore e classe primi-*
**_*• fe; quocirca ciassem K ipsam ex classe pri*

k deriuatam in hoc casu vocabimus.

. Si (a, fe, c) est forma primitiua, neque
er° a, с simul pares ( i. e. si aut vterque impar
,ut saltem alteruter), facile intelligitur, non mo-
J* ai b, c, sed etiam a, 26, c diuisorem com-

Uuem. habere non posse, in quo casu forma



(а, Ъ, c) dicetur proprie primitiuä siue sïmpU*
citer forma propria. Si vero (or, è, c) est lof'
ma pHmitiua, numeri UT, c autern ambo pares,
patet, numéros <z, ab, с diuisorenr communeio
a habere (qui simiil erit max'imus), X'orabitur-
que (я, è, c) forma improprie primïtiua, siu6
simpliciter forma imprópria *). In hoc casu ^
necessário erit impar ( alioqum enim («, Ь, с)
non esset forma primitiua); quare erit ЪЪ == l
(mod. 4) adeoque quoniam ac per 4 diuisibilis»
determinans tó ~ дс IE l (mod. .4.). Forma*
impropriae itaque tantummodo pró determinante
formae 4^+1, si est positiuus, vel format
— (4/1 + 3), si est negâtiuus, lorum h^bent, —
Ex ait. 161 autem perspiruum est, si in class*
aliqùa data forma proprie primitiuä inueniatür»
omnes formas huius claSsis proprie primiliuaS
esse; contra ciassem quae formam impropri*
primitiuani implicet ex solis foimis, impropri*
primitiuis constare. Quamobrem classis ipsa ÎJ*
casu priori proprie primitiuä seu simpliciter pr~°'
pria, in posteriori, improprie primitiuä seu
propria âppellabitur. íta e. g. inter dusses
tiuas formarum déterminant!» -- 235 sex
propriae, puta quarum représentantes, ï i, o>
a55), (4, Ч 59), (4, - i> 59)» 5, o, 47>
(13, 5, 20), (15, — 5, 20), totidemque intf*
negauuas; binae vero inter vtrasque imprópria^

*) Hos términos proprie et iniproprit Meo hic elegirauí qui» *

niagis Monei non occurrebant , quod admonemus, ne quis i"'

hatic 5Í(;nificationem eainque qua inde ab art. 157 vsi sun-uf i "

лит ytcuj t iun quatrats qui nul lui adett. Cettrum ambijuim **" '

hinc non esc mttuenda.



Classes fàrmarum determinants 79
i formae 4« + 5 ) omnes sunt propriae.

Si forma (a, &, c} est deriuata, et quidem
e primitiua ( — -, — , — ) , liaec aut proprie pri-\m m ж У r r r

aut improprie esse poterit. In casu priori
erit diuisor communis maxímus etiam nume-

a, 2&, C5 in postevioii horum numero-
diu. cornm. max. erit am. Hinc intelligitur

inter formam c. forma próprio primi-
deriiiatam , et formam ex improprie primiíiua

née non (quoniam propter art. 161
s iormae eiusdena classis hoc respectu per-
se habent ) inter ciassem deriuatam e classe
ie primitiua et ciassem ex improprie primi-

Per hás distinctiones fundamentum primunk
^acti sumus, cui distribLitionem omnium classiimi
1огШагитп determinantes <3ati in vários ordines
Superstruere possumus. Classes duas, quaruitl
,eptaese niantes sunt formae (а, и, c), (a', è', c')
^ eundem ordinem coniiciemus, turn si humeri

c eundem diuisorem communem maxi-
habent ,vt a', b', c', turn à, ab, c eun-

^ а/^ jji^ c,. si vero aut alterutra aut vtra-
. harum conditionum locum non habet, clas-

es ad ordines diuérsos reíerentur. Hirte statim
omnes classes proprie primitiuas vnum

constituerez omnes classes improprie
aliunTj si mm est quadratum deter-
D metiens classes deriuatae e das-

118 proprie primitiuis determinantis — — • íof*



jnahunt orclinem peculiarem, aliumque classed
deriuatae e classibus improprie primitmis deter-

minants — —- etc. t Si forte D per nulluin

quadratura ( praeter l ) diuisibilis est, ordines
classium deriuatarum non aderunt adeoque aut
Vnus tantum ordo dabitur (quando D ЕЕ 2 vel 5
secundum mod. 4 ) puta ordo classium proprie
primitiuarum, aut duo , quando D :==. l (mod. 4))
scilicet О. classium proprie primitiuarum et O. cl'
impr. primitiuarum. Per principia calculi com-
binationiim haud difficile conditur regula sequens
generalis: Si suppomtur D = D1 a2'* ö2-

fc2Î сзу .... ita vt J)' nullum factorem quadrati*
cura implicet, et л, b, c etc. sint numeri primi
impares diuersi (ad quam formam quiuis numf*
rus redigi potest faciendo p = o quando D per.
4 non est diuisibilis; et <t, 6j y etc. omnes == о
siue quod eodem redit omittendo factores лг*
fciz£, C2y etc> quando Z? per nullum quadraturi»
impar diuidi potest ) : habebuntur aut ordined
(í* + О (*_+ l) ( C . + O (y + i ) . . .nempe
quando ß' = ü vel 3 ( mod. 4 >,• aut ordines
(* + « H« + 1 ) ( e + O ( > + ï ) • • •> quando
D' = i ( mod. 4 ). Sed demonstratiotiem hu-;
ius regiilae supprimimus, quoniarn neque diffi*
cilis neque hie adeo necessária est.

Ex. ï. Pro D == 46 = 5- 5 * habentirf
sex classes, quarum représentantes (ï, o? -^
45)i ( — Ь °» 45;, (2, i> — aa ), ( - я, Ь
ßs), (5, о, - 15), ( 6, 5, - 6;. Hae аз»-
tribuuntui in quatuor ordines, scüicet О. I
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Prehendet duas classes proprias quarum repr,
(l, o, — 43), (— 1,0, 45); O. 11 continebit
**Uas classes impróprias, quamm repr. ( 2, ï, ^
Sa), ( — , 2 , ï, 22); Ü. Ill conlinebit vnam clas-

deriuatam e própria determinantis 9, puta eu-»
repr. (5, о,— 15); О. IV constabit ex vna
se deriuata ex imprópria det. 9, puta cuius

*epr. (6,5,- 6).

Ex. a. Classes positiuae determinantis —
09 = — li. 5Z inter quatuor ordines dibtribuen-

Цг: О. I complectetur classes proprie primitiuaÃ
Aquentes*): (l, o, 99), (4, l, 35), ( 4 , —
Ъ Ö5), (5, i, 20) , (5, _ i, 20), (9, o, 11 V,
^- H continebit classes impróprias ( 2, i, 50),
' lo, l, 10); O. 111 classes deriuatas e propriis
^terminantis — 11, ( 5 , 0 , 5 5 ) , ( 9 5 5 , ia)»
\ 9 , ' — 5? 12)5 O. IV ciassem vnicam deriuatam,
*x imprópria det. — 11, (6, 5, 18). — Clas-
Sfts tiegatiuae huius determinantis prorsus eodem
^Odo in ordines distribui poterunt.

Obseniamus, classes oppositas semper ad
ъает ordinem refcrri, cuius theorematis ratio

^P negotio perspicitur.

\ 227. Ex his diuersis ordimbus imprimis or-
}° Çlassium proprie primitiuarum maximam at-

*itior)em meretur. Nam singulae classses deri-
cerùs classibus primitiuis ( determinantis

originem trahunt, ex quarum conside.

Adhibendo breuitatis caussa forma« repr*eient«ntet pro clti'ibui

•Piii quarum vice funguntur.



ratione ea quae ad illas spectant plerumque
sponte sequuntur. Infra autem docebimus, quam-
libet ciassem improprie primiúuam simili modo
quasi associatam esse aut vnicae classi proprie
primitiuae aut tribus (eiusdem determinarias )•
Porro pro determinantibus negatiuis classes nega-
tiuas praeterire licebit, quippe quibus singulis
certae classes positiuae semper respondent Vt
itaque naturam classium proprie primitiuarurn
profundius penetremus, ante omnia differentiarrt
certam es.sentialem explicabimus, secundum quai»
to tus ordo classium propriarum in plura genera
subdiuidi potest. Quoniam hoc argumentum gra-
uissimum hactenus nondum attigimus, res ab in-
tegro nobis erit repetenda.

228. THEOREMA. Per formam qitamcuitque pro-
prie prinntiuatn F repraesentari possiint infinite multi
nutneri per nuntcrum primuin qiiemcunque datum f
non diitisibiles.

Dem. Si forma F = axx + ubzy -f
manifestum est, p' omnes très numéros a, ab, G
simul metiri non posse. Iam quando a per p
non est diuisibilis, palet, si pró x assumatur.nU-
merus quicunque per p non diuisibilis, pró y VJífO
numerus per p diuisibilis , valorem formae f 'fier* ,
non diuisibilem per p} quando c per p non «s*
diuisibilis, idem obtinetur tribuendo ipsi x valo*
rem diuisibilem ipsique y valorem non diuisibi*
lern ; denique quando turn a turn с per p süß*
diuisibiles, adeoque üb non diuisibilis, forma f
Talorem per p non diuisibilem induet tribu'endo
tum ipsi x turn ipsi 7 valores quoscunque per p,
non diuisibües. Q. E. D.



Manîfestum est, theorema etîam ргЪ formîa
primitiuis locum habere, si modo noa

p = 2.

Quoniam plures humsmocli conditiones símul
°osistere possunt, vt idem numerus per quos-
am números primos datos díuisibilLs sit, per
!̂°s non diuisibilis (v. art. 52.)'- facile perspici,-
^ números лг, у infinite multis modis ha de-
erttiinari posse, vt forma primitiua axx + ubxy

J cyy valorem per quotcunque números primos
-at°s non dîuisibilem adipiscatur, a quibus vnice
e)ccludendus est 2 quoties forma est improprie
P^ttiitiua. Hinc patet, theorema generalius ita
* °poni posse: Per formam qu amcimquf pnmttmam
fraesentari possunt infinite multi numert^ qm ad ««-
ffum циетсищие datum .(imparem, quando forma

ft impropric primitiva) sint primi.

THEOREMA, Sit F forma primitiua de-
^nantis -D, p numerus primus ipstim P metiens:

. "* numeri per p non dmlsibiles qui per formam F re~
^sentari possunt m eo connement, vt v?l onmes sint
**^йа quadrática ipsius p , vel omîtes non residua.

^ m-Öem. Sit F = (а, Ь, с),- m, m1 duo nu-
w Fl quicunque per p non diuisibiles qui per for-
j. t*i F repraesentari pos.4int, scilicet m = agg'
., *bgh + chfl^ m, _ aglgl + z-bgtfr + cfrh'-

erit mm' = (ag? + b (gh' + hg<) +
— D (gh1 — hg') li quare mm' quadrate

*rit secun<îuin modulum £>, adeoque
«ecvmdum p , i. e. mm> erit residuum qua-

ipsius p. Hinc sequitur, aut vtrumguÄ
X a
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m, m' esse residuum quadraticum ipsius
vtrumque non-residuum. Q..E. D.

Simili modo probatur, quando détermina^*
D per 4 sit diuisibilis, omnes números imparei
per F repraesentabiles vel esse ЕЕ l, vel omne*
ЕЕ 3 (mod. 4). Scilicet productum e duobus nü'
meris talibus in hoc casu semper erit residuufl*
.quadr. ipsius 4, adeoque ЕЕ l (mod. 4)5 quar^
vel vterque erit ЕЕ j, Vel vterque Er 3»

Deniqüe quando D per 8 est diuisïbilif»
productum e duobus numeris quibuscunque irt1'
pai'ibus, qui per F repraesentàri possunt, erit #•
•O. ipsius 8 et proin ^ ï (mod. 8). Quare i1*
hoc casu omnes nnmeri impares per F repraB'
sentabiles vel erunt ~ ï, vel omnes ЕЕ 3, ve»
omnes ЕЕ 5, vel omnes E5 7 (mod. 8).

Ita e. g. quum per formam (10, 5, 17/
repraesentàri possit numerus 10 qui est N. "'
ipsius 7: omnes numeri per 7 non diuisibil6s>
qui per formam Ulam repraesentàri possui1*'
nen-residua ipsius 7 erunf. —;. Quum — 3 pei

formam (— 5, l, 49) repraesentabilis et sec.
4 sit Er l, omnes numevi impares per
hanc repraesentabiles perinde se habebunt.

Ceterum, si ad proprositum praesens neCe

sarium esset, facile demonstrare possemus,
meros per formam F repraesentabiles ad nu
numeram primum qui ipsum D non met
talem relationem fixam habere, sed promiscU

turn residua turn non-residua numeri cttiu
prinü ipsum D non meüentis per formam f'



posse. Contra respectu nutneroram 4,
^ 8 analogon quoddam etiam in aliis casibus
°сцщ habet, quos praeterir.e non possunius,

!• Quando dçterminans D formae primitiuae F
HE^ 3 (»tod. 4): oinnes numtri impares, per for-

p repraesentdbiles , erunt vel ~ r, vel omnts
3 (mod. 4). Si enim m, m1 sunt duo nu-
i per F repraesentabiles, productum mm*

e°dera modo vt supra sub formam pp — Dqq
poterit. Quando itaque vterque m, ml est

, necessário alter numerorum p, q par erit,
impar, adeoque altemm quadratorum ppt

o, alterum :=: ï (mod. 4). Vnde facile
educitur, pp — Dqq certo esse == l (mod. 4),

aut vtrumque m, m1 ~ ï, aut vtrumque
3 (mod. 4). Ita e.g. per formam (10, g, 17)
numert impares quam qui sunt formae 4«

!• repraesentari nequeunt.

U.. Quando déterminants D formae primitiuae
est 5=: 2 ( wzoíí. 8 j •' omnes ttumeri impares , per F

PrQeseiitabiles , erunt vel partini ==^ í partim = jr,
j/ Partim ~ 3 partim ^= 5 (тио£?. 8)- Pona-
ь118 enim m, m.' esse duos números impares per
ft ^

epraesentabiles, quorum igitur productum mm1

b formam pp — Dqq redigi poterit. Quando
§° vterque m , m' est impar , necessário p im-

j ^esse debebit (quia D par), adeoque pp :5=

Vt>i ' ^)» 97 vero ег^ ve^ ̂  °j ve^ ̂  z>
j>. :== 4, et proin Dqq vel EEE o vel ЕЕ 3.

7^
c mm' = pp —. Dqq fit vel =E i v^_=

ç^^od. 8)5 si itaque m est vel ЕЕ l vel ^ 7»
aiï* m1 erit vel i vel = 7} si vero /n est vel
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:rr 5, vel ==5» etiam m1 erit vel HE: 5 veIE== 5'
E. g. omnes numeri impares per formam ( 5, i, 5 )
repi aesentabiles sunt aut S 3, aut — ' 5 (moo-
g ; , nullique numeri formae 8n -f i aut 8n + 7
per formara illam repraesentari possunt.

Ш. Quando determinans D formae primitiwae f
**' S1. 6 (mod. g): per formam hanc représenter1

fossHnt nameri impares vel tales tantum qni sunt ^. *
/£ ~ 3 (woí/. g) , vet tales tantum qui sunt ~ 5 efEl.1
(mod. 8). Demonstrationen! praecedenti (in II)
omnino similem quisque nullo negotio euoluei^
poterit. — Ita e. g. per forniam (5, i, 7) vni'
cê tales numeri impares possunt repraesentaí*
qui sunt aut £EE 5 aut ЕЕ 7 (mod. 8).

350. Omnes igitur numeri qui per formão1

primitiuam datam F determinantis D repraesefl'
tari possunt, relationem fixam habebunt ad sio*
gulos diuisores primos ipsius D ( per quos qu1'
dem ipsi non sunt diuisibiles), numeri imparas
vero qui per F possunt repraesentari, in quibuS'
dam tasibus etiam ad números 4 et 8 relatio*
nem fixam habebunt, scilicet ad 4, quoties "
aut E=. o aut ~ 3 ( mod. 4 , et ad 8 quoties P
aut JEE o, aut 51— 2 aut 4=. 6 (mod. 8)*). "T*'
lern relationem ad sirigulos hos números, cW
racterem seu charactcrem particularem forro»*
F vocabimus sequentique modo exprimez»11*'

*} Pro d»tfrœin«ntibDf per g d :aiilbil<bui reUtio id nnmerum 4 "*"

gligi poteiti quoniam in hoc ca»u lub relations «d g iam e!( c

tenta.



sola residua quadrática numeri primi p
3?er formam F repraesentari possunt, tribuemus

i characterem R p, in casu opposite characte-
N p} similiter scribemus ï, 4, quando alii

i impares per formam F repraesentari ne-
*|4eunt nisi qui sunt ЕЕ l (mod. 4.), vnde sta-
*i*n liquet quales characteres exprimantur per si-
gna 5, 4; ï, 8; 5, 8} 5, 8j 7, 8- Denique for-
^is per quas ,numeri impares tales soli reprae-
Sentari possunt qui sec. mod. 8 sunt vel Er i
Vel S 7, tribuemus characterem ï et 7, 8 j ex
?4o significatio characterum 5 et 5, 8 i l eí 5» 8?
5 et 7, 8 sponte sequitur.

Characteres singuli formae primitiuae datae
Va) b, c) determinantis D semper ex vno saltem

гогит «, с С qui manifesto per formam il-
ambo sunt repraesentabiles) cognosci pos-

Nam quoties p est diuisor primus ipsius D,
vnus numerorum a, c per p non erit diui-

hilis^ si enim nerque per p diuisibilis esset, p
|am ipsum bb (=Z> + ac) meüretur, et proin
^am ipsum &, i. c. /forma (a, è, c) non esset

Prirnitiua. Simili modo in iis casibus vbi forma
£°> b, c) ad numerum 4 vel 8 relationem fixam
.abet, certo ad minimum vnus numerorum a, с
^par erit, ex quo igitur relatio illa deprehendi
j^terit. Ita e. g. character formae (7, o, 25)
*spectu numeri 25 e numero 7 concluditur 7V
*') eiusdem formae character respectu numeri

^ habeiur ex numéro 23 puta Л 7; denique cha-
4cter huius formae respectu numeri 4, p"ta 5,

*» vel e numero 7 vel e numero 23 colligi polest.

X



Quoniam omnes numeri qui per formant
aliquam F in classe K contentam repraesentarí
possunt, etiam per quamlibet aliam formam hu-
ius classis suut repraesentabtles: manifesto singult
characteres formas F omnibus reliquis fornii*
huius classis quoque competent, qucipropter illos
tamquam characteres totius dassis consiclerare li'
fcebit. Singuli itaque characteres formae cuiusli*
bet primitiuae datae ex ipsius iorrna repraesen-
tante cognqscuntur. Classes oppositae
characteres omn.es. eosdem, habebunt.

951. Complexus, omnium characterum par-*
ticularium formae vel classis datae constitue! cha-
racterem integram huius. formae vel classis. Ita
e. g. character integer formae (10, 5, 17), vel
totius classis quam repraesentat erit ï,. 4; N ?i
N 37. Simili modo character integer formae
(7, ï, — 17) erit 7, 8; R 5> N 5, nam cha-
racter partirularis 3, 4 in hoc casu omittitur qui*
in charactere 7, 8 iam est contentus. — Ex hoc
fonte petimus subdiuisionem totius ordinis classi*
urn proprie primitiuarum (positiuarum quando
det. est uegatiuus) determinantis dati in
genera, diuersa, referendo omjies classes
eundem characterem integrum habent ad
idem} quarumque characteres integri diuersi
ad genera diuersa. Singulis vero generibus
characteres Íntegros tribuemus quos classes su
ipsis contentae habent. Ita e. g. pro determ1'
nante — 161 habentur sedecim classes positiuae

proprie primitiuae, quae sequent! modo in qua'
tuor genera distribuuntur:



Character

3,4; Л 7; TV 23

3,4; 7/7; A 25

— 5«9 —

Classium foivnae representantes.

(1,0,161), (2,1,81), (g, i, 18)
(g,— i, is;
(5,2,53 )>(5r— a,35)i(10»5»17)
C 1D?~~5)17)
(7,0,23), (11,2,15), (n,-3,15)

,(5,-:
(6,— 1,27).

De multitudine cUaracterum integrorum di-
Uersorum, qui quidem a priori sunt possibiles, te-

sequentia.

I. Quando determinans D per 8 est diuisi-
lis , respectu numeri 8 quatuor characleres par-

Uculares diuersi sunt possibiles; numerus 4 nul-
characterem peculiarem suppeditat (annot

ait. praec.). Praeterea respectu singulorum
um primorum imparium ipsius D bini

Caracteres dantur,- quare si illorum multitudo
^*t m, dabuntur oinnmo a111-*-1 characteres inte-
Sfi diuersi (statuendo m = o, quoties 0 est
fotestas binaria).

II. Quando det. D per 8 non est diuisibilis,,
*eâ tarnen per 4, insuperque per m números
Pritnos impares: ornniuo habebuntur a"1"*'1 cha-
ïacteres integri diuersi^

III. Quando det.. D est par neque vero per
^. àiuisibilis, erit ve\ :== 2 (mod. 8> vel = 6.
ju casu priori dabuntur duo characteres particu-.
^res respectu numeri 8 puta i et 7> 8> atque

X 5
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5 et 5, 8 > in casu posteriori totidem. Posíta
igitur multitudine diuisorum primorum impari-
um ipsius Z>, == m: . habebuntur omiiino аш~*~'
characteres integri diuersi.

IV. Quando D est impar, erit rei ЕЕ lr

vel íEr 5 ( mod. 4 J. In casu posteriori respectu
numeri 4 duo characteres diuersi dantur, qualis
relatio in casu priori in characterem integram
non ingreditur. Quare désignante m idem vt
ante, in casu priori dabuntur 2m, in posteriori

characteres integri diuersL

, Probe vero notandum est, hinc neutiquam
sequi, toiidem genera reuera dari quot characte-
res diuersi a priori sint possibiles. In exemplo
quidem nostro horum semissi tantum reuera clas-
ses siue genera respondent, nullaeque cla&ses po-
sitiuae dantur, quibus characteres l, 4; R 7i
JV25 vel i, 4j N7; R 25; vel 5, 4,- R?; Rs$
vel 3, 4; TV 7 ,- -ZV25 competant. De quo argu-
mento grauissimo iníro íusius agetur.

Formae (l, o, — '• D), quae haud dubie in-
ter onínes formas déterminant!« D pró simplicís-
sima habenda est, nomen formae principahs
abhinc tribuemus; ciassem totam in qua ilia re-
peritur ciassem principalem vocabimusj denique
genus totum in quo classis principalis contenta
es.t, gcnus principale dicetur. Probe itaque dis-
tinguendae sunt forma principalis, forma e classe
principali et forma e génère principalij née non
classis principalis et classis e génère principal^.
His denominationibus semper vtemur,
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pro determinante aliquo aliae classes prae-

teY principalem, vel alia genera praeter genus
principale non dentur, vti e. g. euenit plerumque
4uando D est numerus primus positiuus formae
4« + ï.

232. Quamquam ea quae de formaram cha-
ïacteribus explicata surit proxime eum in finem
sunt allata, vt subdiuisio ordinis positiui proprie

ui incle petatur: tarnen nihil impedit quo-
eadem eliam ad formas classesque negati-

aut ad improprie primitiuas applicentur, at-,
turn ordo improprie primitiuus posiuuus,
ordo proprie primitiuus negatiuus, turn or-

40 improprie primitiuus negatiuus ex eodem prin-
cipio in genera subdiuidantur. Ita postquam e. g.
°rdo proprie primitiuus formarum determinantis
145 in duo genera sequentia subdiuisus est

(3,1, —48) , (3, — i, 48)
etiam ordo improprie primitiuus perinde in duo
genera subdiuidi potest:

(4, i, — 56), (4 ,— l,— 56)
(2, ï, — 72), (10, 5, — ia)

sicuti classes positiuae formaram determi-
ï — 129 in quatuor genera distribuimtur :

l>4í АЗ; R45 > С10»— 1>13>(l, о, 12g).
(0,1,651, (5, i,o6), (5,-i,a6)
(5,0,43), (7,з,19), (7, -a, ig)
(7? 5? »3), (ï Ь 5, Н), (Ч| — б» Ч)
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etiam classes negatiuae in quatuor ordines disce-
dunt

(—1,0 ,—lag) , (—10, ï ,—
(_ IQ, -_ i,_ 15)
(_2, ï , — 6 5 ) , (-5, ï,— 16),3,4,- АЗ; R 4.5

1,4,- N4.-, A 45

1,4,-

> > 45/ (-7, 2, — 19),
(_ 7,_2,_ ig)

(_6,з,_2з), (—11,6» —
(-il, -5,- H)

.Attamen quum systema classium negatiuarum sy-
stemati positiuarum semper tarn simile euadat,
plerumque superttuum videbitur illud seorsim con-
strúere. Ordinem improprie primitiuurn autem
ad proprie primitiuuni reducere inïra do.ceVrnius..

Tandem quod attinet ad ordiries deriuatos:
pro horum subdiuisione regulae nouae non sunt
necessariae. Quum eniin quiuis ordo deriuatus
ex aliquo ordine primitiuo ( determinantis mino-
ris) originem traliat, illiusque classes singulae ad
sinajulas huius sponte referaritur : manifesto sub-
diuisio ordinis deriuati' e subdiuisione ordinis pri-
nütiui peti. poterit.

253. Si forma fprimitiua) F = (<z, b, c)
ita est comparata, vt inueniri possint-duo nume-
ri g, h tales vt fiat gg ЕЕ a, gh rE b, hh E= С
secundam modulum datum m, dicemus formam
illam. esse residuum quadraticum numeri m at'
que g.r -r by valorem expressionis ^f (axx +
<zbxy + ОТ) (mod. m), siuo breuius (g,h~) va
lovem, expr. <f (a} b, c) vel -f F (mod.
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^eneralius, si multiplicator M, ad modulum m
primus, eins est indo lis vt fíeii possit gg—aM,
gh ~ bM, hh ̂  cM (mod. m), dicemus M
^ (и, b, c~) siue MF esse rea, quad, ipsius m,
fctque (g-, /ï) valorem expressionis *f M (a, £>,c)
vely" MF ( mod. от). Ita e. g. forma (5,1, 54)
est res. quadr. ipsius 25 -atque (7, ю ) valor
expr. V~ (S» г

? 54) (mod. 25); similher (2,
•—- 4) valor expr. ^ 5 ( 10, 5, 17) (mod. ig).
Vsus harum defmitionum infra ostendetur: hic
^Otentur propositiones sequentes:

I. Si M (a, 6, e) est R. Q. numeri m, hïc"
determinantem formae (я, Ь, с) metietur. Si
*Uim (g, /г) est valor expressiones -^f M (a,b,c)
(mod. m), siue gg ЕЕ: aM, g/г EEE ЬМ, hh jEE
cAi (mod. m): edl ЪЪММ — ûicMM ЕЕ о, siue
(bb — ac) MM per m diuisibilis. Quoniam au-

аа. m primus esse supponitur, etiam bb
ac per m diuisibilis erit.

II. Si M (a, &, c) est ï\. Q. ipsius m, at-
m aut numerus primus aut potestas numeri
i, puta = p*: character particularis formae

(a, b, c) respectu numeri p eiit vel lip, vel Np,
ï^out.M est residuum vel non-residuum ipsius рь

*îoc statirn inde sequiturT quod turn aM turn cM
fest residuum ipsius m siue ipsius p, atque ad
Minimum vnus numerorum a, с per p non di-
uisibilis (art. 250).

1 Simili modo, si (manentibùs reliquis) rrt
4> erit vel ï, 4 vel 3, 4 character part, for-

(a, b, c) prout M ЕЕ i vel = 3; née non si
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m = 8 vel altior potestas num en a, erît r, 8»
#>' 8; 5, 8j 7i 8 char. part, formae (a, b, c)
pront M3E ï; 5; 5 j 7 (mod. 8) resp.

HI, Vice versa si /я est numerus primu*
eut numeri primi imparis potestas = p*, deter-
minantem bb — ac metiens, atque M vel resi-
duum vel non-residuum ipsius p, prout character
formae (a, Ь, с ) respectu ipsius p est Rp vel Np
resp: erit M (a, b, c) resid. quadr. ipsius m.
Quando enim a per p non est diuisibilis, aM
erit res. ipsius p adeoque etiam ipsius m, si ita-
que g est valor expr. J* aM (mod. /га), Л valor

expr. — (mod. m), erit gg ЕЕ aM\ ah EE= &g

adeoque agh ̂  frgg1 = ubM et gh ЕЕ ЬМ; de-
nique ahh ^ bgh ^ bbM ~ ЪЬМ — ( bb —
ac) M E£ acM adeoque hh ЕЕ cM, i. e. (g, h)
valor expr, -f M (ú, 6, c). Quando vero a per
m est diuisibilis, certo c non erit; vnde facile
perspicitur, eadem resultare, si pro h assumatur
valor expr. •/* с M (mod. /га), pro g valor expr.

Simili modo demonstratur, si m fuerit s=í 41

ipsumque bb — ac metiutur, numerusque M ac-
cipiatur vel Er l vel ЕЕ 3 prout l , 4 vel 3 , 4*
fuerit char. part, formae (a, &, с ) : fore M (a, Ь, с)
res. qu. ipsius m. Née , non , si m fuerit = 8 v^
altior potestas ipsius з per quam bb — ас diui-
eibilis sit, atque д/ accipiatur Err ij 55 55 7
(mod. 8) prout character part, formae (a, è, c J
respectu numeri 8 postulei: M (a, b, c) for»
res. qu. ipsius m.
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tV. Si 4eterminans formae (0, £,c) est =a
^j atque M (e, è, c) res. qu. ipsius D, omnes
Character particulares formae (a, fr, c) turn re-
spectu singulorum diuisorum primorum impari-
*^n ipsius D, turn respectu numeri 4 vel nume-
r* 8 (si ipsum D metiuntur) ex numero M sta-
*ll*i cognosci possunt. Ita e. g. quum 5 (20, 10,
U7) sit resid. qu. ipsius 440, scilicet (150, 9)
valor expr. -f 5 ( ao, 10, 37) sec. mod, 440, at-
^Ue 5_/V"5,'5Ä1-1: characteres formae (20, 10,27)
*Unt 5, 8; A's ; Ди. Soli characteres particula-
Ies respectu numerorum 4 et 8, quoties deter-
^inantem non metiuntur, nexum necessariura
сиш numero M non habent.

V. Vice versa, si numerus M ad D primue
characteres particulares formae (a, £, c)

se complectitur (exceptis characteribus respe-
numerorum 4 , 8 , quando ipsum D non me-

; erit M (a, b, c) res. qu. ipsius D. Nara
П1 patet, si D sub formam ±_ A* Bç Cy ...
igatur, ita vt ^, JB, С etc. suit numeri primî

Uersi, fore M (a, b, c) resid. qu. singulorum
"í**, 5г, О etc. Si igitur valor expr. ^Г Л? (^
*> c) secundum mod. Л*, est ("3i,2l')î secun-
^циа mod. if, (S5, 53')5 sec. mod. Cy, (€,<£')
^•numérique g, h ita determinantur vt sil g'Ez
*•> ÎÔ, С etc.; h = 7l', 95', <£' etc. secundum
^«dubs ^«^ Bf, CY etc. resp. (art. 52): facile
*>ei'spicietur, fore g^ = «'^i> gh ~ bM, hh^
сд? secundum omnes módulos Л*, £?, СУ etc.

üeoque etiam secundum xnodulum D gui Шо-
est productum.
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VI. Propter has rationes numeri tales vt M

Vocabuntur numeri characteristici formae (a, bt
c), poteruntque per V. plures huiusmodi numeri
nullo negodo inueniri simulac omnes characte*
res particulares huius formae sunt eruti; simplir
cissimi autem tentando plerumque euoluuntut
facillime. Manifestum est, si M sit numeras clia-
^•acteristicus formae primitiuae datae delerminan»-
tis D, omnes números, ipsi M secundam mod. D
côngruos, fore numéros characteristicos eiusdertt
formae', formas in eadem classe, siue etiam irt
classibus diuersis ex eodem. génère, contentas
eosdem numéros characteristicos habere, quamob>
rem quiuis nurnerus characteristicus formae da»
tae etiam toti classi et generi tribui potest; déni-
que ï semper esse numerum characteristicuni
formae classis et generis principalis, siue quam-
libet formam e génère principal! esse residuuirt
determinantis sui,

VII. Si (g-, /ï) est valor expr. <f M (a, Ъ,
с) (mod. m), atque g' ЕЕ g-, h1 Er Л (mod. m):
erit etiam (g1, Л') valor eiusdem expressioni*'
Tales valores pro aequiualentibus haben possunt»
Contra si (#,/0, (g', h') sunt valores eiusdefl*
expr.\Л M (a, 6, с), neque tarnen simul g1 ^
g, h1 ~ h (mod. m), diuersi sunt censendb
Manifesto quoties (g1, h ) est valor talis expressi'
onis, etiam (— g. — /z) erit, facileque demoJl*
stratur, lios valores semper esse diuersos nisi W*
s= 2. Aeque facile demonstratur, expression««*
V^* M (a, b, c) (mod. m) plures valores diuersoí
quarn duos tales (oppositos) habere non pos«e>
quando m sit aut numerus primus impar aut nU*



primi ùwparis , potestas _aut = 4;
Vero m sit = 8 aut altior potestas numeri a, qua-

or omnino dart. Hinc facile deducitur per VI,
determinans D formée (a, Ь, с) sit == -i
•«4* ßff . . ,, designantibus ^4, ß etc. numéros pri-
s impares diuersos quorum multitude === я,

j 1ue M numerus characieristicus illius iofmiàe:
^i omnino vel a" vel'a11"*"1 4vel a0"1"1 valores
^Uersos expr-V" M (G' b, Ç У (mod. Í3), profit
f- Vel •< 2 vel = 2 vel > a. Ita e. g. habeVi-

sed?cim valores expr. >/" 7 ( 12, 6, — a^ )
. 240), puta (± 18, + n), (+. i f ty Í.
í± i8> 4.91), C± 18, + 109 , (i, 7.8,
_), (± 78, ± 59), (,+ 7.8, + 61),, (±

^_ 101 ). Demonstratioiitím amr.Horem quunt
sequenúa non sit adeo necessaila breuitáiis

non apponimus.

VIII. Denique obseruamus, si duamm fbt-
m aeqxiiualentium a. b, c V (д', i', c' v de-

rtninans sit D, numerus- 'chararteristif us 'Af, pri-
^que transeat in postei iorem per substitutioneni '
*» 5, -; ? .: : ex quouis valore expr. ^f M < 0,-b,

'J vt (g, h ) sequi valorem expr. y/" M. (<a', è/, í'),
^ Ää. + - f t , C^ -f !/z)'. DemonsuaÚQném

nullo negotio evuere poterit,

«34- Postquam haec de formis in classes
* ^ra et ofdines distribuendis praemisimus, pro-
*" ^tatesque générales quae ex his diítinctionibus
statiw, j n , ï- • ï ,. ï.l«n dpüauijt explirammus, ad aliud arguiínçn-

^ grauissimum transimus a nemine hucuvque
de -formarum compositione. -In (<»ums

limine, ne posthac demonstrationüm
Y



feriem continuam interrampere oporteàt, Statik
intercalamos

LEMMA. Habentur quatuor series
rum integrorum a, a1, a" ... e"; ô, b', b" ... Iя}
c1, c11 ... c"; d, d', d" ... d" ex aeque multis (pu
n + l ) t er minis constantes , otyu* г>д comparatûb
vt cd1 — de', cd» — de" eíc., e'd" — d'e" eric.^'
respectiue sint = fc (afc' — 6a'), A: (ui" — £ö")

,«ic., k (a'b11 — b'a") etc. etc., siue généralité
d A c* = k (axb»» — гЛя*), а^*

A nuníerum integrum datum} л, ^ integro9

quoscunque inacquàles Dinier o et n incl.
maior ft *)í praeterea omnes a* b* — & лаи

visor em communem non habent. Tune ín
pofsunt quatuor numeri intcgri л, С, >y, f
vt sit ла + Cb = с, *& + № — €', *а" + б
ss= с" eíc.í j:û + le = d, •; a' + Sb1 = d' etc. siV*
generaliter ла* + Ci" = с' , ^av + № = -4 '
quo facto erit a f - — Cj. = A.

Quum per hyp. numeri ab1 — 2>ö', ai" -^
Ja" etc. a'b" — /?'o" etc. (quorum multitu1»"
erit = î ( ?z + ï ) л j diuisorem commttnem »° .
habeant, inueniri poterunt totidem alii
integri, per quos illis resp. multiplicatis
rum summa fiat = ï (art. 40). Designentur 7
multiplicatores per (о, i)> (о, a) etc. ( i , i '
.etc., siue generaliter multiplicator ipsius a^b1***

per (A, и), ita vt sit 2 (x, ^) (a*b*'f

Coniirferinilo a Umquam ae, b t«mqu»m *• «c. — Ceterul01

Bif«to еяает aequatio ytl«bit qu«que fuude A — f* aut Л ?^ "
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» ) -— ï. (Per literam l denotamus
omnium valorum expressions, cui praefix«

^Ц qui oriuntur trvbuendo ipsis *> > onin.es valo--
es inaequales inter o et п., kta vt «it /-. > *• ).

xUo facto si statuitur ï (л, к) (сл6" — Ь х с<*)

s <Ä, м) (a*^ — c*a* ) = î, S (A, ï«)
* — b ^ d u ) _ yt 2 (л, v> (e*r f*_

) s= î: hi *, С, 7, í jproprietatibus ргае-
eíunt pcaediti.

. L Dénotante v numerum quemcun-
integram, inter o et ri, erit »a? + № =:

; »*) ( & Ъ * 4 — & c* d + & ( Г Ъ е —

C' X (** M) (0х £?* _ d*C") = C' i' (A, /«>

лвл b" — b*1 af4 , =£= c' . Et per calculuin 4«ц-
eruitur ',ar + ib»1 = d' .. Ç. £, P,

ÏT. Quoniam igitur cx •= *ax +
vb*1 , fit cx ^ — Z>* cf = и (ax i>f*

similique . modo a" c'* . - c71 0« ' =s
• ( ax è-4 _ &A в- ; d' b« — &л c?" = v ял Ь^

^ 6х a« ); л7- rf« _ d* о* •== í (iz^w - &x а '>

4uîbus formulis valores ipsorum «» ^> y» *
^to facilius erui possunt, si modo A, ,« ita ac-

l?^ntur vt a* bu — />л «" non sit = о, quod

v По fieri poterit, quia omnes <зл Ьи- — ' & a" P«
• JT>- djuisorem communem non habent, 'adeo-

e omnes === о esse nequeunt. — Ex . iisdem
deducitur, multipUcando primam
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per quartam, secundam per tertîam et subtre*
hendo, (*í — Су) (V ь* -.^»А**)» = («Ч," —
6* о" ) (cA d« — d* с*) = k («x 6* -6
vnde necessário «^ — Су = A. Q. £. £

Û35. SI forma AXX + 2АЛГГ + CYY • ••
F transit in productum e duabus formis axx ^
sbxy + cyy ... f, et й'дг'дг' + zb'x'y1 + с'/У
. . .J' per substitutionem talem X = уохд:' +f lf/
+ p"/*' + p'"yy', Y = qxx1 + 9'дгу''+ ç"/*'
+ Ч''-yy* (quod breuitatis causa in sequentibi1*
semper ita exprimemus: Si ^transit in ff1 feí

substitutionem p, p1, p", '/?'";• 9, 7', 9", ç'" *) )'
dicemus simpliciter, formam F transformábil^
esse in ff'} si insuper haec transformatio ita ^
comparata, vt sex numeri pq> — qp*, pq« — (fp'i
pq»> _ ç^,"', piq" _ çr'p'^ ^D'9"' — g"^"', ^"^
~- ç"/?'" diuisorem communem non habeant: W
mam jF e formis /, /' compositam vocábimus.

Inchoabimus hanc disquisitioïiem a _ _ . r i

tione gennralissima', formam F in ff1 transi1*,
per substitutionem p, p1, p", p"1; q, q1, q11, Q
et quae inde sequantur euoluemus. Manife^
huic suppositioni ex asse aequiualebunt sequei^
nouem aequationes ( i. e. simulac hae aequat'
nes locum habent, F per substitutionem dic*^
transitât in ff', et vice versa j:

i «f1
*) In hac iginif designatione ad ordinem turn coefficientiam f, F

turn Гогтигшп /, f probe respicere oportf-t. Facile autem fe'

:ietur, si ordo forinirura /, /' conuertatur vt prior fiat Pofte .

oe! ' icientrs >•', <]' cum his f", <j" commuundot ci» >• reli4°°'

cietu

CO'

(juemlibet loco maasre.
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Cqq- == aa' -. . . [l]
+ Cc^^q^ = ec< [a]
" + Cq"q" = c a 1 . . . . . . . . [3]

Hq1" + Cq'"q"' = cc< [4]
+ В (pq' + qp') + Cqq1 = ab' Ы
+ В (pq" + qp") + Cqq!> ,= Ы' . . . [6]

» + В (p'q'i* + qip'11) + Cq'q'" = be1 «.[7]
" 'p" ' .+ Л (p^y/' + q'lpi") + Cq"q"' == cb' [8]
-Í (pp/// + p/p//) + Б (p?'" + д-р"' -f p'9"

+ c'p'O + С (qq«< + q'q») .= 2W .' . [gJ

Sint determinantes formaram F, /j f' resp. ô,
» rf'; diuisores communes maximi numerorum

^> 2J3, C; «, a&^ c; «', 3&', c' resp. Л?, m, m'
Нцо$ omnes positiue acceptes supponimus).

Orro determinentUr sex numeri itttegri Ti, 50, €,
*j'> Só', S' ita vt sit Tia + 2.?£>b + Qc = m,
^'a/ + аЗЗ'/?' + £7c' = m'. Denique 'designen-
tuí numeri pq1 — qp1, pq" — qp11, pq'" — 950'",
^9"— q'p", p'q1" — q'p"1, p"q'" — q"p'" resp.
£er P, Q, Â, -S", ï", t/, sitque ipsorum diuisor.
£0ttxmunis maximus positiue acceptus = Л. —

aft^ ponendo

+ B (pq"l + qp<") + Cqq1" == ЪЪ> + Д ,[lo]

fit ex aequ. g

+ В (p'q" + qipl'} + Cq'q" — W - Д [il]

EJC his vndecim aequationibus l ... 11, se-
nouas euoluimus *) :

) Origo harum aequationum haec est: 12 ex 5. 5 •*- I. 2»

13 ex 5. g ï. 7 —ч2. 6» 14 ex Ю. II -~ 6. fj 15

*x 5. 8 + 5. 8 + io. io + ii. il — ь 4 — 8. 3 —
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DPP ess d'aa .......
DP ' R - 51 ) = zd'ab ............ [15}
JDPU = d'ac — (дд j- dd') '.. ....... [14!
.D (Л — б1)* =4сШ> + а (ДД — dd') [iaJ

A — S) U = ad'ic .... ....... [16}
=?s tí'cc . . ....... .......... [17]
= da'a' ......... . . . . . ..... [18]

DÇ ( R + S ) sst ada'b' ............ [19}
DQT s= da'c' — (дд — dd') . .' ..... [ao)
í? ( R + S) » = qSbW + a ( дд — dd') [ait

...... faz]

Hinc rursus deducuntur hae duae:
o = ud'aa (дД — dd1)
o = (^д — dd')1 — аа'ас (дД — dd1) ..

scilicet prior ex ia. 15 7- 15. 15, posterior e*
14. 14 — ia. 17; vnde facile perspicitur, neces-
sário esse дд — dd' = o, siue sit a —
»on sit = o*). Supponemus itaque, in
14, 15, ao, ai ad dextram deleri дд — dd1.

lam statuendo

25 Л - ^) + (EC/ = mn'

25' (A + 51) -f ^T = то'я

в. ? — б. 7; i6 ei g. Q — 3- 7 — 4- б' 17 ех 8- *
— 3- 4- Deôuctio «ex reliquarum eodem modo a.dorn»tu>r'
ai modo »equationes ч , 5,7 cum aequationibus 3 , 6 > "

lesf. cnrarautantur , et relicjuae I, 4, 9, IO, II eodcH*

o o d e i e — etc> 'loco deincepj retinentur, puta 18 ex 6. 6 — 1-3 etc

Haec deriiiatio aequafionis ДА •^ dd' ad institu

iens sïiî'i'icit ) alioquin analj'iin elegantjorera sed

prolixam tradere pussemus , directe .deriiiceiido ex

ni bus i ... ii hanc о ̂ ^ ( дд _— dd' )*.
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U 9, n'.etiatn fractiones euadere posse probe
,9ktudum, etsi mra', m'n necessário sint integri).
acile ex aequatt. ia . . . x^ dédu'citur .

<Гс)г = d'm/n

similiterque ex aequ. 18 ... 25

SB d (fa1 + "

, Erit ifiitur d = Dnn, d' = -Dn'«'. vnde
hay. • . & * •' .

'«ciscimur CONCLVSIONEM PRIMAM: Determinan-
65formaram F, /, /' necessário inter se habent

quadratorum} et SECVNDAM: D semper
numéros dm'm1', d'mm. Patet itaque, £>,

. ' d' eadem signa habere, nullamque formam.
5 Productum^' transformabilem esse posse, cu-
/í8 determinans maior sit quatn diuisor commu-
^* maximus numerorum d/ra'/n', d'w/и.

Multiplicentur aequationes 13, 15, 14 resp.
*er 71, S3, (£; similiterque per eosdem numéros
J^quatt. 15, 15, 16, et 14, 16, 17,- addantur

^a producta, diuidaturque summa per Dmn^
^pto pro d', D«'n'. Tune prodit

P = л/г', R — S = a/m', Z7 s= en'

Simili modo multiplicatis aequatiombus l8}

9> ao née non 19, ai, aa et во, аз, »5 resp.
"et"7t/, S3', IS,1, obtinetur

Q = a'n, R + S =: ab'n, T = c'n.

Hinc habetur CONCLVSIO TERTIA.* Numeri
1 *Ь, с proportionales sunt mtmeris P, Ä —•
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S'i U, pôàiïaque illorum rations ба 'hos vt l йа

nr,'erit n1 radix quadrata e* jj i similiterque

numeri я', 20', с1 ad Q, R •+?. St T eandem ra-

tionem habent, qiiße si pohitur esse vt ï ad #>

erit n radix quadrata ex W.

Ceterum quantitates л, n1 radices vel posi-

tiuae vel negatiuae ex ^, 75 esse possunt, vn*

de distinctionem petimus, quae primo aspect!»
sterilis videbitur, sed cuius vsus in sequentibus
eiifficieater apparebit. Scilicet dicemus, in trans-
iormatione formae -F in ff1 formam f accipi di'
recte, quando n est positiua, inuerse quando /*
negatiua } similiterque f1 accipi directe vel inuerse
proüt n' positiua vel negauua. Accedente auteifl
conditione vt k sit = i , forma F vel ex vtra-
que' forma/, /' directe composita, vel ex vtra-
que inuerse vel ex y directe et éx /' inuerse , ^f
ex y inuerse et ex /' directe dicetur, prout vel
n, n1 ambae sunt positiuae, vel ambae negatiuae»
vel prior positiya posterior negatiua, vel prior
negatiua posterior positiua. Ceterum quisque №
eile intelliget, hás relationes ab ordine quo íof
mãe f, f1 tollocantur (vid. annot. prima ad a^-
praes.) non pendere.

Porro obseruamus, diuisorem.
communtím nuaierorum P, Ç, /í, S, T, U p
k meúri números m/r1 , m'/г ^vti ex valoi'i
supra slabilitis mamiestnm est) adeoque quadra*
turn kk ipsos mmn'n', m'm'iui, atque Dkk ips°s

tí'mw, dm' m'. Sed et vice versa quiuis diui£or
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ipsorám mn1^ m'n tnetietuf ipsurrt fr.
enim e talis diuisor qui manifesto etiam пц.

ont ) zbn') cri' , й'л, иЬ'?г, iïn metietur, i.
«•numéros P, A — «S, £7, Ç, A + í, Г et proin

ipsós 2Ä et 2Ä Iam si — — esset 'numerus

j etiam - impar esse deberet ( quoniain

et differentia sunt pares) adeoque etiaxa

produetum impar. Hoc autem productum fit sss

— ЪЪп'п') = 4

= A (a'c'nn — acn'n') adeoque par,
H"

e ipsos й'я, с'щ an', en1 metitur. Quare —

Necessário erit par, et proin R пес non 51 per e
tfiuisibilis. Quoniam igitur e omnes sex P, Ç, jç,
^, T7, Ü metitur, metietur etiam ipsorurh diuiso-
tern cornmunem maximum k. Q. E. D. — Hinc

-C0ncludilur k esse diuisorem communem majci-
numerorum тпн', m'/z; vnde facile perspi,-
, Dkk fore diuisorem communem maximum

dm'm', d'mm. Quae est CONCLVSIO
Patetilaque, quoties F ex f et f compo-

sit, D fore diuisorem communem maximum,
^uïnerorum dm'm', dm'm, et vice versa,- quae
i>roprietas etiam tamquam definitio formae com-
iositae adoptai! potuisset. Forma igitur compo-
eitâ e formis /, /' determinajitem maximum pos>-

inter ûmnes formas in productum ff1

habet.

Antequam vlterius progredi possimus, an'te
Oltinia valorem ipsius д açcuratius definire oportet,

^ 5



qüem qmdem ostendimus esse = fida1 =»•
^DDnnn'n', eed cuius signum hinc nondum de-
lefminatur. Ad hune .finem èx aequ. fundamenta-
libus i — 11 eruimus DPQ = àaa' (quae aequ.
obtinetur ex 5. 6 — i. li ), adeoque Daa'nn* =
&áa', vnde, nisi aliquis numerorum a, a1 est =
o,, fit д = Dnn1. Sed prorsus simili mpdu ex
aèquatt. fundd. octo aliae deduci possunt in qui-
bus ad làeuam Dnn1 ad dextram л multiplicai!
habeantur per uab', ac*, aba1, ^bb', abe', úa^
&cb'} cc'*), vnde facile concíuditur propterea
quod neque omnes a, a^, c, neque omnes af

t

üb' , c' poesunt esse == o, in omnibus casibus
fieri Д = Dnn1 \ adeoque д idem siguum habere
vt Д d, d' vel oppositum, prout /z, n1 eadem
signa habeant vel diuersa.

Forro qbseruamus, números aaf, яаЫ , acf

t

ubá1, 4bb', abe', ca1, ucb1, cc1, o,bb' + ад, 2bb' —
Од omnes per mm1 diuisibiles esse. De nouem
prioribus hoc per se manifestam est, de duobus
reliquis aut«m simvli modo demonstrari potest
vt aiatea ostendimus R et á" per e diuisibiles esse.
Scilicet patet, ^bb + 4Д et 466' — 4-i per mm?
diuisibiles esse (quoniam 4Д = <f\Gdd' atque
ífi per mm, ^d' per m'm1 diuisibilis, adeoque
iQdd1 per mmm'm1 et 4^ per mm1) et differen-
tiam quotientium parem j productum ex quotjen-
tibus facile demonstratur esse par, vnde vterque
qiaotiens par, et ubb1 -f 2Д, abb1 — 2Д per
diuisibiles.

*) Analyíin qu*m lectoret facile àctegcre poUtOAt bteoítati«
«uppnmerc ojjortet.
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laai ex rndecun aequationibus fundamentali-
facile deducuntur sex sequentes:

= aa'q'q' — nab'qq' + ac'qq
-=. aa'q"q" — yba'qq" + cu'qq
— aa'q'"q'" — 2 ( bb' + д ) qq" + cc'qq
— ac'q"q" — 2 (bb1 — A ) q'q" + çà'q'f
= ac'q'"q"' — zbc'q'q'" -f- ic'^'gf'
~ ca'q"'q'" — 9cb'q"q'" + cc'q"q"

Hinc seqmtur , omnes ^Й'Р , ^ÍQQ etc. diuisi-
esse per mm' , vnde facile deriuatur, quo-
-kk diuisor communis maxim us numerörum

.1 ^*5 QQ-» R R 'etc., etiam 4kk per mm' diuislbi-
esse. Substitutas autem pro а, л&} с, a1,

c' valoribus suis — etc. siue -^ (-РЧ' — ЧР') etc.,

in sex alias aequationes, in quibus

dextram habebuntur producta ex quantitäte

(?'?" — ??"') in -РЛ QQ, 'RR etc. Calcu-

facillimum lectoribus relinquimus. Hinc se-
f quoniam omnes PP, ÇQ etc. esse = о

Ann1 = q'q11 — qq"1,

6imili modo ex aequationibus fundamentali-
deriuantur sex aliae aequationes, a praece-

in eo tantummodo discrepantes, quod
vbique habetur С et pro q , q<, q>'', a"' resp.

**> P'5 JD", p//y, quas ipsas breuitatis caussa non ad-
Hinc eodem modo sequitur, Ckk per

' diuisibilem esse atque Cnn1 =s= p'p" — pp"'.

Denique ex eodem fonte petuntuf sex ae-
hae:
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BPP r± — aa'p'q1 + ab1 ( f q1 + qp'}-~- ac'pq-
.ÖQQ— ' — aã' f "q" + ba1 (pq" + qp" ) -- ca'pq
BRR = — aa'p^'q1" + (bb< + д) ( pq"1 + qp"') — сс'рЦ
B SS — — ac'p"q" + (bb1 — Д) (p1 q" -f- q'p")—ca'p'q'
JBTT^=. — ac'p'"q'" + bc' (p'q"' + q'p'") — cc'q'q'
B U [7-=. — ca'p'"q'" + cb1 (p"q"< + q"p'"} — cc'q"q"

vnde perinde vt ante concluditur, s,Bkk diuisibi-
lem esse per mm1 atque лВпп1 = pq1" + qp'"

Quoniam itaque Akk^ »Bkk, Ckk per mm1

sunt diuisibiles, facile perspicietur, etiam Mkk
per mm' diuisibilem esse debere. Ex aequatio-
nibus fundamentalibus autem colligitur, M metiri
ipsos aã', <2abr, ac', ubá', 466', ЙАС', ca', acb't
cc1 , adeoque etiam ipsos arn1 , ubm1 , сот' (qui
sunt diuisores comm. max. trium primorum medio-
rurn et vlúmorum. resp. ); denique etiam ipsum
mm1 qui est horum diu. comm. max. Hinc pa-
tet, in eo casu, vbi forma F éx formis f, f1 com-
posita est siue k = o , n-ecessario esse M = mm1»
Quae est CONCLVSIO

Si diu. comm. max» numerorum /í, B, C
est UJî, hic erit vel = M f quando forma í*
est proprie primitiua vel ex proprie primitiua
deriuata) vel = | M (quando F est form»
improprie primitiua vel ex improprie
deriuata )j similiter designando diuisores
max. numerorum a, b, c; a', b1, c> re;
per m, m' erit m vel = m vel § mf et Ш
vel = m' Vel = | m'. lam patet, mm
ipsum rf, m'm' ipsum d', adeoque
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•*psum dd1 siue дд, et mm' ipsum д. Hinc ex
8ex vltimis aequationibus трто'ВРР etc. sequitur,
film' metiri ipsum Bkk, adeoque (quum etiana
ipsos Akk, Ckk metiatur) etiàm ipsum *5Jlkk.
Quoties igitur F ex /, /' composita est, metie-
*ur mm' ipsum SOI. Quando itaque in hoc casù
^traque f> /' est proprie primitiua vel ex proprie
primitiua deriuata siue mm' = mm- = Mt erit
ÎDl = M, siue F similis forma. Quando vero,
in eadem suppositione, aut vtraque f, f aut al-
terutra saltem est improprie primitiua vel ei im-
J)roprie primitiua deriuata, <?. g. forma /,- ex ae-
quationibus fundamentalibus sequitur, aa', aab(

t
ac't ba', 2bb'j bc', ça', 2çb', ce' per UJl diuisibi-
les esse adeoque etiam am', bm', cm' et hinc

que mm' = J mm' = | M; vnde necessa-
in hoc casu erit ЗЛ = | M, siue etiam for-
F vel impr. prim, vel ex impr. prim, deri-

uata. Quae efficiunt CONCLVSIONEM SEXTAM.

Tandem obseruamus, si nouem aequationea
an' = P, zbn< = R — S, en' — £/, a'n =
Ç, 2&'n = R + 51, c'n — T, Ann' — q'q" —
-9?"', zBnn' — pq'" + qp'" — p'q" - q'p"»- Can1

**= p'p" — pp'" (quas, quoniam щ sequenübus
\Saepius ad ipsas reuenire oportebit, per fl desi-
gnabimus) locum habere supponantur, spectatis

ipsis га, n1 lamquam incognitis, quarum ta-
neutra = о: per substitutionem facile con-
ri, etiam aequationes fundamentales l — 9

Necessário veras esse siue formam (^í, B, C) per
Substitutionem p, p1, p", p'" ; q, q1, q"'> q'" m Pro"
Return e formis (a, b, c) i.a1,b1,c') transire;
Praetereaque esse bb — ac = »»
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Ь'Ъ' — e'*' = я'п' f БЯ — ^С). Calculam querrt
hic apponere nimis prolixum foret lectorum in-
dustriae comrhittimus.

436. PROBLEMA. Proposais duabns formis
quorum déterminantes ant aeqiiales stint aut salten*
ratwnem quairaturum inter se habent ; inucnire for"
mam ex Mis compositam.

Sol Sint íormae cómponendae (a, b, с) .-«
/, ('a1, h1, ' c' ) • • • fi harum déterminantes d,
d1; diuisores communes maximi numerorum à,
&b, c; cd, zb', c' resp. m, m', diuisor comm. ma-
ximus numerorum dm'm' , d'mm eodem signo vt

d, d< affectus D. Tune *^5l, *»ü erunt nu-

meri positiui inter se primi ipsorumque produ-
ctum, quadratum; quare ipsi erunt quadrata , art.

ai). Hinc V^ "n> V Л erunt quantitates ra-

tionales quas ponemus = /г, /г', et quidem acci-
piemus pro n valorem positiuum vel negatiuum,
prout forma / in compositionem vel directe vel
•inuerse ingredi débet, similiterque signum ipsius
П ex ratione qua /' in compositionetn iugredï
débet determinabirnus. Erunt itaque m/г', тп'п
Xiumeri integri inter se primi; n et «' auten»
etiam fractiones esse possunt. His ita factis, ob-
eeruamus, an', en', a'n, c'n, bn' -f> b'n, bn< — b'n
esse Íntegros, quod de, quatuor priohbus per se

ïnanifestum est (quum an' = — mn1 etc. '}s de1 m '
duobus reliquis eodem modo probatur vt in art.
praêc. demonstratum iuit A et S per e diuisibi-
lês esse.



Iam accipiantur quatuor numeri întegri û»
&'» û", £1/" ad libitum, ea sola condido ne vt
.Quatuor quantitates in aequatione sequente (Y) ad
laèuam positae non omnes simul — о fiant, po-t

... (I)

+ £i"a'n + £>.ш (Ъп1 + Ъ'п} =в
ÛÛ7Z/ + U.'"c'n — CL" (bn' — Иг), sas

vt ^, g', gfy /, q111 fiant integri diuisorem com-
non habentes, quod obtinerur accipien-

pró í* diuiáorem communem maximum qua-
numerorum qui in his aequationibus sunC

^1 laeuam. Tune igitur per art. 40 inueniri
Ppterunt quatuor numeri integri ^>, <р', íj>//, tyHi
tales vt fiat tyq + ty'p' + ty'iq" + ty"''q"' ±= I.
^Quo facto determinentur numeri /?, p1^ pl^ p«l

aequationes sequentes . . . (II) :

+ W (bn< + е'л) = p ,
re - «Р^ (6п' — &'и) sss ̂

+ «р/ (АЛ' — е'я) = pyí
'/сл' ~ «р/с'« — ф (*«' + Ь'п = p ̂

Tandem ponatur q>q" — qq1" ~ Ann^ pq»*
/i/ ^. „ig» — q'p» = zBrm1 ', /»'yd" — /op//y ssa
Time ^, 5, C erunt numeri integri forma-

f C) ... F ex formis /, /• composite.

Dem. I, ' Ex aequatt. I et II nullo negotîo
sequentes quatuor aequationes... (Ul):

4'cn' — qi'c'n — Ч1" (bn1 — *'/«)
q'»a'n — q" (6и'
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О = qu'an1 + qc'n — q1 ( bn1 +
о = (f1 an1 — Ч'а'п — q (bn1 — b'n)

IL Iam ponamus, nupieros Íntegros 2Í, Sfy
E, 7l', 3 '̂, €', 07, 9î' ita déterminât os esse vt fiât
Ha + 2ч$£ + Œc = от, Tl'ö' + л^О'Ь' -f Ф'с' г^
тп', iïïm'/z + Oî^/z7 = ï. Tune erit

Е'с'Шя '= l. Ilinc atque ex aequatL (Ш) fa-
cile confirmatur, si statuatur

*- qiTLW — Í//7Í/01 _ g///

fore . . . (IV)

C|W + (\"a'n + qw (ira/
— (\an' + q'/'c'/z— q" (&n'

„_ q"c/i' — q'c'/i — q («'

Quoties f* = ï , hae aequationes non suo1

necessai îae , sed ipsarum loco aequationes (ï)i
qui bus oninino analogae sunt, retineri possuo**
^uodsi nunc ex aequatt. II, IV valores ipsorún*
.«í/m', зВ/гп', Cnn1 (i. e. numei'orum q'q" — qq1"
etc.) euoluuntur, et , quae mutuo se destrui^
del^ntur: inuenietur, sinirulorum partes eS'
se vel producta ex integris in 77/7', vel ex í11'
tegris in É?/?'7î' vel ex irjtegris in d'nn, insuper'
que omnes partes constituentes ipsius aBrni' -W
plicare factorem 2. Hine concluditur (
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= Аи, « proin í£ = £ =
integri), Л, В, С esse números integrou

- £. P.

111. Substituendo ex aequatt. (II) valores
lPsórum p, p1, p", p1", facile comprobatur adiu-
^nto aequalt. (111) et huius tyq + ty'q' + ty"q"
Í- tyiiiqfii — i? esse ^' — qp> = <ж', ^9'" —
9/»'" — ^/9// -f, 9';j" — zb?i', p"q'" — ç"/;'" =•
c^'5 ;jç/' _ çjy" — a'n, pq1" — qp"> + p'q" —
1'P"'= Q ti1 7i, p'q"1 — q'p111 = с'и, quae aequa-

s identicae sunt cum sex prioribus (л) art.
c.^ très reliquat autetn iam per hyp. locum

. a p r i t . Qvir.re ibid, sab fin.) forma í\ transi bit
4//' per snbsuiuii.mem p. /?', ;,'", p"1; q, q1, 9",
9'"; ipsiusqufí determinaiís erit = Z?, siue aequalis
. îlis. coniiri. max. numeroium um'm', d'mm, quam-
°brsm per c.piicl. quuilam art. praec. F ex f, f"
, pïnposita erii. O. E. S. Denique facile perspi-
,letui-. F ex f, f' ifa compositam esse vt prae-

sit, quum signa quantitaturn n, n' iani
rite sint deteiminata.

. 257. THEOREM A. Si forma F in
**aAttj fóruns f, f' est t'-ansformabilis, inique forma
f"rnns.m f" ímpUciíl: : F etiam in prod-uctum e j'or-
* /" îransformabiiis erit.

- -, ~.л; Retineantur pro formis F, f, f' omniá
tjg*ia art. 355 ; forma /" sit = л", 6'J, c" )>
.v, ̂ soatque f' m У" per substilutionem «> f' У» ^>-
й-р10 i"»:]lo negotio perspicietur, Í' .transire in

r>0" substitutionem «^> + 9.73', Ç» + ^'j *fl" "b
Z
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.5/»«', Cp" + Sp'"i «q + yq1, Ц + ty, *q" + 39' '
*Цн + iqin. Q. E. D.

Positis breuitatis caussa coefficientibus чр т
y p', Cp + W etc., = Q), $', Q>", Ф»',- Ú, Ô-'»
ú." j ú'" í numeroque «5 — Cy = e: ex
Л art. 255 facile confirmatur, esse Q)û' — €>-
s= arte, 9>u'" — D^V" — $'&" +

= лла'/г -f 2*yb'n + yyc'n = a"n , fpû"1 —

Iam. designato déterminante formae _/" per Л
rf"

erit e radix quadrata ex j7, et quidem positif*

vel negatiua, prout forma f1 formam ß1 vel pî0'
prie veL improprie implicat. Quare ri'e erit radi^

//// _
quadrata ex yrj лrпde patet, nouem

praecedentes aequationibus il art. 255
análogas esse, lormamque f in transformation*
îormae F'mff" eodem modo accipi, vt in tran5'
formatione i'ormae F in ff'j formam fv vero &
ilia vei eodem modo vt /',in hac, vel opposite
prout ß ipsarn,/" proprie implicet vel i

238. THEOREM A. Si forma F sub forma *
est contenta atqîie in prodiicium e formis f, /' trans}0*
main!is: cliani forma F< in idem productum transfut"
me bílis erít.

Dem. Retentis pro formis F, /, /' ü
;-:"nÍ5 vt supra et supponendo formam F'
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lfe in f per substitutionem *, f, £» J, facile
Perspicietur, F' per substitutionem up -f. f^f

«?' + €?', «p" -f- £?", «f"' + £<7"'; •//> + &q, ypi
+ ty', yf>" -|- iq", yp"1 + Squl, idem fieri quod
f per substitutionem p, p1, p", p'"; q, q>t q", q"if
^deoque F1 per substitutionem ulaxo. transire inff'.
Q. K D.

Prä etérea per similem calculum vt in art.
Praec. facile confirmatur, F1 eodem modo mff»
^ansformabilem fore vt F, quando F1 ipsam F
proprie impliret; quando vero F im.proprie sub
*" cpntenta bit, trauslormationes formae F in ff1

*t form-ae F' in ff1 oppositas fore respectu vtri-
^sque formae /- /'> srilicet quae ex ius formis
*й alteram transíormalionem directe ingrediatur,
*П altei'a acci.pi inuerse.

Ex combinationè theorematis praesentis cum'»i , -1 '
. «leor. art. praec. ohtineiïius sequens g^nerahus:
^ forma F in production ff1 est transformabilis, atque
J°rniae f, /' rtsp. tmplicant formas g, g1, forma F ver-
*° sub forma F' contenta est : G in proditctum gg' tratis-
f°*tnabilis erit. Nam per theor. art. praes. G,
*ransformabilis erit in jf1, hinc per theor. art.
f raec.' in f g1 et per idem theor. etiam in gg1»
*orro patet, bi omnes très formae /> f1, O for1-

-, g-', F proprie imputent, G eodem modo
' transiormabilern fore respectu formarum
vt F mff1 respectu formarum f> f >' idem
, si iïlae très inrolicationes omnes sint
iae; d unique aeque facile determinarï

Î°terit, quomodo G in gg1 transformabilis sit,
Z л
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ci ex illis implicatiombus aliqua duabus reliqui*
sit dissimilis.

Si formae F, ft /' formis (?, g, g1 resp.
aequiualentes , hae eosdem déterminantes habe'
bunt vt illae, et quod pro formis /, /' sunt nii-
meri m, m', idem erunt pro formis g, g' (art
loi). Hinc nullo negotio per conclus, quartan*
art. BJ5 deducitur, in hocce casu G ex g, g'
compositam fore, si F ex /, /' composita sit, et
quidem formam g in compositionem illam eo-
dem.r modo ingrédi vt / in hanc, quando F ipsi
G eodem modo aequiualeat vt / ipsi g, et con-
tra; similiterque g1 in compositione priori vel
eodem modo vel opposito accipiendam vt /' ifl
posteriori, prout aequiualentia formarum f', g1

aequiualentiae formarum F} G similis sit vel
dissimilis»

259. THEOREMA. Si forma F ex formis /, /
composita est: quaeuis alla forma in productum ff' eo»
dem modo transformabilis vt F, ipsam F proprie im-*
plicabit.

Dem. Retentis pro F, f, f' omnibus signis
art. 255, aequationes Л etiam hic locum habe<
bunt. Ponamus formam F' = (A1, Б', С'), eu-
ius determinans = D' , transire in productum jf'
per substitutionem p, p', p", p'";- (j, q', q", q'"
designenlusque numéros pq' — qp', pq" — qp">
pq'" — qp'", P'q" — q'p", p'q"' — q'p'", p"q'" — *
q"p'" resp. per P', Q', Л', S', Т', U'. Tune ha-
bebuntur nouem aequationes ipsis ß omnino >>1'
miles puta P' = mi', R' — S' = a^n', U' =*
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«H', Q' = а'П, R' + S' = aô'rt, Г':=±= c'rt, <,/<,</
*— c\<\<" = ^'mv, pq'" + qp'" — p'q" — q'p". SA
a-S'nn', p'p" — pp'" = C'ntl', quas per il' desi-
§Qabimus. Quantitates n, tV hic erunt radices qua-
öratae ex -^, -=^ et quidem iisdem signis resp.

affectae vj n, л' 5 si igitur radix quadrata ex -^

P°sitiue accepta (quae erit numerus integer) sta-
= k. erit n = An., tV = kn1. Hinc et ex
. senis prioribus in fi et il' manifesturri

fore P' = kP, Q' = kQ, R' — kR, S1

, T' '= kT, U' = kU. Quare per lemma
254 determinari poterunt quatuor numeri

«, f, y, í tales vt fiat «p + ц = 'p, yp
= q; ej„i 4. ffg< — pi, yp, + ф = q' etc.,
л& — Су — k. Substitutis his valoribus ipso-

p, q, p', q' etc. in aequatt, tribus vltimis £1',
confirmatur adiumento aequationum. П =

n' = kn1 triumque vltimarum ii, fore ^iv<*

est

55 ;̂;; 4. 2_SQ + c/w = c, qua-
forma jF' per Substitutionen! л, ff, y, í

\4uae propria erit, quoniam а £ — С & — k est po-
^uus) trausibit in F, i. e. formam F proprie
llïlplicàbit. Q. E.. D,

Si itaque F' e forrais /, /' etiam composita
^ (eodem modo vt F ex iisdem), formae Ft

' eundem determinantem habebunt, eruntque
^eo proprie aequiualentes. Gerieralius, si for-

* G e fovmis g, g' eodem modo composita
^ vt. p ex /, f resp., formaeque g, g1 ipsis

proprie aequiualent: formae F, G proprie

Z 5
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- Qumn is casus vbi ambae formae compo-
tiendae compositionem directe ingrediuntur sim-
plicissimus sit, ad ipsumque reliqui facile redu-
cantur, ilium solum ia sequentibus contemplabi-
mur, ita vt si forma aliqua simplicher dicatur e
duabus aliis composita, semper submtelligere
ороПедЦ ex vtraque illam. proprie esse cotnpo-
sitam *). Eadem restrictio valebit, quoties' forma
in productum e duabüs aliis transformabilis dice-
tur.

240. ТНЕОЛТША. Si e formis f, f composita
est forma F; ex F et /" forma g ; ex f, /" forma
F' '.; ex F1 et /' forma g': formae g, g1 proprie aeqiti-
ualentes eruttt.

Dem. I. Sit / = ax x -f- 2 b xy + сУУ-> f'
s=.atxlxt + zb'x'y'-^ c'y'yi 7 f" = a"x"x" + 2ó"z"/"
-j- c"7"j", F= AXX + zBXY + CYY, F'

O Y' Y', § = "

determ^antes harum septem forrnaruin resp-
d, d1, rf", D, D>, ф, 3>, qui omnes eadem sign*
et rátionem quadratorum inter se habebunt
Porro sit m diuisor commuais maximus numéro'
rum a, 26, c, similemque significationem ha-'
béant m', m", M relatiue ad formas /', /", /•
Turn ex concl. 4 art. 255 , Z> erit diu. cotniO'
щах. numerorum dm'm1, d>m?n, adeoque Dm"rn"
diu. comm. max. numerorum

*) Simíliter vt in compositions rationum ( qme CTITÍI
tjone fonnorum roagnara analogiam habet) subiutfl i igi sole'r

ration« c'^mponeadas diiecte acci^ieiidat tue liisi vbi f°*~
monetär.
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M = mm1; £> diu. comm. max.
" , d"MM, siue «numerorum Dm"m"t

. Hinc concluditur, 3) esse diu.. comm.
. trium numerorum drn'mWrn", d'mmtK"m",

ex simili autem ratione >£>' eorundem
numerorum diuisor communie maximus

quare quum ÍD, ®' eadem signa habeant,
) _ ф/? siue formae §? g' eundem deter-

habebunt.

II. Iam transeat F wfß per substitutionem
pxx' -f- p'xy1 + yo"jj;' + p'"yy', Y =

' + qixyi 4. ?/^т/ + 9'"г/г/'> atque § in ̂ /"
substitutionem 38 = рАГдт" + р'ЛУ + р"Ул"
»'F^", 5) = qAV' + q'A'y" + q"Kr" -h
"1, designenturque radices quadratae posi-

ex — -- D — n er тг /г' ^ïï n"> '_
4ftc per art. 235 habebuntur docem et octo

e^uationcs, quarum semissis altera ad transfor-
^tionem formae F m ff' pertinebit, altera ad
^aUsformauonem formae § in Ff". Prima erit
'' ~T ЛР1 — an', ad cuius instar facile formari

Poterunt reliquae breuitatis gratia hic omitten-
pe- Ceterum quantitates n, n1, 97, n" rationa-

quidem erunt. sed non necessário numeri

III. Si valores ipsorum X, Y in valoribus
um 36, $ substituuntur', pro dit substitutio

^js: 3£ •= (ï) xx'x» + (2) xx'y» + (5) &'*"
.HO.ryy/ +(5)уЖ'Л''+ (6)уж'у" + (7)уу'х"
d w ууу; Õ? = (9) *«'«" + С10) **'y" +

. ^J'^'ar'/ + (12) д^у/ + (ig) уд,/.»;« + (14) ух'у"
^5) ^у'л;" + (i6; yyiy", per quam maniiesto

Z 4



5 transibit in produttum ff1/11.' Coefficiens C1)
çrit = p\> + îp"; valores quindecim reliquorutfi
non apponimus, quippe quos quisque nullo ne-
gotio euoluet. Designemus numerum ij d o)
— a) (9) per (i, 3), numeram (i) (u)
-"• (3' (91 Per C1? 5)> et generaliter (g) (8 4-^
1 — CO (Ô + £") per tg-, Â), supponendo #,/г esse
Íntegros inaequales. inter j et 16 quorum maior
/г*); hoc modo omnino viginti et octo signa ha*
behuntur. Iam denotatis radicibus quadratis posi'

sitiuis ex • ~, -~ per n, n' (quae erunt =. rtuJÍ»

ti'£)7), eruentur sequentes 28 aequationes: ( i, 2}
= aa'n", (i, 5) = aa'W, (i, 4) = oi'r.-'; +
**"n'j (b 5) = u'ß"n, (i, 6) = а'Ьн" + fi'Z?"lt>
(l, 7; = a"bn' + a"b'n, (i, 8) = bbW + bb"fl'
+ è'ô"n + 2)пп'П", (2, 5) = об»«' — л^'П", (а, 4)
ss= oc"n', (з, 5) = a'b"n — л'^п", (2, 6) ==

, , — — »,
(а, 8) — 6c"n' + b'c"n, (5,4) = ec'n», з, 5>

"'п — <г"еп', (з, б) '== bbw + Ъ'Ьи --
фпп'п", (з, 7) = в"с'п, С 5, 8) =.

'п, (4,5) '".
'n", (4,6) = Z?'c"n — ic"rt', (4,7)

'и — bc'n", (4, 8) = c'c"n, (5, 6) = cö'H">
(5,7) = Св"п', (5,8) = è'cn» — 6"cn', (6, f)
== Ь"сп' — fr'cit", ( б, 8 ) == cc"n', С 7, 8) ^
сс'П", quas per Ф desigriabimus, nouemque aliac;

(10) (u) - (9) (12) = mt'iV'Tt, (ï.) (12) -

*) Herum signorum significitio praesens non eit confunde*1"*
cum ea in qua in art. 234 accepta erant ; мат nuroeri Pc

haec figna jjic expTc.çsi apprinii; rt-ipoTtderit iii, qui ÍH a

234 p« numero» lirailibm signi» i/iic denetato« multipll(i*
bantur.
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— (ï) (4) = aii'tV'e, - (g) (16) + (10 (15) +
(U) (14) - O; (15) = 2in'n"2í, (ï) (16) —
(?) (15) - (5) (Ч) + (4) (15) + (5) '12) -
(6) (11

l> (8) + (a) (7) + (s) (6) _ (4) (5) = ,
<14) (15) — 05) do} = en'n"2f, (5) (16) —

(15) — (7) (H)
(6) (7| — (5) (g) = cn'Il"£, quäs designabi-

per T -*).

IV. Originem omnium harum 57 aequatio-
deducere nimis prolixum foret: sufficiet

confirmauisse, ad quarum instar reliquae
difficulter demonstrari poterunt,
l) Habetur (1,2) = (ï) (ю) — (2) (g)

•** (pq' — (Ц)') до + ОТ" — W" - p'<i" +
Ч'О'О pq + (p"q'" — (|"p'") qq = П" (Лрр +
9£pq + Cqq ') — П"яа' , quae est aeqvi. prima.

a) Fit (1,5) = (i)(n) — (5) (9) =CPq"
**" ЯР" ) С РЧ' — «IP* ) =!= о"Шв«' = аа"П' , aequ.
Cernida.

5) Erit (1,8) =. (ï) (16) — (8) (9) =
vP<l' — <|P') Pf>'" + fpq'" — qp."') pq"1 — (P'q"
— q'p") qp'" + (p"q"; — q"p'") qq111 — П" (App111.
^ -ß (/?<7'" + qp11'} + C(/iy"';) +

3 Obseruare conuenii;, 18 alias aeqliationes hi» f jiiniles erui
роме , in quibus ad dcxtram loce factoium Й , 20, f Ьа-
beantur Д', 2^', f'; Д", 2U'', С" '• »ed has quura ad institu-
tum nostruni jion sint necesiariae omittimus.

) Hot jcquitu'r ex aequ. IO «rt. 235 et *9'-t Quantitas r»di-
' fit — Z!»«' — 3D«« 9Í3Í = »ПП',



'Wbb11 + ttZ»'Z>" + ÎDnn'n", aequatio octa-
ua in Ф. Aequationes reliquas lectoribus .confir-
mandas linquimus. ••

V. Ex aequatt. Ф sequitur, viginti octo nu-
méros (1,2), (1,5) etc. nullum diuisorem com-
tnunem habere, sequent! modo. Primo obser-

'namus, viginti septem producta e ternis factori-
bus, quorum primus yel n, secundus aliquis nu-
merorum «', 30', c1, tertiusque aliquis numéro-
rum a", 2b", c"; vel primus П', secundus aliquis^
e numeris o,\2b, c, tertius aliquis numerorum.
«", ao", c"; vel denique primus n", secundus aïiquis
numerorum a, zb, с tertiusque aliquis e numeriá
a', 2Î?', c' — singula haec viginti septem producta
propter aequatt. Ф aequalia esse vel alicui ex vi-
ginti octo numeris (ï, a), (ï, 5) etc. vel plurium
suinmae aut differentiae, (e. g. tla'ö" = (l, 5)r
una'b" = (1,6) + (2,5), 4-nb'b" = (i,8) +
(2> 7) + (3> û ^ + (4>5) , et sic de reliquis)J
quamobrem si hi numeri diuisorem communem
haberent, hic necessário etiam omnia illa pro-
ducta metiri deberet. Hinc vero facile deducitur
adiumento art. 40 et per methodum saepius ift
praecedentibus adhibitam , eundem diuisoren»
etiam numéros nrn'm", tt'mm", Wmm1 metiri
debere, adeoque horum quadrata quae surit
dm'm'm"m" d'ntmm11»!1' d"mmfn'm' .,,.

dratum diuisibilia esse, Q. £,. A., quoniam
I irium numeratorum diuisor communis maximes
est 2), adeoque quadrata ipsa diuisorem convrm1"
nem habere nequeunt.

VL Haec omnia pertinent ad transformatio-
nern formae f iu ffff" \ et ex transfovruationibu5
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f°rmae F in ff formaeque % in Ff11 deducts
Sl?nt. Sed prorsus simili modo e transformation
^ibus formae F' in jÇf" formaeque $ in F/' de-
î}uabitur transformatio formae g' in ff1/" talis:
*' = (Гу'^я'д;" + (a)'**'/" + (з)<лу':г" + etc.,

' = fgyxz'x" + (lo)': '̂/" + ele. C designando
coefficientes skniliter vt .in transformauone
§ m ff'f" , singulisque distincuonis eaussa

affigendo), ex qua perinde vt ante zS
*equationes ipsis Ф a.nalogae deducentur, quas
Peï Ф' designabimus , nouemque aliae ipsis T
^alogae, quas exprimemus per Í4 Scilicet
Botando (i)1 10)' — (a)'4g)'per (ï, 3)',(x)<li)'
^ (з)'(9)' Per ( i»3)' etc., aequationes ф' erunt
v1,,»)' = aa'n11, (ï, 5)' = ab'n" + ab'W etc.?
*equat.iones ï' autem (lo)'(n)' — (9,)'(12)> =

' etc. (Euolutionem vheriorem breuitatis
lectoribus relinquimvis ; ceterum periti no-

calculum ne necessarium quidem esse, sed
primam per analogiam facile hue trans-

'Ti posse inuenient). Quibus ita factis, ex Ф et
*' statim sequitur (ï, a) = (1,2)', (1,5) =
5.1}3)', (1,4) = (i,4)S C»,5) — (2,3)' etc.;

цПс vero et inde quod omnes (ï, a), (1,3),'
etc. diuisorem còmmunem (per V) non
, adiurnento lemmatis art. 254 conclu-

, quatuor números Íntegros' et, C, y, í
.a determinaii posse, vt liât «(ï)' + C(9)' =3=

. «(a)' + Cdo)' = (2), «(5)' + €(ny

atque

a Vil. Hinc atque substiluendo ex tribus
^uatt primis Y valores ipsorum aTÍ, oS5, eS,



et ex tribus aequ. primis f valores ipsoraff»
aTl', aS&', «S' facile confirmatur fore

+ SV*) = Л1', я OU + 35 M +
.

de, nisi a — o, manifesto sequitur, formam o
transire in $' per substitutionem propriam *, í»
У, í. — • Adliibendo autem loco trium aequatio-
num primaram in Y et "У1 três sequentes, facile
confirmaburitur três aequationes modo traditi*
omnino similes, in quibus loco factoris a vbiqU»
inuenitur Z?; vnde patet, eandem conclusioneto
etiamnum valere si modo non sit b = o. De-
nique adhibendo três vitimas aequationes T, "¥'
inuenietur eodem modo , conclusionem veratf1

esse nisi c = o. Quocirca, quum (certo omneS
a, b, c öimul = o esse nequeant, necessário f of
rna ^ ppr sahst. «, ç, y> ^ transibit m 5S adsf'
que huic fovniae proprie aequiualebit. Q. E. Dí

241. Talem formam vi $ vel §', quae
oritur, si vna trium formaram datarumi compO"
mtur cum ea quae ex compositione duarum гй'
liquarum résultat, ex his tribus formas compost'
tam vocabimus, patetque ex ait. praec. , nihil Ыс

interesse quonam ordine très formae componaO'
tur. Simili, modo propositis quotcunque foro11*
/, /', /", f" etc. ( quarum determinantes rationetí1

quadratorum inter se habere debent). si for»1*
f componitur cum /' , resultans cum f" , qua*
hinc oritur cum /'" etc.: forma quae ad &*
nem huius operationis prodit ex omnibus fornus\
/, /', /", /'" etc. composita dicetur. Facile vero
demonstratur, etiam hio arbitrarium esse q'10'
nain ordine formae componanlur; ï. e.
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?ye.ordine 1ще formae componantur, fonrma
compositione oriundas semper proprie aequí-
ntes esse. — Porro maniíestum est, si íor-
/> f'y f" etc. proprie aequiualeant formae

^' S'i g" etc. resp., formam compositarn ex his
Proprie aequiualentem fore formae ex illis com-
Positae. '

242. PropositioneS praecedentes formaruni
^Olïipositionein maxima vniuersalitatg complectyrf-

* pi'oeredimvir iam. ad applicationes гааэтз
Particulares, per quas illarum ordinem.interruîïx-
Pere nolniimus. Ac primo quidem resumemus
Problema art. 256, quod pe-r. condiciones sequen-
es limitabimus: primo vt forma« componendae

Cljhdem deterrnm;ùntcm habeant, siue sitd = d'$
*ecundo vt m, m' sint inter se primi; tertio vt
?гШа quaesita directe ex vtraque f, ß compo*

' sit. Hinc eüam тот, m'/n' inter se primi
quare diviisor communie maximus nume-
dm'm', d'mm \. P. D fiet = d = d', at-

n _ „/ — ï. Quatuor qnantitates Cl,, û,')
û /w, quae ad libitum asstimi possunt, statu-

— l, o, ô, o resp., quod semper li-
\T!ÍCO casu excepto vbi a, a't b + b' simul

o, ad quern igitur hie noil respiciemusj
. a*iifesto autem hie casus occurrere nequit nisi

îormis determinantis positiui quadrati. Tune
^atet, ^ fieri diuisorem conimunem m.i?riinum
?uttieromm a-i a^ b + b>; numéros ^>', *J>", ^>"'.
^a accipi debere vt fiat ty<a + ty"a< + $'" v Ь
^ b'j = ,(j ipsuna ^ vero omnmo arbiuarium

Sse> Hinc prouenit, substituendo 1. c. pro /?, qy

' 9' etc. valores suos: A = , B =t



f ty"a<b + p'"
ft •

C autem per aequationem AC = BB . — D pot*
erit determinar!, si modo non simul a et a' = o>

In hac igitur solutione valor ipsius A
pendet a valoribus ipsorum $? ty'i ф"> ^'"
(qui infínitis modis dinersis determina ri possunt)r
J5 autem alios valores obtinebit tribuendo his Ш1'
meris alios valores, operaeque pretium est 'шив'
stigare, quoniodo omnes valores ipsius B io*
ter se connexi sint. Ad hunc finem obserufl'
mus

I. Quomodocunque determinentur ^, Ф'»
?)V', ^3"', valores ipsius J5 inde prodeuntes
côngruos . esse secundum modulum A.
si statuatur ф = p, ф' =s p', >]3" = p", ф,'" ^
p'", fieri 5 =ss î??; faciendo autem Q) = p -f- '"'
ф' = p' + fc', '5)" = p" + b", $>'" = р'" + Ь;"»
prodire 5 = íô + ®- Tunc igitur erit ab' *
а'Ъ" + (b + fr) b'" = o, aa'b + ab'b' + а'ЬЪ"
+ \1>b' + D) O'" = >,£). Multiplicando aeqtf-'
tionis posterions partem primam per «p' -f- ö'p"
4- (6 -t- fr) p'" secundam per ><, et subtrahená"
a producto primo quahtitatem (об'р''-j- a'^p" "•
( 6 f r / -f- I?) p"') (a-b' H- ß'D" + (è + *) b'"), (£&e

propter aequationem priòrem manifesto erit == ̂
habebitur euolutione- f acta et snblatis qua« s

destruunt аа' ( / < b + ((í" _ b] p" -j- c'p"') b' ^
p' + rp" ' t b — (c'p' + cp") b'") ***

maiuiesto |»"ф per ßß; , siue 5) Pe

•^ ~ i. e. per A diuisibilis erit, atque í£ ^25 +
f<K

(mçd. ^í),



II. Si valores p, p', p", p'" ipsorum $, «J.V,
*Ü", ^V" reddant B = S&, inueuui posse alios
yalores horum numerorum ex quibus B nancisca-
tUr valorem quemcunque datum ipsi 33 secun-
dam mod. ̂  congruum, puta S3 + Ã^. Pnma
°bseruamus, quatuor números A*, c, c', b — #' dl*
Uisorem communem habere non posse; nam si
ЧЧет haberent, hie inetiretur sex números a, a',
* + 6', .c, c', & — b' adeoque turn ipsos n, s&,
C

5 turn ipsos ô', ao', c' et proin etiam ipsos m,
qui per hyp. inter se surit primi. Quamob-

quatuor numeri integri /г, /t', /г", h1" pot-
assignari tales vt fiat A« -f Л'с + h f lc' +

'" (b-- b') — ï. Quo facto si statuitür kh ===
»»•Л (Л» (Ь + &') — /z;"û') = i*', k (h1 (b + b1)
+ h'"ß) =>b'*, — /с (/г'а* + 7z"a) =• ̂ b'", pá-
*ftt? ipsos b, b', b", b'" es.ce íntegros,- porro facile
confírmatur, fieri ab' -f a'b" -f (&+•&') b'" = o,

-f aô'b' + a'éb» + (bbt + £)) b'" =a

(M/l + CÃ' + C'A" + (ô -6') /l'") = ffeá

f1^ aequatione priori patet, etiai-n. p + b, p' +
V, p« ^. ^//? p / / / _{_ j / / / esse valores ipsorum Q), $•',
*"> Ф"'; ex posteriori, hos valores producere
•8 ss sg + ЪА. Q. E. D. — Hinc perSpicuum
esí? -iS semper ita determinari posse vt iaceat inter

et л — x incL, siquidem A est posiûuus; vel
oet — A — i s i^ í negaüuus.

245; Ex aequationibus

^,.8=1 (Ф
• , и
D)) deducitur Б = é + ~



' — í) — gy«c) = b' + fî (фя + $" (í-*
м

quare Б = & (mod. — ) et JB ==

b1 (mod. — ). Ouoúes —, — inter se prim»v ï* ' x~ n v r

sunt, inter о et A — l (siue inter о et — A
— l quando A est negatiuus) vnicus tanturn nu-

merus iacebit qui secundum mod. — sit == h, et
f '

_ /т/

ЕЕ b1 sec. mod. — 5 qui si statuitur = B atqué

ë*L=JL = C, palam est, ( A y B , C ) e formis
^4

(я, ô, í), (я', 6', c') compositam fore. In hoC
itaque casu ad inueritioriern formae compositaé
ad numéros ф, ^>', •;}>", ф'" non ampiius opor-
tet respicere. Ita e. g. si quaeritur forma e for*
mis ( 10, 5, 1 1 ), ( 15, 2, 7 ) composita, erunt a, a1)
b + b> resp. = 10, 15, 5,- f* =c 5,- hinC
^ = 6,- -ß ~ 5 (mod. 2.) et ïEE з (mod--
5), vnde В == 5 atque (6,5,31) forma quaesita»

__ Ceterum condiûo vt — -, — inter sé urina1

ft ' ft r

sinc,omnino aequiualet huic vt numeri duo <z, d^
diuisorem communem maiorem non habeaii^
quatn très я, и', b + b' , siue, quod eodem redi%
vt diuisor commuais maximum numerorum a, #'
etiam numerum b + í" metialur. Notentur im*
primis sequentes casus particulares:

i) Propositis duabus formis (o ,&,c ) , (a',b'i
c') eiusdem determin;mlis Z? ita comparatis v*
diuisot- comrn. max. numerorum a, 26, c prim1*8

sit ad din. comm. max. num. a', ab'} c'} atque *



sa«

Pttmus ad л' : forma ex his composita (Ж 3, C} h]ue-
^Ùur faciendo A = сд', В ЕЕ b (mod. л) et tr: b»
t D D Tl

'Qiod.a'),C= j , Hie casus semper locum

quando altera formarum componendarunt
forma principalis, puta a = i, ò = o, c =

Tunc erit^=a', B statut* potent = b't
fiet C = c1 í quare ex forma piincipali st

alia forma ciusdent detei ininanti»
C0fnposiîa est fraec forma ipsa.

() SÍ duae formae oppositae proprie primi-
sunt componendaej puta (ô, b, c) et > л,

T' *, c), erit к = a. HinC facile perspicilur,
Orïnani principalem ( l, o — D j ex iliis esse

c°Qipósitam.

5) Propositis quotcunque formis proprie
-útiuis, a, b, c), (a', &', c')? í,ô", t", c") etc.

ltlsdem determinantis D, quarum termini ante-
^entes a í a\ a" etc. sunt numeri inter se pri*
. » forma (A, B, C) ex illis omnibus compo-
^ inuenitur, statuendo A aequalem prod acto
i* omnibus «, a', ö" etc.; B congruum ipsis bt

' •" etc. secundum módulos a, a', a11 etc, resp.;
p 73 П TJ

^ -.——. Facile enim perspicietur, ex

ws fomús (я, è, c), f a', 6', c') compositaixx
t , „ BB ~ D ,lormam (aã1, B, u- ex hac atque

' ' na> ' ' *aã'

", G») formam (ва'а«, В, -j etc,—
'

versa

/x 4) Proposita forma proprie primitiua (A, Bt

' 'letermina'nlis Dt si terminus A in factores
A a
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inter se primos л, a'^a" etc.
tur; numeri b. b', b" etc. ipsi В vel aequales vo*
saltem sec. mod. û, «', a" etc. resp. congru! ас-
cipiuntur, atque fit ac — bb — D, a'c' = b'V
— D, a"c" =±= b"b" — D etc.: forma ( Д 5, C)
composita erit e formis (я, Ь, с), (я', b1, c'j, (*"'
fc", c"), siue гв has formas resolubilis. Null0

negotio probatur, earidem propositionem adhuC'
dum valere, etiamsi forma (Л, Б, C) sit impi'0"
prie primitiua vel deriuata. Hoc itaque mod°
quaelibet forma in alias eiusdem determinant'9

resolui potest, quarum termini antecedentes omne*
sint vel numeri primi .vel numerorum primoi'UU1

potestales. Talis resolutio saepenumei-o' commowe

applicari potest, si ex pluribus formis datis cotf1'
ponenda es t , vna. Ita e. g. si quaeritur fori*1'1

compobita e.ferrais (3, 1,254), ( 1 О > 5 > 4 г ) > dS?2'
a--), resoluatur secunda in has (2, ï, aoi), (5, ^

-û,8i), tertia in has (5, — ï, 134), (5, a, 811, pat*'1'
que, formam ex quinque formis (3, ï, 134), (•*'
1,201), (5,-2, 8l)', (3.- 1,154), (5>2,3iJ
compositam, quocunque ordine accipiantur, etiai"

.ex tribus datis compositam fore. At ex comp**

.sitione primae cum quarta oritur forma prinCip^
lis (ï, o, 401); eadem prouenit ex compositio11

tertiae cum quinta j quare ex composiúone cUl1'
darum conflatur forma (3, i, 201).

5) Propter rei vtilitatem operae pretiu

est, hanc methodum adhuo amplius expHc^1

Ex obseruatione praecedente manifestüm eS.̂
problema, quptcunque formas datas proprie P .
miúuas eiusdfm determinantis componere, re

posse a d compositionem formarum, ' *
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*oihî initiales s'rnt potestates numerorum primo«;
l>Um nam numeras primus tamquam sui ipsîus
potestas prima considerari potest). Quàmobrem.
eum imprimis casum contemplari conuernt, vbi
ацае formae proprie primit'tuae (a,&. r), (a', £>', c');
84nt componendae, in quibüs a et o'sunt potesta-
des eiusdem numeri prhni. Sit itaque a = Л%
в* гз= Л* désignante Л numeram primum , 'sup*
ponarnusque (quod licet), * non esse minorem
4uam A. Eiit itaque Дх diu. comm. max. num e-
^Prum и, a', qui si insuper ipsum b -f- ô' meti-
tür, habebitur casus initio huius art. consideratu^
eritque ч Д B, C; ex propositis composita si sta-
fcútur A^zh* — л, S = b (mod. Л«~ л) et ~
*' (mod, l), quae conditio posterior maniiesto

»oiitti potest; С — — — ̂ — . — Si vero hx

*psum b + £' non metitur, necessário diu. comm.
î*iax. horum nuinerorum et ipse erit potestas
^>sîus /г; sit. igitur = hv , eritque •. < x (statut
<*ebei " = о , si forte li et ò + b1 inter se primi

Si îtaque ^)', ^>", ^i'" ita deteimbantur, ^
fiat ф'Л* + ^"Л* + ^'»(6 -f b1) = l? , ф ve-
ad lubitum assumitur, forma (yí, J5, C) ex

erit composita, si statuitur A t= A» + x ~ *'

1 /i B R T)
^=- -- ~j — . Sed facile perspicítur, in hoc

Casu etiam ^.V ad libitum assumi posse, qutfre
^tuendò ty ~ ty< = = 0 , fit B = b —
*"'ch* — 1 siue generaliter B = kA + b —
*'"ch*~~\ désignante k numerum ai:L(itrariuni
'aft. praec,). I» hanc formulam simplicissimam

Aã »
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solus ф'" ingreditur, qui est valor ехрг. -т-jjtT

( тсс!. /гх ). Si e. g. quaeritut forma composite
ex (lO, 3, it) et (8, ï, 57), est /1 = 2, * ==
4^ л = 5, , — з. Hinc А = 8, ^'" valot
-exj.]1. I mod. 8), qualis est i, vnde B — 8#
— 75, adeoque facierido k = 9, 5 = — I
a»que С = 57, siue (8, — l, 37) forma quae-
sita,

Propositis itaque formis quotcunque, quaruirt
termini initiales omnes sunt potestates numero*
rum pvimomrn, circumspiciendum erit, num ali-
quavum termini antecedentes sint potestates eiusdertt
numeri })rimi, atque hae inter se respecîiue per
regulam modo iraditam cornponendae. Нас га'
tione prodibunt ibrmae, quarum termini prim*
eüamnum erunt potestates numerorum primorun*»
sed oiTinino diuersorunij forma itaque ex h'?
Composita per obseru. tertiam deüniri potei'ik
E. g- proposais formis (3, l, 47), (4, o, 35)»
(5, °i "8,), ( l 6 » 2? 9)» (9. 7, ai), (16, 6, ii>
ex prima et quinta conflatur forma (в^, 7, fjí
ex secunda et quarta confit (16, — 6, nx, e)C

Няс et sexta (l, o, 140), quae negligi potest-
Supebunt itaque (5,0,28), (27, 7, 7), ex q^'
bus producitur (135, — i2o, 4';, cuius loco assü'
mi potest proprie aequiualens ( 4, o, 35 }. HaeC

itaque est resultans ex compositione sex propos1'
taium.

Ceterum ex hoc fonte pîura alia artificia ^*
applicatione vtUia hauriri possuntj sed ne n^
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fiamus, vberiorem huius rei tractationem
imimus, ad alia difficilipra properantes.

244. Si per formam aliquam f repraesen-
ri potest humérus a, per formam f' nmnems

a', atque forma F in ff1 est transformabilis: nullò
perspicitur, productum aa1 per 'for-

jp' repraësentabile fore. Hincstatim sequitur,
\o determinantes hafum formaram sint nega- '
formam F positiuam fore si vel vtvaque ft

/' sit posiliua vel vtraque negatiua; contra F fieri
*tegatiuam si altera formarum _/, f' sit positiua
altera negatiua. Subsistamus in eo imprimis ca-
*u, quem in art. praect. considerauimus, vbi F
ex /, f' composita est, atque /, '/' et F eundem
'Öütetmlnantem D habenL Supponamus insuper,
ïe^raescntationes nunieroi'um A, a! 'per formas
f if1 fieri per valores indeterminatarum inîer se
primos, atque priorem pertinere ad valoremilj
*хрт essionis л/~ D (mod. ß), posteriorem ,ad> va-
lorem b1 expr.-^D (mod. c'), ponaturque bb -"-.
Й = ac, b'b< — D = a'c*. Tune- per art. 168
*ormae «, b, c), (a', b1, c1) proprie aequiuale-
"ünt iormis /, /' ; quare F etiam ex illis duabb$
'oriiiis composita erit. Sed ,ex iisdem formis
composita erit forma (A, B, C), si, posito nu-

a, a1, b + b1 diuisore cornmuni ma-

u, statuitur A •=• —, B ~ b et b1 sec.

^odulos ~, - resp., AC = BB — D; quare

**Аес forma proprie aequiualebit formae F. Iam
ir formam Axx + zBxy + Qyy repraesentatur

aa', faciendo x = ^, у = о, quorum,
diuisor comm. max. 'est PÍ quare aa*

Aa 5
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eîiam per formam F repraesentari poterit îta vt
Valores indetermmatarum habeant diuisorem cona-
numein maximum ц (art. 166). Quoties igituf
eviadit " = ï, aã1 per formam F repraesentari
poterit tribuendo indeterminatis valores inter se
primo í, repraesentatioque haec peitinebit ad va-
lorem В exur. ^fD (mod. act1), ipsis &, b'
secundum módulos or, a' resp. congruum. Condi-
tào f — ï semper locum habet, quando ü, û?
inter SP primi sunt,- generàliter autem, quando
diu. comm, max. ipsorum a, a1 ad b + Ь' est
primus.

245. THEOREMA. Si fprmafadeundem o r d i t t e t f l
referenda tst vt g, stmiliterque /' est1 ex eodetn ordmf
vt g' •• forma F ex /, /' composita cundem drterniiitaH*
tent habebit ex eodemque ordine erit vt forma G ex gf
g' composita.

Dem. Sint formae/,/', F = (a, b, c), (a/t

b1, с'), (Л, B. C) resp., ipsarumque determinan-
tes ж d, d', 'D. Porro sit numerorum af nb, G
diu. comm. max. = от; nurnei*o]'um я, b, c du*-
comm. max. = m i simílesque significationes ha-
beant m1, m' respectu formae /', et M, $&
respectu formae F. Tunc ordo formae / deter-
minabitur per números £?, m, m, vnde iiden*
nunieri «tiam pró forma g valebunt; eadem ra-
tione liumeri d1, m'} W idem erunt pró forma ë
quod sunt pró forma /'. Iam per art. 255, пЦ"
tòeri Z?, M, ЯП déterminât! sunt per d, d1,
m'j m, m' > scilicet erit J3 diuisor communis
ximus ipsorum dm'm', а'тт, M = m/n'j a
SDÎ = mm' (si simul m = m, m' = m') f

 v

5=a mm' (si /я = am, aut m4 = am'j.
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ipsorum D, M, ?Ш, quum inde se-
quod F ex /, /' composite est: faciïe
, ï), M et Wl etiam pro forma G va-

adeoque G esse ex eodem ordme vt F.

Ex hac ratione ordinem in quo est forma F
.°ftipositum dicernus ex ordinibus in quibus sunt
°rinae /, /'. Ita e. g. ex duobus ordinibus pro-

Prie primitiuis semper cempositus est similis ordoj
•* proprie primitiuo et improprie primitiuo, im.-.

ie primitiuus. — Simili modo anteiligen--
est, si ordo aliquis ex pluribus aäis ordi-
compositus vocabitur.

.фб. PROBLEMA. Proposais duabus formïs
inis qnibitscunqtie f, /', ex quarum compositions

ritur F: ex genefibus ad quac pertinent f, f1 definire
%etius fid quod referenda erit F.

Sol. I. Consideremus primo eum casum
bi ad minimum vna formarum /, /' e. g. prior
st proprie primitiua, designemusque determinan-

ts formarum /, /', F per с?, «?', D. Tune D/

divusor communis maximus numerorum,
W, d', vbi jn> est aut ï aut 2, prout forma /'
proprie aut improprie primitiua ; F auterrt

Casu illo per tine bit ad ordinem proprie pri-
m, in hoc ad improprie primitiuum.
genus formae F defiuietur per ipsius

s particulares, nempe turn respectu sin-
diuisorum primorum imparium ipsius

> lum, pro quibusdam casibus, respectu nume-
°ru aul 8> jjos ieitur singulos determinare

Aa 4
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1°. Si p est diuisor quicunque primus im*
par ipsius D, necessário etiam ipsos d, d1 metie-
tur, adeoquH etiam inter characteres formarun»
/, /' occurrent ipsarum relationes ad p. lam si pef

/vepraesentari potest numerus a, per/'ruuneruso':

produi turn aa' repraesentari poterit per /л Si iw
qu-^ turn per /, turn per /' repraesentari possui
residua quadrática ipsius p (per p non diuisibilia))
etiam per F residua quadrática ipsius p repraeseU'
tari poterurit, i. e. si vtraque /, /' habet characte-
rem Rp, forma F eundem characterem habebít
Simili ratione ^'habebit characterefn Rp, si vtra*
que /, /' habet^ characterem Np; contra F ha*'
bebit char. JVJ», si altéra ïormarum /, /' habe»
Rp, altera Np.

a , Si in characterem integrum ^ormae f
ingreditur relatio ad nurnerum 4, talis relatif
etiam in characteres formaram /, _/' ingredi débet-
Narn ilJud tune tantummodo euenit, quando V
est Hr о aut zE 3 ( mod. 4 .. Quando D pcf

4 est diuisibilis, etiam dm'm' et d' per 4
biles erunt, vnde statim patet, /' non posse
improprie primitiuam, adeoque esse m' === ï»
hinc turn d turn d1 per 4 diiusibiles erunt, et &
vtrvusque characterem ingredietur relatio ad 4"
Quando D ~ 5 (mod. 4), metiotur D ipsos w
tí'; quo.tientes erunt quadrata, adeoquè etiam Щ
d1 necessário vel ~ o vel EH 5 i mod. 4), et

inter cbaractf-res ipsarum /, /' lelatio ad 4. I1Í4C

eodem modo vt in (l ) sequitur, charactereíi1

íormae F fore i, 4, si vel viraque /, /' habea1

l, 4 vel vtivique 3, 45 contra characierem í°r'
mãe F fore 3, 4, si altera íòrmarum /, /' habe3

l, 4, alteia 5, 4.
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5°. Quando D per 8 est diuisibüis,
tf' eritj hiuc /' ceiío pró prie primiüua, m1 = i
atqu'e etiam d per 8 dinisibilis; quare inter cha-
racteres íbrmae F aliquis e characteribus l, 8 i
& 8 j 5, 8; 7, 8 time tanluin locufn habere pot-
*st, si etiam in charactere turn íormae /, turn
formae /' talis r-laúo.ad 8 adest. Facile autem
confirmatur eodem modo vt ante, characterera
íormae F fore 1,8, si •/ et /' respecta ipsius 8
eundem babeant,- characterem iormae F fpre
3, 8, si altera formorum /j /' habeat l, 8 altera
5, 8, vel altera 5, 8 altera 7, 8; F habere 5,. 8,
si/,/' habeant i, 8 et 5, 8 vel 3, 8 et 7, 8 j *"
«abere 7, 8, si /et/' habeant vel i, 8 et 7, 8,
Vel 5, 8 et 5, 8. _

4°. Quando est í) •= 2 (mod. 8), erifríf'
*el. ^ o vel ̂  2 (mod. 8); bine /n = l , adeo-

etirtm d vel ^ o vel ЕЕ 2 (mod. 8); atta-
vterque d, rí' per 8 diuisibilis esse nequit,

D est diuisor communie maximus ipso-
• Quare in e o tantum casu alteruter characte-
ï et 7, 8; 5 et 5, g, formae D tribui debe-

W, vbi vel vtraque forma/, /' aliquem ex illis
vel altéra aliquem ex illis, altéra aliquem
i , 8 > 5, 8j 5, 8; 7, 8- Hinr. facile de-

, characti.'reni formae F doterminari per
seqvxentem, si character in muvgine po-

pertiiieat ad alteram formarum /, /', ad al-
tv?1ain vero character in facie:

ï ci 7, 8

i et j, 8
vel 1.8
vel 7, 8

iff 7, 8
3^3,8

Ãa~3

ï et 7, 8
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5^. Eodem modo probatur, ipsi F tribuí
non posse alterutrum characterüm l et 5, 8; 6
et 7, 8, nisi eti^iii aliquis ex iisdem saltem vni
formarum y, f> competat, alterique vel aliquis
e^Viisdem, vel aliquis ex his ï, 8> 5 5 ' 8> 5 r8i
7, 8- Et quidem character formae F determina-
bitur per haue tabulam, in cuius margine et fa-
cie sunt characteres iormarum y, y*

vel 1,8
vel 3,3

5«* 7» 8

vel 5, 8
vel 7, 8

II. Si vtraque forma У, У est improprie
primitiuar erit D diuisor communis maximuS
numeçorum 40?, 4c?, sine £ D diu. comm. ma*
ximus numerorum d, d1. Hinc facile sequituT»
turn e?, turn tí', rum ^ D fore ЕЕ: ï (mod. 4)-
Poneudo autetn 'F = (Д -ß, C)r diu. comrii-
max. numerorum А, В, С erit = 2, et diu.
coinm. max. numerorum ^, аБ, С erit 4. Quare,
F erit fornia deriuata ex improprie primitiu*
(l^i, 3-B, JC), cuius determinans erit ^ D, e1

cuius genus .determinabit genus formae F. Cha-
racter autem illius formae r tamquam impiopri0

primiüuae, relationes ad 4 vel 8 non implicabi^
vsed tantummodo relationes ad singulos diuisoref
primos impares ipsius í D, Iam quum omnes b*
diuisores manifesto etiam ipsos c?, d' metiantui"»
atque semissis cuiusuis product! duorum facto*
rum, quorum alter per У alter per /' est reprae*
sentabilis, per formam (.í^, iß, 1C) repr»e"
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*etitari possit: facile perspicietur, characterem
^ formae respectu cuiusuis numeri primi

p ipsurn £ D metientis fore До', turn si
%Rp atque formae /, f1 respecta ipsius p

characterem habeant, turn si fuerit
at<ÏUe characteres formarum y, /' respectu i
^ °ppositi$ contra characterem illius formae lore
^P-> turn, si /, f1 habeant characteres aequale$
*espectu ipsius p atque sit a/Vfc, turn si ./,/' há-

oppositos atque sit zRp.

047. Ex solutione problematis praec. mani-
est, si g sit forma primitiua ex eodern
et génère vt /, nee non g' (orma primi-

,u* ex eodem ordine et génère vt /': formam
*• g et g' compositam ad idem genus pertinere

quod pertineat forma ex / et /' composite,
sponte sequitur significaüo generis ex duo-

aliis generibus (siue etiarn pluribus) compO'
Porro ibinde patet, si /, /' eundem deter-

habeant atque / sit forma e génère
i, F vero ex / et /' composita: F fore

eodem génère vt /'; quocirca genus princi-
Ça'e in compositione cum' aliis generibus eius-

6^u determinantis semper omitti potent. Si.ve-
0 reliquis manentibus / non est e génère princi-
,^Ь /' autem forma primitiua: F certo erit ex
l° génère quam A Denique si y, f> sunt for-
^e pfoprie primitiuae eiusdem generis, -Mérite

°e^ere principali; si verof,f' sunt ambae proprie
^ritnitiiiae eiusdem detenninantis, sed e diuersis
«6laeribus, F ad genus principale pertinere non

Quodsi itaque forma quaecunque pro-
primitiua cum sé ipsa сошрошШг, forma
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inde resultans, quae etiam proprie primitiua ein5'
demque determinais erit, necessário ad
principale pertinebit. .

048. PROBLEMA. Propositis duabus
qïùbuscunque /, /', e quibiis compo'siba est F: e
bus formarwit f, f' definire gems formae F.

Sot. Sit/ = (a, b, c), /' = (a1, b', c'")'
F р= (Jrf, B, C), porro m diu. comm. max. °^'
jnerorum a, b, c, atque m' diu. comm. max. n*1

roerorum a1, b1, c', ita vt_/, /''sint deriuatae e

• • • • / я è c . f a' b1 с1 ч л„,tmtmtiuis ( —, —) —), ( —, --, —-j. quas oe

«^ ч m > m ' m ' ' m' ' m' ' m' " ^
notabimus per f, f' resp. Iam si saltem vfta form9'
rum f, f' est proprie primitiua, diuisor co'min. ша^'
numerorum А, В, С erit mm', adeoque F deriuat3

e forma primitiua (—,—.,— .) ••• 5Ç, vn<î*r v mm' 'mm" mm' JJ

patet, genus formae -Fpendere a génère formas*'
Sr-d facile perspicietur, §per eandem subsutulioni'1*1*
transire in f f ' , per quain- Ftranseat in^
g ex f, f' esse cornpositam, ipsiusque genus'
problema art. 34,6 determinari posse, — Si
vtraque f, f' est improprie primitiua, diuisor c'
in. numerorum At B, C erit 2mm', formaq11*
§ etiamnum ex f, f' composita et manifesto в

l л то /т .
proprie primitiua ( ., ., -. ) de '̂1 r L amm zmm" ъшт '
uata. Huius itaque formae genus determinari p.°.
erit per art. 246; et quum F ex .eadein forma defl

uata sit, ipsius genus hinc sponte innotescit.

Ex hac solutione manifestum est, theoi'?111

in art. praec. pro fornjis primitiuis explicai^1 '
scilicet si f1, g1 sifit ex iisdem -generibus resi



/> g, formam ex eodem génère fore ex qito sit
JGf~ma ex f, .g compósito, generaliter pro formîs
V^buscunque valere.

249. THEOREMA. Si formae f, /' sunt ex nj-
г'и ordmibus generibus et c l a s s i b u s v t g, g' resp.;

%« ex f et /' composite ex eadem classe erit vt for?
"Se ex g et g' composita.

Ex hoc theoremate (cuius Veritas ex art.
prottnus sequitur) sponte patebit significado

e duabus classibus datis siue etiam e plu-
• compositae.

Si classis quaecunque К cum classe princî*
componitur, classis K ipsa prodibit, siue
s principalis in compositione cum aliis clas-

^bus eiusdem determinantis negligi potest. Ex
c°inpositione duarum classium oppositarum pro-
Prïe prirnitiuarum semper orituí classis principa-
i18 eiusdem determinantis (v. art 245). Quum
^aque quaeuis classis anceps sibi ipsa oppoàta
Slt: ex compositione cuiusuis classis ancipitis pro-
P11^ primitiuae cum se ipsa classis principalis
ei4sdem determinantis prouenit.

Propositio vltîma etiam conuersa valet: sel»
si ex compositione classis proprie primitiuac

*^ cum se ipsa prouenit classis principalis H PÍUS*
•"* determinantis, K necessário erit classis an-

Si enim K1 est classis opposíta ipsi K, e
î classibus К, К, К1 composita erit eadem

-.s quae oritur.ex H et K'j ex illis [irouenit
Л (quoniam К et K' producunt //, haec cum К
Pf am Я), ex his К'; quare K cum K1 coincidct

1ЧЦЧ adeo classis anceps.
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Porro notetur propositio haec: Si classes
Li oppositae sunt clas.nhus A', et D resp.:
tis ex K, et L compósito cLassi ex K1 et D corn'
•positae erit opposita. Sint lormae /, g, f'-, è
resp. e classibus /T, L, K', L' ; forma F comp0'
»ta ex/, g, atque F1 composite ex У', g1. Quuo*
f1 ipsi У, atque g1 ipsi g improprie aequiualearrtf
F autem composite sit ex vtraque /, g direct6 :

F etiam ex /', g1 composita erit, sed ex vtraqüe

inuerse. Quare forma quaecunque, quae ipsi t
improprie aequiualet, composita erit ex /', &
directe adeoque ipsi F1 prop ie aequiualebit (artft
358, 239)1 vnde /'', G improprie aequiualebufl1-»
classesque ad quas pertinent oppositae emnt.

Hinc sequitur, si classis anceps К cum class*
ancipite L componatur, »campei prodire classfí11 •
ancipitem. Nam opposita erit classi, quae со»1'
posita est e classibus ipsis K, L oppositis, adeö'
que sibi ipsi, quoniam hae classes sibi ipsae sul1*
oppositae.

Denjque obseruamus, si propositae sint clas'
'ses duae quaecvmque Jí, L eiusdem détermina^'
tis, quarum prior sit proprie primitiua, sempff

inueniri posse ciassem M eiusdem déterminant!'»
ex qua atque К composita sit L. Manifesto Ь°с

obtinetur, accipieado pro M ciassem quae coöj*
posita est ex L atque classe ipsi К opposita; s1'
mul perspicietur facillime, hanc ciassem e5S

vnicam quae ,hac proprietate sit praedita, slU

classes diuersas eiusdern del. cum eadem с!»5

pr. prim, compositas producere classes diuersas.

Classium conipositio commode per sig^u,
íulditionis, +, denotar! potest, sicuti
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per signum aequalitatís. In his signis
modo tradita exhiberi polest ita: Si

' est classis opposita ipsi A", erit K -f Л1"' dassis
Princjpalis eiusdem determinantis, vndo K. -^ fit
•f L = LÍ posita itaque Jf' + L — M, erit
* + M SÄ £, vti desiderabaturj si vero praetór
•̂ í" alia M' daretur eadem propriètate praedita,
sine K + M1 = L, foret K + K> + M' = L +
fr __. ^ То(}е M' = M — Si plures classes
*denticae componuntur , hoC (ad instar multipli-

denotari potest praetïgendo ipsarutn nu-
, ita vt 2 K idem désignât vt K + K^ ^K

vt K + K + K etc. Eadem signa etiam ad
formas transferri possent, ita vt (e +• & + e) +
ÍQ' -f. i' -f é') designarei formam ex (a + ô -f c),
(Q' -}- fci +,c') compositarn: sed ne vel species
^ftibiíTuitatis oriri ppssit, hac abbreuiatione absti-

"malumús, praesertim quod tali signo ̂ fM(af

c) significationem peculiarem iam tribui-
s. — Ciassein Q.K ex duplicatione classis K

°riri dicemu«, ciassem ^K ex triplicatione etc.

250. Si D f-st numerus per mm -diuisibilis
ípsi-im m püsitiuum supponimus): dabitur

°rdo foi-maruin determinantis D ex ordine pro-

primitiuo determinantis ----- deriuatus (siuer innt
, quando D est negatiuus, nempe positiuvis et

uegatiuus); manifesto forma (m, o, --- ) ad

^lutn ordinem pertinebit (scilket ad ,positiuum)
^eritoque tamquam. forma simplicíssima in eo
c°iisiderarî potest (sicuti ( — m, o, -- ) erit

*Xlïlplicissima in ordine negatiup quando D neg. ).



— 584 —

Si insuper est - — ~ ï (mod. 4), dabitur etiarrt

ordo formarum det. D ex im proprie primiiiuo

det. deriuatus, ad quem manifesto forma1 mm

(27Л, m, ) pertinebit et pró simplicís-

sima in eodem hábebilur. (Quando D est neg-j
rursus duo ordines dabuntur et in negatiuo for*

D - mm . ,. . .
ma (— um, —• m, -) pró simplicíssima

iiabebitur >. Ita e. g., si etiam eum casum vbi
m = i hue referre lubet, in quatuor ordhr.bu*
formarum det. 45 s«mentes erupt simplicissimae
(1,0, — 45>, (2, ï, — sa ' , 5, o, ig)/
(б, 3» — 6). Quibüs ita intellectis, offert se

PROBLEMA. Propnsila forma quaciinqu? F 'e*
ordine Ò, inucfiire formam proprie pnmitmam
tluam} eiusdem determinantis, ex cuius
cum forma in 0 simplicíssima oriatur F.

Sol. Sit forma F = (та, щЬ, тс) deriua'
ta e primitiua / = (я, &, c) cuius determinais
= d, supponamiisque primo, f esse proprie' p'ri'
mitiuam. Primo obseruamus, si forte a ad zdift
non sit primus, certo dari alias formas ipsi (^»
b} c) proprie aequiudlentes, quarum termini pf1'
mi hac proprietate sint praediti. Nam per art. 228
dantur numeri ad 2dm primi por ' formam ilJa10

rep'raesentabiles ; sit talis numeius a1 = ao.* ""
abj-y + cy'y, supponumusque, (quod licet), *; У
esse inter se primos; turn, acceptis C, í1 ita vt

fiat *<f — £>• = i , transeat / per substitution601

л, í, y, í in formam («', b1, c1), qüae ilü p1'0'
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aequiualebit et proprietate praescripta erit
ita. Iam quum etirnn F et (a'm, b'm, c'm)
ie aequiualeant, ííicue perspicietur, siifficere
casum-.considerara vbi a ad 2dm fit primus,

(л, bm, cmm} erit forma -proprie primi-
(si enim «, zbm^ cmrn diuisorem commu-
Imberent, Iiunc etiarn aclrn = o,bbm —

Qcm implicarei) - eiustlem determinaritis vt F,
Orifirmatuvque i'acile, F transmiitavi in pvodu-

JtUtn e forma (ni., o, — dm^i quae, nisi F est
°ïtna ne^atiua, erit simplicíssima ordinis O, in

^Q) owj, cmm} per subsútutionem 1 , 0 , — è,—•
^7 o, m, rt, bm, vude per critérium in obs. 4. art.
55 concluditur, F ex (HZ, o, — Л/г) et' (я,

fim) esse composilam. Quando autem F est
Pr№a negatiua, tran&ibit in productum e forma
ltlîplicissima eiusdem ordinis (—те, о. dm) in

Positiuam ( — a, bm\ — cnini~) per «ubstitutionem
' o, b, — cm; o, — //г, — a, bin, adeoque
* îpsis erit composita.

Secundo, si У est forma improprie primitiua,
^Pponere licebit | a ad arfm esse prirnum ; si '
,olrn haec proprietas in forma f locum, лопаит

a"6t> inueniri polest forma ipsiy proprie aequi-
a'*ns et bac proprielate praedita. lîinc iiutem,
^uitur facile, (-ia, brn, ucmm) esse formam

:" öprie primitiuam eiusdem. déterminants vt F$
Ql1" facile conlirmatur, F transire in productum

Í Hemm) per substitutionem i ,* o, í ( ï -f-
- cm; o; + am, +.5 a, (b ±i О'"г, vbi

^ inferiora accipienda sunt. quando F est for-
a ttegatiua, superiora in casibus reliquis, adeo-

Bb



que ex his cluabus formis esse compositam,
Him prior erit simplicíssima ordinis O, posterior
forma proprie primitiua (positiuaj.

251. PROBLEMA. Proposais duafar s fnrmis F>
У eiusdem determinantis D et ad mindern ^rr/'f^m O
iinenttbiis : muenir e formam proprie prinntinam
minantis D, quae cum f comporta producat F.

Sol. Sit Ф forma simplicissiina ordinis 0»
§, f forma« proprie primitiuae dei. D, quat- гиШ
в) composllae producant ipsas F, f rcsp.; derù*-
que /'forma proprie primitiua qune cum faut1*
posita producat §. Tune forma F eomposila erJt
e tribus fonnis <p, f, У', síue e duubus y, /''
Q. £. /.

Quaeuis itaque classîs ordinis dati considérai1

potest tamquam composita ex quacuoque с!а^е

Vlata eiusdem ordinis et aliqua classe proprie prl'
niitiua eiusdem determinatiùs.

352. THEOREMA. Pro dftermfravte dato l*
ùngnlïs generibus ciusdem ordinis contentas •>**
classes aeque multae,

Dem. Perùneant gênera G К // ;id
dem ordinem, cousue G t.- x n (Кьм1'..> /ч.

sjtqiu> L f l i i s s i s a ü c n a e
Inuestigetur per art, pruec. riussis propnn |> i ' l l l J l

tiua M. eiusdem d! jte\mitiar.ris, ex ( u.us соиЦ-1

sitione cum K pi'odeat, L, í l es i^neníu i i jup c l - 1 "*
quae oriuntur ex сотромио.чс1 fJn.vs ,s Л/ ; ы" ^'
i" . .-. Кл~1 reap, per L', L" ,,. £,"- ».
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vitima art. 249 sequitur, òmnes 'classes Z,
' L11 .*. £,"•* ' esse diuersas-, et per art. a^g

Olunes perunebunt ad genus idem, i. e. ad genus'
•"• Demque perspicietur facile, H alias classes
Prêter hás coatinefe uon posse, quum quaeuis
Cassis generis H tamquam composka considerar!
P°ssit ex M et alia classe eiusdem determinantis
?4ae necessário semper erit e génère G. Quo-
c*fca // perinde vt G continet n classes diuersae;
Q- -E. £>.

v 355- Theprema praecedens supponit ordinis
**entitatem neque ad ord'mes diuersos est exten-
**_endum. Ira e. g. pró determinante — 171;
^afttur í2o classes posiúuae, quae reducuntur ad
^atuor ordines: in ordirie proprie primitiuo duo
c°ntinentur genera, vtrurnque sex classes com-
P^ectitur; in ordine impr. primiüuo duo genera

classes possident, singula binas; in or-*
deriuato ex O.; proprie prim, d et — 19

est genus quatuor classes complectensj
O. deriuatus ex impr. prim, det — 19

gehvis habet ex vna classe consians; per-
habent classes riégatiuae. Operae itaque
est, in principium générale mquiv«re, a

nexus inter multitudines classmm in diuevsis
°r<Íimbus pendeat, Supponamus, /f, L esse duas
lasses ex eodem ordine (positiuo) О determi-

Z), atque M ciassem proprie primitiuam
det., ex cuius compositione cum /foriatur

' 4ualis per art. 251 semper potest atfïgnan. lam
us fieri potest, vt M sit vnica classis

quae cum K composita producat L; in
classes diuersae pr.primitiuae exstare pos-
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suht hac ptoprietate, praeditae. Siipponafrius g«"
neraíiter, dari r Imiusmodi classes pr. pvuvntiuaS,
Д?, M"'j M" ... M'-', quae singular < um A'cor»'
positae pi'oduoant eandein ciassem L, design6*
piusque illarum complexum per W> Po.rvo í-it
alia classis ordinis О (a clause L diuv-rsa
Д*' classis pr. prim, dot. D quae сшп L
sita efficiat Z,', tîesigiieturque coinpiexus
№ -'r M, N' + M', N' -i- M11 ... Л" -f- M<-
omnes erunt proprie' primit iuae el inter se •ai'''
ucrsae) per И'. 'l une. perspitietnr l a c i l e , K
çlíisse quacunque ex ГУ compositarn p i o d u
L', vr.le concluJitui-, W et /-/' nullam clas
comi'..-шеш. habere; praeterea n u l l o ue^utio coro'
probaí.ur, nullam с!аяч;чп pr. primit ' iLiain in coo1*
plexu /'/• ' non contentam, daii, quae cuia K coW
posita producat ipsam L1. Eodem .modo pattffy
si L" sit alia classis ordinis O a classibus L, í
diuersa, dari r formas pr. primitiuas turn inters0

tum a formis W'\ Wf diuersas,.quae siugulae c
Л' compositae ipsam L" producant, et peri
rés se habebit pró omrábus reliquis classibus
dinis O. Quoniarn vero quaeuis classis pr.
('positiua) determinantis D cum K
ciassem ordinis O producit, facile hinc
si niultitudo omnium classium ordinis O
multitudinem omnium classium propiie p
uarum ( positiuarum ) eiusdem determinanlis
rn. Habemus itaque regulam gerieralciri :
tantibus K, £,-classes quascunque ordinis O, ilt*
que r multitudinem classium proprie pi;nv,ulia"
rmn diuersarum einsdem d''tennínai:tis, 4^iíl

singulae cum K rom|-ositaè ipsam L p; udu< r l í l '
multitudo omnium с1аььшгп in oïd/ne \ji^V lL
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Cpositiuo) r vicibus /piaior erit ' quasn;

o cla'ssium ordiriis O.

Quup clacses K, L in ordme О orrmino adb
assumi possint, etiam classes idênticas

accipere licebit, et quidern e ré erií ea classe
\ll> in qua contmetur forma huius ordinîs simpli--
ClsS!ina. Quain itaque pró K et L assumeiiJoj

eo reduct.i et, vt omnes classes proprie pri-
e as^igncntur, quae cura К compositae
K reproducant. Hue via sternitur per se-

254. THEOREMA. Si F = (Л, В, С) est
i°>"ma simplicíssima orâims О drterminantis D, atque
* -^ ( a , b , c ) forma proprie primitiva eiusdcm deter-
n'lnantis: per liane formam f repraesentari potitrit nu-

:t>leri/s AA, si F oritur per compositlonem form&nw
•*' F; et vice versa F ex se ipsa atque f co-wposiíà
erti> si AA per f repraesentari potest.

Dem. I. Si F m productum f F transit per
^bstitutionem p, p>, p", p'", q, q', q"i q'"'i e*
ftrt. 255 habemus A (aq"q" — zbqq11 + ^717)
** A* , vnde AA = ' aq"q" — ubqq11 + cqif.
V- £. P.

_ П. Si supponitur, A per f repraesentari possef
esignentur valores iiidetermiriatarum perquos :hoe

per ", — í/, sine sit AA == ag"q" —
+ С(7с, ponaturque q"a — q (b + B) = Ap, —
4?', q" (b — B) - qc = ^У", —q""±=
q"a — 9(Z7 ~B) = Ac/-, q" (.b + H) —
Aq1", Quo facto, facile conlirmatur, F

Bb 5
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Iransire in productnmfF per substitutionem p,p')
P"i p"'í 4i 4'i 4"i l"1 •> at que adeo e'xf et -Fconv
pobitam esse, si modo omnes numeri p, p1 etc.
eint integrL lam per descriptiönem iormae sim-

plicissimae, A est vel o vel f J3, adeoque -4 i»'
1 Сleger; ibinde patet, —. semper esse integrurn-

Hinc 9' — p, />', 9'" — p", p'" erunt integri,

superestque adeo tantummodo, vt probetur p et

p" esse íntegros. Fit autern pp + —^— == fy

piipii ^. ~JL"— == c> quamobrem si B = o, &

pp = a, p"p" — c, et proin p, p'1 integri,' si \'&'
10 B = £Л, fit pp + pq = a, p"p" + p"q" =z
c, vndè aeque facile concluditur, p et p" in hoc
quoque casu esse íntegros. Ex his colligitur, F e*
f et F esse compositam. Q. E. S.

255. Problema itaque e o reductum est, v*
omnes classes proprie primitiuas determinantis V
assignaje oporteat, per quarum formas repraer
sentari polest ^4 Manifesto Así repraesentaJrt
potest per quamuis formam cuius teiminus pr1'
mus est vel AÃ vel quadratura partis aliquotae
ipsius A; vice versa autem, si AA repr'aesentar*
Jjotest per formam /7 tribuendo ipsius indetern11"
tiatis valores <*г, 'ye quorum diuisoj: commu111*
xnaximus e. forma/ per substitutionem *, £, V>

transibit in formam cuius terminus primus r; '

fonnaque haec proprie aequiualebit formae/^ sl

C, í ita accipiunlur vt fiat «J — Gy — 15
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, in quauis classe, per cuius formas repràë-
5eiUari possit AA, inueniri formas, quarum ter-

primus sit AA vel qüadralurn partis ali-
ipsius A. -Res itaque in eo versatur, vt

fiasses proprie priinitiuae det. D eruantur,
quibus huiusraodi formae occurrarjt,- quod ob-
|цг sequerilL modo: Sint 0, «', я" etc. omnes

"lviisor'.'S ( positiui ) ipslus A^ inutistigentur omnes
s expr. f I) (mod. an) inter o et aã —^ i
siti, qui s'vnt ò, &', b" etc. statuaturque bb

D = аде, è'ò' — D = аас', Z?"/)" — 'D —
" etc.; compltíxus forrnarum (aã, b, c), (ÚMÍ,

> _ c ' ) etc. designetur per V. Time facile per-
spicitur, in quauis. classe det. Z>, in qua occur-

at forma cuius terminus primus дат, etiam, ali-
forniam ex ^ contentam esse debere. Si-

i modo eruantur omnes formae det. D, qua-
terminus primus a'a', médius inter o et а!а'

"*~~ ï incl. situs, designetarqus ipsamm comple-
,us per ^7- eademque ratione at V" complexus«

Sl*Hilium formarum quarum tern,iinus primus a"a"
*c« Eiiciantnr ex Ã^ / '̂, /-'" etc. omnes formae

З^ае non sunt proprie primitiuae, reducantur re-
^4Uae in classes , et , si forte plures a'dsint ad eandem

assetn pertinentes, in singulis classibus vna tau-
^ retineatur. Hoc modo omneá classes quave-
ltae habebuntur, eritque harum multitudo ad
nitatem, vt mullitudo omnium classium proprie

*.tlln.itiuaram (positiuarum) ad multitudinern clas-
in ordine O.

о Ex. Sit D =r — 551, atque 0 ordo posi-
-, ^s. deriuatus ex ordine improprie primitiuo

et' — 59» in q.uo forma simplicíssima (6,5, 90)
Bb 4
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siue A = 6. Hic о, я', я", a1" cnmt 1,2, 3,6»
^ continebit formam f ï, о, 5 3 г ) > У' ^-as ^4? 1?

155), (4»3' 135)> ^" lias U), о, 59)» (9, 3* 6°)'
(9,6,63;-, denique Г"' has (50,5, 15), (5o, í)» 1 7>»
(56, 15, au, (5ô, ai, 27), (?jö, 27, 55), (su, зз,45):

sed ex, his- duodecim. ioimis sex sur.t reiiciendae?
puta ex f11 secunda et tertia, ex V111 prima, ter*
tia, quarta et sexta, qua« omnes sun l
deriuatae; scx reliquae omnes ad classes
pertinere inueniuntur. Reuera multitudo classiuo*
proprie priniHiuavum (posit iuarum) det. — 551

est 18, multitudoque classium irnpr. piimitiüaruH1

(pôs.) det. — 59 (siue multitudo elassium def<

— 531 ex his deriuatarum ) 5, adeoque illa ъ&
banc vt б ad ï.

256. Solutio haec per obseruationes sequeö'
tes générales adliuc inagis illustrabitur.

I. Si ordo O est deriuatns ex ordine
*prie primiuuo, meti«tur AA ipsum D} si ver°
NO est impr. primitiuus л-el ex imp r. prim,
tus, eilt A par, D per J A A diuisibilis et
tiens ЕЕ l (mod. 4). I l ir ic quadratum cu
diuisoris ipsius A iiieüetur vel ip-simi D} vél sal'
tem ipsiun 40, et in casu posteriori quotieO*
semper erit ЕЕ ï (mod. 4).

II. - Si aa ipsum D inetitur, omnes valofeî

expr. ^/~D (mod. aa), qui quidera inter o et ^
— l ,iacent, 'erunt о, а, за...аа — a, adeo(iü®
a multitudo fovmamm in V , sed inter hrfs l°
tantummodo erunt proprie pnmitiuae, quo;t Jl

, merorum - , — — ï, - - — л ... ---- (a~~^
aa^ aa aa ^ aa
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cum a diuisorem communem non- babent. Quan-
do a = ï, У ex vnica forma conslabit, (4i, o,
"— - /->), quae semper erit projnle prirnitiua.
yuando я est 2 vel potestas quaécimque ipsius 2,
Seruissis illorum ß numero mm par erunt, semissis
irfipar; quart? in /^ aderunt ia forrnae proprie
primitiuae. Quando a est a]ius numerus primus
f> vel potestas immeri primi /;, très casus sunt di-
stinguendi: scilicet, omnes illi a numeri ad a primi

, adeoque omnes formae in V pr. priiniti-

si — per p non est diuisibilis simulque non

Residuum quadraticum ipsius pî si vero p ipsuití

^ metitur, in V erunt if ~— — iormae pr. pri-

ïnitiuae; denique si est res. quadr. ipsius p

per p non diuisibile, in V erunt — — — — for-

^ae pr. primitiuae. Ыаес ошгла nullo negotio

detnonstrantur. Generaliter autem posito a =

&P* q% rt ..., clesignantibus/7, q, r etc. numéros .pri-
impares diuersos, multitudo formarum pr. pri-

F erit NPOR . . ., vbi statui débet N =1
(si — o) vel N = 2'- ' (si * > 0)5 .P =z p*

Csi - - - est non residulml quadr. ipsius p ) vel P =a
aã •'

{p — l) p7r~ ï (si — per p est diuisibilis) vel

í* = (p— а) рт~1 (si -p- est res. qu. .ipsius

^ per p non diuisibile) 5 Ç, R etc. autem eodem

ex. q, r etc. sunt definíendi vt P ex p.
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ГГГ. Si aã ipsum D non metitur, erít i- —
7 ЛЛ

t-t ЕЕ ï (mod. 4), valoresque expr.
(rnocl. aã} hi la, f я, |я ... Сд — |я, vnde mul-
tando iovmarum in ^ eilt я, tot autem inter
ip.sas erun! proprie primitiuae quot ex numeris
D r D 9 D a, D , ,4. ,
ea - *' «i"*' eã - V - ^ - («"í)1 *d

csurit primi. Ouoties — ЕЕ. i ("mod. S), omnesv v да ч ' '
hi numeri erunt pares, adeoque in V nulla for-

ma pr. primitiua ; quando autem — -~д 'mod-
, * aa

8), omnes illi numeri erunt impares, adeoque
omnes I'ormae in f pr. prhnitiuae, si a est 2 vel
potestas ipsius a, generaliter auu-m in hoc casU
tot forrnae pr. primitiuae in У erv.nt, quöt illo-
rum numerorum per nullum diuisorem pritnunl
imparem ipsius a sunt diuisibiles. Multitudo haeC
erit NPQR ..,., si a = Zt^q^rt ..., vbi statuere
opoitet N = 2й, ipsos P, Q, R etc. aulem eo-
dem mo da ex p? ç, r etc. deriuare vt in cast»
praecedeiite,

IV. Hoc itaque modo multitudines forma-
rum pr. pvimitiuanim in V, /-% /^" etc. definirt
possunt; pro aggregato pmnium harum • multitu-
dinum haud difficulter eruitur sequens regula g&'
neralis: Si A = а'ЗСФ^"..., designantibus %
SB, S „etc. números primos impares diuersps}

jnultitudo totalis omnium formarum pr.
uarum in /^, f", V" etc. erit = ^nabc

statui débet n = l (turn si с = о, turn si -3
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l, mod. 8), vel n = a (si v > o simulque
integer), vel n = 5 (si v > о simulque ~í~

~5) mod. 8); porro û = 3Í (si 2Í ipsum -

, vel û = 3l ± ï (si 2t ipsum 4?

metitur, accipiendo signum superius vel iri-

*erius prout -^-f est non- residuum vel res. qu. ,
A A ' •

^psius *in, denique b, C etc. eodem modo ex SB,
^ deriuavi vt a ex 7t. Demonstrationem fusius
^ic explicare, breuitas non permittit.

V. lam quod attinet ad multitudinem classl-
^m, quas suppeditant formae pr. primitiuae in
^, T-7"', F1'1 etc., très casus sequentes sunt distin-
gUendi.

Primo, quando D est numeras negatiuus,
fonmae pr. primitiuae in ^, V* etc. con-

stltuent ciassem peculiarem, siue multitude ipsa
P^ssium quaesitarum exprimetur per formulam,
111 obseru. praec. traditam, duo bus casibus эх-,

is, scilicet vbi Д-j vel -— — 4 vel = — 5,

vbi D vel = — AA vel = — | AA Ad
emonstrationem huius theorematis manifesto

i tantummodo débet, fieri non posse, yt
formae diuersae ex ^, ^', ^" etc. sint

aequiualentes. Supponamus itaque , ( /ift,
(A'/i', z', /t') esse duas formas diuersas pr.

ex ^, ^ ^r" etc. ad eandem ciassem
s, transeatque prior in ppsteriorem per

SubtUutionem propriam л, C} y., S ; vhde habe-



Ъипшг aequationes aí — £:< = ï,
-j- fr/v = /?'/c, /г/?*С + i ' «S + Су) + /tyí == г'-
Hinc facile concluditur, primo -.• certo non esse
= o (vnde sequeretur, esse & = _+ l, hh ^
h'li'i i' =- i (mod.hh) adeoque formas proposi-
tal idênticas, contra hyp.); secundo, y diuisibi-
Irm es.se ]>nr díuLsorein maximum commúnero
nuini-roi um /7, //'; (ponendo c-nim liunc diuiso-
rpin = /', li,c mai i i f r - to etiain metietur ipsos 2Ц
2 / ' , ' a i i /c vero erit pi-imus; praelerea r/- metie*
lur iosuin /г//А — Л'/г'А:' = ii — г''/'5 vnde fa"
eile de i luc i tur , /" etiam metiri ipsum i — z'; ha"
betar eutein лг' — Ii'Ii' = «í + ^A:, vnde yk e*
proin etiam y diuisibills ent ppr / • , , • tertio, esse
(л/г/г + -.г,^ '.— D >y — hhh'h'. ' Ponenrlo ' ita.-
que n/г/г + •./' = rp: y = iq-, p et (.; erunt iû"
teiíri quorum posterior non = o? aique pp •*"
r. . hhh 'h1 „ , hhh'h' . •
/A/í? = — . bed ent numerus-11 rr rr

mus per Jih et Ji'h' s'unul diuisibilis
ipsum AÃ et proin etiam ipsum ^.D

4 Drr , . , .1 quare -j,,,^ erit integer (negatiuus), quem

tuend o = —• e, erit pp — Dqq = ••—

4 = (-7-//-)* + ^9<7> ш qua aequatione J

C"/*/, ) l tamquam quadratum ipso 4 minus

cessa rio erit vel o vel i. In casu priori erit
. ,-, . /z/z'. , j * . 4

= 4, et i^ = — ( -") i vnde sequitur, ^

esse quadratum signo negaliuo affectum
cerU) non ~ l (mod. 4 , neque adeo O o1.
nem improprie primitiuum neque ex irnpröpi'i6 Pr
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deriuatum. Hinc —лл prit integer, vnde

deducitur, e per 4 esse diuisibilem, qg =;
l -n , A / i \ , . A A . '*;j L> = — ( — )* atque etiam — 7J- mtegrum.

П
necessário erit Z) = — .A4 siue -j

l , quae est exceptio prima. In casu ppsteri-

erit £^o = 5, vnde e = 3 et 4 D =s
- / kk' , , . A/2' v , . . -
5 С — )l,-hinc 5 7 л ) ent integer, qui, quoni-

„ a
per quadratum integram ( « , , ) ' multiplicatüs

5, non potent esse alius quam 5; hinc
4-0 = — 3-^^ siue D = — \AA^ quae est ex-

io secunda. In omnibus igitur reliquis casi-
omnes formae'pr. primituiae in lr, V', V"
ad classes diuersas pertinebunt. — Kro casi-

exceptis ea, quae ex disquisitione haud diffi-
ClU sed hie breuiLaiis caussa supprimenda resul-
^Uerunt, apposuisse sufficiat. Scilicet in priori,
*x lonnis p r. primitivas in V, lr'> lr" etc. binae
^toper ad eandem. ciassem pertinebunt, in poste-
ri°ri ternae, ita vt multitudo omnium classiurn
l^aesitarurn in illo casu liât semissis, in l^oc triens

is expressionis in obs. práec. trailitae.

Secundo quando D est nvfmrrus positiuus
ratus: singulae forma e pr. priniitiuae in ^

» V" etc. siue exceplioiie ciassem peculiarem,
^°H.sUtiumt. Supponanins enim, hh, z, A), (h'h1,
a' ^') e,«se duas tules formas diuersas propõe

e1uiualentos, transentque prior in posterioremt
subsritutionem propiiarn «> »> v> Л Turn
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pátet, omnia ratiot inia pro casu praec. adhibita, in
quibus non supponatur D esse negatiuum, etiam
hie valere. Désignantibus itaque p, q, r idem vt

illic, euam hie erit ~-r integer, at non arn-
. ' hhh'h1 ъ

plius negatiuus sed positiuus insuperqup quadra-1

37*W
tus, quo posuo = ggvent (rr;)1 — ggqq — 4)

O. E. A., quia differentia duorum quadratoritrri
nequit .esse 4, nisi quadratum minus fuerit o;
quamobrem suppositio consistere nequit.

Pro casu tertio autem, vbi D est numerus
positiuus non quadratus, regulam generalem pro
compai-anda multitudirie formarum pr. primitiua-
lum in V, V', V" etc. cum multitudine classiur»
tjiuersarum inde resultantiurn hucusque non lia'
bemus. Id quidem asserere possumus, hanc vel
illi aequalem. vel ipsius partem aliquotam esse;
quin etiam nexum singularein inter quotienteiï*
horum numerouim et valores mínimos ipsorurn
í, u aequalioni tt — Duu =,AA satisfacientes
deteximus, quem. hic explicara' nimis prolixurö
foret; an vero possibile sit, ilium quotientem irt

omnibus casibus ex sola inspectione numerorur°
J9, A cognoscere (vt in casibus praecc.), &
hac re nihil certi pronunciare possumus.
quaedam exempla, quorum numerum q
facile augere potent. Pro D = 15, A ==
multitudo formarum pr. piim. in V etr. est 5>
quae omnes sunt aequiualentes siue vnicam
sem efficiunt; pro D = 57, A =. 2, etiam
formae pr. prim, in V etc. habentur, quae
très classes diuersas pertinent.5 pro D =
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^ =r 7 ., habentur beto formae pv. prim, in tf
etc. quae efficiunt quatuor classes; pro D = 869,
""• = 17 in /^etc. sunt 18 formae pr: primitiuae,

em^pro D = 1445, A = 17, sed quae pro
determinante in duas classes discedunt, pro
in sex.

VI. Ex applicatione huius tneoriae gpnera-
•^ ad pum rasum, vbi Ó est ordo improprie
Prin-rit'mus, roU'igitur, mullinidinem classinm in
"oc orditie coiitentamm fore ad multitudineni
Ornn';um classium m ordine pronvie primitiuo.
^ ï ad muititudinem classium. diuersai'um quas

bae très formae (1,0, — £>), (4, ï, T-̂ ~ ),
— П

(4? 3, — ....... - ) efficiunt. Et quidem hinC resul-
4

tahit vnica classis, quando D ЕЕ ï (mod. 8),
' in hoc casu forma secunda el tertia sunt

rie primitiuae,- quando vero D El 5
8), illae très formão omnes ei-uat pro-

primitiuae totidemque classes diuersas pro-
si D est negaliuus, vnico casu excepto,

oi D = — з, in quo vnicam ciassem constitu-
^t; denlque Casus vbi D est posiüuus (formae

+ 5) a(l eos pértin et, pro quibus regula ge-
eralis hactenus desideralur. Id tarnen asserere

i°ssurnus, illas très formas in hoc casu vel ad
les classes diuersas pertinere vel ad vnicam,

ad duas 5 facile enim perspicitur, si

(i,o,-P), (4, ï, i^£), (4, 3,
4

resp. pertineant.ad classes K, K1, K'1 fore
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К + -К1 = К1, К' + К> í= К", adeoque, si К et
К', identicaë esse supponantur, etiam K' et -K'*
idênticas fore; simili ratione si К et K" suppo-
nuntur esse ideiiticae, .elrani K' et K" erunt; de-
nique quutn sit K1 /f K" = Kr ех> suppositione,
К1 et'-K" idênticas es^e, sequitur, etiam K et K"
coinciuere; vnde coHiufiuir, vel omnes três cias-
sés K, K\ K" esse diue.'sns, vel onínes três iden-
ticas. E- g- infra 600 clantur 75 numeri formas
Qn .{. 5? inter quos sunL 17 determinantes pro
quibus casus prior locum habet siue multitudo
clashium in ordine ' p r. priraitiuo ter maior est
quam in ùmpr. primitiuo, puta 57, 101, 141, i89i
197, 269,,525, 533, 349, 373,.381, 589, 39/'
405, 485, 557 ^ 573í Pro 58 reliquis casus po-
sterior valet, siue multitudo classium in vtroque
ordine est aequalis.

VII. ,Vix opus erit, obseruare, per disquisi'
tionem praeced*íntem non solum multitudinçS
classiurn in -ordinibus diuersis eiusdem, determi'
nantis comparai! posse, sed illam etiam ad qtios-

, uis determinantes diuersos qui rationem quadr*'
torum inter .se tt^eant esse applicabilem. Sc№'
cet désignante O ordinem quemcunque det. i
O' ordinem det. drii'm1, O comparai! poterit
ordine proprie primitiuo det.' dmrn, atque hic ci
ordine deriualo ex ordine p r. prim. det. d,
quod respeclu mulútudinis claseium eodem
cum,hoc ordine ipso,- et cum eodem pi
simili ratione comparari poterit ordo O'.

257. Inter omnes classes in ordine dato °e'
termmanlis dati imprimis classes ancipites disqul



ад'опет vberîorem postulant), dèterïnmatloquit
' j ^ H Ü S u j h a r u m classiuoajádí, multa alia viam

aperiet. Sufficit autem^rbwic .multit.udinern
solo ordine pr. prirnitiuo assignare, quum ca-

telícftn- ad 'huhc facile recîuéi tiossíht. Hoc
tittoi- 'itá absoluemus, vt.- primo oinnes f oft
andpiïes piv • primitiUas1 (i4, B; C) determi-
s' proposlti •£?,'• in 'quiTitíte"VeI 'B =í= <y vei' '3
íív .eçuere , jtune ex 1гагит ^lultitudin^ ртиЙ>

omnium classium ancipittun pr. primi»
det. Z?'inuenire docfeamus*

I. Omile.s ,formao-pí. primitiuae (^, o', U)
^etermmantis 'D manires.rò' ihltenmntur, accipien-
^° pró A :singulos diuisóres ipsius D (turn posi-

turn negatiue) pro .quibus C = — -^
" ' " '• -

primus ad -A. Quando -itatjue D -^s l, -dLiae
iusmodi forrnae dnnlur ( 1 , 0 , '-^ •• r i }^ ;('— i^
i)j totidem quando D = -^ i, puta ( i, o,

Л ( — l, o, — l); quando JJ est numerus
aut numeri priitíi potesrás !(síuo "sigilo
sme negatiuo), quatuor dabuntur ( i , " p j
(— 1 , 0 , / ) ) , (D, o, - i), (- D,

> l). Generaliter autem, quando D per n riu-
^fos primos diuersos est diiúsibilis (ínteí qnos
-,°c loco etiam 2 in cotnpütum ingredi débet):
^°lmtur omnino a"-*-' huiusmodi fovmae;: ̂ scilî^
^ posito D = ±_ PQR. ..., designantibus P,
Л> -ft etc. números primos diuersos aut numero-
. ^ primorum diuorsorum potestates quorum
b^utudo = П) Valores ipsius A erunt ï, /*, Q^

t. ^- atque .producta ex quotcunque horum nu-
er°rumj lioriim valorum multitudo iit per theo-

Cc



dupticanda fst, quo-'
singuHs. fvah»ite\is: turn sigmèn -ji

mm negaüuuni; tribuere? oportet.

II. f Simili nvDclo patet, onines.
prjmitiuas .( $$,, 5, •<?),derermmamis!dp,,Ql#inerí»
si , pro Б accipiantur omnes diuisores- rinsius.:*<

et negativ^.).,. рд-о quibus.C =-\ (B~*

-•̂) fit integer et ad- :aB primus. Quáírt i

Ò rieíossario "debeat ,esse impar, adeoque.CC1 <*
ï (mod. 8 }, ex Я'= ß5 — зБС = (Б — С)'1 — ^
çeauitur, D çsse ve^:= 5 (mod. 4), quando Б impai"»
Vel5^o(motí,8),quando.Bpar; quoties itaque D ali*
eu i numerorum 1,2,4,5,6 sec. mod. 8 est .congruU«»
nullàe huiusmodi íormae dabuntur. Quando ™
£ -5-(mõd. 4), С fît inte'ger et iiTipãr,u quicUJ1'
que ;diuisor -ipsuis D pró B actipiatur; ne vero ^
dlukorem communem cum йВ habeat, B ita ac'

dpi debebit, vt -„ ad В fiat primus; hinc pr°

'JQ ,= — _, ï /duae formae habentur (2, ï, l)'
(__ 2., — . ï, ~r- ï), generaliterque facile persp1'
citur, -si multitudo omnium numerorum prim0'
fum ipsfim D melienuuin sit n, omiiino
cere an-i- .': formas. — Quando D per 8 est
sibilk," С nt integer, accipieiido pro B diuis
quemcunquo p^rern jpsiu« ID; conditiôni a

autem, П С = I B - j^ ad зБ sit

satisfit primo , accipiemlo pro 5 omnes diuisore

impariter pares ipsius D, pro quibus „ cuH1

diuisorem commUnem non habet, quorum Я111..
titudo (habita ratióne diuersitaús signorum) e
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1 , si D per n números 'primos impares fliuer-

e°s diuisibilis esse supponitur; secundo, accipien-
^° pro B omnes diuisores pariter pares ipsius
5 -D, pro quibus -д fit primus ad B, quorum

^Ultitudo quoque erit a"-*-', ita vt in hoc 'casu
oinhino habeantur a0"1"4 huiusmodi formae. Sei-
let ponendo D = +. 2"PQR..., désignante p
e*ponentem inaiorem quam 2; P, Q, Л nume-
r°s primos impares diuersos aut talium numero-

. ^tn primovum potéstate.* quorum multitudo n:
tllni pro *B, turn pro —n accipi possunt valo-

i, P, Q, R etc. productaque ex quotcunque
numeromin, sjgno et positiuo et negaüuo.

Ex his omnibus colligitur, si D per n nu-
primos impares diuersos diuisibilis suppo-

( statueudo n = o, quando D =z= +^ i aut
Í s aut potestas binarii), multitudinem omnium
:°ïmarum pr. primitiuarum (^, J3, С), in qui-
b4s£velovel \ A, fore ú"4"1 quandoDaut r— i
^ut S & (mod.8)', u""*"1 quando D == a, 5, 4,
i^aut 7 (mod. 8S' denique 2n"*~! quando D
Г-^ о (mod. 8). Quam comparando cum üs quae
11 art. 251 pro multitudine omnium characterum
|.°ssibilium formarum primitiuarum d et. D tra-

obseruamus, illam in omnibus easibus
esse duplo hac maiorem. Ceterum ma-
est, quando D sit negatiuus, inter illas

lotidem positiuas affore quot negatiuas.

»58. Omnes formae in art. praec. erutae
pertinent ad classes ancipites, et vice

Cca



versa in quaùis classe ancipite pr. primitiua
D saltem vna illarum formaram contenta esse
débet; in tali enirn classe certo adsunt formae
aucipites e.t cuiuis formae ancipiti pr. primitiuae
(a, b, c) det. . D aliqua fomiarum art. praec-

aequiualet, scilicet vel (a, o, --- ) vel ( #1

5я, iß — — ), prout b vel ЕЕ o vel ЕЕ la (moa-

a]. Problema itaque eo reduc'um est, vt quo*
classes diuersas illae iormae constituant inuestï*
gemus.

Si forma (л, о, с) est inter formas art-
praec., forma (с, о, a) inter easdem occurre*
et ab illa^ semper erit diuersa , vnico casa excepto
vM a = с — +_ i adeoque D — — ï , quel*1

aliquaritisper seponernus. Quoniam vero hae fof
mae manifesto ad eandem ciassem pertineU1'»
sufficit vnam rétine re, et quidem reiiciemus
cuius terminus primus est maior quam tertius;
casum vbi a = — с — + i siue D = \
que sepouemus. Hoc modo omnes formas ( -^
о С) ad serrassem reducere possumus, retinendP
eibinis semper vnam,- et iri omnibus remaneJJ*1'
bus erit A < >/" +. D.

Simili modo si inter formas art. praec. °c

currit forma ^ 26 , b , с ) , inter easdem reperie

tur (4c — sb, se — &, c) = (~ -, — -^

c), quae illi proprie aequiualens et ab ipsa "*
uersa erit, vnico quem seponimus casu excep

bi*vbi с = b = +. l siue



formis earn retinere sufficit, cuius terminus
primus est minor quam terminus primus alterius
(tftagniludine aequales, signis diuersi iu hoc casu es-
Se nequeunt) ; vnde patet, etiam- omiies iormas ( 2/Î,
•°»C; ad semissem reduci posse, e biiiis vnamsem-per
eùciendo; et in remanentibus esse В < „-siue5<

V jj^jö. Hoc mod о ex omnibus fovmis art. praec.
semissis tan turn remanet, quarum complexum
per W designabimiis, iiihilque superest, nisi1 vt
°stendamus, quot classes diuersae ex his formis
°iianl.ur. Ceterum manifestum est, in eo casu,
vbi D sit negatiuus totidem, formas positiuas in
*v affore quot negatiuas.

L Quando D est negatiuus, singulae for-
in W perlmebunt ad classes diuersas. Nam

Ouuies formae (Л, o. C) erunt reductae; simi-
liter omiies formae (aß, Д, С) reductac erunt,

'praeter eas in quibus С < a B; in tali vero for-
l^a erit 2C < 2 В + С; vnde (quoniam В < -g
l- e. В < зС — В, adeoque 2Д < аС1, siue В
^ С)j äC — äB < С et С - В < 1C et proiri
(С, С— В, С), quae iTianifesto illi aequiualet,
forma reducta. Hoc modo totidem formae re-
•iüctae habentur, quot formae habentur in /^, et
quum facile perspiciaîur, inter illas neque idênticas
neque oppositas occurrere posse, vnico casu escepto
vbi С — Б = о, in quo erit В =• C= Í *> adeo-

£) = —- i, quem iam seposuimus;: oinnes
classes diuersas pertinebunt. Hinc colligitur,

omnium classium ancipitum pr.
deL D multitudini formai'um in W
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seu semissi multitudinis formavum art praec. ae*
qualem. esse; in casu excepto 4sutem J) = — 1

per compensationem idem euenit, scilicit duae
classes habentur, ad quarum alteram pertinent
îormae (i, o, i), (a, i, i), ad alteram hae

( - i, o, — i), (— 2, — ï, — i ). Generallief
itaque pro determinante negaúuo mulütudo
omnium classium ancipitum pr. prim, aequaiis
est multitudini omnium characterum assignabi*
lium formaram prfmitiuarum huius determinai*
tis j multitude classium ancipitum pr. prim, posl'
tiuarum autem semissis erit.

II. Quando J) est positiuus quadratus = hhr

haud difíicile demonstratur, singulas formas i11

W ad classes diuersas pertinere ; sed pro hoc
casu ad problematis solutionem adhuc breuius se"
quenti modo peraenire possumus. Quum pef

art. 210 in qviauis classe ancipite pr. prim, det-
/г/г, neque in vila alia, -contineatur forma redu-
cta vna (д, Л, o), in qua a est valor expr. V
ï (mod. 2/z) inter o et 2Л — i incj. situs: per-
spicvium est, totidem classes ancipites pr. prit11'
det. ЛЛ dari, quot valores expressos ilia habeat-
Ex art. 105 autem nullo negotio deducitur, niul'
titudinem Jiortzm valorum esse a11 vel a11"*"1 ve*
onH- *, prout h sit impar vel impariter par vel parité1'
par, siue prout D^E1. ï vel ЕЕ 4 vel S o (mod. 8)?
désignante n multitudinem diuisorum primoruO1

imparium ipsius h siue ipsius J). Hinc colligitur,naul'
titudinem classium ancipitum pr. prim, semper es$e

semissem multitudmis omnium formaram in
p'-a^c. erutarum, siue multitudini formarum
t'F, vei omnium characterum pflssibilium



ПГ. Quando D est positiuus -non qmdratus,
e* singulis forrais (A, R, C) in W- corttétrtis«
alias deducamus (A, B1, C')? accipiendo В1 Щ'
B 'mod. A) et inter limites ^f D eli/~D ~3p"A'
(vbi siçnum superius vel inferias a-lbibendum,

B'B' - D
Prout A est pôs. vel neg.) atqvie •€' = ——~f~~>

designemusque harum complRXum ,per ЙЧ Ma-
nifesto hae iormae erunt proprie primitiuue an-
cipites det. Z), atque ornries inter se diuersae:
praeterea vero oinnes enmt iormae reductae..
Quando enim A < y^D, B1 manifesto eiit^ <.

VD atque positiuus; praetevea R1 > \/~ D -\- -^
adeoque A>\/~D ~ B' etproin^, positiueacceptas,
ceito inter y^Z? + B' et ^/~ D ~ B1 situs.
do vero A > \fD, non poterit esse Б =
(quippe quas formas eiecimus), sed erit
sario B — \ Л$ bine B' magnimdine ipsi \A ae-
qualis, slj^no positiuus (quoniam enim A <i
U\TD, ^1 l -4 iacebit inter limites ipsi B1 assi-
gnatos, ipsique B sec. mod. A erit congruusf
quare В' = ± \ A}, proin B> < fü, vnde
аЛ' < SD + B' siue А < fD + B<, quaitiob-
rem + A necessário inter limites \/"^ + -S' ®*
•V~7J — В1 iacebit. Denique W1 omues formas
reductas pr. prirn. ancipites det/ D- eon№iebit;
si enim (a, b, c] est huiusmodi forma, erit vel
b ~ o, vel b = I a (mod.и). In casu рг'юй
Manifesto non poterit esse b < a neque adeo

о •> ^"D, quapropter forma (a, o J — -^) cer~

to contenta erit in JF, et rrspondens (a, b, c)
in W1; in posteriori cerlo eril: a <. v^fD, adeo-

( a ^ l ' u j ^ a —-) in ^ contenta, atque>
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respondens (/г, b,-.c) in.-W'. Ex his colligitur,
inultitudinem -formaram in W- aequalem esse
multitudmi o-mnium, formarum reductaxum anci-
pitum pr. prim, det, D; quoniani vero in singuv
lis clässibus ancipilibus binae formac1 reductae an-
cipittís contmentur (artt. 187, 194)7 multitudo
omnium classium ancipitum pr. prim. det. D erit
semiissis multitudinis formarum in W, siue semis-
$is o:mnium characterem assii>-nabilium.

259. Muítitudo classium antipitum impro-
prie primitiuarum determinantis daü D multitu-
dini proprie primitiuarum eiusdem dct. semper
est aequalis. Sit K classis principalis, atque ЛГ',
K" ele. reliquat classes ancipites pr. primiúuae
huius determinantis; L aliqun classis anceps im-
proprie primitiua eiusdem det., c. g. ea in qua
est íovma (2, i, 5.— iö). Prodibit itaque ex
composilione classis L cum .K classis L ipsa ; ex
compositione classis L cum K', K" etc. prouenire
euppopanius classes L1, L" etc. ré%p., quae mani^
festo omne-s ad eundem detenninantem D per-
tinebunt, atque impropric pnimliuae et ancipi-
tes erunt. Patet itaque, theorema demonstratum"
fore, simulac probatum íuerit, omnes classes L)
L1, L" etc. esse ídiuersas, aliasque ancipites impf-
prim. det. D 'praeter illas *non dari. Ad hunc
íinem sequentes casus distinguimus :

I. Quando multitudo classium impr. primi-
tiuarnm muJtitudint pr. primitiuarum aequalis est,
quaeuis illaruin oritur ex compositione classis b
cum classe determinate proprie primitiua, vnde
necessário omiies Z/, ^', L" etc. erunt diuersae.
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^signante autem £ ciassem quamcunque ancipi-
impr. prim. det. J5, dabitur classis proprie
itiua Ä tails vt sit JC + L = 2,- si classi A

°PposLta' est classic '&', erit etiam (quo-
^ащ classes £, 2 sibi ipsae oppositae sunt) A'
г £ ~ 2, vnde necessário à cum jî' idêntica,

ег1Ц adeoque classis anceps: hinc A reperie-
l^f inter classes K, K', K" elc. atque 2 inter has
£> Z.', L" etc.

1Г. Quando raultitudo classium improprie
t«r maior est quarn multitude cias-

pr. primitiuarum, sit H classis in qua est
íorma (4, i, — ~-~ ), H1 ea in qua est forma (4,

л *
3, - --- ^ eruntque H, № proprie primitmae
et tum inter se turn a classe principal! K diuer-
s^e, atque H + IP = К, аЯ= Я', Q Я' = H;
^ si Ç est classis quaocimque iraproprie primi-
.ua uet. j) j quae oritur ex compositione classis
7* cum propvie primitiua Â, erit etiam Z z= L
•f Â -f Я et S = £ -f Â -f Я'; praeter três
'asses (pr. prim, atqme diuersas) Ж, А + Я, Ã
. H' aliae non clabuntur, quae cum Z/ compo-

' ae ipsam £ producant. Quoniam igitur, si. S
ff

st auceps atque Ã' ipsi Â opposita, eViam L -h
, ^ 2, necessário Ã' cum aliqua illavum trium

e.
ussimn idêntica erit. Si Ã< == Д, «rit Â anceps.;
' *' == Â + Я, erit í = Â + Â' =; a« + Я

a(Ä + Я') adeoque Â + Я' anceps;. shnili-
si Ã' = Ã + № erit Ã + Я anceps, упаьг

, 2 inter classes L, L', L" etc, neces,-
iQ reperiti. Facile antera perspicitur, inter

Ce õ
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très classes А, Я + H, S, + H' plures ancipite»
esse non posse; si enhn turn Л turn Ã + // an-
cipites essent siue cum oppositis .suis $', St' + ^*
resp. identicae, foret A + H = & H>; eadeifl
conclusão résultat ex suppositione, A et Ã + H'
esse ancipites; denique si & + H, & + PI' ancj'
pites siue сищ oppositis suis A' + //', A' + **
identicae essent, fievet Ã + // + A' + Я = &'
+ Я' + A + H', vnde 2//= 2//', siue //' == ^
Quamobrem vnica tantum classis anceps pr.
dabitur, quae cum L cornposita ipsam Й
adeoque omnes £, /,', Z/" etc. erunt diuersae.

^Multitude classium ancipitum in ordine àf
riuato manifesto aequ^lis est multitwdini classiu^1

ancipitum in ordine primitiuo ex quo est der*'
uatus,. adeoque per praecedentia semper potei'1

assignari.

260^ PROBLEMA. Classis proprie primitiv* *
áeterminantis D oritiir ex duplicatione classis propr

primitmae k etusdem deter min antis: quatruntur от*1

símiles classes, ex qiiariirn duphcatwne classis K oriü*

Sol.. Sit H classis principal« det. J) atg^
JFP, //", //'" etc. reliquae classes ancipites pr- Prl

mitiuae eiusdem. determinants; classes quae
harum compositione cum k oriuntur, k + ^\'lli
+ Я", A + H1" etc. designentur per k', k", *
etc. Tune omnes classes k, Â', k11 'etc. erunt p '
primitiuae det. D et inter se diuersae;
facile persptcitur, ex singularum
oriri ciassem K. Dénotante autem Â
quamcunque pr. prim. det. Z), quae



ciassem K, necessário inter classes fct k>t

. etc. contenta erit. Ponatur enim Ã = k + £,
W3 vt Jp sit classis pr. prim. det. £> (art. 249),
eritque -2k + зф = 2Ã = A" = 2&,, vnde facile
c°ttcluditur, 2.f> comcictere cum classe principali,
* esse ancipitem siue inter //, //', //" etc. con-
Cíitam, atque Ã inter fe, k1, k" etc.; quamobrem
ae classes completam problematis solutionem

Ceterum manifestum est, in eo casu, vbi D
^ UegatLuus, e classibus A, /c', A" etc. semissem
°re classes positiuas, semissen* negatiuas.

Quum igitur quaeuis classis pr. prim. det.
) <juae ex vllius classis similis duplicatione oriri

P°test, omnino ex totidem classium simiiium
uplicatione proueniat, quot classes ancipites pr.

det. D dantur: perspicuum est, si multi-
cunctarum classium pr. prim, det D sit r,

omnium classium ancipitum pr. prim.
det. n, multitudinem omnium clas-

pr. prim, eiusdem det. quae ex duplications

s classis produci possint fore — . Eadem
' я

résultat, si, pro det. negatiuo, characte-
. s rj n multitudinem classium positiuarum de- •

ille omnium pr. prim., hie solaram a№-
Íta e. g. pro D = — 161 multitude

clgssium pr. pr. positiuarum est 16, mul-
udo apcipitum 4, vnde multitude omnium clas-

Uln quae per duplicationem alicuius classis orir»
debt;bit esse 4. Et reuera irmenitar,



omnes classes in génère principal! contentas
proprietate esse praeditas,- scilicet classis princv
palis (ï, o, 161) oritur ex duplications quatuor
classium aacipitumj (2, ï, 18) ex duplication6

classium (9, ï, Ш, (9, — \, 18), ( n, a, i5)»
(11, — -2, 15); (9, ï, 18) ex dupl. riassiurft
(3, Ь54Ь (6, ij 27>. (5, — 2, 35), do, 5, 1 7 - *
denique (g, — ï, 18) ex duplicatione

5,

об I. THEOR.EMA.. Л'ешг'мг отшит characte-
fum assignabiliuin pro determinante posittuo non qi№~
drato nulla genera pritprie prbiiitiiia respondere pos"
sunt; pro determinante negal'nio autem nulla genet!*1

froprie primittua positiua.

Dem. Sit m multitudo omnium
proprie primitiuorum (positiiioram) déterminai1'
tis D'-, k multitudo classium in singulis gener
conten\avum , ka vt km sit muhitudo omnium
slum proprie primitiuarum (positiuarum); n
titudo omnium characterum 'diuersorum pro
det. assignabilium. Tune per ait. 258 multitu"0

omnium, classium ancipitum ( positiuarum ) $'
primitiuarum erit |л,- hinc per art. praec. rti^'
titudo omnium classium pr. prim, quae ex'
plicatione similis classis oriri possunt erit —^

Sed per art. 247 hae classes otimes pertinent *.
genus principale, in quo continentur k classes? f
îtaque omnes classes generis principalis ex dup^
catione alicuius classis proueuire possunt (C[u0

reuera semper locum habere in sequenubus №
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^onstrabitur), erit — — = /t, slue m = |nj
Certo autem nequit esse — — > k neque adeo m

I n. Quoniam ilaque multiiudo omnium ge-
pi. prim, (positiuorum ; certo non est

quarn semissis omnium characterum assi-
um: ad minimum homm semissi talia ge-
respondere nequeunt. Q. E. D. — Cete-

rurn probe notandum est, hiiic nondutn sequi,
semissi omnium cliaracterum assignabüium re-
fera respondere genera pr. prim, (positiua), sed

propositionis grauissimae veritas intra de-
e reconditissimis numerorum mysteriis
poterit.

Quum pró determinante negatiuo totidem
§enera negatiua semper exstent quot positiua,

' ex omnibus characteribus assign abili bus
i plures quam semissis generibus pr. prim, ne-

competere possunt, de qua re vt et de
^neribus irnpr. prim, infra loquemur. Denique

°bseruamus, tlieorema ad déterminantes positi-
fs quadratos non exlc-ndi, pro quibus nullo ne-
ê°tio perspicitur singulis cbaracteribus assignabi-
^bus gênera renera respondere.

262, In eo itaque casu, vbi pró determinante
quadrato dato D duo tantummodo cbarac teres

luersi assirnari possunt, vnico tanlum genus pr.
rimitLuum (positiuum) respondebit, ( quod non

ioterit esse aliud quam genus principale), alter
formão pr. prim, (pôs.) iliius deternimantis

euemt ro determinantibus . — l,
a> — 2, — 4, nuineris primis formae 4«
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positiue, iísque formae 471 -f- 3 negatiue acceptis,
denique pro omnibusnumerorumpnmorurn iormae.
4«+ ï potestatibus exponents imparis posiu'uesurn-
tis,etpro potestatibus numerorum primorurn iormae
4^ + 5 positiue vel negatiue sumtis prout expo-
nentes sunt pares vel impares. Ex hoc principio
methodum nouam haurire possunius, non modo
theorema fundamentale, sed etiam reliqua theo-
remata sect, praec. ád residua — i, -f 2, — з
pertinentia dernonstrandi, quae a methodis in
sect, praec. adhibitis omnino est diuersa, elegan-
tiaque his neutiquam inferior aestimanda vidttur.
Determinanten! — 4 autem, et qui svint nume-
rorum pritnomm potestates, quum nihil no^1

doceant, praeteribimus.

Pro determinante — l itaque nulla form*
positiua datur cuius character sit 5, 4; pro deter-'
thinante + a, nulla omnino forma cuius cha-
racter sit 5 et 5, 8 ; pro determinante — a null* •
formae positiuae competet character 5 et 7, 8»
pro determinante -f p, si p est numerus primes
íormae 4 /2+1 , vel pro determinante — p> s*
p est numerus primus fonnae 4« -f- 5, nulli for*
mãe pr. pr. (positiuae in casu post.) competet
character Np. Hinc theoremata sect, praec. se'
quenti modo demonstramus:

I. Est — l non residuum cuiusuis «.
(positiui) formae ^.n 4- 5. Si enim — ï resi-
duum talis nutneri A esset, faciendo — l = ß&
— AC, foret (A, B, C) forma positiua det. •— -
cuius character 3, 4,



IL Est — ï residuum cuiusuis numeri pri?
fcu. p formae 471+1. Nam character formaq
\ — ï, o, yo), sicuti omnium propt'ie primitiua-
^m del. pt erilRp, adeoque — iRp,

Ш. Turn -f 2 turn • — 3 est residuum cuius-
Uls numeri primi p formae 8« + ï. Nam vel for-

(8, ï, I-^),.C~8,J,.^~),-veliae (8,

p' ) , ( — 8, 5, -19 ) erunt proprie prirhi-

(prout n impar vel par), adeoque ipsarum
character Rp', hiiic + 8Rp et — 8Ä/?, vnde

IV. Est + з non residuum curusuis numeri
-|- 5 aut 8л + 5- Si enim esset, resi-

duum talis numeri ^, daretur forma (A, Б, C)
+ 2, cuius character 3 et 5, 8.

V. Simili modo — a est non residuum cu-
lusuis numeri Jormae 8« + 5 aut 8n + 7, alio-
Ч^Ш 'enim daretur forma (Л, B, C) detei'minan-
4s — 2 cuius character 5 et 7 , 8.

VI. Est — 2 residuum cuiusuis numeri pri—
1 p formae 8n + 3. Hanc propositionem per

^ethodmn duplicem demonstrare licet. Primo,
^U4tn per IV sit -f zNp, atque per I; — iNp,
llecessaiio erit + 2Rp. Demonstratio secunda
Petùur ex consideratioue detenninantis + zp, pro
iu° quatuor characteres sunt assignabiles , puta
y» ï ef з, 8j /V^ 5 et 7, 8ï ^, L ^ 5» 8î

^' 5 ei 7, 8, ex quibus igitur saltern duobus



nulla genera _respondebunt. lam forraae ( ï , oj
.' — 2/3) competit character primus f i'ormae ( — Ч
о, 2р~) quartusj quare qui i'eiici debent sunt se'
cundus atque tertius. Quum itaque character for*
mãe (/?, o, — a) relatiue ad -numerum. 8 sit 1
et 3, 8, ipsius character reialiue ad p non pote-
rit esse alias quam Rp, vnde — %Rp.

VII. Est + s residuum cuiusuis numeri pvi^
mi p formae 8n + 7 ', quod per methodum ct^'
plicpm dernonstrare licet. Primo, qaum ex I et
V sit — iNp, — uNp, erit + 2Rp. Secundo

quum vel (8, ï, ^ ) vel (8,5, ^ ) sit for-
*4lma proprie primiliua determinantis p fprout /*

par vel impar), ipsius character erit Rp, adeO'
que 8-R/? et

VIII. Quilibet numerus primus p
471 + ï est non residuum cuiusuis
imparis <7, qui ipsius y« non residuum est. "Pate*
enim, si p esset residuum ipsius <jf , dari forma*11

proprie; primitiuam delermmantis p cuius cli**
racter A/?.

IX. Simili modo si numerus quicunque io**
par ç est non residuum numeri primi p fon«ae

4'z + 5» ег^ — P non residuum ipsius ç; ali°"
quin enim daretur forma positiua pr. primitiua

determinantis — p cuius character Np.

X. Ouiuis numerus primus p formae 4« + *
est residuum cuiusuis alins numeri primi </,
ipsius p residuum est. Si etiam q est
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5,' erit etiam — q residuum ipsius -p .(pro*
II) adeoque pRq (ex IX).

XI. Si numerus quicunque primus q est re-
alius numeri primi p formae 4/1 + 3,

— p residuum ipsius q. Si enim q est for-
471 + ï, ex VIII sequitur pRq, adeoque

vper II), — pRq'y casus autem vbi. etiam q est
^Шае, 4« + 5 huic methodo se subducit, atta-

facile ex consideratione determinantis + pq
potest. Scilicet quum ex quatuor chara-
pro hoc déterminante assignabilibus Rp}

Ä/J, Nq; Np, Rq; Np, Nq duobus nulla
respondere possint, atque formarum (ï,

— pq), ( — l, o, pq") characteres respectiue
primus et quartus, character secundus et ter-
nulli formae pr. prim. det. pq cornpetere

iossunt. Quum itaque character formae (q, o,
I"" /») resp. numeri p per hyp. sit Rp, eiusdem
ь ae character respectu numeri q débet esse
^95 adeoque — pRq. Q. E. D.

Si in propose. VIII et IX, q supponitur de-.
numerum primum, hae cum X et XI
theorema fundamentale sect, praec. exhi-

263. Postquam theorema fundamentale de-
°nstrauone noua comprobauimus, earn chara-
^m semissem, quibus nullae formae pr. pri-
ltiuae (positiuae) respondere possunt, pro de-

^^inante quocunque non quadrato dato discer-
и«ж - ^ 4- >• ' 1 • lie ostendemus, quod negoUum eo breuius ab-

licebit, quum ipsius iundamentum iam.
Dd
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in disquiskkme artt. 147 - 150 sit contentum. Stf
ее quadratum maximum, determinantem prop0*
situm D metiens, atque D = D1 ее, ita vt
nullum factorem quadratum implicet; porro
a, b, c etc. omnes diuisores primi impares ip
£)', adeoque D1 sine respectu signi sui vel pr°'
ductum ex his numeris vel duplum huius pr°*
ducti. Designetur per a complexus character!*11*
particularium Na, Nb, Nc etc., solus, quand0

D1 =E l (mod. 4); adiuncto charactere 5, 4*
quando D' Eu g atque « impar aut impariter pa1''
adiunctis his 5, 8 atque 7 , 8 , quando D1 ~z $
atque « pariter par; adiuncto vel ihuractere 5 '
g, 8, vel duobus 5, 8 atque 5, 8, quando
ЕЕ з (mod.8) atque e vel impar vel par;
que adiuncto vel charactere 5 et 7, 8, vel
bus 5, 8 atque 7, 8, quando D1 ~ 6 ( mod. 8/
atque e vel par vel impar. His ita factis, om"*1'
bus characteribus integris, in quibus multituo0

impar characterum particularium л continetüf»
nulla genera proprie piimitiua (positiua detef
minantis D respondere poterunt. In omnibu*
casibus characteres particulares, qui exprimé,
relationem ad tales diuisores primos ipsius D °P?
ipsum D1 non metiuntur, ad generum possibi'1'
tatem vel impossibilitatem nihil conferunt — **.
theoria cOmbinationum autem iacillime perspi°1'
tur, hoc modo reuera semissem omnium ch»ra

cterum integrorum assignabilium excludi.

Demonstratio horum praeceptorum a°°
natur sequent! modo. E principüs sect. praeCl>

siue theorematibus in art. praec. denuo
nullo negotio deducitur, si p sit
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Primus (impar positîuus) Ipsum D non metiens,
pUl aliquis e characteribus reiectis competat, D'
lj*lplicare multitudinem imparem faclorum qui
^t non residua ipsius />, atque adeo D', et hinc

D, esse non residuum ipsius p; porro fa-
perspicitur, productum e numeris quotcun-
imparibus ad D primis, quorum nulli aliquis

characterum reiectorum competat, etiam cum
kli charactere consentire non posse; hiric vice
Versa perspicuum est, quemuis numerum impa-
teui positiuum ad D primum, cui aliquis chara-
^erum reiectorum conueniat, certe aliquem fa-
ct°f em primum eiusdem qualitatis implicare, ade-
°1ue D ipsius non residuum, esse. Si itaque for-
^ proprie primitiua (positiua) determinantis D
^retur, alicui characterum reiectorum respon-
7efts, D foret non residuum cuiusuis numeri po-

Sl^ui imparis ad ipsum primi per talem formam
epraesentabilis 7 quod manifesto cum theoremate '

***• 154 consistfcre nequit.

Tamquam -exempla conferantur classificatio-
ef in artt. 250, 251 traditae, quarum numerum

*4isque pro lubitu augere poterit.

264. Hoo itaque modo pro quouis deter-
^ante non quadrato dato omnes determinantes

^ignabiles in duns species P, Ç aequaliter dis-
h "Uuntur, ita vt nulli characterum Q forma
|! °prie primitiua positiua respondere possit, re-

1 autem P, quantum quidem hucusque no-
nihil obstet, quominus ad tales formas

ant. Circa has characterum species note-
J mprimis propositio sequens, quae ex ipsarura

Ddi.»



critério facile deducitur; Si character ex P' cunl
char/actere ex Q componitur (ad normam art.
346 perinde ac si etiam huic genus responderei)
prodibit character ex Q,- si vero duo characters5

ex P, vel duo ex Q eomponuntur, character re'
sultans ad P pertiilebit. Adiumento huius theo-
rematis etiam pro generibus negatiuis atque u*1"
proprie primitiuis seinissis omnium characteruirt
assignabilium excludi potest sequenti modo.

ï. Pro determinante negatiuo D genera »в-
gatiua positiuis h&c respectu prorsus Contran*
erunt, scilicet nullus characterüm P pertinebit a»
genus proprie primitiuum negatiuum, sed haec

genera omnia habebunt characteres ex Q. Quatt"
do enim D1 =. l (mod. 4), erit — I)
rus positiuus formae 4/1 + 3, adeoque inter
b, c etc. multitude impar numerorum
4/г + 5, quorum singulorum non residuum Prl

— 1, vnde patel, in characterem integram fo^
mae (— l ,OjJ)) in hoc casu ingredi multitud1'
nem imparem characterüm particularium ex
siue ilium pertinere ad Ç>; quando D1 ^
(mod. 4), ex simili ratione inter a, b, c etc, ve

nullus numerus formae 471 + 5 reperietur, ve

duo, vel quatuor etc., sed quum vel 5, 4 vel ?'
8 in hoc casu occurtat inter characteres partie11'
lares formae (— 1,0, £)), patet, charactered*
integrüm huius formae etiam hie pertinere a.
Q, Eadem conclusio aeque facile in casibus re*1.
quis obtinetur, ita vt forma negatiua (— l, o? "'
semper habeat characterem ex Q. Sed *
haec forma cum quacunque alia pr.
negatiua eiusdem det. composita similem



POsitiuam producit, facile perspicitur, nullam for-
jam pr. prim, negatiuam characterem ex P ha-
bere posse.

;_ II. Pro generibus improprie primitiuis (po-
Sltiuis) simili modo probatur, rem vel eodem
**U)do se liabere vt in proprie prjrmtiuis, vel con-
*rario, prout D = ï vel ЕЕ 5 (mod. 8). Nam
111 casu priori erit etiam J)> ~ l (mod. 8), vnde
*acile concluditur, inter números a, b, c etc. vel
^ullum numeram formae 8« + 5 et 8n + 5 re-
Periri vel duos vel quatuor etc. (scilicet produ-
ctum ex quotcunque numeris imparibus inter
4uos numeri formae 8n + 3 et 8« + 5 ' con-
I4nctim multitudinem imparem efficiunt semper
e^adit vel ЕЕ 5 vel HE 5 (mod 8), productum
^Utem ex omnibus a, b, с etc., aequale esse de-
°et vel ipsi D' vel ipsi — D')î bine patet, cha-
tacterem integram formae (2, ï, -- -—) inuol-

vel nullum characterem particularem, ex Я,
1^1 duos vel quatuor etc., adeoque pertinere ad
.• lam quum quaeuis forma improprie primi-

^Ua (positiua) determinantis D s]3ec|ari possit
tai«quani composita ex (a, ï, - --- -)atquepror

prirnitiua (positiua) eiusdem determinantis,
^erspicuum est, nullam formam improprie pri-

(positiuam) characterem ex Q in hoc
habere posse. In casu altero, D E= 5 (mod.
omnia contraria sunt, scilicet D1, qui -etiain
~ g? certo multitudmena imparem "facto-
- formae 8« + 5 atque 8« + 5 implicabit,

concluditur, characterem forniae (2, ï,
Dd 3
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•î-^—), atque hinc etiam characterem cuiusuis

formae improprie primitiuae (pos.) det. J}} per-
tinere ad Q, adeoque nulli characterum P genus
impr. prim. pos. respondere posse.

III. Denique pro determinante negatiuo g^
nera improprie primitiua negatiua rursus contra-
ria sunt generibus improprie primitiuis positiuis»
scilicet ilia non polerunt habere characterem eX
P vel ex Q, prout D ЕЕ ï vel ЕЕ 5 (mod. 8)»
siue prout — D est lormae 81 + 7 vel 8n + 5*
Hoc nullo negotio deducitur inde, quod ex com-
positione formae (— ï, o, Z>), cuius character
est ex Q, cum formis improprie primitiuis ne-
gatiuis eiusdem determinantis formae improprie
primitiuae positiuae proueniunt, adeoque, quan'
do ab his exclusi sunt characteres Q, necessário
ab illis exclusi esse debent characteres P, e*
contra.

065. Ex disquisitionibus artt. 257, 258 sup*3

multitudine classium ancipilum, quibus omnia prae*
cedentia sunt superstructa, multae aliae conclu'
siönes attentione perdignae deduci possunt, quaS
breuitatis caussa suppiimere oportet; sequenteH1

tarnen, elegantia sua insignem, praeterire no°
possumus. Pro determinante positiuo p> qui est
numerus primus formae 4« + ï, vnicam tart'
tummodo ciassem ancipitem proprie primitiuatf1

dari ostendimus,- quapropter omries formae and"
pites proprie primitiuae talis determinantis pr°"
prie aequiualentes erunt. Si itaque b est
merus integer positiuus proxime minor



atque p — ЪЪ = a', formae (l, b, — a'),
, fc, a') proprie aequiualebunt, adeoque,
vtraque manifesto sit forma reducta, altéra

11 alterius período erit contenta. Tribuenda for-
^ae priori in periodo sua indicem o, index po-

^ioris necessário erit impar (quoniam. termini
i harum duarum formarum signa opposita
t); ponatur itaque = am + l. JPorro
perspicitur, si formae indicum ï, a, 5 etc.

tesp. sint ( — я', Z?', o"), («", £", — a"')» ( —
"'» &"', a'v) etc.: indicibus 2m, um — ï, 2/n- —
» 2m — 5 etc. resp. responsaras esse formas

U- _ _ >I l ,

, &'", a'"; etc. Hinc colligitur, si forma
m sit (Л, jB, С), eandem fore (— С, В,

-4), adeoque С = — ^ et ^ = BB + AA.
VUare quitus numerus primus formae 4« + l in
/.u° quadrata decomponi potest (quam proposi-
°Hem supra, art. 182, e principiis prorsus di-
ets'is deduximus), et ad talem decompositionera

^PUenire possumus per methodum simplicisst-
., attt et omnino vniformem , scilicet per euolu-

Ollem periodi formae reductae, cuius determi-
est ille numerus primus et cuius terminus
s ï, vsque ad formam, cuius termini ex-
magnitudine sunt aequales, signis oppositi.

- g- Pro P = 253 habetur (ï, 15, — 8\
> 9»' 19 h (19> 10» — 7), (—7, 1*> l6^
5, — 15), (— 15, 8, 13), atque 235 ==

169. Ceterum patet, A necessário fien
(quoniam (A, B, — A) débet esse

proprie primitiua), et proin B parem. —
pro detei;mman.te positiuo p, qui est nu-
primus formae qn -f i , etîam, in

Dd 4,
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improprié primitiuo vnica tantum classis ancep9

contmeatur, perspicuum est si g sit
impar proximo minor quam \fp, atque p
gg ?= 4/i, formas reductas improprié primit
(a, g-, — 2^)> (—2

5 g, 2/i ) proprie aequiualerFi

adeoque alteram in alterius période contenta111

esse. H'mc per ratiocinia praeced-mtibus o
similia concluditur, in période formae, (2, g,
ah) reperiri formam, cuius termini externi
gnitudine aequales sint, signa habeant opp
ita vt discerptio numeri p in duo quadrata
hinc peti possit. Patet autem, términos extern0

huius formae fore pares, adeoque medium ï0)'
parem j et quum constet, numeram primum vn1'
со tantum modo in duo quadrata decomp011

posse, forma per hanc posteriorem metho
inuenta erit vel (£, ±yi, — Б), vel С
+^, 5). Ita in exemplo nostro pro p =
habetur (a, 15,— 4), (- 4, 15, 16), (16, J
— H), (- H» ", 8), (8, 13,, - 8), et »59
= 169 -f- ̂ 4 ^ supra,

266. Hactenus disquisitionem nostram a

tales functiones secundt gradus restrinximus, <3uf
rii/uí indeterminatas implicant, neque opus 1^4
dènomínationem specialem ipsis tribuere. ^
manifesto hoc argumentum tamquam section6

maxime particularem disquisitionis generalissií113

de functionibus algebraicis rationalibus integr ̂
homogeneis plurium indeterminatarum et p[
rium dimensionam Considerare, talesque func0 ,
n«s secundum multitudinem dimensionum
formas secundi) tertii, quarti gradus etc^
cundum. multitudinem indeterminatarum aute!



— 425 —
'

informas binarias, ternárias, quaternárias etc.
commode distinguera possumus. Formae itaque,
hactenus simpliciter sic dictae, vocabuntur format
binariae secundi gradus$ tales autem functiones
vt Axx + aBxy + Cyy + vDxz + zEyz + Fzz
(denotantibus Л, B, C, D, E, F íntegros datos)
diceritur formas ternariae secundi gradus et sic
porro. Proxime quidem Sectio praesens solis
form is binariis secimdi gvadus :est dicata; sed
quoniam complures veritates ad has speçtantes,
eaeque pulcherrimae, adhuc supersunt, quarum
fons proprius in theoria formanim ternariarum
secundi gradus est querendus, breuem ad hanc
theoriam digressionem hie intercalamus, in qua
ex primis eius elementis ea trademus, quae ad
perfectionem theoriae formarum binariarum sunt
necessária, quod geometris acceptius fore spera-
îiius, quam si illas vel supprimeremus, vel per
tnethodos minus genuínas erueremus. Exactio-
tem autem de hoc argumento grauissimo disqui-
sitionem ad aliam occasionem nobis reseruare
aebemus, turn quod ipsius vbertas limites huius
operis iam nunc longe egrederetur, tum quod,
spes est, luculentis adhuc incrementis еащ in.
posterum locupletatum iri. Formae vero turn,
quaternariae, quinariae etc. secundi'gradus, turn
pftines superiorum graduum hoc quidem loco ab
mstituto nostro penitus excluduntur *), sufficiat-

hunc campum vastissimum geomelrarum at-
i commendauisse, in quo materiem ingert-

*) Propter hanc rationtm fotipae binariae rrl tarriariae SÇCUn-
di gradus in lequentibu» temper innt intelligeuiUe ,
tie» de taliliu» ioimit limjliciter 1оццвШиг,

Dd 5



tem vires suas exercendi, Arithmeticamque subli-
miorem egregiis incrementis augendi inuenient.

Ad perspicuitatem raultum proderit,
inter très mdeterminatas , m îormam ternariam
ingredientes, simili modo vt in iormis binarns,
ordinem fixuna stabilive, ita vt indcterminata pri~
ma, secunda et te.rtia ab inuicem distinguant ur j
in disponendis autem singulis formae partibus
hune ordinem semper obseruabimus, vt prim um
locum obtineat ea pars quae quadratum indeter-
minatae primae implicai, in sequentibus eae
quae implicant quadratum indeterminatae secun-
<lae, qurîdratum tertiae, productum duplum se-
cundae in teruam, productum duplum pnmae
in tertiam , pvoduclum duplum primae in
Secundam deinceps sequantuv; deniq\ie numéros
Íntegros determinates per quos haec quadrata et
producta dupla multiplicata sunt eodem ordine
coe'Jicientem primum, secundum, tertium, quar-
tum, quint/irn, se f turn vocabimus. Ita axx +
a'x'z< + a11*"*" + zbx'x" + zb'xx» + <2b«xx'
erit forma ternária rite ordinata, cuius indeter-
minata prima x, secunda x', tertia дг", coëfficiens
primus a etc., quartus b etc. Sed quoniam ad
breuitatem multum confer et, si non semper ne-
cesse est, mdeterminatas fovmae ternariae per
literas peculiares denotare, eandem formam, qua-
tenus ad indeterminatas non respicimus, etiam

hoc inodo ( fr ' fr fr, \ designabimus.

Ponendo ЪЪ — a'a" = A, b'b' — aa11 ss
A1, b"b" — aa' = A", ab — frb" = J5, a'b' —
bb'1 sst B1, a"b" — bb' = Б", oritur alia forma



4, л>, Л""\ „. г fa, a1, в»\
-S, В', В" ) • • • FI фиал formae {bt ь^ ь„ )

'• •/, adiunctam dicemus. Hinc rursus inuenitur,
Anotando breuitatis caussa numerum abb + a'b'b'
+ a»b"b" ~ aa'a" — ubfrb" per D, BB — A1 A11

'

AB — В' В" = bD, A'B1 — BB" — I'D,
— jS5/ _ j"£), vnde patet, formae F

esse formam ( ^ д ' fr D ' #"£? ) • Nu-
D, a cuius índole proprietates formae

;ernariae У imprimis pendent, déterminante™, hu-
J11* formae vocabimus,- hoc modo determinans
Ormae F fit = DD, siue aequalis quadrato de-
ertninantis formae f, cui adiuncta est.

Ita e. g. formae ternária^ C 2^'_1^' 9 )
'

•äi«nc,aes. (-^ГЙГ,^). «»
tteterminans = i.

Formae ternariae determinantis o ab inuesti-
ne sequente omnino excludentur, quippe-
, vt in formarum ternariarum theoria, alia occa-

vberius tradenda, ostendetur, specie tantum
ternaiiae, reueraque binaras aequipollentes.

.. аб8. Si forma aliqua ternária f determinan-
^ . -D, cuius indeterminatae sunt x, x1, x11 (puta

Httia __ д. etc j jn forniam ternariam g deter-
^antis £, cuius indeterminatae sunt y, y', y'*»
^SQiutatur per substituúonem talem

x = */ + e/' + yy"
f> =: л'у + C'y' +

x" = <"/ + €"/' +



vbi nouent coëffîcientes *, б etc. ortraes supp0'
nuntur esse numeri integri, breuitatis caussa rie-
glectis indeterminatis simpliciter dicemus,'/tranS'
ire in g per substitutionem (S)

*, 6, y
*', £', У1

*", Ê», >"

atque f implicar e ipsam g, siue g sub f contei*'
tarn esse. Ex tali itaque suppositione sponte se'
quuntur sex aequaüones pro sex coëfficientibu*
in g, quas apponere non erit necessarium; hiß''
autem per calculum íacilem sequentes conclu'
«ones euoluuntur:

I. Designate breuitatis caussa numéro «C'y"

per k, iriuenitur post debitas reductioncs E ^
kkD, vnde patet, D metiri ipsum E et quotiefl"
tem esse quadratura. Patet itaque, numeram ^
pró transíbrmationibus formaram ternariarum &
mile quid esse, ас numerum «í1 — C'y in art. 15/
pro transformationibus formaram binariarui^'
puta radicem quadratam ex quptiente deterrH1'
nantium, vnde coniectare possemus, diuersitatei11

eigni ipsius k etiam hic stabilire differentiam еУ

sentialem inter transformationes atque implicaó0'
nes próprias et impróprias. Sed rem propi11

contemplando perspicuum est, f transiro Ш »
eúarn per hanc substitutionem

— ч, —í, — y

,—-, -e, ->'
— <»",—C", —y"



autem in valore ipsius k pro «, — «,
£, — с etc- prodebit — fc, quare haec substi-

tutio substitioni S dissimilis foret, et quaeuis for-
^4 ternária, aliam vno modo implicans, ean-

eúam altero modo implicarei. Tails itaque
quoniam in formis ternariis nullum

habet, hic omnino proscribetur.

IL Denotando per F, G formas ipsis f, g
resp. adiunctas, determinanlur coëfficientes in У

coëfficientes in f, coëfficientesque in G per
coëfficientium formae g ex aequationibus

suppeditat substitutio S notos. Exprimendo
Coëfficientes formae f per liter cts, ex compara-

valorum coëfficientium formarum F, G
negotio cprifirmatur , F. implicare formam

atque in earn transmutari per substitutio-

C'y" — f"y', y'«" — y'V, *'f" ч- «"?

ff"y — S'y"» y"« — y«", «"f — «С"
Су' — f'y> y«' — у'*» *£' — «'С

"alculum ipsum nullis diffícultatibus obnoxiun»
adscribimus.

ÍIL Forma g per substitutionem (S1")

Су i — ç/y , C//y __ Cj,-/, gy/ _ í'y
.y'*'' — y"«', y"« — y«", y«' — y'*

in eandem formam transmutatur> ш
transit per hanc
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А, о, о
О, А, О

о, о, k

slue in earn, quae orilur multiplicando singulo»
coëfficientes formae / per kk. Hanc formam de'
signabimus per _/*.

IV. Prorsus simili modo probatur, forma»*
G per substitutionem (a1'")

f, C', C",

y» y', •/"

transire in formam, quae oritur ex .F, multí'
plicando singulos coëfficientes per kk, Hanc iof
mam exprimemus per F.

Substitutionem 5"'" oriri dicemus per tranf
positionem substitut! onis; Si tune manifesto $
rursus prodit ex transpositione substitutionis S'"i
atque 5', S" altéra ex alterius transpositione. -~
Substitutio S1 commode appellari potest substitt1'
tioni 5" adiuncta, vude substitution'! S111 adiuncW
erit S".

269. Si non modo forma f implicat i
g, sed etiam haec illam, formae y, g
lentes vocabuntur. In hoc itaque casu non in о*
do D ipsum E metietur, sed etiam E i
D, vnde facile concluditur esse, debere
г= E. Vice versa autem, si forma f imp
formam g eiusdem determinantis , hae duae
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erunt eequiualentes. Erit enim (adhibéndo
eadem signa vt in art. praec. excipiendoque ca-
furn vbi D = o ) k =, _+_ ï, adeoque forma y,
^ quam transit g per substitutionem S1', cum f
ldentica, siue f sub g contenta. Porro patet, in
hoc casu etiam formas F, G, ipsius/, g adiun-
Çtas, inter se aequiualentes fore, posteriorémque
*** priorem transire per substitutionem 61"'. De-
oique vice versa, si foruiae F, G aequiualenles
esse supponuntur, atque prior transit in posterio-
rem per substitulionem T, etiam formae /", g
aequiualentes erunt, transibitque f in. g per sub-
^Uutionem ipsi T adiunctam, atque g in f per
eatn quae oritur ex transpositione substitutionis
•*• Nam per has duas substitutiones resp. transit

ipsi F adiuncta in formam ipsi G adiun-
atque haec in illam; hae duae forrnae àu-

tem oriuntur ei y, g multiplicando sirigulos
coëffîcientes per D} vnde nullo negotio conclu-

Ur> Per easdem substitutiones transire y in g,
*lque g in f resp.

270. Si forma ternária / formam terna-
^am y implicat, atque haec formam У": impli-
Cakíi- etiam y ipsam y». Facillime enim perspi-

. si transeat

/ ú» f' gn »ubítitutioium.

*> » Г

«', C'» »'
*", C", y"

in f" j)«r «ul)»titutioiici»..

',
í", *", í"

iri per substitutionem
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«j + «' + У3", *? •+ e«' + vi", *i -f- s? +
,'í Ч- £'í' + y'í", «'s + CV + y' ï", <£ + C'* +

In eo itaque casu, vbi / aequiualet ipsi f 'i
atque _/' ipsi/5', forma y etiam formae /" aequi-
ualebit. — Ceterum sponte manifesturn est, quo-
modo haec theoremata ad plures formas sio*
applicanda.

071. Hinc iam patet, omnes formas terna'
rias, perinde ac binarias,, in classes distribui
posse, referendo ad ciassem eandem formas
aequiualentes , non aequiualentes ad diuersaS.
Fonnae itaque determinantium diuersorum certo
ad classes diuersas pertinebunt, et proin classes infi"
nite 'multae formarum ternariarum dabuntur,- f of*
»пде autem terna riae eiusdem determinantis mO'
do minorem modo maiorem classium numeiufl*-
efficiunt,- quod vero tamqviam proprietas pai'
maris harurri formarum est consideranduH1»
omnes formae eiusdem determinantis dati
per constituiint classium multitiidinem f in i
Euolutioni vberiori huius grauissimi theorem*'
tis praemittenda est explicatio sequentis difíe'
rentiae essentialisj quae inter formas ternart**
obtinet

Quaedam formae ternariae ita sunt
tatae, vt per ipsas sine discrimine repraesentai*
possint numeri positiui et, riegatiui, c. g
xx + yy — ,zz, quamobrem formae indefiiu
vocabuntur. Contra per alias numeri negatiui
praesentari nequeunt, sed (praeter cifram q
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Prodit, ppnendo singulas indeterminatas = o)
ui tantum, \l-xx + yy + zz, quare formae
uae dicenturj denique per alias numeri po-
repraeseiitari nequeunt, vt — xx — yy

vnde appellabuntur formae negatiuaef
positiuae et negatiuae nomine communl

'Qfrnae definitae dicentur. Ecce iam criteria ge-
^talia, per quae haec formarum índoles discer-
^ potent.

Multiplicando formam ternariam / = axx -

"leterminantis D per a, denotandoque coëfficien-
tes formae ipsi f adiunctae, perinde vt in art.

per ,^i, ^', А", Б, B', B1', prodit (ax +

gj multiplicando denuo per A1^ prouenit

= h. Hinc staúm concluditur, si turn
turn aD sint numeri negatiui, omnes valores
s h esse negatiuos, vnde manifesto per for-

^ain y tales tantummodo numeri repraesentari
P°terunt, quorum signum oppositum' est. signo
Ísius a A1, i. e. identicum cum signo ipsius a,

Sl4e oppositum signo ipsius D. In hoc itaque
CasU / erit forma definita, et quidem positiua '

negatiua, prout a est positiuus vel negatiuus,
prout D est negaûuus vel posiúuus.

Si vero vel vterque aD , A* est posiûuus,
», \ alter positiuus alter negatiuus ( neuter = о ),

perspicietur, h per debitam quantitatùrn
, хч determinationen} valores turn positiuos
negatiuos naiicisci posse. Quare in hoc

Ее
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casu f valores turn eodem signo affectçs vt
turn opposito, obúnere poterit, eritque adeo
forma indefinite.

Pró e o casu, vbi A1 = 0,'lieque vero a ^
o, fit g = («z- + Ъ"х> + b1*")1 — x1 (A11*1

— sBx"). Tribuendo ipsi x1 valorem arbitari"
um (qui tarnen non = o), accipiendoque x1'

A"x' , /
ita vt — д- — x11 signum idem obtinéat vt Bx

(quod fieri posse facile perspicitur, quum B ne-,
queat esse = o, hinc ením foret BB — A'^
s=: aD = o, adeoque etiam D = o, quem c&'
sum excludirnus), erit x1 (A" x1 — HEX") qua»'
titãs positiua, vnde facile patet, x iía deternii'
nari posse, vt g obtinéat valorem negaúuurfl-
Manifesto hi valores etiam ita accipi poterunt»
vt, si desideretur, omnes sint integri. Deniqu^
patet, si ipsis z', x" valores quicunque tribuantuï>
ipsum x tarn magnum accipi posse, vt g fiat pO'
sitíuus. Hinc concluditur, in hoc casu formão*
f esse indefinitam.

Denique si a = o, erit/ = a1 x' x1 -f
+ a'Wx" + 2x (b"x' + b'x"). Accipiemlo
que лг', дг" ad lubitum, ita tarnen vt b1 W -f
non sit = o (quod manifesto fieri potent,
simul b1 »t b" sint = о ; tune autem foret D = °>
nullo negotio perspicitur, x ita detenrnnari po^6'
vt/" obtinéat valores turn positiuos, turn negatiuo*
Quare etiam in hocce casu f erit forma indefiillta>

Eodem modo, vt hie ex numeris aD-, ^
indolem formae f düudicauimus, etiam aD et •&
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ri possünt, itá vt-jf sit forma definita, si
oD turn A" sit negatiuus; indefinita in

°öiuibüs reliquis casibus. Nee non prorsus simili
eidem fini inserüire potést considerado

ierorum -a'D et A, vel horum a'D. et A",
horum a" D et A* vel denique ipsorum a"D

Ex his omnibus colligitur, in forma definita.
numéros A, A1, A", aD, «'£>, a"D esse ne-

et quidem in forma positiua a, a', a"
erunt positiui, D negatiuus; in negatiua autem
4> «', a" erunt negatiui, D positiuus. Hinc pa-
et? omnes formas ternárias determinants dati

P°sitiui distribui in negatiuas et indefinitas}'
QïHlies autem determinantis negatiui in positiuas
^ indefinites; denique formas positiuas determi-

positiui, seu negatiuas determinantis ne-
omnino non dari. — Ibinde facile perspi-

, formae definitae semper adiunctam esse
*jefinitam et quidam negatiuam, indefinitae in-

Quum omnes numeri per 'formam terna-
datam repraesentabiles manifesto etiam per

ormas huic aequiualentes repraesentari pos-
: formae ternariae in eadem classe contentae
Drmies erunt indefinitae, vel omnes positiuae,
otnnes negatiuae. Quamobrem has forma-

denominationes etiam ad classes intégras
licebit.

q &?<*. Theorema in art. praec. propositumj
* omnes formae ternariae determinants dati

Ее А



iií multitudinem finitam classium distribuuntur,
per methodum ei qua in formis binariis vsi su-,
mus analogam tractabirous, scilicet ostendendo>
primo, quo pacto quaeuís forma ternária ad for*
тага simpliciorem reduci possit, dein, form^
rum simplicissimarum (a'd quas per tales redu"
ctiones perueniatur), multitudinem pró quouis de-
terminante dato esse finitam. Supponamus gê-
neraliter, propositam esse formam ternariam /

= /?' f/ ?"j determinanús D (a cifra diuersi)»
quae per substituüonem (S)

«> * y
•', C'» v1

«.", S", y"

transeat in aequiualentem g =

versabiturque negotium nostrum in eo, vt «,, '
y etc. ita definiantur, vt forma g simplicior eo.y

dat quam f. . Sint formae ipsis /, g adiunctae

f A, A1, A»\ f M,
- (в, B; B->J> ( N, N,

àgnentur per^1, G. Tune per art. 269. F transibit ^
G per substitutionem ipsi 5" adiunctam, G auteJ1*
in F per substitutionem ex transposition ipsi^
Â oriundam. Numerum лС'у" + a.'v"y + *"^
— «s"6'y^ — «C"y' — a'G-y", qui esse debeb»'
vel = + i vel = — i , denotabímus per ^
Ouibus ita íactis, obserunmus

I Si fiat y ss o, y = o, *" sés o, C'* ̂
o, j." ss= i, fore
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TZ =
m1 =

тг"== а"; и = è?' + Ь'"; /г' =
г» = а»£ + Ь" («?' + f«') + а'

"raeterea esse debebit _«*'. — £*' vel = + l vel
^ — 'i. Hinc mauifestum est, , formam bina-
^am (я, b" j a1), cuius determinans est vi",
transmutari per substitutionem «> ?> «'> f in for-
^am binariam • (-wj «", m') determinantis ;M",
et proin ipsi aequiualere:- propter *í' — f*' =
Í. l, vnde erit.M" = Л", quod etiam directe
'acile confirmatur. Nisi itaque (<z, è", e') iani
est forma simplicíssima in classe sua, ipsos *, Çf

*'» C', ita determinare licebit, vt (m, n", m') sit
;*orma simplicior; et quidem e theoria aèquiua-
*entiaè formaram binariarum facile concluditur,
"Oc ita fieri posse, vt m non sit maior quatn

Vi — \А"-, si A" fuerit negatiuus, vel non maior
4Uam V~"4"» si Л" fuerit positiuus, vel m = o i
ei ^4" = o, ita vt in omnibus casibus valor
( absolutus ) ipsius m certe vel saltem vsque , ad
Vi |̂ í" deprimi possit. Hoc itaque modo for-
^a f ad aliam reducitur coëfficientem primum,
Sl fíeri potest, minorem habentem, et cuius lor-
í^a adiuncta coëfficientem tertium eundem ha-
"et vt forma F ipsi f adiuncta. In hoc consiátit
reductio prima.

»
H. Si vero fit * = i , f f = o , y = o , * ' = o
o , erit Ã = fv — *"y' = : ± . i j substi-
itaque ipsi S adiuncta erit

Ее
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± ï, " ô, 0
o, у", — É"
о, .— у'.. f

per quam F transibit in G. Habebitur itaque

m = я, n1 = b'y" + b'V, h" == .'£'£»' '

m"==
и = o''y' +-

.Л/' = А^11У11 —
У'»")

Hinc patet, formam binariam (Л", B,'A'}\ cu-
ius déterminons est Da, transire per substitutiO'
nem f', — y', — C", v" in formam (M", N, Л/')
determinantis Dm, adeoque (propter f'y" — y'«"
= + l, vel propter Da = Dm) ipsi aequiu3'
1ère. Nisi itaque (Л", B,'^') iam est forrOa

simplicíssima classis suae, coëfficientes C', y', Ç", »"
ita determinari poterurit, vt (M", ЛГ, M') ^
simplicior, et quidem hoc semper potent fief1

îta, yt M" sine respectu signi non sit maiof

quam \Л±, i DÍZ. Hoc itaque modo forma / re'
ducitur ad aliam coëfficientem primum eundeo*
habentem, sed cuius forma adiuncta coëfficie^
tem tertium si fieri potest minorem habe^
quam forma F ipsi f adiuncta. In hoc consist^
reductio secunda.

Ш. Si itaque/ est forma ternária, ad
neque reductio prima neque secunda est
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"ills, L e. quae per neutram in formam simpli-
Clorem transmutari potest: necessário eiit tum.
°e < vel = \A, tum AA < vel = f aD sine respe-
1U signi. Hinc и4 erit < vel = " AA, adeo-
lUe a* < vel = £*aD, a*< vel = |±D, et a
's vel = f1/"/? 5 hiuc rursus A A < vel = ЦУО*
^tque -<4 < vel = *\TDl. Quamobrem quamdiu
Q vel A hos limites adhuc superarit, necessário
vua aut altera reductionum praecedentium ad
•'otmam f applicari poterit. — Ceterum haec
cOnclusio non est conuertenrla, quum vtique säe-,
Pbs accidat, vt forma ternária, cuius coëfficiens
Primus, atque coëfficiens tertius formae adiunctae

sunt infra illos limites, nihilominus pef
alteramue reductionem adhuc simplicior

possit.

IV. Quodsi vero ad formam ternariara
^Uamcunque datam determinantis D alternis vi-
Clbus reductio prima et secunda applicantur, i. e.
a° ipsam prima vel secunda, ad earn quae hinc
íesultat secunda vel prima, ad earn quae hinc
P^ouenit iterum prima vel secunda etc., manife-

est, tandem necessário ad formam peruea-
iri, ad quam neutra amplius 'applicari pos-
Quum enim magnitude absoluta tum coëffi-
ium primorum formarum hoc modo pro-

J*euntium, tum coefficientium tertiorum formarum
adiunctarum continuo alternis vicibus eadem

atque decrescat, hic progressus, necessa-
tandem alicubi finietur, quia alioquin duae

infinitae numerorum continuo decrescen-
haberentur. Hinc iam nacti sumus egre-
theorema: Ouaeuis forma ternária deter-

Ee 4
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tnînantis D reduci potest ad aliam aequiualert'
íem, cuius coëffïcicns primus non sit mcâof
quant \\fD, atque coëfficiens tcrtius formae ip&
adiunctae non maior quant $3fDl sine respect^
signi, siquidem forma propósito, his proprietatt'
bus ipsâ nondum est praedita. — Ceterum loco
coefficient'!« primi formae f atque tertii format
ipsi f adiunctae prorsus simili modo tractai"6

potuissemus vel coëfficientem prîmum formae
jpsîus et seciindunv adiunctae 5 vel secundum fof"
inae ipsius et primum vel tertium adiunctae j veï
tertium formâe ipsius et primum vel secundu»9

ûdiunctae, quibus vus perinde ad finem nobis
propositum perueniremus: sed e re est, metho'
do vni constanter adhaerere, quo faciliùs opéra'
tiones hue pertinentes ad algorithmum, fixuïï1

reduci possint. Denique obseruamus, duobu*
coëfficientibus, quos infra limites fixos déprimer^
docuimus, limites adhuc minores constitui possuí
si formae definitae ab indefmitis separenturj hoc

vero ad iustitutum praesens non est necessariui*1'

1273. Ecce iam quaedam exempla,
quae praecepta praecedentia magis
tur.

Ex. l. St/ = -

sit forma binaria reducta, cui alia,
primi minoris quafti jg, non aequiualet, red«'
ctip prima hic non est applicabilis; forma binar**
(Â", В, A1} — С— 598, »57, — i66) autefl»
per theoriaüi aequiuaJentiae formaram ЫпапагиР*
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in simpliciorem aequiualentem ( — 2, ï, — 10)
lransmuta"bilis inuenitur, in' quam' transit per
substitutionem 2, 7, 3, 11. Faciendo itaque f
== a, y' =3 — 7, ?" = — 5, v" = и, appli-
canda erit ad formam f substitutio

1,

о, а,— 7
о> — 5» ""

Per quam inuenitur transire in hanc

С - S;9, ^oí; -4 19 ) • : - /'• Coëfficiens ter-
Öus formae, huic adiunctae, est — 2, qu,o re-
sPertu fi- simplicior est censenda quam y.

Ad formam, f' applicari polest reductío
Prima. Scilicet quum forma binaria (19, —
^2> 354) transmutetur in (i, o, 2) per substá-
^Цопет 15, 4, 5, i: applicanda erit ad -for-
jam / substitutio

15, 4, o
3, »i «

quam transit in hanc f *' *' ÍT ' ) • • •/"* \— 95» io, oy •*

Ad formam f", cui adiuncta. , est

íe<foctio secunda. Scilicet (— 2, — Q5, —
в15) transit per substitutionem 4*7v1» — J> Я

(— *., ï, — a)i quamobrem ad/rt appli-
subsututio

Ее 3
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о, о
47,—ï

per quam transit in (\'47 '^) • • - f'1'
Huius coëfficiens primuè per reductionem pri'
mam avnplius diminui non potest, neque iot'
mãe, ipsi adiunctae, tertius per secundam.

Ex. 3. Proposita sit forma (IO' 2б' 3")r . Ч 7» о, 4/
...... /, cui adiuncta est (~~ 3> ~ 2°' ~ ^4Л et

cuiuse determinans = c. Hie successiue reperi*
untur, applicando alteïnatim reductionem
dam et primam,

'»nbJtítution«

ï, 0,
0, 1,
о, 4,

0,— 1,

1, — 3,
0, .0,

1, 0,

0,— 1,
r«> 3>
,?"» ò'f

Ь Ъ
0, 0,

O

0

0

o
1

o
o

— 1

o
o
1

per <JUM transit

IO, 2, Л
У

, 2, 2N
, — r, o/

/" a, a,
V- .3,1, —

f O, 2,3\ __.
Vs~2,~l,0-/
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„>' f14 per reduction««! primam vel secun-
vlterius deprimi nequit.

374. Quando forma ternária habetur,' cuius
coefficiens primus, atque formae adiunctae1 ter-
**4s, quantum fieri potest per methodos praece-,
Dentés sunt depressi: methodus sequens reductio-
оеш vlteriprem.suppeditat.

Adhibendo signa eadem.vt in .art. 0^2, at
Ponendo л = ï, a1 = o, Ç? = ï, к" = o, t"
^ o, y" = ï, i. e. adbibend^ substitutionem

i» .f, v
o, i, y'
О, О, I

st'y + ayy + 2&"yy' + «уу',и = & -
«V + K + è" (y + <V) + öfy, /z' = &' +
<ty ^. ̂ ) ) y < J „(í _ ь„ + ац praeterea M" = A",
w=B — A"*/, N' = B' — NS — 4"v. Per talem
^que substitutionem coëfficïentes a, ,/í", qui per
eauctiories jiraecedentes diminuti sunt, non m4i-

rj quamobrem negotium in eo versatúr, vt'
idoneam determinationeni ipsorum f, v? y'

epressiones in coëfficientibus reliquis obtineart-
jr' Ad hunc finem obseruamus primo, $i
Uerit A11 — o, supponi posse, esse etiam a

^ o; si enim л non = o, reducüo prima äd-
i .Uc semel applicabilis foret, quum cuiuis formae
.^ariae determinantis o aequiualeat forma talis
j » o, Ä), siue cuius terminus primus •= о (V.
^ »15). Prorsus simili ratione supponere licet,
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esse etîam A" — о, si fuerit a = o, ita vt vol
neuter numerorum a, A" sit о vel vlèrque.

In casu priori Tnanifestum est, ipsos -С, y, У1

ita determinari posse, vt sine respecta signi я"»
JV, JV' resp. non sint maiores quam |я, |Л" -̂ "'
Ita in exemplo primo art. praec. transibit

postrema C *' 257' ^, Л,; cui adiuncta

./"T *^'JTjg' ~" L } > Per substitutionem

l, —16, 16
О, I,— l

О, О, 1

in hanc f *' *' * ) ... f*v, cui adiuncta e«1

. O, O, O,

In- casu posteriori, vbi a = A11 = o, ade°'
que etiam b" = o, erit m = o, m' = a', ^

b'Ç, TI« = è', л" = o. Erit itaque D = —
a'b'b' = —• /и'л'/г'; perspicieturque facile, ff f
y ita determinari posse, vt n fiat aequalis reSl'
ãuo absolute minimo ipsius b .secundum mod11'
lum qui est diuisor communie maximus i]
<!',£>', i. e. vt n fiât non maior quam s
huius diuisoris sine respectu signi, adeoque n "^
o, quoties a', b' inter se sunt primi, ,Ipsis ̂ J.y

in hune modum determinatis, valor ipsius У / -
accipi poterit, vt m" non sit maior quam b' sirJ

t

respectu signi; hoc quidem impossibíle eSS
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iGando b1 = o; tune vero foret D = o, quem
pftsum exclusimus. Ita fît pro forma postrema
111 ex. 2 art. praec. n = — » — C -j- ЗУ', vnde

ff = — 2, »' = о, fit n = o, porro
г — ay, et ponendo y = ï", m" = о.

itaque substitutionein

l,—2, I

О, 1, О

Per quam forma ilia transit in (°'_ *'°) • ' •/V-

275. Si habetur áeries formaram ternaria-
1гИп aequiualentium /, /', /'', /'". etc., atque
^ansformationes cuiusuis harum formamm in
Sequentem: ex transformationibus formae / in /',
*°rmaeque /' in /" per art. 270 deducitur trans-
*°rmatio formae / in /"$ ex hac atque transf.
*°rrnae /" in /'" sequitur transf. formae / in /'"
etc., manifestoque hoc pacto transforma tio for-
^ae / in quamcunque aliam seriei inueniri pot-
erit. Et quum ex transf о rmatione formae /in
^amcunque aliam aequiualentem g deduci pos-
111 transformatio formae g in / (S11 ex S artt. 268,
?^9), hoc modo erui poterit transformatio cu-
^slibet formae seriei /', /" etc. in primam /. —

,a pro formis exempli primi art. praec шце-
substitutiones

13, - 4, о
6» a,—7

* 9 , — l i

15, 188,—4
6, 87,—з

-9,—150, 5

15,—ao, 16
6,— 9> 7

—9, H,— il
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per quas / transit in /", /"' /lv resp., et ex
subsu vitima haec

ï, 4, 4.
5, i, 5
5,—3, 5

per quam /IV transit in /. Simili modo pro ex.
я art. praec. prodeunt substitutiones

•4>— 3
•14, ц

1, О

4, i

per quas resp. transit forma f10' 2Ó' 2) in

(o' —i' o}' at<ïue haec *" illam-

276. THEOREMA. Classium, in quas omnes
fòrmae ternanae dçterminantis dati distribuuntttf>
multitude semper est finita.

Dem. I. Multitude omnium formarun»

(ï* !>'í'1) determinantis dati D, in quibus ^
= o, b11 = o, b non maior quam semissis di"
uisoris comm. max. numerorum a', í»'? ô" noJ1

maior quam ô', manifesto est finita. Quoniaö*
enim esse débet a'b'b' = D, pro b1 alii valor65

accipi neqiieunt, quam + i > —'l atque indices
quadratorum ipsum £) metientium .( si quae ab*
praeter i dantur) signo positiuo et negatiuo a*'
fectae, quorum valorum multitudo finita esbl

Pró singulis autem valoribus ipsius ò' valor i
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a' est determinatus, ipsorumque b, au valores
Manifesto limitantur ad multitudinem finitam.

II. Simili modo finita est multitudo omnium,

fonnamm /?' ?; ?,',) déterminants £>, in qui-
, \O > 0 t 0 / ,• •

~^s a non = o, neque maior quam |y JL D-,
""b11 — aa1 = A" non ?= о neque maior,
luam \\fD li Ъ" nonmaiorquam !«; ab — ò'Z>"
^ B et a'b' —• bb" = В' non maiores quam \A".
J^am multitudo omnium combinationum valorum
lpsorum «, b11, A", B, B' finita eritj his vero
Sulgulis determinatis, e.tiam formae coufficiçntes
feUqvú a', b, b', a", coëfficientesque formae ad-
1цп«ае bb — a1 a» = ^, b'b' — aa" = -rf',.
a"b" — bb1 = B" déterminait erunt per a.equa-

i b"b" — A" . BB — aD
hasce: a1 = , A' = -f,— ,
B>B''— a'D , BB' + b"P ,

MJ» ^L^L^l hi — él-fL^—ë !̂!.
D 'fr ï b> — p

Ы,, , Л" ' а а1 ~~

^~ f̂r,—• Iam quum omnes illae formae obtin-
altur, eligendo e cunctis combinationibus valo-

p^1 ipsorum а, &", A", B, B' eas, e quibus
/^tn. a'? ß/'5 b, b1 valores Íntegros nanciscun-

r> illarum multitudo manifesto erit finita.

III. Cunctae itaque formae in I et II mul-
„. 'Шегп finitam classium constituunt, quae
^m. formaram ipsarum multitudine minor esse

teri1" si quae ex ipsis inter se sunt aequiualen-



tes. Iam quum per disquisitiones praecedentes
quaeuis forma terijaria delermmantis D alicui e#
Ulis formis necessário aequiualeat, i. e. ad ali-
quam e. classibus quas liae formae constituúot
pertmeat: hae classes omnes formas det. D' coifl'
plectentur, i. e. omnes formae ternariae det. "
in multitudinem imitam classium distribuentuf-
Q. E. D.

277. Regulae, per quas omnes formae i*1

I et П art praec. erui possunt, ex ipsarum eX"
plicátione sponte defluuntj quare sufficiet quae-
dam exempla apposuisse. Pró D = i, formae
I hae sex (per ambiguitatem signorum) pró'

ь™ (i;±ï,D> (Síí:*:)»' mfonnuK
a et >í" alios valores quam + i et — i habet0

nequeunt, pró singulis quatuor combinationuö1

hinc oriundarum b'iy B et B1 poni debent = <h
vnde emergunt quatuor formae ( I}~^

/-Ы.М, Г1'1'"14), (r~b~I'~I\ Sinii11

V 0,0,0/' \0,0, Oy/' \ O, O, Oj ^ y

modo pró D = — i sex forma I quatuorque l*

habentur, (5V-), Q;--), (Г Г J),
/• — 1,1, — i ^ /^i,i,iS /-— i, — i , i \ pro
V 0,0, o./' \o,o,o^/' ^ o, 0,0/'

1,1, — i ^ /^i,i,iS /-— i, — i , i\
0,0, o./' \o,o,o^/' ^ o, 0,0/'

D = i sex formae I proueniunt ( ° ' V ° j '
/ O, 2, ± I \ octoque f ormae П f b - I» '
\0, + ï, O/7 ^ ' \ O, O,
/— I, I, 2\ x I, I, — 2ч .— i —

\ OíO, O/' V. O, O, 2/'

r i ,— 2 , I ' ) f — 1 » 2 ' T v
4o, o, o ' ' V o, o, oj

, ,

— i, —l, —Я
О, О, 0

(.o, Ot
)

O» O, O''
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Ceterum multitude classium ex his formii
^ bis tribus casibus prodeuntium formaruro mul*

multo minor est. Scilicet facile coufir-

I.

rO- G:rO

>0,

> * ,
,0,

О

о
— 1

0,0,

O, l,— l

о, о, ï
О, 1, 1

±1,—1,—1

О,— 1

О,— 1,

formam f1' J> ~ Л autem in C '' ~ If * V
V^O, O, О У V O, 0,O/)

( ~~* *' I> * ) per solam indeterminatarum ' per-N o, o, o J r . r

^Utationem. Quare illae decem formae terna-

^ae det. i ad hás duas reducuntur (0> J> °] ,
» ' \° > i > °x

\_ . *' ^' ~^ ) ; pro priori , si magis arridet,

haec ' £' °^ accipi potest Quum

°гша prior indefinita sit, posterior definita,
^anifestum et quamuis formam teroariam. ia-

efinitam det. l aequiualere formae xx -f
PZI quamuis definitam huic — xx — yy
^ гг.

II. Prorsus simili modo inuenitur,
bet formam ternariam indefinitam de-

rminanus — l aequiualere íormae — xx
E f



— 450 : —

•f ayzt quamlibet definitam huic xx -f-
+ zz.

уУ-

III. Pro determinante 2 ex octo formis (ID
etatim read possunt secunda, sexta et scptim^
quippe quae e x p r i m a per solam "indetermi»aia'
rum permutationem oriuntur, sirailique ration^
etiam quint;i quae e tertia, et octaua quae
quarta peiiude pioueniunt; très reliquae,
SfX iorinis I, très classes constituuntj

(n^'°) transit in f"' *'°} per\ c, i, o J \o, — i, o J *
иодеш

l, Õ, о
О

о, о,—l

fortnâqtie Л' '»-Л' in (Ча>1\ C0' ?*!)'^ 4°>о* °У чо,1,оу' \о, — i,o/

substitutiones

"о, а, -

1,0, 1
1,2,0

1, 1,0

1,0,— 1

i, a, o
1,1, 0

i,ó, d
1, 2,— 1

1,1,— i

1,0,0

1,1,1

1,0,

o' ,Ь»

_d
Quaeuis itaque forma ternária determinants « *

eliquam ex his tribus est reducibilis (°* ^ 0J

/bi , -2^ /-1,-г, -2Л j iinae *
\o,o, o/' V o^ o, o7' r

xnagis placet etiam Г2' °' °^) accipi potest. №
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*úfesto autem quaeuis forma ternária definita ne-
cessário aequiualebit tertiae — xx — yy — azz,
quum duae pdores sint indefinitae; quaeuis inde-
finita primae vel secundae, et quidem prima«
uxx -f siyz, si ipsius coefficiens primus, secundus
et tertius simul sunt pares Cquoniam facile per-
spicitur, talem formam per súbslitutionem quam-
cunque m similem formam transire, adeoque for-

secundae aequiualere non posse), secundae
УУ — 2^z autem, si ipsius coefíiciens pri-
secundus et tervius non simul pares sunt,

vnus, duo omnesue impares (in talem enim
formara ex simili ratiane forma pvirna uxx +
ауг per nullam substitutionem transformabilis
««se poterit).

Quod igitur in exemplis artt. 275 ," -274 eue-

^it, vt forma definita /Í9) 2I' 5°^) determinan-
t's» 2Í5i ly

tis — ï ad hanc xx -f- yy + zz, atque forma

^definita ( I0' 26' ^ determinantis 2 ád axx
. 4 7 » о » 4 У

"~- <2yz siue (quod eodem redit) ad zxx + ey*
^duceretur,' per disquisitiones praecedentes a

ri praeuideri potui&set,

278- Per formam ternariam , ctoius indete»
e sunt x, x1, x11, rcpracsentantur tum nu-
tribuendo ipsis лг, д:% д." valores determi'
tum formão binariae per huiusmodi' sub-

stitutiones x = rnt + nu, x' tes tn't + n1U) X»
^ m"í -f п"и, designanlibus nt, /í, W etc. nu-
^e^os déterminâtes j t, u mdetermmatas forraae
í
epraesentatae. Ad theoriam itaque completam
°гШагцт ternariarum requireretur solutio se^ '

Ff a
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quentíum problematum: L Inuenire omnes re-
praesentationes numeri dati per formam terna"
riam datam. II. Inuenire omnes repraesentaúo-
lies forinae binariae datae per ternariam datam.
III. Diiudicare, vtrum duae íormae ternaiiae datae
eiusdem determmantis aequiualentes sint, necnet

et in casu priori omnes transformationes alterius
in alteram inuenire. IV. Diiudicare, "vtrum forma
ternária data aliam datam determinantis maioria
implicet, necne, et in casupiioii omnes transfer'
mationes illius iu hanc assignare. De quibu5
problematibus longe diíficilionbus quam análoga
in forrnis bmariis alio loco pluribus agemus:^
hic disquisitionem nostram restringimus ad osten*
dendum, quomodo problema primum ad secun*
dum sccundumque ad tertium redud possit»
tertium vero pró casibus quibusdam. simplicií'
simis formarumque binariarum theoriam iW
primis illustrantibus soluere docebimus;
turn hic omnino excludcmus.

279. LEMMA. Proposilis tribus numeris
gris qtitbusmnquf a, a', a" {qui tarnen non omnes si'
tnul = o): inuenire ssx alias B, B', B", C, C', C1'
ita comparâtes vt fiat B1 C" — B" C' =z a, B" C -*
BC" — a1, BC' — B'C — a".

Sol. Sit л diu. comm. max. ipsorum a, 0>

ô", accipianturque integri A, A'> A" ita vt
Aã + A1 a1 + A"a" = «. Porro acci
três integri <E, G', (i" ad lubitum ea sola
tione, vt 1res numeri Q'A" — <£"^', Q1 А
Q, A11, SA' — €'Л, quos resp. per b, b', b" vÇ*°',
rumc[ue diuisorem corumunera maximum per
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iesîgnabimus, non fiant sirrml = о. Тцпс ро-
fcatur a'b11 — ß"6' — «?C, a"b — ab11 =s „£<?,
ob' — a'b = açC", patetque ipsos С1, С', С"
fore íntegros. Denique accipiendo Íntegros SB,
&', SO" ita vt fiat So + $>'b' + SQ"b" = £, po-
nendo 23<z + iö'a' -f 59"a" = «7г, et statuendo
J5 = «ÍO — h A) B1 =s «S' — ЛЛ', -S" = *S3"
•—• hA"i hi valores ipsorum vß, 5', ^", С, С'э
С" aequationibus praescriptis satislacient,

Inuenitur enim aB + a'B1 + a"B" = о
Ъ'А1 + b" A" = o, vnde iß + b1 B1 + Ъ"В" =
ftC. Iam ex valoribus ipsorum. C1' , Ç" fit «S ( ß'Q'
— 5"С') = я^5' — а'ЬВ' — а"ЬВ" + ab"B"
== a (L>B + b'B1 + £"Б») — b (aB + a'B' -f-
<г"Б") = »Sa, adeôque B'C" — B"C' = a-, ,
similiquq modo inuenitur B"C — ВО1 == a't
-ßO — B'C = a". Q. E. F. — Ceterum arialy-
sis per quam haec solulio inuenta est, née non
ïnethodus ex vna solutioue omnes inueniendv
*ùc sunt supprimendae.

a8o. Supponamus, formam binariam, att -f
&btu -f сии ... e, cuíus deter minans = Dy re-
pfaesentari per formam ternariam / cuius inde-
termina tae x, z', x", ponendo x =• mt + nui

= m't + 71'u, x11 = m" t -f 7z"u, ipsique /
nctam esse formam F, cuius indeterminataö
X1, X". Tune per calculum facile confirma-;
(designando coëfficientes formarum /, F per

petuliares) siue etiam ex art. аб8- П. pro-
deducitur, numeram D repvaesentari p'er F

Ponendo X = /м'д" — m"n', X' == m1 'n. — mit1'*,
X" as= mti' — т'П) quae repraesentatio numeii

Ff 5
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D repraesentatióni íormae Ф per / adiuncta com*
mode dici potest. Si valores ipsarum X, X1, X'*
diuisorem communem под habent, breuitatis
caussa hanc repraesentationem ipsius D propriant
yocabirnus, sin secus impropriam, .easdem derio-
ininationes etiam repraesentationi lorrnaeo per/>
cui Hla repraes. ipsius J} adiuncta est, iribuemu^
Iam inuenúo omnium repraesentationum própria*
rum nutneri J} per íorma,m f suquentibus mor
mentis innititur:

ï. NulJa repraesentatio ipsius D per F da-
tuT) quae non ex aliqua repraesentatione alicuius.
formae determinantis D per formam / deduci

i. e. tali repraesentatioui adiuncta. SÍU

Sit enim repraesentatio quaecunque ipsius Z?
per Fhaec: X == L, X1 — L1, X" = L"; accipiatt-
tur per lemma art. praec. m, m', m", /?, n', n'1'
ita vt fiat m'n" — m*n> = L, m"n — mn" == L't
mnl — mln s= L", transeatque / per substitutione«1-
X = mt + nu, x' = m't + n'u, x11 = m"í H*
p"w m formam binariam Ф = att + 2bm -f- c«z/-
Tune facile perspicietur, jy fore determinanteM1

formae Ф ipsiusque repraesentationi per / reprae-
fentationem propositam ipsius D per

Ex. Sit / ==: дгд: + &X1 + дг"д:", adeoque
=i- XX~ X'X- X"X"; D~- 209,
que repraesentatia per F haec X == ï , X' = "
AT" =12} liinc imjeniuntur valores ipsorum ^
n', m", п, тг', л" hi — 20, ï, ï, — 12, o, *

atque ç = 40» íí + 48» tu + 145. .«и»
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П. Si Ф, x sunt íormae binaríae próprio
esquinai entes, quaeuis repraesentatio ipsius D per
f' alicui repraesentationi formae sp per / adiuncta,
etiam alicui representation! formae x, per / ad-
fohcta erit.

Sint/?, q indeterminatae formae xî transeat
Ф in ^ per substitutionem propriam t — «p + »qr,
fc = :p.-f í<7, sitque aliqua repraesentatio formae
* per /Ъаес д: = /?7í + nu, x1 = m'f -f «'«» л"
*= m»í + л"гг. . .(Д). Tune nullo negotio per-
^picimr, si ponatur «m + yn = g1, *m' + yn' =
g", «m" + vn1' = g"? £m + in ^= /г, im' + ^' ==
^S £/ra' + í«' =;' Л', ^m" + í/г" = /г", formam £
repraesentatum iri per / statuendo ^ = gp + A^t
*' = ^'p + h'q, x11 = e""P + Л"<7 . . . (A'), calculd-

facto inuenitur (propter «í — fy = ï ) ess&g'h14

,
gh< - gift — mn' — m1 n, i. e. repraesentationibqs
*Í, R' eadem repraesentatio ipsius D per F ad-
iuncta est,

Ita in ex. praee. formae Ф aequîualere înuenî-
y^ï inuenitur % = \ЪРР ~ 10РЯ + 18Wi ^n 4uanl

lUa transit per substitutionem propriam í = ~ 3P
(47, u= sp — zq; hinc inuenitur repraesentatio

*°rmae ^ per/haec д: = 49, л;' = — yp -f <7» x"
** 2yo — 9, ex qua eadem numeri — 209 reprae^
Sentatio deducitur, a qua prof ecu eram us.

Ш. Denique si duae formae binaria» í1, %, de-
inantis /?, quamm indeterminatae sunt í, u; p,

per /repraesentari possunt, alicuique repraesen-
i vnius eadem repraesentatio propria ip*iu& 0



per .Fadiuncta est , atque alicui repraesentatioiii al-
terius, illae formae necessário erunt proprie aequi'
ualentes. Supponamus ф repraesentari per f pó'
nendo 'x = mt + лгг, :r' = /n'/ + 7г'м, x" s=*
m" t + /г"« 5 % vero statuendo x — gp -f- /г^»
л;' = g1'/; + h'Çj X" — gup -j- h"p: atque esse
m'n" — m"rt' = g '/z" — g"/V — L, .де"л — mn"
= #"/i — #/г" = L', »z«' — «г'я = gh1 — g'b
= D1. Accipiantur integri Z, /', Z" ita vt fiat
i/ .+ DV + L"l" — i , ponatuvque n'i" ~ n1^1

= M, n"l — «/'*.= M1, «/' — 7/'Z = M"i
lmii — inmi — N^ i«m — imii — JV'i Im1 — '
I'm = JV»i denique statuatur g-M + g1 M1 + g"jtf
= .'«, ЛМ + Л'М' + /г -M" = f, g-Л7 + g1 N1 +
g-''Л^« = }, ЛЛ/' + Л'ЛТ' + h" N" = S. Hinc fa'
eile deducitur

лт + утг = g — l(gL + g' L1 + g"L") = 6
Cm + Sn = h — l(hL + h'D + h"L») = *

similique modo «m' + -}n> = g-', Cm1 + í/г'
Л', «/я" + у/г" = ^", f?7i" + <?«" •= 7z".
patet /ni + ?гг/, m't + тг'м, ш"Г + n" u transi**
per substitutionem t = «p + ^V? M — УЯ +
.... (61) in gp + Ay, '̂/? + A'<7, e"P + h»q resf-if

vnde manifestum est, (p transire per subsütutiO'
nem 61 in eandem formam, in quam f transe^
ponendo x — gp -j. hq, x' = g'p + /г'<7, ж11 *?
g"p + /г"сг, adeoque in formam ^? cui itaqu*
aequiualet Denique per substitutiones debitas №'
eile inuenitur, л_еу = Ll + Dl1 + L"l" = *'
quocirca substitutio S est própria, forrnaeque ф> tf

"proprie aequiualeates,
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Ex his obseruationibus deriuantur regulas
esquentes ad iuueniendum crimes repraesentatio-
bes próprias ipsius D per F: Kuoluantur omnes
Classes iormarum binarianun determinantls .D, et
ex singulis vaa forma ad libitum eligatur; quae-
ïantur omnes repraesentationes propriae singula-
^Uin harum -form arum per f (reiectis ils quae
forte per / repraesentari nequeunt), et ex'singu-
lis hisce repraesentationibus deducantur reprae-
sentationes numeri D per F. Ex I et II manife-
stum est, hoc modo omnes repraesentationes
próprias possibiles obtineri, adeoque solulionem

completam; ex III, transformationes forma-
e classibus diuersis certo producere reprae-

'entationes diuersas.

281. Inuestigatio repraesentationum impro-
pfiarum numeri dati D per formam Fad casum
ïraecedentem facile reducitur. Scilicet manile-

/8tum est, si D per nullum quadratum (praeter
l) diuisibilis sit, tales repraesentationes omnino
^on darij sin secus, metientibus ipsum D qua-
pratis >x , //jW, \/t etc., omnes repraesentationes
Aproprias ipsius D per F inueniri, si omnes
rft . . D D DRepraesentationes propnae numeroruni , — . —

ЛХ Ц.}4 Vi

etc. per eandem formam euoluantur, indetemu-
^atarumque valores per * , ^ , , etc. resp. multipli-

Hoc itaque modo inuentio omnium reprae-
*entationum numeri daú per formam ternariam
4atam , quae alicui forniae ternariac adiuncta est,
* problematè secundo pendet; ad hunc vero ca-
вцш, qui primo aspectu minus late patere videri

Ff 5
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cosset, reliqui ita reducuntur. Sit D nutïieru»

repraesentandus per formam (f'f/''f"), cuiu*
determinans Д, et cui adiuncta est forma

( H H' H" }, == f' Tune huic rursus adiuncta erit

(Жд?'дА'') = F> Psique, representations
numeri Д-D per F (quarum inuestigatio a praecc.
pendet ) omnino idênticas esse cum repraesenta*
tionibus numeri D per formam propositam. — "
Ceterum quando omnes coëfficientes formae /
diuisorem comrnunem ^ habent, perspicuum esfy
omnes coëfficientes formae F diuisibiles esse pef
w, quocirca eliam, д£) per w diuisibilis esse de*
bebit (alioquin nullae repraesentationes dare»"
tur); repraesentationesque numeri D per for*
mam propositam coincident cum repraesentatio'

»ibus numeri L — per formam quae oritur ex fi-

diuidendo singulos coëfficientes per я«, cui fof*
jnae adiunrta erit ea, qqae oritur exf, diuidei*'
U» singulos coëfficientes per f«.

Denique obseruamus, hane problehiatis p1*'
mi solutionem in vnico casu, vbi D = o, nolt

esse applirabiíem ; hic enim omnes formae
riae determinantis D in multitudinem
clas^ium non distribuuntur j infra autem, hune

ex; aliis principiis soluernus.

282. Inuestigatio repraesentationum
binariae data^e cuius déterminons non = о *)

•) Вкпе cunm ytr inethoium «H^ntintunt iiuer«ai» *r
4<U|i hoe loco brciytati« c«,u»a pi»ettriiaui.
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datam, pendet ab obseruationibus se»

I. Ex quauis repraesentatione própria for»
binariae (/?, q, /-) = ф determinant!« D

ternariam f déterminantes Д deduci possunt
ri B, B1 tales vt sit BB == *P, B B' r-т —
B' B1 === àq (mod. D), i. e. valor expres-
,/~д f p, — q, r} (mod. .-D). Habeatur

epraesentati,o própria formae ф per f haec. x =s
-í + С«, лг< — я/í + е/м> ж// — „nf -f. £"«,
(designanúbus д;, z', я"; í, u indetenninatas
jorrnarumy, ф); accipiantur integri 5, y, y"
«a vt (a'Ô" — A"6') ^ + (лС" — A"Ç) -,' -j-
(«f* _ a/-) j," = Ã fiat vel = + i vel =ac
*^ l , transeatcpe / per substilutionem

«» f, y

*', C', y'

«", í", y"

formam ( f ' f/ ?" ) = g1, cui adiunçta sit
, Ч « j ° i ° /

,' .B'' S"') == ^ Tunc manifestam est, fore
? й= p, b" = q, a1 ?=• r, A11 = P, atque Л

eterminantem formae g; vnde BB = <"/>•{*

Ita e. g. forma igíf + 6tu -j- 41 «z/ reprae-
^tatur per xx + x1 x1 + j;" :̂" ponendo x ==

• v+ 5u, x1 = 5? — 4u, д:" = í 5 vnde statu-
^uo y =x — 1? yi _ j o." == o, eruitvir Д

^ —- 171, B' = 27, siue valor (— 171, 27)
Pr- V" — j. (19, — 5, 41) (mod. 770).



Hinc iam sequitur, si Д (p, — 7, r) no0

sit residuum quadratura ipsius D, ip per nulla10

formam ternariam determina ntis д proprie ^
praesentabilem esse posse j iri eo itaque casu v'11

л, D inter se prirni sunt, д numerus charactß'
risticus formae <p esse debebit.

II. Quum y, >', >" infinite multis
cliuersis determinari possint, etiam alii atque ai1*
valores ipsorum B, B' inde prodibunt, qui quetf1

nexum inter se habeant videamus. PonamljS'
etiam í, $', í" ita comparâtes esse, vt (y£" — «"»'):
+ (л»; _ «f») J' -b («í»- «'O J" = f
vel = + l vel = — i , formamque f
per substitutionem

C", í"

= ®. Tune g-, g erunt aequiualerftes,
etiam G et ©, et per applicationem praecep'
rum in artt. 269, 270 traditorum *) inuenitur, si,st ;

tuatur ( :y> — C'y) } + ( í'v — fy" ) í' + (V - fV) l.
= ^, ( y'«" — v"-' ) * + ( У "*— v-" ) í' + ( y«' — v'") L
5= ч, formam © transire in G per substitutioOeP

Â, O, O
O, Â, O

<?> 1) f

Л*'*) Eruenäe «т tr«Bíf, formte f in /т, trtniformatione» /°Г ,
^J in У^; «ас hac atqu* tnnsf. formae f in Ц , transf- '* ;.
g in g; denique ex kac, per traospositioBcn» , W»»' '
тле fâ m G,
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erit В = „f£> + f AS», В1 =
, propter tk = + l, vel B '-ÍL зЬ, Б«

53', vel .0 -r — S3, Б' ~ — 2V unod. £>;. In
Cavu ntiori valores (.ß, 5'), (35, SB1) aequiualen-
^ voramus, in posteriori oppositos; repraesen-

Il0nern iormae ф c\utem ad quemlibet valorem
^pr. v^^(/J» — (]•> r) (mod £)), qui ex ipsa
Pei' inethocÎLun in I deduci potest, pertinere dice-
^4s. Hinc ornnes valores, ad quos eadem re-
^raesentatio pertluet, veJ aequiualenies erunt vel

III. Vice versa autem, si vt ante in I re-
^esentatio iormae ф per f haec x = *í + €и
.c- ad valorem C-ß, Б') pertinet, qui inde de-
^citur adiumento translormationis

«S

C, y
£S У'

", £", 7"

Jem quoque ad quemuis alium valorem (S.
) pertinebit, qui illi vel aequiualens est vel

; i. e. loco ipsorum y, y', y" alios inte-
^, i/? in accipere licebit, pro quibus aequatio

haec («'í" — «"£')£ + («"5 — «í" )í» + («f<
^ «'»)<i" = +_ ï locum habeat, et qui ita com-
: fati sint, vt coëffïciens 4 et 5 in forma ei ad-

, in quam У per substitutionem (vS) '

«, e, j
«s c/, -í'
*", C", í"

resp. fíant = S, S'. Statuatur enim
» nD B' = 25'



hic T et postée signa superiora vel inferiora, pr°u;
valores (В, В';, (&, äü/) aequiualentps sunt *e*
opposiíi), vnde £, « erunt integri, transeatque è
per substitutionem

O, l, n

O, O, + l

in formam 9, cuius determinantem esse Д,
forma adiuncta vero coeffícientes 4 et 5
= JO, 3V fieri facile perspidetur. Fadendo a1*'
tem «" + e» JL y — J, «Л + í'« ± >' = ^
л"^ + б"ц -i- "," = í", nullo negotio patebit, 7
per substitutionem (A"j transir« in g , alque ae'
quationi (-i) satisfactum esse. Ç. £. D,

283. Ex his principiis dedudtur method
sequent, omnes repraçsentationes próprias f°*
mãe binariae í = ptt + 2gtu + rutí determinai111

£) per ternariam / deLerrninantis Д inueniendi-

L Eruanlur omnes valores diue^si (i. e. D°j
áequiualentes expressionis v^~^(/7, — q, r~) (m°
£)). lïoc problema pró eo casu, vbi v est f°
ma primitiua atque A ad D primus, supra (af

solutum est, casusque reliqui ad hunc fàcl

reducuntur, quam tarnen rem fusius hic e

plicave breuitas non permittit. Obseruamus ^
tummodo, quoties Д ad D primus sit, expreß
nem л(/г, — j^r, r) residuum quadraticum ipf
D esse non posse, nisi ф fuerit forma pritn^^J
Supponendo enim ьр = BB — DA1, — M
BB1 — DB", лг = В'В1 — DA, fit (DB"
д9)* = (DA1 + л/?) (DA + A7-)i hinc,
lutionem et substituendo ̂ 9 — pr pro £>, fit



(B"B" — АЛ>) — д (Ар + яВ"д +
*Ь ût> = о, vnde facile concluditur, si p, g, r ,di-

communem haberent^ hune etiam ipsum
metirij tune vero A ad D primas esse non

Quare py 9, r diuisorem communem
nequeunt, siue ф erit forma primitiua.

IL Designemus multitudinem horum valo-
per 772, supponamusque. inter eos reperiri n

Vatorps, qui sibi ipsis oppositi sint (staluendo n
^ o quando tales non adsunt). Tune manife-
Slurn est, ex m — n reliquls valoribus binos semper
PPpositos fore (quoniam cuntti valores complete
^aberi supponunlur); reiiciatur e binis quibusque
Vabribus oppositis THUS ad libitum, remanebunt-

omnino valores l (ATZ -f п.). Jta e. g. .eX
valoribus expr. >/~ — i x ( ï g, ' 3, '41 )

L 770) his (44, 237), (171, — 27), (269,—
, (291,- 1:27), (-44, - 237), (~ 171, 27),
a69r 83)5 (~ 29b Ia7)5 quatuor poiteriores

•eiiciendi, tarnquam quatuor prioribus oppo-
Ceterum perspicuum est, si (Ц, B1 ' sit
sibi ipsi oppositus, ал, iR>, et proin etiam

ДР, 3Açr? ад?- per D diuisibiles fore; quodsi Ha-
3^e ^, D inter se primi sunt, etiam. 2p, aq^ ar per

diuisibiles erunt, et quum, per I, in hoc casu
lem p, q, r diuisorem communem habere ne-

etiam a per D diuisibïlis esse debebit,
fieri nequit nisi D vel = _+ l, vel =z

"+: a- Quamobrsm pro omnibus valoribus ipsius
ь, ^aioribus quam a semper erit /?= o, si Д

•° est primus.

v Dl. His ita factis manifestum est, quamuis
Dra~ ' propriam formae ç per/ ne-



cessario ad aliquem e valoribus remanentibu*
pertmere debere, et quidem ad vnicuin tantuifl-
Qu'are hi valores successiue sunt percurrendi, re"
praesentationesque ad singulos pertinentes inuC'
stigaudae. Vt inueniantur repVaesentationes a»
valorem datum {В, В') pertinentes, primo de'

termmanda est forma ternária g = ( ?' ?,' / . , /) '

cu'ms determinans = Д et in qua a = p, b" ^
<7, <z' =' r, ab — b'b" = 5', ab' — bb» = B''i
valores ipsorum a", b, b1 hiiic inueniuntur adi^1'
mento aequationum in II art. 276, ex quibus f^"
eile perspiiitur, in eq casu vbi Д, D inter se prl'
•mi sint, b, &', a" necessário fieri Íntegros (neifl'
ре quoniam hi très numeri, multiplicati turn pelj
D linn per Л Íntegros producunt). Iam si ^
aliqiiis coëfficientium fc, и', Z>" fractus est,,v e

formae /, g non sunt aequiualentes: nullae ^
praesentationes formae <p per f ad (5, Б1)
tinentes dari possuntj si vero b, b1, a11 sunt
gri, formaequey, g aequiualentes, quaeuis
formatio iliius in hanc, vt

*» » y
«', tf', v'
*", £", y"

talem repraesentationem suppeditat, puta ^
= «í + ffu, ̂ ' = «'f + í'«, дг" =3 «"í + f"^
manifestoque nulla huiusmodi repraesentatio e

starë poterit, quae non ex aliqua transformât!011

deduct posset. Hoc itaque modo ea problem9

secundi pars, quae inuestigat repraesentatio11 '
proprias, ad problema tertium iam est



JrV, -Ceterum transformationes diuersae for-
f in g semper producuut repraesentatipnes

, eo solo casu excepto, vbi valor (J3, B1}
ipsi oppositus est, in quo binae transforma-
s- vnicam semper repraesentationem suppe-

%ant. Supponendp enim, J transire in g eüam
í er -çubstitutionem

«> e s
а', С','/'

Л", 6", í"

iÇuae eandem repr. praebet vt transf. praec.%
"enotandoque per /c, f, £, ^ números eosderri vt
^ II ait praec., erit B = MB + >,FD, B1 =
"' + áf-Dj si itaque vel vterque k, f supponi-

== + l , vel vterque = — i , erit ( quia
= o exchisimus) C = o, „ = o, vnde

sequitur J4 = y, í' = >', í" = y"; quare
duae transformaúones in eo solo casu di-

esse possunt, vbi alter numerorum A, f
f l, alter — i; tunc erit B =,— B, B1

—• B1 (mod. D), siue valor (S, 5') sibi ipsi

't V. Ex iis, quae supra (art. 271) de criteriís
Qïïnarum definitarum et indefinitarum tradidimus,

^e se si A si* positiuus, D negatiuus, atque
°rma negatiua, g fieri formam defmitam nega-

uainj si vero Д sit positiuus, atque vel D posi-
UUs) vel D negatiuus et <p forma positiua, g

re formam indefinitam. Iam quum /, g
aequiualentes esse nequeant, nisi respectu

s qjialitatis similes sint, maniíestum est, for-
binarias determinantis positiui цес non po-



eitíuas, per ternariam negatiuam proprie reprae-
sentari non posse, neque formas binarias nega'
tîuas per ternariam indefinitam determinantis po'
sitiui; sed per formam ternariam prions. poste-
riorisue specie! vnice binarias posterions priorisu&
resp. Simili modo concluditur, per formam ter-
nariam determinantis negatiui definitam (i. e. pO'
sitiuam) vnice repraesentari binarias positiuas»
per indefinitam , vnice negatiuas et formas det-
positiui.

084* Quum repraesentationes impropriété foj
mae binariae <p determinantis D per ternariam J*
Cui adiuncta est F, eae sint, ex quibus repraeseif
tationes impropriae numeri D per formam F-s?
quuntur, ф per f manifesto nequit improprie
praesentari, nisi D factores quadrates
Ponan^us, omnia quadrata ipsum D
(praeter l) esse ее, е'е1, e"e" etc. (quorum in0:
titudo finita erit, quia supponimus, non esse "
=3: о), praebebitque quaelibet repr. impr., f01'
ntiae ç per f, repraesentationem numeri D pe

F, in qua valores indeterminatarum aliquerO .-
numerie e, e', e" etc. pro diuisore communi
зато habebunt} hoc respecta breuitatis ca
quamuis repr. impr. formae ф ad diuisorem
dratum ее. vel e'e' vel e"e," etc. pertinere
mus. Iam omnes repr.' formae ç ad
diuisorem quadratum datum ее (cuius radice»1

positiue acceptam supponimus) pertinentes P
regulas sequentes inueniuntur, ex quarurn ^
monstratione synthetica, propter breuitaten1 ^
praeferenda, analysis per quam. euolutae 1*
eile restitui poterit.



Primo eruantur omnes formae binariae de-

^ïminantis — , quae щ formam <p transeunt per

*ubstitutionem propriam talem T = <t + /u, U
*= цЦ, designantibus Т, U indeterminatas tails
u>rmae j í, u indet. formae <j>j K> ^ Íntegros posi-
ÖUos (quorum productum itaque = e) j A inte-

positiuum minorenl quam ц (siue etiam
Hae formae, cum transformationibus

ïespondentibus, ita inueniuntur:

Aequetur * successiue singulis diuisoribus
s e positiue acceptis ( inclusis etiam i et e ) ,

M = — ; pró singulis valoribuà determina-

^s ipsorum к, í* tribuantur ipsi A omnes valores"
*otegri a o vsque ad ^ — i, quo pacto ómnés
'•fansfermationes certo habebuntur. Iam forma,
^ae per quamuis substitutionem T sst jcí TJ- АИ,
v = fjí in <p transit, muenitur inuestigando fpr-

in лиат ф tranát per hanc t = Л Т —
. *
к SÄ — U-, sic formae singulis transfortna-

respondentes obtinebunturj sed ex oninî-
his formis eae tantutn retinendae sunt, щ
ца omnes très coëfficientes euadunt integri *),

J Si je hoc problMtate futins agere hic lictrit, '»oJutinnea»

«dftiodum contrahere posjemus. Id itatim o bui um e<t, pro

* alioj diteiiores ipsiui g acciptri под mie яссолап'ига, uin

ЧЧогЦт qaadrctuni raetiatur coëfficientnn primum ,<ori«a« ^,

Cetëinm hoc^ro'blcma, ex qua etiam »olationes íimplicío^

**» probl. artt. 213, 214 drduci posjunt, ali» octasioa»

гспияеге uokii



Secundo ponamus Ф esse aliquant ex
formis, quae in ф trans eat per subst Г = • »f, .+
л«, U = иЩ inuestigentur omnes repraesenta-
'tiones propriae formae Ф per у ( si quae dantur)»
exhibeanturque indefinite per x = ЦТ -f 2}í̂
я* == WT -h 23'£7, дг" = 3f"T,+ S5"Í7 . . . (01)5
denique ex slngulis (Dl) deducatur repraesentati°

. .. x = *í + eu, x1 = *'í + Е'и, дг» s*
-}- 6"u per aequationes (Д)... л = „#, *'

, , ,
ftSJS ff" = \W + fS"- Eodem prorsus
vt forma Ф, tractentur formae reliquae
guiam primam inuentae (si plures adsunt), .
vt eJísiiígulis cuiusque repraesentationibus prqpri1*
aliae repraesentationes deriuentur, dicoque, b0**
,joaodo prodire cunctas repraesentationes formae f
,atl diuisorem ее pertinentes, et quidem ^иаЛ '̂
bet-eemel tantuni.

I. Formam terhariam / per
'eubsoÇuttonem (f ) reuera tratísire i» <p, tem
um est, vt explicatione ampUori non opus &'
quamlibèt autem répr. (j ) esse impropriarò è^
ad diuisorem ее pertinere, inde patet, quo:d
xner

Uunt = e (2í'S3" — 2í"25')j ^ (»»»
efyfoi — 3I'S), vnde illorum diuisor
max. manifesto erit e(quoniam 8t est
tatio própria).

' ' ' " "
II. Ostendemus, ex quauís repraesen^

data (f) formae <p, inueniri posse repraeß^11

tionem propriam formae determinantis

1er formas per regulam primam invientas



, slue ex valoribus datis ipsorum «, «',*"> ^ ?» ?"
ci posse valores íntegros ipsorum *) A, ̂ , con*.

tiouibus praescriptis, atque valores ipsorum 2t, A',
3", 33, S3', S3", aequationibus (Д) satisfacientes, et
Cuidem vnlco tantum modo. Ршф ßtatim patet
ex tribus aequ. prirnis in (.R), pro * accipi de-
"ere diuisorem communem maximum ipso-
fUrn «, *', «.ч signo positiuo (quum enim, 2C'33"i
•—. 2C"»', 2t"» — ЯЗЗ", 3tS3' — 2i'S3 diuisorem
cotnmunem non habere debeant, etiam 2Í, 2C', 2Í''
^iu. comm. habere nequeunt); hinc etiam 3f,3i'r
3C" déterminât! erunt, née non v- = — (quem

к
Necessário integrum fieri facile perspicitur). Po-
hamus, três Íntegros a, u', ú" ita acceptes esse,
^t fiat all + u'2í' + u"2í" = i, scribamusque bre-
üitatis caussa K pró ng5 + a'S' + a"S". Tunc
ex tribus vltimis aeq. (R) sequitur, esse debere
& + u'=' + u"»" = A + *k, vnde gtatim patet
pro л vnicuni tantummodo valorem inter limites
o et fi — l situm dari. Quo facto quum etiara
^>. S', S3" valores detemxLiatos nanciscantur, m-
•nil superest, nisi vt demonstremus hos sem-

hinc íntegros euadere. Ç"iet autem 58 ~

— аИ) - 3Í (a'?'

^ 2CÄ == - (a»(«"ff — 5£?") -

"* Hk = -i- (a" (.»e — *?") — a' ( -P—•«'?) ) ~
$&, eritque adeo manifesto integer, similicerquô
facile confirmatur, etiam ipsos 83', S3" valores in-
tegros nancisci: — Ex his ratiociniis colligitur, nul-
^m repraesentatioríem impropriam formae <p per

í ad diuisorem ее pertinentem, exstare posse,
5



quae per methodum traditam vel non vel plane*
obtineatur.

Qûodsi iam eodem modo reliqui d
quadrati ipsius*D tractantur, repraesentationesqutf
ad singulos pertinentes eruuntur, cunctae rpprae*
sentationes impropriae formae <p per f habebun-
tiuv

Ceterum ex hac solutîone facile deducitur}
theorema, ad finem art. praec. pro repraess. pro*
priis traditum etiam ad impróprias patere, scili-
cet generaliter nullam formam binariam positi'
uam del. negatiui per ternariam negatiuam re*
praesentari posse etc.; patet enim, si * sit form*
talis binaria, quae propter illud theorema per f
proprie repraesentari nequ^at, etiam omnes for*

mas determinantium —, — etc., ipsam $ inipli*
eg1 glgi 1 i Г

cantes per f proprie repraesentari non posse»
quum hae fprmae omnes determinantem eodefl*
signo aífectum babeant vt Ф, et, quoties hi de*
terminantes negatiui sunt, vel omnes euadafl*
formae positiuae vel negatiuae, prout Ф ad ill^
vel ad has pertinek

385- De quaestionibus problema tertiutn no*
bis propositum constituentibus (ad quod du<>
priera in praeec. sunt reducta), scilicet propesiö*
duabus formis ternariis eiusdem determinantis»
diiudicare, vtrum aequiualentes sint necne, &
in casu priori omnes transformationes alterius
alteram inuenire, pauéa tantum hoc loco i
rere possumus, quum solutio compléta,
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problem atibuç analogie in formis binariis tradi-
us, hie adhuc maioribus difficultatibus at ohno-

**а. Quamobrem .ad quosdam casus particula-
*^s, propter quos praecipue haecce digressio in-
stituta est, disquisitionem nostram limitabimus.

I. Pro determinante + ï supra ostensmn
j-st,' omnes formas binarias in duas classes dlstri-
bl*i, quarmr, altera omnes formas indefinites,
Altera omnes definitas (negatiuas) contineat.
**tóc statim concluditur, duas formas ternárias
^ascunque det. i aequiualentes esse, si vel vtra-
ЧЧе sit definita vel vtraque indefinita; si vero al-
:eia sit definita, altera indefinita, aequiualentiam,
l°cum non habere (propositionis pars posterior
Manifesto valet generaliter pro formis determi-

cuiuscunque ). — Simili modo du'ae for-
quaecunque determinantis — i certo aequi-
unt, si vel vtraque definita est, vel vtraque

^definita. — Duae formae definitae deterrainan-
^ a semper aequiualebunt5 duae indefinitae non.
^quiualebunt 5 si in altéra très coëfficientes primi
°*ünes pares sunt, in altera verq non omnes sunt pa-
es; in casibus reliquis (si vel vtraque très cdefficien-
es primos simul pares habet, vel neutra) ae-

^^iualebunt. — Hoc modo adhuc multo plures pro-
^°sitiones spéciales exhibere possernus, si supra
*• ̂ .277) plura exempla euoluta fuissent

j II. Pro omnibus hisce casibus poterit etiam,
e-eignantibus/, /' formas ternárias aequiualentes,

?atisformatio vna alterius in alteram inueniri.
аШ pro omnibus casibus in quauis classe for-

ternariarum multitudo satis parua forma-
Gg 4
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rum supra assignata est, ad quarum aliquam pei
methodos vniformes quaeuis forma eiusdem claS*
sis reduci possit; has omnes ad vnicam reducer»
ibidem docuimus. Sit F haec forma in ea c\as$e

in qua sunt /, f't poteruntque per praecepta

supra tradita inueniri transiormationes formafutf*
/V /' in F, née non formae' F in /, /'. Hi»c

per art. 270 deduci poterunt transformationes foi'
mãe f in fl formaeque f' in f,

III. Superesset itaque tantummodo, osteö'
dere, quo pacto ex vna transformatione forint
ternariae f in aliam f* omnes transforma tioneS
possibiles deriuari possint. Hoc problema pend^
ab alio simplicioii, scilicet inuenire omnes tran**
formationes formae ternaviae f in se ipsam. N1*
mirum si f per plures substitutiones ('/), (?)'
(7'*) etc. in se ipsam et per substitutionem (£/
in /' transit, patet si ad normam art. 270. coo1'
binetur transformatio (í) cum (7), 7'), (7") etc»
prodire transformationes per quas omnes f in J
transeat; praeterea per calculum facile probat^'
quamuis transformationem formae f in f1 boc

modo dertuci posse e combinatione transforma^0'
, nis datae í formée / in f1 cum aliqua ( et quide*1*

vnicct ^ transtormatione formae / in se ipsaï0'
adeoque ex combinatione transformations data0

formae f in f1 cum omnibus transformationib'1'
formae f in se ipsam oriri omnes transforms^10'
nes, formae f in /', et quidem singulas seB1^
tantum.

Inuestigationem omnium transformation01^
formae f in se ipsam ad eum casum hie r
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ghnus, rvbi j est forma definha cuius coëffîéîën-"
tes 4, g, 6 omnes = о*). Sit itaque f . dai-

( я' a>> a" ) , exhibeanturque omnes substitutiò-
\o, о, о /' ^

, per quas /in se ipsam transit, indefinita рев

«» , у
-', С', у'

«", f", у"

*ta vt satisfieri debeat àequationibus (ft) ... act»
+ a'*'«' + a"*"*" = a j я»» + e'ff'ff' + a"5"î"
*= a', ö>y + a'y 'y' + a"yy = a", a«C +

+ a"a"£'< = o, a*y + л'*^' + а"я'1у>"
, ßSj' + A'Ê'J-' + <z"è"y" = o. Iam très
sunt distinguendi:

I. Quando я , <z', <z" (qui idem signutti ha-
bebunt) omnes sunt inatíquales, suppoiîaiïlilb
о < и', л' < a" (si alius magnitudinLs ordo ad-
Cst, eaedèm conclusiones prorsus simili modo
eruentur). 'Tune aequ. prima in (il) manifesto
^equirit vt sit л' = a" •= о, adeoque л= +' l?
bine per aequ. 4, 5 erit С = o, r = oj simí-
*iter ex aequ. 2 erit <?"= o, et proin í' — + i»
^Шс fit, per aequ. 6, y' = o, et per 5, y" ===
t ï , itâ vt (ob signorum ambiguitatem indeperi-

omnino habeantur 8 transformationes dï-

IF. Quando e numeris a, a1, a" duo sunt
Squales, e„ g. a1 = a", tertius inaequalis, sup-

*) CUSDÍ rrliq«i vbi / «t forma, dtiinita »* hunc rednci poj-
»untj «i vero f ut form» inrtafinita , nwthedn» omnino di-
«ana adbibeada, transfer matiooujiKiue multituao jnfuute «rit.
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ponamus primo a < a1. Tune eodem modo vt
in casu, praec. erit «' s= o, *" = < > , « = +. ir

C = o , y = o ; ex aequ. 2, 5, 6 autem facile
deducitur, esse debere vel C( = + ï, y' =s o,
€','== o, У" = + ï, vel £ = o, y'==-± ï, £«*
== rt ï, v" = o. Si vero, secundo, a £> a'j
eaedem conclusiones sic obtinentvir: ex aequ. 3,
g necessário erit £ = o, y = о, et vel ;' ==

. ±. i, v' = о, С" = o, v" = _± ï, vel С' =s
о, У' = + i,í" = + i? v" = о; pro suppo-
sîtione vtraque ex aequ. 4, 5 erit *' = o, «" ss=
o, atque ex ï, ie.=? +. ï. Habentur itaque, pro
vtroque casu, 16 transformationes diuersae. --
Duo casus reliqui, vbi vel a = a", vel a = o'j
prorsus simili modo absoluuntur, si modo cha-
racteres л, «', «" in priori cum ff, f', S", ù*
posteriori cum y, v', y» resp. commutantur.

IIL Quando omnes a, a', a" aequales
aequationes ï, 2, g requirunt, vt e tribus nume"
ris «, «', «", née non ex C, C', C", vt et ex y, y', y'1

bini sint = o, tertius = + ï. Per aequ. 4, 6*
6 autem facile intelligitur, e tribus numeris «, f , /
vnum tantummodo = i i esse posse, simili'
terquë ex «', ?', y', née non ex «", £"", y'1'
Quamobrem sex tantummodo combination0*
dantur

С"
Y1

С'
il f

J Coëfficientes seni rei**
qui = о

ita vt ob signorum ambiguitatem omnino 4"
transformationes habeantur. — Idem typus etiatf*



*"" 475 *•""

praecedentes complectitur: sei в sex со-
: primis prima sola accipi débet, quando

a', a" omnes sunt inaequales; columna prima
secunda, quando a' = a"; prima et tertia,

a = a1; prima et sexta,-quando a ?= a".

Hinc colligitur, si forma / = axx +
"f af'x^x" in aliam aequiualentem /' transeat per
^bstitutîonem x = Sy + *y( + ф'"., z' = S'y
^ 'V + S'/",' x" «= ̂ "'7 + '"7' + »"/'S omnes
^nfef. formae / in /' contineri sub schemate- se-
hnte:

ж"

1 \x> \x>

X"\X -X1 '

rll X"

X1

X

= ± (*7 + '7'
== ±

= " "'7'

discrimine, vt sex columnae primae omnes
ibendae sint, quando a = a1 ,= 0"; co-

l et fl, quando <z', 0" aequales, a inae-
alisj ï et 3, quando a = a1 j ï et 6, quando
:=s a"; denique columna prima sola, quando

* ' a' , a" omnes maequales. In casu primo trans»
J'^ationum multitudo erit 48, in secundo, ter*

0 «t quarto 16, in quinto &

'*

* Ab hac succíncta prímorum elementorum
ç *°йае formarum ternariarum exposiúone ad
W S(^em application^ spéciales progredimur^ in-

tuas primuin locum, meretur sequens



PROBLEMA. Propostta form» binaria f
sr (Ai S, t1) determinant D ad genus
fertinente: inuenire formam binariam f, e cuias
tatione iíla oriatur.

Sol. I. Quaeratur repraesentatio própria foi'
mãe ipsi F oppositae P = ATT —r uBTU
СЦ U per formam ternariam xx — syz,
8Ít Д:^= *Г + CU, y =: *'T + C'U, Z = *"

4- ff"J7, quod fieri posse é theoria praec. fornda*
rum ternariarum facile colligitur. Quum e»llJl

F per hyp. sit e génère principal! , dabitur val°*
expr. V" (^5 -ß, С) (mod. D), vnde i
poteiit forma ternária <? determinantis ï, in
(^, , — 5, C) tamquam pars ingrediatur,
formae coëfficientes omnes fore Íntegros n
negoüo' perspicietur. Aeque facile intelligitur, *,
fore formam indefinitam . ( quoniam per -
certo non est forma negatiua); vnde
'formae xx — ayz aequiualens erit.
poterit. itaque transformatio huius in illam , q
répïaesentationem propriam formae Fl per xf
ayz suppeditabit. — Tune igitur erit A = <**
Зя/«*^ -т- Б = аб — *'?" — «"f, C = fff

аи'*"; porro designatis numeris «Ç* — . wí,
•"f, «"f — eC" per л, i, c resp., hi
rem. communem non habebunt, eritque
ЪЪ — нас.

alt-
IL Hinc adiumento obseruationis vitima«

C55 facile concluditur, .Ftransire per substifioti00 g
flf<, ff, e, S"; 2«', a, a, a" in productum to* èin
(aa, —-&,c) in se ipsam, née non per substituú0^. e

C', f, ff, 2f"; «', «, «, 2«" in productum f°r
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(a, J — b- se) in se ipsàm. Iam diuisor commü-
^is maximum numerorum ад, 20, 2C est 2;, ci
1{aque с est impar, за, зе, с diuisorem commu-
uern non habebunt , siue ( áa , — b , c ) erit f or-
^a proprie primitiua; similiter, si a est impar,
(с, — b, 2c) forma proprie primitiua erit; in
casu priori F oritur ex duplicâtione formae (зет,
"^ £», c), in posteriori ex duplicâtione formae
Ça, — b, 2c)j (V. concl. 4, art. 235); vnijs ye-
ÏQ horum casuum certo semper locum nabéblt:
«i enim vterque a, с esset par, b necessário foret
Jl*ipar; iam facile confirmatur, esse £"я -f- î&
"i* f'c = о, «"at + «b -f; «'с = о, vnde sequére-
'fc, f&, «&, adeoque étiam л et C esse 'pares.
*unc autem A et C forent pares, quod esset
Cf>ntra hypothesin, secuiíduín quám F est'forma
6 génère principal! ädeoque ex qrdïne ргЬрйе
ïïimitiuo. — Ceterum fieri etiam potest, vt turn

turn с pares sint, in quo itaque casu duae
formae habebuntur, e quarum duplioatitj-

F oritur.

Ex. Proposita sit forma F = (5,12, 31),
— 151. Valor expressionis V^(5> в>'5г)

inuenitur (55, за); hinc forma ternária <p s=

3ÎJ _ *j; huic per praecepta art 373 aéquî-

inuenitur forma (l'I'~l
t^). quae in ф

. ^ *
it per substitutionem

a, 2, — г
ï, — 6, — ».
о, 5, i
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Hlnc adiumento transformationum in art. 27?
traditarum inuenitur, ( ï, о, о Л г̂аП5 г̂е jjJ7 \ — i» o, o j
ф per substitutionem

3> ~ 7, — »
2» — ï, o
i> — 9, — 5

Fit itaque a = 11, Ъ = — 17, с = 2o;
"c|uum л sit impar, F oritur ex duplicatione f of
mae ( i l , — 17, 40) transitque in productu0*
huius formae in se ipsam per substitutioneö*
— l, — 7> — 7, — 9'> z, 5, 3> ï-

Jl87- Circa problema in art praec. solutuí"
eequentes adliuc annotationes adiicimus.

L Si forma F per substitutionem p, />',
»"'5 9, </', ̂ ", q'" in productum e duabus
(ft, £, Ã;, '(^S í S &') transformatur, (vtraque ^
semper supponimus proprie accepta), habebt111'
tur aequationes, ex concl. 5. art. 235 facile dedl1'
ceudae: р"/гл' - p'h'n - p (in1 — i'n ) = о, (Л
'— ̂ '; Сгя' + *'л) •'" У0 (^л/ — k'n) +Р'" (h*1' — '̂"'
= o,p lkn l ' р'Кп — /?'" (m' — г'тг) = о, tresquí

aliae ex his per commutationem numeroruDJ Л
n1, ^", p"1 cum <7, 9', 9", ç'" oriundaej л, »' stt*1

radices quadcatae posiuuae e quotienúbus рго^
untibus, si determinantes formaram (/г, г, ^^
(/г1, г', £' ; per det. formae F diuiduntur. Si í**
que hae formae ^unt identicae, sine n = W7
e= ft', г = г', А = A:', illae aequationes tr*^*
eunt in has: оэ" — jo') Уш = о, С/3" " "Aí
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,**= о, (p» — p1} lin = о, vnde- èrit necessário
. '*Л = p", prorsusque simili mod® 7' = ç' V— i-

•fribuerido itaque formis (Tz, z", Ä), (/z', z', A'-)
Vcisdem indeterminatas f, M, designandoque inde-

, terrnmatas formae F per T, t/, transitât í1 per
^bstitutíonem T = /?гг -f 2/?'fu + p«'ua, t/ =

"W -f 2(7'íu -f <7"'iuí in. ( hit + aíítí 4- kuu \г.

11. Si lorma Foritur e duplicatione formae
.Л orietur etiam e duplicatione cuíusjiis ,aliae
^rrnae cum / in eadem classe contentae siue

formae Fe duplicatione classis formae /(V.
238). Ita in- ex. art. praec. (5, 2, 31) orietur

.rn e duplicatiohe formae (11, 5, 16), ipsi
Ali, — i/j 40) proprie aequiualentis. .Ex voa

, per cuius dupl. -classis formae F oritur,
(si plures dantur) inueniuntur adiuménto
260; in exemplo nostro alia huiusntodi

*is positiua non dabitur, quia Vna tantummo-
:*° classis anceps proprie primitiua positiua det
4v' 151 exstat ( puta principalis ) ; quum e com-
P°sitione classis vnicae ancipitis negatiuae ( — i,
^> — 151), cum classe (11, 5, 16 j oriatur clas-

( — 11, 5, — 16), haec erit vnica negatiua,
duplLcatione classis (5, s> 31) oritur.

III. Quum per stilutionem ipsam probl. art.
. euictum sit, quamuis ciassem formarum

rum proprie primitiuam (positiuam) .ad
principale pertinentern ex alicuius classis

- prim, eiusdem det. duplicatione oriri • posse:
art. 261, per quod certi eramus, ad
semissi omnium characterum pro de*

hon quadrato dato D assignabiliuH»
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genera proprie rprknitîua (positíua) respondere
нон posse, eo iam ampliatur, vt practise sernisíí
omnium horum characterum lalia genera reuera
respondeant, alterique ideo seraissi nulla respQO'
dere possint /V. demonstr. illius theor. ). Quare
quum in art. 265 omnes illi characteres assifi^3'
Hl es in duas species P, Q aequaliter distribu*1

sint, e qulbus posteriores Q Íormis pr. prim- (p°"
sitiuis) respondere non posse probatum erat, &e

-reliquis autem P incertum maueret, an stngu&s

genera semper reuera responderem: nunc b°c

dubium penitus est sublatum, certique sumus, ^
totó characterum complexa P nullum adesse eu1

.genus non respoïideat, — Hinc facile quoque

;deducitur, pró determinante negatiuo in
-j>r, prim, negatiuo, in quo omnes P ímpo
solosque Q possibiles esse in art, 264, I

!sum est, omnes Q reuera possibiles esse.
rignante enim К characterem quemcunque
Q) f formam arbitrariam ex ordine pr. p
neg, formarum det D, atque K1 ipsius characte"
rem, hic erit ex Q; vnde facile perspicitur, cba'
racterem ex A, K1 compositum (ad normam art<

346) ad P pertinere, adeoque formas pr. pn '̂
tiuas positiuas detZ) exstare quae ei respondea^'
ex compositione tails formae cum / man
"ôtietur forma pr. prim. neg. det. D cuius
raCter erit K. ~ Prorsus simili ratione pro
in ordine improprie primitiuo eos characteres
per praecepta art. 274 II, Ш sali possibiles inuî
niuntur omnes possibiles esse, siue sint P sine v*
— Haecce theoremata, ni vehementer fal
ad pulcherrima in theoria formarum binari
sunt referenda, eo magis quod licet smnma



№citate gaudeant, tarnen tarn recôndita eint vt
4?sarum demonstrationem rigorpsam absque tot

disquisition цш subsidio condere non Ii-

Transimus iam ad aliam applicationem di-
praecedentis, ad discerptionem Шш

turn f ormarum biuariaram in. terna
cui praemittimus sequens

288. PROBLEMA. Désignante M питегкгя,
, îHUinirè conditiones sub quibiis format Ы-

prïmittucte Hggatmae deíerminantis — M davi
, quae stnt residua quadrática ipsius M sine fr»
i stt numerus characteristicus*

Sol. Designemus per a complexum
^ characterum particularium quos praebent

eUtiones numeri i turn ad singulos diuispres
î'̂ os (impares) ipsius M turn ad numeram 8
*^ 4 quando ipsum M metitur; manifesto Ы
Caracteres erunt Rp^ Rp1, Rp" etc., denotanti-
^s p, p1, p" etc., illos diuisores primos j
Ч^е i, 4 quando 45 1,8 quando 8 ipsuni M.
;*etitur. Praeterea vtamur literis P, Ç in
?§tùficatione vt ia art. praec. siue vt in
^ distinguamus casus sequentes,

Y I. Quando M per 4 díuisibilis est, il
integer, patetque ex art. 255 V, l ta- '

tantummodo formarum numerum character
esse posse , quarum character sit it. Sei

est, и fore character em iormae prin-
(ï, o, M), adeoque ad P pèrtmere et
formae proprie primitiuae nègatiuae com-
иод posse j çjuare quuni îoxnaae i
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prie primitiuae pro tali det. non dentur,
omnino formae prim. neg. in hoc casu
cjuae sint residua ipsius M.

IT. Quando M Er 3 (mod. 4), prorsus e*'
dem ratiocinia valent ea sola exceptione vt &
hoc casu ordo improprie primitiuus negati*11^
exstet, in quo characteres P vel possibiles епий
vel impossibile>, prout M ЕЕ 3 vel = 7 (ню"*
8), V. art. 264, III. In casu igitur priori in b°c

ordine genus dabitur, cuius character sit Л, viJu*
ï erit numerus ,characteristicus omnium fori»3'
rum in ipso contentarum; in casu posteriori B^'
iae omnino formae negatiuae hac proprietaW
praeditae dari poterunt.

Ш. Quando M ==. l (mod, 4), n nondo"1

est character complëtus, sed iusuper
débet relatio ad numeram 45 patet autem, n
cessario in characterem formae cuius num. c
$it l ingredi debere, et vice versa, form
quamuis, cuius character sit vel Л; ï, 4, vel
5, 4, habere numerum char. 1. Iam íi; ij
manifesto est character generis principalis, qui
P pertinet adeoque in ordine pr. prim,
impossibilis est^ ex eadem ratione il; 5, 4 ad
pertinebit (art. 263), vnde ipsi in ordine pr.
negatiuo genus respondebit, cuius formae
habebunt num. char. ï. Ordo improprie
tiuus in hoc casuj vt in sequente, non datur.

IV. Quando M = 2 (mod. 4), ad Л
dere débet relatio ad 8, quo fiat character
pletus, puta vel ï et 5, 8, vel 5 ci 7, 8,
dp M = 9 (mod. 8)} et vel ï et 7, 8, vel 5
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$» 8, quando M ЕЕ 6 С mod. 8). Pro casu priori
'^haracter ijj ï et 5, 8 manifesto pertinet ad P,
fit*eoque iij 5 ei 7, 8, ad Ç, 'vnde ipsi respon-
Ißbit genus pr. prim, neg.j similique ratione pro
-Posteriori vnum genus in ordine pr. prim, nega-
do dabitur, cuius formae proprietate praescripta
ï^aeditae sint, puta cuius character ft; 5 et g, 8.

I Ex his colligitur, formas primitiuas negati-
'^s det. — M quarum numerus characteristicus
*U ï dari, quando M alicui num er oram i j a, 3,

6 secundum modulum 8 congruus sit et
in vnico semper génère, quod impro-

erit quando M rE j ; tales formae omni-
non dari, quando M ~ о, 4 vel 7 (mod.

Ceterum manifestum est, si (— я, — .£,
с) sit sit forma primitiua negatiua cuius num.

+ i, (a, b, c") esse formam primitiuam-
am cuius num. char. — ï; hinc perspicu-

' est, in quinque casibus prioribus (quando
, S г, a, 5, 5 » б ) dari genus vnum primiti-
^.positiuum cuius formae habeant num.vchar.

^" !j et quidem, pro M-~ 5, improprium, .in
pbus reliquis vero (quando M ЕЕ о, 4, 7) ter

s formas positiuas omnino dari non posse.

û8g. Circa repraesentationes proprias for-
^Um binarîarum per ternariam xx + yy -J.

z = /, e theoria general! in art 28 a tradita
^iguntur haec:

I. Forma binaria Ф per / proprie reprae-
ii nequit, nisi fuerit forma positiua primi«

v 1 9» atque — l (i. e. det. formae/') ipsius nu-
characteristicus. Quare pró determinante po-
née non pro negatiuo — M quando M est

H h e
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>el per 4 diuisibilis vel formae 8л + 7, nullae fof
mae binariae per/ proprie repraesentabiles àanW*'

II. Si vero <p = (p, 7, r) est forma posits«3

primitiua determmantis — Aíf, atque — ï numen*"
characteristicus fòrmae ф, adeoque etiam opp0'
sitae (yt?, — <7, r): dabuntur repraesentatioH6*
propriae formae Ф per f ad quemlibet valoï^
4atum expr-V^ — (p, — Ç, r) pertinentes. Seu1'
Cet omnes coëfficientes formae ternariae g &e

— ï (art. 285,) necessário fient integri, g ver°
forma definita, adeoque ipsi/ certo aequiuale1^
(art. 285- !)•

IIL Multitude omnium repraesentationu**
«d eundem valorem expr. <f — (p, -• q^'
pertirientium in omnibus casibus, praeter M =*
€t M = 2, per art. 285, III aeque magna e^
ac multitudo transfovmationum formae f in il
adeoque, per art. 285, = 48; ibinde patet,
vna repraesentatio ad valorem datum
liabeatur, 47" reliquas'inde deriuari, valores i
ïjum <r, y, z, omnibus quibus fieri potest
turn • inter se permutando turn sigriis
afficiendo jquare omnes 48 repraesentationes
cam decompositionem formae ф in tria quadra -
producunt, 'si a,d quadrata ipsa tantum, neque 9

ipsorum ordinem radicumue signa respicitur.

IV. Posita multitudine ortxi7Íum питегоГ"^
primorum imparium diuersoruni ipsum M & __
tientium = |W, hautl difficile ex art. 253 concV • t

dltur, multitudinein. omnium, valorum diuers .
„rum expresfiohis y^ — . (p, — <?,•/•) (mod. №f
.lore =2^, e quibns per art. 285 semissein ta

tum, considerate opoitet (guando M > a)-
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e töultitudo omnium repraesentatíonum própria-'-.

formae <j> pec / erit "== 48.sft~I = 3.2MH-*j
tudo autem discerptionum diuersarum in
quadrata = a'*"1.

Ex. Sit ф = igtt -f 6tu + 41 KM-, adeoqup
;f a= 77°? hic quatuor valores sequentes expr.

* — (19» — 3, 41) (mod. 770) considerare opor-
Jet (art. авз): (59, 257), (171, — 27), (269, — 83),
v^Q1» — 137)- Vt inueniantur repraesentationes
^valorem (39, 237) pertinentes, piimo eruitur

Wia ternária f *$' ̂  2 ) = g-, in quani per

Praecepta art 272, »75 / transire inuemtur per

о

habetur repraesentatio formae $ per У haeç:
* = t • — 6к, у ==: — 5г — 2zí> г = ~" 5г

"*~- и; repraesentationes 47 reliquas ad eundera
florem pertinentes, quae ex horum, valorüm
Perrnutatione signorumque conuersione _ oriuntur,
"reuitatís caussa .non adscribimus. Omnes vero
48 repraesentationes eandem discerptioneni for-
^ae ç in tria quadrata tt — \s.tu + JÔMM, gif
*b 12Í2/ + 4.UU, gtt + Gtu + uu producunt.

Prorsus simili modo valor (171, — 27)
'^Ppeditat discerptionem in quadrata (5* + 5")S
(pi _ 4M)1, íí; valor Габд, — 83) banc (í +-:
,")* + (5í + и)1 + (з? — au) lj. demque va-..
jor (з91> _ i27) hanc (í + з«)1 + <3í + 4")V
"b (51 — 4и)*$ singulae hae decompoâtiones

Hh 5



4,8 repraesentatlonibus aequipollent. — Praeter
hás iga repraesentationes autem, siue quatuot
discerptiones, aliae non dabuntur, quum 770 per

jiullum quadratura diuisibilis sit, adeoque reprae*
eentaúones impropriae exstare non poseint.

290. De formis determinantis — l et — *>
quae quibusdam exceptionibus obnoxiae erant>
paucis seorsim agemus. Praemittimus obseruatio'
»em generalem, si <P, <p' sint formae binariae ae"
quiualentes quaecunque, (®) transformado data
illius in hanc, ex combmatione representation!8

cuiusuis formae tp per aliquam ternariam f cufl*
substitutione (e) prodire repraesentationem for*
mãe tf per f; porro ex repraesentationibus prO-
priis ipsiqs p hoc modo oriri repraesentation^s
próprias formae Ф', e diuersis diuersas, denique e

cunctis cunctas. Haec omnia per calculum fácil'
lime comprobantur. Quare vna formarum Q, f
totidem modis per f repraesentari potent ас aJ*
terá.

I Sit primo p = u + вдг, atque ç' form*,
quaecunque alia binaria posiuua det. — i, сШ
itaque <p aeqtúualebit j transeat Q m <p' per subsú*
tutionem í = »t1 + Cu', u = \t' + *«'• Foir'
toia ф repraesentatur per ternariam f = xx + //
Ц- zz ponendo x =z t, y = и, г = о } permU*
tando x, y, z hinc emergunt sex repraesentatio^"
X\es, et e singulis rursus quamor, mutando sig*1*
ipsorum í, u, ita vt omnino 24 repraesentationf*
diuersae .habeantur, quibus vnica discerptio in to*
quadrata aequipollet et praeter quas alias dar*
»on posse facile pérspicitur. Hinc
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formam ф' vnico tantum modo in tria
decomponi posse, puta in (<*£' + ^"')г>

l K' -f íu')1 et o, quae díscerptio 24 repraesen-
^ionibus aequiualet.

, U. Sit ф = tt -f- 2гш, ф' quaecunque alia
Qrftia binaria positiua det.

per substkutionem t = AÍ' -jr Cu1, u =a
Su'. Tune simili modo vt in casu praec»

et proin etiam ф', vnico tantum
o in tria quadrata discerpi posse, puta ф in

f -f uu + uu, atque Ф' in («ti1 + €u')' + (j.f
fy')1 + (>í' + J^') rj talem decompositionem

5 repraesentationibus aequipollere facile perspi-
Cl potest

.. Hinc colligítur, formas binarias determinan-
U*U — i et — a respectu niultitudinis reprae-
^tationum per ternariam xx + yy + zz cunt
'lis forniis binaras omnino conuenire; quum,
^m in vtroque casu iiat ,u = o , formula in art.

^íaec.IV. tradita vtique producit 24 repraesentatio-
>ef- Ratio huius rei est, quod duae exceptiones,
^bus tales formae obnoxiae erant, se mutuo
^pensant,

Theoriam gcneralem repraesentationum im-
riarum in art. 2^4 explicalam ad formam

+ yy + zz applicare, breuitatis gratia super-

ъ agi. Quaestio de inuentendis omnibus re-
f asserttaúonibus propriis numeri positiui dati M
°6r forniam xx + yy + zz primo per art. 281.

. Hh4
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reclucitur ad inuestigationem repraesentationt^1*
propriarum numeri — M per formam — xf

— yy — zz = fj hae vero per praeeepta ^
u8o ita eruuntur:

I. Euoluantur omnes classes formaram "v

nariarum deterrainantis — M, quarum f°r'
mae pe?r XX + YY + ZZ — F (cui for^
ternariae adiuncta est /) proprie repraeserit3^
possunt. Quando M S o, 4 vel 7 (mod. 8л
tales classes per art. 288 non dantur, adeoq^

>M in tria quadrate quae diuisorem commun^11*
non hábeant discerpi nequit *). Quando Ve***
M ~~E l> 2, 5 vel 6, dabitur genus positiuU111

proprie piimitiuum, et quando M ~ 5, impr0'
prie primitiuum, quod omnes illas classes coo1'
plectetur: designemus multitudinera harum "
eium per k.

II. Eligantur iam ex hísce classibus K
mae ad lubitum, e singulis vna, quae sint <P, V'i ^
etc.} inuestîgentur omnes omnium repraesenta:'
tiones prepriae per F, quarum itaque multituû^
«rit 5.э""ь*А = ЛГ, désignante ï- multitudinei1''
îactorum primorum (imparium) ipsius M.*-, ^
nique e quauis huiusmodi repraesentatione vt *"
= mt -f пи, У = m'i + я'и, Z = m"t + ft

•) Ж»*е impeuibilitat vtíon inàe manifefta, quoi «пяло* *** .
çnadratorum iroparium nectsiario fit == 3 (mod. 8) ; «nlBJ**
daorum imparinm cura тио p»ri vel == 2 »el = 6 i 'ol*.
»niuf impari» cnm ctuobus paribus те! == i »el S 5 '

>ашт« trium pari um те! ~= o Vel ^~ л ; »ed í*
yoitremo rtytt«eutatio m»nif«sto «H
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«èrîuetur repraesentatîo ipsius M per xx -f- yy
+ zz haec x =. m'n" — m"n', y = m'<n —
*л/г", z = тяга* '— m'n. In complexu barum K.
repraèsentationum, quem «per ß designemus,
Oftines repraesentationes ipsius M necessário con-
testae erunt.

1П. Superést itaque tantummocto, vt inqui-
*arnus, num in я repraesentationes identicae oc-
currere possintj et quum ex art. 280, III iam
«onstet, eas repraesentationes in n, quae e for-
tois diuersis e. g. ex ф et ф' deriuatae sint, ne-
cessario diuersa» esse, sola disquisitio restât, an
Repraesentationes diuersae eiusdem formae, e. g.
*psius p, per F, repraesentationes idênticas nu-
ïïieri M per xx + yy + .22 pròducere pdssint. Iam
^tatím manifestum eát, si inter repraesentationes
ipsius cp reperiatur haec (/•) ... X = rnt -f nu, Y =
to'i -f-, TZ'U, Z = /n"í + n"u, inter easdem fore
banc (r*)... Jf = — »ïi — nu, Y = — m>t

n'u, Z = — m"l — и"м, atque ex vtraque
eandetn repraesentatioriem ipsius M,

designetur per (R); examinemus itaque,
eadem (A) ex aliis adhuc repraesentationi-

us formae ф sequi possit. Ex art. 280, III fa-
cile deducitur, statuendo ibi % = ф, si omnes
fransformationes propriae formae ф in se ipsam
*xhibeantur per í = et + 6м, и = yt + J1«,
"nines eas repraesentationes formae ç? e quibus
•^ sequatur, expressam iri per x = (mm + yn]t

(Cm + tn)u, y == (urn1 + y/z')í + (Cm' +
= («m" + yn'^t + (бот" + -̂ 0«. At

theoria transformationum formarum binaria-
det negatiui in art. 179 explicata sequitur,

Hh 5



-3 490 —

Sn omnibus casibus praeter M == ï et W = 5»
duas tantummodo transformationes proprias for-
jnae <j> in se ipsam dari, pu;a «,'C, y, í = ï, Of
o, ï et = — l, o, p, — i resp. (quum enim Ф
sit forma primitiua, id quod in art. 179 designa*
batur per m erit vel ï vel 2, et proin, praetef
casus exceptes, certo (ï) locum ibi habebit)-
Quare (Л) e solis-r, r' prouenire poterit, adeo-
que quaeuis repraesentatio propria numeri M bis
et non pluries in û reperietur, et multitudo
omnium repraess. propriarum diuersarum ipsius
Л/ erit IK =

Quod attinet ad casus exceptes, multitudo
transformationum propriarum formae ç in se
ipsam per art. 179 erit 4 pro Ж = ï, et 6 pro
M = 55 reueraque facile confirmatur, multitu-
dinem repraesentationum propriarum numero*
rum l, 3 esse IK, \K resp.; scilicet vterque nU-
merus vnico tantum modo in tria quadrata dis*
cerpi potest, ï in ï + о + o, 5 in 1 + 1 + i>
discerptio ipsius l sup])editat sex, discerptio ipsi*
us 5 octo repraesentationes diuersas; K vero fif

= 34. pro M = i (vbi p = o, k = l) et z*
48 pro X = 5 (vbi к = i, Â = i).

Ceterum obseruamus, si h designet multítu*i

dinem classium in génère principali, cui mulo*
tudo classium in quouis, alio génère proprie prl~
jnitiuo per art. <2,§% aequalis est, fore k •= h pro

Ж = l, 2, 5 vel б (mod. 8), sed k — |A Pr°
M ЕЕ; 5 (mod. 8), vnico casu M = 5 excepto
vbi fc = /í s= i. Pro numeris itaque forma«
§тг +'5 multitudo repraesentaúonum généralité



-a s'*4"5/!, quum in numero 5 duae exceptio-
sese compensent.

*
sga. Discerptiones numerornm (vt forma»
binariarum supra) in tria quadrata a reprae-

eötationibus per formam xx + yy + zz ita distin-
, vt in illis ad solam quadratorum znagni-

in his vero insuper ad ipsorum ordi-
radicumque signa respiciamus, adeoque re-
ntationes z = < z , y = 6 , z= :c , el z =:

У = b1, z = с1 pro diuersis habeamus nisi
а = а', b — &', с = с'; discerptiones au-

in аа + bb + cc et in a1 a1 -f Ъ'Ъ1 -f- c1 c»
vna, si nullo ordinis respectu habito haec

illis aequalia sunt. liinc patet,

I. Discerptionem numeri M in quadrata аа
Y Ьб + ce aequipollere 48 repraesentationibus,
;* liullum sit = o omniaque inaequalia ; 24, au-

111 > si vel vnum = o reliqua inaequalia, vel
J^urrj = o atque duo inter se aequalia. Si ve-
j° in discerptione numeri dali in tria quadrata

110 ex his sunt = o, cut vnum = o reliqua
.^lualia, out omnia aequalia, repraesentat^gibüs.
J °ut 8, out l!t aequiualens erit; sed haec eue-
^ie nequeunt nisi in casibus singularibus vbi M

^ \ aut a aut 5 resp., siquidem repraesentatio-
j^8 esse.debent propriae. His exclusis suppona-'
^^j multitudinem omnium discerptionum nu-

eri M in terna quadrata (diuisorís, communie
^) esse JE , atque inter has reperiri e in

vnum quadratum o, et e> in quibus duo
aequalia; illae etiam tamquam discer-
цаа quadrata, hae tamquam discerptio-
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nés in quadratum et quadratum dupïum
possunt. Tune multitude omnium repraese»ta

tionum propriarum numeri M per xx +
'

(e -f- ê1). At e théorie formarum binariarum f&cAff

deducitur, e fore vel = о vel = <2f<~~1, prout — "
sit non-residuum vel residuum quadraücum
Ж, пес non e1 = о vel = 2й — ', prout
non-residuum vel residuum ipsius M ,
tante f* muldtudinem factorum primorum
rium) ipsius Л^ (v. art- !8^7 expositionem.
rem hic suppr^mimus). Hinc facile
iore £ = ai*-4, si turn — ï turn ï— 2 sit
ipsius Л?; JS = и*— *(k + 2), si vterque
rus sit residuum; denique E = <2^~\k + l)?
alter residuum sit alter non-residuum. In c
exclusis M = ï et Л? = a, haec formula
beret £ = *, quum esse debeat £ = ï; P.
Ж = 5 autem recte prouenit E— ï, exceptiojl1

bus se mutuo compensantibus.

Si itaque M est numeras primus, fit ц г* V
adeoque E ss= |(Ã + 2) quando M = i
g); £ = |(Ã + i) quando M ЕЕ 3 aut,
Haecce theoremata speciália ab Ш. Le
per inductionem dedecta et in comm
egrégia iam saepius laudata Hist, de t Ac. de " .
ris 1785 p. 530. sqq. prolata fuerunt, etsi
forma aliquantum diuersa, cuius rei ratio l

mis in eo est sita, quod aequiualentiam pro
ab imprópria non distinxit, et proin classes °f
positas commiscuit.

II. Ad inuentionem omnium díscerptioHu

numeri M in terna quadjata (sine diu.
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opus est, omnes repraesentatîones proprias
íonnaram Ф, <P', Ф" eruere. Primo enim

ile confirmatur, omnes (48) repraesentatîones
*°rrnae Ф ad eundem valorem expr. ,/" — (p,

<7, r) pertinentes (statuendo Ф = (/?, 7, r))
^isoerptionem eandem numeri M praebere, adeo-
^Ue sufficere,. si vna ex illis habeatur, siue quod
eodem redit, si tantummodo omnes diuersae
'uscerptiones *) formae Ф in terna quadrata con-
5Criptae sint, et perinde de reliquis i>', <?" etc.
Oein si ç est e classe non ancipite, earn formara

e classe opposita electa est omniho praete»
licebit, siue e binis classibus oppositis vni-
considerare sufficit. Quum enim prorsus ar^-

"itrarium sit, quaenarn forma e singulis classi-
"us eligatur, supponamus e classe opposita ei in
Яча est ç eligi formam ipsi f oppositam, quae
*it = ф'. Tunc nullo negotio perspicitur, si dis-
cerptiones propriae formae f indefinite exhibe-
«ntur per (gt + Â«)* + (g'î + Л'«)* + (é"'f +
f1"")*, omnes discerpuones formae <p> expressum
in per (gt — /щ)а + (g't — /г'и)* + (gut —
""u)a, riec non ex his easdem discerptiones nu-
*Heri M deriuari vt ex illis. Denique pro eo car
*U vbi <p est forma e classe ancipite , attamen ne-
^Ue e classe principal! neque formae (а, о, |Л/)
*ut (a, i, f (Af + i)) aequluaiens (prout M par
aut impar), e valoribus expr. yf — (p, — ç-, r)
*eQiissem omittere licetj sed breuitatis caussa

compendium fusius hic non ^xplicamus. — •
Veterum iisdem compendiis etiam vti possumus,

*) Seraptf subintclligendum proprtai, » haue eipreuionem «
»4 discerfuoaei li»n»íerií lubtt,
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•quando omnes repraesentationes propriae i
M per xx + yy + zz desiderantur, quum hae e

discerptionibus facillime euoluantur.

Exempli caussa inuestigabimus omnes discsr"
ptiones numeri 770 in terna quadrata, vbi f* ^
5, e = e1 = o, adeoque E = 2fc. Per classifí*
cationem formarum binariarum positiuarum ^
terminantis — 770, quam quoniam a quouis &
normam art. 251 facile condi potest breuitaO
gratia non adscribimus, inuenitur classium posl*
tiuarum multitude = 52, quae orrines suftt pr°*
prie primitiuae et inter 8 genera distribuant^»
ita vt sit k — 4, et proin E = 8. Genus, c°'
ius numerus characteristicus — l, respecta n11'
meròrum 5, 7, 11 manifesto characteres partie^*
lares RSI N7, Nu habere débet, vnde per efi
365 facile concluditur, ipsius charactërem ff
spectu numeri 8 esse debere l et 5, 8- Iam ***
eo génère cuius character l et 5, 8; R5> №1

Nil, quatuoj classes reperiuntur, pro quaru^
repraesentantious eligimus formas (6, 2, lag), ( '
— 2, 129), (19, 3, 41), (19, — 3, 4i)j classe^
secundam vero et quartam reiitimus, vtpote p*1*
mae et tertiae oppositas. Quatuor discerptioüe

formae ( igv 3, 41 ) iam in art. 289 tradidimus, e

quibus sequuntur discerptiones ^mumeri 770 in £
+ 561 + 400, 16 + is + 729, 81 + 4°? .*
089, 576 + 169 + 25. Simili ratione inueni^
tur quatuor discerptiones formae 6íí + 4-tu T
laguu in (t — 8«)* + (flf + M)» + (i + 8*0 '
(ï — io«)s + (ar + 5u)* + (i + зы)*, ^
— 5«)* -h (t + iou;a + (i + au)*, (» f 'T
7«)* + (£ — 8»)* + (t — 4«)'*» resp. e valo»



-~ 495 —

expressïonis f — (6, — з, îflg) hisce orî-
e (48, 569)> (6з, — 149), (93> т'• *бд),

\2о2, — 6i); vnde prodeùnt- discerpdones nu-
*fceri 770 in 225 + 256 + 289, ï + 144 +•
6»5, 64 + 81 + 625, 16 + 225 + 529. Prae-
^r has octo discerptiones aliae non dantur»

Quae ad discerptiones numeromm in terna
44adrata diuisores communes habentia attinent^
tata facile e theoria general! art. 281 sequuntur,
^ non opus sit huic rei immorari.

093. Disquisidones praecedentes etiam sup-
íeditant demonstrationem theorematis famosi,
ufnnem numerum inlegrum positiuum in très mi-
^eros trigonales discerpi posse, quod a Ferma-
^° olim inuentum est, sed cuius demonstrado
^gotosa hactenus desid«rabatur. Manifestum est,
Ji^amuis discerptionem numeri M in trigonales
fr(.x + ï) + 5/(7 f !) + зг(г + ï) producere
^cerptionum numeri 8-^ + 5 in tema quadra-
14 imparia (з^ + 1 ) * + ( а у + i)a + (22 +
?)•*, et vice versa. Quiuis autem numerus
^eger positiuus 8^ + 3 per theoriam praece-
^efttem in tria quadrata resolubis est, quae ne-
Cessaria erunt imparia (V. annot. art. 091)5 re-
!?btionumque multitude pendet turn a multitu-

factorum primorum ipsius 8 ^ + 5 » turn a
classium in quas formae binariae de-
— (8^ + 3) distribuuntur. Toti-

discerptiones numeri M in- ternos trigona-
untur. Supponimus autem, \x(x + ï) pro
quocunque integro ipsius x tamquam tri-

spectarij ^uodsi magis placeret
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«xcludere, theorema, ita immutare oporteret;

Ouittis integer positiuus vel ipse trigonalis est, ve*
in duos vel in très trigon'ales resolubilis. Siniu1*
mutatio in theoremate sequente .facienda essetj
я cifram a quadratis exeludere placeret.

Ex iisdem principiis demonstratur alîud
theorema, qucmuis numerùm intégr

positiuum in quatuor quadrat a decomponi ,.poss&t

Subtral>jendp a пцщего formae 471 + a quadr**
turn arbitrarium (illo numéro minus), a numer0

formae 4 ^ + 1 quadratura par, a numéro f°r'
mae 4« .+ 5 quadratum impar, residuum ^
omnibus his casibus iri tria quadrata resolubil1*
erit; adeoque numerus propositus in .quatuO1*'
Denique numerus formae 472 exhiber! potest pe

4"/V ita .yt Лл ad aliquam tiium formarum p13.̂
cedentium peçtineat: resoluto autem ipso N ^
quatuor quadrata, etiam 4^ЛГ' resolutus erit. ^
numéro formae 8n '+ 3 etiam subduci pote*
quadratum radieis paiiter paris, a numéro f°.r'
mae 8«,+ 7 quadratum radieis impariter par1^
a numéro formae 8n + 4 quadratum
residuumque in tria quadrata resolubile
Ceterum hocre Uieorema iam ab ill. La
demo4nstratum erat, JSiouv. Mem. de ï Ac. de
1770 p. 125, quam demonstrationem (a.
jprorsus diuersam) fusius explicauit ill.
in Actis Ac. Petr. Fol II. p. 48. — Alia
tu thepraecedentium quasi continuationem
tuunt, quinuis numerùm integram in quinqt16 ** t

meros penlagonales , 'sex hexagonales, septe«1 fie

tagonales etc. resolubilem esse, demonstratioO
hactenuscaxen^ aliaqua principia
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THEOREMA. .JDesignantíbus a, b, c, nu~
***ros inter se primos quorum fiuilus »eque — o neque
№* quadrat-urn diuisibihs , aequatio axx + by у + cz%
^r> ... (n) resolutionem in integris no» admittet(prae-

tr ha-.ic л; ~ у r^. ж rz: о ad quam non respicimus) nisi
^ be, — ac, ~ ab resp* yint residua- quadrática ipsorum
e> b, c, atque hi numnri signis in a e a u a lib us affecti ;
*!* vero quatuor conditwnibiis locum habentibus , (u) in

resolubilis frit-

Dem. Si (í") per íntegros ornmno est reso-
etiam per tales valores ipsorum x, y, z.

poteiit qui diuisorem communem non ha-
^Qtj nam valores quicunque, aequ. Л satisfacien-
es> etiamnum satisfacient, si per diuisorem com-
^Utiem maximum diuiduntur. lam supponendo
*ФР -j- bqq + err — o, atque p, q, га diuisore

0lHmurii liberos, etiam inter se priiui erunt^ sz
^itn ^, r diuisorem communem /л haberent,
!c ad p primus esset, № autem metiretur ipsum

^Padeoque etiam ipsurn a, contra hyp.; etperinde
?» f i p, q inter se primi erunt. Repraeseutatur
^Яие — app per 'formam binariam byy + czz,

ribiiendo ipsis j, z valores inter se primos q,
Л vnde illius determinans -r- be residuum qua-

ipsius app adeoque 'etiam ipsius a erit
5.1)5 eodem modo erit — acRb, — abRc.
vero (íi) resolutionem admittere non pos-

» si o, b, -c idem signum habeant, tarn obui-
011 est vt explicatione non egeat.

Demonstrationen! proposirionis inuersae.
S^e theorematis partem secundam constituir,
^ adornabimusj vt primo formam ternaiiam ipsí

li
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Sa, b, c\ f aequjúalentem inuemre
V о, о, о J J ^ 7
mus, cuius coëfficientes 2, 5? 4 Per a^c

les smt, vnde secundo solutionem aequationis (•>•/
deducemus.

T. Inuestiçentur très integri A, A, С a diuisoJ"e

commun! liberi, atque ita coin parati, vt ^
fiit ad b et c; 5 ad a et Cj С ad a et &$
+ ЪВВ + cCC autem per abc diuisibilis,
efficietur sçquentí modo. Sint 2Í, Й, S resp. valofeî

expression um ̂ f — be (mod. «), ^— ac (ro-O^'
í»), f—ab (mod. с), qui necessário ad a, Ъ-,
resp. primi erunt. Accipiantur très integri û, Ь ï *
omnino ad lubltum, modo ita vt ad a, b, c reSß*
primi sint (e. g. omnes = v), déterminent^
que A, 5, С ita vt sit A ЕЕ 6с (mod. Z>) et ^.
i£ (mod. с); В := ca (mod. c) et H: aTÍ (m'o^
a), С = ab (mod. û) et — b*ô (mod. &). Тия£,
fiet fltyí^ + е£5 + сСС Z? âa (&2Í7Í + сЪЪ) ^
аа (ЬЪУ, — 2Í2Í6) =: о (mod. a) siue per ß ^'.
uisibilis, et perinde per b, c, adeoque etiam реГ

ûfec diuisibilis erit. Praeterea patet, A necessan"
fieri primum ad b et с ; В ad a et c j С ad ^
et b. Si vero hi valores ipsorum A, B, C diu1'
sorem communem (maximum) д implicai1''
hic manifesto ad л, &, с adeoque ad abc prirn^
erit j quave illos valores per. ^ diuidendo no110*
obtmebimus, qui diuisorem communem non №'
bebunt, valorem ipsins аЛА-^ЪЕВ-^-сСС etia'11

num per abc diuisibilem producent.
omnibus conditionibus satisfacient.

IL. Numéris A, 5, C, hoc modo determ1"
natís, etiam, Aa^ Bb, Ce diuisorean
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pft habebunt. Si enim haberent díu. comm. /u,
.lc necessário primus esset ad a (quippe qui
/^ ad Bb turn ad Cc primus est) et simiiiter ad
, et c; quare ^ etiarr» ipsos Л, .ß, C metiri de-

eret, contra hyp. Inueniri pote runt itaque in-
egri «, f, v tales vt sit u Aã + íBb + «,Cc =

insuper sex integri *', £', y,', «", f", y"
vt sit ey — - '£" == Aã, ч'л" — a.'̂ " = Bb,

— €'л" = Ce. Iam transeat/per substitutionem

л, л', л"
e,- e-, c»
3/, >-', y"

т1, т"\ • , . . f . ,
Л». «',«"/ " ff (quae Ф81 / ae4uiualens

b 'b dicoque w', m", n per ß&c diuLsibiles fore.
Otiatur.enim г»у-^— -/"f = ^', y"« — a'^ = .S',

^í — g/>«í = O, f V' - У C' = Л", У«' - «У«

J^ Ë", л& — ff«' = C", eritque *' = Б"Сс —
ï'Ub, f/ = О' Aã — Л»Сс> у' = Л'ВЬ —
*Va? л« ~ ОБЬ — В'Сс, t'1 = ЛСс — С'Ла,
* ' == В'Аа — А'ВЪ. Quibus valoribus in ae-
^aùombus m' = a*1*.1 + №3 + cv'y', m11 =
ç "*" + Z>c"»" + cy"y", n — ал'«" + Ье£" -f1

,?V' substitutis, fit, sef'undum modulum я„
J1' 'S bcA»A" (BBb + CCc) =: o, V' =

*'A'(BBb + CCc) = o, n' — bcA>A»(BBb
) El о , i. e. /n', m", n per a diuisïbiles
similique modo iiJem numeri per b, c

e etiam per abe diuisibiles inueníuntur.
P.

R- Ponamus, concinnitatis caussa, deter,
formarum/, g, i. e. numerunt — abc

li d



боо

е=. d, md == M, m' = MvZ, m" = M"rf, « =*
JVuf, n' = Л7', n" = N", patetque y transite peí

eubstitutiouem (5)

'«d, «',*'»
ca, f', f"

•/', y"

in formam temariam - g.,
terminantis d' , quae itaque sub f contenta
Iam dico, liuic forma e g' necessaiio
1ère hanc ( *,' °' °) = g"'. Patet

\MJ O, O/ °

\ N' N1' N" J ~ 'ë'" f°re formam ternariam
terminantis i; porro quum per hyp. e,
eadern signa non habeant, f erit forma
vhde. facile concluditur etinm g1 et g'*i
tas esse debere; quare g111 aequiualebit fornia6

Ci' o* o3' '^art- 277^ Poteri4ue transform'
tio («У') i 11 tus in banc ihueniri; manifesto auíettl

per (^"') lojma ^' transibit in g11. Hinc etía10

g-" sub / contenta erit, et ex combinatione su
stitutionern ( i1) , ( 5"' ) deducetur transiormatio i°r'
mãe f in g". Quae si fuerit

S, S', è'1

•, >', ?"
d í'» á"

manifestam est, duplicem solutionem a
(u) haberi, puta л: = S', y = ^, z = íVet

es í", 7 = V, г = tf«}' simul patet,



slmul = о euadere posse, quum neees-
8ario fiat Si-t" + }i'»C + $«~tg _ >.»£' — i>.?i
"- i».^ = d. Q. E. Ä

Exemplam. Sit aequatio proposita yxx —
•+ ззгг = о, qua e resolubilis est quia
7, — 161^15, 105^23. Habentur hic va-
ipsorum 2í, S5, 6 lu 5, 7, 6; faciendoque

0 = b = с = ï inuenitur A = 98, ß = — <p
39 j C == — • g. Ншс eruitur substitutio

5, 5, 23
— ï, s, — a&

8,. 05, —7

P«. quam/trmsit ш _-5» J

<iinc fit

7^45, 5, за
(S) = —2415, a, —as

19320, 25, —7

„ i / / = =/^ 5670800, 6, —54
0 V — ï, — 1246, 4735/

g111 transire inuenimr in

substitutionem,

5» 5,
—^2440, —4066, — 815 )> . . , (51')

— 453» — 723> —H4

) combiiiata prodit haeç:

I Í 5
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9, ii, ia
— i> 9>— 9
— 9» 4> 5

per quam f transit in g". Habemus itaque &Л'
plicem aequatlonis propositae solutionem x ***
li, У = 9, я = 4» et x = 12, y = — 9'
í = 5; posterior simplicior redditur diuidend0

valores per diuisorem communem 5, vnde x **

4? 7 = ~ 5j * = !•

i2g5. Pars posterior theorematis art.
etiam sequent! mode 'absolui potest. Quaei'3'
tur integer h talis vt sit ah — 6 (mo»-
c), (' characteres 2(, S3, 6 eadem significatinU0

accipimus vt in art. praec. "), fiatque ahh + "
= ci. Tune facile perspicitur, i fieri integru.01'
numerumque — «6 esse determinantem form^0

binariae (ее, а/г, г) ...ф. Haec forma certo
non erit positiua (quum enim per hyp. «,
oadem signa non habeant, ab et oc simnl
tiui esse nequeuntj j porro habebit
chararteristicum — ï , quod synthetice ita de'
môastiamus: Determinentur integri e, e1 ita yj;
sit с ~. о (mod. a) et S 23 (mod. b), се1 =^
11 (mod. о) et ~ h%> (mod. b), erítque (e, e'*)
valor expr. y" — (ас, «/г, г). Nam secundar*1

modulam a erit tfe ^ о 2ЕЕ — ас, ее1 -== o ^
— ah, ccc'e1 HE Till = — be БЕ — ссг adeO'
que e'c' ЕЕ — г; secundum modulum b autelt1

erit ce ~ 5Й95 = — ас, cee< = /г
adpoque ie' r= — о/г, ссг'е' —
ос/г/г EiE. — са ,adeoque е'е1 ЕЕ — г j
vero très congiuentiae quae secundum vtrum4u0
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fl, Ъ locum habent, etiam secunduin
ab valebunt. Hinc per theoriam for-

ternariarum facile concluditur, ф reprae-

. Sentabilem esse per formam Л"1' °' 0<) ; sit
lt£»que actt + stahiu + iu.it = — («í + Си)1 +
a (vf + <Sii), (ft + &), eritque, multiplicando
£er c, a (et + hu)1 + buu — — c(«í -f CM)*
*b 2c(>í + ÍM) («í + &).. Hinc patet, si ipsis
r> u tales valores déterminât! tribuantur, vt vel

+ tu, vel .-í + CM fiat = o, haberi soluuor
acquationis Л, cui igitur satisfiet turn per

= <Tc — ^/г, y = y, z =_ «í — ffy, turn' per
*= & — «Л, j = í, z — aÇ — f«; sirrml manife-
^Urft est, neque illos лга!огез neque lios simul = o

l(=ri po.sse; si erúm le — yh = o, y = o, fieret
etiam J = o atque ф =? — > (-í •{- fw)1 ynde ab — o
c°htra hyp.-, et perinde de alteris, — In exem-
íb nostro inuenimus formam ф hanc (161, —
%, ií4), valorem expr. yf— ф (mod. 105)-=:
*?» — ô 1 )? atque repraesentationem formae

í;"; о)
SM); hinc pro<-

solutiones д : = = 7 , /=11, z = — 8 >
* = i2o, j = 15, z = — 5, siue diuidendo
Per 5 et negligendo signum ipsius z} x = 4.
y = 5, г = i.

Ex his duabus methodis aequationêm, XI sol-
eiidi posterior eo praestat, quod plerumque per
ineros minores absoluitur; prior vero, quae

per varia artificia hic silentio praetereun-
contrahi potest, elegantior videtur ea inipri-
ratione, quod numeri a, b, c prorsus eodem,

li 4
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modo tractantur, 'caleulusque per horum perrnt1'
tationem quamcunqne nihil mutatur. Hoc sectf*
se habet in methodo secunda, vbi calculus №a*
xime commodus pleramque prouenit, si pro
accipïtur minimus, pro c maxim us trium numero'
rum datorum, vti in exemplo nostro fecimus.

296. Elegans theorema in artt. praece. ез£'
plicatum primo inueiilum est ab il]. Le
Hist, de 1'Лс. de Paris 1785 p. 507, atque
monstralione pulcra ( a dtiabus nostris om
diuersa) munitum., Simul vero hic egieg'11

geometra hoc loco operam dédit, demomtrati0'
ném propositionum qnae cum theoremate
mentali sect, praec. conuenîunt inde
tjuam ad hune scopum non idoneam n obis vi
iam supra declarauimus, art. 151. lïic itaque
eus erit, hanc demonstrationem ' per se v
elegantem"! breaker exponendi iudiciique
rationes adiungendi.• Praemittitur sequens о
uatioi Si n и me ri a, fe, с omncs sunt ~ ï (r
4), aequatio axx + hyy + czz = о ... (fi) J
bilis esse nequit. Facillime enim perspicitui1,
lorem ipsius a,xx -f- byy + czz necessário in
casu' fieri vel — ï, vel IE. 3, vel — 5 (rnod. 4/.'
nisi orrmes x, y, z simul pares accipianturj s

itaque Si solubilis esset, hoc aliter fieri non p0*'
set quam per valores pares ipsorum дг,
Q. E. A.)' quoniam valores quicuiique aequ
£). satisfacientes etiamnum satisfaciunt, si per
sorem communem maximum diuiduntur, vn"
necessário ad imimmura. vnus impar prodire
bet, lam casus diuersi theorematis
'di ad sequenua inomenta referurjtur:



I. Designantibus p, q números primos for-
4/2 -f 5 (positiuos inaequales), riequit si-
esse /?/ï<7, ^До. Si enim possibile esset,

^anifestum est statuendo i = ß, -~ p = b, —
9 = с, ornnes conditiones ad resolubilitatem
^quationis u:r.r -j- byy + czz = o adimpletas
csse ( art. 294 ; eadem vero per obseruationem
praec. resolutionem non admittitj quare supposi-
^o consistei'e nequit. tlinc protinus sequitutf
ïtopositio 7 art. 131.

П. Si p est numerus primus formae 4«.
"f 5, nequit simul esse qRp, pNq. Alioquin
enim íoret — vRq, atque aequaúo xx +pyy — qzz
.^ o resolubilis, quae per obs. praec. resolulio-i
Sem respuit. Hiac deriuantur casws 4 et $
«rt. 131.

III. Si p, q sunt numeri prími formae ^ц
H" l , nequit simul esse pRq , q Np. Atxipiatur
*lius numerus primus r formae 4^ + 5, qui sit
*esiduum ip^us q et cuius non-residuum sit /л Tune
еШ per casus modo (II demonstrates qRr, rNp.
^Utaque esset pR g, qNq, ïoretqrRp, pRffi pqNr
*t proin — pqRr. Hinc aequatio pxx + qyy- •**
riz =. o J6MO lu bills esset contra obs. praec. ; quar
ie suppositio consistera nequit. Hinc sequuntm:

ï et 2 art 151.

Concinnius hie casusse quenti modo tractatur^
r numerum primum formae 4/1 + 5

tllius non residuum sit p. Tune erit eti^m rNpr

(supponendo pRq, (/Np) qrRp-, porra
et proin etiam — p&<ji> quare
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aequatio хх + руу — qrzz =. о resolubilis e»*
set contra obs. praec. Hinc etc.

IV. Si p est numeras primus formae 471

4- l, q primas formae 4^ + 5, nequit sim1"
esse pRg, q Np. . Accipiatur numerus primus affi"
xiliaris r formae 4 / 1 + 1 qui sit non residuui*1

vtriusque JD, q. Turic erit (per II) qNr et (per

IÎI) pNt'i hinc pqRr, si itaque esset pRq, qNp*
haberetur etiam prNq, — PrRqi q'"Rpi qual10

aequatio pxx — qyy -f- rzz = o resolubilis es*
set, Ç. E. Л. — Ытс deriuantur casus 5 et ^
art. 151. ;

V. Designantibus p^ q números primos foi'-
mãe. 4/1 + 5, nequi^ simul esse pNq, qlfy'
Supponendo enim fieri posse, et accipiendo Ш1'
merum primum auxiliarem r formae 4« + *
qui sit non residuum vtriusque /?, q erit qrRpi
prR.q, porro (per II) pNr, qNr, vnde pqRr e<i

— pgRt'j liinc aequatio -^ ^д:л: — qyy + ^^
•ss= о possibilis, contra obs. praec. Hinc deduc1'
tur casus 8 art. 151.

2297. Demonstralionem praec. proprius coö*
templando quisque facile intelliget, casus I et 1*
ita. absolutos esse vt nihil obiici possit. At d*'
monstrationes casuum reliquorum innituntur ë*1'
steiitiae numerorum auxiliarioriun, qua nondut1*
d.-inonstrata metliodus manifesto oinnem v'lift

perdit. Quae suppositiones, etsi tarn speciosa"
sint, vt minus attendenti demonstration ne opV*
quklem habere videri possint, atque certe the°*
yema demonstrandum ad г-naximum probabili^'
<i'i gradum euehant, tarnen si rigor geometric^»
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«Psiiíeretur, neutiquam gratuito, sun t ádmhtendae^
Y'iod quidem attinet ad suppositionem in IV et

> exstare numerum primum r formae 4/z -f ï,
№i duorum aliorum prtmorum datorum p, q non
ïesiduum sit, e Sect. IV facile concluditur, o'mnes
j^tneros ip.so ДОС minores ad ipsumque primos
'quorum multitude est 2 (p — l) (9 — i))'m
'Ч^ашог classes, aequalíter distribui, quarum vna
c°ltineat non residua vtrmsque /?, ^, très reli-
Чиае residua ipsius p non residua ipsius í/, non.
ie«idua ipsius p residua ipsfus 7, residua vtrius-
4lje /?/^; et in singulis classibus. semisscm fore

"ûUrneros formae 4/2 + i, semissem furmae 4«
T "§• Habebuntiir itaqudinter illos '̂ (jj — l ; (q — i)
.C)i1 residua vtriusque p, q formae 4^ + l, qui

á[, é-1» á"1 etc.f numeri J ^ — i^, (c/ — i)
qui sint h, Д', /i" etc. Manifesto omnes

ri in tormis á^pqt -f g-, ^çt + g-/, 4.̂ 6
Л )?" etc. (G1) eontenti quoque erant non residua
*Psorum p, 7 formae ^n + ь lam patet, ad
^Ppositionem stabiliendam demonstrari tantum-

debere, sub formis (G) certo contineri nu-
primos, quod sane iam per se valde pJau-
videtur, quum hae formae vna cum his

qt + h, 4-pqt + h1 etc. (H) omnes numéros
primos adeoque etiam omnes numéros,
primos (pvaeter 2, p, 9) convprehen-

nullaque ratio adsit, quin numerorum pri-
series inter iílas formas aequalitev distri-

suit, ita vt pars octaua referantur ad ((?),
i ad (//;.. Attamen perspicuum est, tale
inium a rigortr geométrico longe abesse.,

Le Gendre ipse fatetur, denaonstrationeni
, sub tali forma kt + l, designanúbus
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fc, l numéros inter se primos datos, t indéfini*
turn, certo contineri números primos, satis difß*
cilem videri, methodumque obiter addigitat»
quae forsan illuc conducere possitj multae vero
disquisiúones praeliminares necessariae nobis vi'
dentur, antequam hacce quid em via ad demoi^
strationem vigorosam peruenire liceat. — • ^
Circa aliam vero suppositionem ( H f , tneth. sß'
cunda) dari numeram primum r formae 4« -f í
cuius non residuum sit alius numeriis primus №
tus p iormae 4« + i, ill. Le Gendre nihil огШ1*'
no adiecit. Supra demonstrauimus (art. 129^'
números primos quorum N.R. sit p certo daí1»
eed methodus nostra baud idónea videtur ad e&'
stentiam talium numerorum primorum gui
sint formae 4« + 5 ostendendam ( vt hie
tur' neque vero in dem. nostra prima).
veritatem quidem huius suppositionis ita
probare pqssumus. Per art. 287- dabitur
positiuum formarum binariarum d et. — py cyi
character 3, 4; Np; sit (a, b} c) talis fofo19

atque a. impar (quod supponere licet). Turn
erit fonriae 4« -f 5 atque vel ipse primus *e

saltern factorem primum r formae 4« + 5 ^
plicabit. Erit autem — pRa, adeoque etiam *^
vRr, vnde pNr. At probe notandum. est,
&rtt. 265, 287 theoremati fundamentali
adeoqus ch'culum vitiosum fore, si qua
pars illis superstr'uatur. — — Denique
in methodo prinia II adhuc multo magis
çst, ita vt non opus sit plura de ilia hie adUcef '

Liceat obseruationem addere circa
per .nieuigdum praec. quidem доп satis pr
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, attámen per sequentem commode ^bsolui»

tur- Si illic simul esset pNq, qNp,' foret — pRq,
*~~qRp, v'ude facile deriuatur, — \ esse nume-
tl*m characteristicum. formae (p, o, ç), quae. '
Pro'm, (secuiidum theoriam formarum ternária-
^Qi) per forniam xx -f- y y + zz repraesentari
Poterit. Sit ptt + quu = (*í + Gu)1 + (,'í +

")г + (*"í + Ê"") , siue вй + «V + «'v — p,
^f + Ç'f + ff"ff" tr ^ , «f + «'í' + «"f" =1 o, erunt-
5^e ex aequatt. i et 2, omnes a, «', «». f, f', ^»
Apares; turn vero manifesto aequatio tertia con-

nequit. — Haud absimili modo etiam ca-
Ц absolu! potest.

298. PROBLEMA. Designantibus a, b, c nu-
s quoscunque , quorum tarnen nu-llus = o : inuenire

tonditlones resolíibilitatts aequattonis axx + byy +
***=; o ...(«).

. Sol. Sint «*, í j, y y quadrata máxima ipsos
6с1 ос, ob resp. metientia, fiatque «-a = >>^í,
* = *уБ, ус = «fC. Turn А, В, С erunt

, inter se.primií aequatio (<») autem reso-
erit vel non erit , • prout haec AXX 4- ч

+ CZZ = o... (n) resolutionem admittit
el non admittit, quod per art, 294 diiudicari

ioterit.

Dem. Ponatur be = "X**, ac = »££, ab
• б у у , eruntque 2Í, S3, 6 integri a factoribus,
iuadratis liberi atque 2Í = BC, 35 = yíC, g =

hinc 3ÍSS = (ABC)', adeoque
== 58= 6C necessário integer. Sit nume-

diuisor comm. max. m, atque 2Í



= g7ra, АУ, = hm, eritque g primus ad /г,
non (quia 2Í liber a fact, q u. ad m. Jam
hhm = gAATL = £'?<5, vnde g metietur ip.-
Лит, quod manifesto impossible est, nisi g =^
•±_\, Н'шс "К = +т, А = ±L/z, et proiri in>

léger, et perinde В. С integri erunt. Q. E. P'
— -Quam "d = B C factores quadrates non W1*
plicet, necessário Д C inter se primi esse debe*
bunt ; et simililer A ad C et ad 5 primus erifc

Ç. E. S. — Denique patet, si aequationi ( ) sã*'
tisfaciat X = P, Y = Q, Z — R, aequatio-
nëm (•••) resolui per x = «P, y = €Q, г ==*
Э,Д; et vice versa si huic satisfiat per x = P í
y =í q, z = rj illi satistïeri per X = í-//?, ^
s= «V9, Z = «£r, vude vel vtraque reso^ubiU*
vel neutra. Ç. £• ^

£99. PROBLEMA. Propósito, forma ternart*
f~axx + а'х'х' + a'Wx-1 + 2bx'x" + zb'xx" ^
ab"xx', inuetfire, nn cifra per earn repratsentari f Of
sit (fer valores indetermmatarum qui 'non simul = o)-

Soi. Г. Quando 0 = 0, valores ipsorum ^»
a;" ad lubitura assumi jjossunt, patetque ex &e"
quatione a'x'x' + ъЪх*хп + й"д:"лг" = — 2x b'x'1

-f- b"x'), x inde valorem determinatum ration**
lern naricisci; quolies pró x hoc modo
prouenit, oportet tantummodo, valores i
a:, x1) oc" per fractionis denominatorem
care, habebunturque integri. Vnice excludénd»
sunt taies vaJores ipsorum x1, x". qui reddfn*
fax" + b"x' = o, nisi simul faciant a'x'ï'
яЬх'я" + cfx^x'1 — о, in quo ca,«u x ad
accipi poterit. Simul palet, hoc modo
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possibiles obtineri posse. Ceterum is
vbi b' et b" = о hue non perti.net; tune
x in / non ingreditur, sine f. est forma bi-

, cifraeque repraesentabilitas per J e theoria
íormarum diiudicari débet.

IT. Quando vero non est a = o, aequa-
f—o aequiualebit haec (ax + b"x' + b'x1')1

^ -^"x'x1 + äßx'x" — A'x^x11 = o, ponendo
6"ò« _ aa, — A", ah — b'b" = S, b'b> —
QG" = A'. Iam quando hic A" — o, neque
его В = о, manifeslum est, si ax 4- b"x' ,-$•

. *" atque д;" ad lubhum assumantur, д: et л'
?*fe rationaliter determinar!, et quando iutegri non
*ut, saltem multiplicatoreni idoneum Íntegros

poducturum. Pro vnico valore ipsius x" valor
ax + b^x1 + i'x" non est arbitrarias sed

= о poni débet; tune vero x1 ad lubi-
assumi poteilt valoremque rationalem ipsius

producet. — Quando vero. simul -A" et В = о,
5atet, si A11 sit quadratum = kk, aequationem

^ о reduci ad hás duas lineares (e quibiis vél
?*a vel altera locum, habere débet) ax + bux'
\^b> + A^ ж// — o, ax + b"x' + (b1 — k) x"
j4" °î si vero (in eadem hyp.) A" est nonqua-
,atuS) manifesto solutio aequ, propositae pendet

(quae simul locum habere debent) x11 =;
et ax + b"x' = o.

« Ceterum vix necessaríum erit obseruare, me-
Uln m ^ etiam applicari posse, quando a?'
o11 = o , methodumque in II quando A' =sz o.

ц . IH- Quando vero nec a nec -^" = o, aequa-
^f=^ o aequiualet haeC ^í' (ад: f ô";r' + 6'^')



_ (A'x1*—• #.r"}* -h Dax^x» = o, designando pelf

JD .dVlenmnautem íormae/ sine per Da numertu*
• _gg _ A'A'1-. Quando ZJ = o, solutio
niod-n se habebit, vt in fine casus praee. j
si A1 e.-t quadratmh = ÄÄ, aequ. pmp. n
ad has /ш.г + (Аи" -— .^")л:' + kb' + B)X» ^
o-, kax ^ (kb» -f A") x'- + (kb" - #) a-' ±= °»
si 'vero A- est non quadratus, fieri débet ax т
/»'д;' + 6'̂ " = о, ^"д:' — Ex" = о. Quand»
autem ü • non = о, reducti sumus ad aequati0'!

n'élu A'tt — uu + Daw = o, cuius possibilité
per art. praec. diiudirari potest. Quodsi haßc

aliter résolu! nequit, qualn per í £= о, и = °'
v = o, manifesto etiam proposita aliam solutí0^
nem non admittet, quam hanc x = o, .r' = °>.
д;" =: o; si vero illa aliler solubilis est, é val°*
ribus integris quibusuis ipsorum t, u, v derit1*'
tmntur, per aequationes ax + b"x' + А'д;" = ÍJ

yí-'я/ — J5j;" = M, x" = г>, saltem valorßS

rationales ipsorum дг, дг', .т", е quibus si fracO0'
nés tnuoluunt per idimeum multiplLcatorem iote'
gri elici poterunt.

Quamprimum autein vna solutio
f = о in integris inuenta est, probleir^ad
sum I reduci, et période ас illic solutiones
exhiber! poterunt sequent! modo Satisfaciant
quationi/= o valores ipsorum x, д:', дт"
e' «", quos a fartoribus communibus libères <
ponimus, accipiantur (p«>r artt. 4.0, 279) in^
gri ь, ,'., £", y, v', -/" tales vt sit »( ='v" — ^
+ -'№'v - Cy") 4- ,'ЧСу' - S'-,) — ï, transeatqVj

/ per .substitut i onern (.9) ... д: = «^ + С)-' + ?/|
д;' =/«'/ 4/ í^' + »>"", X" = «"/.+ fj'/' + y'^
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as cyy + c'yy. + с'Уу" + udy'y" +
dtoyyi. Tune maniJesto erit с =*
/ aequiualens, vnde facile concluditur, ex

soluüonibus aequationis g = o deriuari
J Per S) omnes solutiones aequationis f = o in
- egris. lam ex I sequitur, omnes soluliones
•e4u. g = о contmeri sub formulis у = — •
Ч&рр + 2dpq + c"qq}, у1 = 2z(d l lpp + d<pq\

== 2z (d"dq + d'qq), designantibus /з, <jr 'in-
e§ros indefinites, z numerum indefinitum pro
"ч° eiiam fractiones accipi possunt, modo ita vt

' У, _y» integri maneant. His valoribus ipsorum
,' У) y" in (51) substitutis, omnes solutiones aequ.

^ o in integris habebuntur. — Ita e. g. siy = x&
**'x' -^ л:"л;" — 4д:'д:" + 2xx" + 8хдг', atque vna

^tio aequationis / = o habetur я; = ï , jr' =
a, x" = ï; faciendo ь? f'? ^"> y> y/> v" ==:

> l, o, o, o, l prodit g = У'У + учу" —
+ I2#y". Hinc omnes solutiones aequ. g-

o in integris content! erunt sub formula у =
г(рр — 4Я9 + <79)? У' = izzpq, у" =:
9y, et proin omnes solutiones aequ. f = o
hac x — —

* Soo. E problemate art praec. sponte de-
j^ solutio aequationis indeterminatae axx -f-

*X + cyy 4. ас/л; + 2^7 + / = o, ã valores
. uttimodo rationales desiderantur , quaWi, si in-
.Sri postulantur, supra (art. 216 sqq.) iam ab-

^^us. Nam omnes valores rationales ipso-

^ *> / exhiberi possunt per —, —, ita ,vt /, if,



v suit integri, vnde patet, solutionem illius &*
'quauonis per numéros rationales identicam ^
cum solution'« aequalionis att + zbtu -j- сии т
2.dtu -(• 2cwy + f vu = о per números integro5'
haec vero conuenit cum aequ. in art. pra^
tractata. Excludi debent eae solae s-olutiones №
v = o; tales autem prouenire nequeunt, quaO'
do bb — ac est numerus non-quadratus. Ita e'
g» omnes solútiones aequalionis (in art. 221 p6^
Íntegros generaliter solutae ") xx + 8-^y + yy
QX — 4/ + ï = o por numéros rationales
tentae erunt sub formula

_ pp- _
' ' pp

dèsignantibus p, g íntegros quoscunque. —
rum de his duobus problematibus arctissimo n^
coniunctis "breuiter tantummodo hie egimus, ifl11

tasque obseruationes hue pertinentes suppressing1^'
turn ne nimis prolixt fieremus, turn quod so*1}
tionem aliam probl. art. praec. habemus, princip/
is generaJioribus irinixam, cuius expositionem, 0^
penitiorum. formaram ternaiiarum disq
postulat, ad aliam occasionem nobis
debemus.

501. Reuertimus ad formas binarias, *
quibus adhuc pliires proprietates singulares '**
censete oportet. Et primo quasdam obserua»
nes circa multitudinem generum et classiu»1 1.
ordine proprie primitiuo ( positiuo pro det. ne.̂ ''
ediicemus, ad quern breuitatis caussa
nem reítringimuç.
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Multitudo generum, in quae omnes formae
prim, pos.) determinants dati positiui vel

**egat,iui .+ 0 distribuuntur, semper est ï, 2, 4,
el altipr potestas nuineri 2 , cuius exponene pen-
et a f'actoribus ipsius D, et per disquisitiones

oranino a priori inueniri potest. lam
in serie numerorum natural) numeri pri-

cum magis minusque compo^itis petmixti sint,
it, vt pro pluribus detenninanubus successiuis .
, + D + ï .', + (D + 2) elr. rnulütudo gene-

Utri nunc crescat nuiic decrc-scfit, nullusque in hap
6l'ie perturbata ordo adesse videatur. Nihilomi-
.^ si multitudines gfnerum multis dett. succes-

s arlduntur, summaque per determihantium,
diuidi tur , multitudo gener urn me-

prouenit, quae circa medium determi-
Ji(u + lAW) l°cum habere censeri pot-

progvessiont'inque valde regularem consti-
Supponimus autem, non inodo m 'esse satis

seu etiam D multo maioiem, \t ratio
erminam i um extremorum D, D + m non ni-'

• ^ a ratione aequalitatis discrepei. Regula ri-
s illius progressionis ita iutelligenda est: si D1

numerus multo maior quam D, multitudo
€eneruin mediocris circa determinantpm +D'

maior erit quam circa D; si vero D,
nimis differunt, etiam generum multitu-

/^es medíocres circa D et D1 fere aequales
/^nt Ceterum mullitudo mediocris generiim

Ca deterrninantem positiuum +£> semper fere
ЯчаНз inuenitur multitudini mediocri circa ne-

^ luura, eoque exactius quo maior est £), quum
valore paruo prior paullulum ínáior euadat

Kk я



cuam posterior. Пае obseruaiîones magis У№
slrabuntur por exempla sequeii l ia, e tabula cias*1'
ficationis íormarum binariamn» piares quam 400"
determinantes compb-ciente exrf>rpta. Inter cfO'
turn determinantes a 801 vsque ad 900 rep«***
untur 7 quibus vnicum genus re-pondel j *>2, 5^'
8, i quibus resp. 2,4, 8, lo genera responde»1'
Line omnino emergunt genera 559, vnde rnul*
titudo mediocris = 5^59. Cenlum determina^
tes negatiui a —8«i vsque ad 900 producií11

genera 560. Exempla sequeutia onmia d>.̂ '
muntur a determinantibus negatiuis. In> centa"*
16 (a —J5oi \>qLie ad —1600 ; mult. med. ^
Herum inuenitur 3.895 in renlade 25 est 4,015 i*
centade 51 prodit 4,24; e sexcenü.s dett. —9401."
— loooocomputamr 4,59. Ex his exemples paten
multitudint-m genemm mediocretn multo lenti11*
crescece, quam determinantes ipsos; sed quaerit^'
quaenam sit lex huius progrossionis? — P*
disquisitionem theoreticam satis difficilem, qu*1*
hic explicare nimis prol.xum foret, inuenti*1*
est, multitudinem generum mediocrem circa "•e>>

terminantem + D vel — D quam proxime e"
hiberi per formulam nlagD + Ê, vbi л, 6 s^

quantitates constantes, et quidem » ±=s — *^

0^052847346 (désignante v seiTjiperipheri?1?
circuli cuius radius i ), 6 = 2 g + 5**̂
— lulogt = 0,8850460462, vbi g est summa $в*
riei l - log(i + i) + ï /o/1 + 1) + * '
log \ -f- \) + etc. = 0,5772156649 (V. E11? j
Inst. Cale. Diff. p. 444) j h vero surnma &**
}/og-a + !/o£3 -f -b/og-4 + etc.. quae per
aúmationeiu iuueuta esl = 0,957548*545'



— ífl-7 —

. ar- formula patet, multitudinem Tnediocrem ge-
'jejum • сгеьсеге in progiessione a'rithmetica, â
~et<4iHÍn;tí"!tes augeanlur in geométrica. Valores

foimulae pro D == 85°£, .15505, 24605,
-î, 9700! inueniußtur 3,6-27 j 5,86; 4,0465
; 4.601, qui a muititudiuibus. rnediocribus

paruni discrepant. Quo maior fuerit
s médius, et e quo pluribus mulûtu-

^° mediocris couipute.tur, eo minus a valore for*
•Alulae differet. Adiuinento huius formulae еиащ
'*§gregalum multitudinum generura determinanúV
^s surcessiuis ±D> ±(D + i)... + (L> + m)

espQrjden'ium quam proxiiue eru\ pqtest, si
**Vultitur]ines medíocres singulis respundentes cqm-
Putantur et in sunimairi colliguntur, quanturnuis
"lUersi sint exiremi D, D -\- m. Haec summa
etit = л (logD + log(D + l + etc. + log(JJ +
^)' + è(m + i) siue salis exacte = .,((D +. m)
kg D + m) - ,D i hg (D - i); + ;£ — «)
V"1 H-1 ;. Hoc modo summa mult. gen. pro dett. —
l_ Vsque ad — loo inuenitut = 254,4 4uutn i'euera
'sit 353; simüiter, a — ï vsque ad —-aooo,
^7116.6, quum.sit 7108-} a - 9001 vsque ad

iQOoo vbi est 4595 formula praebet 4594,9
consensus vix exspectaii potuisset.

\
502. Respectu multttudinis dassium
it. posit., quod semper submtelligendum)

Determinantes po.sitiui prorsus aliter se bnbent
Ччап> n^yatiuii quamobrem vlroeque seorsjm con-

l(iejabimus. hi eo hi cum illis (.onuen'mut, quod
Pro déterminante dato in singulis generibus clas-

aeque mul'.ae contineritur, adeoque muhitudo
classimn aequal's оч producto e multi-
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tudiné ge.rçprum in multitudiiiem classium in
gulis generibus contentarum.

Quod primo attinet ad determinantes
tmos, multitudo classium pluribus dett. succès*1'
uis — D, — (D + ï), — (D + 2 ï etc, *'e'
spondentium progressionern aeque pertuirbatao*
coni-tituit, ac multitudo generum. Multitud0

classium , médiocres autem (quae defiriitione op11*
non habebit) valde regulariter cr«scit, vt e*
exemplis sequentibus apparebit. Centum deter'
minantes a - 500 vsque ad — 600 suppedita*1

classes 1739, vnde multitudo mediocris = \
Similiter in centade 15 multitudo ciassium
äiocris imienitur a8,20; e centadil?us duabus
et 25 cornputatur 30,28; e tribus 61, 62 et
prodiL 58,50 e quinque 915395, fit 71.56;
que e quinque дб^юо lit 75.54. Haec
'pla ostendunt, classium multitudinem mediocre13

lentius quidem crescere, quam determinant6'
multo tarnen citius, quatn multitudinem m 0

crem generum 5 leui autem attentione cogn
tur, illam satis exacte crescere in ratioiie
cum quadratarum e determinantibus mediis.
uera per disquisitionem theoreticain inuen
classium multitudinem mediocrem circa det
nantem — D proxime exprimi per - ~ -" '

vbi у == 0,7467183115 = --, dénotante

summam seriei i + \ + 2% + ^ + kb
 etc>?

<f = 0,2026423673 = • — : valores médiocres s

cundum hanc formulam computati ab iis <P
supra e tabula claj>Sificationum exscripsimus P



<Tifferunt. Adiumento hums formulae etiam
gatum multitudinum, omnium classium í pr.

pôs.) dftermiiïantibus successiuis — D. — (D
ï), — ( D -J- a) . . .„: — ( t) ,- + m — ï ) responden-

quam proxime assigned potest, quantum uis
ni sint diuerfei, summando multitudim'S me-

illis 'determinantibus serundum formulam
íespondentes, vnde erit = у(/"-° +•/"( D + * ) +

те — ' i-).j-+ ^/я siue qiiam proxme
+ m — î)l_ ( D - J )S j + '.S'm. Ita

illud aggregatum pro centum dett. — ï...
ex formula computatur = 481,1, quum
sit 4775 mille determinantes — !.. .•-<—

l°Oo secundum tabulam suppeditant 15533 clas-
^s> formula dat 15551,45 millias secunda sistjt

passes 28603 secundam tabulam, formula praç-
.6t 28585,7; similiter millias. tertia r'euera suggé-

37112 classes, formula dat 57074,3,- millias
dat 72549 per tabulam, formula 725x9.

303. Tabula determinantiura negatiuorurq,
5ecunxlum diuersitatem classificationum : ipsis re-
POndentium digesta multas alias pbseruationes

eiogulares offert. Pro detorminantibus fo'vrnae
*~*(8« + 3) multitudo classium (turn "earum
"üae in omnibus, turn earum quae in singulis
oeneribus pr. prirnitiuis contentae sunt) semper

luisibilis est per 3, vnico determinante — 3
Xcepto, cuius rei raio ex art. 256, VI sponte

^4uitur. Pro iis determinanubus, quorum for-
•flae vnicum genus conficiunt, multitudo classi-
^ semper impar est; quum enim "pro' tali de-

6Fminante vnica tantum classis 'anceps detur,
principalis, multitudo classium reliquarum,

Kk 4
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e. quibus Ыпае semper oppositae eruiit, nt
rio erit par, adeoque multitudo omnium irri
ceterum haec posterior prdprietas etiam pfó
termmantibus positiuis valet. — Porro series
terminantium., quibus eadem classificatio .
(i..e. multUudo data turn generum turn classing''
respondei, semper abrumpi videtur, quam оЬ$е'
uationem satis miram per aliquot exempla J

lustramus. (Numerus ptimus, romartus, indie3

multitudinem generum pr. prim, pos.; sequP^
roultitudinem classium in singulis generibus с00*
tentarum, time sequitur series determinantii*01'
quibus ilia classificatio respondei, et quoi'i^
sign um negatmum breuitatis caussa omittitur)"'

I.1...1, 2, 3, 4, 7
1.5...11, 19, 23, 27, 51, 45, 67, .165
Ï-5..-47, 79, f05, 137
J.7..,7.1, 151, 225, 545, 465, 487
II.ï...5, б, 8, 9> i°> ia, 15» !5, 16, 18, as, №

»8, 37? 5'8
П.а...=14, 17, ao, 32, 34, 36, 39, 46, 49, 5», .ДО

. 63> 64, 73, 8з, 97, loo, 142, 148, ip5
ÏV.i...ai, 24, 30, 53, 40,, 42, 43, 48, 57, 6o, 1 '

f«, 78, 85, 88, 95, 102, не, 150, iSP
.177, 190, 232, £55

VIII.1.105, 120, 165, 108, 210, 240, 273, 0gyj
512, 330, 545, 557, 305, 4°8? 46з> 5з°>'7°

XVI. j. 840, 1520, 1505, 1848

Similiter 20 determinantes reperiuntur (т&м*0 .
= — 1423), quibus classificatio I. 9 respon»*''
4 í maximus = — 15°5)> quibus respon^,
classificatio L 11 etc.} classificationes il. 5i !*• '̂
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. g- TV. 2 respondent determinantibus nonfilu-
bus qnarn 48, 32, 42, 68 resp., e quibus maxi-

— 652, — 862, — 1518, — J O I 2 . Quum
ex qua haec exempla sumsimus, longe

máximos determinante» hic occurrentes pro-
QUcta sit-*), nee vllL amplius prodierint ad illas
tlassificationes pertinentes1: nullum d'ubium esse
^idetur, quin series adscript;.« reuera abrupta«.
"*int, et per analogiam conclusionem eandern ad
^Uasuis alias classiiicauones extendere licebit. E.
§• quum in tota milliade decima determinantium.
Julius se obtulerit, cui multitudo classium infra
a4 responderei: maxime est verisimile, classifíca-
tiones L АЗ; I. 21 etc.; II. 11 ; IL l o etc.; IV. 5»
*V. 4; IV. 5; VIII. o, iam ante — 9000 d,esüsse,
'aut saltern perpaucis determinantibus vltra -̂ -,
Joooo competere. Demonslrationes autem rigo-
*~osae harurn obserualionum perdifficiles esse vi-
"ientur. — Non minus admiration« dignum est,
^Uod omnes determinantes, quorum iormae щ
52 aut plura genera dislribuantur, ad minimum,
"ittas classes in singulis peneribus habearjt, adeo-

'^Ue classifiicationes XXXII. ï, LXlV. ï etc. otn-
^ino excidant (mínimo ex huiusmodi dett., —-
.8240, respondet XXXII. 2); satisque probabile
^detur, multitudine generam crescente continuo
Plures classificationes excidere. Hoc respcctu 65
Determinantes supra traditi, quibus classifica l lories
*• ij II. j; IV. ï; VIII. i j XVI. ï respoudent, val-

*J Dura hae« Imprimuntur, vsqu« ad — 3000 ">"> tr'aitu, nec
Поп ptr totaui mi l l iadem dueimam , plurnque alias centade»
uisptrJ«s , quibus accedunt pennulti (Uternunantel
ÏO« «tdulo «lecti.
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de sunt memorabilesj pers.piGÍturque fácil«-, - í
pmnes ас solos his duabus proprietatibus i
bus gaud ere, vt omnes classes íormarum; ad ips£>s

pertinentes ancipites sint, et formae quaecunqUP.
in eodem génère contentae necessário turn pf°*
prie turn itnproprie aequiualeant. Ceterum iideD1

65 пцтеп (sub aspectu paullulum diuerso cuitff
inentio infra -fiel et cum critério demonstram .f*"
cilij iam ab ill. Eulero tradili sunt
tyleni. de l' Ac. dc Berlin 1776 p. 538-

304. Multitude classium pr.
quas .formae binariae det. positiui quadrati ' P1

constátuunt , omnino a priori assignari potes*»
-multitud inique numerorum ad ak primorum ips°'
que minorum, aequalis est; vnde per ratioci»18

non difficilia sed hic supprirnenda deduciWf»
multitudinem itiediocrem classium ad tales detel*
minantes circa kk pertinentium proxime exprú111

J>er — . — Determinantes positiui nonquadratj

autem hoc, respectu phaenomena prorsus sing1?'
laria offerunt. Scilicet quum classium multitude
parua , e. g. classificado I. j aut f. 5 aut IJ. ï ete'
prp determinantibus negatiuis et quadratis
uis taiitum et mox omnino cessantibus
habeat: contra e determinantibus positiuis
quadratis, saltem non permagnis, pars longe
xima tales classification es praebent, vbi \aiica
sis in quouis génère continetur, ita vt hae J- 3'
J. 5,- II. 2; II. 3,- IV. 2 etc. sint rarissimae. '•*•
e. g. inter 90 dett. non qu. infra j oo reperiurtf11

il, 48, 271, quibus respondent classilicationes
ï, IL ï, IV. ï resp; vnicus tantum (37) ^a



|-5í duo ^54 et 82) habent II, 2; vnus (79;)
v- 5. Attamen, deterrniriantibüs crescenübus,
c'as.s'mm multitudines maiores sensim irequemio.-
tfis' iiunt; ita inter 96 dett. nori-qu. a 101 vsque
u(i 200 duo ( l o i , 197) habent I. 5; quatuor
(45, M-ö, 178, 194; u- 2; très (141, 148,
1$9 , П. g. Ex 197 dett. a 801 vsque ad 1000
*Ге« habent I. 5; quatuor II. ü; quatuordecira
^' 3; duö II. 5 i duo 11. ö; quindecim. IV. a.j
Sejc IV. 3; dem IV. 45 quatuor VIII. 2; reliqui
145 vnam classera in quouis goiieie. —

sa foret, riec geomrtrarum sagacitate. ^i
secundum quan? iegem detfirmuiantes i v

in quouis genei'e hob'.-ntes continuo ra-
fiant iiiuesügare} liaclenus nee per theo-

dt-cidere possumus, nee per :obsefuationo;n».
céito r.oniertare', vtvum tandem omnino

^rumpantur (quod tarnen ytarum probabile vi-
?etur), aut «allem infinite pari euadant, an

frequentia ad limitem fixum continuo
accédât. Mulütudo classium mediocris in

parum maiori increscit," quam niultiludo
§enerum, löngeque lentius quam radices quadra-
.4e e determinantibus; inter 800 et looo illa

= 5,01. Lfceat his obseruationibus
adiicere, quae analngiam inier determi-

s positiuos et negatiuos quodammodo rerti»
Scilicet inueniinus, pro dt-terminante posi-

D non tarn multitudinen^ classium ipsam,
i potius hanc multituditje.nl per logarilh-

quantitatis t + u^fD multiplicatam (de-
ibus í, u números mínimo«, praeter ï, o,

e4llationi tt — Duu = ï satislacientes) mul-
UtUni classium pro determinante negaliuo plud-



Ъия rationibus hic fusius non explicandíS análoga10

esse, atque valorem mediocrem illius prp;iucli ав*-
que exacte exprimi per íonnulam talem m\fD ".
л*, séd valores quiinlitatum constantium m, n^y

ctenus per theoriam determinare non licuit; siqi*1

ex aliquot centadibus determinant iurn inter se соП1'
paratis cmicludere permissum est, m pat um a $1
'difff're videtur.— Ceterum de principiis disquiet'0'
num prato-dentium circa valores médiocres qu^
titatum lege analytica non progredienlium, sed &**
talem legem asymptotice continuo magis appr"'
ximantium alia occasione fusius agere riobis re"
iSeruamus. Transimus iam ad aliam disquisiti0*
•nem, qua classes diuersae pr. prim, eiusdem de*-
inter se comparabuntur, finisque huic longae 8^
ctioni impouetur,

505. THF.OREMA. Désignante K ciassem
cipalem formaram determinantes dati D, C
quamcunqne aliam e génère principali formamm
dem det.; j í', %C, 46* etc. classes resp. e duplica
triplication e, quadritplicatione etc. classis C ortcts ( v
art. -'49;-' i« progressions С, 2 С, %С etc. satis cot
ituata tandem ad ciassem cum K identicam
suppottt!nrf(>ijut,- m C esse primam сит К
atque muUitiidlntin omnium classium in génère
fali =. n, er it vel т — н, w.l m pars aliquota i

Dem. I. Quum omnes classes K, C,
etc. necessário ad genus principale peitir

r. 247 ), classes n + i priores huius sen0'
f < > f ' . . . n C manifesto omnes diuersae eS*

E i i t ilaque vel A curn aliqua cla^si11

С; зС, *jC... nC ii jentica, vel saltern duae e'
bis da&sibus mter se identicae. Sit rC ** s
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*fque r > í, eritque etiam (r — i) CÃ
t'* — l; C, (r — 2) C ' = Г s — а) Г Kc.
JJ <r + i — í) C = C, vnde (V — s : C = &
V- £. P.

II. Hinc eliam prorinus sequitur, esse vel
^ ь= n vel /и •< ra, superesíque tantuminodo,
' ostendamus, in casu "posteriori /я • esse • partem'

ipsius n. Quum classes Â", C, aC...
: !) Q quarum complexum per (5 designabi-'
totuvn genus principale in hoc casu noridum

_ *hauriant, sit О aliqua tlassis huius generis in S
°n contenta, designeturque complexus classium,

" ex cornpos'ttione ipsius O cura singulis classi~
in Q oriuntur, puta C', O + С, О + йС... О +
—1)0, per S. Iam facile perspkitur, omnes

in (5- turn inter se turn ab omnibus in (£
esse et ad genus principale pertinerej

itaque Q. et 6' hoc gpnus ornnino exhau-
habebimus n = am5 sin minus, erit

."*• •< n. Sit in casu posteriori C" aliqua clas-
• generis principalis nee in 6 riec in 6' con-

• ^a, designeturque complexus classium ex rorn-
P°svtione ipsius C" cum singulis classibus in CE
ï^odeuntium i- e- harum C', O1 + C, C" -{.
*C... C" + (m — i) C per 6", patetque facile,
^ omnes inter se et ab omnibus in 6 et S' di-

as esse, et ad genus principale репшеге*
si S, 6(, (S" lioc genus exhauriunt, eût

. ^ *tm'i sin minus, n > 57», in quo casu clas-
• s alia С-», in génère principal! contenta, neque

*fo in (5, (g1 vel S", simili modo tractaCa doce»

î!1•»a,
esse vel n = 4/71 vel /г >, 4/n, et sic porro.
luum n et m sint numeri finiti, genus principa-



le necessário tandem exhauvietur, eritque n
plum ipsius m, siue-/n pars aliquota ipsius /z. Ç. E- *

EJT. Sit L> = _ 556, С = ; 5, 2,72) *>•
inuenieîurque 2(7 = ( ü o , 8, -'O, ^C — (.4? °»
89) *С= (so, — 8, 2 i ) , 5<:=: 5,_2,7?>
6,C = (ï, o, 556). Hie. itaque est пг = 6,
vero pro hoc detenrmuuUe est ï 2. Accipi
pro C1' ciassem (g, 2, 45), classes quinque
quae in (5' eruut ( 9 , . — 2, 40;, .,9, a, 40J>
(.8, — a, 45;, (17, ï, e i ) , (17, — i , t ai) .

506. Demonstratio theor. praec. omnifl0

análoga inuenietur demonsliationibus in arlt.45,49'
reueraque theoiia multiplicationis classium cui11

argurnento in Sect. 111. tiartato permagnam vö'
dique affinitat^m habet. At limites huius opeflS

йоп permittunt, illam theoriam ea qua digna e&
vbertate hie persequi; quocirca paucas tantui11'
modo obseruationes hie adiiciemus, eas quoq118

d'emonstratioaes quae apparatuin prolixiorem fe'
quirèrent supprimeráus, disquisitionemque ar11*
püorem ad aliam occasionem nobis i'eseruabimuS>

I. ,Si series Ä", C, ,aC, 5С etr. vltra •("*•
— i) C producitur, eaeclem classes iterum со**1'
parent,. 7//С = А, <т -f- r) С = 67, (т + 9'
С — %С еЦ:.; generaliter-que (spectando corac^*
liitatis caussa A tamquarn oC) rla'sses gC-, ë
identicae'erunt vel diut'rsue, prput g et g1 secwrt*-
dum inodulum m congt ui sunt vel incongl11 >
Classis itaque 72 Ç semper idêntica est cum' pi'lJl*
cipali A

*\ Classet hic semppr per firmas ( tíiiíglissiaua ), ia ijî*1*
té at« czprimuntur.

«О»";



П. Complexum classium К. С, 2 £* ..
О С, quern supra per 6 designauimus, voca-

periodum classis £7, quae expressio non
confundenda cum periodic formarum reducta-

det. positiui non-quadrati in art. 186 sqq.
Details. Patet itaque, e cotnpositione classium

luotcunque in eadem período contentarum oriri
^ssem in ea período quoque contentam gC -f-

в1 С + g,,C etc. = (g + g' + g" + etc.) С

III. Quum 0-.+ (m — i) C = К, classes
et (m — ï) С opposilae erunt, et per'mde

J.C et (m — з) С, ъс et Cm — 3)<7 etc.
,l itaque m est par, classis ImC gibi ipsa oppo-

?.ta erii adeoque anceps; vice versa, si in 6 praet«r
^,adhuc аИа classis anceps occurrit puta g C,
^t gc = (m — g) С adeoque g ~ (m — g)
^ %m. Hinc sequitur, si m sit par, praeter

Ца« К et ^wC1,- si vero m sit impar, praeter
A", aliam ciassem ancipitem in (S conten-'

esse noa posse.

IV. Si periodus alicuius classis h С in 6 coïj-
e supponitur esse K, hC, zhC, *>hC...(m'

h Ci manifestum est, m'h esse multiplum
mum ipsius h per m diuisibile. Si itaque

^t h inter se primi sunt, erit m1 — m, duae-
l!14 periodi easdem classes sed ordine diuerso

continebunt,-- generaliter autem deà-
diuisorem comm. max. ipsorum m, h,

w = ^L, — Hinc patet, multitudinem clãs-

in período cuiusuis classis ex S contenta-
fesse vel m vel" partem aliquotam ipsius /и,-
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et quidem tot classes in S habebunt períodos "*
termmorum, quot numeri ex his o, ï, »•••
m — ï ad от primi sunt, siue îm, vtendo sign"
art. 39; generaliter vero tot classes in б habe"

bunt períodos — terminorum, quot numeri et

his o, ï, 2 . . . .m — ï diuisorem maximum í*
cum m comrnunem habent, quorum multitude*

nem esse ф— facile perspicitur. Si itaque m = ft

siue fotum genus principale sub 6 contenturU»
dabuntur in hoc génère omniuo фл classes, qua',
rum periodi idem genus totum includunt. et Ф&
classes, quarum periodi ex e terminis consta»1»
dénotante e diuisorem quemcunque ipsius /*•
Haec conclusio generaliter valet, quando in gß'
here prinpipali vlla classis datury cuius periodui
ex n terminis constat.

V. Sub eadem suppositione, systema cias*
sium generis principalis aptius disponi nequit»
quam aliquam ciassem, periodum n terminorui*
habentem, quasi pro basi adoptando, generisqu6

principaliis classes eodem ordine collocando, qu°
in illius pefiodo progrediuntur. Quodsi tuoc

classi principal! index o adscribitür, classi qua0

pro basi accepta est index ï et sic porro: pef

solam indicum additionem inueniri poterit, quae'
nam classis e composilione classium quarumcuri'
que generis principalis oriatur. Ecce exernpluo*
pro determinante — 356, vbi ciassem (9, 2, 4°)
pro basi accepimus:



*' Ci, о,5'5б)
1 (9, 2, .40)
2 Г5, a, 72)
3 (8,-2j45)

4 (20, 8, 2l)

5 (17, b 21)
6 i4, o, 89)
7 (V?— i»ai) '

8 tao,— 8,21)
9 (8, 2, 45)
10(5, —2,72)
11 (9j —2,40)

ç VI. Quamquam vero turn analogia cum
j?cí. Ill j turn inductio circa plures quam aoo

eterihhiantes negatiuos, íongeque adhuc pluresi
f°suitios non quadratos instiluta maximara . .pro-
. Milita tern afferre videantur, illam suppositior
,efti pro omnibas determinantibus locum ha-
J|re: tails condusio nihilominus falsa foret, et
£*г tabulae classificationum œntinuationem re-

Liceat, breuitatis caussa, eos deter-
es, pro quibus totum genus -principale
período includi potest, regulares _ vocare,
s vero pro quibus hoc fieri nequit irregu-

f^,s- Hoc argumentum, qiiod ad arithmelicae
<. "'itnioris mysteria maxime recôndita pertinere,
^uisitio.rubusque difficillimis locum relinquere
^r, paucis tantum obseruationibus hie il-

e possumus, quibus sequeutem generalein

í- VII. Si in généré principaîi classes C^ О
'..cUiTunt, quorum periodi ex m, m' classibus

^stant, atque M est numerus minimus per m
1*1 diuisibilis: in eodeni génère etiam classes

quarum periodi M términos contine-
Resoluatur M in düos factores r, r< inter.

^Ptinios, quorum alter (r) meliatur ipsum m,
(r') ipsum m' (v. art. 75), habebîtqùe c^as-

P^ •+. ^-O =; C" proprietatein jraescri«
LI
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ptam. Supponamus enim, periodum rlassis 6
Constare ex g tenninis, eritque К = grC" -*"

'

vnde -— — per m1 diuisibilis esse debebit

gr per r': adeoque etiam g per r>. Prorsus f"
mili modo g per r diuisibilis inuenitur, vfl"
ëtiam per rr' = M diuisibilis érit. Sed с[иЦ
Manifesto sit MC" = A", erit etiam M per ^
diuisibilis,- quare nacessario M = g. Hinc ni»'
ttegotio sequitur, multitudinem maximum
sium, in vila período contentaiaim f pro
dato^, diuisibilem esse per multitudinem
sium in quaiiis alia período (classis ex e
génère principali). Simul ibinde methodus "*
riuari potest, talem ciassem cuius peiiodus **
quam maxima (adeoque pro det. regular!
genus principale complectatur) eruendi,
do artt. 75, 74 prorsus análoga, etsi in praxi
borem per plura artificia contrahere liceat. Q
tiens e diuisione iiumeri n. per multitucline^
classium in período maxima, qui pro dete

minantibus regularibus est ï , pro irregular^
semper fit integer maior quam ï , et pro "
imprimis commodus est ad diuersas irreg
tis species exprimendasj quamobrem е
irregidaritatis dici poterit.

VIÍI. Hactenus regula generalis non hf „
tur, per quam determinantes regulares ab ir;
gularibus a priori distingui possent, praese &
quum inter posteriores numeri turn primi t
compositi reperiantur; sufficiat itaque 'qu^1*
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particulares hic adiunxisse. Ouan-
B génère principal! plures quam duae classes

continentur, determinans certo est ir-
atque exponens irregularitatis par;

vero vna tantum aut duae in illo genera
det. aut • regularis erit aut saltern exp.

impar. Omnes determinantes negatiui for-
— (<2i6/t + 27), vnico — 27 exceptoj irre-

sunt, et exp. irr. per 3 diuisibilis}, iden»
de dett. negg. formae —(looofc + 75) et

+ 675), vnico — 75 excepto, infini-,
aliis. Si exp. irr. est numerus primus pt

saltern per p diuisibilis, n per pp diuisibilis
> vnde sequitur, si n nullum diuiaorem qua-
Um.implicet, determinantem certo esse regu-

i- Pro sous determinantibus quadratis po-
Sltims ее a priori semper dignosci potest, vtmra

egulares smt an irregulares; scilicet illud euenit,
Batido e est í aut ä aut numerus primu:virn-
Par aut potestas numeri primi miparis^ hoc in
Otuuibus reliquis casibus. Pro del't? negg., irre-

es continuo frequentiores enadunt, quo ma-
fiunt determinantes j e. g. in tola milliade

tredecim irregulares reperiuntur, (signo
£egatiuo omisso) 576, 580, 820, 884, 900, quo-

exp.'irr. est a, alque 245, 307, 559, 459,
755, 891, 974, quorum exp. irr. 35 in mil-
secunda reperti sunt 13 quorum exp. irr. 2,

1 ие ig quorum exp. irr. 3; in milliade decima
?l cum exp. irr. a atque 32 cum exp. irr. 5.,
, um determinantes cum exp. irr. maiori quam 5
**rra —- loooo occurrant, decidere nondum licet;
ltïa hune limitem exponentes quicunque dati

«*toUenire possunt. Frequentiam determinantiuia
LI а



— 55a —

negatiuorum irregularium ad îrequentiam
larium continuo magis, dett. crescentibusy
rationem constantem appropioquare valde
babile est, culus determinatio geonuetrari?111

sagacitato magnopere digna .íoret. ,— Pro à&
termiriantibus posiüuis non-quadratis irregulat6*
multo rarioves випЦ talos, .'.quorum, exp- ^'
par sit, iniinile multi certo-idantur (e. gr 303"
pro quo est a ) ' j - пиИищ-quoque dubium vid^'
tur, qu'm talfss exstent;, -quorum ex-p. ir\\ sv

impar, .etsi fateri oporteâtj nullum se Jiacten11

nobls.obtulis&e.

IX. Dé adornatîone maxime commcxîa *;
stematis classium, in génère principal! pro det^'
minante irregular! contentarum, hic agere- pr°'
pter breuitatem non licet; obseruamus tantuo1'
modo, quum vnira basis hic nori sufficiat, dua

vel adeo plures a^lmc classes hic esse accipi* '̂
das, ë quarum multiplicatione et composition
onmes producantur. Hinc indices dúplices
multíplices emergent, qui eundem fere
praestabunt ас simplices pro reçularibus.
hanc rem alio tempore fusius tractabimus.

- X. Denique obseruamus, quum orrmes pr^*
prietates in hoc art. et praec. consideratae imp11'
mis a numero n pendeant, qui simile quid eí

ас /7*— í in Sect. HI; hunc numerum sum10

attentione dignum esse; quamobrem quam llja

xime optandum esset, vt inter ipsmn atque of
terminantem, ad quern pertinet, nexus general1

petegatur. De qua re grauissima eo minus *е'
sperandum censemus, quoniam iam successif v
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mediocrem product! ex n in multimdi-
genefum (quae a priori assignari potest)

a"em pro determinantibus negatiuis formulae
*&alyticae subiicère (art. 502}.

507. Disquisitiones artt. praecc. solas clas-
es generis principales complectuntur, adeoque

^fficiunt turn pro dett. poss. vbi vnicum omnino
£enus datur, turn pro negatiuis vbi vnicum ge-
**us pos'.tiuum adest, si ad genus negatiuum re-
8Picere nolumus. Superest, \t de reliquis quo-

generibus (pr. primiliuis) quaedam adiicia-

I. Quando in génère G1 a. principali G
\eiusdem det.) diuerso vlla classis anceps datur,
°tidem in ipso aderunt ac in G. Sint in ò clas-
65 ancipites JL, M, N etc. (inter quas etiarn

classis principalis A"), in G' vero hae Z/',
'» JV' etc., designeturque illarum complexus
r A, complexus harum per A1. Quum mani-

festo omnes classes L -}- Д M + D, N + D
,'c- ancipites dmersaeque sint, et ad G' per-
lHeant, adeoqvie sub A1 contentae esse debeant:

^4ltitudo classium in A1 ceilo nequit esse minor
^am in A, similiter quum classes L' + L1 , M"'
** L',.N< + L1 etc. diuersae ancipitr-sque sint et
* G pertineant, adeoque sub A contineantur,

J^ultitudo classium in A nequit esse minor quam
-^'j quare multitudines classium in A et A^

ecessario aequales erunt.

. , II. Quum multitude omnium classium an-
lpitum multitudini generum aequalis át (artt.

L15
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26i, 287 UI): manifestum est, si in G vna tau*
turn classis ahceps detur, in quouis génère vnao*
ciassem ancipitem contentam esse deberej si ^
G duae ancipites exslënt, in semissi omnium $&",
nerum binas dari, in reliquis nullas; denique si

in G plures ancipites contineantur puta a
partem a'""1 omnium generum. a classes
pites contmere, reliqua nullas,

Ш. Sint, pró eo casu vbi G duas classes and*
pites continet, G, G', G" etc. ea gênera, quae
atque /f, /Í', H11 etc. ea quae nullas continent,
neturque complexus illorum per (g, complexus b0"
rum per^. Quum e compositione duarum classiu1"1

ancipitum semper prouenial classis anceps (art. 349)'
nullo negoiio perspicietur, e compositione du0*
rum generum ex © semper prodire genus eX ®^
Hinc porro sequitur, e compositione generis e,
© cum génère ex ф prodire genus ex ^}-,
enim e. g. G< + H non ad $ sed ad ® pertin6'
ret, etiam G; + H + G1 ad © referendum
Q. E. A., quoniam G' + G' =я= G adeoque
+ H + G' =; H. Denique facillime int
gênera G + H, G' + H, G" + H etc.,
cum his H + H, H' + If, H" + H etc.
diuersa fore adeoque cum © et ф simul
idêntica; sed, per ea quae modo demonstra1*
sunt, gênera G + H, G' + H, G" + Я е»6"
omnia pertinent ad ф adeoque hune comp^
xunn exhauriunt; quare necessário reliqua //+ ^'
Я' + Я, Л" + H etc. omnia ad © pertinebu»1»

*) Hoe pro foli« determinant!!»« i»v|ularibui «uenii« pf**"1

л »ewjjer poteit»« biiurii.
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•-ft e compositione duorum generum ex ф sem-
íet oritur genus ex ©.

IV. Si E est classis generis F7, a principaîî'
j-si, patet, з£, 4#, 6£ etc. omnes per-

1̂-e ad G; hás vero зЕ, 5E, 7# etc. ad Г.
1 Üaque periodus classis 2É ex ra terminis con-
at: manifesto in serie E, 2.E, 3-Е êtes. classis.

nee vlla prior, cum K idêntica erit, siue.
classis E ex am terminis constabit. Hinc

terminomm in período classis c'uius-
ex alto génère quam principali, erit vel

^ yel pars aliquota ipsius Qn7 désignante n
^Ultitudinem classium in singulis generibus.

b V. Sit С classis data generis principalis G;
^ classis generis V e cuius duplicatione C oriatur
^lüalis semper dabitur, art. 286), atque omnes
^sses ancipites (pr. prim, eiusdem det.) K, Jf,

etc., eruntque omnes classes, e quarum dupü-
e С pritur, hae: E (= É + K), E + Ä',
K'1 etc., quarum complexus exprimalur per

*;f rnultitudo harum classiurn aequalis erit mul-
classium ancipitum siue multitudini ge-
Manifeetum est, e classibus in fi tot ad

jf pertinere, quot ancipites denttir in G,
Dignando itaque harum multitudinem per а,

?atet, in quouis génère vel a classes ex il daii vel
r^las. Hinc facile colligitur, quando sit а = д,
11 qupuis génère cont'meri vnam ciassem ex íi$-
Meando а = a, serrassem omnium generum binas
cla«ses ex'ft continere, reliqua nullas, et quidem

ssem priorem vel totam cum ® coincide*«
eadem significatione vt supra Ш), posteri-

. Ll 4



orem cum ф, \~е\ liane cum ®, illam cum $'
-— Quando a adhuc maior est, semper pars (l

omnium generum. classes u includent ^singula ^
classes).

VI. Supponamus iam, C esse talem classed
cuius periodus ex n terminis constei, perspiçi6'
turque íacile, in eo casu vbi a = 'J, adeoqiie "
par, nullam ex л ad G pertinere posse (tune eiii*1?
talis classis in período classis f contenta íofet; sl

itaque esset = rC, siue arC — C, foret <2r ̂  l

(mod. n) Q. E. .4.); quamobrem quum G ad Q» peí'
tineat, necessário, omnes classes LI inter genera -V
distribuía eirmt. Hinc colligitur, quoniain (pró d^r<

reg.) in G omnino dantui' *n classes períodos ?
terminorum habent.es, pró eo casu vbi a = 3

inueniri in quouis génère |> omnino 2. л cJass^
quarum periodi 2/z términos, adeoque turn ë?
nus suum turn principale, compleçtantur; quand"
vero а = i, in quouis génère a piincipaü №
uersq tf« huiusmodi classes dabunmr.

Vu. His obseruationibus methodum sequei1'
-tem superstruimus, système omnium classium T?1"'
prjm. pro quolibet determinante regulari
(irreguläres enim omnino eeponimus) quam
sime constçuendi. EH^aLur ad lubitum classis
cuius periodus Qn términos, adeoque tum
suum quod sit V tum principale G complectatuf'
classes horum duorum generum ita disponant^
vt in ilia período progrediuntur. Hoc modo ve

iam absoluta erit, quando plura genera quam
duo omnino non adsunt, siue reliqua adücere
necesse ^idetur (e. g. pro tau det. neg.,v vbi
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genera posltiua dantur^ Quando vero
- —„. aut plura genera construena'a sunt, re-
lf]ua hoc rnodo tractentur. Sit V1 aliquod e

atque V + V1 = У ч, dabunturque in
et У" duae classes ancipites (puta vel in

vna, .vel in altero duae in altero nulla <;
his eligamr vna A ad lubitum, patetque fa-

Cl^,. si A cum singulis classibus in G et У com-
P°natur, prodire 2« classes diuersas ad F1 et V»
Pertinentes, adeoque haec genera omnino exhau-
ilentes,- ita haec quoque genera ordinari pot-
ertoit. __ Si praeter haec quatuor genera" alia
а«Ьцс supersunt, sit У111 vnum e reliquis. atque

^v, /^VJ genera ea quae prodeunt e com-
generis ff111 cum F, У1 et У11. Haec

genera У111 f » У"1 quatuor classes anci-
continebunt, patetque, si ex his vna A1

aique cum singulis classibus in G, V^
\ У" componatur, omnes classes in У"1 -. * У™

re. — Si adhuc plura gênera supersunt, si-
*?'li modo continuetur, donec omnia exhaustâe
lil^. Patet, si multitude omnium generum con-
.ruendorum sit 2/, omnino opus fore « — i cias-
°üs ancipitibus, et quamuis ciassem horum ge-
erum produci ppsse vel e multiplicatione classis

*» vel e compositione classis, e tali comppsi-
'otie öTtae, cum vna pluribusue ancipitibus.
, Cce duo exempla, per quae haec praecepta; il-
^trabuntur^, plura de vsu talis constructipnis,
,?' de artifíciis per quae labor subleuari. potest^

^ аппг>оГА млп Hcfit.

LI



r- 558 -~

I. Determinans — 161.

Quatuor gênerai positiua ; in sipgulis quaternae classe*

G
I, 4; «7; «23

(ï, o, loi) = К

(g, i„ 1.8) 5= zE

(2, i, 54) = 4J5

(9, — Ь 18)

V1

3- 4J Kr,

(il, — 3,i5) =
(H, 7, 15) =

, A, 15) =

V
3- 4Í N7; "23

(3> i> 54) = E
(6, — i, 27) = $
(6, ï, 27) =
(5> — i| 54) s=

ï. 45 л'

o, 5, 17) =

*, 53) =
— 2, 53) =

IL Determinans — 546.

Octo gênera positiua ; in singulis ternae classes»

ï a 3, g; АЗ; *7î "
(ï, o, 546) s
(32, —3,35)===

(a», a, 25) sa

V1

irt3'8iN3t*
(a, o, 275)=

_(ii,—в,5о)==
s, 50) =

(б, 3, но) =Е
(21, о, 2б) =

(5,—3,

(ю, а, 55)=
(13, о, 4«)=
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» 7, 35) =
5) =

F4

d 5» -3» 57)=^'
(7, о, 78 J =^-
(15, s, 57) =

6'
g, 53'=

(25, 11,29)=
(14,0,26) =
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V A R I A E D I S Q V I S I T I O N V M PRAË>

CEDENTIVM APPLICATIONES.

508. \2usm fertilis sit arithmetica sublimior ve-
ritatibus, quae in aliis quoque matheseos partibus
vsum praestent, pluribus iam passim locis addigi'
tauimusj quasdam vero applicationes, quae expo-
eitionem ampliorem merentur, seorsim ti'actar^
jioii inutile dviximus, non tam vt hoc argumeu'
tum, quo plura volumina facile impleri possent»
exhauriatur, quctm -potius vt per aliqua specim1'
na illustretuf. In hacce quidem sectione prirn°
4e resplutione fractionum in simpliciores agemu5?
dein de conuersione fractionum communiurn in &e'
cimales; tum methodum nouam exclusionis expl1'
cabimus, solution! aequationum indeterminata-
rum secundi gradus inseruientem ; tandem mÇ'
thodos nouas expeditas trademus, numéros prl"
mos a composais dignoscendi, horumque facto-
res explorandi. In sectione sequente autel*1

theoriam generalem generis peculiaris functio'
num, per totam analysin latissime patenté
quatenus cum arithmetica sublimiori arcu'ssim6

çonnexa est, stabiliemus, imprimisque theoriani
fecúonis circuli, cuius prima tantum elementa
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^actemus.innotuerunt, nouis incrementis ampli*
ficare studebimus.

509. PROBLEMA. Fractianem —, cuius deno-
minator n est productum e duobus numeris inter se pri±
*Чу a, b, in duos alias discerpere, quarum denominator
**s sint a, è.

»Sb/. Sint ffactiones quaesilae —, •?-,' fîéri-

^Ue debebit Ъх + dy '= m; hinc x erit radix

Congruentiae Ъх = m (mod. û), quae per'isect*
tr . : .-• • > • - m—bx** егш potent, j- vero liet,=^= 4

Ceterum constat, congruentiam Ъ± *:— m
Radices infinite multas, sed secundum tí côngruas,
bftbere, vnica vero tanturri positiua minorque
^Uarn a dabitur; fieri autem potest etiam, yt y
eUadat negatiuus. Vix necesse erit monere, y

per congrüentiam ay ЕЕ т (mod. b), atque
-. - ni — au - . .
* per aequationem x = —-j—- muenm posse. —

• g- proposita fractione ", erit 4 valor exph
if (mod. 7), vnde $7 resoluitur in ±. + jf.

310. Si fractio — proponitur, cuius deno-

n est productum e factoribus quotcunque
se primis a, &, c, d etc.: per art. praee»

\ in duas résolut potest, quarum deriomiha-
-_ sint a et bed etc.; secunda iterum in duas

^eaominatorum b et cd etc.; posterior rursus in
et sic porro, vnde tandem fractio proposita
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tn S ¥
Mob hanc fonnam' redigetur — =s i 4. _ + ^v n a h * ' '»
+ -r- etc. Numeratores «, 6, j, í etc. manifesto

u
positmos ac denominatoribus suis minoras ас*
cipere licebit, praeter vltimum, qui reliquis de'
terminais non. amplius est arbitrarius, atqu*
etiam negatiuus aut denominatore maior fie(l

potest (siquidem non supponimus m < #)'
Turn plemmque e re erit, ipsum sub formão1

— 1£ k redigere, ita vt * sit positiuus ac muao*

quam,0, k vero integer. Denique patet, <я, è, c

etc. ita accipi posse , vt sint vel numeri primi vß*
пшпегогшп primorünl polestàtés.

Fractio Ц -̂, cuius denominator **
4.3.7.1 1 hoc modo resoluitur in | + ^| r

; ; Цг И
f — ll$ — — in í ; — |i5 vnde, scribendo |î

l + ? +'•? '+ k-*:
st 11. Fractio — г>лгсо t ant urn modoJ и

formam — -f -7- + etc. IfT Ã reduci pд p i
ita vt л, C etc. sint positiui ac minore« quam ^

j W * . S JL,
Ъ etc. scilicet supponendo — = — - + -г т

г. Ч «с. т * = т + т + т ,.'
+ A', atque etiam л\ £' etc. positiuos ac
res quam ß,'Z> etc., necessário erit м t= a',
С', у s== .,' eta, k ±= Â', Multiplicando enim
/n'=s o&c etc., patet fieri т ЕЕ л/>сл? etc. Е-
,ptc. (mod. ö^, vnde quoniam bed etc. ad tf
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*st, necessário « !EE eJ adeoque * == «', et ре-
linde 6 = €' etc., vnde etiam sponte k == A'»
lam quum prorsus arbritrarium sit> cuiusnam
denominatoris numerator primus supputetur, ma-
^festum est, omnes numeratores ita inuestigârï
posse, vt л in art. praec. puta C per congrueu-,

Gacd etc. =E m (mod. b), y per hanc
été. -ЕЕ m (mod. c) etc.í summa omnium

sic inuentarum vel propositàe —

fteqüalis erit, vel differentia numerus integer = kt

Я^а via simul conlïnnationein calculi nanciscimur.
lia in ex. art. praec. valores expr. |'|-(mod. 4,),
f2b(mod. 3), î î f(mod. 7), ^-(^о«3-!!)
«tatim suppeditant numeratores ï, 2, ï, 4 deno-
ïtiinatoribus 4, 5, 7, 11 respondentes , summaque
harum fractionum propositam vnitate superare
iftuenitur.

312. DEPINÎTÎO. Si fractío communis in
àecimalem conuertitur, seriem figurarum deci-
îoalium *) (excluso si quis adest numero inte-
gro), siue finita sit, siue in infinitum ехсштаЦ
fractionis mantissam^ vocamus, expressionem ,
fcüas tantummodo apud logarithmos vsitatäm, in
8ignifícatione latiori accipientes. Ita e. g. fractio-
^s í mantissa est 125, mantissa fractionis |»,
^875, fractionis ^ mantissa 054054... in inf.

Ex hac defínitione statim patet, fractiones

denominatoris — , — easdem vel diuersas'

*J Br*uit«ti» cauna difquiritiencm «equtntem «d lyittraa тв!>
(•та decaiieum reittingimu« , quum ftcilt ad juodui«

âi f Mfit.
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mantissas habere, prout numeratores /, msecundun»
m congrui sint vel incongru!. Mantissa finita non
mutatur, si ad dextram cifrae quotcunquë apponan-

mtur. Mantissa fractionis — '-— obtinetur, rescin-w .'
dendo a mantissa fraclioriis — figuram primait

et generaliter mantissa fractionis — — inuemtuf
и

rescindendo t figuras primas mantissae ipsius

ÎL. Mantissa fractionis — statim figura signifí"

catiua (i. e. a cifra diuersa) incipit, si n < Ю»
si vero n f= 10 vel < ю, multitudoque figu-

• rarum e quibus constat est A, primae k — i fí'

gurae mantissae ipsius — érunt cifrae atqüe

demum sequens k'a erit significatiua. Hinc fa*.
/ m

eile deducitur, si — , — mantissas diuersas ha-

beant (i. e. si Z, m sec. n incongrui), has certo
in.primis k figuris conuenire non posse, sed sal"
tern in kta discrepare debere.

^' 515. PROBLEMA. Dato denominators fraction!*
~ afque primis k figuris ex ipsius mantissa
«umeratorem m, qiiim ipso n minorem

Sol. Considerentur illae k figurae tamquatJí
numerus integer, qui per n muitipücetur,. -pi'?"
^îuctumque per iok diuidatur ( siue k vltunae fi"
curae resecentur ;. Si quo tiens est integer (siue
figurae resectae cifrae ; , ipse manifesto erit nU-
meïator qùaesitus .atque mantissa data completai
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minus, numeralor quaesitus erit integer proxi-
maior, sine ille quotiens vnitate auctus, post-

fijrurae décimales sequentes reiectae sunk
Hatio huius rogulae tarn facile ex us quae ad
ftiiem art. praec. obseruauimus cognoscilur, vt
t?Xplicatione vberiori opus non habeat.

E.V. Si constat, duas figuras primas rnan-
tissae fractionis, cuius denominator 23, esse 59,
habemus productum 33.59 == a557? a 4UO duas
vltimas figuras abiiciendo, vnitatemque addendo,
Numerator quaesitus prodit = iG.

514,. Inchoamus a consideralione talium
ft'actionum , quarum denominatores sunt numeri
Primi vel num'erorum prirnorum potestates, post-
^aque reliquas ad has reducere ostendemus. Et
primo statiin obseruamus, mantissam fracüönis
я

;~a (cuius numeratorem a per numeram primum

P non diuisibilem esse semper supponimus) fini-
esse, atque ex p, figuris constare, si p =. 9
= 55 in casu priori haec mantissa, tain-

numerus integer considerate, erit = 5'*a,
posteriori = n^a. Haec tarn obuia sunt, vt

non egeant.

Si vero p est alius numerus primus, югл
p* numquam diuisibilis erit, quantumuis
us accipiatur r, vnde sponte sequitur, inan-

fractionis F = ~ nececessario in infini-
pH

progredi. Supponamus, ioe esse poteslatem
Mm
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infimam numeïi 10, quae vnitati semndum
dulum p" côngrua fit (Conf. sectio Iil, vbi ostei*'
.dimus, e vel numero (p — i^p^'1 aequiik-ff11

vel ipsius partem aliquotam esse', perspicietuf
que facile, etiam^' юея fore numerum, in sen6

юл, loo<2, joooa etc. primum, qui ipsi a sß"
cundurn eundem modulum sit congruus. lart1

quum per art. 512 mantissae fractionum - ^- »

юоя ю"д . j . j г ,:,... onantur, demendo mantissae iractipi* pu '
onis F figuram primam, duas . . . e figuras рП'
mas resp., maniiestum est, in hac mantissa poS1

primas e figuras, neque prius, easdem iteruií1

repeti. Has primus e figuras, e quibus inimitié5

repetitis mantissa formata est, perwdum huins

mantissae siue fractionis F vocare
patetque rnagnitudinem pei'iodi, i. e.
nem figurarem e quibus constat, quae, est =• ^
a numeratore a onmino independentem esse, e*
per solum denominatorein detei'ininari. Ita e. ê'
periodus fractionis ~ est 09, iracúonis | peri°'
dus 428571 *)•

515. Simulac ií^itur fractionis alicuius pe'
riodus habetur, mantissa ad figuras quotcunq^
produci poterit. Forro patet, si fuerit b ЕЕ ю^

(mod. /з"), periodurn fractionis — oriri, si prl'

inae A figurae periodi fractionis F (supponen«0

•) Cel. Robeitien periodi ini t ibm et finem duobui punctis l'i
гае priiuae et v l t imae ^uprascr ipt i f indicat ( T h e о г У
c i r c u l a t i n g f r a c t i o n s , P h i l o i , T r a n J ,
quod hic non uecfsiariuui piitamui.
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* < e quod licet) reliquis с — * postscvîbantur,
adeoque cum período fractionis F simul períodos
ptnnium fractionum haberi, quarum numeratores
H>sis 10«, looa, ЮООЯ etc. secundum denomi-
llatorem p" sint congrui. Ita e. g. quum ô jZT
o-lo1 (mod. 7), periodus íractionis ~ statim e
ïeriodo Íractionis -f- fit 857142.

Qnoties itaque pró modulo p1* numerus ю
est radix primitiua (artt. 57, 89,), e período fra-
cuonis — protinus deduci poterit periodus cu-

-lusuis alius fractionis — (cuius numerator m per

/} non diuisibilis ), tot figuras ab ilia a laeua
^esecando et ad dextram restituendo, quot vnita-
^s habet index ipsius m, numero ю pro basi
Accepte. Hinc perspicLium est, quamobrem in
**occe casu numerus ю in tabula I semper pro
basi acceptus sit (v. art. 72).

Quando vero l o non est radix primitiua, e

ï>eriodo fractionis — earum tantummodo fractio-p»
^um periodi exscindi possunt, quarum numéra-
ires alicui potestati ipsius ю secundum /j" sunt
^ongrui. Sit ioe potestas infima ipsius ю vnitati
Secundum p" côngrua, (p — i ) p" ~~ * = ef, at-

tails radix primitiua r pro basi accepta, vt
numeri ю fiât / fart . 71). In hoc itaque

systemate numeratores fractionum, quarum pe-
i e período fractionis -L exscindo possunt, ha-

indices fj nf, 3/ ef —fi simili mocï'o
Mm a
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e período fractionis -^ deduci possunt periodi

fractionum, quarum numeratores aor, юоГ?
looor etc. mdii.ibus f - ( - 1 , 2 / + 1 , 5 / + ! etc.
respondentes; e período fractionis cum numerator^
rr (cuius índex 2) deilucentur periodi JractionuW1

cum numeratoiibus quorum índices /+2, a/ + 3?
3/+ 2 etc.; generaliterque e período íractionis cun*
numeraiore r1 deriuaii poterurit periodi frattio-
num cum numeratoiibus, quorum indices/ + z>
2/ + г\ 5/ + z etc- Hinc facile colligitur, s*
tantummodo periodi fractionum cum numerato-
ribus i, r, rr, / ' . . . . r / — 1 habeantur, onmKs ré*
liquas inde per solam transpositionem dedud
posse adiutnento regulae sequentis: Sit indeJí

r 1Пnumeratons m íractionis propositae —, in syste-

mate vbi r pró basi acceptus est, = i (queö1

supponimus minorem quam (/í — l P*~l}î fíat

(diuideiido per/) i = л/ + C ita vt л, С si»1

integri positiui (siue eliam QJ atque ê •</; qu^

facto orietur periodus fractionis '-- e period«

fractionis cuius numerator r (adeoque i, quan'
do G = o), collocando huius et primas figuras
post reliquas (adeoque hanc ipsam periodum ré*
tinendo, quando * = o). Haec sufficienter àff-
claiabunt, cur in condenda tabula I normam i*1

art. 72 explicatam sequuti simus.

516. Secundam liaec principia pro
bus denominatorihus íormae p" mira 1000 tabu-
'^m peviodorimi necessariarum construximus?
quam integram siue etiam viterius continuataU1
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occasione data publici iuris faciemus. Hoc loco
tabula III vsque ad loo "taritum producta tam-
luam specimen sufficiat, quae explicatione vix
°pus habebit. Pro us denominatoribus, vbi 10
est radix primitiua, periodos fractionum cum rtu-
toeratore l exhibet (puta pro 7, 17, ig, 25, 29,
47> 59, 61, 97); pro reliquis, f periodos nume-
ratoribus ï, r, rr ... n~ ' respondentes, qua« per
Numéros adscriptôs (о), (ij, (л) etc. suut dismi-
ctae; pro basi r semper eadem radix primitiua
adoptata est vt in tabula Í, I line igitur periodus
fractionis cuiusuis cuius denominator in hac tabu-
la continetur adiamento praeceptorum art. praec.
^rui poterit, postquam numerator!« index per ta-
bulam I est computatus. Ceterum pro denomina-
toribus tarn paruis negotium aeque facile absque
tabula I absoluere poterimus, si per diuisionem
vulgarem tot figuras initiales mantissae quaesitae
^omputamus, quot per art. 315. necessariae sunt,
vt ab omnibus aliis eiusdevn denominatoris di-
stingui possit (pro tabula III non plures quam 2),
°ihnesque periodos denominator! dato responden-
ts perlustramus, vsquedum ad illas figuras initia-
ls perueniamus, quae periodi initiurn baud dubie
lridicabunt; monere tarnen oportet, illas figuras•
etiam separatas esse posse, ita vt prima (vel
Plures) finem allcuius periodi constituant^ reli-
da vel reliquae eiusdem initium.

Ex. Quaeritur periodus fractionis —. Hie
Pro modulo 19 per tab. 1 habeliu iad. i^ =
* ind. 2 + ind. 5 = 39 ~ 5 (mod. 18,

57); quare quum pro hoc casu vmca lan-
periodus numerator! ï respondens haboalur,

M m ï



liuius très primas figuras ad finem translocate
opoitet, vnde fit periodus quaesita 63157894-73
68421052. — Aeque facile periodi initium e

duabus primus figuiis 63 inuentum fuisset.

Si periodus fractionis £f desideratur, fit pr**
modulo 55, ind. 45 = 2 ind. 5 -f ind. 5 =49»
multitude) periodorum hic est 4 = f-, atque 4<?
= 12/+ ï, quare a période curu (ï) signaW
12, primae figurae postponendae erunt vltimae»
periodusque quaesita fit 8490566057735. FigU"
rae initiales 84 in hoc casu separatae sunt il*
tabula.

Obseruabimus adhuc, adiumento tabulae Ш
etiam numerum inueniri posse, qui pro modulo
dato (in ipsa sub denominators titulo contento)
indici dato respondeat, vt in art. 59 polliciti su'
mus. Patet enim per praecc., inueuiri posse pé'
riodum fractionis cuius numerator! (licet in'
cognitus sit) index datus respondeat5 sufficit aU'
tern, tot figuras initiales liuius periodi excerpere>
quot figuras habet denominator; ex illis per art'
515. eruetur numerator siue numerus quaesiW5

indici dato respond ens.

517. Per praecedentia mantissa fraction^*
cuiuscunque, cuius denominator est numerus prl'
mus aut numeri primi potestas intra limites 'ta'
bulae, ad figuras quotcunque sine cômputo
potest; sed adiumento disquisitionum in ini
huius sectionis tabulae ambitus multo latius p
omnesque fractiones, quarum denominatores
producta e numeris primis aut primorum pot6'
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States intra ipsius limitem, complectitur. Quutn
enim ' tails fractio in alias decomponi possit,
quarurn -denoinmatores sint hi factores, atque
«as in fractiones décimales ad iî«uvas quotcunque
conuertere liceat, restât lantummodo, vt hae in
*Ummam vnianluv. Ceterum vix opus erit
Monere, sumu\ae sic prodeuntis figuram, vlti-
Hiam iusto minorem euadei'ft posse5 manifesto
ftutem dffpctus ad tot vnitat«s adscendere nequit,
^uot frartipnis particulares adduntur, vnde hae
ad aliquot figuras vlterius couiputare conueniet,
4.uam i'ractio proposita iusta desideratur. Exem-

pH caussa considerabimus fractionem —-5Э.- ,1271808720
== .F*), emus denominator est productum e
tmmeris 16, g, 5, 49, 15, 47, 59. Per prae-
cepta supra data inuenitur F = i + |-| + -f- 4"
"T "t" 4* + Â + ~*f + Iv? 4uae fractiones par-
ticulares ita vt sequitur in décimales conuertuntur :

l •—- i

A
5

's"
i*
s9

<̂ 7

.1»

=

°»
°>

°7

°»

625
8
44-444-444-4-Ф
44-897959

 1
 8

3846155846
14893017

o2

88i355Ô323

4444444444

1538461538
1276595744
0538983050

44
75
46
08
84

= 4? 7958315233 1.U7Ï954.166

*) H»ec Iractio «st чпа. «x lis , quae аи ratlifi-m quaSratam ei

23 4uara рг"*'"'* appropinquant, et quidem *Xtci«us ert
minor (juaiu septrm viiitates in loco figurât

•iroa«.

Mm 4



Defectus huius summae a iustn cevto
est quinque vnitatibus in figura vitima vigésima
secunda, quare viginíi p rima e inde mutari ne-
queunf. Calculum ad plures figuras producendo,
pró duabus fi^uris vltimis 17 prodit 1895956 . ••
— Ceteruin vel n o bis DOU monentibus quisque
videbit, hanc methodum, fractiones communes
in décimales conuertendi, ei poússimum casui
accommodatam esse, vbi multae figura e decima'
lês desiderentur; quando enim paucae sufficiuiit?
diuisio vulgaris siue Jogavhlimi aecpe expedite
plenunque adliibeti poterunt.

518. Quum ítaqne resolutio talium fractio-
num, quarum denoriíinaíores e pluribus nimieris
primis diuersis compositi sunt, ad eum casurn
iam reducta sit, vbi denominator est primus aut
prími potestas: de illarum mantissis pauta tan-
turn adiiciemus. Si denominator factorem a et
5 non continet, mantissa etiam hic e periodis
constabit, quoniam pro hoc quoque casu in série
10, 100, looo ad terminum, vnitati secun-
dum denominatorem congruum, tandem per-
uenitur, sirnulque huius termini exponens, qui
per art, 92 facile determinar! poíerit, periodi
magnitudinem, a numevatore independ entern t
indicabit, siquidem hic ad denominatorem pri-
nius fuerit. —- Si vero denominator est forma«?
i"yN, désignante Л^ nurnerum ad 10 primunij
» et € numéros quorum vnus saltem non est o>
fractionis mantissa post primas et vel G figuras
(prout * vel £ maior) e periodis constare inci-
piet, cum periodis fractioimm cum denomina-
tore JV respectu lojaghudiziis conuenientibus; hoc
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inde deriuatur, quod ilia fractio in duas
aas cum denominatoribus 2*5* et N resolubilis
est, quarum prior post primas « vel f figuras
^brumpetur. — Ceteruni de hoc argumento mui-
'as alias obseruationes adiicere possemus, prae-
Senim circa artificia, talem tabulam vt III quam
Cltissime construendi, quas breuitatis caussa eo
^übentius hoc loco supprimimus, quum plura
hue pertinentia turn a eel. Robertson 1. c., turn
u eel. Bernoulli ( Nouv. Mem. de í Ac. de Berlin
x?7i) iam sirit tradita.

519. Congruentiae xx ~~ A (mod. m),
conuenit cum aequatione indeterminata xx

A + my, possibilitatem in sect. IV (art. 146)
tractauimus, vt nihil amplius desiderari posse

; respecta inuestigationis incognitae ipsius
, iam supra (art. 152) obseruauimus, mé-

todos indirectas directis longe esse praeferendas.
"i m est numerus primus ^ad quem casum reli-
4ui facile reducuntur), tabulam indicum I (cum
^*I secundum obs. art. ^16 combinatam) ad hunef1 .
Jnem adhibere possemus, vt in art. 60 gênera-
is ostendimus: haec .vero methodus intra tabu-
^b limites restricta foret. Propter has rationes
^ethodum sequentem generalem ac expeditam
aïithmeticae amatoribus haud ingratam fore
sî>eramus.

Ante omnio obseruamus sufficere, si ii tan-
valore sipsius x habeantur, qui sint po-

atque non maiores quam \m, quum quiuis
^Us horum alicui vel ipsi vel negatiue sumto
6cundum modulum m congruus sit,- pro tali

Mm 5
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vero valore ipsius x valor ipsius y necessário iß'
л л

ter limites et Im — — corilentus erit»m + m
Methodus itaque, quae statim se offert, in e°
consisteret, vt pro smgulis valoribus ipsius y 'W
tra hos limites contenus, quorum -complexuö1

exprimemus per íi, valor ipsius A + ту quetf1

per V denotabimus computetur, iique soli ret1'
neantur, pro quibus F fit quadraturn. Quand"
in est numerus paruus (e. g. infra 40), hoc tefl'
tarnen tarn breue est, vt contractione vix opliS

habeat; quando autem m est rnagnus, labor pe^
meihodum exclusionis sequentem, quantum №'
bet, abbreuiari poterit.

520. Sit E numerus arbitrarius integer
m primus ас maior quam 2; omnia eins
residua quadrática diuersa (i. e. secundum E ú1'
cpngrua) haec a, b, c etc.; denique radices co#'
gruentiarum A + ту ЕЕ а, А + ту ^ Ъ, Л
ту —' с etc. sec. mod. E hae «, с, -/ etc.,
ornnes positiuas ac minores quam E accipere I1'
cebit. Si itaque ipsi у valor alicui ex his nutne"
ris «, f, у etc. secundum E congruus t
valor ipsius V = A + игу hide oriundus
ex his a, ô, c etc. congruus et proin non res1'
duum ipsius E erit, neque adeo quadratum
poterit. Hinc patet, ex fi omnes statim
ros tamquam inutiles excludi posse, qui sub fo1'
mis Et + «, £í + ff, /íí + v etc. contei11*
sint, sufficietque, tentamen de reliquis, quori*111

complexas sit xi', instituísse. In illa opera'
tíone numero E nomen excludentis tribui pot'
est
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Accipiendo autem pro excludente numerum
1(loneuin alium £', prorsus simili modo inueni-
eutur tot numeri «', £', »' etc., quot non residua

quadrática habet, quibus y secundum.
E' congruus esse nequit. Quare de-

ex il' eiicere licebit omnes numéros sub
E't + «', E't + í', E't + v' etc. contentos.

*Ioc modo continuar! poterit, alios aliosque sem-
per excludentes adhibendo, donec multitudo riu-
^erorum ex a tantum deminuta fuerit, vt non
uifficilius videatur, omnes superstites tentamini

subiicere, quam exclusiones nouas insti-

Ex. Proposita aequatione xx = 22 + 97J?'»
«mites valorum ipsius y erunt — §ã et 245 —
íf, vnde Cquoniam inutilitas valoris o per se est
°buia ) U comprehendet números i , 2 , 5 ... 24.
"ro E = 5 habetur vnicum non residuum 0=25

fit « = 15 excludendi sunt itaque ex íi
°tnnes numeri formae 5? + i j multitudo rema-
uentium íi' erit 16. Simili modo pró E = 4
habetur a = 2, Z? = 5, vnde * = o, £ =: \}
Чиаге reii<i debent numeri formae 4? et 4? + l
^stantque hi octo 2, 5, 6, 11, 14, 15, i8> 23.
Perinde pró £ = 5 reiiciendi inueniuntur nu-
^eri formarum 5 í et 5? + 55 remanentque hi
a
5 6, il, 14. Excludens 6 remoueret números

^orrnarum 6í -j- i et Qt + 4, hi vero (qui cum
Numéris formae 5? + i conueniunt ) iam absunt.
^Xcludens 7 eiicit números formarum 7? + 2,
^г "í" 3^ 7f + 5> ac relinquit hos 6. n,
14» Hi pro y substitut! producunt resp. -V =
^°4, 1089, 1580, e quibus valor secundas so-
^s est quadratus, vnde x + 33.



521. Quum operado cum excltidente E ífl'
stuta e valoribus ipsius /^ valoribus ipsius / i*1

íl respondentibus, onínes eos releget, qui suo*
lion residua quadrática ipsius E, residua ver"
eiusdein numeri non attingat; facile mtelligituï»
vsum excludentiurn E et a E nihil diffeire, si &
sit impar, quum in hoc casu E et 2 E eadetf|
residua et -non residua habeant. blinc patet, sl

successiue numeri 5, 4, б etc. tamquam excli1'
dentés adhibeantur, numéros impariter pares 6*
10, 14 etc. tamquam supérfluos praetereundo5

esse. Porro perspicuum est, Operationen! dupl1'
cem, turn excludentibus £, E1 instituíam, omneS
eos valores ipsius Y remouore, qui vel vtriusqU^
E} E1 vel vnius non residua sint, eosque <p&
sint, vtriusque residua remanere. Iam quuö*
în eo casu, vbi E et E' diuisorem commi1'
nem non habent, illi numeri. eiecti omn^
sint non residua, atque hi superstites résidu^
producti ЕЕ', rnanifestum est, vsum exclndent^
ЕЕ' in hoc casu omnino tantundem efficere, a"
vsum duorum E, E1, adeoque ilium, post hunO
superfluum fieri. Quare eos quoque excludente*
omnes praeterire licebit, qui in duos factores i*1'
ter se primos résolut possunt, sufficietque iis vt'i
qui sunt vel numeri primi (ipsum m non rn^
tientes) vel primorum potestates. Denique mani'
festum est, post vsum excludentis pu, qui s'*
potestas numeri primi /y, excludentem p seu pi
quando v < p, superfluum fieri; quum enim p
inter valores ipsius У sola sui residua reliqueúb
a potiori non-residua ipsius p aut potestatis eu*
iusuis inférions p' non amplius aderunt. Si vevo
p aut ^i¥ iam ante p* adliibiitus est, hic manifest0
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s tantum valores ipsius V eiicere potest, qui

Slí*Hil stmt resid.ua ipsius p (aut p'~) atque non
e*idua ipsius p" i quare huiusmodi tantum noh-

ipsius p1* pro a, b, с etc. accipere suffi-.

322. Computus numerorum <*, 6, y etc.
C4iuis exclude« ti dato R ro.spondentium znultum
c°ntrahitur per obseruationes sequentes. Sint
*> $8, (5 etc. radices congruentiarum my ЕЕ a,
j71/ ЕЕ о, те/ ЕЕ с etc. (mod. j£) atque k radix
Jjuius my £E — ^i, patetque fieri а, ЕЕ 2С + A,
!? ír S3 + A: , у З Г 6 + /с etc. lam si ipsos 2f,
^> 6 etc. reuera per solutionem illarum congru-
'Utiarurn eruere oporteret, liaec via ipsos ». 6, y
et^. inneniendi nihil vtique breuior foret, ~quam
*a quam supra ostendimus: sed illud neutiquam
est necessarium. Si enim, primo, E est nutne-
*4s primus, atque m residuum qu. ipsius E,
iatet per art. 98, ipsos 2Í, S3, Œ etc., qui sunt

Bieres expr. —, —, — etc. (mod. £), fieri nonr m. m in 7

ïesidua diuersa ipsius £, adeoque cum ipsis «t,
,5 y etc. omnino conuenire, abstrahendo ab
Jpsorum ordine, cuius nihil hie refert; si vero
111 eadem suppositione m est non-residuum ipsius

numeri ?i, 25, (5 etc. cum omnibus residuis
cis, abiecto o, conuenient. Si E est qua-
numeri primi (imparis), = pp , atque

iarn tamquam excludens applicatus, sufficit per
ri- praec., pro a, b, c etc. ea non residua ipsius
P assumere qui sunt residua ipsius /?, i. e. nu-

p, 2p, 5p . . . pp — p (scilicet omnes nu-
infra pp praeter о qui per p sunt diuisibi-
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les); hinc vero facile perspicilur, pró 7Í, S3>
etc. omnino eosdem numéros prouenire débets
aliter tantum dispositos. Similiter si post app'1'
cationem excludentium p et pp ponitur £ = p '
sufficiet. pro a, è, с etc. accipere producta sing11'
lorum nónresiduorum ipsius p in pp, vnde p1'"
3Í, S5i (S etc. prouenient vel iidem numeri, vel
producta ipsius /D/O iia singula residua ipsius f
praeter o, prout ni est residuum vel non resi'
duum ipsius p. Generaliter accipiendo pro &
potestatem quarncunque numeri primi puta p '
omnibus inferioribus iarn1 applicatis, pró 2Í, S3» ®
etc. prodibunt producta ipsius /JK — ' vel in omn?8

numéros ipso p minores, о semper except0'
quando ц* par, vel in omnia non residua ipsiuS

p minora quam /?, quando ^ impar atque mRp*
vel in omnia residua, quando m Np. — Si ^
= 4, adeoque 0 = 2,6 = 5, Pro Я, 58 habe'
mus vel 2 et 3 vel 2 et ï, prout m EEr ï ai1'
^ 5 (mod. 4). Si post vsum excl. 4 statuit^
£ = 8, habemus « = 5, vnde 2l fit 5, 7, ï, 5'
prout /л ЕЕ ï, 5, 5, 7 (mod. 8). Generality1

autem, si £ est potestas altior quaecunque bi'
narii puta 2K, mierioribus iam applicatis, pou1

débet n = a1*'1, è = 5.2""*, quando ц est. pa^J
vnde fit 2Í = 2"-1, Ê = 3.2"-* vel = a*"
prout m rEE ï vel ЕЕ 5, quando vero .и est ií°"
par, ponendum est a = 5.2""J, vnde 2Í aequ3'
lis fit productò numeri a*"1 in 5, 7, ï, vel 5'
prout m ЕЕ ï, 5, 5 vel 7 (mod. 8).

Ceterum periti facile cornminiscentur appa'
ratum, per quem valores inutiles ipsius y тесЬЛ'
nice ex it eiici possiut, postquam pro tot exclu*
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quot necessarii videntur numeri «, f, y
etc. sunt computar!; sed de hac re sicut de alüs
9rtificiis laborem contrahendi hic agere non licet.

525. Omnes repraesentationes numeri dati
per formam binariam mxx + nyy, siue solu-

aequationis indeterminatae mxx -f nyy =s
in sectione ^methodo generali muenire docui-

cuius breuitas quoque nihil desiderandum re-
quere videtur, si otnnes valores expr. ^f — mn

Secundum rnodulum A ipsum , et per suos facto-
tçs quadratos diuisum, iam habenturj hie autera
Pro eo casu, vbi inn est positkras, solutionem
explicabinms, directa multo expeditiorem, vsi ad
^эпс illos valores anlea cornputare oportet Sup-
Ponemus autem, numéros 7П, n et A esse posi-
llUos atqiie inter se primos, qiium casus reliqui
0(i hune facile possint reduci. Manifesto quoque
Sljfficit, valores positiuos ipsorum x, y eruere,

leliqui inde per solam signorum mutatio-
dedticantur.

Perspicuum est, x ita comparatum esse de-
i>„ A — mxx .-, ,, .^.°ere, vt ----- , pro qno scnbemus V, posiu-

^^s, integer, et quadratus euadat Conditio pri-

^a requirit, vt x non sit maior quam >/"- 5 se-
Clííida iam per se locum habet quando n = i,

Coquin requirit, vt valor expr. — (mod. n) sit
tesiduum quadraticum ipsius /z, designando-

Л

omnes valores diuersos expr. y^— (mod. n)m
ljer + r, jr^r1 etc., x sub aliqua formarum nt



-j. 7-j и? — г, ni + ?" etc.. contentas esse debt'
bit. Simplicissimum itaque foret, omnes

ros harum formarnm infra limitem »/"—,
^ «ï '

rum complexum per n exprimemus, pro :r sub'
stituere, eosque solos relinere, pro quibus V №
quadratura. Hoc tentamen, quantum lube^
contrahere, in art. sq. docebimus.

524. Methodus excltisionum, per quai11

hoc efficiemus, perinde ac in disqu. praec. in e°
consistit, vt plures numéros, etiam hie exclude^'
tes vocandos, ad lubitum accipiamus, pro q1*1'
busnam valoribus ipsius x valor ipsius V fiat no^1

residuum qu. horum excludentium inuestigemtís'
talesq'ue x ex il eiiciamus. Per ratiocinia JIA

quae in art. 521 exposuimus omnino análoga ар'
paret, tales tantum excludentes adhibendos ess^f
qui sint numeri primi aut numerorum primonii11

potestates, et pro excludente posterions generi^
ea tantum ipsius non residua a valoribus ipsius '
arcenda, quae sint residua omnium poteslatuH1

inferiorum eiusdem numeri primi, siquidem &'
clusio cum his iarn est instituta.

Sit itaque excludens E = pu (incJudend"
etiam eurn casum vbi ^ == ï), vbi p est nurne'
rus primus ipsum m non meiiens, supponamoS'
que *) p* esse summarn potestatem eiusdem ^"
meri primi per quam n sit diuisibilis. Sint a-, b>

Brenitatis causfa íuos casu»,, in quibui tt per « est diui'1

bili» ac non diuijibilii, cimul cempUctiiaur ; iu puit'Il°
f ~ O pendo ojort«t.
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c etc. notl residua quadrática ipsius E (omniä,
44ando и = 1; necessária siue ea quae sunt re-
Sldua potestatum inferioram, quando /* > l),
^°ttiputentur radices congruentiarurn mz ЕЕ А
*~~ na, /nz ЕЕ. А — nb^ tnz rE A — ne etc.
(tnod. £p" = уг?н + "), quae sint.«, E, y etc.,
$atetque facile, si pro quo valore ipsius x fiat
?x ~= a (mod. Ep'), valorem respondent«!!
ÍPsitis У fieri ~ á (mod. E) siue non residuum
lpsius £, similiterque de numeris reliquis C, >- etc.)
?eque facile vice versa perspicitur, si quis valor
*Mus x producat V ~ a (mod. E), pro eodeni
?eri xx E=. я (mod. Ep"), adeoque omnes -va-
^res ipsius X) pi'o quibus xx nulli niimerorum
*» С, у etc. sec» mod. Epr congruus sit, tales
*alores ipsius V produCere, qui tjülli nütne-
*ûrum a, b) с etc. sec. mod. E sint congruL
,'igantur iam e numeris <*, б, y etc* orrmia re-

quadrática ipsius Epr
} quae sint g, g\ g1*-

, computentur .valores eícpvessionum ^fg^
t \fgfl etc. (mod. Ép')^ ponamusque> hinc

jtodire +Д, +_Л'» HIÄ" etc. His ita factis rna-
est, omnes numéros form arum Ep't

A, £o'i +: /ï', £/j'i ±. /г" etc. ex Л luta
posse, nulliqiie valori ipsius x in л post

uc exclusiönem remanenti valorem ipsius /^
J^b formis'jEz/ + a, Eu + ft, Яи + с etc. con-

e*itum respondere posse. Ceterum manifestum
*sti tales valores ipsins У iam per se e ttullo

alore ipsius x prodire posse, quando inter nu-
. eros A, 6, j, etc. nulla residua qu. ipsius Ep'

adeoquo irl hoc casu numerum Ë
excludentem applicari non posse, —•

excludentes, quot placet) adhiberî,
Nn



alque sic numeri in íi ad lubitum diminui p°s'
sunt.

Vidtíamus iam, annon etiam números f*1'
mós ipsum ra meüentes, taliumue numeroruo1

potestates tamquam excludentes adhibore liceat-
a -t

Sit jB valor expr. — (mod. nz;} patetque, "

semper ipsi B secimdum mod. m corigruum fíe^
quicunque valor pró x accipiatur, adeoque ad
possibilitatem aequ. prop, necessário requiri, vt P
sit residuum quadruticiim ipsius m. Designar^
itaque p diuisorem quemcunque primum impa'
гещ ipsius m, qui per hyp. ipsos n et Л, adeO"
que eliarn ipsum B non metietur, pró valoi'e

.quocunque ipsius x erit V residuum ipsius ?
adeoque etiam cuiuscunque polestatis ipsius f*
quamobrem p ipsiusque potestates nequeimt e*'
cludentium loco haberi. — Provsus simili ratioi^
quando m per 8 est diuisibilis ad, aequ. prop'
possibilitatem necessário requiritur vt sit B ^ *
(mod. 8), vnde etiam V pró valore quocunq^
ipsius x fiet ЕЕ l (mod. 8), et proin bina^
potestates ad exclusionem non idoneae. — Qual1'
do autem m per 4 neque vero per 8 est diuisib1'
lis, ex simili ratione esse debebit B ujEr i ( irio*

л
ф), adeoque valor expr. — (mod. 8) vel i vel 6'

designetur per C. Nullo negotio perspicietu1"'
pró valore pari ipsius x hic fieii V ЕЕ С; pr°
impari, V ЕЕ C + 4 (mod. 8 ; vnde patet, W
lores pares reiiciendos esse, quando C = 55 'u*1'
pares, quando C = i. — Denique quando "*•
per ô, neque vero per 4 est diuisibilis, sit vt a»'
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* Аl e,C valor expr. — (mod. 8), qui erit l, 5, 5,

Vel 7} atque D valor huius ï— (mod. 4), qui

^it i vel 5. Iam quum valor ipsius 7^ mani-
îe«to semper fiat ЕЕ С — zDxx f mod. 8), adeo-
1це pro x pari ЕЕ С, pro impari — С —
5Ö, i'acile hiric colligitur, reiiciendos esse
ÖIHnes valores impares ipsius x, quando C == 1$
Olïmes pares, quando C = 5 et £) = i, aut C'
**. 7 et £> = 5 , atque valores rémanentes omnes
J?roducere F ~ i (mod. 8^ siue residuum cu-
lt>suis potestatis binarii^ in casibus reliquis autem,
Í^Ui quando C = 5, aut C = 5 et Z) = 5,
*4t c = 7 et £> = i , fiet У ^ g , 5 vel 7
.yïiod. 8), siue x accipiatur par siue impar, vnde
I1uet, in his casibus aequationem prop, solutio-

omnino non admittere.

Ceterum quum prorsus simili modo, vt hic
ipsius x per exclusiones inuenire docui-

etiam, mutatis mutandis, valorem ipsius y
ucere possimus, methodum exclusionis ad pro-
*ettiaus propositi solutionem duobus semper

^odis applicare licebit ( nisi m = n = l , vbi
°bcidunt), e quibus si plerumque est praefe-
&íidus, pro quo il terminorum multitudinem mi-

^°rem continet, quod facile a priori aestimarí
Poterit. — Denique vbi necesse erit obseruare,

post aliquot exclusiones omnes numeri ex ft
•*°ierint, hoc vt certum indicium impossibilitatis

e4uationis proposilae esse considerandum.

325. Ex. Proposita sit aeqüatio *,г-х -f-
^ 10857362, quarn duplici modo solue*

N u a
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inus, primo Inuestigando valores ipsius я, de*1'
valores ipsius.y. Limes illoium in hoc casu &

y~56igi2of, qui Ciidit inter 1902 et 1903; val0*

expv. — (mod. 4.55) est 554 atque valores exf'

\T354 (mod. 455) hi +. 82, ±152, + if í'
+ 212. Hinc il constat e 33 numeris sequf-O'1'
bus: 82, 152, 173, 212, 245, 282, 303, 5?i'
657, 607, 628, 667, 698, 737, 758, 828, Q99<

Юб2, 1003, 1122, 1153, 1192, 1213, 1283'

1447, 1517, 1538, 1577, 1608, 1647,

1738, 1902. Numerus 3 in hoc casu ad
sionem adhiberi nequit, quia ipsum m metitur.
excludente 4 habemus a = 2, 6 = 3 ,

q= o, £'= 3; g — o, atque valores e
(mod. 4) hos о et 2; hinc sequitur, o

numéros formarum 4? et 4^ + 2, i. e. oro»6

pares ex il eiiciendos esse 5 designentur (se^
cim) reliqui per ÍL'. Pro E — 5, qui etia01

ipsum n metitur, habemus radices congruent^'
rum mz ЕЕ А — 2n et mz ЕЕ А — 3« (m°
35) has 9 et 24, quae ambae sunt residua ips'*f
35, valoresque expressiorium -y^g et y^24(iH°
25) fiunt J+1 5, i. 7> eiectis ex il'-omnibus 0й'
mens formarum 525? + 3, 25? +^ 7 restant »*
decem (ï:»): 175, 373, 557, 667, 737, ioj5>
1213, 1283, 1517, i577-__lJio E = 7, habe
mus congruentiarurn /nz -^= A — з/г, тег S-
— g«, raz ^ A — 6/г (rnod. 49) radices З'г'
39, г8, quae omnes suiit residua ipsius 49, a.
que valores expr. \Лз2? V^39, V~J8 (mod. 49'
hos + g, + 23, + 195 eiectis ex il" numeris f°r

marum 49? +. 9., 4Qi +. !9, 49* r+ 23
nent hi quinque (ft'";: 537, 757, 1083?
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I5i7. Pro E = 8 habemus /2 = 5, vnde « =t
5) qui est non residuum ipsius 8 j quare exclu-
^er>s 8 non potest adhiberi. Numerus g ex ea-
"ern ratione praetereundus est vt 5. Pro E =

1 numeri д, b etc. fiunt 2, 6, 7, 8, 10; v =
°> vnde numeri «t, б etc. = 8, ю, 5, o, i, e
S^ibus très sunt residua ipsius 11 puta o, i, 55
J^c deducitur, ex il'" reiiciendos esse numéros
°rmarum iif , lit +_ ï, ni +. 4, quo facto

*ettianent 557, 1085, 1215- Quos tentando pro-
^unt pro V resp. valores 21961, 16129, H1^1)
* quibus secundus ac tertius. soli sunt quadrata.
УЧаге aequ. prop, duas solutiones per valores
$°sitiuos ipsorum x, y admittit, x = 1083, /
^ 127, et x = 1213, y — ид-

IT. Si alteram eiusdein aequationis incogni-?
per e'xclusiones indagare placet, ponatur

aec sub formam 455x^7 + 577 = 10857362,
c°rrimutando x cum 7, vt orrmia signa artt. 525,
^24 retinere liceat. Limes valoram ipsius x lue
cadit inter 154 et 1555 valor expr. — (mod. я)

l; valores huius л/" ï (mod. 3) sunt + l et
I. Quare íl continet omnes números fòrma-

+ ï et s? — ï, i. e. omnes per 3 non
sibiles vsque ad 154 incl., quorum multitudo,
1055 applicando autem praecepta supra
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esst aumcroi ferittarum

4i + 2 siue omnes pares
. 10

Л4, i7*.±5, i?t±7
18, ig*±9

pro txel.

5
4
9

11
17
19
35

His deletis superstites inueniuntur 139, 127, i5''
e quibus duo priores soli ipsi V valorem
turn conciliant, easdemque solut'ones
ad quas supra peruenimus.

526. Methodus praecedens iam per se'tat*1

expedita est, vt vix quidquarn optandum reli11

quat,- attamen per multifaria artificia magnopef

adhuc contrahi potest, e quibus hie pauca
turn attingere licet. Restringemus itaque

'Stijonem ad eum casum, vbi excludens est
tnems primus impur ipsum Л non metiens,
talis primi potestas, praesertirn quoniam ï
rèliqui vel ad liunc reduci vel moihodo analog9

tractari, possunt. Supponendo primo, exclude11'
tem E = p esse numeruiii primum ipsos in,

non'metieutem, atque valores expr. —, •— "^'

nb • MÍ „»_ f i ..ч т. n/ oa. 6
m

etc.: numeri er, Ç, ^ etc. inueniuntur per
gruentias e ^ Â + 2f, S E S / c - f S 5 , T1-
k + Q etc. (mod. /; \ Numeri 2Í, S3, Q etc. au'
tem per artificium ei prorsns simile quo in z] '
522 vsi sumus siue congruentiarum computaU°'



erui possunt, et vel cum omnibus non-resi-
is, vel cum omnibus residuis ipsiiis p (praeter

°) conuenient, prout yalou expr. — - (mod.
Slue (quod hic eodem redit) numerus — mn
'çst residuum vel non residuum ipsius p. Ita in
ex. Ц art. praec. pro E — 17 fit k = 7; —
^л = — 1565 îïi 12 est non residiomi ipsius
Ï7î hinc numeri 2Í, 33 etc. erunt ï, 2, 4, 8, g,
^З» 15, io adeoque numeri «, £ etc. Q, Q, u,
Ï 5 > i 6 , 5, 5 , G j ex his residua sunt 8? 9? 15,
* 6 , vnde + h , /ï' etc. fiunt Hr 5 , 5 , 7 , 4. —
Vuïbus saepius occasio est huiusmodi problemata
soluendi, commoditati suae eximie consulent, si
РЮ pluribus numeris primis p, valores ipsorum
"» h1 etc. singulis valoribus ipsorum A, (ï, a,
5 •'../? — ij respondentes, in rluplici suppositioné
(puta vbi — mn est residuum et vbi non-residuum,
lpsius p} computent. Ceterum obseruamus adhuc,
^ultitudmem numerorum /г, — /г, h1 etc. semper
esse a(jt7 — i), quando vterque numerus A: et —
*bn sit residuum vel vterque non residuum ipsius
P j з (/? — 5), quando prior A., posterior Ä*.Ä.;
^í/3 + i)^ quando prior Л7х., posterior Â; sed
^emonstrationem huius theorematis ne nimis pro-
^xi fíarnus supprimere debemus.

Quod ,autem, secundo, eos casus attinet, vbi
*• est numerus primus ipsum n motiens, aut
Potestas numeri primi (imparis) ipsum' n me-
tlentis seu non metientis, hi adhuc expeditius
*ractari possunt. Omnes lios casus si mui com-
Pbctemur, omnibusqus art. 334 signis retentis

n s= ».'p', ita vt 71' per p non sit di-
, Nu '



vrisibilis. Numeri a, ô, c etc. «runt
numeri p? " l vel in omnes numéros ipso p m1'
nores (praeter o), vel in omnia non résidu«
ipslus )o infra y», prout /и est par vel impar/ e**
primantur indefinite per ир*~*, Sit Ã valor expr"

— (mod. p" "*"'), ëritque per p non diuisibuV»

quia eadem proprietas in A supponitur;
patet, omnes «, £, у etc, ipsi fc sec. mod. p cot**
gruos fieri, adeoque pu nihil ex il excludere»
si AÃ/?} si vero kRp adeoque etiam AÄ//* "*".'»
git r valor expv. </~k (mod. /jt"H'), qui per P
non erit diuiíiibilis , atque e valor

"^5Í? ^mod' p'' eritclue «= '• ' • +
(mod. p"4"')? vnde facile colligitur,^ esse
флит ipsius p""*'', atque valores expr. У*
(mod. ^"H~O fieri ±. (r + #07/*) i hi»»0

omnes Л, /z', /i" etc. exprimentur per r T
^y?" -ь / - 1

> Denique nullo negotio hinc concl^'
ditur, numéros h. h1, h11 etc. oriri ex' additiofle

numeri r cum prortucüs numeri ^ U 4 ~'~ T vel i11

omnes numéros infra p (praeter o), puta qual1'
do ^ pai1 j 7^cZ in omnia non resídua ipsius p i^'
f rã hunc limitem, quando к impar atque e$P
giue quod hic eodem redit quando —
vel in omnia resídua ( praeter o ) , quando
par atque — amnvNp,

Ceterum simulac pró singulis
quos applicare placet, numeri ft, h1 etc.
eruti, exclusionem ipsam etiam per operation^5

mechanicas perficere licebit, quales quisque b^*
rum rerum peritos facile próprio marte excog4*
tare poterit, $i aperaó pretiura esse videbitur.



Tandem 4>bseruare debemus, quamuls ae-
axx + ъЪху + cyy = M, in qu»

- ac negatiuus = — D-, facile ad earn
íormam quani in ' praecc, considerauimus reduçi
fosse. Designando enim diuisorem communen»

numerorum я, Ъ per 772, et ponendo a=S

', & == mb1, — = «'с — mfr'b' = /г, Ö'JT 4- b'y sat
л'} aequ. ilia manifesto aequiualet huic гтгт'д;' + nyy
*=• a'M, quae per praecepta supra tradita solui pot-
erit. Ex huius autem solutionibus eae tantum
erunt retinendae, in quibus x1 — b'y per a' fit
diuisibilis, siue vnde x valores Íntegros nanei-
*citur.

527, Quemadmodum solutio directa aequa-
axx + zbxy + cyy — M in sect. V conr

tenta valores expr. \f (ЪЪ — ас) (mod. M) no-
tQs supponit: ita vice versa pro eo casu, vbi Ы?
"~- ac est negatiuus, solutio indirecta ir; praecc.
pxposita melhodum expeditissimam subministrat
«los valores eruendi, quae, praesertim pro Talo-
*e permagno ipsius M, methodo art. 522 sqq.
^onge est praeferenda. Supponemus autem., M
esse numerum primum, aut saltem ipsius iacto-

si compositus esset, adhuc incognitos \ si
constarei, numerum primum p ipsum Af

atque esse M = p"M', ita vt M' ïv?
4
ctorem p non amplius itnplicet, longe срщ-

• foret, valores expr. т/~(ЬЬ — ас) рщ
pu et M1 sigillatim explorare (priores ex
s secundum modulum p, art. 101), vft-

çec. mod. M exv horum
•deduçere (art. 105),

Nn 5



Quaerendi sint itaque omnes valores exp*-
\f — D (mod. M), vbi D et M positiiii suppö"
nuntur, atque M sub forma diuisorum ipsius ^
+ D contentas (ait. 147 sqq.), alioquin enim a

priori constarei, riullos numéros expression! pro*
positae satisfacere posse. Sint valores quaesiü, в

quibus bini semper oppositi erunt, _+. r •> Í. '"''
j+: r" etc., atque £> + /'>- = A#z, £> + r'i" ==
A#i', D + r"r" = М/г" etc.; porro désignent^
classes ad quas form n e (Aí, r, Л), (M, —' f t
Л), (M, r', Л), (Л/, — г', Л), (Л/,|-», Л)»
(А/, — г", /г) etc. pertinent, resp. per 6, — б?
б', —• б', <5"? — (5" etc., ipsarumque comple'-
xus per ©. Hae classes quidem, generaliter \o'
quendo, tamquam incognitae sunt spectandae?
attameu perspicuum est, primo, omnes esse po*
sitiuas atque • proprie primitiuas, secundo omneS
ad idem genus pertinere, t;uius character ex iö"
dole numeri A/, i. e. ex ifisius relationibus a»
sins;ujos diuisores primos ipsius D (insuperqu^
ad 4 aut 8 quando hae sunt necessariae) facüe

cognosci possit (art. 250). Quum supposituoi
sit, M contineri sub forma diuisorurn ipsius x$
+ U, a priori certi esse possumus, huic chara'
cteri necessário genus pôs. pr. pr. form,arum de*
term. — D respondere, etiamsi forsan express**
oni >/" — D (mod. Aí) satisfieri nequeat,-
itaque hoc genus sit not um, omnes classes
ipso contentae erui poterunt, quae sint C, C',
etc., atque ipsarum complcxus G. Patet
singulas classes 6, — 6 etc. cum aliqua class0

in G idênticas esse debere; fieri polest quoqfe>
vt plures classes in © inter se, adeoque cum
dem in G identicae sint, et quando G
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Cassem continet, certo omnes in © cum hac
conu<4iient. Quare si e classibus C, O, O' etc.
tormae ( simplissimae ) /,'/', /" etc. eliguntur,
(vna e singulis):^ singulis classibus in © vna
*°rma inter has reperietur. Iam si axx + zbxy
+ cyy est forma in classe (5 contenta, dabuntur
^Uae repraesentationes numeri M per ipsam ad

.valorem r pertinentes, et si vna est x = m,
У = n, altera erit x. =. — m, y = — n;
vnicus casus excipi débet, vbi D — i, in quo
Quatuor repraesentationes dabuntur (v. art. 180).

Ex his co-lligitur, si omnes repraesentationes
ri M per singulas formas /, /', /" etc. in-

4estigentur (per methodurn indirectam in praectr.
traditam), atque lúnc valores expr. y^ — D
(naod. M) ad quos singulae pertinent deducantur
(art. 154 sqq), omnes valores huius expressio-
*ùs inde obtineri, et quidem singulos bis, aut,
8i D = ï, quater. Q. E. F. Si quae formae in-
ter fi f' etc- reperiuntur, per quas M reprae-
sentari nequit, hoc est indicium, ipsas, ad nullani
fclassem in © pertinere, adeoque negligendas
^sse: si vero M per nullam illarum formaram
repi'aesentari potest, necessário — D debebit
esí>e non res'duum quadraticum ipsius M. —

has operationes teneantur adhuc obserua-
sequentes.

I. Repraesentationes numeri M per formas
'» /' etc., quas hic adhibemus, subintélliguntur
esse tabs, in quibus indeterminatarum valores

se primi sunt,- si quae aliae se offen.mt, in
hi valores diuisorern communem f* ha-
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fcent (quod tune tantmnmodo accidere potest,
ybi p* rnetitur ipsum M, certoque accidet, quand»

M— Z?R- ) hae: ad institutum praesens omnin°

negligi debent, etsi alio respectu vtiles esse pôs*
sinL

II. Ceteris paribus labor manifesto eo faci'
lior erit, quo minor est multitudo classiiim /, /'>
/" etc., adeoqvie breuissimus, quando D est vnuS
e 65 numeris in art. 505. traditis, pro quibus ifl
eingulis generibus vnica tantum classis datur.

III. Quum binae semper huiusmodi reprae*
gentationes x =. m, y •= щ x = — ?;z, у =*
— n ad eundem valorem pertineant, perspicuuö*
est, iSufficere, si eae tantummodo repraesentatio*
nés considerentur, in quibus y posítiuus. Ta№
îtaque repraesentationes diuersae semper valori'
bus diuersis expr. y^ — D (mod. M) respoiJ'
dent, vnde multitudo omnium valqrum diue^
sum multitudini omnium talium repraesentatio'
num prodeuntium aequalis erit (semper ex'Ci"
piendo casum D BS ï, vbi Ша huius semissis
«rit).

I\7. Quoniam, simulac alter duorurn valo*
rum oppositorum + /•, — г, cognitus est, alte*
çponte innoteseit, operationes adhuc aliquantu111

abbreuiari possunt. Si valor r obtinetur e repra^
sentatione numeri M per formam in classe ^
contentam, i. e. si 6 = C; valor oppositus — r

manifesto emerget e repraesentatione per :for*
tnam, in classe ipsi С opposita conteritan1»
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differ ens erit a classe С1, nisi haec est an-
feps. Ilinc sequitur, quando non omnes classes
*tt G ancipites sint, e reliquis semissem tantum
considerare oportere, puta e binis opposiús quí-
"Usque vnam, alteram negligendo, e qua valores
jis, quos prior suppeditauit, oppositos resultare

absque calcul« praeuidere licet. Quando
С est anceps, ambo valores r et — r si-

inde emergent; puta, si ex C classis ançeps
-f <íbxy -j- cyy electa est, atque valor, r

iit e repr. x = m, y == n, valor — r pro-

hibit ex hac x = — m • — — — , У — п.

V. Pro ео casu vbi D = i , vna tantunt
Cassis omnino datur, e qua forniam xx -f- yy
eiectam esse supponere licebit. Quodsi valor r

repraesentatione x = m, У = n prouenit^
ex his prodibit x = — m, y = — щ

x = n, У = — m; x == — n, y = /л, op-
Positusque — r ex his д; .=a m, y =s — щ x
•*- m, y = n; .r =3 n, y = /n; д; = — /г, у
^ — m;' quare ex his ócto reprr. , qüae vni-

discerptipnem constituât ^ vna sufficit, si
valori inde resultanti oppositum associe-

VI. Valor cxpr. f — D (mod. M), ád
qitern repr. haec M = amm + zbmn + cnrí perti-
^еЦ per art. 155 est ." (mb + ne) —r r (ma -f*
л") sine numerus quicunque huiç secuudurn &f
cQngruus, ipsis ^, v ita acceptis vt fiat цт + vn

ï. Designando itaque talem valorem per щ
/nu ЕЕ /«от (пгЬ + /гс) — - > (М — mnb —
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/шс) •.!= (um + '«) (mb + /гс) ==. /но + ne
(mod. M). Hinc patel, v esse valorem expr-
mb-\-nc f л »л-. ... ,
-- (mod. M); simmque modo inuemtur, V

esse valorem expr. — ^^7 ( mou. M).

formulae saepenumero ei ex qua deductae
runt praeferendae sunt

328. Exempla, L Quaeruntur omnes valo-
res expr. y^ — 1365 (mod. 5428681 = M)i
numerus M hic est ~ ï } ï, ï, 6, 11 (moi
4? 5 » 5? 7» J5) adeoque sub forma diuisorui»
ipsorum xx + ï , xx + 5 , Д7Х — 5 , et sub for-
ma non diuisorum ipsorum жл; + 7, xx — 15,
et proin sub forma diuisorum. ipsius xx -j- 15661
contentus; characterque generis in quo classes @
reperientur erit ï, 45 /îj; Л5^ N?; N\$. Ш
hoc génère vnica classis continetur, e qua elifii'
mus formam 6xx -f. (jxy + sag^yj vt omne*
repraesentationes uumeri M per haue inueniaö'
tur, ponemus 2* + y = an? vnde fieri debebi*
ЗА:'̂  + 455^y = 2 M. Haec aequatio quatuor
solutiones admittit in quibus y est positiuus, pU'
tá y = 127» *' = ± 1085, У = 119, x> ^
+ 1215. Hinc prodeunt quatuor solutiones
aequ. 6xx + 6xy + znQyy = j[j, in quibus У
positiuus,

X

У
478
127

605 I 547
127 j 119

— 6G6

Solutio prima dat pro v valorem expr. — -„- si'
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Ue — ^9 (mod. Ж), vnde inuenitur 2550978 ï
Secimda producit valorem oppositum — 2350978»
tertia hunc 2600262, quarta oppositum —

II. Si qnaerendi sunt valores expr. -f — -
a86 (mod. 4272945 = Л^), character generis
111 quo classes @ contentae sunt, inuenitur ï et
?5 85 An j -Rij; quare érit genus principale , Ли
Ч^о très classes continentur, per formas (1,0,
a86), (14, 6, 25), (14, — 6, 23) exhibitaej
e)c his tertiam, vtpote secundae oppositam ne-
Sugere licet. Per formam xx 4. аббуу duae re-
Praesenlationes numeri M inueniuntur, in qui-
"u« У posiúuus, puta у = юз, х = +_ 1115,
^^de prpdeunt valores expr. propositae hi
493445, — H95445- Per formam (14,' 6,
S5) autem M non repraesentabilis inuenitur, vn-

e concluditur, praeter duos valores inuentos,
non dari.

HI. Proposita expr. ^~ — 70 (mod.
1), classes © contentae esse debebimt in

|enere emus character 5 et 5, 8; -ßo; N7 i in
°Ç vnica classis reperitur cuius forma reprae-

?eiHans haec (5, o, 14). At calculo instituto
lílUenitur, numerum 997331 per formam (5, о,

4) пой esse repraesentabüem , quainobrem — «
^° necessário erit non residuum qu. illius numeri.

• . 529- Problema, números primos a compo-
lUs dignoscendi, hosque in factores suos pri-

resoluendi, ad grauissima ac vtiliseima toti-



ив arithmeticae pertinere, et geometrarum
veterum turn recentiorum industriam ас sagacv
tatem occupauisse, tarn notum est, vt de haC re

cepio'se loqui superfluurrt. foret. NihilorainllS

fateri oportet, omnes methodos hucusque prol»'
tas vel ad casus valde spéciales restrictas essfy
vel tarn operosas et prolixas, vt iam pro num6'
tis talibus, qui tabularum a viris mentis constr^'
ctarum limites nofi excedunt, i. e. pró quib^s

method! artificiales superuacuae sunt, calculate'
íis etia,m exercitati patientiam fatigent, ad maio'
íes autem plerumque vix applicari possint.
Vero illae tabulae, quae in omnium
versantur, et quas subindo adhuc vlterius .
nuatum iri sperare licet, in plerisque
Vulgo occurrentibus viique sufficiaiit:
Calculator! perito occasio haud raro se
fert, e numerorum magnorum resolutione
factores magna emolumenta capiendi, quae t
poris dispendiurri medíocre largiter compenser!1'
praetereaque ecientiae dipnitas requirere videtuO
vt omnia subsidia ad solutionem pi oblematis tat*
elegantis ac Celebris sedulo excolantur. Proptef,
hás rdtiones rion dubitamus, quin duae
Requentes, quarum efficaciam ac breuitatern
ga experiência coníirmare possumus,
cae amatoribus hand ingratae sint futurae. Cet6'
rum in pròblematis natura fundatum est, vt me'
thodi quaecunque continuo prolixiores eüad"111 '
quo maiores sunt numeri ad quos applicantur»
attamen pró rnethodis sequentibus difficultate9

perlente increscunt, numérique e septem^ °cta

vel adeo adhuc pluribus tïguris constantes '
tertim per secundam felici, sempeï successu
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ti fuerunt) omnique celeritate, quam pro tan*

^s numeris exspectare aequimi est, qui sr-cun-
"Urn omnes methodos hactenus notas laborem^
etiam calculator! indefatigabili intolerabilem, re-
tirèrent

Antequam tnethodi sequentes in Vsum Vib
Ceotur, semper vtilissimum est, diuisionem nu-

cuiusque propositi per aliquot numéros pri»
mínimos tentare , puta per a , 5 , g , 7 etc.

8«^ие ad ig aut ádhuc vlteritó, non solum, ne
P°eniteat, talem numerum quando diuisor est
Pet methodos subtiles ас artificiosas eruisse, qui
^Ulto facilius per solant» diuisionem inueniri po-
Bisset*), sed etiam, quo4 tune, vbi nulla diuisio
Accessit, applicatio method! secundae residuis
e* illis diuisionibus ortis magno cum fructu vti-
^ Ita e. g. si numerus 514159265 in factorea
^os resoluendus est, diuisio per 5 bis .succedit,
P°steaque etiam diuisiones per 5 et 7, vnde ha-

514159265 = 9-5-7-997551? sufficitque
99755 Ь 4ui Per 1г> i3> \7? ï«) non

inuenitur, examini subtiliori subiicerei
propósito numero 45429448;, íaclorem

auferemus, methodosque m agis artificiales ad
3428681 applicabimuS.

§30. Fundamehtunî мктнолт РЙГМАЕ est
quemuis numerwn positiuum seu ne'

, qui alius numcri M residuum quadra*
Цт sit, etiam residuum Cuiusuis diuisarii'

) Eo njagitj quod inter teX números , jp;encralitír lequewîe,
Vik vnns j« omnej g, 3, 5 . . . 19 ной diui«WJi* reficritiirv

Oü
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ipsius Messe. Vulgovnotum est, si M per ШД"
lum numerum prim um infra -*f M diuisibilis SU
certo M esse jmmumj si vero omnes numef
primi infra hunc limitem, ipsum M metiente*
sint /?, q etc., numerum .M veî ex his sotis

(ipsorumue potestaúbus) compositum esse, vel
vnum tantum alium fa-ctorem pr'unum maiorefl1

quam y^M implicare posse, qui inuenitur, diui"
dendo ipsum M per p, q etc. quoties licet. De'
signando itaque complexum omnium numéro'
rum prim oram infra ^M fexclusis us, per quo*
diuisio frustra iam tentata est) per a, manifest*'
sufficit, si omnes diuisores primi ipsius M, in #
contenu, habeantur. Iam si alicunde consta*»
numerum aliquem r (n on- quadra turn ) esse resi'
duum quadraticum ipsius M, nullus certo nume'
,rus primus cuius NR est r diuisor ipsius M es&
poterit; quare ex ã omnes huiusmodi numerf>s

primos (qui plerumque omnium semissem fel*
efficient) eiicere licebit. Si insuper de alio в*1'
mero no» quadrate, r', constat, ipsum esse r^
siduum ipsus Л/, e numerís primis in il post pf1'
mam exclusionem relictis iteram, eos excluder0

poterimus, quorum NJi est r', qui rursus illorui11

semissem fere coníicient, siquidem resídua r et f>
eurit independentia, (г. e. nisi alterum necessari^
per se est residuum omnium numerorum , quo'
rum residuum est alterum, quod eueniret quai1*
do rr' esset quadratum). Si adhuc alia résidu9

ipsius M noti sunt, r", r'" etc., quae omriia *
s sunt iudependentia *), cum singulis e**

' •) Si ptoauctmm e яшпег» quotcunque f. Г1, r" «t«,
tun wit; ^uifjit« igtoruffl e, g, r «rit reiidnu» ÍUÍB)UJ
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simi-les institui possunt, per quas mulli-
numetorum in il rapidissime diminuetur,

lta vt шох vel omnes deleti sint, ш quo casu
Acerto erit numerus primus, vel, tarn pauci re-
stent (inter quos, omnes diuisores primi ipsius
^i si quos liabet, manifesto reperientur ), vt dí-
Uls»o per ipsos nullo negotio tentari possit. Pró

millionem non rnultum superante ple-
sex aut septem,- pró numero ex rocto

nouem figuris constante, nouem aut de-
excdusiones abunde sufficient. Duo iam,

de quibus ageve oportebit, primo quomodo
ipsius M idónea et satis multa inueniri

P°Ssint, dei/ide quo pacto exclusionem ipsam
^Qimodissime perficere ..«lic'eat. Sed ordinem

quaestionum inuertemus, praesertim quo-
secunda docebit, qualia potissimum residua

hunc finem srnt commoda.

351. Números primos quorum residuum
numerus datus r (quem per nullqm quadra-

diuisibilem supponere lic(^), ab iis quorum
residuum est, siue diuisores expr. xx, r a

j diuisoribus distinguere, in sect. IV copiose
^°cuimus, omnes priores sub certis huiusmodi
^rmulis rz + <7, rz + b ele., aut talibus 4^2; -f- a,
•4'"« -{. b etc. contentos esse, post'erioresque sub aliis
Sllrulibus. Quoties /• est uumerus vá Ide parUus,

ie5cclusiones adiumento harum iormularum per-
C0ï«mode perfici possuntj e. g. excludendi erunt

numeri pviœi ( nullum ei ipsit metientii ), gui reliçuorura

**', f" etc. residuum «Jt. Vt igitur rejiidua qiiotcuoque
t'aniguam independentia considerari posrínt, nuïlnm produ-

ЧЦЩ n« C e binii, ne c e ternit etc, quadntum e«e oporUt,

v Oo a
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omnes numeri formae 42 + 5,- quando r
— l ; omnes numevi íormarum Qz + 5 et &"
-f- g , quando z — 2 etc. Sed quum nun ftfP,
per in potestate sit, húiusmodi resídua nume*
propositi Minuenire, neque formularuni app'1'
catio pró valore magno ipsius r satis od
sit, ingens lucrum est, laboremque
mirifice subleuat, si pró multitudine saú.s
numerorum (r) per quadratum non
turn positiuorum tuni negatiuomrn tabula №&
constructa habelur, in qua niuneri primi q^°'
rum residua surit illi singuli {'/•; ab us quot'U^
non residua sunt distinguunlur. Talis tabula pe

inde adornari poterit ac spécimen ad cal'c^
huius operis adieclum supraque iarn desc.riptiii1"
sed vt ad instilutum praesens vtilitatetn satis я&.
piam praestet, numeri primi in margine po?1,
(moduli) longe vlterius puta saltern vsque a

looo aut ad 10000 conthiuati esse debeiit-, pra^
tereaque commoditas multum augetur, si iii 'A

cie etiam numeri compositi et negatiui recipii1'1

tur, etsi hoc non sit absolute necessarium,
sect. IV perspicuum est. Ad summum a
commoditatis fastigium vsus talis tabulae е
tur, si singulae columellae verticales e q
constat exsecantur lamellisque aut bac.ulis
perianis similibus) agglutina -iHir, ita vt РЭР
in quouis casu sunt neces.saiiae i. e. quae
ris r, r', r" etc., residias numeri propositi l

factores resoluendi, rospoudent, separate
nari possint. Quibus i u x l a tabulae
primam (quae módulos exhibet) rite
i. e. ita, vt loca singulorum baculorum 1

numéro primo columnae primae respondeüti^



hoc in divectum iaceant, siue in eadem li-
ea horizontal! siti sint: manifesto ei numeri

í^uii, qui post exclusiones cum residuis r, r', r"
* ft rémanent, per solam inspecüonem imme-

cognosri poterunt,- nimirum bi conuenient
jn columna prima, quibus in omnibus

adiaceatibus Hneolae respondent, reiici-
debent omnes, quibus in vlk> bacillo spa-
vacuum adiacet. Per exemplum haec suf-

illustrabuntur. Si alicunde constat, nu-
s — 6, + 15, — 14, + 17, + 57, — 55
residua ipsius 997551, consociandae erunt

c°lumna prima (quae in hoc casu(vsque ad 997
c°ntmuata esse débet, i., e. vsque ad numerum,
Prinaum proxime minorem quam л/'ЭЭГэЗ1)
аЦие lamellae, in quaram facie numeri — б,
*Ь 15 etc. sunt suprascnpti. Ecce partem sche-

hoc modo prodeuntis:

5
5
7
li

Í3
17
19
23
e
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127
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, Quemadmodum hic ex sola inspection^ c<>'
gnoscitur, ex us numeris primis qui in Jiac sc№'
matis parte continentur solum 127 post exclu8''
ones curti residuis — 6, 13 etc. in SI relinqUV
ila schema integram vsque ad 997 extensU1*1

ostnndit, omnino nullum alium ex ft remaneï6'
diuisione autem tenlata, 997551 per 1^7 reueïa

diuisibilis inuBintur. Hoc itaque modo Ще ft11'
ineras in factores primos 127 x 7855 resolut«*
habelur *).

Cetcrum ex hac exposhone abunde collig1'
tur, praesertim ' vtilia esse residua non nimlS

magna, aut saltem ia factores primos non
magnos vesolubilia, quum tabulae auxiliaris
immpdiatus non vitra números in facie
pateat, vsosque mediators tales tantum complectatW^
qui in factores in tabula contentos resolui

552. Ad inuenienda residua numeri dati №
très melbodos diuersas trademus, quarum expo'
sitioni duas obsemationes praemittirnus , quarutf1

adiumento e residuis minus idoneis simplicîoï*
deriuari possunt. Primo, si numeras akk y&
quadratum kk diuUibilis (quod ad M primui*1

esse supponitur) est rt'siduum ipsius JUT, etiam ^
erit residuum; proptor hanc rationem, résidu3

*) Xuctot «pparatum *ati« atnpliitn tabula« hic
quem ad vsura suum construendura turam't, public! it"1'
lubentpr taceret, si peiicitas eeruin , quibus Yiui eue f°
e»t, jumtibu* talis incepti sustentOTidi« »ufficfret. Si <lnl

interea aiithraeticaf araator, piincipiis probe peuett**1*'
próprio mart» talem tabulam »ibi coidere optât, âne*"*
magnae volnptati sibi ducet, omnia cuja eo
ac »rtiííoie p«r Iit«ras eomwvmitar»,
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magna quadratff diuisibiliá aeque vtilia sunt
ac parua; omniaque residua per methodos se-,
9uf?ntes suppeciitata a facturions suis quadratis
^atim liberata supponemus. Secundo si duo
PiUresue numeri sunt residua, etiam productum.
ex ipsis residuum eriï. Combinando hanc obser-
^^tionem cum praec., persaepe e plurvbus resi-
dis quae non omnia svmt saris simplicia aliud
^dmodum simplex deduci potest, si modo illa
Cultos factores communes implicant. Hanc ob
CaUssam talia quoque residua valde sunt oppor-
fana, quae e multis factoribu» noiv nimis magnia
c°mposita sunt, conuenietque omnia statim ia
factores suos resoîuere. Vis harum obseruatio-

melius per exempla vsumqup frequentem
per praecepta percipietur.

I. Methodus sîmplicissima , usque, qui per
frequentem exercitationem iam aliquatn dexte-,
^tatem sibi coöciliauerunt, commodissíma, con-
'Sistit in eo, vt M ant generalius multiplutn quod-
cuiique ipsius M quomodocunque in duas partes
decomponatur kM = a + b '(sine vtraque sit
positiua sine altera positma altera negatiua)
Ччашт productum signo mutato erit residuum
»psius M; erit enim — ab ЕЕ aã '~~ ЪЪ
(moa. M), adeoque — abRM. Numeri л, b
tta accipiendi sunt, vt productum per quadra-
tum magnum diuisibile quoliensque vel paruus
vel saltem in. factores non nimis magnos i-esolu- '
"Üis euadat, quod semper non difficiïe effid pot-
erit. Imprimis commendandum estj vt pro a
accipiatur vel quadratura, vel quadratum duplex,
vel triplex etc. a numero M numero vel pamo

Oo 4
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rei in factores commodos resolubili discrepans«.
Ita e. g. muenitiir 997351 = 999* — 2.5.67 =*
9941 -f 5.11.13* = 3.706* + 5-*7-эг — 5-575%

+ 11.31.4; = 5.5771 ~ 7-154' = 5-5781 -^
7-га-37 — ii-2p9 l + íí.5-5-294* = n^oi1 +
5.1l1 etc. ,Hinc •-habentur residua sequentia
a-5-07» — 5- г г5 — 2-3-17» — 5Л1-5Ь 3-7Л5»
5.7.19.57, — 2.3.5*11.29', discerpûo vitima suppe*
ditat; residuum — 5.11 quod iam habemus. Pr»
fesiduis. — 5.11,51, «.5,5.11.29 haec adoptara
possum us 3.5.51, 2.5.39, ex illorum combinatio*
ne cum — 5.11, oïiunda,,

,11. Methodiis secunda et tertia inde petun-1

tuv, quod, si duae formae binariae (sl,B, C),
(.:-/', ß', O) eiuídem determmantis M, яш - Mi
ant generalitis +ЛЖ, ad idem genus pertinent,,
numori ЛЛ', AC', A'C svmt residua ipsius k Mr
hoc uullo negolio mde pevspicituv, qv\od ntime'
i'us quiuis characterisiicus vnius fovmae, puta m,
citam est numerus ctiar. alterius, adeoque тД
»г6л, игу/', 7/гб1' omnes resídua ipsius h M- Si ita*
que («, fo, o') est forma reducta determinantis
positiui M aut generaîius k M, atque (a1, b1, a"),
(a"-, b11, a1") etc. i'imrme ex ipsius ]>eriodo, adeo-
que ipsi aequiualentes et a potion sub eodem
génère çontenlixe: numeri a«', on", aa'11' etc.
OîTines evunt residua ipsius M- Computus multi-
tudinis rAagnae lormaruta talis periodi facillime
adinmento aJgoxithmi art. 187. instituiturj resi-
dua stmplicissima plciurnque prodeuiit statuendo
a ±= 15 ea quae factores nimis magnos ira pli*
cant, erunt roiicienda, Ecco initia periodorum
form arum (ï, 998, — 152?) et (ï,
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), quarum determinantes sunt 997531,

(*» 998, — 1527)
(- 1527, 529, 670)
(670, 54.1, — 1515)
(— 1515, 974, 57)
(37, 987, — 626)
(— 626, 891, 525)

(325, 734? — HU)
(— 1411, 677, 382)
(582, 851, — 715)

(l, 1412, — • 918)
C— gi8, 1542, su).
(an, 1401, — i5i)

(— 15Ь 1517, 1725)
(1725, 406, — 1062)
(—1062, 656,1475)

(— 9°Ъ 985? И57)
etc.

§Unt itaque residua, numeri 997551 omnes пц-
toeri — i5277 67° etc..; negligendo autem ea,
4uae factores nimis magnos imp]Leant, haecce
babemus: 2.5.67, 37, 15, _ 17-857 — 5-n-i3>
^- 2.3.17, _ 2.59, —, 17.55; residuum 2.5.67,
uec non hoc — 5-n> quod e combinatione ter-
Ui cum quinto euoluitur, iam supra erueramus,.

III. Si С est classis quaecunque formaram
neg. — M siue generaüus — k M, a princi-

J>ali diuersa, ipsiusque periodus haec 2C, $C etc.
(art. 507.):. classes 2C, ^C etc. ad genus princi-
pale pertinebunt^ hae vero ^C, $C etc. ad idem

vt C. Si itaque (a, b, c) est forma (sim- '
sma) ex С atque (a', b1, c') forma ex ali-
classe illius periodi puta ex nC, erit vel a1,

Vel aa' residuum ipsius M, prout n par vel im-
(in casu priori manifesto etiam ç', in poste-*
ac1', ça1 et ce'). Euolutio period!, i. e. for-
m simplicissimaruni in ipsius classibus, mir^

•acilitate periicitur, quando a, est valde paruus,
0 0 5
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praesertim quando est = 5, quod sempe*efß

.cere licet, quando kM — 2 (mod. 5).
initium period! classis, in qua est forma (3>
53H44)

С (3, ï, 552444)
aC (9, — 2, 110815)

7,
4C (
6C1 (243., 54, 4 log)

6C (729, — 209, 1428)
-jC (476, 209, 2187)
8C (1027, 542, 1086)
gC (952, _ 437, 1276)

IOC (425, 12, 2347)

ïïinc promanant residua f inutilibus reiectis/
5.476, 1027, 1085, 425 sine (tollendo factoi'6*
quadratos) 5.7.17, 15.79, 5.7.31, 17, e quoruU1

combinatione apla cum octo residuis in II inueO'
tis facile eruuntur duodecim sequentia — 2-3»
15, _ 2.7, 17, 37, _ 53, — 5.11, 79, _ 8fr
— 2.59, — 2.5.31, 2.5,67; sex priores su11

iidem quibus in art. 531 vsi sumus. Adiici pot'
uissent residua 19 et — 29, si ea quoque &
vsum vocare voluissemus, quae in I reperta suï>tj

reliqua illic eruta ab iis quae hic euoluimus '
sunt dependenüa.

353. METIIODUS SECUNDA, numerurn
M in factores resoluendi, petitur e consideration^
valorum talis expr. ^/~ — D (mod. M ), obseru'"
tionibusque sequentibus innititur.

I. Quando M est numerus primus aut
testas numeri primi (imparis ipsumque D
metientis), erit — D residuum vel non rési
um ipsius j(î, prout M vel in forma diuisoru1"
vel in forma non diuisorum ipsius xx + D
tinetur, .et in casu priori expressio ^f — D
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*duos tantummodo valores diuersos liabebit,
5ui oppositi erunt.

II. Quando vero M est compositus, puta
.*= pp'p" etc., designantibus p, p', p" etc. nume-
ros primos (diuersos impares ipsumque D non
**ietientes) aut taliuni riumerorum potestates:
•—• D tune tantummodo residuum ipsius. M erit,
*№ando est residuum singulorum /?, u', p11 etc.,
l- e. quando hi numeri omnes in formis diuiso-
*игп ipsius xx + D continentur. Designando
*utem valores expr. ^f — D sec. módulos p, p^
ft" etc. resp. per +r, .+ /"', .+/" etc., omnes va-
bres eiusdem expressionis sec. mod. M orientur,
çruendo numéros qui secundum p sint ^, r aut
^ —- r, secundum p1 aut S r' aut = — r1 etc.,

ipsorum multitude fiet = 2", designan-
multitudinem numerorum ^, p1, p" etc.

itaque hi valores sunf R, . — A, A',
"^ Л', R" etc., sponte erit A ЕЕ R secundum
°ttines p, p1, p11 etc., sed secundum nullos R ES
^~ Л', vnde diuisor coinmunis maximus numeri
M cum R — R erit M, *>t ï diu. cornm. max.
^sius M cum R + Д' ; sed valores duo nee identic!
^ес oppositi vt R et A' necessário secundum vnum
ïhiresue numerorum p, p1, p11 etc., neque vero
Secundum omnes, congrui erunt, et secundum
eliquos R E£ — R1; hinc illorum productum

erit diuisor communia maximus numerorum M
et A — R', productumque horum d. c. m. ipso-

.*цй! M et R + R1. Hinc facile seqmtur, si
Ol*ínes diuisòres communes maximi ipsius M

differentiis inter singulos valores expr. f —
(mod. M) atque ah'quera valorem datura.
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çomputentur, horum complexmn continere nü-
meros i, p, p1, p" ele. atque omnia producta e
binis, ternis etc. horum nurneroram. Hoc itff"
que modo e valoribus illius expressionis numéro*
p,p',p" etc. erucre licebit.

Cetorum quum methodus art. 537 singulo9

hosce valores ad valores expressiorium huius foi'*

inae —(mod.. .M) reducat, ita vt denominate*

л ad M primus sit : ad institutum praesens ne ne*
çessarium quidem est, has ipsas computare. Nan1

diu. comm. max. numeri M cum differentia inter Я

çt Д' qui cum —, — cojjiuemunt manifesto et'

iam erit diu. comm. max. ipsorum M et nn1 (R -**
Л'), siue ipsorum M et mn1 — m'/z, quippe d11

nn1 (R — R<) secundum mgdulum M est congru^-

554. Applicatio obseruationum praecc. &.
problema de quo agttnus duplici modo
potest; prior non solum decidet, vtrum
proposi.tus M primus sit an compositus, sed &
hoc casu etiam factores ipsos suppeditat,' post6'
rior autem eatenus praestat, quod plerumq11

calculum expcçlitlor ;m permittit, sed factore5

ipsos numerorum compositorum, quos quoque
primis protinus distinguit, interdum non
msi pluries repetatur..

I. inuestigetur numerus negatiuus — ^'
qui sit reáduum quadraticum ipsius M, ad ^
finem methodi in art. 532 sub I et II tra^lti*rt

poterunt. Per se quidem arbitrai'iulp
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, quidnam residuum elia,'atur, neque hic vt in
praec. opus est, vt D sit numems par-/
calculus eo breuior erit, quo minor est

triullitudo classium l'ormaruru binariamm in MngU-
hs generibus pr. pr. dt-i. — D contentaram;
quamobrem imprimis talia residua qui inter 65
öumeros art. 303 conliueiitur, si qui se offerunt,
opportuna erunt. lia pro M = 997551 ex o-
^nibus residuis negatiuis supra erutis hoc — ioà
tnaxime idoneum esset. Eruantur omnes valores
âiuersi expr. y/~ —DÇmod. M,', quodsi.duo tan-
tum proueniunt ( oppositi ), M certo erit vel nu-
ïnerus primus vel numeri primi potestas; si plû-
tes, puta 2", M fcompositus erit ex ^ numeris
primis, aut primorum potestatibus, diuersis, qui
factores per methodum art. praec. erui poterunt.
Vtrum vero hi factores numeri primi sint an
primorum potestates, turn per se facillimum erit
dignoscere; turn etiam via i'psa per quam valö-
res expr. y^ — D inuenumtur, omnes numéros
primos, quorum potestas alicjua ipsum .M meti-
tur, sponte indicat; scilicet si M diuisibilis est
per quadratum numeri primi «-, ille calculus cer-

etiam vnam pluresue repraesentauones taies
M, M = amm + zbmn + cnni Pro~
in quibus diuisor comm. max. numero-

m, n est » (et quidem ideo,' quod in-hoC

casù — D etiam est residuum ipsius - )„ Ouan-*
, 7Г7Г ^•

*o. vero nulla repraesentatio prodiit, in qua ni
**• n diuisorem communem habent, hoc certunv
^ndicium est, M per nullum quadratum diuisibi*
^em esse adeoque omnes p, p1, p" etc. numéros
Primos.
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Ex. Per methodum supra traditam inneni"
,untur quatuor valores expr. ->/~ — 102 (mod'
Í97551) cum valoribus harum + -Av> + —?/^
ádnuenientes} diuisores communes maximi 997531

euin his 5.1664 — 113.28^4 et 5.1664 -j- 115.2524
sine cum 514120 et 524104 oniunlur hi 7855
et 127, vnde 997551 = 127.78-35, vt supra.

II. Accipiatur aliquis rmmerus negatiuuS
— D talis, vt M content us sit in forma • diuiso'
rum ipsius xx + D5 per se arbitravium est, quis
huiusmodi numerus eligatur, sed commoditatis
caussa imprimis videndum est, vt tnultitudo cia«'
sium in generibus del. — D sit qua in
parua. Ceterum inueiitio talis named nulli
fícultati obnoxia est, si tentando adeatur;

.plerumque inter multitudinem considerabileiï1

numerorum tentatorum pro totidem fere M i11

forma diuisoruin conlüietur, ас in forma nofl
diuisorum. Quare maxime e re erit, tentarneH
a 65 numeris art. 505 iiichoare (et quidem *
maximis), et si eueniret, vt nullus idoncus esse1

(quod tarnen generaliter loquendo inter 16384'
casus semel tantum accidit), ad alios progredi, vbi
classes binae in singulis generibus continentuf-
— Tune inuestigentur valores expr. f — D (mod-
M ^ et si qui inueniuntur, factores ipsius -^
prorsus eodern modo inde deducantur vt supra5 si

vero nulli valores prodeunt, adeoque — D esí

non residuum ipsius M-, certo M neque num^'
rus primus, neque numeri primi potestas es^e

poterjt. Quodsi in Jioc casu factores ipsi deside'
rantur, vel eandem operationem repetere opoï'
têt, alios valores pro D accipiendo, vel ad me'
thodum aliam confugere.



—. 591 —

Ita e. g. tentamine facto 997351 conténtUs
in forma non diuisorum ipsorurn xx

^ 1848, xx + 1365, xx + 1320, sed in forma
^iuisorum ipsius xx + 8405 pro valoribus expr.
\^—840 (mod. 997330 prodeunt expr. _+ **iïi
~^- V^r? vnde iidem factores deducuntur vt ante.
~— Si quis plura exempla desiderat, art. 528
c°nsulat, vbi primum docet esse 5428681 =
507.17685 '-, secundum, 4272943 esse numeram

tertium, 997331 certe e pluribus pri-
compositum esse.

Ceterum limites huius opens praecipua tan-
momenta vtriusque methodi factores inue-

stigandi hie exsequi permiserunt} disquisitionem
vna cunx pluribus tabulis auxiliaribue

subsidiîs aliae occasion! reseruamus.
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S E с т i o S E p т r M A

Ï)E ÀEQVATIONIBVS CIRCVLÏ SE'
CTIONES DEFINIENTIBVS.

535. Jnter incrêrrienta splehdidissima,
thesi per recentiorum labores adiecta,
functionnm a ciroulo pendentium p'rocul
locum imprimis insignem tenet. Cui mirabU*
quantitatum generi, ad quod in disquisitionibi^
•maxime heterogeneis saepissime deferimur, d1'
iusquQ subsidio huila vniuersae matheseos pa^
carere potest, summi geometrae recentiores i0'
dustriam sagacitatemque suam tarn assidue iö*'
penderurit, disciplinamque tarn vastarh inde &'
formauerunt, vt parum exspeclari potuisset, v^
lam huius theoriae partem, nedum elementarer11

atque in limine qna$i' positam, grauium adbttC

incrementonun capacem esse. Loquor de the0'
ria functionum trigonometricarum, arcubus cu1^*
periphei'ia commensurabilibus respondentium, sl"
ne de theoria polygonorum regulariam, cui11

quam parua pars liucusque enucleata sit, secti°
praesens pateiaciet. Mirari possent lectores, ta'
lern disquisitionem in hocce potissimum ope1"6'
disciplinae prirno aspectu maxime heterogénea
imprimis dicato, institui; sed tiactatio ipsa abo^'
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declarabit, quam intimo nexu hoc argumen-
cum arithm ética sublimiori coniimctum sit.

Ceterum principia theoriae, quam expone-
te aggredimur, multo latius patent, quam hie
extenduntur. Namque non solum ad furictiones
Oculares, sed pari successu ad multas alias
Wctiones transscendentes applicari possunt, e. g.

f áXud eas quae ab integrali /—r~^r~*\ Pendent>
íraetereaque etiam ad varia congruentiarum ge-
^era: sed quöniam de illis functionibus transscen-
^entibus amplum opus peculiare param us, de
congruentiis autem in continuatione disquisitio-

arithmeticarum copiose tractabitur, hoc loco
funcliones circulares considerara visum est;
has quoque, quas summa generalitate arn-

ti liceret, per subsidia in art. sq. e,xpo-
ad casum simpncissimum reducemus, turn
ti consulentes, turn vt principia plane no*

^a huius theoriae eo facilius inlelligamur.

536. Designando circuli peripheriam siue
Quatuor ângulos rectos per P, supponendoque
14 > n esse integios, atque n productum e íacto*
**bus inter se primis a, b, c etc.: angulus A =.
*4r
~^£- per art. 510 sub hanc formam reduci potest

^ ;= (~ + -r- + — + etc.) P, functionesque

^gonometricae ipsi respond^ntes e functionibuí
кл P £ P
^ partes — -, -j- etc. pertinemibus per metho*

os hotas deducentur. Quoniaín itaque pro fit, bt
c etc. números primos aut numerorum primo-

Pp
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rum potestates accipere licet: manifesto
sectioiiem circuli in partes, quarum multitude
est numerus primus aut prirai potestas, consid6'
rare, polygonumque n laterum e polygonis 0, h
с etc. laterum protinus liabebitur. Attatnen h°c

loco disquisitionem ad eum casum restringemUs)
vbl circulas in paries diuidendas est, quarui#
multitudo est numeras primus (impar), sequei^
praesertiin ratione inducti. Constat, functions9

circulares angulo • -- respondentes e function!'6 pp y

bus ad -- pertinentibus per solutionem aequa'

tionis f)tl gradus deriuari, et perinde ex illis p&
jf

aequationem aeqae altam functiones ad — y- pel'

tinentes etc., ita vt, si polygonum p latetum i
habeatur, ad determinationem polygoni pf- }
rum necessário solutio A — i aequaúonum p
gradus requiratur. Etiamsi vero theoriam sequeH'
tern ad hunc quoque. casum extendere licereü/
tarnen hac via non minus ad totidem aequatiö'
nes /jtl gradus delaberemur, quae; siquidem p est
numerus primus, ad inferiores deprimi null0

modo possunt. Ita e. g. infra ostendetur, pO'
lygonum 17 laterum geometrice construi posse-'
sed ad determinalionem polygoni 289 lateruti1

aequationem 17"" gradus nuílo modo euitare

licet,

357- Satis constat, fimctiones trigonomet11'

cas omnium angulorum —, denotando per k ltl"

definite omnes numéros о, г, a ...n — i» Pe
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aequatiohum hü gradus exprimi, puta «'-
% per radices liuius (1) ,

3 , I n .n-3 ,.»-4 Т n.n-4.n-S n-e

т ïê ï.-»— ^ — т? тгаГТ~ *
etc. 4 i - — íw— .o

cosinus per radices liuius (II)

"~" «4
3 i I n.n-3 _n-4 T n.n-4,.n-5

Т le I. Я~ X "~" ~

+ etc. H^ — ̂ 7

tangentes per radices huius (III)
n_-J

X. *
«•и-I _n - Л ï и.« - ï-"- 8-и- 3 „n-4 . „4.,, J_—— я -ï- -f.-a~~*-— * etl- _u-

П.Г = О

îïae aequationes (quae generaliter pro quouis
valore impari ipsius n valent, II vero pro pari

), ponendo n = 2/7Z -f. l, facile ad gra-
mtum depnmuntur; scilicet I et III, diuiden*

^o partem a laeua per x et substituendo.y pro
*x. Aequatio II autem manifesto radicem x =x
l(= cos o) hnplicat, et e reliquis binae sem-

^er aequales sunt (cos — = cos ——~-i-— %4 v « я *
cos — z= cos —— etc.)-; quare ipsius pars д

per x ï diuis'ibilis, quotiensque quadra-
erit, cuius radicem quadratam extrahendoÄ

aoquauo II reducitur ad hanc

-I- w ~^^ xm- 4 + Ã ~~~— л— 5 — etc.
= о

P íP
s radices erunt cosinus augulorum —, —>

Pp э



— , . . — — . Vlteriores reductiones harum aequa'
n n

tionum, pro eo quinem casu viu n es
primus, hactenus non habebantur.

Attamen nulla harum aequatîonum tant trâ'
ctabüis et ad instilutum nostrum tarn idónea est?
qaam haec x" — 1 = 0, cuius radices cum radi"
cibus illarum arclissime connexas es;e consta*1

Scilicet, scribendo breuitatis cau.ssa i pro quant1'
täte' imaginaria >/~ — ï , radices aequationis #" -*•"

kP t f
1=0 exhibentur per cos — + г sin -^

n ",
= r, vbi pro k accipiendi sunt omnes nume11

o, i, a . . . « — ï. Quocirca quum sit ^ **
í P í &

cos — — г sin —, radices aequauonis I exhibe'
и w ' l

•buntur per -r(r -- í-) siue per - ; rad*'
*• 2Î Г 2r

ces aequationis II per ^. r +— )=^ — i deu1'

4. • • TTT Í f T rf )que. radices aequationis III per - - — -.

ob caussam disqvr.sitionem consideration; ae
tionis д:" — 1 — - о superstruemus, ipsum и
numeram prumun imparem supponendo. Ne ve'
ro inuestigationum ordinem iiiterrumpere o
teat, sequens lemma hie praemitthnus.

538- PROWLTMA. Data аег/uationc
z"1 + Azm~ l etc. — о, inuenire aequation^
t W1}, ciaus radices sint poles-fates ^tae rac
aequationis ( f'f'), désignante л exponentem
grum posiicuum datum.
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Sol. Designatis radicibus aequaúonis W per,
a> b, c ett., radices aequ. W1 esse debebunt
°", 6% сл ele. Per theorema notum Newtonia-
llurn. e cpcfficientibus aequ. й^ muenire licet ag-
ê'egiita quaiumljbet pptestatum radicum a, b: c
etc. 'Quafcrantur itaque summae a* + b* -f- сл +
elc., e*71 -f £гл -j- clA etc etc, vsque ad ашЛ +
ь>" + с"л 4- etc., ynde via muei>a per idem
'heovema coëfficientes aequ. W' deduci poterunt.
Ç- £. ii — Simul bine liquet, si omnes coeffi-
l''entes in W sint ratiojiales, omnes quoque in
ty'1 rationales euadere. Alia quidem. via probarl
potest, si illi omnes integri sint, etiam lios
omnes Íntegros fieri; huic autem tlieoremati, ad
Jnstitutum nostrum non adeo necessário, hic non
Namoram ur.

359. Aequatio x" — l = о (in supposi-
tione semper abhinc subintclligenda, n esse nu-
toerum primum imparem) vnicam radicem rea-
lem implicat, x = i; n— i reliquae, quas
^equatio х"~г + я11"5 + etc. + x + i= o com-
plectitur. omnes sunt imaginariaej harum coniple-
^um per a, lunctionemque xn~* + :r"~.A.+ etc. + x
"f ï per X denotabimus. Si itaque r est radix
^uaecunque ex iî, erit l ?= rll-.= r*a etc., et
generaliter rc"= l pro quoiús valore integro
lpMus e, positiuo seu negatiuo; hinc perspicuum,
est, si л, p sint integri secundum л congrui, fó-
t(í rK = ru. Si vero A, f* sec. mod. IL incon-
6rui stint, ЛА et r" inaequales erunt; in hoc,

casu integer v ita accipi potest vt fiât (A —
SE ï (mod. »), vnde r^~^' = r, adeo-

r\-n certo non __ г> РОИ-O
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potestatem ipsius г etiam radicem aequ. x* — l

t== o esse j quocirca quum quantitates" ï (= г°Ъ
7-, rr ... r"~". omnes suit diuersae,hae exhibebuu1

omnes radices aequ. xl— l = o, et proin ha"
r, /т, r* . . . r"~ x cum il coincident. Fa cue hinc

generalius colligitur, Л conuenire cum. r'f r'e •>
r ï e...r^u~1^, si e sit integer quicunque per n no*
diuisibilis, posiüuus seu negaüuus. Erit itaque
JT = (* — re) (л; - r a e) (лг — rv )'...(x'^
г"--г)е), vnde r e "+ rae + r9"... + r("~l>° = -~
l, et г + r' + r*" ... -f r(l"l)e = o. Duas ra-
dices tales vt т" et ^ (= r"~r), aut generali'
ter r* et r"e reciprocas vocabimus; manifesturo,
est, productum ex duobus factoribus simplicibas
x — r et x — *- fieri reale = .т.т — 2л; cos "

P+ l, ita vt angulus ш vel angulo — vel alictö

múltiplo eius sit aequalis.

340. Quoniam itaque, vna radice ex n peï
r expressa, omnes radices aequ. д;" — \ = o
per potestates ipsius 7- exprimuntur, productutflj
e pluribus i'adicibus huius aeq«. quomodoc unqu0

conilatum, per r* exhiberi poterit, ita vt л sit
,vel o, vel ' positiuus et < n. Designando itaque
per Ф (i, u, v ...) fuuclionem algebraicam ra'
tionalem integram indeterminatarum /, u, y etc.?
qualem per sumtnam taliutn purtium ht'^u'v'',. • •
exprknere licet: manii'estum est, si pro í, w, ^
etc. 'quaedam e radicibus aequ. x" — 1=0
substituantur, puta í — a, i í = = ò , v = c etc.»
<p (a, b, c. . , ) sub formam A + ^'r -f- A"rr +
^"'r* ...-f ^r"'1 reduci posse, ita vt coefficieri;
tes A, A' etc. (e quibus euam aliqui déesse
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lue = о fieri possunt) sint quantitates determi-
uatae, insuperque omnes hos coëfficientes inte-
gros fieri, si omnes coëfficientes déterminât! in
<Ь (í, u, i>. . . ) , i- e. omnes h sint integri. Quod-
si vero postea pró í, M, f. . . substituuntur aa,bb}
cc ... resp., quaeuis pars vt ht*'u?vv ..., quae
sntea reducebatur ad r5" , nunc fiet гг<г, vnde fa-
cile concluditur, fieri ф (aa,bb,cc.. .) = A
+ Л'гг + Л»г+ + Л'"г6 ... + A'rín~*. Perinde
'•rit generaliter, pró valore quocunque integro
ipsius л, Ф ( я л , &A, сл...) = ^ + ^'^ +'
• "̂г1Л ... + /̂• "̂•I ,̂ quae propositio maximi est
hörnend, fundamentumque disquisitionum se-

constituit. — Hinc sequitur etiam q> (i, i,
) = « (a", fe", c" .. .) = Л + ^' + Л» .. . + A' ?
попф (a, ô, c ...) + Ф(яа, &&, ce...) + <p(a',

b1,, c» ...) ... + ф(а% &% c" ...) =; тг^, quae ita-
summa semper fit integer per « diuisibilis,

omnes coëfficientes determinati in ф(£,
r . ..) sunt integri.

541. TIIEOREMA. Sz functio X per functi-
inferioris gradus P =. x* + Лх*~* +

x* ~г ... + Kx + L est diuisibilis , coëfficientes
, В ... L omncs integri esse nequeunt.

Dem. Sit ,ЛГ = PC, atque ф complexus
um aequationis ф = о, Û. complexus radi-
aequationis £l = o, ita vt ii constet ex ф

0, simul sumtis. Porro sit 91 complexus radi-
щ ipsis $p reciprocaram , @ complexus radi-

cum ipsis U, reciprocaram, sintque radiées quae
cominentur in 9Î radi(;es aequatiowis Д = о
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( quam fieri дгк + j- x*~* -f etc, + -,- x

s= о facile perspicitur), eaeque quae
tur in @ radices aequationis .5* = o. Manifest^
etiarn radices 9Î et @ iunctae complexum Л efß"
cient, ac erit RS = X* lam (juatuor casus cU*
Stinguvmus,

«
I. Quando Ç) conuenit cum St adeoque -»

s= R. In hoc casu manifesto, bina e semper ra-
dices in 9) reciprocae erunt, adeoque P prodU'
ctum ex IA factoribus talibus dupUcibus xx —^
их cos. в' + а ; quum talis factor sit — ( x -*"
cos »>>г + sin *l» facile perspicietur, P pro- va-
lore quocunqufi reali ipsms д: necessário valo*
rem, realem obtinere. Stnt aequatVones, quarw*
radices sunt quadrata, cubi, biquadrata ... pote*
States n — itao radicum in ^) resp. hae P1 = o,
p« = o, P1" = o, ... P' = . o, sintque valo-
res functionum P, P1, P"... P", quos obtineflt
Statuendo x = ï , resp. ^;, ^', p " . . . / o v , tuOc

per ante dicta ^ erit quantitas positiua et prorsuî
simili ratione eúam p\ p11 etc. posïtiuae erunt-
Quum itaque p sit valor i'unctionis ( ï — í) C l

— и) (г — ̂ u) etc., quern obiinet ponendo pf°
/, и, f etc. radices in ф; p' valor eiusdem, sta-
tuendo pró í 5 и, f etc. quadrata illarum. radi'
cum etc., insuperque valor pró t = i , u = J»
'íf = l etc. manifesto fiat = o; summa /? + f '
+ /0" . . . + /o" erit integer per n diuisibilis-
Praeterea facile perspicietur, productum PP'P"
. . . fieri = JfA, adeoque pp'pu . . . s= ггА.

Iam si omnes coëffic ientes ín P rationale*
<sse»t, omuss quogue in P>} P« etc. per art,
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Rationales euaderent; per art. 42 autem' cuncU
hi coëfficientes necessário forent integii. Hinç
etiam p, /j'-, p" etc. ornries integri lurent, quo-

m, productum quum sit ?z\ multitude vero n
l > A, necessário quidam ex ipsis (saltem

— V — >-) esse debebunt = i, reliqui vero
si и vel potestati ipsius n aequales. Quodsi

ltaque g ex ipsis sunt =. i , summa p + p1 -Jr
çtc. manifesto erit £E1 g- (mod. л) adeoque certo
Per /г non diuisibilis.. Ouaie suppositio consiste-
*e ne quit..

II. Quando ?> et 9Î non quldëm coincidunr,
Шатеп quasdem. radices communes continent,
ut. £ harum complexus atque T = o aequatio
cuius radices sunt. Tune T erit diuisor commu-
és maximum functionum j°, R (vt e theòVia ae-
^uationum constat). Manifesto autem binaö
sernper radices, in Ж reciprocae erunt, vnde per
аД1е demonstrata omnes coëfficientes in T ratio-
^ales esse nequeunt. lioc vero certo eueniret,
^ omnes in P adeoque etiam omnes in R ratio-

essent, vt e natura operationis, d-iuisoreia
. max. inuestigandi sponte sequitur.. Ouare

est absurda..

III. Quando fi, et @ vel coïncidant, yet
radices communes implicant, pvorsus eo-

modo omnes coëfficientes in Q rationales
nequeunt; fièrent vero rationales, si omnes

P rationales essent^ hoc itaque est impossibile,

IV. Si vero neque ф. cum 9l, neque 0
@ vUam radicem communem habet, omneg
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radices ф necessário reperientur in @, omnesqi16

£, in Ух, vnde erit P = S et Q = R. Quart*'
obrem X = PQ erit productum ex P in Ä, l>

e. ex ** + -rffe*'1 . . . + Ar + Z, in ±А + *л"'
/?

... + y z + -̂ -, -vnde statuendo x = i, $
/> .o

n/, = ( i + A. . . + K + L)': Iam si omnes

coeífici entes in Jf? rationales, adeocjue per art. 4*
etiaiii integri essent , L qui coëfficientem viu'
mum in X i. e vnitatem inetiri deberet necessa'
rio fotet = +. i, \rnde + n esset numer4s

qnadratus. Quod quum hypothesi repugnet, sup'
poíiitio consistere nequit.

Ex hoc itaque theoremate liquct, quomodO'
cunque X in factores resoluatur, homm coefficieH'
tes partim saltem irrationales fieri, adeoque ali'
.ter, quam per aequationem eleuatara, detenöJ'
nail non posse.

um
542. Propositum disquisitionum sequent!

, quod paucis declarauisse haud inutile
eo tendit, vt X in factores continuo plures
DATIM resoluatur, et quidem ita, vt h
coëfficientes per- aequationes ordinis quam i
mi determinentur, vsque dum hoc modo ad &'
ctores simplices siue ad radices и ipsas perueni**
tur. Scilicet ostendemus, si numerus n — J

quomodocunque in factores Íntegros л, С, у е&
resoluatur (pro quibus singulis numéros prirn°s

Я— I
accipere licet), X in * factores

num. resolui posse, quorum coëfficientes per
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Çuatîonem « -1 gradus determinentur; singulos hos

*actores iterum in б alios - dimensionum ad-
atf

lUrnento aequationis 6li gradus etc., ita vt dési-
gnante y mullitudinem faclorum «, £, > etc. in-
Uentio radicum il ad resolutionum » aequationum.
*", C", y'' etc. gradus reducatur. E. g. pro n =
17, vbi « — ï = 2.2.2.2, quatuor aequaliones
Quadráticas soluere oportebitj pro n = 73 très
Quadráticas duasque cubicas.

Quum in sequentibus persaepe tales potesta-
*es radieis r considerandae suit, quaruna expo-
Rentes rursus sunt digjiitates, huiusmodi oxpres-
^ones autem non sine moléstia typis des'criban-
^Ur; ad facilitandam impressionem sequenti in po-
sterum abbreuiatione vtemur. Pro r, rr, r* etc.
scribemus [г], [2],-[з] etc., generaliterque pro
**, dénotante л integram quemcunque, [>]. Ta-
^s itaque expressiones penitus determinatae non-
^üm sunt, sed fiunt, simulac pro r siue [ï] ra-
íix determinata ex Si accipitur. Erunt itaque
êeneraliter [A] , [«] aequales vel inaequales,
Prout A, f secundum rnodulum n congru] sunt
M incongru!; porro [о] = ij {*].[>] = [л +
h 'J i [л]' = [л.]} summa [o] + [л] + [ЗА] ... +
[(п — i) A ] vel o vel n, prout A per n non di-

est vel diuisibilis.

345. Si, pro modulo n, g est numerus ta-
ls» qualem in sect. Ill radicem primitiuam. dixi-

^üs, n — ï numeri ï, g-, gg,.. g"~l his l, э,
^ • • . n — ï secundum mod. n eongrui erunt,
etsi alio ordine, puta quiuis numerus vnius seriei



çongruum. habebit in altera. Hinc sponte
tur, ^adices [ï,], [g], [gg] . . , (>""*]
roincidere; et prorsus simili modo general'^18

(•»]» 1Л?]' [^]-.- Г*§"~*] cum Л coincide^
désignante л integrum quemcunque per n
diuisibijem. Porro quum sit g-""1 E; i (mod. »
ljullo iiegotio perspicietur, duas radices
£>#'] idênticas ve.1 diuersas esse, prout p, »
çunduiM n — l cqngrui sint vel incongrui.

Si itaque G est alia radix primitiua ,
[ér]v.-[^'"*J etiam cum his [ i ], [G] .-•

^J conuenierit, si ad ordinem non respici'
tur. Sied praeterea facile probatur, si e sit cli'
uisor ipsius n — i, alque . ponatur n — i = í/>
g° =,h. G' = H, etiam _/ números i, h, ti1

... h f:-1 his l, #, Пг-...Ш~{ secundum n cd1'
gruos esse ( sine respecta ordinis ;. Supponarr»^
enim G ЕЕ g" (mod. /г) sitque « numerus ai'bj'
trarias positiuus et •< f alque • residuum min1'
mum ipsius f* (mod. f). Типе c? rit >c ^ ^
(mod. 7z _ ï), hiuc ^te ~ ^ue £E GUc (mo&
я), si'ae //" ЕЕ /г', i. e. quiuis numerus posfei"i°'
ris seiiei i, H, H1 etc. .congimun.habebit in se"
4e ,i, /г, Л / г . . . , et perinde vice versa. — Hi°c

inanifes.tum est, f radices [ï], [/г], [/г/г]. . . [/г/" 'J
identi.cas esse cum his [i], [//j, [^/ lj ••• [Hf"1]'
genei'aliusque epdem modo facile perspicieU11'

' [А/г/г] ... [л/г/-х.] cum [x], [
conuenire. dggrcgatum

'/ radicum [ ^ ] + [>Уг] + etc. - f - ' ,
quurn non mutetur accipiendo pró., g aliam rã"1'
Cem primiíiuain, tamquam independens a g c0*1'

e;>t, per (/, *•) desigriabimusj earn0'



9em radicum complexum vocaoimus periodum
(/, A), vbi ad radicum ordinem non respicitur *)i
*-• In exhibenda tali periodo.e re erit, singubs
Adices e quibus constat ad exptessionem simp'.i-
cissirnam veducere, puta pro numeris л, л/z, *hh
etc. residua minima sec. mod. n substituera, s>3-
cuiidum quorum magnitudiuem, si placet, elidia
feriodi partes ordinari poterunt.

E. g. Pro n = 19, vbi a est radix'primití-
, periodus (6, ï) constat e radicibus [ï], [8],

, [512], [4096], [32768], 'siue [ï] , [7], [8.],
[uj, [12], [18]. Similiter periodus (6, 2) con-
stat ex faj, [3], [5], [14], [1*6], .'[17]. feriodu*.
(6, 5) cum praec. idêntica inuenitur. Periodus
(6 ,4) commet [4], [6], f g j , [ю], [13], [15].

344. Circa huiusmodi períodos statim sé
°îferunt obseruationes sequentes:

I. Quum sit >hf =E. л, *hf+ l Er -дА etc.
(mod. /z) , manifestum est, ex iisdern radicibus, e
luibus constet (_/, A), etiam constare (/, XÁ)-),
(/, ^ Л А ) etc.j generaliter itàque désignante [A'.]
^adicem quamcunque ex (/, A)>, haec periodus
cUm (/, A') omnino idêntica erit. Si itaqu*
duae periodi ex aeque mullis radicibus •consta.ri-

(quales similes dicemus) vllam radïcëm cönä-
habent, manifesto ideriticae erurit. 'Oaa-

Je fieri nequit, vt duae radices in aliqua período
contineantur, in alia simili vero vim eatrittï

reperiatur; porro patet, si duae radicfes

%) Asgregatura in stquentibm etiam peiioái vàlefétn num»JÍ--
cum TOCO r c liccat, aut »implica jer periodum, vbi
non metueiul*, •
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[*'] а<1 eandem periodum f termmorufl1

> /
pertineant, valorem expr. — (mod. n) alicui p°'

testati ipsius h congruum esse 5 siue supponi po5'
se x' ~ *g" (mod. /г).

II. S\ f = n — i, и = i, periodus f ft
г) manifesto cum ft comcidit; in reliquis vero
casibus о ex e periodic (/, l), í/, g), < f, gg)
... (y7, ^e~J ; compositus erit. Hae period! it3'
que omnino inter s s diuersae erimt, patetquß
quamuis aliam similem periodum (/, *_) cum hy

rum aliqua coincidere, siquidem f A] ad ft pertineafr
L e. si A per /г non diuisibilis sit. Periodus (f, o)
autem aut (У, /t/г) manifesto ex f vnitatibus es'
cbmposita. Aeque facile perspicitur, si A sit flü'
on or us quicunquo pe-r 7/, non diuisibilis, etiai1*
-complexum r periodorum (/, л), (/, я^), (f,*g$
... í/, ^g'""1) cum ft conuenire. — Ita e. g. pf°
n == 19, /' = б, Л constat e tribus period'5

(6, l), (6, 2), ( 6 , 4 ) , ad cjuarum aliqua^1

quaeuis alia similis, praeter (б, о), reducitur.

III. Si и — ï est productum e tribus nti'
meris positiuis a, b, c, manifestum est, quai*'
uis periodum be terminorum ex ò periodis с teî'
minorum compositam esse, puta (be, A) ex
л), (с, О, (с, ;£»'), ... (с,^-), vnde
sub ilia contentae dicentur. Jta pro n ==
periodus (6, í) constat e tribus (2, l),
8), (з, f)? quarum prima continet radices
т-1* j secunda r% r"j tertia r7, r1*.

545. TlIEOREMA. Sínt (/, A), (/,.«)

periodi símiles, idcnticac aut diucrsae,
(/j л) « radicibus [я], [*'],



proäuctum ex (/, A) in (/, ц~) erit aggre-
f perioctorum similium puta = (/, \ -f.

Sit vt supra ?г — i =; cf; g radix
Mmitiua pro modulo n, atque /г = gc, vnde
Per praecedentia erit (/, A) = (/, Ag-j = . /, л/г/г)
etc- Hinc productum quaesitum erit ±= [«J.(/, ?.)
+ I>A].(/, A/Í) + [nhh~].(f, лЛЛ) + etc. adeoque =,

+ *Л] + UAA + fA] ... + У if + мЛ

+ Мг] + [лЛ* + МАА] . . . + [хЛ/+1 +
etc.

^ае expressio omnino ff radices continet. Quod-
Sl hie singulae columnae verticales seorsim in
Slllftmam colliguntur, manifesto prodit (/, A -{- ,Л
\ (/, л/г + ft) ••• + '/, *fr/~I + M í, quam expres-
s^0ftem cum W conuenire null o negotio perspi-
Clttir, quum numeri л, A', A» etc. per hyp. ipsis
*5 ^/г, А/г/г ... A/i/"1 secundum modulum n congrui
esse debeant (quouam ordine hie nihil interest)
adeoque etiam A + ,*, A' + ^? A» + ^ etc. ipsis A

"b ", л/г + f*, А/2/г + f* .. . л/г/' J + ^. Ç. £. Z>.

' Huic theoremati adiungimus corollaria se-
Gentia :

I. Désignante k integram quemtunque, pro«
Return ex "(/, ^) in (/, k») erit = (/,*(*
* f)) + (/, Л( л ' -f f)) + ./, *(*"+*») + etc.

II. Quum singulae partes, e quibus W
c°nstat, vel cum aggregate (/, o); quad est =
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/, vel cum aliquo ex his f/, i), (/. g), f/, £/>
. . . С/, g"" ' ) conueniant, /Fad formam sequefl'
tem reduci poterit /F = af -f- è (/, l j + ô' (/»
ê') + 6" (/, ê£ / • • ' • • + & (Л ge"), vbi coeffici'
entes л, /7, b' etc. erurit integri positiui ( siüe

etiiim quidam = o \- porro patet, productnm e*
(/, /ex) in (/, /t,«) tune fieri = a/ + Ъ /, A) +
*(/, A) + i' C/, *£) . -. + Ь' (f, kg— ). — It»
e. g. pró /z = 19 pvoductum ex aggregate • б, i)
in ?e ipsum, siue quadratura, huius aggregati fit ^

-C 6, 2) + (6, 8) + (6, 9) + (6, 12) + (6, 13)
-i- ^6,19)= б + 2(6, 1) + (6, 2) + 2(6,4>

III. 'Quum productum ex singulis
ipsius W in periodum similem .'/, ï) ad
analogarn reduci -possit, manifestum est,
productum e tribus periodis (/, *).(/, .u )•.(/> '/
per C/+ d (f, g) . . . + d'(f,g f '1^) exhiberi po?s«)
et coëfficientes c, rf etc. íntegros ас posiüuos (siuß

== o) euadere, Lnsupprque pro valore quocunqU*
integro ipsius k fieri (/, Ал) . (f,k^) . (/, fa
-e/+ d(f, /c) +-rf' (f, kg) + etc. Perinde
theorema ad products e periodis similibus
tunque extenditur, nihilque interest, siue
periodi omnes diuersae suit, siue partim 3
cunctae identicae»

ÏV. Hinc colligitur, si in funrtione quacufl'
que algebraica rationali integra F = J? ( t: &
i> . . . ) pro indeterminatis í, u, v etc. resp. sub*
stituantur periodi similes /, л,, ï / , « ) , (/, '/
etc.,, eius valorem ad formam A + В (/, ï ) ^

'
lern esse, coefficientesq^ue wi, В, Б' etc.
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fieri, si omnes coëfficientes dererminati
111 f sint integri; si vero postea pro í, u, v etc.
Iesp. substituanlur (/, A»), (/, A M ) , (/, A») etc.,

em ipsius F reduci ad A + JB (/, A) +
, A£) + etc.
5-1.6. THEOREM A. Supponendo, x елг« тгм-
т per n non diuisibilem, et scribendb Ъге-

UltWis ergo p pro (/, л), quaeiiis alia similis pe-
riQduS (/, и ), уЬг егш/л í* per n non diuisilfiHs
*J*Pponitur, reduci potent sub formam talem л +
7 + ypp--- + fp'~* •> it-a vt coëfficientes a, 6 eíc.
*l'ní quantitates determinatae rationales.

Dem. Designentur ad abbreuiandum perio-
7' Aá')> ̂ ' W" (/' ^^ etC- VS(lUe ad ̂ »quarum multitudo est e — i, et cura

aliqua (/, *) necessário coimeniet, pec
p", ^'" etc. Habetuv itaqtie statim aequatio
= l + p + p' + p" + p"1 etc. ... (I); euol-
o autem secundum praecepta art. praec. valo-

íes potestatum ipsius p vsque ad c — l""", e _
г ^vae tales promanubunt:
0 = pp + A + o/? + «'/?' + а"/з" + a»'/j»' + etc. (II),
0 == p* + B + bp + b'p> -|- b"p" + b'i'[}'<' + eíc. (III)
й ^ У°4 + C + cp + с'р1 + с"#" + с'"/;'" + etc. (IV)

etc.

°i omnes coëfficientes A, a, a1 etc. ß, Z>, &' eta
fttc- erunt integii, atque, quod probe notandum
pt et ex art. praec. sponie sequitur, а л omnirio
. ^pendentes j i. e. eaedern aequaüones etiam-

valebunt, quicunque alius valor jpsi л tri*
haec annotatio manifesto etiam ad aequ.

extenditur, si modo * per n non diüisibilis ac.-
_ Supponamus (/, J = p1; facillim»

Qi
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«nim perspicietuv, si (/", M} cum alia pertf"
xio ex p", /7'" etc. conueniat, ratiocinia sequeö*
tibus prorsus análoga adhiberi posse. Quai*1

multitude aequatkmum I, II, 111 etc. sit e —• J»
quantitates p", p1" etc., quarum multitudo = *
— 2, per melbodos notas inde elirninari po5'
sunt, ita vt prodeat aequatio tails (Z ab ipslä

libera o — ï + S3/? + ß/y? etc. -f ЭД//-1 + 3?/?'»
quod ita fieri poterit, vt omnes coefficientes A
JB...91 sinl integd atque certe non oimnes = 0<

lam si hic non est SJ{ = o, protinus liquet, p'
inde ita vt in theoremate enunciatum est detef
minari. Superest itaque, vt d^monstremus, ^
= o fieri non posse.

Supponendo esse 31 = o, aequatio Z $
9Пр"~* + etc. + SB/? + Я = о, oui, quum vltr»
gradam e — itum certo non ascendat, plures quatf*
e — i valores diuersi ipsius p saúsfacere hequ^'
unt. At quum aequationes, e quibus Z deduct^
fuit, a x sint independentes, liquet, etiam ^
a A non pend ere, siue locum habere, quicunq^
integer per n non diuisibilis pro A accipiaW'
Quare aequ. Z satisfiet, cuicunque ex e 'aggf6'
gatis Г/, ï ), (/, g-), (/, gg-)... (/, .g-1) aequ»;
lis statuatur p, vnde sponte sequitur, haec aggre'
gata omnia inaequalia esse non po.sse, sed **
minimum duo inter se aequalia esse debere'
Contineat vnum e duobus talibus aggregatis &e'
qualibus radices [C], [C ' ]>-Í^"J et-c-> alterum bas

["]> [*']•> C""J elc-> supponamusque (quod licetfl
omnes numéros ^, ç', ^' etc., •!, «', „" etc. ess^
positiuos et < щ manifesto omnes etiam diuers

erunt, nuuus^ue = o. Desigaetur funcúo ^ ^



-Л fa . * «' •"4i + x* + etc. — я4 — я" — x4 — etc.,
cuius terminus summus non vitra xn~ l ascendei,
Per У, patetque fieri Y = о si statuatur x =
U]j hinc Y implÎL'abit factorem x — [i], quem
cutn functione in praec. per X denotata commu-
nem habebii; hoc vero absurdum esse facile mon-
trai! pote r it. Si enim Y cum X vllum facto-
retn. commiuiem haberet, diuisor communis ma-
*imus functionum X, Y (quem certo vsque ad
J1 — i dimensiones ascendere non posse iam
^de patet, quod F per x est diuisibilis), omnes
coëfficientes suos rationales haberet, vt e natura
°perationum, diuisorem communem maximum
^Uaruin talium functionum inuestigandi quarum
coëfficientes omnes sunt rationales, sponte sequi-
I4r. Sed in art. 541 ostendimus, X implicare

posse factorem pauciorum quam л — l
um , cuius coëfficientes omnes sint ra-
quamobrem suppositio, esse Sî = o,

consistere nequit.

Ex. Pro я s= 19, / s= 6, fit pp = 6 +
a£ + P' + s/?"»- vnde et ex о = ï + p, + p' +
P" deducitur p1 = 4 — pp, p» = — 5 ,_ p
+ pp. Quare (6, a) = 4 — (6, ï )» , (6, 4)
^ - 5 - С6, О + (6, i)*i (6, 4) = 4 —

6, a)S (6, l) = — 5 - (6, 2) + (6, 2)»;
V6, !) =* 4 _ (6, 4)S (6, 2) = _ 5 _

C6 î 4 ) + (6, 4)'.

547. THEOREMA. Si F = Q(t, a, v...) est
i n u a r i a b i l i s * ) algebraica rationalis intégra

i Function» inuariabilet cas roetri cojutât, quibu« •mat*
ùidcteruÙBata* coAtm modo iniunt, tin«

Ql»
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f indetermínatarum t, u, v etc. , atque substituindo
, pro Ins f radices in período (f, л ) contentas valof
ipsius F per ргач'-epta art. 340 ad formam A -r
Â'[\] + Л"[2] -í- e.V.— ][•" redndtur : radices qua»
in hue exvrcssinne ad саш\'т fenndiim quamcuwqut
f terniinorum pertinent coefficients aequales habebutit-

Dem. Sint [p], [g] duae radices ad vnaifl
eandemqufi peripdain pertinentes, supponanluf'
que p, q positiui et minores quam л, ita vt de'
monsiKU'a oporteat, [p] et [q] in W eundem со-
efficientem. .habere. Sit q S pg" (mod. ?z)j
sint porrq radices in (/, л) contentae [x], [л']»
[^"] etc., vbi numéros л, x', A" ele. positiuos et
minores quam n supponimus; denique sint resi-
dua minima positiua nuinerorum л^'°, b'g'° , *"§''
etc., se.cundum modulum n, haec ^ „', M" etc.>
quae manifesto, cum numeris л, л', x" etc. ideny

tici e runt, etsi ordine transposito. lam ex art
540 patet, £(>.£", A'^e, *<>g' e . . . ) = (I) reduci
ad A + A'lg"} + A'^g1"] + etc. aut ad A *
A1^} + A"[*'] + elc. = (W1), designando pef
i, i' etc. residua minima numeroruin g''°, 2g-r° et£
secundum modulum //, vnde manifestum est, [tfl
habere eundem coëfficientem in (JV1) , quem [p]
habeat in (/^). Sed nullo negotio perspicituf»
ex euolutione expressionis (J) idem prouenir0

atque ex euolutione huius ф(р, ,"', м" etc.) quo'
niam ft —•*£", n' ^ ^g" etc. (mod. ra); haec

vero expressio idem producit ac haec <р(л, А', *'

mutantur, quomodocunque indeterrainatae inter it pir*"0

teHtur; cuiuimodi unit e. g. mmma omnium, produ''11

n. omaibui, summa producteium « binii etc,
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, quoniam numeiï и, ^', M" etc. ordine tan-
ab his *, л', л" etc. discrepant, cuius in

ione inuariabili nihil interest. Hinc colligi-
tur, W1 omnino identicam fore cum W^ quam-
obrem radix [q] eundem coëfficientem in W ha-
bebit vt [p]. Q, E. D,

Eine manifestum est, W reduci posse sub
Armara A + « (/, i) + «'(A ff) + a"C/, ffff)
••• + a'(f, é"8"1), ita vt coëfficientes A, a... a'
sint quantitates determinatae, quae insuper inte-
gri erunt, si omnes coëfficientes rationales in F

integri. — Ita e. g. si n = 19, / = 67 A
ï, atque funcùo $ désignât aggregatum pro- (

e binis indeterminatis, eius valor redu-
5 + (6, O + (6j4) . .

Porro facile perspicietur , si postea pró f, w,
V etc. radices ex alia período С/, /ел) substituan-

, valorem ipsius F fieri -4 + a (f, k) + a1 (f,

348. Quum in aequatione quacünqne x? ̂ -~
etxf~* -|- 6.T/-* — j-a;-/"3 ... = o coëfficientes л,
S y etc. sint functiones inuariabiles radicum,
puta a summa omnium, ê summa productorum
e binis, y summa productorum e ternis etc.: in
^equatione cuius radices sunt radices in período (/,
л) contentae coefficiens primus erit = (_/", A), siti-
SUU reliqui vero sub formam talem A + a(f} i)
+ a'(fi g) — + a'(f, g"1} reduci poterunt, vbi
°Шпез A^ a, a' etc. e-runt integri; praetereaque
Tatet, aequationem cuius radici;s sint radices in

alia período (/, AÃ) contentae ex illâ,



deriuari, si in singulis coëfficientibus pro (У, ï)
substituatur (/, £)> pro (/, g),(/ ,%) et gene-
raliter pró (f, p), ( f , k p \ Hoc itaque modo
assignari poterunt e aequaúones z = o, z' = о,
z" = о etc., quarum radices .suit radices con-
tentae in (/, ï), in (/, g-), (/, gg-) etc., quaffl-
primum e aggregata_(/, ï), ( / ,£),(/ ,££) etc-
innotuerunt, am potius quamprimum v num quod'
cunque eorum inuentum est, quoniam per art
praec. ex vno omnia reliqua ratioualiter dedu-
cere licet. Quo pacto s'imul functio- X in e fa-
ctores f dimensionum resoluta habetur: pvodu-
ctum enim e functionibus z, z', z" etc. manife-
sto erit = X.

Ex. Pro n = 19 summa omnium radicurn
in período (б, ï) est = (6, i) = <*; summa
productorum e binis lit = 5 + ( 6, l ) H- ( 6, 4 )
= 6; similiter summa productorum e ternis in'
uenitur = 2 + 2 (6, ï) + (6, 2)= 75 suffi'
ma produclorum e quaternis =5 + ( 6 , ï ) +
(6, ,4) s= í; summa productorum e quinis =*
(6, ï) = ч productum ex omnibus == iî
quare aequatio z = x6 — *xr + €д:+ — -ух1 +
£r;r — f .r + i = o omnes radices in ( 6, l )
contentas complectitur. Quodsi in coëfficientibu5

«, C, y etc. pro (6, i), (6, a), (6, 4) resp'
substituantur (6, 2), (6, 4), (6, i), prodibi*
aequatio zf ==. o, quae radices in (б, 2) со»1*
plectetur; et si eadem commutatio hic1 deniio
applicatur, habebitur aequatio z" = o, radices i11

(6, 4) complectens, productumque zz'z" erit = %'

549. Plerumque commodius est, praeser-
tira quoties f est numerus magnus, coëfficiente*



y etc. secundam, theorema Newtonianum 0
potestatum radicum deducere. Scilicet

sponte patet, summam quadratorum radicum. in
(/, A) contentarum esse == (/, a*), summam
Ctiborum == (/, 5^"* etc. Scribendo itaque breui-
tatis caussa pro (/, л >, (/, ал), (/, З л), etc. 9,
*?'> ç1' etc. erit a. = ç, 2* = «9 — 9', 57 = ?qi
— «9' + 9" etc., vbi producta e duajaus perio-

pe,r art. 545 statim in summas periodc-шщ
conuertenda. Ita in exemplo nostro, scrir

pro (6, ï), ( 6, a), (6, 4} resp. р,.я', /?"

? yS 9"» 9"S «Л <7Vi resP- =. P' P'> P'> P"»
P'j p"i hinc « = /j, 2Z = pp — p' = 6 + ap
J ар". 5-/ = ( 5 + p + p»)P — P/0' + P' =i=
« + 6p + 5p'5 4* = (a + 2P + p') p — (5^
т p + p") p' + pp1. - p". = ia + 4p + 4p"
etc. Ceterum sufficit semissem coefficienúum
autum hoc modo computare; etenim non diffi-

,cile probatur, vltimos ordine inuerso primis vel
a-e4uales esse puta vltimum = l, penultimuni.
** «, antepenulúmum = • etc., vel ex iisdem,
íesp. deduci, si pró (/, i), (/, g) etc. substitu-
Jjtur (/, — i;, f/, — g) etc. siue (/, n — g\
'•/, n — i ) etc. Casus prior locum habçt quando,
/ est par; posterior quando / impar; coëfficiens.
^«•imus autern semper fit = i. Fundamentuin
^uius rei innititur theoremati art. 79; sed ЪгеиЦ
^tis caussa huiç argumento non immoramur.

350. THEOREMA. Sit n.— i productum e tri-t

,** integris positiuis л, í, y; constei periodus (Cy,
' ' qttae est fy termmorum, ex C periodis minonbus

"* krminorum his (у, л), (у, л ' )? (v> *") etc-> SÍÍP-
?°baniusqut, si in functione Ç indeterminatarum, si-



militer affecta vi in art. praec., puta in F rr ф ( t, '"'
v . . . ) pro mdt-terminatis t, u, v etc. substituant
aggrcgata (>•, /.)> (y, A'), (•/, K'1) etc. resp., eins va'
lorem per praecepta art. praec. redtici ad A + a (il'
!),+ a'(r, g ) . . - + ai(Y, g*'"«)... + a'(>'
g.fe - * ) — ///-. Тит dien, si F sit funcüo muar'tf'
bílis, eas períodos in I-У, quae sub eadem período *У

^ ter minor lim contentât sint, i. e. gwerahtcr talcs (v
g") et (>, ig'-'"1"^) désignante > ntegrum
que', coëjficientes eosdem habituras esse.

Dem. Quum periodus (g>, >g") identic^
sit cum hac (Ê>, *), minores liae (>, *g*), (?'
*'g")i (- 5 ''"à"4) fie., e quibus manifesto prioï

constat, necessário cum iis conuenient e quibtf
posterior constat, etsi alio ordine. Quodsi ita'
que, illis pró t, u, v etc. re.«p. substituas, F &
W1 tfansire supponitur, U-'1 coincide! cum '"'
At per art. 347 erit H'1 = A + 0(7, #•"; + o'(?''

,ê-"+')... + </O, é-
K')... + a'i^a*"^-1)^

^ + 0(^ ,5- - ) -f « ' (v» £*""•.)••• + «H'/, i)'"
+ as(v. g

a ~ l ) ; quare quum haee expressio &*&
W conuenire debeat, coeíficiens primus, seen11'
dus, tertius fite. in W (incipiendo ab ô) nec^*'
sario conueniet cum * + i'", * + 2'°, * + 3*° etc<1

vnde nullo negotio concluditur, generaliter co&'
ficienles periodorum ("/, g"), (У, g"^1")» Cy '
ê'1'4^'4)... (У, а-' я 4-^), qui sunt M + ï'", л "Г
* + l"", 2* + fi + ih' s... w + > + l*1", bter «e

conuenire debere. Q. £. /?.

Ilinc manifestum est, W reduci posse a

formam ^/ + «("r, ï ) + a'(iy, g1) ... +
ff*'1), vbi ornnes coëfficientes Л, a etc.



si' omnes coëfficientes déterminât! in F
sunt iritegri. Porro facile perspicietur, si postea
pro indetenninatis in F substituantur S period! y
Цгшшошт in alia período £y terminorum puta
in (£y ? *k) contentae, quae manifesto emrit (y,
*fc) , (У, л 'Ã) , (v, A"Ã) etc., valorem inde pro-
deuntem fore A + a^v, k) + Д ' (»у, gÃJ ... +

Ceterum patet, theorema ad eum quoque
casum extendi posse, vbi я = ï, siue S y = n
' — ï ; scilicet hic omncs coi;fficientes in W ae-

erunt, vnde W reducetur sub formam A
(Cy, O.

351. Retentis itaque omnibus signis art»
c., manifestum est, sin^ulos coëfficientes ae-
onis, cuius radices sunt $ aggiegata (v, л),

(v, TI'), (y, A«) etc., sub formam talem A +
« C f f y , l) + a<O/,£).. . + fl'(£y, ̂ -^ reduci
Posse^ atque numéros A, a etc. ornnes fieri ínte-
gros,' aequationem autem, cuius radices sint С
periodi y terminorum in alia período (£y, ÄA)
contentae, ex illa deriuari, si vbique in coëffi-
cientibus pro qualibet période ( ' >• , ^ ) substitua-
tur (C > ? AM\ Si igitur « = ï , omn«s f pe-
.rvodi y terminorum determlnabunlur per aequa-
г1опет £* gradus, cuius singu-li coëfficientes sub
*ormam A + a (£•/ , ï) rediguntur, adeoque
Sunt quantitatcs cognitae, quoniam (£y, ï) =
.tt — ï, ï) = — ï. Si vero л > ï, coëffi-

aequaiionis, cuius radices sunt 'omnes pe-
y terminorum in aliqua período data G y ter-

contentae, quantitates cognitae erunt^
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limulac valores numerici omnium « periodoriinv
Ç-/ tevminorum innotuerunt. — Ceterum calculu*
coerfirientmm harum aequationum saepe соШ*
modius instïtuitur, praeserlim quando » non est
valde paruus, si primo sumtnae potesíatum ra-
dicum eruuntuv, ac dein ex his p«r theorem3

Newtonianum coëfficientes deducuntur, sirflU*
modo vt supra art. 349.

Ex. I. Quaeritur pro n == 19 aequatio
cuius radices sint aggregata (6, ï }, (6, 2), (^»
4). Designando bas radices per p? p'^ p" resp->
et aequationem quaesitam per x* — Axx + B$
— С = о, fit A = p + p' + p", Б = рр1 +
pp" + р'р", С = pp'p". Hinc A = (i8, l)
= — l ; porro habetur pp1 =. p + Qp' + ?,p"i
pp'1 == 2/7 + 3P' fb P", Р'Р" — ЪР + P1 + 2 "̂»
vnde B = 6 (p +,p' + p") = 6 ( 18, l) = — 6*
denique fit C = (p + 2p' + 5p") p11 = 3(6, o)
4- i i C f » +p' + ^") = 18 — 11 = 7; quar0

aequatio quaesita я* -f- лгл; — 6x — 7 = 0.-"
Vtendo methodo altera habemus p -\- p1 + ;u" ^
— lç pp. = 6 + 2,p -f p' + 2p", р'р' = б +
,ap' + P" + '*P, p"p" = 6 + ap" -f p + ap', vnd^
pp + р'р' -f- p"p" = 18 + 5 (p "i- P' +P">= X5j
simíHterqiu1 p' + p" + p"' = 36 + 54 (p + Я
•J- p' ••) = 2,- hinc per theorema Newtonîanui11

eadorn aequatio deriuatur vt ante,

H. Quaeritur pró n = ig aequatio
Tadirps sint aggregata (3,1), (2, 7 ) , (2 ,8) '
Quibus resp. p-er q, g1, q" designatis, inueBÍtvir

{j + 9' + 9" = (6, i), 99' + 99" + 9'9'' f5

(6, г) + (6,4), 99'9" = » + (6, 2), vnde,
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sîgnis ex. praec., aequatío quaesita erít
— pxx + (p + p"}x — 2 — p' = о. —

atio cuius radices sunt aggregate (2, a), (3,
(a» 5)» sub (6, a) contenta, e praecf dente
citur, substituendo pro p, p^ p" rest), p', p",

eademque substitutione iterumfacta, prod.it ae-
о, cuius radices sunt aggregata (.2, 4), (a,
( 2 v9) su^ (6j 4) contenta.

352. Theoremata praecedentia cum conse-
etariis annexis praecipua totius theoriae momen-

a continent, modusque valores radicum il inue-
hlendi paucis iam tradi potent.

Ante omnia accipiendus est numerus g1, quî
modulo n sit radix primitiua, residuàque mini-
potestatum ipsius g vsque ad g"~* secundum

n eruenda. Resoluatur ?i — 1 in facto-
tes, et quidem, si problema ad aequationes gradus

infimi reducere lubet, in i'aclores primos;,
lii (ordine prorsus arbitrário) «,. f, y... £,

ï>onaturque ^-X = С у . . . . ^ '= и, *Lllî =s
a «e

* ••• f = b.etc. Distribuantur omnes radices Л
^ «períodos « terminorum; hae singulae rursus

períodos b terminorum j hae singülae de-
in y períodos etc. Quaeratur per art. 350

aequatio a" gi-adus (Л), cuius radices sint illa «
aggregata a terminorum, quorum itaque valore«

resolutionem huius aequationis irmotescent.

At hic difficultas oritur, quum'ineertum1 vi-
cuinam radiei aequationis (Л) quoduis

aSgregatum aequale statuendum sit^ puta quae»
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»am radix per (a, ï), quaenam per (ß, g") etc"
denotari debeat: huic rei sequent! modo retf16'
dium aíferri potent. Per (a, l) designari pot'
est radix quaecunque aequationis (A), quiH*1

enim qucteuis radix huius aequ. sit aggregatutn a

radicum ex a, omninoque arbitrai^ium sit, qua^'
nam radix ex u. per [ ï] denotetur, manifest"
supponere licebit, aliquarn ex us radicibus, e

quibus radix quaecunque data at^qu. ( A) constat
per [ï] expiimi, vride ilia radix aequ. (A) №
•(#, 1/5 radix [i] vero hinç nondurn peJiitus de'
terminatur, se d etiamnum prorsus arbitrarivU*1

вей mdefinitum manet, quamnam vadict4m ex &
quae (a, ï) constituuut pro [ij adoptare veil'
rnus. Shnulac vero (a, i) determinatum esb
etiam omnia reliqua aggregata a terininoruO*
rationaliter inde deduci poterunt (art. 346/'
Hino simul patet, vnicam tantumrnodo radicei11

per huius resolutionem eruere oportere. — Pot'
% est "etiam mothodus sequens, minus directa, a

hunc finem adhiberi. Accipiatur pro [ï] radi-
1 ' • kP k>determinata, i. e. ponatur [ï] = cos \-isin ^

integro Ã ad lúbitum electo, ita tairien vt per "
non sit diuisibilisj quo faclo etiain [2], [5] etc>

radices déterminâtes indicabunt, vnde etiam a§*
gregata (д, i), (ß, g) etc. quemtitates detert*"1'
»atas designabunt. Quibus e tabulis sinuum lelíl

tantum calamo computaus, puta ea praecisione, ^
quae maiore quaeue minora sint decidi possit, v^'
lum. dubium superesse poterit, quibusnam sigo1*
singulae radices aequ. (Л) sint distuiguendae.

Quando hoc modo omnia « aggregata o. t^r'
jnijiorum innenta sunt, inucstigetur per art. 5^°
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aequatio (Б) £м gradus, cuius radices sint ? ag-
fr'egata b terminorum sub (<z, l) contenta; co-
enicientes huius aequationis omnes erunt quanti-
fies cognitae. Quum adhuc arbilrarium sit,
ЧЧаепат ex a = *b radicibus sub (я, ï) con-
tentis per fij denoletur, quaelibet radix data
ftequ. (B, per (Z;, i) exprimi poterit, quia ша-
^iiesio ьирропеге licet, aíiquam b radicum e qui-
?us composita est per [i] denotari. Jnuestigetur
ít:aque viia radix quaecunque aequationis (B) per

resolutionem, statuatur = (è, i), deriuen-
e ilide per art. 546 omnia reliqua aggre-
b terminorum. Hoc modo simul calculi

c°nfirmationem nanciscimur, quum semper ea
^ggregata b terminorum, quae ad. easdeni pei'io-
^os a terminorum pertinent, summas notas con-
^ceres debeant. — In quibusdam casibus aeque
e)£p.editum esse potest, « — l alias aequationes

gradus eruere, quarum radices sint resp. sin-
§ч!а C aggregata b terminorum in reliquis perio-
ds a terminorum, (a, g], (a, gg) etc. conten-

atque omnes radices turn harum aequationum
aequationis Б per resolutionem inuestigáre:
vero simili modo vt supra adiumento tabu*

sinuum decidere oportebit, quibusnam pe-
b terminorum singulae radices hoc modo

Pfodeuntes aequales statui debeant. Ceterum ad
^°cce iudicium varia alia aruficia adhiberi poá-
StJllt, quae hoc loco complete explicara non li-
,Cet; vnum tarnen, pro eo casu vbi Ç == 2, quo.cj

is vtile est, ас per exempla breuius quam,
praecepta declarari poterit, in exemjiljjs

Se4Uentibus cognoscere licebit.
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Postquam hoc modo valores omnium *£ ag*
gregatorum b terminomm inuenti sont, provsos
simili modo hiric per aequationum y" grad^
omuia «£-/. aggregata с terminovum déterminai1

poterunt. S( ilicet vcl vnam aequationem •> " gra*
dus cuius radices sint y aggregata c terrninorurfl
sub (Z>, i j contenta, per art. 550 emere;
eius resolutionem vnam radicem quamcunque
cere et = (c-, i) statuere, tandemque hinc
art. 346 omrâa reliqua simiiia aggregata
cere oportebit; vel simili modo omnino «& ae*
<ju<»tiones v1' gradvis euoluere, qviarum radices
sint resp. v .aggregata c terminorum in singulí*
penodiü b terminorum contenta, valores omoi'
um radicum omnium harum aequationum pef
resolutionein extraliere, tandemque ordinem ba-
rum radicum perinde vt supra adiumento tabu-
lae einuum', vel, pró y = 2, per artificiam. i#"
ira in e x emplis ostendendum determinare.

» Hoc modo pergendo, manifesto /

omnia — — — aggregata £ terminorum habebun-

turj euoluendo itaque per art. 548 aequationfi11

Ç* gradus, cviiv^s radices sint £ radices ex il i11

(£, i') contenta.«, huius coefficientes omfnes eruo1

quantitates cognitae^ quodsi per resoluúonetf1

vna eius radix quaecunque elicitur, hanc = t1!
statuere Jicebit, omnesque reliquae radices íi pef

btúus poteslates liabebuntur. Si magnis placed
etiam omnes radices illius aequationis per resf
lutionem erui, praetereaquae per solutioneí11

^TlJ — i aliarum aequationum í0 gradus,

jesp. omnes £ radices in singulis reü^uis
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dis f termmornm contentas exhibent, omnes re-
liquae radices P. inueriiri poterunt.

* Ceterum patet, simulac prima aequatio
soluta sit, siue simulac valores omnium « aggre-
gatorum a lerminorum habeantur, etiam resolu-
tionem functionis X in « factores a dimensio-
ftum per art. 348 sponte haberi; porroque post,
solutionein aequ. (B), siue postqUam valores
Ottmium «• aggregatorum b tei'minorurn inuenti
ont, singles illos factores iterum in f, siue X
*u «t factores b dimensionam résolu! etc.

353. Exemplam primum pro n — 19..
Quum hie fiat n — l = 3.3.2, inuentio radi-
^Um íi ad solutionem duarum aequationum cu-
bicarum vniusque quadraticae est reducenda.
tíoc exemplutn eo íacilius intelligetur, quòd
Pperationes necessariae ad maximam partem in.
praecedentibus iam sunt contentae. Accipiendo
pró radice primitiua g numerum a, residua mi-
*urna eius potestatum haec prodeunt (exponen-
ts potestatum in serie prima residuis sunt su-
prascripú).

0.1.2.3. 4- 5-6- 7-8. 9.10.11.12^13.14.15.16.17
1.2.4.8.10.13.7.14.9.18.17.15. 11. ,5. 6.12. 5.10

Hinc per artt. 344, 345 facile deducitur db
sequens omnium radicuni il in très pe-

senorum, harumque singulavum щ
tenujnorum:



д =(i8, i)

(2, i)...[i],[i8)
(з, 8).-[8],
К 7).-И,
(2, 2)...[,],

(2, l6; ... [3], [l 6]

(«J Ч) -[5]j [Ч]

Г f - з , 4)--[4],Г15]
(6,4) j (2, 13) ...[b'j,

L ( a , 9)-[9],

r (6, D

(6,2)

Aequatio (^), cuius radices sunt aggregate
(6, 1), (6, з), (б, 4), inuenituv о:' + дгд; — *
6л: — 7 = о, cuius vna radix eruitur =*
1,2218761625. Папе per (6, ï) expriment^
fit 16, 2) =4 — (6, ï)* = 2,5070186441»
(6, 4) = _ 5 ._ (6, ï, + (6, ï;1 = --
52,^851424818- Ышс X in três factores 6 ai'
xnensionum resoluta erit, si hi valores in art. 348
substituuntur,

Aequatio ( В ) , cuius radices sunt
ta ( 2, ï), ( 2, 7), (2, 8), prodit haec x3 —
1) л:* + ((6, ij + (6, 4)) x — ъ — (6,3)
s= о siue

3,5070186441*+ 1,2218761625.2:3: -
4,5070180441 = о

cuius vna radix elicitur — ^3545 651453,
per (3, ï) exprimemus. Per metliodum art. 54.
aut«m inueniuntur aequationes sec]uu'ntes, v®
breuitatis caussa <j pro v 2, r) sciibitur: (2, з) -~~
qq — 2, (2, 3) = ff

— 5?*

(2, 4) =

+ 57, (2>
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9e _ 6q* + gqq — 2, (3, f) .== <?" — 7<7f

»49» _ 79, (2, 8) = <7S — 8<7 + 2°94 '—
169<7 + a> (2, g) = 9' _ 99" + 27(7«- —
foyî _j_ go. Commodius quam per praecepta
*rt- 516 hae aequaùones in casu praesenti per
íefltíxmnes sequentes euolui possunL Supponen-

^> [ï] = cos k- + i sin —, fit [18] =

kp
(2, ï) = scos — ; пес non ge-

bauter [i] = cos -Ä- -h i sin --, adeoque

^a, л) — [л] +

i*. Quare si I<7 = cos a , erit (2 ,2)

'.i, (2, 5) = 2COS5-» etc., vnde per ae-
notas pro cosinubus augulorura multi-

eaedem formulae vt supra deriuantur. —
ex his formulis valores numeric! sequentes

(2,6)= 04909709745

(2,7) = -1,7589475024,
(2,8)= 1,8910344834

(2, g) = -0,8033908495

j*i a) = —0,1^51586909
p3) = 1,578*810188
\3?4) = —1,9727226068
k>5)= 1,0938963162

alores ipSorum (2, 7), (2, 8) etiam ex ae-
*^tione ^Б), cuius duae reliquae radices sunt,
j.lci possunt, dubiumque, vira harum radicurn

a

at (a> 7) et vtra (2,8), vel per calculum
?^oximatum secundwm formulas praecc., vel

^ec tabulas s'muum tolletur, quae obiter tantum
°usultae ostendunt, fieri (a, ï) = acos* po-

Rr



— 620 —

liendo » = —P, vnde fieri oportet (2, 7)

acos -p = 2cos —P, et (2, S) — 2cos19 19 ' v ' '

s= 2COS — P. — Similiter aggregata (2, а), С12'

5), (2, 5) etiam per aeqnalionem x^ — ("'
a) xx + ;(6, ï) + (6, 2)).r — 2 _ (6,4.)
= o, cuius radices sunt, inuenire licet, incefü'
tudoque, quaenatn radices illis aggregatis
aequales statuendae sint, prorsus eodem
remouebitur, vt anlo; et perinde etiam ag"
gregata ( 2, 4), (2, 6), (a, 9) per aequatione111

a» — (6 ,4)^ + ((6, 2) + (6, 4)}* — *
«_ (6, ï) = o elici potenmt.

Öenique [д] et [18] sunt radices aequati"'
nis xx — ^ a , ï ) л: + l =o, quarum alter

fit = Î C a / O +^(i -1^2, ï)*) = i(*
l ^ + »/*(» - 4 (2

?
 3))> altera = i (a, ï ) ^

z'y^(g — 4(2 , 2)), hinc valores numeric! -^
— o,Ö7728i57l6 ±. 0,75572391071. Sedecil"
radices reliquae vel ex euolulione potestati1^
vtriusuis harum radicum, vel e solutione o^
aliarum similium aequationum deduci poss^
vbi in methodo posteriori vel per tabulas sinu^Ç
vel per artificium in ex. sq. explicandum de&
debebit, pro vtra radiée parti imaginari^
signiim positiuum et pro vtra negatiuum prae'
gendum sit. Hoc modo iriuenti sunt '
sequentes, vbi signum superius radiei p
inferius posteriori respondera supponitur.



— 627 —

ti] et [18] = — 0,6772815716 ± 0,73572391071?
faj et [ 1 ?J = _ 0,0825795455 q: 0.99658449501
l3] et [16] = 0,7^91405094 + 0,61421271272
J4] et [15] = — 0,9863613054 + 0,1645945903^
5] et [14] = 0,5469481501 + 0,85716647831
p et [13] = 0,245485487! -b 0,9694002659^
g] et [12] = — 0,879473/512 Т °'475947393ог
JoJ et [, ï] =r 0,9458172417 + o,32469g4692t
19J et [10] = — - 0,4016954247 +_ 0,91 57733267^

t>. 354- Exemplum secundum pro n = 17.
^c habetur д — ï = 2.2.2.2, quamobrem cal-

Чщ$ radicum ft ad quatuor aequationes quadra-
ts reducendus erit. Pro radiée primitiua hic

us numerum 3 , cuius potestates residua
sequentia secuiidum modulum 17 sup-

0.1.2. 3. 4.5. 6. 7. 8. 9.10.11.12.13.14.15
1-3.9.10.13.5.15.11.16.14. 8. 7. 4.12. 2. 6

H'mc emergunt distributiones sequentes com-
Wexus л in períodos duas octonorum, quatuor
"^ternorum , octo binorum terminorum:

га п Г 2 ' -»ri],
rti JM».i5)»..[4],

la о^(а' 9)-[8
9 H a i . . . a ]

9]
5J

' 5). »[5l, [H]ПА. *ïf(2 ' 3)-L3MHJ
r R * ï J H2 ' 5)-[5]>["](8'3)Ь,10чА>,ю)...[7],[1о]

L ( 4 ' I O )4a,ii)...[6J>[ii]



Aequatio (^Ь cuius radices sunt aggregate
(8, 1)5 (8, 5)5 Per praecepta art. 551 шш?Ш'
Шг haec xx + x — 4 = 05 huius radices со»1"
putantur — í + a /"17 = 1,5615528128,. et

-~| — s/"1? = — 2,5615528138; priorem sta-
tuemus = (8, i), vnde necessário posterior p°'
nerida erit = (8, 3).

Porro aequatio, cuius radices sunt
(4, ï) et (4, g), eriiitur haec (Щ: xx — »
ï) .r — ï = o; hu'r.is radices sunt 1(8, */
±1/44 + (8, Ol) = i( .8, О ± 5>ЛО*.
+ 3(8» О + 4(8> 5); í earn in qua quantit»11

radical! siguum posiüuum tiibuitur, et cuius va'
lor numéricas est 2,0494.811777, statuemus ^
(4, ï), vnde sponte allera, vbi quantitas radie3'
lis negatiue sumitur et cuius valor est --'
0,4879283649, per (4, 9^ exprimi debebí1'
Aggregata aulem reliqua quatuor terminoru111,'
puta (4, 3) et (4, io) duplici modo indagarl

possunt. Scilicet primo per metbodum art. g4 '
quae formulas sequentes suppeditat, vbi ad №
breuiandum pro ( 4 , ï ) scribitur p :

(4, 3) = — | + 5p — lp* — 0,5441507514
(4, 10) = | + 2/3 — pp — lpi = — 2,90570354^

Eadem methodus etiam hanc formula111

largitur (4, 9) = _ ï — 6> +PP + p<, <*
de valor idem elicitur quern ante tradidiß113 '
Secundo vero aggregate (4, 5), (4, ю) e^ ,
per resolutionem aequationis cuius radices &&
determiaare licet, quae aequatio fit xx — f l
$)x — 1 s== o, vnde eius radices sunt í (8, 5'
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-h (8, 3):), sme 1(8, 5) +
J 4(8, r) + 3(8, 5)) et I/'(S,5) —
r 4(8, i ) 4 / 5(8, 5)); dubium vero, vtram

per (4, 5) et vtram per (4, lo) ex-
oporteatj per artificium sequens cuius

in art. 35 ü iniecimus tolletur. Euol-
productum ex (4, ï) — (4, 9) in (4,

3) — (4, то% vnde emergere inuenietur a(8>
ï) — 2 f 8, 3)*)'5 iam huius expressionis valor
Manifesto est posiliuus puta = + 2\ /~I7> prae-
tereaque etiam product! factor primus (4, l) —
С 4ч 9) positiuus est puta = +-уЛ(12 + 3 (8,
I) + 4 ( 8 , 5))> quare necessário etiam alter
*actor ( 4, 5) — (4, io) positiuus esse debebit,
et proin ( 4 , 5 ) radiei priori in qua signum
Positiuum radicali praefigitur, et (4, ю) poste-
^ori aequale statui. Cetcrum hinc iidem valq-
Ге8 numeric! deriuantur vt supra.

Cunctis aggragatis quatiior terrain orum in-
Uentis progredimur ad aggregata duorum termi-
^otum. Äequatio (C), cuius radices sunt haec
(a, I), (2, 13), sub (4, i) contenta, eruitur
"àec xx — (4, i ) a r + (4, 3) =, o; huius ra-
öices sunt I(4, ï) ± f^C— 4 (4, 5) + (4, l)1)
Slue5(4, i)± 5/"(4 + (4>9) — 2(4, 5)) ;_eamvbi
4uantitas radicalis positiue sumitur et cuius valor

= 1,8649444588, statuiraus = (2, т),

*) Vera índoles huius artificii in eo consistit, quoâ a priori

praeuidicri poterat , hocce productum euolutura aggreg»t»

quatuor terminorum non continer* jed p«' »«l» •68ге8**в

octo terminerum exhibcii posse, cuius rei rationím hic
biruitatii cauisa pract<rcundam periti f aciUime , de^tehen-
tent.

Br 5
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vncle (2, 15) aequale fiet alteri, cuius valor **
0,1846567189. — Si aggregata reliqua duoruP1

terminorum per methodum art. 54,6 inuestigai"6

placet, pro (2, 2), (2, 5), (2, 4), (2, 5), (3,
6), (2, 7), (2, 8) eaedem formulae adhiberi
poteiunt, quae in e.v. praec, pro quantitaùbus &
militer disignatis tradiditnus, puta (2, a), (si'
ue ( a , 15)), = ( 2 , ï)1 — 2 etc. Si vero
magis arridet, binas per resolutionem aequatioru*
quadraticae computare, pro his (2, gj, (2i
15) inuenitur aequatio xx — ( 4 / 9 ) 0 : -f (4i
lo) = o, cuius radices euoluuntur §(4, 9) ^C-
5,/"(4 + (4? 15))? quo pacto vero signum am'
biguum hic definire oporteat, simili modo deci'
detur vt supra. Scilicet per euolutionem product1

(a, ï) — (2, 13) in (2, 9) _ (a, 15) pro-
ducitur — (4, ï) + (4, g) __ (4, 3) + (4>
10)5 quod quum manifesto sit negatiuum, factoi'
(2, I) — (2, 13) vero positiuus, necessário (3;
9) — (2, 15) negatiuus esse debebit, quocirc^
in expressione ante data signum superius positi'
umn pro (2, 15), pro (2, 9) inferius negatiuuto
adoptandum erit. Hinc computatur (2, 9) ^
— I, 9659461994, ( 3 , 1 5 ^ = 1,4780178344-
. — Perinde quum ex euolutione product! ex ( 2»
I) — (2, 13) in (2, 3) _ (2, 5) prodeat (4, 9)
— (4, lo ), adeoque quantitas positiua, factorerö
(2, 3) — (2, 5) positiuurn esse concludimuS»
hinc simili calculo vt ante instituto inuenitur

(2, 3) — 1(4» 3) + 1̂ (4 + (4, Ю) ~ a (4, 9))
0,8914767116

a» 5) = í ,4> 3) — *\T(4 + (4? io) — a (4, 9))
— 0,5473259801
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Oenique per operationes omnino análogas era»
W

(a, 10) = -î (4, 10) — SyTf + (4, 5) — 2 C4> 0)
= - Ъ7°о45|2715

U, il) = Üb in) + 1ЧГ(4 + (4, 5) — u(4, i))
= — 1,2052692728

Superest vt ad radices £1 ipsas descendamus.
Aoqualio (D) cuius radices sunt [ï] et [löj pro-
fit xx — ( 3 , 1 ) л: -f 1 = 0 , rade radices
К2! О Í !\/~((2, i )'- — 4) aut polius Iv^C3! i)
+ /У(4 — ( a, i )!) siue J ( 2, i ) + ! ívT( a —
(2> 15))> sígnum Isuperius pró [ i j , iníerius pró
LI 6] adoptamus. QualuordecAm reíiquae radices
Vel per potestates ipsius [i] habebuntur; vel pec
resolutionem septem aeqaatuwium qiiadratica-
ïum, quae s'mgulae .binas exhibent, vbi inceili-
tudo de signis quantitatiuu radicaíium per idem,
artiíicium tolli potcrit vt ia praecedentibus. Ita
[4] et [15] sunt radices aequalionis xx — ( 2,
13) л: + i ~ o, acleoqiiB |(a, 15) +_ \ i\ f<%
—. (s, 9)) 5 per euolutioriem product i ex [ij —
[16] in [/).] — [15] amem prodit (2, 5) — (e, 5), _
adeoque quantitas realis negaliua, quare quum [i]
— [16] sit -[- z'v^C2 — (2, 15)), i- e. productum
ex imairiuaria г in realem positiuam, etiam [4]
~~ [15] esse débet productum ex i in realem
рошшат propter i i = — 15 hiiic coliigitur,
pi'o [4] signum superius, pro f i g ] inferius acci-
piendum esse. Simili moào pro radicJbus [8] et
f9] inuenilur y ( 2, 9) ± |/x/"(a _ f s, i ,0, vbi,
quoniarn produr.tum ex [ij — [16] in [8] —j
[9] tit (2, 9) — (2, io) adeoque negaliuum,,

TVv 4
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pro [&] signum superius, pro [9] inferius
pere oportet Computando perinde radices re'1'
quas, sequentes valores numéricos obünemus, v^1

radicibus prioribus signa superiora, posteriorib^*
iníeriora respondere subintelligendum est:

[ï], [16]... 0,9324722294 + 0,3612516662*
[2], [15J... 0,7390089172 ± 0,6736956436/
[5], [14] ... 0,4,457383558 ± 0,89516329141
[4], [15]... 0,09226835,9-3 ±L о,{,9575417б51

[5J, [12]... —0,2736629901 + 0,9610256452»
[6], [11] ... — 0,6026346364 + 0,79801722751
[7], [loj 0,8502171357 + 0,52643216291
[8J, [ 9] °>982973oo97 + 0,1857496178»

Possent quidem ea quae in praecc. suht tfa'
dita ad solutionem aequaüonis x" — ï = ö

adeoque etiam ad inuentionem iunctionum. tJ1'
gonometricaruîTi arcubus cum peripheria
mensurabilibus respondentium sufficere:
propter rei grauitatem, finem liuic
imponere non possumus, quin antea ex ma
copia quum obseruationum hoc argumentum **'
lustrantium tum positionum'ei affinium vel in»
pendentium quaedarn hie annectamus. Inte

quae talia potissimum eligemus, quae sifle

magno aliarum disquisitionum apparatu absolu6'
re licet, aliterque ea considered-nolimus quai**
vt specimina huius amplissimae doctrinae, ^
posterum copiose pertractandae.
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555. Quum n semper supponatur irapar,

erit 2 inter iactores ipsius n — l, complexus-
que il ex I ( /z — ï) periodis duorum termino-
rUm formatus. Talis periodus, vt (2, *), e ra-
àicibus [л] et [>#5^в"1-'] constabit, dénotante g
vt supra radicem priniitiuam quamcunque pro
ftiodulo n. Sed î i tg^"~ l) ~ — ï (mod. n)
adeoque AgiC»-1) — — A (V. art. 62), vnde
[>g-äi-K-i)] ^ j - — A J , Quare supponendo [л] =

£/* í/5 APcos — + i sin —, et proin [— л] = cos —
я и ' r «

Jtí1 ' AP•— z sin —, fit aggregatum (2, л ) = acos — .

Vnde hoc loco hanc tantummodo conclusionem
âeducimuG, valorem cuiusuis aggregati duoruni
terminorum esse quantitatem realem. Quum
Sluaeuis periodus, cuius terminorum multitudo,
par = 2«, in a períodos binorum terminorum
discerpi possit, pat et generalius, valorem cuius-
Uis aggregati cuius terminorum multitudo par
semper esse quantitatem гэа!егп. Quodsi itaque
Ш art. 55^ inter factores «, î, y etc. binarius ad
vltimum locum reseruatur, omnes operationes
Vsquedum ad aggregata duorum terminorum
perueniatur per quantitates reaies absoluentur,
itnaginariaeque tune de mum, introducentur, quan-
oo ab his aggregaús ad radices ipsas progce-
dieris.

556. Summam attentionem merentur ae-
1uationes auxiliares, per quas pro quolibet va-
^°re ipsius n aggregata romplexum P. .consti-
lUentia determinantur, quae mirum in modura
cum proprietatibus maxime reconditis numeri n
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connexae sunt. Hoc vero loco disquisitionem aã
duo;; casus sequentes restringemus: primo de
aequatione quadrática cuius radices sunt aggre*
gata \(n — i) lerminorum, secundo, pró eo
casu vbi n — i factorein 5 irnplicat, de cubica
cuius radices sunt aggregata §(« — i) tenni'
noruni agemus.

Scribendo breuitatis caussa m pro §'n — ï)
et designando per g radicem primitiuam quam'
cunque pro modulo n, complexus ß e duabuS
periodis ( in , ï ) et (m, g") constabit, coritinebit'
que prior radices [ï], [gg], [g4] . . . [g"~3], po-
sterior has [g], [g3], [gT] . . . lg1'-*]. Supponeiv
do residua minima positina numerorum ggt
g * - . . . g " ~ * secundum modulum n esse, ordine
arbitrário, R, R.', R11 etc.; nee non residua ho'
rum g , g3 , g5 . . . g a ~ i Jiaec N, A7', -N" etc.»
radices e quibus (m, i) constat conuenient curo
his [i], [R], [R1 j, [R11] etc., radicesque period»
{m, g) cum his [AT], [/V'J, [N11] etc. 1аШ
patet, omnes números i, R, R1, R1' etc. esse
residua quadrática numeri n, et quum omnes
diuersi ipsoque n minores sint ipsorumque mui'
titudo = * (_ ?z — i ) adeoque multitudini cun"
ctorum residuorum positiuorum ipsius n infra #
aequalis, liaec residua cum illis numeris omnino
conuenient. Hinc sponte sequitur, omnes nU'
meros Л7', N1, N" etc., qui turn inter se turn
ab ipsis i , Л , R' etc. diuersi sunfr, et cum hi5

simul sumti omnes numéros ï , 2 , 5 . . . n — - í

exhauriunt, cum omnibus non residuis quadra"
ticis positiuis ipsius n infra n conuenire
Quodsi iam supponitur, aequationem cuius



dices sunt aggregata (m, i), (m, g*) esse xx
— Ax + B = o, fit Л =. (m + ï) .+ (»ï, g)
ь= — ï, 5 = (m, i) x (w, £). Production
ex ( /H , ï), in (m, g) per art. 34.5 fit = (m,
N + O + (»*, W + ï) + (m, N11 + D +
etc. = /F, atque -.hinc reducrtur sub i'oi'mam
talem л (т, о) + € ( / н , i) -[- > (m, g-). Ad
déterminât! o nem coï-fficieiitium .;, Ê, 5, obser-
Uamus, primo, fieri « + ? + У = 'ra (scilicet
quoniam multitudo aggregatoium in W est ==
^г); secundo^ esse f = •/ (hoc sequi tur e.v art,
350 quurn productum (m, i) X (m, g) sit functio
^íiUdriabilis aggregatorum (i?z, i), (m, g-), e
^uibus aggregatum maius (n — ï, ï) compo-
sHum est); tertio, quutri ojniies numeri IV + ï,
№ -{- ï, Л7" + ï etc. inira limites 2 et /z -f; i
excl. contineantur, manifeslum est, vcl nuilum
Sggrëgatum in W ad ( n, о ) reduci adeoque
esse й = o, quando inter numéros ./V, Лт/, Л'"
etc. non occurrat n — ï, vcl vnum puta (тя,
n), et proin habet! а = i , quando д — i in-
ter números N, Л"', Л"" etc. reperiatur. liinc
colligitur, in casu priori fieri л = о, С = у
s== »m, in posteriori л = ï, S = ^ = 1(яг
"— ï), simul hinc sequitur, quum numeri Ç et
If necessário fiant integil, casum priorem. lòcura
babere, siue n — ï ( aut quod idem est ï)
^ВДег non residua ipsius n non repeiiri, quando
'и sit par sine n formae \k + ï ; casum роЫе-
riorem vero adesse, siue n — ï aut , ï inter nori
Residua ipsius n reperiri, quoties in sit impar
Slue n formae 4^ + 5 *). Hinc produclum

*) Hoc modo nacti sumus deraonstratiouem noiiara thcereraa-
"' ï — I «Jsc reiiduum omnium nuraerorum
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quaesitum fit, propter (т, о) = /л, (m, i)
(m, g) = — . т, in rasu priori = — %m
posteriori = i (m -f ï), avleoque
quaesira in illo casu xx + z — *'n
= o, CUÍLIS radices sunt — \ +_ ?>/"«, ш
vero xx -\- je +4 in + ï) = o, cuius radiée*

Quaecunque itaqne radix ex Л pro [i] ado-
ptata est, differentia inter summas i. [SÄ] et

j: [9Î], vbi pro Si oinnia residua pro 9{
non residua quadrática positiua ipsius n infra
substituenda sunt, erit = _-b >/"«5 pro n H
et = + 1т/~п, pro « ЕЕ 5 (mod. 4). Nee
hiric facile sequitur, dénotante /c integrum quero*

cunque per n non diuisibilem, fieri X cos —^

- s cos = + yO. et 2 sin
и n

_
1. sin • -- = о pro n — ï (mod. 4); contr3

pro n ЕЕ 5 (mod. 4) differentiam illarn = 0)
hanc = + Y/~/Z, quae theoremata pi'opter ele*
gaiitiara suam valde sunt memorabilia. Cete*
rum obseruamus, sií^na superiora semper
quando pro k accipiatur vnitas aut generalius
siduum quadraticum ipsius л, inferiora
pro A: non residuum assumatur, nee non
theoremata salua vel potius aucta elegantia $u&

forma* 4Jb H~ I , non renituum omnium formas 4* "•
3, quod «npra (art. 108, 109, 2 Ô S ) iam pluribu» *|в"
dij diueni* comprobatum fuit. Si magi« arridct , h»^ l*e

rema supponer« , non neceiíarium erit ad distincti"1"
duorUCT cajuio diutrïornro eiu» conditiooii rationem hab«ie»
quod l», y iam per te £ца( intcgti,



etiam ad valores quosuis compósitos ipsîus n rx-
posse: sed de his rebus quae aftioris sunt

inis hoc loco lacère earumque coru-ideratio-
a{j aliam occasionem nobis reseruare opoiteL

5;"J7. Sit aequatiо 77z''gradu?, cuius radices sunt
Ъ radices in período (m, i ) conlentae hnec xm,
e*"1-1 ^. bx™~1 — etc. = о slue z = o, eritque'a
^ (m, ï), singulique reliqui coefficientes b etc.
SL>b forma tali 2Í + 23'ra, ï ) + 6í /л, д ) com-
Prehensi, ita vt î£? SB, 6 sint intpgri (art. 548 );
^enotandoque per z' fuuctionem, in quam z
'ransit, si pro (/TI, ï) vbique tubstUuitur (jn, g),
Pro (m, g-) vero (m, gg) sine quod idem est
("г, l), radices aequationis с.' =. о émut radi-
Ces in (m, g-) contentae, productumque zz' =

^ = X. Pdtest itaque - ad formam talem

& + S (m, ï) + T(m, g~) redud, vbi R, .9, T
*Пдп1 functiones integrae ipsius .r, caiaram
°ftmes coeíficientes etiam integri eiur.t; quo íacto
habebitur z1 — R + S(m^ g) + T (m, ï).
Hinc fit scribendo breuitatis causse p et q pro (m,
l) et fm, g) resp., 22 = 2Ä + (£ + ï') (p + q)
— (T _ 51) (p — ф = zR — S — T _ (T
—-5) (p — <7) similiterque 2c' = 2/i — 51 — T
+ (Г—£) (/j — <7), vnde ponendo i/í — ò' —
? = Y, T— S= Z, fit 4ЛГ = ГГ — CP —
t})1ZZf} adeoque quum (/? — ç)1 = + /г, 4,^
=== YY ^ /iZZ, signo superior! valente quando n
est formae 4^ + l, inferioii quando n formae
4^ + 3. Hoc est theorema, cuius demonstra-
Tonern SLipr^ (art. 124) poUiciti sumus. Ter-

duos summos functionis Y sem.per fieri
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-12^™ -f- ^"'"'^ sunímumque functionis Z, x
facile perspici«tur$ coefficientes reliqui auterfl)
qui manifesto omnes erunt integri, variant pro
diuersa indol« numeri . /z , nee formulae analyú"
cae general! subiici possunt.

Ex. Pro 7i = 17 aequatio cuius radices sun*
оЛо adices in ^ g, i ) contenlae per pvaecepta art-
548 eruilLU- x —' px -j- ( 4 -1- /j + 29 ) x''

-f

+

— px =o, vnde

— 4-*-"3 + -i7-̂  — •Z', Г=
, atque hinc F

.r

XX

n

Ъ
5
7

ii

13

ig

*3

+ x. Ecce adhuc a

Y

2X +, I

2XX 4- X -f- 2

2ЛГ3 + 3f3i — ОС — 2

2лг5 +ar4 — ал;3 + ал-л;
— X — 2

2#6 + X* — 4-Г* — ДГ3

— $XX + ЛГ +• 2

2Л:9 -h Л"8 - 4.*:7 + 3ЛГ6

+ 5*5 - 5^4 — 3*3

.2ЖИ + т10 — 5#» SA-»
— ух7 _ дхй 4- 4^5

+ 7x* -+ 8хэ 4- 5жа;
X 2

ia quaedam exempla:

Z

i
Л?

xx 4- л?
л"» 4- se

Xs + X3 + X

X 8 —X 6 + X5 + X* **

+ x

X10 + Xя— X* _ 2ЛГ6— •

2X* — X* + XX 4- X



358. Progredimus ad consideraüonem ae-
quaùonum cubicarum, per quas in t-o casu vbi
1 est formae jft + ï tria aggregata 1 (/ï — ï)
terminorum complexum il cpmponentia deter-
uiinantur. Sit g radix pilmitiua quaecunque
pro modulo n, atque } (n — ï) = m, qui eilt
integer par. Tune tria aggregata e quibus
ß constat erunt ( / / г , г), (тп, #), (;л, gg)
pro quibus resp. scribemus ^, yo', /э", patet

primum continere radices [ i j , [g13], Qr15]
""4]5 secundtim has "[g-], [g-4] ... t^"-3],

has [gg-], [gf] . .. [g-11 "l]. Supponendo,
quaesitam esse x* — Лхх + -ß.r —

С = o, fit Л — p + p- + p», B = W +
P'P" + PP'1-, C =. pp'p", vnde protinus habetur
Л = — ï. Sint residua minima posiüua nu-
^erorum g'3, g^- '-a"""1 serundum modulum тг
Ordine arbitrário haec 2Í, So, ß etc., atque Ä
ïpsorum cornplexus superadiecto numero i ;
^militer sint 2£', 5B', §' etc. residua minima nu-
'Herorum g-, g1 ' , g" ...g'""3 , atque A.' illorum
complexus; denique 3Í", S3", (5" etc. residua.mi-
ïiima ipsorum gg-, g"'^ g8 ... g""1 et A" eorum
complexus, vnde omnes numeri in A, A', A"
âiuersi erunt et cum his i, 2, 5... /г — ï con-
venient. Ante omnia hic obseruandum est, nu-
ïnerum n — i necessário in A reperiri, quippe
4uem esse residuum ipsius glm facile perspicitur.
Hinc facile quoque consequitur, duos numéros
teles h, n — h semper in eodem trium com-
plexuum A, A', A" reperiri, si enim alter est
residuum potestatis g-A, alter erit. residuum po-
testatis g-A + 5m, aut huius g* -1m si л > \m. De-
notemus hocce signo (AÃ) multitudinein nume-
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rorum in seriei i, 2, $ ... ft — ï qui turn ipsi tun»
simul nuraeri proximi vnitate maiores in Ã conti-
nentui1; similiter sit (AÃ1) muititudo numerorui»
in eadem série qui ipsi in Ã proxime sequentes
vero in Ã' conúnentur, vnde simul significatio
signovùm (ЯА'О, (Ä'S), (*'«'), (Ä'Jt"), (ft"*)i
(Ä"Ä')7 (Ä"Ä'f) spoiite innotescet. Quo facto
dico primo, fieri (AÃ') — (Ä'A). Supponendo
enim, Л, /z', h" etc. esse omnes números seriei
1 , 2 , 3 • - • n, -*- i qui ipsi in Ä proxime maio-
res h + i, à1 + i, /i" -f i etc. autem in A' con"
tmentur, et quorum ideo mulútudo = (ÃÃ')t
manifest-urn est omnes números n t— h — í»
n — h' — т, n — h1' — i etc. in S' continerij
proxLine maiores vero n — Л, n — i' etc. in A»
quare quum tales numeri omnino dentur (.A'A))
certo nequit esse (Ä'Ä) < (AÃ'), et perinde de-
monstratur, esse non posse (ÄÄ() < (Ä'Ä), quo'
circa hi numeri necessário aequales erunt. Prof'
sus eodern modo probatur (ÄÄ") = (Ã"Ã), (Ä'Ä")
= (Ä"Ä')» Secundo, qu,urn necessário quemuis
numerum ex Ä, máximo n — l excepto, sequi
debeat proxime maior vel in Ä, vel in Ä' vel u*
Ä", contentos, summa (ÄÄ) + (AÄ') + (AÃ") fie*
aequalis multitudini omnium numerorum in Ä
vnitate deminutae puta = m — ï, et simili ra-
tione erit (Ä'Jt) + (Ä'Ä') + (Ä'Ä") = (Ä"Ä) +
(Ä"*0 + (А"Л'0 = m.

His ita praeparatis euoluimus per praecep*3

art. 345 productum pp> in (m, W + ï) + (m, 25'
+ i) + vTO, ß ' + l ) + e!c., quam expressioneß1

facile perspicietur reduci ad (A'Ä)^ + (S'A')/3'
+ (А'Л">/г", et quum per art. 545 I productuO»
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/>'/j" ex illo oriatur, substituendo pro (m, ï),

On, #)> (»»> e#) resP- (m> f)» 0"» A?)»
(mg-') i. e. pro p,, p1, p" resp. p', p", p, fiet
W •= fjt 'Ä)/» ' + (Ä'Ä')/>" + (Ä'Ä"))», et
prorsus simili modo p"p — (A'ß) p" + (A'I') p
4- (A'Ä") p1- H'mc protinus sequitur primo B =s
/и fp + p' + /j") = — /л; secundo quum si-
öaili ratione, vt antea pp1 euolutum est, etiam/
Pp" ad (3t"X)p + (Ä"Ä')/>J + (A"A»)/Ï» re-
ducatur, atque haec expressio cum praecedente
idêntica esse debeat, necessário erit (Ã"Ã) =

et (Ã"Ã") = (S'Ä). Hinc colligitur, sta-'

= c,
fieri /я — l = (ÄÄ) + (ÄÄ') + (ÄÄ") =
4- è + c, atque a + b + с = m, vnde
= a — ï ? ita vt illae поггет quantitates inco-
gnitae ad très, a, &, с siue poti'us proptef ae-
4uationem a + b + с . = m ad duas reductae,

Denique patet, quadratum pp euolui in'
i + i) + (m, 7Í + ï) + (m, S + ï) +
S + г) + etc.; inter partes huius expressio-

ftis reperietur (m, я) quae reducitur ad (т., о)
Siue ád /л, reliquas vero facile' perspicietur re-
duci ad (AA)/J + (AA')p' + (AA"jyo", vnde
habetur pp == /?i + (a — 1) /э + ôjo' + CJD'^

Hoc itaqùe tnodo per disquisitiohes praéce-
quatuor hasce reductiones nacti sumus:

pp = m + (a~ i)p + bp1 + */?'*
pp1 = Ър + c^>' + ap"
pp" = cp + ap1 + bp11

= up + fyö' -J- cp"
Ss
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vbi inter très incognitas a, &, с aequaüo condi-
tionalis a + b -f- с = m . . . (I) intercedit, insu-
perque certum est ipsas esse numéros inteiros.
Hinc colligitur C = p x p'p" = ctpp -f bpp1, +
еда" = O/TZ + (a« -f- bb + ce — a)P "{• (eb
+ be + ac) p1 + (л& + Z?c + ac) p". At quum
рр>р" sit functio inuariabilis aggregatorum p, p',
p", coefficjentes per quos haec in expr. praec.
multiplicata sunt necessário aequales erunt (ait.
550 ), vnäe habetuv aequalio noua aa -f- bb +
cc —„a = ab + be + ac. . .(II) , atque Line
С = am + (ab + be + ac) (p + p' + p11), siue
(propter I, et p + p1 + p1' =. — i), C = aa
— be ... (III). lam etsi C1 hic a tribus inco-
gniüs pendeat, inter quas duae tantum aequatio-
nes habentnr, tarnen hae, adiumento conditionis
ex qua a, b, c sunt integri, ad plenam determi-
nationem ipsius С sufficiunt. Quod vt ostenda-
mus, aequationem II ita exhibemus 120 + 12^
+ X2C -f 4 == 5600 + 5660 + 5ÖCC — 5606
— 500C — 5Ôèc — 24« + 126 + i2c + 45
pars prior, per I, fit = mm + 4 = 4^5 poste-
rior vero reducitur ad (oa — 56 — gc — 12)*
+ 27 (6 — с")г, aut scribendo k pro 20 — & —
c, ad (5Ä — 2)1 + 27(6 — с)г. Hinc patet,
numerum 4/1 (i. e. generaliter quadrupluin cuius-
libet primi formae 5 ^ + 1 ) per formam xx +
&7УУ repraesentari posse, quod quidem sine dif-
ficultate e theoria generali formaruxn binariarum
deduci Tiotest, attamen satis mirum est, talem dis-
cerptionem cum valoribus ipsarum а,о, с cohaere-
re. At numerus 4« semper vnico tanlum modo
in quadratum et quadratum a.7*1" discerpi potest?
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quod ita demonstramus *). Si supponatur 4/1
= U + 27Ш/ = ft1 + 27«'«'» fieret primo
(tt1 — 271Ш')1 -f H7(tu' + t'u)1 = iQnn, se-
cundo (tf + а?ии'У + a/ (tu1 — Viiy- = i6nn,
tertio (tu' + Vu} (tu1 — t'u) = 4.n(u'u' — uu)j
ex aequatione tertia sequitur, ipsum n, quoniativ
est numeras primus, alterutrum numerorum tu'>
•f t'u, tu' — t'u metirij e prima et secunda
vero palet, vtrumque hune numeram esse mino-
rem quam n--, quare is quem n metitur necessá-
rio esse débet = o, adeoque etiam u'u' — ни
= о, vnde li'ii1 = uu et ft' = fí, L e. duae
illae discerpüones non different. Si itaque dis-
cerptionem ipsius 471 in quadratum et quadra-
turn 37pl" notam supponimus (quam vel per
toethodum directam sect. V vel per indirectam
in artt. 523, 524 trdditam eruere licet) puta si
habetur 4« = MM + 27NN, quadrata'(3A —
O)1, (b — c)1 determinata erunt, et loco ae-
quationis II duas iam nacti erimus. Sed facile
patet, non solum quadratura ($k — a)1 sed
etiam radicem àpsam $k — 2 penitus determi-
natam esse; quum enim necessário sit vel =
H- M vel = — M, ambipuilas inde tolletur quod
k ù'eri débet integer, quambbrem statuetur jfc
— a = + M vel = _ M, prout M est for-
mae 52 + 1 vel 52 + a **). lam quum fiat k

*) Migis directe haecce propojitio « jmncipiii icct, V probari
pO5f*t.

*•) Maniftsto M ncquit cite forma* 3«, alioquin enim 4»
put 3 diuiiibilis «uaderet. —— Ad «mbiguitatem, vtrunt
b — С «tatui debeat ^z: N, an 1^ — -ЛГ, hic non
opui tit teipictr», ne^ue «tiara p«i xti naturam vUo mode

Ss л
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= 2a — b — с = 5« — m, erit a = *(m +
£)? 6 + с = m — a = §(2/?2 — A:), vnde C*
= aa — bc = «a — $(fc + c): + *(o _ c)'
= ï(m +'*)* — ïï(am — A)1 + JMV = £ft*
+ \km + ï-^% atque sic omnes coëfficientes
aequ. quaesitae inuenti. Q. E. F. — Haec for-
mula adhuc simplicîor euadlt, si pro NN eius
valor ex aequ. (5^ — 2)1 + 27NN = 4« =
i2/?z + 4- substituitur, vnde elicitur calculo facto
С = $(m + k + SATO) = *(m + An). Idem
valor etiam ad (з/с — s) Ж/V + kf — zkk
+ k — Am + m reduci potest, quae expressio,
ad vsum quidem minus idónea, protinus mon-
strat, C vt par est certo euadere integrum.

Ex. Pro т: = 19, fit' 4« = 49 + 27, vnde
3fc _ a = + 7, A = 5, С = |(6 + 57) = 7

et aequatio qüaesita x* + xx — Qx — 7 = о
vt sup"ra (art. 351). — Simili modo pro n =^
7, 15, 51, 57, 45> 61, 67 valor ipsius k erui-
tur resp. ï, — ï, 2, — 5, — 2, ï) — ï, vn-
de С = ï, — ï, 8, — ii, — 8, g, — 5.

Ceterum etsi problema in hoc art. solutunl
satis ihtricatum sit, tarnen id supprimere nolui-
mus, turn propter solutionis elegantiam, turn quod
variis artiiïciis in vsum vocandis occasionem de-
dit) quae in aliis quoque quaestionibus insigni
cum fructü adhiberi poteruiit.

fcuFerri poteit, quum ab tlectîonè radiei5 priraitinte g pett-
deat, ita vt pro aliii radicibns primitiuii differentia if —С
goiitiua euadat, pie alii« uegatiua,
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559- Disquisitiones praocc. circa inuentio-
nem aequationum auxiliarium versabantur: iam
de еагцт solulionc proprietatem magnopere in-
signem -explicabimus. Constat, omnes summo-
rum geometrarum labores, aequationum ordi-
nem quartum superantium resolutionem genera-
Jem, siue (vt accuratius quid desideretur defini-
am) A F F E C T A R V M REDVCTIOTv'EM AD PVRAS, inue-
niendi semper hactenus irrites fuisse, et vix du-
bium rnanet, quin hocce problema nbn tarn
analyseos hodiernae vires superei, quam potius
aliquid impossibile proponat (Cf. quae de hoc
argumento annotauimus in Dcmonstr. nouu etc.
p. 22). Nihilommus certum est, innumeras ae-
quationes affectas cuiUsque gradus dari, quae ta-
lem reductionem ad puras admittant, geometris-
que gratum íore speramus, si. »ostras aequationes
auxiliares semper hue referendas esse ostenderi-
mus. Sed propter amplum ambitum huius dis-
quisitionis, praecipua tantum momenta, quae ad
possibilitarem ostendendam necessária sunt, hoc
loco tradimus, vberioremque tractationem qua
hoc argumentum perdignum est ad aliud tempus
differimus. Praemhtendae sunt quaedam obser-
uationes générales circa radices aeqd. x* — l
= o, quae eeim quoque casum. complectantur,
vbi e est numeras compositus.

I. Exhibentur hae radices (vt ex librîs éle-
k P . k P

mentaribus notum est) per cos— + í sin —,.' r e e
vbi pró k accipiendi sunt e numeri o, i, 2, 3 ...
e — i, aut quicunque alii his secundum modu-
lum e congrui. Vna radix, pro k = o aut ge-

Ss 5
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neraliter pro k per e diuisibili fit = ï ; cuiuis
alii valori ipsius k radix ab l diuersa respondei.

hP kP A
IL Quum sit (cos — + i sin — ) =

cos - -- - + ' г sin --- , patet, si R sit radix ta-

lis quae respondeat valori ipsius k ad e primo,
in progressione R, RR, A* etc. terminum 0"""
quidem esse = L , omues antecedentes vero ab
ï diuersos. Hinc statim sequitur, omnes e quan-
titates l, Д, ЛА, R* ... R" ' inaequales esse,
et quum manifesto omnes aequationi лт" — г
= о satisfaciant, exhibebunt omnes radices hu-
ius aequationis.

III. Denique in eadem suppositione aggre-
gatum ï + AA + А г л . . . + R\—1) fit = o,
pro quouis valore integro ipsius \ per e non di-

t — Ä*°uisibilij etenim est = - — -нг-? cuius fractionis

numerator fit = o, denominator vero non = о.
Quando vero л per e diuisibilis est, illud aggre-
gatum manifesto fit = e.

Sit, vt semper in praeec., n numéros
primus, g radix primitiua pro modulo ß, atque
« — l productum e tribus integris positiuisî
breuitatis caussa disquisitionem ita statim insti-
tuemus, vt etiam ad casus vbi « aut y = ï pa-
teat ; quando v = l, pro aggregatis (y, i)T

(y ,^ ) etc. radices f i ] , [g-] etc. accipere oporte-
bit. Supponamus itaque, ex omnibus * aggrega-
tis Cy terminorum cognitis (6^,1), (€5,, g-),
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', ê£)- . .(6y, £**"') deducenda esse aggre-
gata y terrainorum, quod negolium supra ad
aequationem affectam €" gradue reduximus, nunc
vero per pura m apque altain absoluere docebi-
ïnus. Ad abbreuiandum pro aggregates (j-, ï),
(>",£"), О, £*")••'-.(У» S-**'"), quae sub (S*,
ï) contenta sunt, scribemus a, b, c . . . m resp.;
pro his (>, g), (y, g'*4- ' ) . . . ( > , g^-«4-')
sub (Éy, g-) contenus resp. a', b1 . . .m1; pro his
(>,ь^-), (^^^^---С^,^'"^9) resp. Я",
b '>. . .m" etc. vsque ad ea quae sub (Су, á"*~x)
continentur.

I. Iam designei Л indefinite radicem ae-
quationis x — 1 = 0, supponamusque ex euo-
lutione potestatis É"° functionis t = a + Aí» +
RRc... + Â""1/» oriri per praecepta art. 545.

N + Aa +Bb +Cc ... + Mm
+ A'a1 f J3'i' + CV . !. -b M'm'
+ ^"a" + £"£"-}- C"c" ... -j- M"ffi"
+ etc. = Г

vbi omnes coefficientes N, A, JB, ̂  etc. erunt
functiones rationales iritegrae ipsius R. Suppo-
v»„„» _«.: i._„•«._ •— /=ub j т r

. uppo-
ttantur etiam potes'taLes £'до duarum aliarum fun-
ctionum u = Rsa ,+ Rb + RRc... + R*-*m,
w = b + Rç + R"d ... -h K'-*m + Л"-ха
resp. euolui in £7 et í/', perí.picieturque facile
ex art. 350, quum u1 oriatur ex t commutando
aggregata д, b,, с .^. от resp. çum b, c, d „.. ÖT,
fore С/' =

Ss 4



..v + АЪ +БС -f cd, :.. + Ma
+ А'Ъ1 + В'с< -f- C'a' ... + M'a'
+ А'Ъ11 + B"c" + O'd" ... -f М"д"
-J- etc.

Porro patet quum sit и — Ru1, fore £7 ^
R*U', quare propter R" = i coëfficientes cor-
respondentes in U et £/' aequales erutuj denique
quum í et u in eo, tantum différant, quod a in
í per vnitatenij in и per Â0 multiplica t ur, fa-
cile intelligetur, omnes coëfficientes correspon-
dentes (i. e. qui eadem aggregata multiplicam)
in T et U aequales esse, et proin etiam omnes
coëfficientes correspondentes in T et U'. Hinc
tandem colligitur A ==. Б = C ele. = M; A!
=. В1 == С' et;c,, A11 = Л" = С" etc. etc., vn-
de Г reducitur ad formam talem N -j- ^(»y, i) -f
^(°7,g-) + ^"(fy, g'g) etc., vbi singuli coëfficientes
j?V, A, A1 etc. sub formam talem reducere licet
рА ?~*+ГА ?~Ч P"R°~3 + etc. iU vt /?, )u', ^"
etc. sint nymeri integri dati.

JI., Si pro R accipitur radix déterminât»
aequatiònis x^ ^- i =. o (cuius solutionem. iam
haberi supponimus), et quidem talis cuius nulla
inferior potestas. quam C"1 vnitati aequalis est,
etiam T quantitas determltiata eritr ex qua t per
aequationem puram f — T = o deriuare licet.
At quum haec aequatio C radices habeat, quae
erunt í, Aí? RRt ' - . .R«-rí, dubium viderí potest,
quamnam radiçem adoptare oporteat. Hoc vero
prorsus rbitrarium esse, ita facile apparebit.
Meminisse oportet, postquam omnia aggregata



terminorum determinate Mnt,radicem [ï] eatenus
deimitam esse, vt aliqua ex £y radicibus in

(îy , ï) contenus hoc signo deriotari debeat,- et
perin omnino arbitrarium csse, quidnam ex C ag-
gfegatis ipsum ( fy , ï) constituentibus per a desi-
gnare veumus. Quodsi iam, aliquo aggregate de-'
terminato per a expresso supponatur fieri f = $£,
facile perspicietur, si postea aggregatum id, quod
^odo. designabatur per b, per a deriotare lubear,
ea quae antea erant c, d ... a, b nunc fieri
b, c . . .m , a, adeoque valorem ipsius t nunc

*= -_ = $дг~1. Simili modo si per a id

aggregatum exprimere placet quod ab initio erat
c, valor ipsius í fiet ^== 2^»-*^ et ita porro í
Cuicunque quantitatum 2} 2/?»-1, ЖД«-* etc.aequa-
lis censeri potest, i. e. cuilibet radiei aequ. x* —
f = o, prout aliud aliudue aggregatum sub
(£v, l) contentum per (y, ï) expriessum sup-
$>onatur., Q. E, D..

Ш. Postquam quantitas í hoc modo deter-
*ninata est, ç— i alias inuestigare oportet, quae
ex t prodeunt, si in eius e,xpressione pro R suc-
Çessiue RR, R3, R*. . .RS siibstituuntur, puta
t1 = a + RRb +. R+c . . . + R*ç-*m, t" = a
+ R3b + R6c . ..+ R**- »щ etc. Vitima quidem
iam habetur, quum manifesto fiat = a + b. +,
c .... ^ те ==;. ( f f y , i); reliquae vero .sequenti

erui possunt. Si per praecepta art. 545,
modo vt í? antea in I, prpductum fi^1*}.*

eUoluitur, probabitur per methodum praecedenti
prorsus analogam, quod inde prodeat ad lor-

talem 9Î + 2 t ( f f v , O + ^'(Ь"У, §) +



2í"(?y, gg) etc. = T1 reduci posse, íta vt 97,
3í' etc. eint functiones rationales integrae ipsius
adeoque P quantitas nota, vnde habebitur

7*'íí
= —^. Prorsus eodem modo, si ex

tione product! ia-sf» prodire supponitur
haec expressio sitnilem formam habebit et
ex eius valore noto deriuabitur í" per aequatio'

y//il
nem t11 = — —-} perinde t"1 per aequaüoneö1

talem inuenietur t1" = -~- îta vt T'" sit quaö'

titãs nota etc.

Haec methodus non foret applicabilis, # '
fieri posset í•== о, vnde etiam esse deberet *
= T — T'i etc. = o; sed probari potest hoc
esse impossibile, etsi demonstrationem proptef
prolixitatem hoc loco supprimer^ oporteat. —'
Daqtur etiam artificia peculiaria per quae fra'

T1 T"ctiones —-, -rf etc. in fimctiones rationales inW'

gras ipsius R conuertere licet j nee non method*
breuiores pro eo casu vbi л = i valores ipsaruß1

í', t11 etc. eruendir quae omnia hie silenüo praß"
terire debemus.

IV. Denique simulac f, t', f" etc. inuenta«
sunt, habebitiu' statim per'obs. Ill art. praec. t ^
t1 + i" + etc. = ^a, vnde valor ipsius a noWs

erit, ex quo per art. 546 valores omnium reli'
quorum aggregatorum •/ terminorum deriuari pó*'
erunt. — Valores ipsorum &, c, d etc. etiam peí

aequationes sequentes elici possunt, quarum rati°
euiuis attendeati facile patebit: (b = S*~*t ^
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+ R'-'t" + etc., fc = R*;-?t± Д*°
/< etc., Êtf = R*Z-*t + R^~6t ' + etc. etc-

Ex magno numero. obseruationum ad dis-
feitionem praec. peitinentium hie vnam tan-
*ЧЩ attingimus. Quod attinat ad solutionem ae-
Jviationis purae x^ — Т = o, fafrile patet, Т
^ -plerisque casibus valorem imaginarium P. +

VÍQ habere, vnde ilia solntio partira a sectione

i'cuius tangens = p) partim a sectione

(vnitatis ad \f(PP + QÇ)) in ff partes,
Vt constat, pendebit. Vbi valde mirabile est
(^uod tarnen fusius hic non exsequimur), valorem
lPsius $f(PP + QQ) semper rationaliter per quan-
'•'tates iam notas exprimi posse, ita vt, praeterextra-

radieis quadraticae, ad solutionem sola se-
anguli requiratur, e. g. pro f = 5 sola trisectiö

i, quum pro plerisque aliis aequationibus cu-
quarum radices omnes reales sunt, simul

i et rationis trisectiö euitari nequeat.

Tandem quum nihil obstet, quo minus sta-
luamus * = ï, y = ï adeoque С = n — i :
^anifestum est, solutionem aequatibnis x" — г

о statim reduci posse ad solutionem aequa-
purae n — ï" gradus x"~ l — Г = o, vbi
radices aequationis x°~ ' — 1 = 0 determi-

Vnde adiumento obseruationis modo fa-
colligitur, sectionem circirii integri in n par-

requirere 1° sectionem circuli integri in n — ï
tes, 2° sectionem alius srcus,qui ilia sectione

"eta construi pofest, in и — i partes, 5° ex-
raetionem vnius radieis quadraticae, et quidenj'

°stendi polest, hanc semper esse *fn*



-r- 652 —

561. Superest vt nexum inten radices-^

atque functiones trigonométricas angulorum •£'

2P J.P (H — l) P .. . '• l«4 — , — ... -- — auhuc propius t

mur. Methocliis quam pro inuemendis
bus, Л exposuimus ita comparata est, vt
incertum relinquat (nisi tabulae sinuum inter 'a'
bofem ita vt supra diximus consultae
quod tamen minus directum. foret),
radices singulis ЦДз angulis respondeant i. fr

P Pquaenam radix sit = cos --- h i sin —,

== cos — + г sin — etc. Haec vero
ft и

facile discutitur, reflectendo, cosinus
(n — г) P . , ('r-, — , — . ..- --- — continuo, decrescere (*« . ' и 7 n aw

quidem etiam signorum ratio habeatur)^ sin|J
! (n-l)P (n — "omnes positiuos esse; ângulos^ --- — ,

(и— -з.\Р (n+\}P , .- -- í — . . . - ---- — vero eosdem resp. cosinus
H 2И Г

bere vt illqs, sinus autern negatiuos cetenim
gnitudine absoluta sinubus Щогит aequales.
re e radicibus Л duae istae, quae partes reales tf13'
ximas (inter se aequales) habent, respondebui1

anguus —, - ---- —, et quidem priori ea *"

quantitas imaginaria г per quantitatem positiuai11'
posteriori ea vbi г per quantitatem negatiua1

multiplicata, est. Ex n — 5 reliquis
istae rursus quae máximas partes reales '

angulis — , --- respondebunt et sie
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Simulac ea radix cui angulus — respondet

est, eae quae angulis reliquis respondent
inde distingui poterunt, quod, si ilia sup-

ъР -\P лР
P°Uatur esse ==, [l] angulis — , -- , — etc.

Manifesto respondebunt radices [31], [5*], [4л]
e'c- Ita in exemplo art. 553 illico videtur,
4tlgülo ~-P aliam radicem respondere non posse
'toam haric [11] anguloque -™P radicem [8]$
J^iüter angulis /9P, ЦР, ^P, ?£P etc. respon-

eöt radices [5], [16], [14], [5] etc. In exem-
p° art. 554 angulo 3УР manifesto respondei radix
^}> angulo Yi-P haec j>] etc.. fïoc itaque modo
c°shius et sinus angulorum — , — - etc. pleue

erunt. -

562. Quod vero attinet ad reliquas functio-
es trigonométricas horum angulorum, possent

*ae quidem e cosinubus et sinubus respondenti-
^ per methodos vulgo notas facile deriuari,

P^ta secantes et tangentes, diuidendo. vnitatem
sinus per cosinus,- née non cosecantes et

^tangentes, diuidendo vnitatem et cosinus per
Sed commodius plerümque idem obti-

adiumento formularum sequentium absque
per meras additiones. Sit <•••' angulus

ex his £, ^ . . . ̂ ^l atque
C0 я ' я и ч

°SM 4- z'sin* = R, vnde R erit aliquà e radiei-
b^ o, cos« = l(R + t) = £±*Л, sin« =

(A - i) = Д Ншс fît sec« =
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»(Л Л—i j

zR id— XR) zRi
-™r, tone« = -rqrta-S cosec« = JR-^?

cotang« = ~i'-o~ — • lam numeratores harutfi_
• 'quatuor fractiouum ita transformare ostendemus,

vt per denominatores diuisibiles euadanl.

I. Propter R — Л'"1-1 = Л»'4-'1,' fit' 2 J!
= R + JS*""HI

> quain expressionern per ï -f
RR diuisibilem esse patet, quuin n sit numerus
impar, lïinc lit sec» = R — Л4 + R* _ j?7 ...
+ А2""1 , adeoqu^ (quum. propter sin» = sm;2n —
l)^, sin3.v = . — sin4i2« — 5)« etc. manifesto fiat
sin« — $1115«, + sin5u. -..+ sm(3« — ï)*- = o), sec«»
= cosa» — COS3« + cos-ju . . . + cos ( an — г)*,
sine land urn, (quoniam. cosw = cos(a« — i)a»,
срез» = cusfa/i — 5)0 etc), = 2(cosa> — coss»
+ cos5«... ip cos(rt — s)«) + cos/z«, signo
signo superioi'i vel inferior"! valente prout n est
formae ^.k + ï vel 4/; + 3. Manifesto haec
formula etiam ita exliiberi p'otest

SeC« = .+ ( 1 — 2COS2M + 2COS4a< ...'+.

acus(« — ï)«)-

IT. Simili modo substituendo ï — д
pro ï — RR, prodit tang» = z(i — RR.+
R* — R* ... — Л*п), siue (quoniam ï — Ля"
— о, ЛД — Д*п~* = azsinaa, .Л* _ Л»—*

etc.),

tang« = a (sin 2 « — sin4'<) + sinoa . . •
~+ sin ( n — ï ) a ).

ПГ. Quum habeatur ï + AT? + R* . . .
A»-» = о fit тг = n — ï ^-
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••. -f (ï — Д*"~» ) cuius aggregati partes sin-
gulae per ï — RR sunt diuisibiles. Hinc

(1 + RR + R)

... + (l + ÄÄ + Ä 4 . . . + Ä*-4) = (л _ 1)

•f (и — а ) А Л + (« — 5 ) Ä 4 - - - + Л*"'4;
Huocirca multiplicando per a, subtvahendo о =
(л — l) (l + RR + Â4.... +' Â»"-3) rursus-

lUe per -Й multiplicando fit -- „ff = (« —

l) R + (я — 5)Ä» + (л — 5)^ s . . .— (л
,к_ 5)Ä* n- 1 — (n — 1)Л*-*, vnde proúnus
deducitur casée» =í((« — i) sin« -f- (и —
5) siri5« ... — (« — i) sin (а/г — i)") ==

n ( ( n — ï ) sinw + ( n — 5 ) sinj i. — etc. +
a«in ( n — 3 ) » ) , quae formula etiam ita exhi-
beri potest

cosec« = — ~
ösiriöw... + (n — i) sin(» —

IV. Multiplicando valorem ipsius — = — ̂ -5

supra traditum per i + RR et substrahendo o
%= (n — i) (i + RR + Д*.. . + 'A»-»),

•Ь (/г _ 6)Аб _____ (тг _ 2)Äan-*, vnde sta-
.sequitur cotang« = Ä ( C r a — 2) sbi2e + («
4) sin4'j + (« — 6) sinö».,. _ (/ï — s)
n — -a)*) = f i ( (n — 2) sina» + (n
4)
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l) ce), quam. formulam etiam hocce modo exhi'
bere Ucet

cotangw = _>. ?(simi + ssins». . . + ("
— 2) sin (n — 2)^).

563. Quemadmodum, suppotieúdo n — г

= e/, functio X m e factores / dimensionei^
resolui potesr, simulac valore« omnium e aggrß'
gatorum f terminorum innotuerunt (art. 548 ):

ita tunc etiam, supponendo Z = o esse aequâ-
tionem n — l'1 ordinis euius radices eint sinu*
aut quaelibet aliae functiones trigonometricae

P zP (»-г)р . ..
aeffulorurn —, — , — • - , íunctm Z m 00 n n n
factores / dimensionum resolui poterit, cuius rei
praecipua momenta haec sunt.

Constet ft ex e periodis f terminorum hís
(Д i) = P, P', P" etc., períodusque .P e ra-
dicibus [i], [a], [b], [c] etc.; P1 ex his [a*], [b<]i
[c1] etc.; P11 ex lus [a11], [b"], [c11] etc. etc. Rtí'
spöndeat radiei [i], angulus «-, adeoque radiei'
bus [я], [ô] etc. anguli ß», Ъы etc., radicibus
[и'], [è1] etc. anguli a'», &'* etc., radicibus
[й"]7 [è"j etc. anguli <з"*, й"л/ etc. etc: рсГ'
spicieturque facile, omnes hos ângulos simuí

,. P zP zP (w— i)/
sumtos turn ängulis — , — , — • • • ---b я в ' я и
respecta functionum trigonometricarum *) con''

*} Йос refpcctu duo anguli cohneniunt , quorum différent!*
Vel peri^lieriae intégra« v«l alicui «iui múltiplo »equsl»'
»•t, qu»lei s e c t i n d u i u p e T i p h e T i a m c e n g r u t u v i » '

car* pBiscbiui , si coBgrueiitiam «rnsu al) quantum
iutelligirt luberet»
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uenire. -Quodsi itaque functio de qua agitur per
characterem $ angulo praefixum denotetur; pro-
ductum ex e factoribus x — <r.»>, x — ta« etc,
statuatur ==• Y, productum ex his x — sa1», x
-- фб'» etc. = У', productum ex his x — <îa"af

a; — фо"» etc. = Y" etc.: necessário eiit pro-
<Juctura Y Y1 Y" ... = Z. Superest iam, vt de-
monstremus, omnes coëfficientes in functionibus
У, У', У" etc. ad formam talem A + B(/, ï)

posse, quo facto manifesto omnes pro cognitis
habend! erunt, simulac valores omnium aggrega-
torum f terminorum innotuertmt: hoc sequent»
modo efficiemus.

Sicuti cos« = |[i] + |[ij""'} sin« = —
Я1] + i't1]""1» lta Per art> praec- reliquae quo-
que functiones trigonometricaet anguli » ad for-
mam talem reduci possunt И + S5[i] + 6[i]*
+ 2b[i]' + etc., nulloque negotio perspicielur,
functionem anguli k v tune fieri = "K -f ÍB[AI
+ S[/c]z + £»[A]5 + etc. dénotante k inte-
grum »quemcunque. Iam quum singuli coefficien-
tes in Y sint functiones rationales integrae inua-
riabiles ipsarum <рл>, <рао, фее etc., perspicuura
est, si pro his quantitatibus valores sui substituan-
tur, singulos coëfficientes fieri functiones rationa-
les integras inuariabiles ipsarum [ï], [a], [b] etc.»
quamobrem per art. 547 ad formam À + B(ft

' ï) + С(У? 51) + etc- reducentur. Et prorsus si-
mili ratione etiam omnes coëfScientes in У', У"
etc. ad formam similem reducere licebit Q, E, D,

564. Circa problema art, praec. quasdam
adhuc obsematioues aducimus,

Tt



I. Quum singuli coefficientes1 in Y* sint
íunctionés tales radicum in período P1 (quam =
,(/, a') statuere licet) contentaram., quales functi-
ones radicum in P sunt coefficientes responden-
tes in У, ex art. 547 manifestam est, Y1 ex Y
deriuari posse, si modo v bique in Y pro (f, i^,
-(/» £)» (.fi gg) etc- resP- substituantur (/, û'),
•.(/, ß#), (/, egg-) etc. Et perinde Y" ex Г
<deriuabitur substituendo vbique in Y pro (/", l),
'(/f ff?» C / j f f f f ) etc- resP- (/> e<1)» 'A a"á;)i
;(У, a"gg) etc. etc. Sirauíátque igitur iunctio
f" euoluta est, reliquae Г', Г" etc. nullo negotiö

iinde sequuntur.

П. Supponendo Y = xf — o.xf~T + Сх'~*
•— etc., coefficientes t, G etc. erunt resp. summa

-radicum aequ. Y = o i. e. quantitatum <p«, ф<з»,
-фЬы etc., summa productorum e binis etc. At ple-
:rumque hi coefficientes multo commodius eruntur
-per methodum ei quae art. 349 tradita est similena,
computando sumiriam radicum ã«, ^0», -6« etc.,
summam quadratorum, cuborum etc., atque hinc
per theorema Newtonianum illos coefficientes de-
ducendo. — Quoties í désignât tangentem, se-

(Cantem, cotangentem aut cosecantem adhuc alia
compendia dantur, quae tarnen silentio hic prae-
terimus.

III. Considerationem peculiarem méretur
is casus vbi / pst numerus par, adeoque quaeuis
periodus P, P', P" etc. ex \f peiiodis Ъшошщ
terminorum composita. Constei P c-x his (2, l )
(a, a;, (2, b), (2, c) etc., couuenientque nu-
meri i, a, &, c etc. atque n — i, n — a,
« — 6; n — c etc..simul sumú, cum iais a,/z, b, *
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etc. áut : saltem (quod hic eodem. redit) hissecun-
dum modulum и congmi erunt. Sed est <?(« —s.

superioribus valentibus quoties ç> désignât cosinum
aut secantem, inferioribus quando <p exprimit
ginum, tangentem, cotangentem aut cosecantem.
Hinc colligitur, in duobus casibus prioçibus inter
f actores e quibus compo-situs est Y binos semper ae-
quales, adeoque í* quadratum esse, et quidem T =*
yj, si j ponatur aequalis producto ex x — ф»,
ar — <pa«, or — <?6<? etc. Similiter in iisdem ca-
«ibus functiones reliquae íTy, 2^" etc. quadrata
erunt, et quidem supponendo P1 constare ex (;г,
«'), (3»í"),,(a, £') etc.;P»ex(2, a"), (2, b"),
/•a,«t") etc. etc., productum ex £ — <ра'«, д; —
ç6'û>. x — tpc'ti etc. 'esse = y, pvoductum ex ж
r^ фй"«, x — çb"» etc., = y" etc. erit ^^ '=
yiy^ T" = y<yn etc.; née non etiam functio Z
quadratura «rit (eouf. supra art. 537), et radix
producto ex y, y', y" etc. aequalis. Ceterum. fa-
cile perspicietur, j', y1 etc. perinde ex j deriuari,
vt 1*', 2^" etc. ex ^«equi ante in I dijcimus; née
non singulos coëfficientes in y quoque ad formam
A + B(f, ï) + C(/, ^) + etc. posse, ,^uum
summae singularam potestatum aequ. y = o ma-
nifesto sint semisses potestatum aequ. T = p
adeoque ad 'talem formam redueibiles. — In
quatuor casibus posterioribus autem 1* erit pro-
ductum e factoribus xx — (<р») г , дгл — (0*'")*»
жд; — (фЬ»)л etc., udeoque formae x?-—. Xx/~*
•f ^аг/~4 — etc., patetque coëffîcîentes A, ц* etc»
« summis quadratorutti, biquadratorum etc. radi-
cum Ф», ф», fa », f6» etc. deduci posse ; et sí-
militer se habebunt íunctiones '̂, ^" «te.

Tta
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Ex. I. Sit n = 17, / = 8 atque deágnet
f cosinum. Hinc fit Z = (x8 -b 3*' — J*6 —
^r»" + {~x '• -f is*1 — Ttxx — ?\x -f is*) * > opor-
tetque adeo \Л^ in duos factores quaternoram
dimensionurn у, у resoluere. Periodus P =
(8, ï) constat ex (2, ï ); (2, 9), (a, 15;, (2,
15) Vnde y erit productum e lactoribus x — car
x — ^9<»5 x — <?i 5» -^ — ^'5Ш- Substituendo

— ] pro £ a > , mupiiiiur 4»
= 1(8, ï); (,Ф0)1 -f (
is»)1 = a + т < 8 , r)

summa cuborum = ,(8, ï ) + ï(8, 5), summa bi-
quadratorum = is + •— (8, ï ; hinc per
theorema Newlonianum coëfficientibus in y deter-
minatis prodit y = дг* _ J(8, 1)л:' + í (8, i ^j-1

a.8, 5)^* — 4^8, ï) + 5f8, 5^ + w ((8, ï) +
(8, 3;)j J' vero ex j deriuatur commutando (8,
ï ) cum ( 8 , 5 ) j substituendo itaque pro (8, ï),
(8, 5) valores — | + Í/V» — I — svA/ fit

= o;^ + C j

Simili modo y^Z in quatuor factores binaram
dimensionam reso'ui polest, quorum prunus erit
(x — <pa>) (x? — Ф^4*)! s^^undus (x — *9'")
(л — ф!5«*)7 tertius (x — тз) (x v — Ф5«), quatr
tus (дг — ФЮ») Г л; — Oi j a ) , omnesque coëffi-
cientes in his factoribu.s per quatuor aggregate
,(4, ï) (4, 9b (4» 5 , (4, 1°) exprimi pot-
erunt. Manifesto aulem pruductuin e factor«
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primo in secundum erit j, productuni e tertio
in quartum y1.

Ex. II. Si, omnibus reliquis manentibus,
9 sinum indicare supponitur, ita vt Z == x1"' —sT_i4. i ti» ,.ta sat ,.-0 ï e ï s /^ ,4 ser „e
T-* "r i"6~-c за"-* т т&б"-* — ~~5firx

+ -»о*̂ " — ílb*^ + ""* in duos, factores 8
dimensionum у, У resoluere oporteat, çrit y
productum è quatuor factoribus duplícibus xx —
<«P«)S xx — fi'Ç";1, ^^ — ( « P i S ' l * » ** —
(f 15 )l. Iam quum sit ф^о» = — $i[k] + |z[n
— Â], erit (фА»)1 = — i[aÄ] + ï[/ij — î[a«
«. а/с] = 1 — i[2Ä] — J[2rt — aÄ]; h\nc dp-
ducitur summa quadratorum radicum pa>, ̂ 9*,
^15«, ?>15И haec a — 5(8, ï), earundem biqua-
dratorum summa = \ — ̂ (8, l), summa po-
testatum sexlarum = j —
summa octauarum Ц — iV?(8' x) — îs^8' 5)'
Hino fit У = *' — (a — í(8, 1))лгв + (l _

, О + « / 8 ' 5))*4 - il - /,'8, О +
3 ** т? -

у deriuatur ex у commutando (8, i), (8,3),
ita vt per substitutionem valorum borum aggre-
gatorum habeatur

+ (g ^ 3

Perinde Z in quatuor factores résolu! potest, quo-
Tv 5



rum coëfficientës per aggregate quatuor termino*
rum exprimi possunt, et quidern producturn e'
duobus erit y, productum e duobus reliquis У-

565. Reduxirrius itaque, per disquisitione*
praecedentes , sectionem circuit in n partes, si'n.
est numerlis primus, ad solutionem tot aéquatio-
пшп, in quot factores resoluere licet numerutn
n — i , quarum aequationem gradus per magni-
tudinem factorum determinantur. Quoties itaque

ú — i est potestas numeri 2, quod euenit pr°
valoribus ipsius n his 3, 5, 17, 257, 65557 etc.,
sectio circuli ad solas aequationes quadráticas ré*
ducetur, functionesque trigonomelricae anguloruni
jp nl)

-̂ -, — etc. per radices quadráticas plus minusue

compíkatas (pró magnitudine ipsius n) exhiberi
poterunt,- quocirca in his casibus sectio circuli i*1

n partes, siue descriptio polygoni regularis n 1a"
teium .manifesto per constructiones geométricas
absojui poterit. Ita e. g. pró n = 17 ex artt.
354, 361 facile pro cosinu anguli ~P expressif
haec deriuatur:
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cosinus multiplorum illius anguli formam
lern, 'sinus autem vno signo radicali plus
Riagn'opere sane est mirandum, quod,
iam Euclidis temporibus circuli diuisibilitas
métrica ïn três et quinque partes nota fuerit, n1*
hil fais inuentis interuallo 2000 annorum adie-
ctum sit, omnesque geometrae tamquarn certuffi



pronundauermt, рта éter fflas sectiones easque
quae sponte inde demanant, puta sectiones in 15,
S-l1", 5-2", 15-3" née non in з" partes, nullas-
alias per cortstructiones geométricas absolui pôs*
se, — Ceterum facile probatur, si numeras pri-
mus n sit = зш + i, etiam exponentem m alio*
factores primos quam numerum 2 implicare non»
posse, adeoque vel = r vel = 2 Vßl altiori.
potestati numeri 2 aequalem esse deberej si
eirim m per vllum numerum imparem £ (vnitate
znaiorem ) diuisibilis esset atque m = • Ç», foret
и™ + i diuisibilis per »" + i, adeoque necessá-
rio compositus. Omnes itaque valores ipsius ft, <
pró quibus ad meras aequationes quadrática*
deferimur, sub forma a* + i continentur,- ita
quinque numeri 5,.5, 17, 257, 65537 prodeunt
ítatueridò f = o, J, 3, 5, 4 siue m = 1,2,4,81
l6. Neuttquam vero pro omnibus numeris-sub
Ша forma contenus sectio circuli geométrico per-
ficitur, sed pró iis tantum qui sunt numeri primi.
Fermatius quidem inductione deceptus àffirma-
uerat, omries números sub ilia forma contentos
necessário primos esse; at ill. Euler hann regu-
lam iam pro v = 5 siue m = 32 erroneam
esse, numero 2** -f- i = 4294967297 factorem
641 inuoluente, primus animaduertit.

Quoties autem n — i alios factores primo»
praeter 9 implicai, semper ad aequationes altíores
deferimur; puta ad vnam pluresue, cubicas quando
5 semel aut pluries inter factores primos ipsiu*
n —, i reperitur; ad aequationes cpainti gradu%
quando n — r diuisibilis est per g eíc., ОМЭТОУВ
BIGOBB DEMON5TRARB POSSVMVS, HÁS ABQVATI^NES
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ELEVATAS NVLLO MODO NEC EVITAIU NEC AD INFE-
RIORES REDvci POSSE, etsi limites huius open?
hanc demonstrationem hic tradere non patiantury
quod tarnen monendura esse duximus, ne quis
adhuc alias sectiones praeter eas quas theoria
nostra suggerit, e. g. sectiones in 7, IT, 13, 10,
etc. partes, ad constructiones geométricas perdu-
tere speret, tempusque inutiliter terat.

566. Si circulus in a" partes secandus est,
désignante « numeram priinum, manifesto hoc
geometrice perficere licet, quando 0 = 3, ne-
que vero pro vllo alio valore ipsius a, siquidem
л > ï,- tune enim praeter eas aequationes quae
ad sectionem in a partes requiruntur necessário
adhuc « — ï alias я1' gradus soluere oportet;
etiam has nullo modo nee euitare nee deprimere
licet. Gradus itaque aequationum necessariarum
e factoribus primis numeri (я — г)а а~* genera-
liter (scilicet pro eo quoque casu vbi « = ï)
cognosci possunt.

' Denique si circulus in N = а*Ъ cv... partes
secandus est, denotantihus a, b, c etc. numéros
primos inaequales, sufficit, sectiones in a", b , cv

etc. paries peri'ecisse ( art. 536)5 quare vt gradus
aequationum ad hunc finem necessariarum cogno-
scantur, factores primos numerorum (л —
О«"", (Ъ — 1)ЬС."> (c—.i^y- 1 etc., siue
quod hic eodem redit producti ex his numeris
coiisiderare oportet. Obseruetur, hoc productura
expiimere multitudinem numerorum ad N pri-
morum ,ipfoque minorum l'art. 58). Geome-
tiice itaque sectio tune tanturamodo absoluitur,
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quando hic numerus est potestas binarii; quando
vero factores primos alios quam 2 puta p, p'
etc. implicai 5 aequationes gradus p", p'li etc.
nullo modo euitari possunt. Hinc colligitnr ge-
neraliter, vt circulus geometrice in N partes di-
uidi possit, N esse debere vel <z aut altiorem
potestatem ipsius 2, vel numerum primum for-
mae zm + i, vel productum e pluribus huius-
modi numeris primis, vel productum ex vno tali
primo aut pluribus in 2 aut potestatem altiorem
ipsius a; siue breuius, requiritur, vt ./Vneque vl-
lum factorem primum imparem qui non est for-,
mãe зт -f i implicet, neque etiam vllum facto-
rem ptimum formae 3m + i pluries. Huiusmo-^
di valqres ipsius N infra 300 reperiuntur hi 58 :

», 5, 4, 5, 6, 8, io, ia, 15, 16, 17,20,34,50,
32,54,40» 48,5i,6o, 64, 68, 8o, 85, 9б> юз,
I2o,,ia8, 136, 160, 170, IQ3, 204, 340, 255,
»56, »57, 27».
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ADDITAMENTA.

art. 28. Solutio aequationis indeterminatae
,*# = by +_ ï non primo ab ill. Eulero (vt il-
lic dicitur sed iam a geometra 17™' saeculi Ba-
chet de .Meziriac, relebri Diophanti editpre ei
commentatore, perfecta est, cui ill. La Grange
hunc honorem vindicauit (Add. à l'Algèbre d?
Euler p. 525, vbi simul methodi Índoles indicata
est,. Bachet inuentum suum in editione secunda
libri Problèmes plaisans et délectables qui. se font
par les nombres, 1624, tradidit; in editione pri-
ma (à Lyon 1612;, quam solam mihi videre
licuit, noiidum exstat, vemmtamen iam annun-
ciatur.

Ad artî. 151, 296, 297. 111. Le Gendre,
àernonstrationem suam denuo exposait in opère
praedaro Essai d'une théorie des nombres p. 214
eqq., attamen ita, vt nihil essentiale mutatum sit:
quamobrem haec methodus etiamnum omnibus
obiectionibus in art. 297 prolatis obnoxia manet.
Theorema quidem (cui vna suppositio innhitur),
in quauis progressione arithmetica Z, l + A, l + stk
etc., numéros primos repenti, si ft et Z diuisorem
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coïMMtmnem non habeant, fusius in hoc opère
consideratum est p. 12 sqq.: sed rigori geométri-
co noudum satisfactum esse videtur. Attamen
tune quoqtie, quando hoc theorema plene de-,
monstratum erit: suppositio altéra eupererit ;(dari
numéros primos formae 4/z + 5, quorum non
residuum quadraticum sit numerus primus datus
formae 4 7 1 + 1 positiue suiritus), quae an rigo-
rose demonstrari póssit, nisi theorema fundamen-
tale ipsum iam supponatur., néscio. Ceterura
obseruare oportet, ill. Le, Gendre hanc poste^io*
tern suppositionem non tacite assumsisse, sed
ipsum. quoque earh non dissimulauisse, p. 221,

Ad ant. 288 * «295. De eodem argumento^
quod hic tarnquam applicatio specialis theoriae.
formarum ternariarum exhibetur, et respectu
rigoris et generalitatis ita absolutum esse. vi«Jetur$
vt nihil amplius desiderari possit, ill. Le Gendre
in parte III operis sui p. 321/^400 (disquisitio-
nem multo ampliorem instituit *). Principias et
methodis vsusvest a nostiis prorsus diuersis: arta-
men. hac via compluribus diffîcultatibus implicatus
est, quae effecerunt, vt theoremata palmaria de-
monstratjone rigorosa munire non licuerit. Has
difficultates ipse candide indicauit: sed ni falli-
mur hae quidem facilius forsan aufevri poterunt^
quam ea, quod in hac quoque disquisitione the-
orema modo memoratum (In quauis nrogressione

*) Vel xobis non moncntibaf lector«* cauebnnt, ne nottrai for»
jnai ternárias cum «o, quod ill. L« Gendre f o r m » t r i-
n a i r e d 'un n o m b r « dixit, confunA&nt. Scilictt pic
h«?ic »xpicssioflem iadicftuit d«con»gojítioneia joumtri in ЫА,
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arithtnetica etc.) suppositum est, p. 571 annot
in une.

Ad art. 506 VIII. In chiliade tertia deter-
minantium n^gatiuorum reperti sunt 37 irregulä-
res, inter quos 18 habent indicem irregularitatie
u^ et IQ reliqui indicem 5.

Ad eundem X. Quaestionem hie proposi-
tam plene soiuere nuper successit, quam disqui-
sittonfin plures partes turn Arithmeticaè sublimi-
ons turn Analyseos mirifice illustrantem in con-
tinuatione huius operis tradernus quam primuna
licebit. Eadem docuit, coëfficientem m in-art
504 p. 504 esse = y = 2,5458847616, dési-
gnante y eandem quantitatem vt in art. 302, et
ir vt ibidem semicircumferentiam circuli cuius
radius l.

In regulam art. 256 IV error irrepsit, qui vt;
•mendetur, in linea pen. p. 594, pro Ambi...
, Anabt . . . • т , , .
legatur -T-jr-s—j et ш linea vit. verba turn si

v .ç= о, turn, in 1. prima et secunda p. 395 vero
baec » > o simulque deleaiitur.
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(o)..op; (i)..i8; (2)..36; t3)«»7*i (4)--45
(o).,076923; (ï)..461538.
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Errata Typographîca.

P. a. 1. ç a calce pro dji* \. ï-~d. p. 4.1.2Om m •
pro A)) \, AB. P. 6. 1. ig factores too et c quof
ïuhgere oportuisset separat! sunt. Siomiter al i is p^e-
sim locîs. P. 1.6. 1. vit pró f U'Er. P4 *6 I. penult,
literae «e et Я commatt separentur. P. 19 1. 3- a. c. 1.

———. P. 20 1. 3 pro »и 1. ». Ibid 1. 16 pro Зол'
то • .

1. 38*'. P- 22. I. 10, 12, 10 et 20 pro JÍV 1. í», f AV.
' . C.C _. , " ЛЯС . ЛЯС*
Ib. 1. 1C pro -r 1. —. Ib. 1. 21 pro 1. —v— . s

P. 31 L 20 1. qtJV, $P, R 33 I. 18 pro -JÏÏ \. — >M.
P. 38. 1. pen. 1. incongrues. P. 39. 1. 18 deleatur de-
beri. P. 40 1. 24 1. Comm< мои, p. 43 1. ю incon-
,gruae. Ib. L 22 pro praec. 1. 45. P. 48.-1. 3 pre
f i factores l. factores nwrneri p — í. P. 52 •!• Ц
pro ZI 1. ~. P. 55 l- 9 pro - 1. f. P. 59 '• i? ^
et V"^^ Ib- 1-25 Ь **• ?:6ol. 5l. posteriorifi..P.62l.5l.
Vnusque valor.Ib. 1.7l.y^1 hi: i t r , rr... Ib. 1.13pro

.vnitati 1. ipsi A. P. 65 L 3!. etiamÉ» ~ ï per -v P. 69

1. 4 a. c. in fractionis numeratore pro f \ . ' f — ï. P.
70 1. 16 i. elegimus. P. 78 L 17 pro p 1. p — i»
P. 82 I. 13 L x* = j. Ib. 1. 20 pro p'~r 1. Я' ~ I.
P. 83 !. 20 1. mod. ?"+-*. Ib. 1. vit. pro t 1. e. p.
84 1. 6 pro indeterminatum 1. integrum. P. 85 1. 4 et ,
7 a calce pro /и 1. я. Р. 88 1. ï? pro m | i t. m f 2;
P. "89 1. 3 pro f 7 l- t 5 aut 8« f 7- P- 9» L б а. с.
pró -f(«-!)* 1. (%т-1)*, Р. 93 arfc. 95 cum ргаесе-
dente vniatur, ntimerusque 95 sequenti praeponatur.
P. 97 1. 8 pro 95 1* 96. P. 99 1. 7 pro к 1. m. P.
loo I. 8 a. c. 1. ipsius p". P. loi I. 3 pro 2« f i 1.
« t i- P« 105 I 8 a. c. 1. Sect, praec. P. 107 h i 1.
numerorum- primorum. P. 108 inter I. penult, et vit.
exciderunt haec : 4» ' f i ;' impar quando p est formae.
P. ni 1. 7. insere numerum 43. P. 119 1. 13 1. non-
residunm impar. ^ P. 120 1. 17 1. numerorum imparium.

Uù a



P. 133 1. 6 I. nnmeri qui ipáius 7. Ib. 1. 7, б et 5 а. с.
pro (д»-а)» í. (a* i a)*. Ib. 1. vit pro ï 1. ~ ï, P. 124
I. let 2 pro — 1. f. P 126 I. 10 1. Praemittimus. Ib. 1.
13 pro idem 1. tadem. P. 127 l 3 a. c. 1. и — Ae t /.
P. 1281. vit. dele (U et. P. 1301.7et 8 proa~rrl.b-rr.
P, 131J. jl factor primus débet esse „Vi/ P« Т33 l-
vit. pro a l. b. P 134 in theor. 14 sigoum superius débet
esse f, inf. —. P. 140 1. 3 pro f A 1. — A et pro
— A 1. f yi. P. 146 l 17 pro я' 1. p et pro p J. я'.
P. 148 1. 3 a. c. 1. — pRh. Ib. 1. pen. 1. sequitur. P.
355 l- 32 pro primorum 1. priorum. P. 161 1. ï I. xx —
•A contentorum impar est, B quoque in forma non di-
nisorum contentas erit. P. 166 1. 4 pro comperti

• 1. experti. P. 168 1. 9 pro » 1. /. Ib. 1. vit. pro
t/W" i. ц'т1. P. 170 1. 4 pro x — I. y •=. P. 174
1. 14 pro f y' 1. — y1. P. 177 in aeqn. 9 ante par-
«nth. exdtdit factor D. P. 183 fin. in valoribus 2 et 4
ipsarum x et y signa f mutentur in —. P. 186 1. 4 pro
f ос 1. -- be. P, 187 1. 6 pro Стц 1. CV. P. 188 1. pen.
pro 8 1. 7. P. 189 I. io pro &' 1. -- S'e. P. 192 1. n pro
ftm' 1. r'tn1. Ib. 1. 15 1. tt', >', *»', »'. P. 194 1. 13 pro
tt'b 1. m'b^ linea sq. vero pro m'b 1. n'b. P. 1951. 3 a. c.
fto mb L кЬ. Ib. 1. pen. pro не L nb. P. 204 1. io pro
î> 1. <;. P. 205!. 19 et 20 1. externi. P. 207 1. ï pro a,

'a', a" L a', a", a"1. P. 210 1. 9 pro q 1. и. Р. 213
1. 6 post adeoqite insere haec forina, Ib. 1. 7 1. .(dra»
tti, ±-2). Ib. I. 12 pro ï 1. 2. P. 221 1. 6 1. 73 ~ 25
t 48. P. 222 1. 2 pro /Z) 1. /Z7 f J5. Ib. 1. ii pro
a 1. a'. P. 323!. 2i pro < С 1. £> СР. aas !• 9 pro Д
1. fr. P. 327 1. i8 pro a 1. -- a. P. 228 1. 3 et a
«, c. pro ±:5, ~i5, ±15 Ь ч^5> ±:i5» ^P5. P- 232
1. 5 pro b 1. í'. Ib. 1. 6 pro b f é" 1. b" f i'". P.
a33 l- 4 forma prie» débet esse (i, 8, ~ 15). P. 237
1. 12 pró --"« 1. —'* Ib. I. 13 pró —'"a. 1. --"«. P.
340 1. li verbnm contra ponatur post semicolon. P.
241 1. з pro inm 1. mm1. P. 242 in aequ. 5 pro aA*
1. a'A t in aequ. 6 pro я'Л 1. и'A'. P. 253 1. 4 pro
^r 1. ±r» P« 260 1. pen. pro m 1. ». P. 261 1. 8 pro
*'uu L яя'ии. Р. абз 1. 12 et 13 pro hac, ilia 1. hiSi
iliis. Ib^ 1. 4. a. c. pro д' 1, a. Ib. 1. vit, pro л 1.



e'. P. 263 1. 9 1. U vero fit —Ч*, 2, 7, e, 2] í±=
f[2, 7, 2, 2, ?]. P. 272 l, I/ pro «X f l- « ' f . P. 278
1. li 1. non primus. Ib. 1. 14 pro t 12 1. — 12 Ib.
1. 2!i pro — 12 1. f 12. IB. 1. vlL pro f 1. —. P. 279

1. 6 Pro — 1. t- P- 280 1. 22 рГО Г 1. 3- P.' 282 1.

1. 16 1. (я, b, c). Ib. 1. з а. с. pro 2Ô«£í 1. aèaví1 et
pro 2*^1. 2yí. P. 284 1. з pro™ 4 1. i 4. P. 297
1. 7 pro í) — 1. у — Ib. l is 1.•' quos. P. 299 1. 13
et 15 pro &z 1. иг; ib. 1. 14 et 1C pro ys 1. g*, p.
300 post lineam 5, iterumque 1. 7. post verbum numero
insere f(bb — ас)* —. P. 307 1. 3 et bis in 1. 5 pro
/1. mf. P. 319 1. ii a. c. pro turn si 1. si Шт. Р.
328 1. 17 pro 27 l. 23. P. 335 1. 8 pro 9 1. -- 9. P.
347 b 5 РГО q11 1. ?'". P. 348 l- 5 pro q'q1 1. p'q'
et 1. 6 pro f?" 1. p"q". Ib. 1. 20 l, k zz ï. P. 3601.
ii, 12 pro n9t, n'9î 1. «9Î,.«'9Î. Ibid. in valore ipsius
(5, 8) muta » in f. P. 361 I. 20 pro pq' -- qp' l. pgr' —
qp'. P. 363 1. з pro g 1. g'. P. 366 1. ï pro p1" 1. sp'»..
P. 371 1.7ac. pröfP'l. — ф'. P. 38ol.7.ac. pro mm'L
mm'. P, 3811. ï post verbum formam insere ex f', g' cotn-
fositam. P. 3871. 20 pro quatuor 1. très. P. 388 1.12 prô
W1. W1. P. 389 1. 7 a с. pro Л 1. АА. P. 390 1. 51.
В est 'vel о vel \A. Ibid. 1. 9, " et 12 pro al. a —
%j, et 1. 10, n et 13 pro cl. с — q—~-. P. 394 1. 16

pro a» 1. 2r. P. 399 1. 2 pro 869 1. 867. Ib 1. 12 post
classium insère proprie primitiuarum, P. 406 1. n a c.
pró expressos 1. expressio. P. 408 1, 9 pro omnium eha-
raçterem 1. multitudmis omnium characterum. P. 410 1.
4 pro Я' 1. I H1. P. 415 1. 5 a с. pro -fc zRp 1. - zRp.
P. 416 1. 13 pró p 1. — p. Ibid post 1. vit. omissa sunt
Ьаес : 4» f ï, hoc statim sequitur ex VIII í si vero q est
förmae. P. 419 1. 8 а с. pro determinantes 1. characteres.
P. 420 1; 9 а с. 1. vel 3, 4, vel 3, 8, vel 7, 8. P. 430 1.
13 pro substitutionis ; Si 1. substitutions S; P. 437 1. ax
post certe insère vet infra. P. 442 in forma /' pro 4 I.
— 4. P. 444 1. il et lo a c. deleantur signa negatiua.
P. 453 1. 6 pro .A 1. %*P«|58 1- ï7 L quae forma ad-,
iuncta erit ei, quae oriturera P. 463 1. 17 et 18 pro 44
1. 39. P. 471 1. 2i pro semicolo scribe comma. P. 477 1.
3 a c. pro - 11. ï. P. 4781. 9 pro - 17 1. | 17. Ib. l



il pro x) Ir — 18 et pró i 1. 2. Ib. 1. vit. pro p 1. p'.
-P, 479!. 13, 32 et 23 pró 5 Ц. - 5 Ih. 1. 14 pro ̂  i?
I. 17. P. 491 1. io â c. 1. 6, àut 12, aut 8. P. 495 l. 3
jpro r- 61 1. 61. P. 496 I. 13], resolubile. Ib. U 5 <-. 1.
t^eoremata quae praecedentium. P. 505 l, n pust , .-.
bum formae omi.ssa sunt haec: 4» f i, q namerus pi.«
mus formae. P. 511 1. 15 aide: puta pró x'1 — o Ib,
1. vit. et p. sq..L 5, 8 et 11 pró A' \. A". .P. 513 1. 9
pró d"dij i. d"pq. P. 516 J, 14 pró 4, 01 1. 4, 03. ib.'l,
Г7 a,c. l o' — u,-g f- P- 517 i- -3.3 pró 7108 I. 7112. P.
'519 1. 18 K 37092-classes, formula dat. 37074*3- P-54*
1. pen. pro m =r 1. n —. P. 545 I. 8 et ç pró 59 l 69),
et pró 1557 lj 1587- P- 55° i- potestatibiis. P: 551 !..
20 1. -J J rr 0,6875- P. 554 i -3a c. pró sic 1. fit. P. 556 de-
leatur comma post sine. P. 563 1. 9 a c. pro si 1. is. P.
568 1. 13 pro zerap I. зегар'. Ib. 1. 16 pro eap" 1. eap'.
Ib.J. 16 1. w/1*4 •~'~1. Pi 579 1- 24 pro omnes 1. scili-
'cct omn«s. P. 584 1. io 1. — 2.3.5:11.29. P. 586 1. 16 1.
priora sunt eadem. P. 590 1. 2 pro. 103 1. 408. P. 591 I.
vit. 1. alii. P. 599 1. 6 a c. pro ф 1. P; ibid. 1. 5 a c. pro
lO. I. 'Q. P. 607 1. 6 pro *g 1. XÄ. P. 608 1. 8. del. b(ft
>X , Ib 1. 17 pro d(f, g) 1. d(f, ï). P. 6i6.1. ï et 4 pro
jjrâer. 1. 347. P. 619 1. 6 a c. pro я" í. «". P. 630 1. I4
I |/(4 f >4. 13) 7; 2'4. 3)). P''632 Kio,36i24iV л
'í*. 638 in valore ipsius ЗГ pro » =- I3,terminls 4»* et

, 4Лгж signum f praetigi-débet. P. ^46 1. 7 a c. post po-
'•fitiuis insere -, *>, >• P. 647 1. 5 a c. pro R" 1. Aa. P.
.653 1. 4 pro —, [ij I. •=• [л],. P- 654 1. а numerator pro
cot. •• еаде débet i(RR f l).

Erratorum multitudinem lector beneuoltis, quí
quatn. difficile in hutusmodi scriptis a typothetis taii la-
bor! minus adsuetis auctore absente euitentur nouerit;
bénigne ignoscet, et si quae alia vel minoris moment!
vel sensum ûun turbaxttia oifeAderit, facile corriget.


