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PRINCEPS. SERENISSIME

Summae equidem felicitati mihi duce, quod.
Celsissimo nemini Zuo hoc opus inscribere mihi
permittis, quod ‘vt 7Zibi offeram sancto pietatis
offitio obstringor. Nisi enim Zua gratia, Sere-
nissime Princeps, introitum mihi ad scientias pri-
mum aperunisset, nisi perpetua Tuz beneficia stue
dia mea vsque sustentauissent, scientiae mathe-
maticae, ad quam vehementi semper amore de-
latus sum, totum me deuouere non potuissem.’
Quin adeo eas ipsas meditationes, quarum par-
tem hoc volumen exhibet, vt suscipere, per plu-
Tes annos continuare literisque consignare liceret
T.a sola benignitas effecit, quae vt, ceterarum
Curarum expers, huic imprimis incumbere pos-
Sem praestitit. Quas quum tandem in lu¢em emit-
tere cuperem, ZTua munificentia cuncta, quae
editionem remorabantur, obstacula remouit. Haec
Tua tanta)de me meisque conatibus mérita gra-
tissima potius mente tacitague admiratione re-
Uoluere, quam iustis dignisque laudibus celebrare .
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possum. Namque non solum tali me muneri
haud parem sentio, sed et neminem ignorare
puto, solennem 7ibi esse tam insignem liberali-
tatem in omnes qui ad optimas disciplinas ex-
colendas conferre videntur, neque eas scientias,
quae vulgo abstrusiores et a vitae communis vii-
. litate remotiores creduntur, a patrocinio Tuo ex-
clusas esse, quum 7u ipse intimum scientiarum
omnium inter se et'necessarium vinculum mente
illz. sapientissima omniumque quae ad humanae
societatis prosperitatem  augendam  pertinent
peritissima, penitus perspexeris.  Quodsi, Tu,
"Princeps Serenissime, hunc librum, et gratissimi
“in 7e animi et laborum nobiissimae scientiae di-
cgtorum testem, insigni illo fauore, quo me
tamdin amplexus es, haud indignum iudicaveris,
operam meam me non inutiliter collocasse, eius-
que honéris, quem prae omnibus in votis habui,
compotem me factum esse, mihi gratulabor

PRINCEPS SERENISSIME

. Brunouici mense Julio 1801.

‘Celsitudinis Tuae
seruus addictissimus

C. F. Gauss.



PRAEFATIO

Disquisitiones in hoc opere contentae ad eam
Matheseos partem pertinent, quae circa nuiwe-
Tos integros versatur, fractis plerumque, surdis
semper exclusis. Analysis indeterminata quam
vocant seu Diophantaea, quae ex infinitis solutio-
nibus problemati indeterminato satisfacientibus
eas seligere docet, gquae per numeros integros
aut saltem rationales absolutintur (plerumque ea
quoque conditione adiecta vt sint positini) non
est illa disciplina ipsa, sed potius pars eius valde
Specialis, ad eamque. ita fere se habet, vt ars
aequationes reducendi et soluendi (Algebra. ad
Vninetsam Analysin. Nimirum quemadmodum
ad dnalyseos ditionem referuntur omnes quae
¢irca quantititum affectiones generales institui
.Possunt disquisitiones: . ita numeri integri ( fracti:
que qguatenus per integros determinantur) obie-
Ctum proprium ARITHMETICAE constituunt.  Sed
Qquum ea, quae Arithmetices nomine vulgo tra-
duntur, vix vitra artem numerandi et calcuiandi
(i. e. numeros per signa idonea e. g. secundum
Systema decadicum exhibendi, operationesque
arithmeticas perficiendi) extendantur, adiectis
Donnullis quae vel ad Arithmeticam omnino non
Pertinent (vt doctrina de logarithmis) vel saliem
* 4 ” '
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‘nymeris integris non sunt propria sed ad omnes
quannhtes patent e re esse videtur, duas Arith-
meticae partes distinguere, illaque ad Arithmeti-
¢am elementarem referre, omnes autem disqui-
sitiones generales de numerorum integrorum af-
fectionibus propriis . drithmeticae  Sublimiori, de
qua’ sola hic sermo erit, vmdlcare.

Pertinent ad Ar1thmet1cam Sublimiorem ea,
quae Euclides in Elementis L. VIi sqq. elegantia et
rigore apud veteres consuetis tradidit: attamen ad
prima initia huius scientiae limitantur.  Dio-
phanti opus celebre, quod totum problematis in-
determinatis dicatum est, multas quaestiones con-
tinet, 'quae propter difficultatern suam artificio-
fumque subtilitatem de auctoris ingenio et acu-
mine existimationem haud mediocrem suscitant,
praesemm si subsidiorum quibus illi vti licuit
tenuitatem consideres. At quum haec problemata
dexteritatem quandam potius scitamque lractauo-
nem, quam prmmpla profundiora postulent, prae-
tereague nimis specialia sint raroque ad conclu-
siones genexahorcs ‘deducant: hic liber ideo ma-
gis epocham in historia Matheseos constituere
“videtur, quod prima ariis characteristicae et Al-
gebrae vestigia® sistit, quam quod Arithmeticam
Sublimiorem inuentis nouis auxerit. Longe plu-
rima recentioribus debertur, inter quos pauci

uidem u: | immortalis gloriae viri P. DE FERMAT,
g Eviir, L. La Gravee, A. M. LE Gexpre
(vt paucos alios praeteream) introitum ad pene-
tralia_huius diuinae scientiae aperuerunt, gquan-
tisquie diuiliis abundent patefecerunt.  Quaenam
vero inuenta a singulis his geometris profecta



sint, hic enarrare supersedeo, quum e praes
fationibus Additamentorum quibus ill. La Grange:
Euleri Algebram ditauit operisque mox memo-
randi ab ill. Le Gendre nuper editi cognosci pos-
sint, insuperque pleraque locis suis m his Dis-
qulsxtlonib'us Arithmeticis Jaudentur.

Propositum huius operis, ad quod edendum-
iam annos abhinc quinque publice fidem dede-
‘ram, id fuit, vt disquisitiones ex Arithmetica
‘Sublimiori, quas partim ante id tempus parhm‘
?ostea msntm, dinulgarem. Ne quis vero mire-.
ur, sclentiam hic a primis propemodum initig
Yepetitam, multasque disquisitiones hic denuo re-
sumtas esse, quibus alii operam suam iam na-
uarunt, monendum esse duxi, me, quum  pri-
mum initio".a. 1795 huic disquisitionum  generi
animum  applicaui, omnivm quae quidem a re-’
centioribus in hac atena elaborata fuerint igna-
rum, omniumgue subsidiorum per quae de his
quidpiam comperire potuissem expertem fuisse.
Scilicet in alio forte labore tunc occupatus, casu
incidi in eximiam quandam veritatem arithmeti-
cam (fuit autem ni fallor theorema art. 108),
quam quum et per se pulcherrimam aestimarem’
et cum maioribus connexam esse suspicarer, sum-
ma qua potui coutentione in id incubui, vt pH
cipia quibus inniteretur P“I‘SPICEI‘@H] demonstra-
tionemque rigorosam mnanciscerer. Quod post
quam tandem ex voto successisset, illecebris ha-
rum quaestionum ita fui implicatus, vt eas dese-
rere non potuerim; quo pacto, dum alia semper
ad alia viam sternebant, ea quae in quatuor pri-
mis Sectionibus huius operis traduntur ad maxi-
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mam partem absoluta erant, antequam de alio-
rum geometrarum laboribus similibus quidquam
vidissem.  Dein copia mihi facta, horum sum-
morum ingeniorum scripta euoluendi, maiorem
quidem . partem meditationum mearum rebus du-
dum transactis impensam esse agnoul: sed eo
alacrior, 1ll,orum vestigiis insistens, Arithmeticam
vlterius excolere studui; ita vanae disquisitiones
institutae sunt, quarum partem Sectiones V, VI
et VI tradunt. - Postquam interiecto tempore
consilium de fructibus vigiliarum in publicum
edendis cepi: eo lubentius, quod plures opta-
bant, mihi persuaderi passus sum, ne quid vel
ex illis inuestigationibus prioribus supprimerem,
gquod tum. temporis liber non habebatur, ex quo
aliorura geometrarum labores de his rebus, in
Academiarum Commentariis sparsi, edisci potuis-_
sent; quod multae ex illis omnino nouae et ple-
raeque per methodos nouas tractatae erant; de-
nique quod ommes tum inter se tum cum dis-
quisitionibus posterioribus tam arcto nexu cohae-
rebant, vt ne noua quidenr satis commode expli-
cari possent, nisi reliquis ab initio repetitis.

~ Prodiit interea opus egreglum viri lam
antea de Arithmetica Sublimiori magnopere meri-
. Le Gendre Essai d' une theorie.des nombres,

ris a. ¥I, in quo non modo omnia quae hac-’
tenus in hac scientia elaborata sunt diligenter
collegit et in ordinem redegit, sed permulta in-
super noua de suo adiecit. Quum hic liber seri-
us ad manum mihi peruenerit, postquam maxi-
ama operis pars typis lam exscripta esset; nullibi,
vhi rerum analogia occasionem dare potuisset,
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eitus mentionem iniicere licuit; de paucis tantum-
modo locis quaedam obseruationes in Addita-
mentis adiungere necessarium videbatur, quas
vir humanissimus et candidissithus benigne vt
spero imterpretabitur.

Inter impressionem huius operis, quae plu-.
ries interrupta variisque impedimentis vsque in
quartum annum protracta est, non modo eas in-
uestigationes, quas quidem iam antea susceperam,
sed quarum promulgationem in alind tempus
differre constitueram, ne liber nimis magnus eua-
deret, vlterius continuaui, sed plures etiam. alias
nouas aggressus sum. Plures quoque, quas ex
eadem ratione leuiter tantum attigi, quum tracta~
tio vberior minus necessaria videretur (e. g. eae
quae in artt. 37, 82 sqq. aliisque locis tradun-
tur), postea resumtae sunt, disquisitionibusque
generalioribus quae luce perdignae videntur lo-
cum dederunt (Conf. etiam quae in Additamen-
tis de art. 506 dicuntur). Denique quum liber
Ppraesertim prepter amplitudinem Sect. V in longe
maius’ quam exspectauelam volumen excresceret,
Plura quae ab initio ei destinata erant, interque
€a totam Sectionem octauam {quae passim iam
in hoc volumine commemoratur, atque tractatio-
nem generalem de congruentiis algebraicis cuiusuis
gradus continet) resecare oportuit. Haec omnia,
quae volumen huic aequale facile explebunt, gu-
‘blici juris fient, quamprimum occasio aderit.

Quod, in pluribus quaestionibus difficilibus,
emonstrationibus syntheticis vsus sum, analysin-
Que per quam erutae sunt suppressi, imprimis



- XIT

breuitatis studio ‘tribuendum est, cui quantum:
fieri poterat consulere oportebat.. R

Theoria diuisionis circuli, siue polygonorum
yegularium, quae in Sect. VII tractatur, zpsa
quidem per 'se ad Arithmeticam. non pertinet, at-
tamen eius principta vnice ex Arithmetica Subli-
miori petenda sunt: quod forsan geometris tamy
inexspectatum erit, quanturh veritates nouas, quas
ex hoc fonte haurire licuit, ipsis gratas fore
spero.’

- Haec sunt, de quibus lectorem praemonere
volui. De rebus ipsis non meum est iudicare.
Nihil equldem ‘magis opto, quam vt iis, quibus
scientiarum incrementa cordi sunt, placcant,
quae vel hactenus desiderata explent, vel adltum
ad noua aperiunt.
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nantis o art. 215, Solutio generalis omnium ae-
quationum indeterminatarum secundi gradus duas in-
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2233 classium in ordines 226. Ordinum partitiv in
genera 228. De compositione formarum 238. Com-
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Pro determinante dato in smguhs generlbus eius-
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dua — I, t 2, — 2 pertinentium demonstratio secunda
262. Ea characterum semissis, quibus genera re-
spondere nequeunt, propihs determinantur 263.
Methodus peculiaris, numeros primos in duo’qua-
drata decomponendi 265. DI1GREssT0 CONTINENS
TRACTATVM DE FORMIS TERNARIS 266 sqq. Quae-
dam. applicationes ad theoriam formarum binaria-
yum. De inuenienda forma e -cuius duplicatione
forma binaria, data generis principalis oriatyr 286.
Omnibus characteribus, praeter eos, qui in artt,
262, 203 impossibiles inuenti sunt, genera feuera
respondent 287, I1I. Theoria decompositionis tum
numerorum ftum formarum binariarum in tria qua=
drata 288.  Demonstratio theorematum Fermatia-
norum, quemuis integrum in tres numeros trigo-
nales vel quatuor quadrata discerpi posse 293. So-
Jutio aequationis axx | byy T cXX == 0 art. 394.
De methodo per quam ill. Le Gendre theorema fun-
damentale tractauit 296. Repraesentatio cifrae per
formas ternarias quascunque 299. Solutio genera-
lis aequationum indeterminatarum secundi gradus
duas incognitas implicantium per quantitates ratic=
nales 300. De multitudine mediocri generum 301,
classium 302.  Algorithmus singularis classium
proprie primitivarum; determinantes regulares et ir-
regulares etc. art, 305,

Sectio sexta. Variae applicationes disquisitionum
praecedentium : P 540.
Resolutio fractionum in simpliciores 309. Conuer-

sio fractionum communium in decimales 312. So«
lutio congruentize xx == A4 per methodum exclu-
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sionis 319. Solutio aegnationis indeterminatae mxx
+ nyy — A per exclusiones 323. Alia me«tho-tus
copgruentiam xx = A4 soluendi pro eo casu vbi 4 .
est negatiuus 327. Duaé methodi, numeros com=
positos a primis dignoscendi, illorumque factores
inuestigandi, 329. ‘

Sectio septima. De aequationibus, circuli sectio-.
nes definientibus. p- 592°.

Disquisitio reducitur ad casum simplicissimum, vbi
multitudo partium; in quas circulum secare opor-
tet, est numerus primns 336- Aequationes pro’
functionibus trigonometricis arcuum qui sunt pars
aut partes totius peripheriae; reductio functionum
trigonometricarum ad radices aequationis ¥ - 1
= o art 337. Theoria radicum huins aequationis
{vbi supponitur, # esse numerum primum). Omit-
tendo radicem I, reliquae (@) continentur in ae-
quatione X — x"" T {+ a"2% fetc. + x+ 1 —=o.
Functio X resolui nequit in factores inferiores,
_in quibus omnes coéfficientes sint rationales 341.
Propositum disquisifionum sequentium declaratug
342. Omnes radices & in certas classes (periodos)
distribuuntur 343. Varia theoremata de his pe-
riodis 344 sqq. His disquisitionibus superstruitur
solutio aequationis X == o art. 352. Exempla
pro # == 19, vbi negotium ad duas aequationes cu-
bicas vnamque quadraticam, et pro # == %7, vbi
ad quatnor quadraticas reducitur artt. 353, 354
Disquisitiones viteriores de hoc argumento,  Ag-
gregata, in quibus terminorum ‘multitudo par,
sunt quantitates reales 355. De aequatione, per
quam distributio radicom Q@ in dwas periodos de-
finitur 356. Demonstratio theorematis in sect. TV
commemorati 357. De aequatione pro distributione
radicum @ in fres periodos 338. Aequationum,
per quas radices © inueniuntur reductio ad puras
359. Applicatio disquisitionum praecedentium ad
Junctiones trigonometricas.”  Methodus, angulos
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quibus singulae radices £ respondeant dignoscendi
361. Tangentes, cotangentes, secantes et cose=
cantes. e sinubus et cosinubus absque djuisione deri-
uantur 362. Methodus, aequationes pro functionibus
trigonometricis successiue deprimendi 363.  Secti-
ones circuli, quas per aequationes quadraticas siue
per constructiones geometricas perficere licet 365.

Additamenta. p- 666.
Tabulae.



DISQVISITLONES ARITHMETICAE

Srptio Prima

oe

NVMERORYM CONGRVENTiA IN GENERE.

AR Si numerus a nuinerornin’ 8, ¢ differen-
iam metitur, b et ¢ secundum o congrai dicuntur,
8in. minus, incongruis ipsum a modulum appella-
mMus, Vierque numerorum §. ¢ Priori in casu
altering pesiduum , in posteriori vero nomresidusum
¥Yocatur,

Hae notiones de omnibus numeris integris
‘am positiuis uam negatiais ') valent, negue

*) Modulus manifelto sermper abfolute 1. +. rne omni sigho et sue
meadus,
A
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vero ad fractos sunt extendendae. F. g.
~ g et + 16 secandum modulum 5 sunt con-
grui; — 7 ipsius —+ 15 secundum modulum 1«
residuum, secundum modulum % vero nonre-
siduum, Ceterum quoniam cifram numerus
quisque metitur, omnis numerus tamgquam sibi
ipsi congruus secundum modulum quemcun-

que est spectandus. .

2. Omnia numeri daii s residua secun.
dum modulum m sub formula a4 km compre-
henduntur, designante ¥ numerum integrum
indeterminatum, Propositionum quas post trade-
nus faciliores nullo negotio hinc demonstrari

ossunt: sed istarum quidem veritatem aeque
})acile quiuis intuendo poterit perspicere,

Numerorum congruentiam hoc signo, =,
in posterum denotabimus, modulum ybi opus
eritin clausulis adiungentes, — 16:=¢ (mod. 5),
— =15 (mod. 11) *).

3. 'TuEOR. Propositis m utimeris integris suce
cessiuis, 8,8 I, a~}-2.... a-t-#: - I, alioque A,
sllorum aliquis huic secundum modulum m congruus
erit, et quidems vmicus tantum,

. . A8 - - -

Si enim —% integer, erit a =4, sin fra
ctus, sit integer proxime maior, (aut quando
est negatiuus, proxime minor, si ad signum
non respiciatur) ==, cadetque A -+ km inter s ¢t

*) Hoc sigoum propter magnaw aualogiam quae inler zequalitatem af
que congruentiam inuemitur adoptauimus. Ob eandem caufsam il
Le Geudre in commept. infra saepius laudanda ipsum aequalitaif

signum pro congrucatia retipuit, Quod Des ne ambiguitas oriaty/
imitarl dubitauimus,



61 m, quare erit numerus quaesitus. Et
. . - -4
manifestum est omnes quotientes ——% *ti-1,

22222 etc. inter K — 1 et k-1 sitos esse; qua-

Ye plures quam vnus integri esse nequeunt.

4. Quisque igitur numerus residuum ha-
bebit tum in hac serie, o, 1, 2,... m — 1,
tum in hae, 0, — 1, — 2,....— (m - 1),
quae residua minima dicemus, patetque, nisi o
tuerit residuum, bina semper dari, positiuum al
terum, alterum megatiuum, Quae si magnitudi-
he sunt inaequalia, alterum erit < #, sin secus
Virumque = %, signi repectu non habito, Vnde
Patet, quemuis numerum residuuom habere mo-
duli semissem non superans quod absolute mini-
mim vocabitr, '

E. g. —13 secundum modulum 5, hahet
Tesidaum minimum positiuum 2, quod simul
est absolute minimum, — 3 vero residunm mini-
Mum negatiuum; + 5 secundum modulum. 7
%ui ipsius est residuum minimum positivum,
™~ 2 negatiuum, simulque absolute minimum,

5. " His notionibus stabilitis eas nwmnero-
Yum congraorum proprietates quae prima fron.
te se ofterunt colligamus.

Qui numevi secundum modulum compositum sunt
‘ongrui, etiam secundum quemuis eius divisovem cope
8rug
Si pluves wumeri eidems numero secundum esnne
modulum  sunt congvui, inter se erunt comgruf
S¢cundum eundem modulum). :

Haec modulorum identitas etiam in sas
Wentibus est subintelligenda.
A2

deny
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Numeri congrui vesidug minima kabeit tadem,
incongrui dinersa,

6. Si habentur quotcunque numeri A, B, C,
etc. totidemque alii o, b, ¢, etc, illis .rmmdum modu-
fum quemcunque congrui, A =0, B=0b,etc. erit At
B+ C+ ee = a~b ~+c -+ e, ;

Si A==a, B=b evit 4 —B=a - b.

v. Si A=a, evit quoque k A= ka.

Si & numerus positinus, hoc est tantum-
modo casus particularis propos. art. praec.,
ponendo ibi A=B=Cetc., a=bt=c etc. 8§i
% negatiuus, erit — % positiuus, adéoque
kA = — ka, vnde le“‘ ka.

Si A=a, B=b, erit 4B = ab. Namque
‘AB = Ab=ba.

- 8. Si habentur quotcungue numeri A, B, C, etc.
rotidemque olii a, b, ¢ etc. his congrui, A=a, B=
b ete. producta ex am:qae erunt congrua , A B C ety
=abc et

* Ex artic. praec. Ab—= ab, et ob eandem
rationem A BC ==ab¢; eodemque modo quot
cunque alii factores accedere possunt, -

Si omnes numeri 4, B, C, etc. aequale
assumuntur, nec non respondentes a, 4, ¢, et¢
habetur hoc theorema: Si d==a et & integd
positinus, erit AF=: gk, .

9. Sit X fuuctio algebraica indelerminatae %
huius formae, Ax*-- Bxb-}- Cx°-| ete. designat
tibus A, B, C, etc. numeros integros quoscunque; H
&, ¢, etc. vero integvos nown negatinos, Tum si indl
ssrminatas x valores secundum modslun quemcung’



congrui tribuuntur, valores functionis X inde pyodesns
Yes congvui erunt,

Sint £, g, valores congrui ipsius x. Tum
€x art. pracC. f*=g*et 4 f*=4Ag*, eodemque
modo Ff> = Bg® etc. Hinc Afs 4+ Bf® +
Cfct etc, =Ag*+ Bgb 4+ Cge+ etc. Q- E.D.

Ceterum facile intelligitur, quomodo hoo
theorema ad functiones plurium indeterminata«
rum extendi possit.

. 10. Quodsi igitur pro x omnes numer:
Integri consecutim substituuntur, valoresque
functionis X ad residua minima reducuntur,
haec seriem constituent, in qua post interual-
ium ¢ terminorum (designante m modulum)
lidem termini iterum recurrunt; siue haec se-
ries ex periodo m terminorum infinities repetita,
erit formata, Site.g X =3 — Sx+- 6 etm
=3J5; tum pro x=—o, 1, 2, 3 etc., valores ip-
sius X haec residiia minima positiua suppedi«
tant, 1, 4, 5, 4,3, 1, 4, etc, vbi quina priora
Y, 4, 3, 4, 3 in infinitum repetuntur; atque si
series retro continuatur, i. e. ipsi x valores ne-
gatiui tribuuntur, eadem periodus ordine ters
Mminorum inuerso prodit: vnde manifestum est,
terminos alios quam qui hanc periodum con-
Stituant in tota serie locum habere non posse.

11. In hoc ifitur exemplo X neque =

©, neque = 2 (mod. 5) feri potest, multoque

Mmmus = o, aut = 2. Vnde sequitur, aequatio-

Nes 23 —8x -6 =0,et 83— 8x+ 4=0

Per numeros integros et proin, vti notum est,

Per numeros rationales solui non posse. Ge-
A
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feraliter perspicuum est, aequationem X = o,
quando X functio incognitae x, huius formae,
21} Ax"-'+ Bx"2 }-etc. + N; 4, B, C, etc.
integri, atque = integer positinus, (ad quam
formam omnes aequationes algebraicas reduci

osse constat) radicem rationalem nullam ha-
Eere, si congruentiae X = o secundum vllum
modulum satisfieri nequeat, Sed hoc criterium,

uod hic sponte se nobis obtulit, in sect, 7111
?usius pertractabitur. Poterit certe ex hoc spe-
cimine natiuncula qualiscunque de harum in-
uestigationum vtilitate efformari.

12. Theorematibus in hoc capite traditis
complura quae in arithmeticis doceri solent ine
nituntur, e. g regulae ad explorandam diuisie
bilitatem numeri propositi per 9, 1: aut alios
numeros. Secunduwsn modulym g omnes numeri 10
potestates vnitati sunt cengruae: quare s nue
merus propositus habet formam ¢+ 10 6 100
¢+ ete., idem residuum minimum secundum
modualum g dabit, quod a+ 6 ¢+ etc
Hinc manifestum est, si figurae singulae nume-
ri decadice expressi sine respectu loci quem
occupant addantur, summam hanc numerum-
que propositum eadem residua minima praebe-
re, adeoque hunc per g diuidi posse, siilla
per g sit dinisibilis, et contra. Idem etiam de
diyisore % tenendum. Quoniam secundum modus
fwm 11, (00 == 1 erit generaliter 10% = T,
10%+1 == 10 = —1, et numerus formae a-{-10
b~ 100 ¢+ etc. secundum modulum 11 idem
residuvm minimum dabit quod & — é-+¢ etc.j
vnde rcgula nota protinus derinatur. Ex eo’



dem principio omnia similia praecepta facile
deducuntar.

Nec minvs ex praecedentibus petenda est
ratio regularum, quae ad verificationem ope-
rationnm arithmeticarum vulgo commendantur.
Scilicet si ex nmneris datis alii per additionem,
subtractionem, multiplicationem aut eleuationem
ad potestates sunt deducendi: substinuntur da-
torum loco residua ipsorum minima secundum
modulum arbitrarium (vnlgo g aut 11, quoniam
in nostro systemate decadico secandum hos,
vti modo ostendimus, residua tam facile pos-
sunt inueniri). Numeri hinc oriundi illis, qui
ex numeris propositis deducti fuerunt, congrui
esse debent; quod nisi eueniat, vitium in calcu-~
lum irvepsisse concluditur.

Sed quum haec hisque similia abunde
sint nota, diutius iis immorari superfluum
foret.

A4



SecTio SECVNDA

DE 0

CONGRVENTIIS PRIMI GRADVS.

13. Taronema. Productum e duobus numes
¥vis positinis numero primo dato minovibus per hunc
primum dinidi nequit,

Sit p primus, et a positinus < p: tum nul-
lus mumerus positiuus & ipso p minor dabitur,
ita vt sit ab=o0 (mod. p). '

Dem.  Si quis neget, supponamus dari nu-
meros b, ¢, d, etc. omnes < p, ita vt ab=o0;
@ac=0; ad=o0 etc. (mod. p). Sit omnium
minimus b, ita Vt omnes numeri ipso & mino-
res hac proprietate sint destituti. Manifesto
erith > 1: sienim b =1, foret ab=a < p
(hyp.), adeoque per p non diuisibilis. Quare
p tamquam primus per b dinidi non poterit,
sed inter duo ipsius b multipla proxima mb et
(m-t1) b cadet. Sit p —mb == b, eritque &'
numerus positiuus et < 4. Jam quia supposui-
mus, ab=o0 (mod. p), habebitur quoque ma
==0 (art. 7), et hinc, subtrahendo ab ap =o,
erit g (p—mb) = ab* == 0; i. €. &' inter nu-
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meros 4, ¢, d, etc. referendus, licet minimo eo-
rum b sit minor. Q. E. 4.

14, Si nec a nec b per numerums primum p
diuid; potest: etiam productum ab per p dinidi non
potesit.

Sint numerorum a4, 6, secundem modalum
? residua minima positina « & quorum neutrum
erit 0 (hyp.). lam si esset ab =: o (mod. p),
oret quoque, propter gb== «& «&=: 0, quod
cum theoremate praec. consistere nequit.

Huius theorematis demonstratio iam ab
-Euclide tradita, E. 7II 3». Nos tameu omit-
tere eam noluimus, tum quod recentiornm com-
p!uresseu ratiociniavaga pro demonstratione vern-
ditauerunr, seu theorema omnino praeterierunt,
tum quod indoles methodi hic adhibitae, qua
infra ad multo reconditiora enodanda vtemur,
e casu simpliciori facilius deprehendi poterir.

15, Si sullus numerorum a, b, ¢, d etc. per

Wumerusn  primum p dinidi potest, etiam productuns
abed etc. per p dinidi non poterit,

Secundum artic. praec. ab per p diuidi nee
quit; ergo etiam ab¢; hinc abcd, etc.

16.  Tueorema. Numerus compositus quicune
que ynico tantum modo in factores primos resolui potest,

- Dem. Quemuis numerum compositum in
factores primos resolui posse, ex elementis
constat, sed pluribus modis diuersis fieri hoc
non posse perperam pleramque supponitur tacite,

ingamus numerum compositum 4, qui sit =
a*b8cY etc., designantibus s, 4, ¢ etc, numeros
Primos inaequales, alio adhuc modo in facto-
Tes primos esse resedubilem.5 Prime manifes

A



stum ‘est, in secundum hoc factorum systema“
alios primos quam a, 6, ¢ etc. ingredi non pos-
se, quum quicunque alius primus numerum 4
ex his compositum metiri nequeat, Similiter
etiam in sec:mdo hoc faciorum systemate nule
lus primorum a, 6, ¢ etc. deesse potest, quip-
pe qui alias ipsum A4 non metiretur (art. praec.).
Quare hae binae in factores resolutiones in eo
tantummodo differre possunt, quod in altera
aliquis primus pluries quam in altera habea-
tur. Sit talis primus p, qui in altera resolu-
tione m, in altera vero u vicibus occurrat, sit-
que m > #: lam deleatur ex utrogue syste-
mate factor p, » vicibus, quo fiet vt in altero
adhue m — # vicibus remaneat, ex altero ve-

ro omnino abierit. L e numeri % duae in fa-

ctores resolutiones habentur, qquum altera a
factore p prorsus libera, aitera vero m—n vi-
cibus enm continet, contra ea quae modo de-
monstrauimus.

17.  Si itaque numerus compositus A est
productum ex B, C, D etc., patet, inter facto-
res primos numerorum B, C, D etc. alios esse
non posse, quam qui etiam sint inter facto-
res numeri 4, et quemuis horum factorum
toties in B, C, D coniunctim occurrere debes
re, quoties in 4  Hinc colligitur criterium,
virum numerus B alinm A4 metiatur, necne.
Hlud eueniet, si B neque alios factores primos,
neque vllum pluries inuoluit, quam 4; quarum
conditionum si aliqua deficit, B ipsum 4 non
metietur., '

Facile hinc calculi combinationum auxilio
deriuari potest, si 4= a*6°c" etc. designanti-
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bus vt supra 4, b, c etc. numeros primos diuer-

80s: 4 habere (»-} 1) (1) (v + 1) ete. diui-
sores diuersos, inclusis etiam 1 et A.

18, Siigitur 4= a® ¥ ¥ etc., K= P
mu etc., atque primi a, b, ¢ etc., & I, m etc
omnes diuersi, patet 4 et A diuisorem com-

munem praeter I non habere, siuc inter se
€sse primos.

Pluribus numeris 4, B, € etc. propositis
Maxima ommnibus communis mensura ita determina-
tur. Resoluantur omnes in suos factores pri-
mos, atque ex his excerpantur ii, qui omui-

us numeris 4, B, C etc. sunt communes, (si
tales non adsunt, nullus dinisor erit omnibus
communis). Tum quoties quisque horun fa-
Ctorum primorum in singulis 4, B, Cetc. con-
tineatur, siue quat dimensiones in singulis 4, 8, C
quisque habeat, adnotetur. Tandem singulis
factoribus primis tribuantur dimensiones omnium
Quas in 4, B, Cetc, habent minimae, compo-
haturque productum ex iis, quod erit mensura
Communis quaesita.

Quando vero numerorum 4, B, Cetc, winia
mus communis diwiduus desideratur, ita proceden-
dum. Colligantur omnes numeri primi, qui
humeroniun 4, B, C etc. aliguem metiuntur,
tribuatur cuiuis dimensio omnium quas in nu-
meris 4, B, C etc. habet maxima, sicque ex-
omnibus productum confletur, guod erit diuie
duus quaesitus, '

Ex. Sit A=1504 = 23327; B=288a=
2315; ¢ = 864=25%. Pro inuenicudo diui-



gore communi maximo habentur factores pri-
mi 2, 3, quibus dimensiones 3, 2 tribuendi;
vnde fiet = 2332 = »2; diuiduus vero commu-
nis minimus erit 26335 . 7 = 60450.

Demonstrationes propter facilitatem omitti
mus. Geterum quomodo haec problemata sol-
uvenda sint, quando numerorum 4, B, C etc.
in factores resolutio non detur, ex elementis
notum,

19. Sinumeri a, b, c etc. 6d alium k sunt primi
etiam productum ex illis abe etc. ad k primum est,

Quia enim nulli numerorum a, b, ¢ etc
factor primus cum k est communis productum-
que abcetc. alios factores primos habere ne-
quit, quam qui sunt factores alicnius numero-
rum a, §, ¢ etc., productum abc etc. etiant
cum & factorem primum communem non
habebit. Quare ex art. praec. & ad abc eter
primus.

St numeri a, b, ¢ etc. inter se sunt primi, alinms
gite k singuli metiuntur 3 ctiam productum ex illis nw
sieruns k medietur.

Hoc aeque facile ex artt. 17,18 derinatur,
Sit emim quicunque producti abc etc. diuisof
primus p, quem contineat = vicibus, manifes
stumque est, aliquem numerorum g, 8, ¢ etc-
eundem hunc divisovem = vicibus continerd
debere. Quare etiam k, quem hic numeruf
metiur, = vicibus diuisorem p continet. Sim¥
liter de reliquis producti atc etc. divisoribus.

Hinc si duo wumeri m, » secundum plures modw
fos inter se priwas o, b, ¢ ete, sunt congri, etiam s¥



citndunt pyoductum ex lis congiui erunt. Quum enim
m—u per singulos a, b, cetc. sit diuisibilis,
etiam per eorum productum diuidi poterit.

Denique si a ad b primus et ak per b diuisibilis,
evit ctiam k per b diuisibilis. Namque quoniam: ak
tam per @ quam per b diuisibilis, etiam per.ab
diuidi poterit, i. e k=% erit integer.

. a B .

20. Quando A = a%68cY ete,, designamtibus
a, b, ¢ etc. numeros primos inaequales, est potestas alie
que, putd = K" omnes exponentes e 6 v eic. pey #
erunt dinisibiles,

Numerus enim k alios factores primos
quam g, b, ¢ etc. non inuoluit, Contineat fa-
ctorem g, «* vicibus, continebitque v siuve A4
hunc factorem n«* vicibus; quare zo*=e, et

integer. Similiter ¢ etc. integros esse demon-
stratur,

21, Quando a, b, c etc, sunt inter se primi, et
productum a'b ¢ eic, poiestas aliqua, puta=K": singuls
wumeri a, b, ¢ etc. similps potestates erunt.

Sit a = I m* p* eic., designantibus I, m,
p etc. numeros primos diuersos, quorum nule
lus per hyp. est factor numerorum b, ¢ etc.
Quare productum a ¢ etc. factorem ! implica-
bit a vicibus, factorein m vero » vicibus etc.:
hinc (ust, praec.) A, = etc. per a diuisibiles ad-

: Ed
eoque /7 a= 1;, my pn €tc. integer. Similiter
de reliquis #, ¢ etc. :

Haec de numeris primis praemittenda erant;
iam ad ea quae finem mnobis propositum pro-
pius attinent conuertimur. '
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20, Sinumeri 8, & pev alium k diuisibiles secune

dum modulum m od k primum sunt congrui: et 3 see

cundum eundems modulum congrui evunt,
Patet enim 4~ 6 per k diuisibilem fore,

nec minus per m (hyp.); quare (art. 19) 5 per
m diwsibilis erit, 1. e. erit E:;’: (mod. m.).

Si autem reliquis manentibus s et £ ha-
bent dinisorem communem maximum e, erit

b & . .
£ =, (mod. 7). Namque ; et 7 inter se pri-
mi. At a— b tam per k¥ quam per m diuisibie
. . a_b [ m
lis adeoque etiam ->- tam per ; quam per ;

?

. . - m 3 a d

hincque per X7 i e, %2 per 7 siue 3=3

¢mod, ), '
[

03, i a ad m primus, et e, f numeri secundum
modulion m incongsui: erunt etiam ae, af incongrui
secundam m,

Hoc est tantum conuersio theor. art. praec.

Hinc vero manifestum est, si s per omnes
numeros integros a o vsque ad m — 1 multipli-
cetur productaque secundum modulum m ad re-
gidua sua minima reducantur, haec omnia fore
inaequalia. Et quum horum residuorum, quo-
rum nullum >m, numerus sit m, totidemque
dentur numeri a o usque ad m — 1, patet, nul-
lum horum numerorum inter illa residua dees-
se posse.

24, Expressio ax + b, denotantibus a, ¢ nu-
meros datos, ~ numerum indeterminatum
sen variabilem, secundum inodwlum m, ad a pri-
munt, cwinis uumero dato corgrua fitvi potests
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Sit numerns, cui congrua fieri dehet, ¢,
et residuum minimum positinum ipsius ¢ ~ &
secundum modulum m, ¢, Ex art. praec. ne-
cessario datur valor ipsius 2 <im, talis, vt pro-
ducti gx secundum modulum m residuum mi-
nimum fat ¢; esto hic valor v, eritque av =
e==¢ — b; vnde av~+0 =3¢ (mod. m) Q.E. F.

25. [Expressionem dias quantitates cone
gruas exhibentem ad instar aequationum, cone
gruentiam vocamus: quae si incognitam im-
plicat, resolui dicitur, gquando pro hac valor
inuenitur congruentiae satisfaciens (radix). Hinc
porro intelligitur, quid sit congruentia resolubilis
et congruentia irresolubilis, Tandem facile perspi.
citur similes distinctiones locum hic habere
posse vti in aequationibus. Congruentiarumy
transscendentium infra exempla occurrent; al/ge-
braicae vero secundum dimensionem maximam
incognitae in congruentias primi, secundi al-
tiorumque graduum distribnuntur.  Nec minus
congruentiae plures proponi possunt plures ine
cognitas inuoluentes, de quarum eliminatione dis-
quirendum. _
26, Congruentia itaque primi_gradus, dx
¥ 4 = ¢ ex art. 24 semper resolubilis, quando
modulus ad 4 est primus. Quodsi vero v fue-
rit valor idoneus ipsius x, siue radix congruens
tiae, palam est, omnes numeros, ipsi v secun-

nm congruentiag propositae modulum con-
gruos, etiam radices fore (art. g.) Neque mi-
hns facile perspicitur, omnes radices ipsi v
congruos esse debere: si enim alia radix fuerit
Y erit av+ 6=at+ b, vnde av =at,ethincv=
¢ (art, 22). Hinc colligitur congruentiam z v
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(mod. m.) exhibere resolutionem completam
congruentide ax - f=e¢.

~ Quia resolutiones congruentiane per valores
ipsius x congruos per se sunt obuize, atque,
hoc respectu, numeri congrui tamquam aequi-
ualentes considerandi, tales congruentiae reso-
lutiones pro vna eademque habebimus. Quam-
obrem quum nosira congruentia ax - b=¢
alias resolutiones non admittat, pronunciabi-
mus, vaico tantum modo eam esse resolubilem
seu vnam tantum radicem habere. Ita e g.
congruentia 6x+5 = 15 (mod. 11) alias radi
ces non admittit, quam quae sunt=5 (mod. 11).
Haud perinde res se habet in congrueatiis al-
tiorum graduum, siue etiam in congruentiis
prinii gradus, vbi incognita per numerum est
multiplicata, ad quem modulus non est primus.

27. Superest, vt de inuenienda resolutio-
ne ipsa congruentize huinsmodi, quaedam adii
ciamus. Primo obseruamus, congruentiam for-
mae ax <-t:= u, cuius modulum ad a pri
mum supponimus, ab hac, ax = == 1, pende-
re: si enim huic satisfacit » == r, illi satisfa-
ciet ¥ ==+ (s —1¢) r. At congruentize ax=
-+ 1, modulo per b designato, aequiualet aequa
tio indeterminata ax= by - 1, quac quomodo
sit soluenda hoc quidem tempore abunde est
notum; quare nobis sulficiet, calculi algorith’
mum huc transscripsisse.

- Si quantitates 4, B, C, D, E etc. ita ab
his @ & v. & etc. pendent, vt habeatur 4 =« B=
vd31, C=v By-d, D=sC{- 8, E=¢ 1
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+ C. etc., bremitatis gratia ita eis dm:gnamus,
= [4]; B = [a¢]; C=[»57], D=[»¢ » 3]

eu,. *)» lam proposita sit aequatio indetermi-

nala ax = by ~+ 1, vbi g, b positiui. Suppo-

namas, id quod licet, a esse non < 5. Tum ad

instar algorithmi noti, secundum ‘quem duo-

rum numerorum diuisor comumunis maximus

inuestigatur, formentur per diuisionem valga~

rem aequationes,

8 = «ap~~ ¢

b=¢C, <+ d

f=7vd-+e et

fa vt w ¢, yete. ¢, d, ¢ etc. sint integri positii,

€t b, ¢, 4, ¢ coniinuo decrescenies, donec per-

Ueniatur ad

M= .+ (, quod tandem euenire debere con.

stat. Erit itaque a== [, ®.o-om 6«5 b = [n,

<& Tum flat x = e+ % 6], g = [k -0
Y C, ¢] entque ux = hy + 1, qurmdo numero-
rum « & v .- .- 0onmultitndo est par, aut ax =

by — 1, quando est impar. Q. £. F.

28. Resolutionem generalem huninsmodi
aequationum indeterminatarum ill. Euler pri«

o -
%) Malto generalius haecce relatio considtrari potest, guod negoriuwm
alia forsan occasione suscipiemnus. Hic duas tantum proposiciones
adiliimns,  quae vswm o osuum in praesenti inuestigatione habent;

luluet

[..,c.y oA ] & yoee-2] =[x & v...2]
['- Py oo- Ay u)== I, vbi signum superius accipiendum quan.
do numerorwn C, o A, p mubitudo par, nferius quando
impar,

29, Numerorum @, o y etc. ordo inuerti potest, [a, g Y es,

Awl = [wa . %> @ a.). Demonstrationes quag nom sunt
difficiles hic !\lpprlmlmus

B



mus docnit, Comment. Petrap. T. Il p. 46. Met.
hodus qua vsus est consistit in substitutione
aliarum incognitarum loco ipsarum x, y, atque
hoc quidem temnpore satis est nota. 1l la Grange
paullo aliter rem aggressus est: scilicet ex theo-
ria fractionmin continuarum constat si fractio 4
in fractionem continuam ‘
1
-t I
e~ 1
v - etc.
+ I
k-
conuertatur, haecque deleta vliima sui parte ¥
in fractionem communem Z restituatur, fore ax
= by + 1, siquidem fuerit a ad & primus,
Geterum ex vtraque methodo idem algorith-
mus deriuatur. Inuestigationes ill. la Grange
exstant Hist. de I' Ac. de Berlin Année 1767 p, 175,
et cum aliis in Supplementis versioni gallicae Aige-
brae Enlevianae adiectis.

2g. Congruentia ax - t == « cuius modu
lus ad 2 non primus, facile ad casum praece’
dentem reducitur. Sit modulus m, maximups’
que numerorum g, m diuisor communis ¥
Primo patet (uemuis valorem ipsius x cow
gruentiae secundum modulum m satisfacientes
eidem etiam secundum modulum $ satisfacer?
rt. 5). At semper ax = o (mod. }) quonia#
$ ipsum a metitur.  Quare, nisi ¢ == » (mod. 5
i. e. t—u per ¢ diuisibilis, congruentia prop?
sita non est resolubilis.
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Ponamus itaque a = ge, m = }f, t — u =
&k, eritque ¢ ad f primus. Tum vero con-
Eruentiae propositae ¢ ex ~ &k = o (mod. §f)
8eqyuiualebit haec ex 4 k = o @nod. f;, i. e.
Quicunquze ipsius x valor huic satisfaciat, etiam
Ul satisfaciet et vice versa. Manifesto enim
€x 4 k per f dinidh poterit, quando Sex + gk
Per if diuidi potest, et vice versa. At con-
gruentiam ex + k= o (mod. f) supra soluere
docuimus; vnde simul patet, si v sit vnus ex
Valoribus ipsius x, x = v (mod. f) exhibere re-
solutionem completam congruentiae propositae.

J0. Quando modulus est compositus,
fonnumquam praestat sequenti methodo vti.

Sit modulus == mn, atque congruentia
Proposita ax == 5. Soluatur primo congruen-
Ufi haee secundum modulum m, ponamusque
1 satisfieri, si ¥ = v (mod. h designante § dis
Ulsorem communem maximuin NUMerorum 7 ,a.
A manifestum est, quemuis valorem ipsius x
Congruentiae ax = b secundum modulum mn
Satisfucientem eidemn etiam secundum modu-
Y m savisfacere debere: adeoque in forma
Y~~%x/ contineri, designante x* numerum in-
dererminatum, quAanuis NON vice versa omnes
Numeri in forma v 4 % x‘ coutenti congruens
Yae secundum mod. mn satisfaciant. Quomo-
O autem x determinari debeat, vty 4+ 2 x*
4t radix congruentiae ax == 6 (mod. mn), ex-
Solutione congruentiae 9’5” x'~4-av=>05 (mod. mn)
educi polest, cul aequinalet haec-:‘—, x! = 2t
(m_ﬂd #). Hinc colligitur solutionem congruentiae
“mscunqueprimi gradus secundummodulum m »

B a
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reduci- posse ad solutionem duarum congruen-
tiarum secandumn modulum m et . Facile
autemn perspi';ietnr, sl m iteram sif productom
e duobus factoribus, solutionem congruentiae
secundam modnlum # pendere a soitlione dua-
rurn congrueutiarum guarum moduli sint il fa
ctores. Generaliter sofutio congruentiae secun-
dum moduluin compositum quemcumgue pen-
det a solutione aliaram congruentiarum, (ua-
rum moduli sunt factores illius numeri; Ii
autem, si commodum esse videtur, ita semper
accipi possunt, vt sint numeri primi.

Ex. Si congruentia 1g x = 1t (mod. 140)
proponitur: soluatur primo secundum mo-
dulum 2, eritque x = « {mod. 2). Ponatur #
=1 2 x, flatque 5§,~:’E —~ 18 (mod. 140) cub

aequiualet 1g x’== - g (mod.~0). Sihaeciteruw
secundum modulum 2 soluitur, fit af = !
(mod. 2) positoque «’ =1 + 2 2, fit 58 «*
== ~— 28 (mod. 70} siue 19 x = — 14 (mod'
35). Haec secundum 5 soluta dat x* = 4
(mod. 5), substitutoque % = § ~ Hx, Hf
g5 x = — go (mod. 55) siue 1gx“= — 1

(mod. 7)- Ex hac tandem sequitur, x/=z’
(mod, 7), pOSiIf\que x’“ == o -} 7 4 CO})igitur.
x = hg - 140x; (uare « =z Hg (mod. 140
est solutio completa congruentiae proposita?

1. Simili modo vt aequationis aw ="'
radix per ! exprimiwr, etiam congruentiae 4
== b radicem quamcuanque per - designabimv¥
congruentiae modulum, distinctionis gratia, af
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POnentes. Ita e.g. 12 (mad. 12) denotat quem.-
Uis numerum, qui est=11 (mod. 12) *). Gene-
raliter ex praecedentibus patet, ¥ (med. ¢) nihil
Teale significare (aut si quis melit aliguid ima.
Sinar), si g, ¢ habeant dinisorem communem,
quiipsum b non metiatur: Athoscasu excepto,
YXpressio % (mod. ¢) semper valores reales habe-

L, et quidem infnitos: hi vero omnes secun-

UM ¢ erunt coungrui quando g ad ¢ primus,
ut secandum £, quando § numerorun ¢, 4 diui-
SOr communis maximus.

Hae expressiones similem fere habent al-
§orithmum vt fractiones vulgares. Aliquot pros
Prietates quae facile ex praecedentibus dedu-
€1 possunt hic apponimus.

L. 8i secundum modulum ¢, @ == «, § = ¢ ex-
Pressiones 4 (mod, ¢) et 3 (mod. ¢) sunt
aequiualentes.

2 3 (mod. ¢¥) et 2 (mod, r) sunt aequinas
lentes, \

3.

% (mod. o) et 2 (mod. ¢) sunt aequiualentes
fHando & ad ¢ est primus.

Mulrae aliae similes propositiones afferri
Possent: at quum nulli ditficaltati sint obno-
Xlae, neque ad sequentia adeo necessariae, ad
alia properamus.

52. Problema quod magnum in sequenti-
bus vsum habebit, inuenire omnes numeros, qui se=
c\mzq{um modulos quotcungue datos residua data proebent,
atile ex praecedentibus solui potest.  Sint pri-

" id quod ex analogia per 111 (mod. 12) designari potest.

B9



mo duo moduli, 4, B, secundum quos numerus
quaesitus, z, numeris a, b respectine congruus esse
debeat, Omnes itaque valoresipsius zsub forma
A x~-a continentur, vbix est indeterminatus sed
talis vt fiat A x 4 a=0 (mod. B). Quodsi iam
numerorum 4, B diuisor communis maximus est-
J, resolutio completa huius congruentiae hano
habebit formam: x = v (mod.—g) sive quod eo-
dem redit, x = v - %% denotante & numerum
integrum arbitrarium. * Hinc formula 4 v + 5—‘3‘15
omnes ipsius 2 valores comprehendet, i e. s
= dv (mod. 47”) erit resolutio completa pro-
blematis. Si ad modulos 4, B, tertius accedit,
€, secundum quem numerus quaesitus z, debet
esse = ¢, manifesto eodem modo proceden-
dum, quunt binae priores conditiones in vnicam
. iam sint conflatae. Scilicet sinumerorum<y, € diui-
80T communis maximus= ¢, atque congruentiad
%x + Av=¢(mod. C) resolutio: x ==w (mod.%),
problema per congruentiam 2z == 4% 4 4y
(mod, £*%) complete erit resolutum. ° Similiter
procedendum, quotcungque moduli proponan-
tur. Obseruari conuenit 8, £7¢ esse numero-
rum A, B; et A, B, C respectiue minimos com-
munes diniduos, facileque inde perspicitur,
quotcunque habeantur moduli 4, B, C etc., sl
eorum minimus communis diuidaus sit A7, re-
solutionem completam hanc [ormam habere,
z=r (mod. M). Ceterum quando vila con-
ruentiarum auxiliarum est irresolubilis, pro-

lema impassibilitatem inuoluere concluden-
dum est. Perspicuum vero, hoc eucaire non
posse, quando omnes numeri 4, B, C etc. ta-
ter se sint primi.
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. Ex. Sint numeri 4, B, C; a, b, ¢, 504, 35,
16; 17, — 4, 33; hic duae conditiones vt z sit
= 17 (mod. 504) et = — 4 (mod. 35) vnicae,
Vi 5it = Sar (mod. 2520) aequiualent; ex qua
Cum hac: 2 =33 (mod. 16) coniuncta, pio-
Manat 2z = o041 {mod. 50%0).

. 33. Quando omnes numeri 4, B, C etc.
Inter se sunt primi, constat, productum ex
l({)sis esse minimum omnibus communem diui-

uum. In quo casu manifestum est, omnes
congruentias 2==a (mod. 4); z=54 (mod. B) etc.
¥nicae z=7 (mod. R) prorsus aequiualere, de-
Notante K numerorum 4, B, C etc. productum,
Hinc vero vicissim sequitur, vnicam conditio-
Nem z =+ (mod. R) in plures dissolui posse;
scilicet si R quomodocunque in factores inter
Se primos 4, B, C etc. resoluitur, conditiones
Z=y (mod. 4), z2=v (mod. B), z=r (mod.
C), etc. propositam exhaurient, Haec obser-
uatio methodum nobis aperit non modo impos-
sibilitatem, si guam forte conditiones proposi-
tae implicent, sgatim detegendi, sed etam cal-
culum commodius atque concinnius instituendi.

54. Sint vt supra conditiones propositae,
Visit z=4 (mod. 4) z=0b (mod. B), 2=¢
(mod. €). Resoluantur omnes moduli in facto-
¥es inter se primos, 4 in 4’ 4“ 4 etc.; B in B’
B B etc. etc. et quidem ita vt numeri A%
4" etc. B!, B etc. etc. sint aut primi, aut pri-
morum potestates. Si vero aliquis numerornm
4, B, C etc. iam per se est primus, aut primi
Potestas, nulla resolutione ia factores pro hoc-
Ce opus est. Tum vero ex praecedentibus pa-

B 4
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tescit, pro conditionibus propositis hasce sub-
stitui posse: z=a (mod, 4/), z=a (mod. 4),
z=a (mod. A) etc., =108 (mod. B’), 2=
(mod, B etc, etc. Iam nisi omnes numeri 4,
B, C etc. fuerint inter se primi, ex. gr. si 4 ad
B non primus, manifestum est, omnes diuiso-
res primos ipsorum 4, B dinersas esse non pos-
se, sed inter factores 4/, 4, A"/ etc. ynum aut al-
terum esse dehere, qui inter B‘, B“, B/ etc.
aut aequalem aut multiplum aut submultiplum
habeat, S prime A’ = B’, conditiones = = o
(mod. 4), 2 =0 (mod. B’) identicae esse de-
bent, siue 4 == b (mod, A’ vel B’), quare alter-
utra retici poterit Si vero non a=¥4 (mod. 4%,
problemaimpossibilitatem implicat. Si secundo B!
maltiplum ipsius 4, conditio z=a (mod. 4')in
hac z = b (mod. B) contenta esse debet, sine
haec x = ¢ (mod. 4°) quae ex posteriori de-
ducitur cum priori identica esse debet. Vnde
sequitur conditionem z = @ (mod. 4), nisi al-
terirepugnet (inquo casuproblemaimpossibile)
reiici posse. Quando omnes, conditiones su-
ecfluae ita reiectae sunt, patet, cmnes modu-
Fos ex his 4/, A", A" etc., B, B, B etc ete.
remanentes inter se primos fore: tum igitur de
problematis possibilitate certi esse et secun-
dum praecepta ante data procedere possumus,
35. Ex. Si ut supra esse debet z = 17
(mod. 504); == — 4 (mod. 35), et = 37 (nod.
10); hae conditiones in sequentes resolui pos-
sunt, = 17 (mod 8), = 17 (mod. g), == 17
(mod, 7); = — 4 (mod. 5), = — 4 (mod. 7);
= %3 (mod. 16). [Ex his conditiones z = .7
(mod. 8), z = 17 (mod. 7) reiici possant,
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quum prior in conditione z = 33 (mod. 16)

COntinearnr, posterior vero cum hac z = — 4
(mod. 7) sit identica; remanent itague
17 (mod. 9
4 (mod. 5) .. '
¥ = vade colligitur 2 = 3041
- 4 (mod. 7) 5 4

35 (mod 16) (mod. 5040) .

Cﬁ’terum palam est, plerumque commodius fore,
8t de conditionibus remaneantibius aamguae ex
Via eademque couditione euolutae erant seorsim
Tecolligantur, quam hoc nullo negotio fieri pos-
815 ¢, g, quando ex conditionibus z=a (mod. 4°)
®=a (mod. 4) etc. aliquae abierunt: (nae
X religuis restituitur, haec erit, z =2 secun-
U ypodulum qui est productem omnium mo.
dulorum ex A, 44, A4 ete. remanenrinm. lta
I nostro exemplo ex conditionibus = == — 4
(mod. 5) z == 4 (mod. 7) ea ex (jua ortae erant
¥ — 4 (inod. 35) sponte restituitur. Porro
hince sequitur haud prorsus perinde esse, quae.
lam  ex conditiombus superfluis reiiciancuor,
Mantum ad caleuli breuitatem: sed haec alia-
que artificia practica, uae ex vsu multo faci-
U8 quam ex praeceptis ediscuntur hic tradere
on est instituti nostri.

-

. 36.  Quando omnes moduli 4, B, €, D erc.
Ner se sunt primi, sequenti methodo sacpius
Praestat vii.  Delerminetur numerus « secun-

UM 4 vnitai, secundum religquornm modulo-
"um prodiictum vero cifrae congrius, sing sit

“ valor quiczmque (plerumque p’memat minizinm
ACcCipere) expressionis e (mod. Ay, per
C Detc, multiplicatae (vid. art. 32); similiter sit

B 5
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€= 1 (mod. B) et == 0 (mod. 4CD etc,), v =
1 (mod. £) et =0 (med. 4 B D etc.), etc.
Tunc si numerus z desideratur, qui secundum
modulus 4, B, C, D etc. numeris a, b, ¢, d etc.
respectine sit congruus, poni poterit

zz=ea+ €0 +vc-+3detc. (mod. 4 BCDetc.).
Manifesto enim, « a ==a (mod. 4.); reliqua an-
tem membra ¢ b4, ¥ c etc, omnia = o (mod. 4):
quare z=za (mod. 4). Similiter de reliquis
modulis demonsiratio adornatur. Haec solu-
tip priori praeferenda, quando plura huiusmo-
di problemata sunt soluenda, pro quibus mo-
duli 4, B, C etc. valores suos retinent; tunc
eniin numeri « & ¥ etc. valores constantes nan-
ciscuntur. Hoc vsu venit in problemate chro-
nologico vbi quaeritur, quotus in periodo Ju-
liana sit annus, cuits indictio, numerus au-
reus, et cycius solaris dantur. Hic 4 = 15,
B=19, C==28; (uare, quum valor expressionis
55y (mod. 15), siue g3z (mod. 15), sit 15,
erit . = 0gi0. Similiter pro ¢ inuenitur 4200,
et pro 4 4845, quare numerus quaesitus erit
residuum minimum numeri 6916 a -+ 4200 ¥
“+ 4845 ¢, denotantibus g indictionem, & nu-

merum aureum, ¢ cyclum solarem.

37. Haec de congruentiis primi gradus
vnicamn incognitam continentibus sufficiant. Su-
perest vt de congruentiis agamus, in quibus
plures incognitae sunt permixiae. At quoniam
loe capuat, si omni rigore singula cxponere
velimus, sine prolixitate absolui non potest
propositumque hoc loco nobis non est, omnié
exhaurire, sed ea tantum tradere, quae aiten
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tione digniora videantur: hic ad paucas obser-
Rationes inuestigationem restringimus, vber%o-
rem huius rei expositionem ad aliam occasio-
hem nobis reseruantes.

1) Simili modo, vt in aequationibus, pet-
spicitur, etiam hic totidem congruentias habe-
ri debere, quot sint incognitae determinandae

2) Propositae sint igitur congruentiae
8x 4 by + cz... = f(mwod.m)..... (A)

¥x by + dz.o.o=f e (A9
Yy b by ., = (ﬂ’f)
etc.

totidem numero, quot sunt incoguitae x, y, z etc.
. lam determinentur numeri ¢, &, ¥/ etc,
Ita vt sjt
b¥ 4 bt 3 b 2 + erc. =o,
¢ ¢ + ot o B+ etc. = o,

ete.
€t quidem ita vt omnes sint integri nullumque
actorem communem habeant, quod fieri pos-
S¢ ex theoria aequarionum linearium constat,
Simili modo determinentur v, , v etc,, ¢ &,
¢ ete, ete, ita vi sit
Gy - g'v + a' ' -+ etc. = o.
Co - /v 4 v - et s o,

etc.
8L + 20  g”l 1 ete, = 0,
DO 4 608 o 4 ete. == o,

elc, elc.

3) Manifestum est si congrnentiae 4, 4/,
A €tc. per £, él; & etec.; tum per oy, v’y vY, Cle.
®te, multiplicentur, tuncque addantur, has
Congruentias proucnturas esse:



- 28 —

(atd-a’p -+ a” ptete) x=f3 + ¢+ L ete.
(b v + b’ u/._}_. /1 ull+ etc.) !/Ef" +f/ vt +f" ,,4/+ etc.
(c §+ s = {” - etc.) z:_ff—{-f’ €I+f” é’//_{_ etc.

etc.
quas breuitatis gratia ita exhibemus:
= (ab) x= Z (f§)
T y=T(fv)
T (cf) z=32(fD etc.

4) Iam plures casus sunt distinguendi,
Primo quando omnes incognitarum coefficientes,
z (at), = (av) etc. ad congruentiarum modulum
m sunt primi, hae congruentiae secundum prae-
cepta ante tradita solui possunt, problematis.
que solutio completa per congruentias formae
-=p (moed. m), y =g (mod. m) etc. exhibe-
bitur *). E. g. 51 proponuntur congruentiae
x~+3yt+az=14x+y+dbar=7y; 2x
4 2 y~+ 2z =23 (mod 8), inuenietur { =g,

1, }“ = — 14, vnde fit — 15 x = — 26;
quare x == 6 (mod. 8); eodem modo inuenitur
15 y=—=a 102 =1, ethinc y=4, z=7

(mod. 8).

5y Sreunda quando non omnes coelficien-
tes, = (af), ¥ (bv) etc. ad modulum sunt primi,

¢) Obsernare conuenit hancre corclusionem demonstratione eperes
guam auten hic supprimimus. Proprie e€nim nihil aliud ex analysi
nastra  seduitir, quam qnod congruentiae propositae per alios in-

cognitarin x, y etc. valores solui nequeant: hos vero satisfacere
nou sejuirer, Fieri enim posset vt nulla omnino solutio daretuf.
Sunilis parslogismus étiam in aequationum linearium explication®

plerumque committitur.
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sint o, ¢, , etc. dinisores communes maximi ipsi-
us m cum :(at , >(bv), *(c?) etc. resp., patet-
Que problema impossibile esse, nisi illi numeros
2(f®), 2(fv:y 2(f2) etc. resp. metiantur. Quando
Vero hae conditiones locum habent, congruentiae

in ( 3) complete- resoluentur per tales r =
Pmod. 2), y = g(mod. ), z = r (mod. ';’)

tc., aut si mauis dabuntur « valores diuersi ipsi-
Us z (i. e. secundum m incongrui puta p, p +
" -1
- p + g—'—:—) "
®tc., illis congruentiis satisfacientes: manifestoque
Omnes solutiones congruentiarum propositarum
Sl quae omnino dantur) inter illas reperientur,
Attamen hanc conclusionem conuertere non licet,
Nam plerumque non omnes combinationes omniutm ¢
Yalorum ipsius = cum omnibus ipsius ¥ cun omnibus
psius z etc. problemati satisfaciunt, sed quaedam
taﬂl.turn, quarum nexura per vnam pluresue congru-
®ltias conditionales exhibere licet. At quum com-
P.leta huius problematis resolutio ad sequentia non
Sit necessaria, hoc argumentum fusius hoc loco non
*Xsequimur, exemploque ideam qualemcunque
€ eo dedisse sat habemus.

), & valores diuersi ipsius y

~. Propositae sint congruentiae 3% + 5y + -z
—~4, 2% 4 3y 4+ 22227, 5+ ¥ + 3z =
sumad. 12y, Hic fiunt g, &, &1 s, v, w5 ¢, &,
TSP =1, — 2, 15 I, 1, — I} — I3, 22
H'ml’ vnde 4% —= — 4, 7¥ = 5, 28z = 9_6.
N ¢ prodeunt quatuor valores ipsius * puta =
q\:af’ 8, r1; vnus valor ipsius y puta = IT;
Hor valores ipsius z puta = o, 3, 6, 9
mod. yg ) Iam vt sciamus, quasnam combina-
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-fiones ‘valorum ‘ipsius ¥ cum valoribus ‘ipsius 2z
adhibere liceat, substituimus in congruentiis
propp. pro %, ¥y, z resp. 2 + 3¢, II, 3u, vnde
transeunt in has 57 + 9t + 3u — o0, 30 + 6t +
6u = o, 15 + 15t + gu == o (mod. 12), quir
bus facile intelligitur aequivalere has 19 + 3¢ +
= o, 10+ 2t + 2u = o, 5+5t+5u_,.,
o (mod. 4). Prima manifesto requirit vt sit #
=t + 1 (mod. 4", quo valore in reliquis sub-
"Stiruto'etiam his satisfieri- inuenitur. Hinc ecolli
gitur, valores ipsius # hos 2, 5, 8, 11 (qui pro-
deunt statuendo ¢ — o, 1, 2, 37) necessario
combmandos esse cum valoribus ipsius z his 2
= 3, 6, g, 0 resp,, ita vt omnino quatuor §o°
lutianes habeantur

= 2, 5, 8, 11
¥ =11,¥1,1I1, 11 p (mod. 12)
2= 3, 6, 9, o

* * *

Mis disquisitionibus, per quas sectionis pro*
p051tum iam absolutum est, adhac quasdam pro-
positiones similibus principiis innixas adiungimusy
quibus in sequentibus frequenter opus erit.

38. Prosuiema. Jnuenire, quot numeri po
sitiui dentur numero positiuo dato A minores s¥
mulque ad ipsum pnmz.

Designemus breuitatis gratia muIntud}nem
numerorum posittuorum ad numerum datur®
primorum  ipsogque minorum per praelixum
characterem ¢, Quaeritur itaque 9.4,
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1. Quando 4 est primus, manilestum est
Omnes numeros ab 1 vsque ad 4 — 1 ad 4
Primos esse; guare in hoc casu ent ¢ 4 ==

-\x’

II, Quando A4 est numeri primi potestas
Puta — pm, omnes numeri per p diuisibiles ad
gnon erunt primj, reliqui erunt. Quamobrem

€ pm_ ; pumeris hi sant reiiciendi: p, 2p,

P.... (pm-1— 1) p; remanent igitur ™ — 1 —
(pm-r _ 1) stue pm™% (p ~ 1). Hinc ¢ pm =
Bt (p— 1),

{Il. Reliqui casus facile ad hos redu-
“untur ope sequentis propositionis: Si 4 in
e:,;tw“ M, N, P etc. inter se primos e:vt resolutus,
Sty 4 = oM. ¢ N._ ¢ P et quae ita demon-

‘atur,  Sint pumeri ad M primi ipsoque M
Mores, m, m’, m* etc. quorum itaque multitu-
rs == ¢ M. Similiter sint numeri ad N, P etc.
Spectiue primi ipsisque minores, n, #', n” etc.;

' P, p' etc. ‘etc., quorum multitudo ¢ N ¢ P
4‘:' lam constat omnes numeros ad productum
Primos etiam ad factores singulos M, N, P etc.
fmos fore et vice versa (art. 19); porro omnes
gi‘l’:eros qui horur m, m’, m* etc, alit_:ui sint con-
icl SecundU{n {n'odulum M ad Mprimos fore et
iae versa, similiterque de N, P etc. Quaestio
t r‘l‘Je hug:.reducta est: determinare (uot den-
aliczlflmen infra 4, qui secundum modulum M,
uhulnnllmer(_)rum my m'y m" etc. secundum mos
con N, alicui ex h:s n, n', n’ etc. efc. sint
er%rm. Sed ex art. 52 sequitur, omues nu-
rQSidz’ secundu.m singulos modulos M, N, P etc.

2 determinata dantes, congruos secun-
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dum eorum productum A fore, adeoque in-
fra A vnicum tantam dari, secundum singulos
‘M, N, P etc: residuis datis congruum, Quare
numerus- quaesitus aequalis erit numero com-
binationum singulorum numerorum m, m’, #*
cum singnlis #, #/, n’ atgue p, p’, p €tc. etc
Hunc vero esse =9 A, ¢ N, ¢ P etc. ex theori8
combinationum constat. Q. E. D. :

IV. Jam quomodo hoc ad casum de quo
agimus applicandunm sit facile intelligitur. Re-
soluatur 4 in factores suos primos siue redw
catur’ ad formam a* 6% ¢¥ etc. designantibus 4,
b, ¢ etc, numeros primos diuersos. Tum erit
¢ A=0a% 9bs. dc¥ etc. = a**(a—1) 4+
(b—1) 7T (¢—.) etc, seu concinnius ¢ 4=
A =E L 2L e,

, Exempl, Sit 4 = 60 = 2% 3. 5, adeoque
¢4 =13 32 ¢ 60 = 16. Numeri hi ad vo pri-
mi sunt 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37
41, 437 47, 49, 53’ 59'

Solutio prima huius problematis exstat it
commentatione ill. Euleri, theovemata arithmeticd”
nona methodo demonstrata, Comm. nou. Ac. Petrop
VIiLL. p. 74. Demonstratio postea repetita.est
in alia diss. Speculationes civca quasdam insignts
proprietates numerovum, Acta Petrop. VI p. 17.

39. Si characteris ¢ significatio ita detet”
minatur, vt ¢ A exprimat multitudinem nume’
rorim ad A primorum ipsoque A non maiors
perspicuum est ¢ 1 fore non amplius = o, se
== 1 in omnibus reliquis casibus nihil hinc im’.
mutari. Hancce dehnitionem adoptantes s€
quens habebimus theorema.



) Si a, a'y a’ ete, sunt ommes dinisoves ipsius A,
(vnitate et ipso A non exclusis) erit ¢ & ~- ¢ a’
Qa' - etr. = A

Ex. sit 4 = 30; tum erit ¢ 1 -+ ¢2 <+ 30
+ 05 4+ 06 4+ 010+ 05 030 =1
V4o + 4+ 294+ 8 4 8 = 3.
Demonstr. Multiplicentur omnes numeri ad
@ primi ipsoque ¢ non maiores per %, similiter
Omnes ad o/ primi per £ etc., habebunturque
®a 4 ¢ a’ -+ ¢ a” - etc, numeri, omnes ipso
4 non maiores. At

1) omnes hi numeri erunt inaequales. Omnes
®nim eos qui ex eodem ipsius A diuisore sint ge-
Nerati, inaequales fore, per se clarum. Si
Yero e diuisoribus diuersis M, N numerisque
* v ad istos respective primis aequales prodiis-
Sent, i, e, si esset 4« = Z v sequeretur x N
t M. Popatur M > N (id quod licet). Quo-
BNiam a1 ad # est primus, atque numerum « N
Metitur, etiam ipsum N metietur, maior mi-
Borem. @, £. A.

2) inter hos numeros, omnes hi 1, 2, 3 .... 4
uenjentyr.  Sit numerus quicunque ipsum A4
Non superans #, maximna numerorum 4, ¢t com-
unis mensura & eritque § diuisor ipsius 4 ad
Juem % primus. Manifesto hinc numerus ¢ in-
'er eos inuenietur qui ex diuisore f prodierunt,
i Hing colligitur horum numerornm multitu-
_nem esse 4, quare ¢a + ¢ a4’ - ¢ a” + elC.
=4, Q E D
dinis 40.  Si maximus numerorum A, B, C{ D ete,
i °’.' communis — w3 numevi a, b, ¢, d ett. ita detere
"ari possunt, vt sit 6d~4 6B 4 ¢ C 4 ete. =k,
G .
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> Dem, Consideremus primo duos tantum
numeros 4, B, sitque horum diuisor maximus
communis = A, Tum congruentia Ax =
(mod. B) erit resolubilis (art. 50). Sit radix
= «, ponaturque *={* = 6 Tum erit « 4
¢ B =», vii desiderabatur.

Accedente numero tertio C, sit maximus
diuisor communis numerorum a, C, = A/, erit-
que hic simul maximus divisor communis” nu-
merorum 4, B, C*). Determinentur numeri £,
y ita vt sit kA -} y C=, eritque ke A+ kCB
-+ yC = &%

Accedente numero quarto D, ponatur maxi-
mus dinisor communis numerorum 2/, D (qaent
simul esse maximum diuisorem communem nu-
merorum 4, B, C, D facile perspicitur) = a%
Ratque &/» ~ ¢ D = Tum erit k' « 4 -
k6B 4 &'y C+ 8D = x4,

Simili modo proced ipotest, quotcunqué
alii numeri accedant.

Si itaque numeri 4, B, C, D etc. diuisorem
communem non habent, patet fieri posse a4
+ 6B + ¢C + etc. = 1.

4r. Sip est numevus primus atque habemtur ¢
res, inter quas quotcunque aequales esse possunt, modd
fon omues Sint aequales: numerus permulotionum h#
rum rerum per p erit diuisibilis,

#) Metietur enim manifesto A! omnes 4. B. €. Si vero non esstt
dinisor communis maxisys: maxmmus foret major yuam )/ 1a®
quoniam hic divisor maximus metirar ipsos 4 B; wmetietur etia®
ipsum @ A - 2B i e ipsuw A, maior minorem Q. K. 4, ~
Facilius adauc hoc ex art, I8 deduci potest,
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Exempl, Quinque res A, 4, 4, B, B, decem
Modis diuersis possunt transponi,

Demonstratio huius theorematis facile qui-
dem ex nota permutationum theoria peti po-
test. Si enim inter has res sunt primo a aequa-
®S nempe = 4, tum § aequales nempe = B,
tum aequales nempe = C etc. (vbi numeri
% b, ¢ etc. etiam unitatem designare possunt),
ta vt habeatur a ~~ 6 ¢ - etc. ==p, numerus
Permutationum erit = y By rar e
M per se clarum est, huius fractionms nume.
Tatorem per denominatorem diuisibilem esse,
Quoniam numerus permutationum debet esse in-
teger: at numerator per p diuisibilis est, de-
DOminator vero, qui ex factoribus ipso y mi-
Noribug est compositus, per p non diuisibilis
(a'_t- 15). Quare numerus permutationum per p
Crit divisibilis (art. 19).

q Speramus tamen fore quibus etiam sequens
®Monstratio haud ingrata sit fatura.

Quando in duabus permutationibus rerum
 Quibus compositae sunt ordo in eo tantum
'SCrepat, vt ea res quae in altera primum lo-

ﬁum Occupat, aliam sedem in altera teneat, re-
dgl“ae autem eodem in vtraque orr'ime progre-
ur, eamque quae in altera vitima est, ea
:lil:e €st prima, in altera excipit; permutationes
s vocemus *). Ita in ex. nostro permuta~
oNes 4BAAR et ABABA similes erunt,

GCa
ones similes in circulum scriptae esse concipiuntur ita

€s primae fiat contigua, noila omnino erit discrepantiay
ullus locus primus aut vitimus vocari poteris,

DY

) si Permutari
Vt vitimg ¢
oniag, |
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oniam res quae in priori primum secun-
um etc, locum occufam:, in poster'ori loco
tertio quarto etc, eodem ordine sunt collo
catae.

Iam quoniam quaeque permutatio ex p re’
bus constat, patet cuiuis p — 1 similes adin
ueniri posse, si ea res quae prima fuerat, a
secundum, tertium etc. locum promoueatur
Quarum si nullae identicae esse possunt mani
festum est, omnium permutationum numerut®
per p diuisibilem euadere, quippe qui p vic
bus maior sit quam numerus omnium permuta-
tionum dissimilium. Supponamus igitur dua
permutationes PQ ... T V...rz; v..
¥ZPQ... T, quarum altera ex altera pef
terminorum promotionem oria sit, identica’
esse siue P=/V etc. Sit terminus P qui ¥
priori est primus, #-1 fus in posteriori. Erit
igitur in serie posteriori terminus #n-f-1 tus a¢
qualis primo, # -+ 2 tus secundo etc. vnd¢
21 tus rursus primo aequalis evadet, e#
demque ratione 3n -+ 1 tus etc.; generaliterqﬂa
terminus kn-+m tus m to (vbi quando kn-+"
ipsum p superat, aut series V... Y¥ZPQ... )
semper ab initio repeti eoncipienda est, aut 4
k#n -+ m multiplum ipsius p proxime minus ¢
scindendum). Quamobrem si £ ita determin®
tyr, vt flatkn=1 (mod p), quod fieri pote®
quia p primus, sequitur generaliter terminv?
m tum m ~ 1 to aequalem esse, siue quemV’
terminum sequenti, i. e. omnes terminos at’

uales esse contra hypothesin,
42. Si coefficientes A, B, C.os o N; a,b, ¢
o8 duarum functionum formae \
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%M b 4 xm—1 . B am—2 L Cxm—3 esse+ N.....(P)
LAl Gxu =1 hav 2 caxr—3 .01 W (Q)
“Mncs sunt rationales, meque vero omnes integri, pro
d"ttumque ex (P) et (Q) =
xll«+u+ ‘me"'“"‘l"{" P xMEL—2 ~f- glc, 3;
Omnes coefficientes U, B ... 3 integri esse nequeunts
. Demonstr. Exprimantur omnes fractiones
M coefficientibus 4, B etc. a, b etc. per nu-
€ros quam minimos, eligaturque ad libitum
Mumerys primus p, qui aliquem aut plures ex
€nominatoribus harum [ractionum metiatur.
Onamus, id quod licet, p metiri denominato-
:?m alicuins coefﬁciemis fracti in (2), patetque
. (Q) per p dividatur, etiam in ¢ dari ad mi-
"num voum coefficientem fractum cuius denos
'fator implicet factorem p (puta coefficientem
turlm_ul_n #. lam facile perspicitur, in (P) dae
M iri terminum voum, fractum, cuins deno-
Mator inuoluat plures dimensiomes ipsius s
‘Iuan} denominatores omniunur similium praece-
Og]nt}llm, et nom pauciorcs quam de'nominatores
et mum_ sequentium; sit hic terminus = G s,
Multitudo dimensionum ipsius p in denomi-
istx)‘;e ipsius G, = ¢, Similis terminus dabitar
nyy . QUi sit =Ta¥ et multitudo dimensio-
™M ipsius p in denominatore ipsius I, = =,
itaamfesto hi(? erit ¢+ ad minimum = 2. His
e“Praeparan?, terminus x&+7 producti ex P
Om‘i_’) coeflicientem habebit fractum, cuius de-
o u;“at?r t+ r — 1 dimensiones ipsius p in-
t, id quod ita demonstratar.
Prae Csel(?t termini ‘qui yin (P) terminum Gt
Vero G'um’ ‘Gasrt, “Gust?, etc. sequentes
%83, G‘xe—2 etc.; similiterque in (%)



praecedant terminum r %7 termini T xY+1,
“rxYy+2 etc. sequantur autem termini r'xy—I,
r‘gy—2 etc. Tum constat in producto ex (P),
¥ coefficientem termini x4y fore = Gr

~+ ‘Gr/ - “Gr! -} etc.

TG/ 4T G e étc.
Pars Gr erit fractio quae si per numeros quam
minimos exprimitur in denominatore ¢+ di-
mensiones ipsius p inuoluit, reliquae autem
partes si sunt fractae, in dominatore pauciores
dimensiones numeri p implicabunt, quoniam
omnes sunt producta e binis factoribus quo-
rum alter non plures quam ¢, alter vero pau-
ciores quam 7 dimensiones ipsius p implicat;

vel alter non plures quam r, alterque pauciores

quam ¢, Hinc Gr erit formae ;ir,,?‘, reliqua-

& - .
rum vero summa formae FrETE vbi & posr
uus et ¢, f, f a factore p liberi: quare omnium

. t i .
summa erit = '—J’:ﬁg% cuius numerator pef
p non diuisibilis, adeoque denominator pef
nullam reductionein pauciores dimensiones quan!

¢ --= obtinere potest. Hinc coefliciens termint

. . f ral _z;
x%*” in producto ex (P), (Q) erit = ;F}’:Tﬁ”,i’
1. e fractio cuius denominator ¢+ r— 1 dimen

siones ipsius p implicat. Q. E. D.

43, Congruentia m¥ gradus, Axm -} B aom—"
- Com—2- etc, + Mx~f N=o, cuius modulus ost
numerus primus p, ipsum A non metiens, pluyio®
quam m modis diucysis solui non potest, siue plur?’
quam m radices secundum p incongruos wonm hab!
(Vid. artt. 25, 26)



 Si quis neget, ponamus dari congruentias
diversorum graduum m, u, etc. quae plures
quam m, n etc. radices habeant, sitque mini-
Mmus gradus, m, ita vt omnes similes congrunen-
tae interiorum graduum theoremati nostro sint
Consaptaneae. Quod quum de primo grado
lam snpra sit demonstratum (art. 26), manife-
Stum est, m fore aut == 2 aut maiorem. Ad-
Mirret itaque congruentia Ax» -+ Bax m—1 + etc.
+ Mx-+ N=zo saitemm~-1 radices, quaesintx
S=a, x=¢, r=1v etc., ponaﬁmsque id quod
licet omnes numeros o & » etc. esse positinos
¢t minores uam p, ommiumgue minimum e
8m in congruentia proposita substituatur pro
% 9 ~+ o, transeatque inde in hanc
Ay Biym—1 J Ciym—2....+ Myt N'=o0.

um manifestum est, huic congruentiae satis-
fieri deberi, si ponatur y =0, aut = é—s, aut
=7v—« etc., quae radices omnes erunt diuer-
$ae, numerusque earum =m--1. At ex €0
qQuod y=o est radix, sequitur, N’ per p diui-
Sibilem fore. Quare etiam haec expressioy
Y (4 ym—1 4 B’ yn—24 etc. 4 M) fiet —©
(mod. pY, siipsi y vnus ex m valoribus, ¢—w
¥ wete, tribuitur, quiomnessunt >o et <<p, ad-
®oque in omunibus hisce casibus etiam 4 ym—1-f
Y ym—2 L etc. -} M’ flet==0 art.22; i e. congruen-
ta A ym—1 B! ym—2 -} etc, - M=o, quaeest
§;“dll§ m— 4, m radices habet et pr:oin thfao-

Mau nostro aduersatur (patet enim facile,
vii rore = 4, adeoque per p non diuisibilem,

equrritur) licet supposuerimus, omnes con-

Bruentias inferioris gradas quam mt, theorema-

Consentire, Q. £, 4.

C 4
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44+ Quamuis hic supposuerimus, modu-
lum p non metiri coefficientem termini summi,
tamen theorema ad hunc casum non restringi-
tur. Si enim primus coefficiens siue etiam ali-
qui sequentium per p diuisibiles essent, hi ter-
mini tuto reiici possent, congruentiaque tan-
dem ad inferiorem gradum deprimeretur, vbi
coefficiens primus per pnon amplins foret diuisi-
bilis, siquidem non omnes coefficientes per p di-
uidi possunt; in quo casu, congruentia foret, iden-
tica atque incognita prorsus indeterminata,
Theorema hoc primum ab ill. La Grange
proposittm atque demonstratum est (Mem. de
PAc. de Beriin, Année 1768 p. 192.). Exstat et-
iam in dissert, 11, Le Gendre, Recherches d’ Ana-
lyse indeterminée, Hist, de I'Acad. de Paris 1783.
2. 466, Nl Euler in Nou, Comm. Ac. Petr. XVI1II.
p. 93 demonstrauit congruentiam x"— 1 =0
plures quam # radices diuersas habere non
posse. Quae guamuis sit particularis, tamen
methodus qua vir summus vsus est omnibus
congruentiis facile adaptari potest. Casum ad-
huc magis limitatum iam antea absoluerat,
Comm, Ac. Petr. V.p.6,sed haec methodus, ge-
neraliter adhiberi nequit. Infra Sect. VIII, alio
adhuc modo theorema demonstrabimus; at
quantumuis diuersae primo aspectu omnes hae
methodi videri possint, periti qui comparare
_eas voluerint facile certiores fient omnes eidem
Erincipio superstructas esse. Ceterum quum
oc theorema hic tantum tamquam lemma sit
considerandum, neque completa expositio huc
pertineat: de modulis compositis seorsim agere
supersedemus.




SEcrio TERTIA

DE

RESIDVIS POTESTATVM.

45. THEORIMA. I omni progressione geome-
tica, 1, a, aa, a° ete. procter primum 1, alius ad-
h_“c datur terminus, at, secundwm modulum p od a
rimum puitati congruns, cuins exponens t < p. '

Demonstr.  Quoniam modulus p ad 4, ad-
®oque ad quamuis ipsius 2 potestatem est pri-
Mus,  nullus progressionis terminus erit = o
Mod, p), sed quiuis alicui ex his numeris

Iy 2,3....p— 1 congruus, Quorum mul-
t‘tud_o quum sit p — 1, manifestum est, si plu-
Tes quam p — 1 progressionis termini conside-
' Tentur, omnues residua minima diuersa’ habere
Ilaon posse. Quocirca inter terminos 1, a, aa,
.+« a—1 bini ad minimum congrui inue-
Dlentar, it jtaque am=an et m >4, fietque
nidendo per a®, a™ "= 1 (art. 22) vbi m—
"<pe>o Q E D

n Ex, In progressione 1, 2, 4, 8 etc. termi-
Us primus qui secundum modulum 13 vnitati
Ch
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est congruus, inuenitur 2'? = 4og6. At se-
cundum modulum 23 in eadem progressione fit
2™ = 2048 = 1. Similiter numeri 5 potestas
sexta, 15625, vnitati congrua secundum mo-
dulum 7, quinta vero, 3125, secundum 1r1.
In aliis igitur casibus potestas exponemis mi-
noris quam p — 1 vnitati congrua euadit, in
aliis contra vsque ad potestatem p — 1 tam
ascendere necesse est.

46. Quando progressio vltra terminu_m
qui vnitati est congruus continuatur, eadem
quae ab initio habebantur residua prodeunt
iterum. Scilicet si at = 1, erit a4 = a, a2 =
as etc. donec ad terminum a2t perneniatur, cu-
ius residuum minimum iterum erit = 1, arque
residuorumn periodum denuo inchoat. Habetur
itaque periodus ¢ residua comprehendens, quae
simulac linita est ab initio semper repetitur;
neque alia residua quam quae in hac periodo
conlinentur in tota progressione’ occurrere pos-
sunt. Generaliter erit gm=1, et gm4"=a", id
guod per designationem nostram ita exhibetur:

Si v == ¢ (mod. t) erit
e" == af (mod. p)

47. Petitur ex hoc theoremate compen-
dium potestatum quantumuis magno exponente
affectaram residua expedite inueniendi, simul-
ac poiastas vnitati congrua innotescat. Si ex.
gr- residunm e diuisione potestatis 3T°°° per
13 oriundum quaeritur, erit propter 3% =71
(mod. 13), t=3; quare quum sit 1000 =1
mod. 3.), erit 37°°° =3 (mod. 13).

48. Quando at est infima potestas vnitati
congrua (praeter a°= 1, ad quem casum hic



non respicimus), illi ¢ termini, residuorum pe-
riodum constituentes omnes erunt diversi, vti
ex demonstratione art. 45 nullo negotio perspi-
citur, Tum autem propositio art. 46 gonuerti
Potest; scilicet si am =z a (mod. p) erit m==
(mod. t). Si enim m, n secundum modulum 2
incongrui essent, residua eorum minima, kv
diuersa forent. At a' = a™, 4’ = 4", quare a“
= @' i, e, non omnes potestates infra a¢ incon-
grui forent contra hypoth.

Si itaque a* =1, (mod. p), erit k=o
(mod. t) i. e. k per ¢ diuisibilis.

Hactenus de modulis quibuscunque si mo-

0 ad g sint primi diximus. fam modulos qui

sunt numeri absolute primi seorsim considere-

mus atque huic fundamento inuestigationem
8eneraliorem postea supersirnamus.

i 49. THEOREMA, Si p est numerus primus
sum a nown metiens, atque at infima ipsius a potestas
Secundusm modulum p vnitati congrua, exponens t aut
erit — p— 1 aunt }iars aliquota huins numeri.

Conferantur exempla art. praec.

Demonstr. Quum ijam ostensum sit, ¢ esse
Ut = p - 1, aut < p— 1, superest, vt in po-
Steriori casu ¢ semper ipsius p— 1 partem ali-
quotam esse enincatur.

‘I. Colligantur residua minima posititia
Omnium horum terminorwin, 1, a, aa.... a1
Quae per e, o a! etc, designentur, ita vt sit
== 1, =g, ell=gg etc. Perspicuum est, haec
Omnia fore diuersa, si enim duo termini gm, g-
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eadem praeberent, foret (supponendo m }> ),
an—rz=1 atque m—n <t Q. E. A. quum nulla
inferior potestas quam a' vnitati sit congrua,
hyp. Porro omnes « &b o/ gtc. in serie nume-
rorum i, 2, 5 .., p— 1 continentur, quam ta-
men non exhaurient, quum t<p - 1. Com-
plexum omnium « 4 </ etc. per (4) designa-
bimus. Comprehendet igitur (4) terminos ¢.

II.  Accipiatur numerus quicunque ¢ ex
his 1, 2, 5 ... p—1, qui in (4) desit. Multi-
plicetur ¢ per omnes «, o/ «/’ etc,, sintque resi-
dua minima inde oriunda € €. ¢ etc., quorum
numerus etiam erit t. At haec restdua tum in-
ter se quam ab omnibus e, «/ o/ ete. erunt di-
uersa, Si enim prior assertio falsa esset, habe-
retur ¢am = ¢a" adeoque diuidendo per 6, gm=
v, contra ca qnae modo demonstrauimus; si
vero pesterior, haberetur €am == a°, vnde, quana
do m << n, §=a"—mi. e. alicuil ex his «, ¢’ « etc.
congruus contra hyp.; quando vero m}>un, se-
quitur multiplicando per at—m, Cg:= g+,
sine propter at==1, ¢==al"—™m, quae est eadem
absurditas. Designetur complexus omnium ¢, ¢ &/
etc. quorum multitudo = ¢, per (B), habe-
bunturque iam ot numeri ex his 1, 2, 3 ...
p — 1. Quodsi igitar (4) et (B) omnes hos
nameros complectuntur, fit 2% = { adeoque
theorema demonstratum,

III.  Si vero aliqui adhuc deficiunt, sit ho-
rum aliquis . Per hunc multiplicentur omnes
a «, «! etc., productorumque residua minima
sint » ¥% ¥ etc,; omnium complexus per ()
designetur. (C) igitur comprehendet ¢ numeros
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ex his 1, 2, 3... p—~ 1, quae omnes tum in-
ter se quam a numeris in (4) et (B) contentis
erunt diuersi, Assertiones priores eodem mo-
do demonstrantur vt in [I, tertia’ ita. Si esset
yan = Can, fieret y=¢ ar—m, aut = Cgvo—m
prout m <t n, aut }>#, in viroque casu v alicui
ex (B) congrua contra hyp. Habentur igitur
5t numeri ex his 1, 2,3... p—1, atque si
nolli amplius desunt, fiet ¢=3 adeoque theo-
rema erit demonstratum,

 IV. 8i vero etiamnum aliqui desunt eo-
dem modo ad quartum numerorum comple-
xum, (D), progrediendum erit etc. Patet vero
Quoniam numerorum 1, 2, 5.,.. p — 1 multi~
tudo est finita, tandem eam exhaustum®iri, ad-
eoque multiplum ipsius ¢ fore: quare ¢ erit
Pars aliquota numeri p — 1. Q. E. D,

50. Quum igitur X sit integer, sequitur
tuehendo viramque partem congruentiae a:=«
ad potestatem exponentis 7%, aP—Tz==1, siue
GP=1 — y semper per p diuisibilis est, quando p est
Primus ipsum a now metiens,

. Theorema hoc quod tum propter elegan-
Ham tum propter eximiam vtilitatem omni atten=
tione dignum, ab inuentore theorema Fermationum
@ppellari solet. Vid. Fermatii Opera Mathem. To=
losse 1679 fol. p. 163. Demonstrationem in-
uentor non adiecit, ¢uam tamen in potestata
SUa esse professus est. 1. Euler primus.de-
Monstrationem publici iuris fecit, in diss. cui
Wulus  Theorematum quornndam ad numeros primos
*Pectantium demonstratio, Comm. Acad. Petrop, T,
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pIiI*), = Innititur ista euolutioni potestatis
(a+1), vbi ex coefficientium forma facillime
deducitur (s + 1)P—av—1 semper per p fore
diuisibilem, Adeoque (a-+1)? — (a~1) perp
diuisibilem fore, quando a» — a per p sit diuisibi-
lis, Iam quia 1? — 1 semper per p diuisibilis
est, etiam 2P~ 2 semper erit; hinc etiam 3¢
— 3 etc. generaliterqure a? — a. Quodsi itaque
p ipsum a non metitur, etiam o*—1-- j per p
diuisibilis erit. Haec sufficient ad methodi indo-
lem declarandam. Clar. Lambert similem demon-
strationem tradidit in Actis Erudit. 1769, p. 109.
Quia vero euolutio potestatis binomii a theorianu=
merorum satis aliena esse videbatur, aliam de-
monstrationem ill. Ealer inuestiganit quae ex-
stat . Comment. nou. Petr. T, VII p. 70, atque
cum ea quam nos art, praec. exposuimus pror-
sus conuenit. In sequentibus adhuc aliae
quaedam se nobis offerent. Hoc loco vnam
superaddere liceat, quae similibus principiis
innititur, vti prima ill. Euleri, Propositio ses
quens, cuius casus tantum particularis est theo
rema nostrum, etiam ad alias inuestigationes
infra adhibebitur.

Polynomii a~Fb -4 c~}- ete. potestas p ta secine
dum modulum g est = aP~f 6P} cP ¥ etc., siquidem
P oSt MUMEYUS Primus,

®) ln comment. ahteriore vir summus ad scopum nendum peruenerat,
com, Pety. T. VI, p. 106, — In controuersia famosa inter Mau~
pertuis et Konig, a principio actionis minimae otta, sed mox a4 res
heterogeneas egressa, Konig in manibus se habere dixit autographum
Leibnitianum, in quo demonstratio huius theor-matis cum Euleriana
prorsus conspirans contineator.  Apwel uw public. p. 106.  Licet
vero fidem huic testinonio denegare noliwus, certe Leibnitius in-
uentum suum numquam publicauit, Conf, Hist, de PAc. de Prusse.
4. 1750, p. 530



Demonstr. Constat potestatem pt= poly-
Domii 4 {4+ ¢+ etc. esse compositam e par-
tibus formae «4%6°¢” etc. vhi e+ 6y etc. =
¥, et = designat, quot modis p res, quarum «,
» ¥ etc. respectiue sunt = g, b, ¢ etc. permu-
tari possint, At supra art. 41 ostendimus, hune
Dumerum semper esse per p divisibilem, ni-
Sl omnes res sint aequales, i. e. nisi aliquis nu-
Merorum « & y etc. sit = p reliqui vero = o.

hde sequitur omnes ipsius (a4 b+ ¢ -+ etc.)?
Partes, praeter has a, b7, c® etc., per p dini=
Sibiles esse; quae igitar quando de congruen-
Ya secundum modulum p agitur, tuto omitti
Poterunt, fietque (a-}-b + ¢ etc.)p= ar - b»
%+ etc. Q E. D.

Quodsi iam omnes quantitates a, 4, ¢ etc.
=1 ponuntur, numerusque earum = k, fiet
k=t vti in art. praec.

52. Quoniam igitar alii numeri quam qui
Sunt diunisores ipsius p — 1 nequeunt esse ex-
Ponentes potestatum infimarum ad quas euecti
Mumeri aliqui vnitati congrui fiunt, quaestio
Sese offert, num omnes ipsius p — 1 diuisores
2d hoc sint idonei, atque, quando omnes nu-

eri per p non diuisibiles secundum exponen-
t?nl infimae suae potestatis vnitati congruae clas-
s‘_ Centur, quot ad singulos exponentes sint per-
Yenturi,  Vbi statim observare conuenit, suf-
Cere, si omnes numeri positini ab 1 vsque ad
™t considerentur; manifestum enim est, nu-
®T0s congruos ad eandem potestatem elevari
Ee"e, quo vnitati fiant congruae, adenque
sgmﬁl‘nrn quemcunque ad eandem exponentem
® referendum ad quem residuum suum mi-



nimum positiuum. Quocira in id nobis erit
incumbendum, vt quomodo hoc respectu nw
mari 1,2,3.... p—1 inter singulos p — !
factores distribuendi sint eruamus. Breuitati
gratia, si d est vnus e diunisoribus numeri p — ¢
(ad quos eriam 1 et p-—1 referendi), per v
designabimus multitudinem numerorum posk
tiuorum ipso p minorum quorum potestas 4"
est infima vnitati congrua. )

53. Quo facilius haec disquisitio intellig!
possit, exemplum apponimus. Pro p=.q d¥
stribuentur numeri 1, 2, 3 ....18 Iinter diuis?
res numeri :8 hoc modo: :

i} 1.
2|18,

3{ 7, 11.

61 8, 12.

9| 4 5 6 9 16, 17,
18] 2, 3, 10, 13, 14, 15.

In hoc igitur casu fit V1 =1, Y2 =1, 43="%
$6=2, ¥9=16, 418 =06. Vbi exigua attet
tio docet, totidem ad quemuis exponente®.
pertinere , quot dentur numeri hoc nof
maiores ad ipsumque primi, siue esse in ho?
certe casu, retento signo art. 40, d = g%
Hanc autem obsernationem generaliter vera®
esse ita demonstramus,

I Si numerus aliquis habetur, a, ad e¥’
ponentem d pertinens (i. e. cuius potestas de vo¥
tati congrua, omnes inferiores incongruae)’
omnes huius potestates, aa, o3, a* ..., g siuf
ipsarum residua minima proprietatem priore?
etiam possidebunt (vt potestas ipsarum gt vo¥
tati sit congrua) et quum hoc ita etiam exp*
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Mi possit, residua minima numerorum a, aa,
" «... at (gquae omnia sunt diuersa) esse radi-
€es congruentiae xt=1, haec autem plures
quam 4 radices dinersas habere mequeat, ma-
Mlestum est, praeter numerorum a, aa, 4° ...
2 residua minima alios numeros inter 5 et p—1
el non dari quorum potestates exponentis d
Congruae sint vnitati, Hinc patet omnes nu-
Meros a4 exponentem d pertinentes inter resi-
2 minima numerorum a, aa, o .... ad
T®periri, Quales vero sint, quantaque eorum
ullitudo ita definitur. $i & est numerus ad
Primus, omnes potestates ipsius a*, quarum
eﬁponelntes < ¢, voitati non erunt congrui: esto
akr:ln & (mod. d) =m (vid. art. 31) erilque
. = q; quare si potestas e ipsius a* vnitati
Sset congrua atque e<d, foret etiam gkme = ¢
Mnc gt = 1 contra hyp. Hinc manifestum
» residuum minimum ipsius a* ad exponen
¥m 4 pertinere.  Si vero & diuisorem aliquem,
d’uﬁnm d communem habet, ipsius a* resi-
het-m minimum ad exponen‘t‘em' d non perti-
Cor, quoniam tum potestas #* iam vnitati fit
8rua (erit enim L; per d diuisibilis, siue ==
?mi(clinod. d) adeoque a:'_-j == 1), Hinc colligitur,
(l\lotem numeros ad exponentem d pertinere
.-t Mumerorum 1, 2, 3....d ad d sint pri-
Cl:siom memorem esse Oportet, ha.mc cone
umprnﬂm Innixam esse suppositionl, voum
tina,. oM a iam haberi ad exponentem d per-
rin“'ntem_ Quamobrem dubium remanet, fie-
0 iiﬁgssit vt ad aliquem exporentem nullus
Mgy Numerus pertineat; conclusiogue eo li-
YVt v d sit vel = o vel =¢d.
D

est



— Ro —_—

54. 1. Iam sintomnes dinisores numeri
p—1hi: d, d, 4", etc. eritque, quia omnes numeri
1, 2,3 .... p— 1 inter hos sunt distributi, yd
4 yd! Vi’ etc. = p—1. At in art. 40
demonstrauimus esse ¢d —+ ¢d’ -+ ¢d* -+ etc.
= p—1, atque ex art. praec. sequitur ¢d
ipsi ed aut aequalem aut ipso minorem esse,
majorem ess¢ non posse, similiterque de d’
et pd’, etc. Si itaque aliquis terminus ex hid
vd, yd*y vd” etc. termino respondente ex his
#d, pd‘, @d“, esset minor (siue etiam plures)
illorum summa summae horum aequalis esse
non posset. Vnde tandem concludimus 4o
ipsi ¢'d semper esse aequalem, adeoque a magnitu’
dine ipsius p — 1 non pendere.

55, Maximam autem attentionem mere’
tur casus particularis propositionis praeceden”
tis scilicet semper dari numeros quorum nulla potestd’
inferior quam p— Lt vnitati congrua, et quider®
totidem inter 1 et p—1 quot infra p - 1 sint
numeri ad p— 1 primi.  Cuius theoremati?
demonstrario quam minime tam obuia sit quarm®
primo aspectu videri possit, propter theorem#’
tis dignitatem liceat aliam adhuc adiicere ?
praecedente aliquantum diuersam, quandoqu¥
dem methodorum diuersitas ad res obscurioré’

.illustrandas plurimum conferre solet. Resol’
natur p -- 1 in factores suos primos fiatque p — ¢
== a® b5 ¢¥ etc., designantibus a, b, ¢ etc. n¥
meros primos inaequales. Tum theoremat?
demonstrationem per sequentia absoluemus’

I Semper inueniri posse numefum A
(aut plures), ad exponentem a® pertinente™
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8imiliterque numeros B, Cetc. ad exponentes
be, v etc. respectiue pertinentes, .

II. Prodactum ex omnibus numeris A,
B, ¢ etc. (siue huins producti residuum mi-
Nimum) ad exponentem p—1 pertinere. Haec
futem ita demonstramus.

I. Sit g numerus aliquis ex his 1, 2, 5.,,

P — 1, congruentiae x~» =1 (mod. p) nor sa-
tisfaciens, omnes enim hi numeri congruentiae

uic, cuius gradus < p— 1, satisfacere ne-
queunt. Tum dico si potestas £t = ipsiusé po-
Datur = k, hunc numerum, siue eius residuum

Minimum ad exponentem a* pertinere.

Namque patet potestatem a‘tm ipsius &
Congruam fore potestati p - 1 e ipsius g i. e,
Vhitati, potesias vero s*—3* ipsius k congrua
et potestati £Zlwe ipsius g, i e vnitati erit
Mcongrua, multoque minus potestates ge—2,
#¢~3we etc. ipsius & vnitati congruae esse pos-
Sunt, At exponens infimae potestatis ipsius 4,
Yhitarj congruae, siue exponens ad ¢uem per-
Unet 4, numerum a* metiri debet, (art, 48).

Ware quum g* per alios numeros dinisibilis
on sjt quam per se ipsum, atque per inferio-
'es ipsius o potestates, necessario a« erit ex-
Ponens ad quem h pertinet. Q. E. D. Per si-
Wilem methodum demonstratur, dari numeros
& exponentes 65, ¢¥ etc. pertinentes.

Il Sisupponimus, productum ex omnibus
4’_ B, C etc. non ad expon'entem g—I, sed ad

'Norem ¢ pertinere, ¢ ipsum p-—- 1 metietur

art. 48), siue erit =% integer vnitate maior,
dcile autem perspicitur, hunc quotientem vel
. 2
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esse vnum e numeris primis a, 4, ¢ etc. vel sal-
tem per aliquem eorum diuisibilem (art. 17,
ex. gr. per a, de reliquis enim simile est ratio-
cinium. Metietur itaque ¢ ipsum 3%; quare
productum 4 B Cetc. etiam ad potestatem?”_ ' ta»
elenatum vnitati erit congruum (art. 49). Sed
perspicuum est singulos ‘B, C, etc. (exemto
ipso A) ad potestatem *>lum elenatos vnitatd
congruos fierl, quum exponentes 6%, ¢¥, etc. ad

quos singuli pertinent ipsum Z=* metiantur.
. . r—t _p-1 pr -1
Bine erit 4« B (+ etc = A% = 1.

Vnde sequitur exponentem ad quem A perti-
net ipsum 3% metiri debere (art. 48), i e
257 esse inmtegrum; at YTEL = %% integef
esse nequit (art 15),° Vnde tandem conclu-
dere oportet, suppositionem nostram consisteré
non posse, i. e. productum 4 B etc. reuerd

ad exponentem p—1 pertinere, Q. E. D.

Demonstratio posterior priori aliquantulum
prolixior esse videtur, prior contra posteriors
minus directa.

56. Hoc theorema insigne exemplum
syppeditat, quanta circumspectione in theo-
ria numerorum saepenumero Opus sit, ne
quae non sunt, pro certis assumamus. Ce-
leb. Lambert in diss. iam snpra laudata Actd
Erudit. 1769 p. 127 huius propositionis men~
tionem facit seddemonstrationis ne necessita”
tem quidem attigit. Nemo vero demonstra”
tionem tentauit praeter summum Eulerum
Comment. nou, Ac, Petrop. T. XVIII ad annum

.
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1773 Demonstrationes circa vesidua ex ditisione potee
Statum per wumeros primos vesultantia . 85 seqq.
vid. imprimis art. 37 vbi de demonstrationis
Necessitate fusius locutus est. At demonstratio
quam Vir sagacissimus exhibuit duos defectus
abet.  Alterum quod art. 31 et sqq. tacite
Supponit, congruentiam x™ =z 1 (translatis ra-
Uociniis illic adhibitis in nostra signa) reuera n
Tadices dinersas habere, quamquam ante nihil
alind fyerit demonstratum guam quod plures
Dabere nequeat; alterum, quod formulam art,
Y4 per inductionem tantummodo deduxit.

. 57. Numeros ad exponentem p— 1 per-
Unentes radices primitinas cum ‘ill. Enlero voca-
mus.  §i igitur a est radix primitiua, potesta-
tum 4, aa, a®,.. a°—! residua minima omnia
®runt djuersa; vnde facile deducitur, inter haec
Omnes pumeros 1, 2,3 ... p— 1, quitotidem
Sunt muliitudine quot illa residua minima, re-
Perir; debere, i.e. quemuis numerum per p
Mon  diuisibilem potestati alicui ipsius'a con-
Btuum egge, Insignis haec proprietas perma-
Enae est viilitatis , operationesque arithmeticas,
:arcongrLtentia§ pertinentes, haud parum.suble-
- € potest, simili fere.s modo,_ vt lo;;antl;mo-
"M 1ntroductio operationes arithmeticae "vul-
%’:t‘l‘l‘: Radice-m aliquam primitiuam, a, ad lu-
num:‘ PFQ basi adoptf}blrr'\u_s, ad quam omnes
Uﬂritroebger P non dlulsﬂ?xlqs refer.enjms, et si
i;nusa =9 (mod_. p), ¢ ipsius b mdwem' voca-
Mitigy Ex. gr. si pro modulo 1g, radix pri-

."“merisz,Pro hasi assumatur respondebunt
indiceg ;-:-134. 5 6.7.8.9.10.11.12.\;.15.15.16.17.18.
‘h13.2.16.14.6.3.8.17.12.15. 5. T.11. 4. 70, 9.

D5
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Ceterum patet, manente basi, cuique numero
plures’ indices conuenire, sed hos omnes se-
cundum modulum p — 1 fore congruos; quam-
obrem quoties de indicibus sermo erit, qui se-
cundum modulum p— 1 sunt congrui pro ae-
quiualentibus habebuntur, simili modo vti nu-
meri ipsi, quando secundum modulum p sunt
congrui, tamquam aequiualentes spectantur.

58. Theoremata ad indices pertinentia
prorsus analoga sunt iis quae ad logarithmos
spectant.

Index producti e quotcwnque fuctoribus conflati
congruus est summae indicum singulorum factorum se-
cundum modulum p — 1.

Index potestatis -numeri alicuins congruus est
producto ex indice numeri dati in exponentem potestd~
tis, seccundum mod, p— I.

Demonstrationes propter facilitatem omit
timus.

Hinc perspicitur si tabulam construere ve-
limus ex qua omnium numerorum indices pro
modulis diversis desumi possint, ex hac tum
‘omnes numeros modulo maiores, tum omnes
compositos omitti posse. Specimen huius mo-
di tabulae ad calcem operis huius adiectum est
Tab. 1, vbi in prima columna verticali posit!
sunt nomeri primi primorumque potestates 8
3 vsque ad g7, qui tamquam moduli sunt spe
ctandi, iuxta hos singulos numeri pro basi as
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Sumti; tum sequuntur indices numerorum pri-
Morum successivorum, quorum quini semper
Per pargulum internallum sunt disiuncti, eo
de_mque ordine supra dispositi sunt numeri pri=
Mi; ita vt quis index numero primo dato se-

Cundum modulum datum respondeat, facile tus
toque inueniri possit, .

Ita ex. gr. si p=~67 index numeri 6o, ase
Sumio 12 pro basi erit =2 Ind. 2 4~ Ind. 3 4~
lad. 5 (mod. 66) = 58 + g +39 = 0.

59. Index valoris cuiuscunque expressionis 2
Umod, r.), (art. 38) congruus est secundum moduium
¥~ 1 differentiae indicum numeratoris a et denomina-
“’.:'is by siquidem numeri ay b per p non sumt diuisie

ties,

Sit enim valor quicunque ¢; eritque bc=a
(mod. py; hinc Ind, 6 + Ind. ¢ = Ind.s (mod.
31’ = 1) adeoque '
nd, ¢, — Ind, 4 — Ind. &

. Si itagque tabula habetur, ex qua index
Cuique numero respondens pro quouis modulo
Primo | aliaque ex qua numerus ad indicem
datum pertinens derinari possit, ommes con-
8tuentiae primi gradus facillimo negotio solui
Poterunt, * quoniam omnes reduci possunt ad
lales, quarum modulus est nmumetus primus
(are, 30). E. g. proposita cengruentia 29x —-
Z{ﬁcohggmxd. 47[31derit X% = -;—}I ((;nod. fiﬂl i

. x = Ind, — 7 — Ind. 29 = Ind. 4o
= Ind. 29 = 15 — 452=18 (mod. 46), At
“umerus cuius index 18 inuenitur 3. Quare

D4
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x =3 (mod. 47). — Tabulam secandam qui-
dem non adiecimus: at huius vice alia defungi
poterit vti Sect. V1 ostendemus.

6o. Simili modo vt art. 31 radices con-
gruentiarum primi gradus designauimus, in se-
(uentibus etiam congruentiarum purarum altio-
rum graduum radices per signum exhibebimus.
Vii scilicet §/ A nihil aliud significat quam radi-
cem aequationis x"==/4, ita apposito modulo
per ¥/ 4 (mod. p) denotabitur radix quaecun-
que congruentiae x" = A (mod. p). Hanc ex-
pressionem /~ 4 (mod. p) tot valores habere
dicemus, quot habet secundum p incongruos,
omnes enim qui secundam p sunt congrui tam-
quam aequiualentes spectandi (art. 26). Cete-
ram patet, si 4, B secundum p fuerint con-
grui, expressiones " 4, { B (mod. p) aequi-
ualentes fore. '

Tam si ponitur /" 4 =x (mod. p, erit #
Ind. x=Ind 4 (mod. p - 1). Ex hac con-
gruentia deducuntur ad praecepta sectionis
Jpraec. valores ipsius Ind. » atque ex his valo-
res respondentes ipsius . Facile vero perspi-
citur ¥ habere totidem valores, quot radices
cougruentia » Ind, x == 4 (mod. p — 1). Ma-
nifesto igitur /" 4 voum tantummodo valorem
habebit quando » ad p 1 est primus; quando
vero numeri n, p - 1 diuisorem communem
habent 4, atque hic est maximus, Ind. » habebit ¢
valores incongruos secundum p - 1, adeoque
Y A totidem valores incongruos secundum p,
siquidem [nd. 4 per ¢ est diuisibilis. Qua con-
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ditione deficiente y/" 4 nullum valorem realem
habebit. '

Exemplum. -Quaeruntur valores expressio-

nis *3/ 11 (mod. 1g). Solui itaque debet con-
gruentia 15 Ind. x = Ind. 1 = 6 (mod, 18),

lnuenienturgue tres valores ipsius Ind. x = 4,

Io, 16 (mod. 8). His vero respondent valores
Ipsius %, 6, 9, 4.

61. Quantumuis expedita sit methodus
haec quando tabulae necessariae adsunt,
debemus tamen non obliuisci, indirectam
®arn  esse.  Operae igitur pretium erit in-
Quirere quantum methodi directae polleant:
trademusque hic ea yuae ex praecedentibus
auriri possunt: alia, quae considerationes re-
Conditiores postulant, ad sectionew VIl reser-
lantes, Initium facimus a casu simplicissimo,
Vbi 4=, siue vbi radices congruentiae xn=
(mod. y) quaeruntur. Hic itaque, assumta ra=
Ice quacunque primitiua pro basi, debet esse
% Ind. xz==0 (mod. p— ). Qua¢ congruen-
Ya, quando # ad p— r est primus, vnam tan-
tammodo radicem habebit, scilicet Ind. x=o
(mod. p—1): quare in hocce casu V1 (mod p)
Vhicum valerem habet, scilicet = 1. Quan-
O autern numeri #, p— 1t habent diuisorem
COmmunein (naximum) 4, congruentiae # Ind.
¥ 0 (mod. p — 1) solutio completa erit Ind.
=0 (mod. £3%) V. art. Jo., 4 e Ind. x se-
Sundum modulum g — 1 alicui ex his numeris,
© ry, 2w, 30D ., GZD6=D congraus

¥ — ;
®sse debebit, siue ¢ valores secundum modu-

D5
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fum p~ 1 incongruos habebit; quare etiam x
in hocee casu § valores diuersos (secundum mo-
dulum p incongruos) habebit. Hinc perspici-
tur, expressionem {/” 1 etiam & valores diuer-
sos habere, quorum indices cum ante allatis
prorsus conueniant, Quocirca expressio ¢/ 1
(mod. p) huic /" 1 (mod.p) omnino aequiualet,
i. e. congruentia x3=1 (mod. p) easdem radi-
ces habet quas haec, x"=1 (mod, p). Prior
autem inferioris erit gradus siquidem & et » sunt
inaequales.

Ex. '3/ 1 (mod. 1g) tres habet valores,
quia 3 maxima numerorum 15, 18 mensura
communis, bique simul erunt valores expres-
sionis 3/71 (mod. 1g), Sunt autem hi, 1,7, 11.

62. Per hanc igitur reductionem id lucra-
mur vt alias congruentias formae xu =1 sol-
uere non sit opus, quam vbi # moduli est di-
uisor. Infra vero ostendemus, congruentias
huius formae semper vlterius adhuc deprimi
posse, licet praecedentia ad hoc non sufficiant.
Vnum tamen casum iam hic absoluere possu-
mus scilicet vbi n==2. Manifesto enim valo-
res expressionis {/” 1 erunt-+1 et— 1 quia plu-
res quam duos habere nequit, hique -1 et —1
semper sunt incongrui nisi modulus sit = 2, in quo
casu 3/ 1t vnam tantum valorem habere posses
per s& clarum. Hinc sequitur, +1 et — 1 et
jam fore valores expressionis 3/ 1 quando
ad %% sit primus, Hoc semper eueniet, quo-
ties modulus est eius indolis vt £3X fiat nume-
rus absolute primus (nisi forte p— 1=2m i



quo casu emnes numeri 1, 2, 3,... g~ 1 sunt
radices) ex. gr. quando p=73, 5, 7, t1, 23, 47,
9 83, ro7 etc. Tamquam coroliarium hic
Annoretur, indicem ipsius -~ 1 semper esse
= "3t (mod. p— 1), quaecunque radix primi-
Yua pro basi accipiatur, Namque 2 Ind. (— 1)
= o0 (mod. p—1). Quare Ind, (— 1) erit vel
= o, vel =% (mod.p— 1): o vero semper
Index jpsius -1, atque 41, et - 1 serhper
indices diuersos habere debent (praeter casum

P==5 ad quem hic respicere operae non est pre-
tiUm)

63. Ostendimus art. 60 expressionem {/ 4
(mod, p) habere & valores diuersos, aut omni
Do nullum, si fuerit & diuisor communis maxi-

us numerorum #, p— 1. Iam vii modo do-
Cuimus /4 et i/ 4 aequiualentes esse, si
Uerit 4==1, generalius probabimus, expressio-
Bem 1/ 4 semper ad aliam § B feduci posse
CUi agquinaleat. llius enim valore quocunque
®notato per x erit x°=4; iamsit ¢ valor quicun-
;[lle expressionis&(mod. p — 1), guam valoresrea-
e haberc ex art.31 perspicuum; eritque xn = 4
A getn == propter tn=13 mod. (# —1). Quare
¥ =4 adeoque quicunque ipsius 3/ 4 valor
SHt etiam valor ipsius {/ 4t Quoties igiiur
4 valores reales habet, expressioni {/" 4
E"_ol'sus aequinalens erit, quoniam illa neque
Q‘OS habet quam haec neque pauciores, licet
iYando /" 4 nullum valorem realem habet,
®tl tamen possit vt §/” 4: valores reales habeat.

Ex. Si valores expressionis*}/ 2 (mod.31)

q“ae!‘untur, erit numerorum 21 et 30 diuisor



communis maximus 3, expressionisque %
(mod. 30) valor aliquis 5, quare si *{/” 2 valo-
res reales habet, huic expressioni 3/ 2° siue
¥~ 8 aequiualebit, inuenieturque reuera, po-
steriores expressionis valores qui sunt 2, 10,
19 etiam priori satisfacere,

64. Ne autem hanc operationem incas-
sum suscepisse periclitemur, regulam inuesti-
gare oporiel, per quam statim diiudicari pos-
sit virum y/ 4 valores reales admitrat necne.
Quodsi tabula indicum habetur, res in promtu
est; namque ex art, 60 manifestum est, valo-
res reales dari, siipsius 4 index, radice qua-
cunque primitiua pro basi accepta, per 3 sit
divisibilis, sin vero minus, non dari. Atta-
~men hoc etiain absque tali tabula inueniri po-
test. Posito enim indice ipsius 4=#%, si hic
fuerit per 3 diuisibilis, erit 52 per p— 1 di-
uisibilis. et vice versa. Atqui numeri AP‘}-E in-
dex erit X=X Quare si /" 4 (mod. p) habet

valores rezles, ﬂt;\_{ vnitati congruus erit, sin
minus, incongruus. Ita in exemplo art. praec.
habetur 2"°=1024=1 (mod. 31), vnde cone
cluditur 23/ 2 (mod. 31) valores reales habere.
Similiter certiores hine fimus, ¥/ ~—1 (mod.p)
semper valores binos reales habere, guando #
¢it formae 4m F 1, nullum vero, quando #
sit ferinae 4m-3; propier (—1)m=1 et
(—~ 1)@=~ 1. Elegans hoc theorema, quo

vulgo ita profertur:  Sip est numerus primus fore
mae g 1, inuenivi potest quadvatum ag, ita V¢
aa~-¢ ger p fiat divisibilis; si vero p vst formit
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§m-—1, tale quadratum non dutur, hoc modo de-
Wonstratum lest ab ill. Eulero, Comm. nou. Acad,
Petrop. T, XVIL p. 112 ad annum 1773. De-
Monstrationem aliam iam mualto ante dederat,
Comm, nou. T, V. p. 5 qui prodiit a. 1760. In
Issert. priori, Comm. now. T. 1V, p. 25, rem
Nondum perfecerat. Postea etiam ill, La Grange
theorematis demonstrationem tradidit, Nouveaux
Mem. de IAc. de Berlin A. 1775 p. 342
Aliaml adhuc demonstrationem in sectione se-
Queati vbi proprie de hoc argumento agendum
ent, dabimus. ‘

65. Postquam omnes expressiones /4
(r_nOd. g) ad tales reducere docuimus, vbi #
lisor numeri p— 1, Criteriumque nacti su-
Mus vtrum valores reales admittat, necne, ta-
les expressiones /A4 (mod. p) vbi u ipsius
P -t est diuisor accuratius considerabimus.
P,“lmo ostendemus, quam .relationem valores
Mguli expressionis inter se habeant, tum arti-
‘Cla quaedam trademus, quorum auxilio vnus
alor expressionis saepenumero inueniri possit.

Primo, quando A=1, atque » aliquis ex

:'n Valoribus expressionis /"1 (mod. p), siue
=1 (mod p), omnes etiam ipsius » potesta-
°S erunt valores istius expressionis; horum au-
M 1otidem erunt diuersi quot vnitates habet
e.xPO_ﬂens ad quem r pertinet (art. 48). Quod-
! Igitur # est valor ad exponentem » pertinens,
Clestates ipsius r hae », 72, #>....#® (vbi loco
hi‘;"f‘\ae vnitas substitni potest) omnes expressio-
V1 (mod. p) valores inuoluent. Qualia



autem subsidia exstent ad tales valores inue-
niendes qui ad exponentem s pertineant, ip
sect. VIII fusius explicabimus,

Secundo. Quando A vnitati est incongruus,
vnusque expressionis {/” 4 (mod.p) notus, qui
sit z, reliqui hoc modo inde deducuntur
Sint valores expressionis /1, 7, #2... 1 (vii
modo ostendimus), eruntque omnes expr. {/ 4
valores hi: 2, 27, 2#% ... 2¢—1; namque omnes
hos congruentiae x"=4 satisfacere inde mani-
festum quod, posito quocunque eorum =z
potestas ipsius n'+, zognk, propter ri==1 et
2n= 4, vnitati fit congrua: omnes dinersos
esse ex art. 23 facile intelligitur; plures autem
valores quam hos quorum numerus est #, ex-
pressio /" 4 habere nequit. Ita ex, gr. si altef
expressionis 3/ 4 valor est z, alter erit. — 2
Denique hinc concludendum ommnes valores
expr. / 4 inuenire non posse, nisi sim
omnes valores expr. y/" 1 constent,

66. Secundum quod nobis proposuera
mus fuit, docere, in quo casu vnus expressio
nis {/ 4 (mod. p) valor (vbi # supponitur essé
diuisgr ipsius p— 1) directe inueniri possit,
Hoc euenit quando aliquis valor potestati alicu?
ipsius 4’ congruus euadit, qu casus quum
haud raro occurrat, aliquantum huic rei immo~
rarinon superfluum erit. Sit ralis valor, si quis dats’
z, siue x=A4* et A=2" (mod. p). Hinc colligi
tur A= 4%; quare si numerus ¢ habetur, it8
vt sit A==A', 4% erit valor quaesitus. At hui6
conditioni aequiualet ista, vt sit 1 = k# (mod. &)



—_— 63 -

designante ¢ exponentem ad quem pertinet A
(art. 46, 48). Vt vero haec congruentia possi-

ilis sit, requiritur, vt sit # ad ¢ primus, Hoc
in casu erit #=% (mod. #); si vero ¢ et n dini-
soremn communem habent, nullus valor z po-
testati ipsius 4 congruus esse potest,

. 67. Quum auteri ad hanc solutionem
,1psum ¢t nouisse oporteat, videamus quomodo
Procedere possimus, si hunc numerum ignore-
Mus.  Primo facile intelligitur, # ipsum 2= me-
uri debere, siquidem {4 (mod. p) valores
Teales habeat, vti hic semper supponimus. Sit
enim quicunque valor y, eritque tum yr—1=r,
tum yn=4 (mod. p); quare eleuando par-
tes posterioris congruentiae ad potestatem 7%
tam, fiet A% =1; adeoque == per ¢ diuisibia

§ (art 48). Iam si 22X ad n est primus, cone
Eruentia art, praec. kn==1 etiam secundum mo.
Qulum 2% soluyj poterit, manifestoque valor
1psius & congruentiae secundum modulum hune
Satisfaciens eidem etiam secundum modulum ¢,
QW ipsum I metitur, satisfaciet, (art. 5).

um igitur quod quaerebatur inuentum. S8i
vffo 'S* ad # non est primus, omnes ipsius
ICh f:ﬂCtores primi qui simul ipsum # metiuntur
ex 22X giiciantar. Hinc nanciscemur nume-
Tum 221 ad 4 primum, designante ¢ produ-
Ctum ex omnibus illis factoribus primis, quos
€lecimus,  Quodsi iam conditio ad quam in
8rtic. praec, peruenimus vt ¢ ad # sit primus lo-
Cum habet, ¢ etiam ad g erit primus adeoque
®lam ipsum £ metietur. Quare si congruen-



entia k#=1 (mod. "Z*) soluitur (quod fieri
potest quia # ad == primus), valor ipsius £ et-
iam secundam modulum ¢ congruentiae satis-
faciet, id quod quaerebatur, Totum hoc arti-
ficium in eo versatur, vt numerus eruatur qui
ipsius ¢, quem ignoramus, vice fungi possit.
Attamen probe meminisse oportet, nos quando
221 ad » non est primys, supposuisse conditio-
nem art. praec. locum habere, quae si deficit
omnes concluciones erroneae erunt; atque si
regulas ditas temere sequendo pro z valor in-
uenitur, cuius potestas st ipsi 4 non sit cons
grua, indicio hoc est, conditionem deficere
adeoque methodum hanc omnino adhiberi non
posse.

67. Sed in hocce etiam casu saepe prod-
esse potest, hunc laborem suscepisse; operae-
que pretium est, quomodo kic valor falsus ad
veros sese habeat inuestigare. Supponamus ita-
que numeros &, z rite esse determinatos sed
2" non esse == 4 (mod. p). Tum si modo va-
lores expressionis /-4 (mod. p) determinari
possint, hos singulos per @ multiplicando valo-
res ipsius {/ 4 obtinebimus. Si enim v est va-
lor aliquis ipsius {/ 4: erit (vzr=4. Sed
expressio {/ -5 eatenus hac {/ 4 simplicior,
quod =% (mod.p) ad exponentem minorem ple-
rumque pertinet quam 4. Scilicet si numero-
rum ¢, ¢ divisor communis maximus est d, —’1;.
(mod. p) ad exponentem d pertinebit, id quod
ita demonstratur. Substituto pro z valore, fit
-—‘g,—l E—;’::‘:i (mOd p). At ka1 per %7! diuiSi‘

bilis (art. praec.), 5% vero per ¢ (ibid,) siue
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Siue £ per 5. Atqui ;ad ] est primus thyp.),
Quare etiam =% per & siue 77 per ,, adeoque
®iam kn ~ 1 per et (kn—1) d per ¢ erit di-
ulsibilis, Hinc A(n=Di=y (mod. p). Vnde
facile deducitur, <, ad potestitem d=™ euectum
Yuitati congruum fieri, Quod vero -2 ad ex-
Porentem minorem (uam d pertinere non pos-
Sit facile quidem demonstrari potest, sed quo-
Mam ad finem nostrum non requiritur, huic
Tel non immoramur. Certi igitur esse possu-
Mus, -2 (mod. p) semper ad minorem exponen-
tem pertinere, quam 4, vnico excepto casu,
Scilicet quando ¢ ipsum g metitur, adeoque

:t.

Sed quid iuuat, quod -Z ad minorem ex-

o
Ponentem pertinet, quam 4? Plures numeri
antur qui possunt esse 4 quam qui possunt
&sse 4 et quando secundum eundem modu-
Um plures huiusmodi expressiones "4 euol-
Uere occasio est, id lucramur vt plures ex eos
fm fonte haurire possimus, Ita ex. gr, sem-
Per vnicum saltem valorem expressionis 3/ 4
Mmod. 29) determinare in potestate erit, si
Modo expressionis 3" — 1 (mod. 29) valores
qui sunt + r2) innotuerint. Facile enim ex
Art. praec. perspicitur, huiusmodi expressio-
UM vnum valorem semper directe determi-
! posse, quando ¢t impar, et d fieri = a
lando ¢ par; praeter — 1 autem nullus nu.
®rus ad ‘exponentem 2 pertinet.

B
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‘'68. Exempla.
Quaeritar 3/ 31 (mod. 37). Hic p— 1 .= 36,
p=273, I3t = (2, adeoque ¢=73: d¢het igitur
esse 3k = 1 (mod. 4) quod obtinetur ponendo
‘#=3. Hinc z=31® (mod. 37) =6, inuenitur-
que reuera 6° =31 (mod. 37). Si valores ex-
‘pressionis 3/ 1 (mod. 37) sunt notae, etiam re-
liqui expr. 3/ 6 valores determinari possunt.
Sunt vero illi 1, 10, 26, per quos multiplican-

‘do ipsum 6, prodeunt reliqui =23 et 8.

Si autem quaeritur valor expr. 33 (mod.
37), erit n==2, -2 =:8; adeoque g=2. HinC
debet esse 2 k=1 (mod. 9), vnde fit k=)
(mod. 9). Quare z=23%=21 (mod, 37); at
21% non =3, sed =34; est autem % (mod. 37)
=—1, atque ¥/ —1 (mod. 37) = 4+ 6; vnde
obtinentur valores veri 6. 21 = =15,

Haec fere sunt, quae hic de talium ex-
pressionum euolutione tradere licuit. Palam
est methodos directas satis prolixas saepe eud”
suras: at hoc incommodum tantum non omni’
bus methodis diréctis in numerorum theori?
incumbit: neque ideo negligendum censuimus
quantum hic praestare valeant ostendere. E¥
iam hic obseruare conuenit, artificia particula’
ria quae exercitato haud raro se offerunt s¥
gillatim explicare, non esse instituti nostri.

~ 6g. Reuertimur nunc ad radices quas di
ximus primitinas. Ostendimus, radice prim¥
tiua quacunque pro basi assumta omnes numé
ros, quorum indices ad p— 1 primi, etiam ko’
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re radices primitiuas, nullosque praeter hos:
viode simul radicum primitivarum multitudo
Sponte innotescit. V. art. 53. Quamnam au-
tem radicem primitiuam pro basi adoptare veli-
mus, in genere arbitrio nostro relinquitur; vn.
de intejligitur, etiam hic, vt in calculo loga-
Fithmico, plura quasi systemata dari posse *),
quae quo vinculo connexa sint videamus. Sing
4, b, duae radices primitiuae, aliusque nume.
Tus m, atque, quando & pro basi assumitur, in.
€X numeri 6z=¢§, numeri m vero index =gu.
(mod. p — 1); quando autem & pro basi assumi-
tur, index numeri a==«, numeri m vero Z=»
(nod. p— ). Tum erit =1 (mod. p—1);
nﬂmque agg_—_b, guare a“gEb“Ea (mod. p),
(h)’p.), hinc «6=1 (mod. p—1). Per simile
Tatiocinium inuenitur r= ¥, atque p=6¢r (mod.
P—1), Si igitur tabella indicum pro basi a
Constructa habetur, facile in aliam conuerti’
Potest, vbi & basis. Si enim pro basi a4 ipsius
index est =¢, pro basi 6 ipsius a index
erit =% (mod. p— 1), muliplicandoque per
hune numerum omnes tabellae indices, habe-~
untur omnes indices pro basi é.

70.  Quamuis autem plures indices numea

e dato contingere possint, aliis aliisque radie

Clbus primitiuis pro basi acceptis, omnes ta-

Ten in eo conuenient, quod omnes eundem

Uisorem maximum cum p— 1 communem has
E a

. ' B

V In ®o auvtem differunt, quod in logarithmis systematum numerus
et infinites, hic vero tantus, quantus numerus radicum primitiuae
Thw, Msnifesto ¢nim bases congruac ldem systema. generant.
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bebunt. Si enim pro basi 4, index numeri dati
est m, pro basi 4 vero #, atque diuisores ma-
ximi his cum p— 1 communes, »» supponun-
tur esse inaequales, alter erit maior, ex. gr.
p>>,, adeoque w ipsum # non metictur. At de-
signato indice ipsius a, quando & pro basi as-
sumitur, per «, erit (art. praec.) n =em (mod.
p—1) dadeoque k etiam ipsuin # metietur.
Q. E. 4.

Hunc diuvisorem maximum indicibus nu-
meri dati, ipsique p— 1 communem, a basi
non pendere, etiam inde perspicuum, quod
- aequalis est ipsi 7%, designante ¢ exponentem
ad quem numerus, de cuius indicibus agitur,
pertinet. Si enim index pro basi quacunque
est k, erit ¢ minimus numerus per quem k mul-
tiplicatus ipsius p — 1 multiplum eaadit, (ex-
cepta cifra) vidd. artt. 48, 58, siue minimus
valor expressionis ¢ (mod. p—1) praeter ci
fram; hunc autem aequalem esse diuisori ma-
ximo communi numerorum k et p— 1 ex art
29 nullo negotio deriuatur.

nt. Porro facile demonstratur, basin ita
semper accipere licere, vt numerus ad expo-
nentem ¢ pertinens indicem quemlibet datum
nanciscatur, cuius quidem maximus diuisof
cum p— 1 communis = *=X. Designemus hun¢
breuitatis gratia per d, sitque index propositus
=dm, numerique propositi, quando quaelibet
radix prima a pro basi accipitur, index ==d#
eruntque m, » ad =% sive ad ¢ primi, Tum .8

. U .
* est valor expressionis ;:—’ (mod. p— 1), simuk



que ad p —1 primus, erit o' radix primitiua,
qua pro basi accepta numerus propositus indi-
cem dm adipiscetur (erit enim g«m = g = nu-
mero proposito), id quod desiderabatur, Sed
. d o
expressionem - (mod. p — 1) valores ad p—1

primos admittere, ita probater. Aequiualet illa
expressio huic: % (mod. £3%) siue % (mod. t)
vid. art. 31, 2, eruntque omnes eius valores ad
¢t primi; si enim aliquis valor ¢ dinisorem cum
t communem haberet, hic dinisor etiam ipsum
me metiri deberet, adeoque etiam ipsum #,
Cui me secundum ¢ congruus, contra hypoth.,
€x qua # ad t primus. Quando igitur omnes
dinisores primi ipsius p—1 etiam ipsum t me-
Huntur, omnes expr. % (mod. ¢) valores ad p—1
primi erunt multitudoque eorum =4d; quando
awtem p— 1 alios adhuc diuisores primos, f,
& h etc, implicat, ipsum ¢t non metientes, po-
Datur valor quicunque expr. % (mod. ) =e.
Tum autem quia omnes ¢, £, g, b etc. inter se
Primi, inueniri potest numerus s, (ui secundum
tipsi ¢, secundum.f, g, h etc. vero numeris
Jubuscunque ad hos respectine primos fiat
Congruus. (art, 52) Talis itaque numerus per
Nulium factorem primum ipsius p — 1 diuisibi-
1s adeoque ad p ~ 1 primus erit, vii desidera-
atur, Tandem haud difficile ex combinatio-
"um theoria deducitur, talium valorum multitu-

N Sf—1.g—1. h—T1. . . )
dinem fore — f—:—i—:—'—l——'—fg; sed ne digressio
. 1o ctc,

t_a“?‘-C in nimiam molem excrescat, demonstra-
Jonem, quom ad institutum nost~'m non sit
4deo necessaria, omittimus.

E3
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7e; Quamuis in genere prorsus arbitra-
rium sit, quaenam radix primitiua pro basi
adoptetur, interdum tamen bases aliae prae
aliis commoda quaedam pecualiaria praebere
ossunt. In tabula I semper numerum 10 pro
gasi assumsimus, quando fuit radix primitina;
alioquin basin ita semper determinauimus vt
numeri 10 index euaserit uam minimus, 1. e.
=I-L denotante t exponentem ad quem 10 per-
tinuir, Quid vero hinc lucremur, in Sect, VI.
ostendemus vbi eadem tabula ad alios adhuc
vsus adhibebitur. Sed quoniam etiam hic ali-
quid arbitrarii remanere potest, vt ex art. praec.
apparet: vt aliquid certi statueremus, ex
omnibus radicibus primitinis quaesitum prae-
stantibus minimam semper pro hasi eleximus.
Ita pro p==73, vbi t==8 atque d=g, ¢ habet
32;% 1. e. 6 valores, qui sunt 5, 14, 20, 28, 39,
40. Assumsimus itaque minimum 5 pro basi.

73. Methodi radices primitiuas inuenien-
di maximam partem tentando innituntur. Si
quis ea quae art. 55 docuimus cum iis quae infra
de solutione congruentiae xn=1 trademus confert
omnia fere, quae per methodos directas effict
possunt, habebit.” Ill. Euler confitetur, Opusc.
Analyt. T. I. p. 152, maxime difficile videri, hos
numeros assignare, eorum¢ue indolem ad pro-
fundissima numerorum mysteria esse referens
dam. At tentando satis expedite sequenti mo-
do determinari possunt. Exercitatus operatio-
nis prolixitati per multifaria artificia particula-
ria succurrere sciet: haec vero per vsum mul-
to citins quam per praecepta ediscuntur
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. 1% Assumatur ad libitum numerus ad p
(ita semper modulum designamus) primus, a,
(plerumque ad calculi breuitatem conducit, si
quam minimum accipimus, ex. gr. nume-
Tam 2) determineturque eius periodus (art. 46),
! €. residun minima ipsius potestatum, doneg
ad potestatem at peruemniatur, cuius residuum.
Minimum sit #)., Iam si fuerit t=p— 1,7 est
Tadix primitina, \

2% Sivero t< p—1, accipiatur alius nu-
Merus 4 in periodo ipsius a non contentus,
Muestigeturque simili modo huius. periodus.

esignato exponente ad quem 4" pertinet per u,
acile perspicitur % neque ipsi ¢ aequalem ne-
Que ipsius partem aliquotam esse posse, in
Viroque enim casu fieret #t=1, quod esse ne-
uit, quum periodus ‘ipsius 4 omnes numeros
amplectatur, quorum potestas exponentis ¢ yni-
tat.i congrua (art. 53). Quodsi 5 fuerit =g w—1,
€It b radix primitiua; si vero s non quidem
==p—1, sed tamen multiplum ipsios ¢, id lu-
Crati sumus, vt numerus constet ad exponen-
texp maiorem pertinens, adeoque scopo nostro,
qut est inuenire numerum ad exponentem ma-
Xinym pertinentem, Propiot&s tam simus. Si
Yero % neque =p — 1, neque ipsius pmultiplum,
lamen numerum inuenire possumus ad expo-
Dentem ipsis ¢, » maiorem pertinentem, nempe
ad €xponentem minimo diniduo communi nua
Merorum ¢, u, aequalem, Sit hic =y, resolua-

[ ] . . -

) Q_“‘Sq\l\s sponte perspiciet, nhon opus esse has potestates ipsas ne«
Ulsse , quum cuiusuis residuum minimum facile ex residuo minima
Potestatis praecedentis obtineri possit,



turque y ita in duos factores inter se primos,
m, n, vt alter ipsum ¢, alter ipsum u metia-
tar ¥), ‘Tum fiat potestas 5t ipsius a, = 4, po-
testas %t ipsius b, = B (mod, p), eritque pros
ductum 4 B numerus ad exponentem y perti-
nens; facile enim intelligitur, 4 ad exponen-
tem m, B ad exponentem # pertinere; adeoque
productum 4B ad mn pertinebit, quia m,» in-
ter se sunt primi, id quod prorsus eodem mo-
do wvu in art. 55, II processimus probari pot-
erit,

3°, Iam si y=p —1, A B erit radix pri-
mitiva; sin minus, simili modo vt antea alius
numerus adhibendus erit, in periodo ipsius 4 B
non occurrens; eritque hic aut radix primitiua,
aut pertinebit ad exponentem ipso y maiorem,
aut certe ipsius auxilio (vti ante) numerus ac!
exponentem ipso y maiorem pertinens inueniri
poterit. Quum igitur numeri qui per repetirio-
nem huius operationis prodeunt, ad exponen-
tes continuo crescentes pertineant, manife-
stum est tandem numerum inuentum iri, qui
ad exponentem maximum pertineat, i. e. radi-
cem primam, 4. e f,

#) Quomodo hoc fieri possit ex att, 18 haud diffculter deriuatur, Re-
soluatur ¥ in factores tales, qui sint aut numeri primi diuersi aut
numerorum primorum diuersorum potestates. Horum quisque alter-
utrim numerorum ¢, ¥ metietur (sice etiam vtrumaue). Adscribane
tur singuli aut numero ¢ aut numero #, prout illum aut hunc me.
tiuntur: quando aliquis viramque metitur, arbitrarium est, cui ad-
scribatur: productum ex jisqui ipsi ¢ adscripti sunt, sit —m, pro-
ductum e reliquis ==n, facileque perspicietur m ipsurmn ¢ s ipsum
% Mmetitl, atque esse muT=y.

N



74. Per exemplum praecepta haec cla-
riora fient. Sit p=73, pro quo radix primi-
Yua quaeratur. Tentemus primo numerum 2,
Cuius periodus prodit haec: G
L 2, 4. 8, 16. 32. 64. 55. 37. 1. etc.

O 1, 2.3 4 b 6. » 8. g etc

llum igitur iam potestas exponentis g vnitati
Congrua fiat, = mon est radix primitina. Ten-
tetur alins numerus in periodo ipsins 2
non occurrens ex. gr. 3, cuius periodus est
hﬂec: .
1.0, g.27.8.24. 72. 70. 6G4. 46. 65. 49. 1 etc,
O.1.2. 35.4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11.12¢€tC.
Quare neque 3 est radix primitiva. Exponen-
Hum autem ad quos 2, 3 pertinent, (i e. nu-
Merorum g, 12) diniduus communis minimus
et 36, qui in factores g et 4 ad praccepta art.
Praec. resoluitur. . Euehendus itaque 2 ad po-
testatem exponentis 3, i. e. numerus 2 ipse re-
linendus; 3 autem ad potestatem exponentis 3:
Productum ex his est 54, quod itaque ad expo~
Rentem 36 periinebit.  Si denique ipsius 54
Periodus computatur numerusque in hac non
Contentus ex. gr. 5 denuo tentatur, hunc esse
Tadicem primitinam, reperietur.

75. Antequami hoc argumentum desera- -
Mys, propositiones quasdam trademus, quae

ob simplicitatem suam aitentione haud indi-
Bnae videntur.

_ Productum ex ommibus terminis periodi numeri
Uiusuis g5t =1, quando ipsovum multitudo, sike ex.
Ponens od quem numerus pertinet, esi impar, et = 1,
Wando ijic exponens est par.

E5
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Ex. Pro modulo 13, periodus numeri 5

constat ex his terminis, 1, 5, 12, § quorum
productum 480 = — 1 (mod. 13).

Secundim eundem modulum periodus nu-
meri 3 constat e terminis 1, 3, 9 quorum pre-
ductum 27:=1 (mod. 13). .

Demonstr. Sit exponens, ad quem nume-
rus pertinet, #, atque index numeri, 2%, id
quod si basis rite determinatar semper fieri po-
test (art. 71). Tum index producii ex omni-
bus periodi terminis erit =
(1+ 2+5+ etc. Ft—-1) 5L =
1. e. = o (mod. p — 1) guando ¢ impar, et =

*3%) quando ¢t par; hinc in priori casu produ-

ctum illud =1 (mod. p}; in posteriori vero
=-— I (mod. p), (art. 62). Q. E, D.

t-x) (P-1)
e

»6. Si numerus iste in theor. praecedente
est radix primitiua, eius periodus omnes nu-
meros 1, 2,3....,, p—1 comprehendet, quo-
rum productum itaque semper =—1 (namque
p— 1 semper par, vnico casu p=2 excepto in
quo — 1 et -1 aequiualent). Theorema hoc
elegans quod ita enunciari solet: productum ex
omusbus nunteris numero primo data minoribus, unis
tate guctum per hunc primum est divisibiles, primum
a cel. Waring est prolatum armigeroque Wil
son adscriptam, Meditt. algebr. Ed. 3, p. 380
Sed neuter demonstrare potuit, et cel. Waring
fatetur demonstrationem eo difficiliorem videri,
quod nulla notatio fingi possit, quae numerum
primum exprimat, — At nostro quidem iudi-



¢io hyiusmodi veritates ex notionibus potius
quam ex notationibus hauriri’ debebant. Post-
ea ijl. La Grange demonstrationem dedit,
Nouy., Mem. de PAe. de Berlin, 1771. Innititur
ea considerationi coefficientium ex euolutione
producti x+ 1. *+ 2. x~+5.... x4 p—1
oriundarum.  Scilicet posito hoc producto
= yp—14 Axr—2-} Bar—34 etc, -+ Mx~+ N,
coefficientes 4, B, etc., M per p erunt diuisibi-
es, N vero erit = 1. 2.3.... p— 1. lam pro
*=1, productum per p diuisibile; tunc autem

erit = -+ V (mod. p); quare necessario 1~ N
Per p diuidi poterit.

Denique ill. Euler in Opusc. anslyt. T. I
?. 329 demonstrationem dedit, cum ea quam
Nos hic exposuimus conspirantem. Quodsi ta.
les viri theorema hoc meditationibus suis non
Indignum censuerunt, non improbatum iri spe-

Yamus, si aliam adhuc demonstrationem appo-
nlmus.

7m.  Quando secundum modulum p, pro-
um duorum numerorum g, b vnitati est
Congruum, numeros a, b cum ill. Euler, socios
Yocemus. Tum secundum sect, praec. quiuis
Mumerus positiuus ipso p minor socium habe-
It positinum ipso p minorem et quidem vni-
Cum. Facile autem probari potest ex numeris
Lo 3....p— 13 1 € p—1 esse vnicos qui
8ibi ipsis sint socii: numeri enim sibi ipsis so-
Cli, radices erunt congruentiae xx=1; quae
Quoniam est secundi gradus plures quam

Uas radices, i e. alias quam 1 et p — 1 habe.

duct
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re nequit. Abiectis itaque his numerorum re-
liquorum 2, 3.... p - 2 bini semper erunt as-
sociati; qnare productum ex ipsis erit =1 ad-
eoque productum ex omnibus 1, 2, 3... p—1,
mp—1 sSlue =—1. Q. E, D.

Ix. gr. pro p=13 numeri 2, 3, 4.... 11
ita associantur: o cum 7; 5 cum g; 4 cum 103;
5 cum §; 6 cum 115 scilicet 2. 7=1; 3. 9=1
etc, ‘Hinc 2. 3. 4.... 11 =1; adeoque 1. 2,
3000 1232~ I,
" 8. Potest autem theorema Wilsonianum
generalius sic proponi.  Productym ex ommibus
numeris, numero uocunque dato 4 minorvibus si-
mulgue ad ipsum primis, congruum est secundum A,
vnitati vel negative vel positiue sumtae. Negatiue su-
menda est vnitas, quando 4 est formae pm,
dut huiusce, 2pm, designante p numerum pri-
mum a o diuersum, insuperque quando A= 4;
positine autem in omnibus casibus reliquis.
Theorema, quale a cel. Wilson est prolatum,
sub casu priori continetur. — Ex. gr. pro
A=15 productum e numeris 1, 2, 4, 7, 8, 11,
13, 14 est = 1 (mod. 15). Demonstrationem
breuitatis gratia non adiungimus: obseruamus
tantum, eam simili modo perfici posse vt in
art, praec., excepto quod congruentia xx==1
plures quam duas radices habere potest, quae
considerationes quasdam peculiares postulant.
Posset etiam demonstratio ex consideratione in-
dicum peti, similiter vi inart. 75, s1 éa qnae mox
de modulis non primis trademus conferantur,

»



79. Reuertimur ad enumerationem alia-
Tum propositionum (art. 75). ‘

Summa omninm teyminorum peviodi numeri cuius-
uis est = o, vtiin ex art, 75, 1 3412438
= 25 =0 (mod. 13),

. Dem. Numerus de cuius periodo agitur,
S1t =g, atque exponecns ad quem pertinet, =1,
eritque summa terminorum omnium periodi,
=14 a4 aa + a® + etc. ~+ at—1 = L%

a—x
(mod, p). At a—1 =o0: quare summa haec
Semper erit =o (art. 22), nisi forte a—1 per

? sit diuisibilis, sive a=1; hunc igitur casum
excipere oportet, si vel vnum terminum, perio-
fum vocare velimus,

80, Productum ex omnibus radicibus primitiuis
est = (, excepto vnico casu, p=23; tum enim
Vna tantum datur radix prima, 2,

Demonstr.  Si radix primitiua quaecunque
Pro basi assumitur, indices radicum omnium
Primitiuarum erunt numeri ad p— . primi si-
mulque ipso minores. At horum numerorum
Summa, i. e. index producti ex ommnibus radi-
Cibus primitinis, est =0 (mod. p— 1) adeoque
Productum =1 (mod. p); facile enim perspi-
Ctur, si £ fuerit numerus ad p — 1 primus, et-
am p — 1 — k ad p— ¢ primum fore adeoque
bl_ﬂos numeros ad . p — 1 primos summam con.
Stituere per p - 1 diuisibilem; (& autem ipsi
P~ — % numquam aequalis esse potest, prae-
ter casum, p— 1=2, siue p=3, quem exce-
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pimus; manifesto enim ¥ in omnibus reliquis
casibus ad p—1 non est primus). .

8t. Summa omnium radicum primitigarum est
gut ==0 (quando p-— 1 per guadratum aliquod
est diuisibilis), aut = =1 (mod. p), (quando
p — 1 est productum e numeris primis inaequa-
libus; quorum multitudo si est par signum po-

sitiuam, si vero impar, negaliuum sumendum).

Ex. 1° pro p=13, habentur radices pri-
mitiuae 2, 6, 7, 11, quarum summa 26=o0
(mod. 13). 2° pro p=11, radices primitiuae
sunt 2, 6, 7,8 quarum summa 2% =1 (mod. 11).
3° pro p=>31, radices primitinae sunt 3, 11,
12, 1%, 17, 21, 22, 24, quaram summa, 123

= — 1 {mod. 31).

F==-3

Demonstr.  Supra demonstrauimus (art.

55, 1), si p fuerit = a¥6%¢¥ etc. (designantibus
y 1), s1p g

a, b, ¢ etc. numeros primos inaequales) atque

4, B, € numeri quicunque ad exponentes a“,

S, ¢¥ etc. respectiue pertinentes, omnia pro-

ducta 4 BC etc. exhibere radices primitiuas.

Facile vero etiam demonstrari potest, quamuis

radicem primitinam per huiusmodi produ-

ctum exhiberi posse et guidem vnico tantum

modo *).

®) Determinentur scilicet numeri a, B ¢ etc. ita, vt sit a=¢x

(mod. a%) et ==o (mod. bG¢¥ etc.)i B==1 (mod. 68) et = o

(mod. a%¢¥ etc.) etc, (vid. art, 32), vndefiet a < b 4 ¢ + etc.

=1 (mod_. r—1I), (agt. 19). lam si radix primitiua quaecunques

v, per productum A B etc. exhiberi debet accipiatur 4==va»

B=17b, C™=¢¢ etc., atque pertinecbunt 4 ad exponentem as, B

ad exponentem bCetc.; productumque ex omnibus A, B, Cetc. erit

==y (mod. p); denique facile perspicitur 4, B, C etc, alio mode
determinari non posse,
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Vnde sequitur haec producta logo ipsa-
rum radicum primitinarum accipi posse. At
quoniam in his productis omnes valores ipsius
4 cum omnibus ipsius B etc. combinari opor-
tet, omnium horum productorum summa ae-
qualis est producto ex summa omnium valo.
rum ipsius 4, in summam omnium valorum
Ipsins B, in summam omnium valorum ipsius
C etc. vti ex doctrina combinationum notum
est. Designentur omnes valores ipsorum 4;
B etc., per 4, 4', A“ etc.; B, B, B” etc. etc.,
eritque summa omnium radicam primitiuarum
= (A~ d’+ etc.) (B -+ B+ etc.) etc. Iam
dico, si exponens « fuerit =1, summam 4
A~ A7+ ete. fore = — 1 (mod. p), si vero o
fuerit > 1, summam hanc fore =o. similiter-
que de reliquis ¢, » etc. Simulac haec erunt
demonstrata, theorematis nostri veritas mani-
festa erit. Quando enim p — 1 per quadratum
aliquod diuisibilis est, aliquis exponentium
« G y etc. vnitatem superabit, adeoque aliquis
factorum, (quorum producto congrua est sum-
mMa omnium radicum primitiuarum, erit =o, et
Proin etiam productum ipsum: quando vero
# - 1 per nullum quadratum diuidi potest,
Omnes exponentes « ¢ y etc, erunt =1, vnde
Summa omnium radicum primitivarnm congrua
erit producto ex tot factoribus, quorum quis-
Que = — 1, quot habentur numeri a, 4, ¢ etc,,
ﬂdeoque erit = - 1, prout horum numerorum
Mmultitudo par vel impar. Illa autem ita pro-

antur.
° Quando .= 1 atque 4 numerus ad exs
Ponentem a pertinens, reliqui numeri ad hunc
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exponentem pertinentes erunt A2, A43..,. A1,
At 1+ A+ A>+ 43.... + A1 est summa pe-
riodi completae, adeoque =o (art. 79), quare
A+ A2 A3, 0. Ar—1= — ¢,

2° Quando autem «> 1, atque 4 numerus ad
exponentem 4 pertinens, reliqui numeri ad
bunc exponeniem pertinentes habebuntur, si
ex his 42, 43, A+.... A*—1 reiiciuntur A4,
A2, A3 etc., vid. art. 55; quare summa eo-
rum erit == 1~ A4+ A%, + A1~ (1
As 4 Ao ... F A=) 1. ‘e, congraa differen-
tiae duarum periodorum, adeoque =o. Q. E. D,

82. Omnia quae hactenus exposuimus in-
nituntur suppesitioni, modulum esse numerum
primum. Superest vt eum quoque casum con-
sideremus, vbhi pro modulo assumitur numerus
composilus,  Atlamen quum hic neque pro-
prietates tam elegantes eniteant, quam in casu
priori, neque ad eas inueniendas artificiis sub-
tilibus sit opus, sed potius omnia fere per so-
lam principiorum praecedentium applicationem
erui possint, omnes minutias hic exhaurire su-
perfluum atque taediosum foret. Breuiter ita-
que quae huic casui cum priori sint communia
guaeque propria exponemus,

83. Propositianes art, 45 — 48 generali-
ter iam sunt demonstratae. At prop. art 49
ita immutari debet:

Si f designat, quot wumeri dentur ad m primi
simulipso m minores, i. e. 5i f=¢ m (art. 38): ex-
ponens, t, infimae potestatis numeri dati, a, ad m pri-
mi, quae secundum modulum m vnitati est congrua, veh
erit = f vel pars aliquota huius numeri.
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Demonstratio prop. art. 49 etiam pro hog
casu valere potest, si modc vhique loco ipsius
p, m, loco ipsius p— 1, f, et loco numerorum
t, 2,3, .... p— 1, numeri ad m pruni si-
Mmulque ipso m minores substitnantur. Huce ita-
(ue lectorem ablegamus. Ceterum demonstra-
tiones reliquae de quibus illic locuti sumus
(art, 50, §1) non sine muliis ambagibus ad
hunc casum applicari possunt. — At respectu
Propositionum sequentium, art. 52 sgg. magna
differentia incipit inter modulos, qui numero-
-Tum primorum sunt potestates, eosque, qui
per plures numeros primos diuidi possunt.
Seorsim itaque modulos prioris generis com.
templabimur,

84. Si modulus m =p", designante p nume-
Tum primum, erit.f = p*~I(p - 1) (art. 8.)
lam si disquisitiones in artt. 51, 55 contentae
ad hunc casum applicantur, mutatis mutandis
Vi in art. praec. praescripsimus, inuenietur,
Omnia quae ibi demonstrata sunt etiam pro

oc casu locum habere, si modo ante proba-
tum esset, congruentiam, formae « ~ 1 == o
(mod. p» ) plures quam ¢ radices diuersas ha-
ere non posse. Promodulo primo hanc verita-
tem ex propositione generaliori art, 43 dedu-
Ximus, quae autem in omni sua extensione de
Modulis primis tantummodo valet, neque adeo
ad hunc casum applicanda. Attamen proposi-
tionem pro hoc casu particulari veram esse per
Methodum singularem demonstrabimus. Infra
Sect. VIIL) idem facilius inuenire docebi-
us,

F
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Demonstrandum proponimus nobis hoc
theorema: Si numerovum t etpo—% (p— 1) dini-
Sor communis maximus est e, congruentia xt = 1 (mod.,
p" ) habebit ¢ radices diuersas.

Sit e=kp' ita vt & factorem p non inuol-
uat, adeoque numerum p — 1 metiatur. T'um
congruentia a* = 1 secundum modulum p ha-
bebit £ radices diuersas, quibus per 4, B, C
etc. designatis, radix guaccunque eiusdem con-
gruentiae secundum modulum p», congrua es-
se debet secandum modulum p alicni nume-
rorum 4, B, C etc. Tam demonstrabimus, con-
gruentiam x = 1 (mod. p" ) habere p’ radi-
ces ipsi 4, totidem ipsi B etc. congruas se-
cundum modulum p.  Quo facto omnium ra-
dicum numerus erit kpr siue e, vti diximus,
Illam vero demonstrationem ita adornabimus,
vt primo ostendamus, si « fuerit radix ipsi A
secundum medulum p congrua, etiam « - pn—,
“ o 2pt—, @ 4 Jpv, L@ o (pt) pre
fore radices; secundo, numerosipsi 4 secundum
modulum p congruos alios quam qui in
forma « - Ap— sint comprehensi ( deno-
tante i integrum quemcunque), radices esse
non posse: vnde manifesto p' radices diuersae
habebuntur, et non plures: atque idem etiam
de radicibus, quae singulis B, C etc. sunt con-
gruae, locum habebit: tertio docebimus, quo-
modo semper radix, ipsi 4 secundum p con-
grua, inueniri possit, :

86. Theorema. Sivtiin art. prae. t est
numerus per pr, neque vevo per p' T disisibilis, erit (a4 .



—_ 8% e
" .
hpe )t — ot = o (mod. pr¥'), at = ot—T hput
(mod, pui+1) Theorematis pars posterior locum
non habet, quando p=2 simulque u=r,

Demonstratio huius theorematis ex euolu-
tione potestatis hinomii peti posset, si ostendere-
tur omnes terminos post secundum per pitr
diaisibiles esse. Sed quoniam consideratio de-
nominatorum coeflicientium in aliquot amba-
ges deducit, methodum sequentem praeferimus,

Ponamus primo r>1 atque v=1, eritque,
propter &t — y* = (% — y) (% T-}at—2y-
=3 y% of etc. ~+ yT), (e-hpt )t e gt == jpk
(Co - hp* ) =T (ahp* ) t=2, etc. + at—1),
At est = -+ hp* = = (mod. p* ), quare quis.
que termunus (® - hp¥ ) I (o F A% )2y,
elc. erit = %, (mod. p2 ) adeoque omninm

summa = ¢ «1 (mod. p2) siue formae
t ot—1 4 J p? denotante J numerum quem-
cunque. Hinc (= +-hp<) © — . erit formae

a1 jpu ¢ 4 Php*t?* 0. e.= /1 hp”t (mod. pit )
et = o (inod. g#*t ) Pro hoc itaque casu theo-
Tema est demonstratum.

Iam si theorema pro aliis ipsius » valori-
us verum non esset, manente etiamnum k> 1,
limes aliquis necessario daretur, vsque ad quem
theorema semper verum foret, vltra vero fal-
Sum, Sit minimus ‘valor ipsius ’, pro
quo falsum est = ¢, vnde facile perspicitur,
S1 ¢ per p®—! non autem per p? fuerit diuvisibie

F 2



lis, theorema adhuc verum esse, at si loco
ipsius ¢ substituatur tp, falsum. Habemus ita-
que ‘

(2~ hpk )t == ot + o1 hpHt (mod. p“*f’)_
siue == ot — ot~ hpkt - up**® denotante xnu-
merum indeterminatum, At quia proy = 1
theorema iam est demonstratum, erit ( .t +
o—Ihput -} uprtP Jp = 4P~ I hpk+1 ¢ -
atp—t gpH+@+I (mod, pr+PE),

adeoque etiam

a F hpe)te = tr-l- otr—1fipKtp (mod. pu+P11) ], e,
theorema etiam verum, si loco ipsius ¢ substi-
tuitur tp, i. €. etiam pro , = ¢ <+ 1, contra
h)pothesm. Vnde manifestum pro omnibus
ipsius » valoribus theorema verumn ecsse.

87. Superest casus vbi ¢ = 1. Per met-
hodum prorsus similem ei qua in art. praec.
vsi sumus, sine adinmento theorematis binomi-
alis demonstrari potest, esse

(a4 hp)—1 =at—14t=2 (¢ — 1) hp (mod., p?)
« (o Fhp)—t=at—Ifat—2 (t —2) hp
wule +hp)3= “:“'1+“t—'2 (t—3)hp
etc.
vnde aggregatum erit ( quia partium multitu-
do =t)
=tat-T - (“‘1)” t—2 hp (mod. p?)
At quoniam ¢ per p diuisibilis, etiam
u ‘_;312 per p diuisibilis erit in omnibus casibus

excepto eo vhi p = 2 de quo iam in art.
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praec. monuimus. In reliquis autem casibus
erit (-1t jt-2 jp = o (mod. p*), adeoque et-
. 2

lam illud aggregatum == fat-2 (mod. p*) vtin
art. praec. In reliquis demonstratio hi¢ eodem
modo procedit vt istic.

. Colligimus igitur generaliter vnico casu
¥ = 2 excepto, esse
(2 4 hpr)t = o (mod. prir) et
(2 + hpr)t non= o pro quouis modulo quisit
altior potestas ipsius », quam haec, pk*, quo-
ties quidem % per p non est diuisibilis, atque
p' potestas suprema ipsius p quae numerum ¢
diuidit, '

Hinc protinus deriuantur propositiones
1. et 2. quas art. 85 demonstrandas nobis pro-
posueramus: scilicet
Primo, si ot = 1, erit etiam (« - fp"-')t = ¢
(mod. pn);
Secundo si numerus aliquis o ipsi 4 adeoque
€tam ipsi « secandum modulum p congruus,
heque vero huic secundum modulum po-’,
Congruentiae «* = 1 (mod. pn) satisfaceret,
Ponamus . esse = « - Ip*, ita Vvt / per p
Non sit diuisibilis, eritque a <! p—,, tunc au-
tem (e - /pa) secundum modulum p>*’ ipsi
Congruus erit, non autem secundum modulum
Pk, quae est altior potestas, quare, «/ radix con-
8fuentiae «x* = 1 esse nequit. ‘

88. Tertium vwero fuit radicem aliquam
Congruentiae xt = 1 (mo%. ‘), ipsi 4 con-

: 5



gruam, inuenire. Ostendemus hic tantummo-
do quomodo hoc fieri possit, si iam radix
eiusdem congruentiae secundum modulum po-1
innotuerit ; manifesto hoc suflicit, quum amo-
dulo p pro quo 4 est radix, ad modulum p?,
sicque deinceps ad omnes potestates consecu-
tiuas progred:r possimus.

Esto itaque « radix congruentiae x* = ;
(mod pn-1) quaeriturque radix eiusdem con-
gruentiae secundum modulum p», ponaturhaec

—

= .- hpr-’-1, quam formam eam habere de-

bere ex art. praec. sequitur (casum vbir» — #
-~ 1 postea seorsim considerabimus: maior
vero quam # — 1, , esse nequit). Debet ita-

que esse (o - Apn-v-13t =1 (mod. po). At
(a - hP““"‘)‘E RIS htpﬂ-'-l. (mod. pn)
Si itaque k ita demerminatur, vt fiat 1 = ,t -

@-1 ptpn-r-1 (mod. po); siue (quia per hyp. 1

= 4 (mod, pn-1) atque ¢ per p' diuisibilis)ita

t— - - » . L K
vt flat T —1 - ottt h—;,.'_- per ¢ diuisibilis,

p-r
quaesito satisfactum erit. Hoc autem semper
fieri posse ex Sect. praec. manifestum, quum
t per alijorem ipsius p potestatem quam p'
diuidi non posse hic supponamus, adeoque
t . .
at*1 —ad p sit primus.

Si vero v = # — 1 i, e ¢ per pnI siue
etiam per altiorem ipsius p potestatem diuisi-
bilis quiuis valor 4, congruentiae x* = 1 se-
cundum modulum p satisfaciens eidem etiam
secundum modulum pn satisfaciet.  Sit enim
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t = pr-1,, eritque ¢ =, (mod. p =— 1):
quare quoniam 4t = 1 (mod. p) erit etiam
Ar = 1 (mod. p). Ponatur itaque 4% = 1

. pD-I
hp eritque A4t = (1 + hp) = 1 (mod, pr)
art. §7.

89. Omnia quae art. 57 sqq. adiumento
therematis, congruentiam x* = 1 plures quam ¢
radices dinersas non habere eruimus, etiam pro
modulo qui est numeri primi potestas locum
habent, et si radicss primitinae vocantur nume-
11, qui ad exponentem p*-! (p— 1) pertinent,
siue in quorum pericdis omnes numeri per
r non diuisiviles inueniuntur, etiam hic radi-
tes primitiuae exstabunt. Omnia antem quae
supra de indicibus eorumque vsu tradidimus,
nec non de solutione congruentiae xt = 1,ad
hune quoque casum applicari possunt. (Quae
quum nulli difficultat obnoxia sint ommnia ex
integro repetere superfluum foret. Prasterea
radices congruentiae x* = 1 secundum modu-
lum'pv e radicibus eivsdem congruentiae se-
cundum p deducere docuimus. Sed de eo ca~
Su. ubi potestas aligua numeri 2 est modulus
quia supra exceptus fuit, aliqua adhuc sunt
adiicienda.

Q0. S8i potestas aliqua numeri 2, altior quant se-
tunda, prta 20 pro modrlo accipitur, numeri cuiusuis
“Mpayis potestas exponentis 2°-2, vnitati est congrua.

Ex. gr. 5% = 6561 = 1 (mod. 32),
Quiunis enim numerus impar vel sub for-

Ma 1 - 44, vel sub hac — 1 -+ 4k compre-
F 4



henditur: vnde propositio protinus sequitur
(theor, art. 85).

Quoniam igitur exponens ad quem qui-
cunque numerus impar secundum modulum
ov pertinet, diuisor ipsius 2n-2 esse debet, qui-
uis ad aliguem horum numerum pertinebit 1,
2, 4, 8. .. , 022, ad quemnam vero per-
tineat ita facile ditudicatar. Sitnumerus proposi-
tus == 44~ 1, atque exponens maximae potestatis
numer: 2, quae ipsum i metitur, = m (qui et-
iam == o esse potest, quando scilicet 4 est im-
par}; tum exponens ad quem numerus propo-
situs pertiner, erit == an-m- 2, siquidem # > m
“+ 2; si antem # = vel < m -~} 5, numerus
propositus est == = 1 adeoque vel ad expo-
nentem r vel ad exponentem 2 pertinebit. Nu-
merum enim formae == ¢ 4 2m'1f, (quae huic
-aequiualet, 44 + 1) ad potestatem exponen-
tis an-m-2 elenatum vnitati secundum modnlum
2" congruum ﬁeri, ad potestatem autem €xpo-
nentis, qui est inferior numeri 2 potesias, in-
congruum, ex art. 86 nullo negotio deducitur.
Numerns itaque quicunque formae 8k -+ 5
vel 8% -}~ 6 ad exponentem 2n-2 pertinebit,

9t. Hinc patet eo sensu (uo supra ex-
pressionem accepimus, radices primitiuas hic
non dari, nullos scilicet numeros, (juorum pe-
riodus omnes numeros modulo minores ad ip-
sumque primos amplectatur.  Attamen facile
perspicitur, analogon bic haberi.  Inuenitar
enim, numeri formae 8k 4 3 potestatem expo-
nentis imparis semper esse lormae 8k -} 3,



Potestatem autem exponentis paris, semper for-
mae 8k -} 1; nulla igitur potestas formae 8k
+ 7 esse potest. Quare quum periodus nume-
. formae 8 -+ 3, ex ov—2 terminis diuer-
Sit constet, quorum quisque aut formae 8 + 3
aut huius, 8% ~+ 1, neque plures huiusmodi
Numeri modulo minores dentur quam en-2, ma-
nifesto, quiuis numerus formae 8k - 1 vel 8k
“k 3 congraus est secundum modualum 20 po-
testati alicui numeri cuiuscunque formae 8k
~+ 3. Simili modo ostendi potest periodum
tumeri formae 8% -+ 5 comprehendere omnes
Numeros formarum 8% -+ 1 et 8k + 5. Si
Igitar numerus formae 8¢ - 5 pro basi assu-
itur, omnes numeri formae Sk + 1 et 8% + 0,
Positiue, omnesque formae 8t — 5 et 8k + 7,
hegatiue sumti, indices reales nanciscentur, et
quidem hic indices secundum 2n-2 congrui pro
aequiualentibus sunt habendi. Hoc modo ta-
ula nostra I intelligenda, vbi pro modulis
16, 35 et 64 (namque pro modulo 3 nulla ta-
ula necessaria erit) semper numerum 5 pro ba-
L accepimus, Ex. gr. numero 19 qui est for-
Mae §n + 3 adeoque megatiue sumendus, respon-
et pro modulo 63 index 7, id quod significat
Osse 57 = «— 19 (mod. 64). Numeris autem
Mumersy Formartan $n b 5 S n- posiione

ar y on - 7 posittue
CCeptis, indices quasi imaginarii tribuendi fo-
fent.  Quos introducendo calculus indicumn
ad algorithmwun perquam simplicem rednci pot-
€St Sed quoniam, si haec ad omnem rigo-
Tm exponere vellemus, nimis longe euagari
©Porteret, hoc negotium ad wliam occasionem



nobis resernamus, quando forsan fusius quan-
titatam imaginarium theoriam, quae nostro qui-
dem iudicio a nemine hactenus ad notiones
claras est reducta, pertractare suscipiemus. Pe-
riti hunc algorithmum facile ipsi eruent: qui
minus sunt excercitati, perinde tamen tabula
hac vti poterunt, vt ii qui recentiorum com-
menta de logarithmis imaginariis ignorant, lo-
garithmis vtuntur, si quidem principia supra
stabilita probe tenuerint.

92. Secundum modulum e pluribus pri-
mis compositum tantum nonomnia quae ad re-
sidua potestatum pertinent ex theoria congru-
entiarum generali deduci possunt; quia vero in-
fra congruentias quascunque secundum modu-
lum e pluribus primis compositum ad congru-
entias, quarum modulus est primus aut primi
potestas, reduncere fusius docebimus, non est
quod huic rei multum hic immoremur, Obser-
uamus tantum, bellissimam proprietatem, quae
pro reliquis modulis locum habeat, quod scili-
cet semper exstent numeri quorum periodus
omnes nuineros ad modulum primos complelta-
tur, hic deficere , excepto vnico casu, quando
scilicet modulus est duplum numeri primi, aut

otestatis numeri primi. Si enim modulus m
redigitur ad formam A=B°C: etc. designanti-
bus 4, B, C ete. numeros primos diuersos,
praeterea A** (A — 1) disignatur per «, Bb--1
(B — 1) per ¢ etc. denique 2 est numerus
ad m primus; erit z* = 1 (mod, A) 26 = 1
(mod. Av) etc. Quodsi igitur « est minimus
‘numerorum e, ¢,y etc. diniduus communis, erit

Id
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2 = 1 secundum omnes modulos A2, B etc.
ﬂdeoque etiam secundum m, cui illorum pro-
actum est aequale At excepto casu vbi m
est duplum numeri primi aut potestatis numes
Il primi, numerorum «, &, » etc. diniduus coma
Muuis minimus, ipsornm producto est minor
(quoniam numeri «, & » efc. inter se primi es-
Se nequeunt sed certe divisorem 2 communem
habent). Nullius itaque numeri periodus tot
terminos comprehendere potest, quat dantur nu-
meri ad modulum primi ipsoque winores, quia
horum numerus producto ex #, ¢, , etc. est ae-
qualis, Ita ex. gr. pro m == 1001 Cuiusuis nu-
Meri ad m primwi potestas exponeutis to vhita-
i est congrua, quia 6o est diuiduus communis
Numerorum 6, 10, 12. — Casus autem vbi
modulus est duplum numeri primi aut duplum
Potestatis numeri primi illi vhi est primus aut

Primi potestas prorsus est similis,
93, Scriptorum in quibus alii geometrae
e argnmento in hac sectione pertractato ege-
Tunt, ijam passim mentio est facta. Eos tamen
Qui gquaedam fusins, quam nobis breunitas per-
Tsit, explicata desiderant, ablegamus ime
Primis ad sequentes ill. Euleri commentatio-
hes, ob perspicuitatem qua vir summus prae
Omnibus semper excellmt, maxime commenda-
iles, :
Theovemata circa vesidua ex dinisione potestatum yoa
licta. Com. mou. Petr. 'T. VIL p. 49. sqq.
Demonstrationes civca vesidua ex dinisione potesiatum per
numeros primos resultantia. Ivid. 'T'. XV 1L p.85 sqq.

Adiungi his possunt Opusculorum analyt, 1.1,
dissertt, 5 et 8.




Sectio QvarTaA

DE

CONGRVENTIIS SECVNDI GRADVS.

94. THEOREMA. Numero quocunque, m, pro mo-
dulo accepto, ex nmeris o, I, 2, 3+++. M — 1, plu-
res quam T m & I gquando m c¢st* par, siue plures
gquam 3 m —+ 3, quando m est impar guadrato cona
grui fievi non possunt,

Dem, Quoniam numerorum congruorum
uadrata sunt congrua: quiuis numerus, cui
vlli quadrato congruus fieri potest, etiam qua-
drato alicui cuius radix < m congruus erit
Sufficit jtaque residua minima quadratorum o,
1, 4y 9...» (m — 1)2 considerare, At facile
perspicitur, esse (m— 1)* =1, (M — 2)* =
2% (m — 3)* = 3% etc. Hinc etiam, quando
m est par, quadratorum i (m--1)*et (im —+ 1)%,
(!m - 2)* et (}m - 2)* etc, residua mini-
ma eadem erunt: quando vero m est impar,
quadrata (im — :)* et Gm ~+ D2; Gm —2)*
et( I m-{-3 )% etc, erunt congrua. Vnde palam est,
alios numeros, quam qui alicui ex quadratis o, 1,



A

4y 9,... (1m)* congrui sint, quadratocongruos
teri non posse, quando m par; quando
Vero impar, quemuis nomerum, qui vl
(uadrato sit congruus, alicui ex hiso, 1, 4,9...
(¥m — I)* necessario congruum esse. (QQuare
dabuntur ad summum in priori casu ¥m + x
residua minima diuersa, in posteriori Im ~ §
Q. E. D,

g5.  Exemplum., Secundum modolum :3
(quadratorum numerorum o, 1, 2, J...60 resi-
dua minima inueniuntar, o, 1, 4, 9, 3, 12, 10,
post haec vero eadem ordine inuerso recur-
funt 10, 12, 3, etc. Quare numerus quisque,
hulli ex istis residuis congruus, sive qui alicui
ex his est congruus, 2, 5, 6, 7, 8, 11, nulli-
Quadrato congruus esse potest.

Secundum modulum 15 haec inueniuntur
fesidua, o, 1, 4y 9, 1, 10, 6, 4 post ¢uae ea.
em ordine inuerso recurrunt. Hic igitur nu.
Mmerus residunorum, quae quadrato congrua fi-
eri possunt, minor adhuc est, quam %# -
Quum sint o, 1, 4, 6, 9, 10. Numeri autem
%3, 5,7, 8 11, 12, 13, 14, et qui horum
alicui sunt congrui, nulli quadrato secundum
tnod, 15 congrui fieri possunt.

g6. Hinc colligitur, pro quouis modulo
Omnes numeros in duas classes distingui posse,
Quarum altera contineat numerds, qui quadrato
@licui congrui fieri possint, altera eos qui non
Possint, Illos appellabimus residua quadratica



sumeri istins quem pro modulo accepimus ¥y, hos
vero ipsius mom-vesidun guadvatica, sine etiam,
quoties ambiguitas nalla inde oriri potest, sim-
pliciter residua et son- vesidua,  Ceterum palam
cst sufficere, si omnes numeri o, 1, 2,.. m—1
in classes redacti sint: numeri enim congrui
ad eandem classem erunt referendi.

Etiam in hac disquisitione a modulis pri-
mis Initium faciemus, ¢uod itaque subintelli-
gendum erif, efiamsi expressis.verbis non mo-
neatur. Numerus primus 2 autem excludens
dus, sine numeri primi impares tantum consi-
derandi.

96.  Numero primo p pro modulo accepto, nu-
mevordm I, 2, 3.e4. P — I Semrissis evunt vesidua
quadratica, veligui nown residua, i. e. dabuntur L(p

— 1) vesidua, totidetngue non-residua.

Facile enim probatur, omnia quadrata 1,
4y, 9... J(p — 1)2 esse incongrua. Scilicet si

fieri posset vr = ¢/r/ (mod. p) atque numeri
r, rf inaequale‘s_et non maiores quam ¥ (p—1)
posito » > o/ 1. q. licet, fievet (# — #/) (¥

- - #/) positiuus et per p diuisibilis. At vter-

“‘) Proprie quidem hic casu secundo =zlio sensu vtimur, quam huc-
usque feciraus, Dicere scilicet oporteret, r esse residuum qua-
drati aa secundum modulum m quando 7 == aa (mod. m); at
breuitatis graria in hac sectione semper # ipsiits m residuum qua-
draticum vocamus neque hinc vlla ambiguitas metuenda. Expres-
sionem enim. sesiduym, quando idem signiticat gyuod numerus con-
gruus, abhinc non adthibebimus, nisi forte de residuus minimis ser-
o sit, vbi nullum dubivin esse potest.



que factor » —#/, et » -+ #/ ipso p est minor,
(uare suppositio consistere nequit (art. 13).
abentur itaque z (p — 1) residua quadrati-
Ca, inter hos numeros 1, 2, 3....p — 1 contenta;
plura vero inter ipsos esse nequeunt quia acce-
dente residuo oprodeunt 3 (p 1), quem nu-
merum omnjum residuorum multitudo supera-
re nequit.  Quare reliqui numeri erunt non
residua horumque multitudo = % (p —‘1).

Quum cifra semper sit residuum, hanc
humerosque per modulum diuisibiles ab inuesti-
gationibus his excludimus, quia hic casus per
Se est clarus, theorematumque concinnitatem
tantum turbaret. Ex eadem caussa etiam
moedulum 2 exclusimus.

97. Quum plura quae in hac Sect, ex.
Ponemus etiam ex principiis Sect. praec. /deri-
uari possint, neque inutile sit, eandem verita-
tem per methodos diuersas perscrutari, kunc
hexum ostendemus.  Facile vero intelligitur,
Omnes numeros quadrato congruos, indices
bares habere, eos contra, qui quadrato nullo
modo congrui fieri possint, impares.-Quia ve-
To p — 1 est numerus par, tot indices pares
€runt quot impares, scilicet Z(p — 1), toti-
demque tum residua tum non residua dabuntur.

Exempla.

Pro modulis sunt residua

3.....10

' JP
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4 5, 9.

» 4y 9y 10, 12,

y 4y 8, §, 13, 15, 106.

~

T e e « . 1,
 f S 8
15 . e .. I,
17 v o oo o 1,
, etc.
reliqui vero numeri, his modulis minores non
residua.

e O © [

08. TueorcMa. Productum e duobus yesiduis
quadraticis numeri primi p, est vesidunm ; productum
e vesiduo in mnon wvesidunm, est non vesiduum; denique
productum ¢ duobus non-vesiduis, residunni,

Demoustr, 1. Sint 4, B residua e quadratis
aa, by oriunda siue 4 = aa, B = 0b, eritque
productum 48 (uadrato numeri ab congruum
i. e. residuum.

II. Quando A4 est residuum, puta = ag,
B vero nonresiduum, AB erit non-residuum.
Ponatur enim si fieri potest 4D = kk, sitque
valor expressionis * (mod. p) == 0; erit itaque
aaB = aabb, vnde B = b0, i. e, B residuum
contra hyp.

Aliter.  Multiplicentur omnes numeri qui
inter hos 1, 2, 3.... p — 1 sunt residua (quo-
rum multiundo = %(p— 1), per 4 omniaque
producta erunt residua quadratica, et quidem
erunt omnia incongrua. lam si non-residuum
B per A multiplicatur, productum nulii pro-
ductorum quae iam habentur congruum erit;
quare siresiduum esset, haberentur X(p-+ 1) re-
aadua incongrua inter quae nondum est resi-
duum o, contra art, g0. ,



- 97 -

HI.  Sint' 4, -B, non-residua. Multiplicen-
tar omnes numeri qui inter hos 1, o, 3.,.,
P— 1 sunt residua per 4, habebunturque f(p— )
Don-residua iunter se incongrua (1I); jam pro-
ductem 4B nnlli illorum congruum esse pot-
€st; quodsi igitur esset non-residuum, habe-
Yentur £(p -4~ 1) non-residua inter se incon-

grua, contra art, gb. Quare productum etc,
Q E. D

Facilius adhuc haec theoremata ¢ princi-
Piis sect, praec. derinantur.  Quia enim resi-
daorum indices semper sunt pares, non-resi-
uorum vero jmpares, index producti e duo-
Jus residnis vel non-residuis erit par, adeoque
broductum ipsum, residoum. Contra index
Producti e residuo in non-residuum erit im]par
adeoque productum ipsum non-residuum.,

Viraque demonstrandi methodus etiam pro .
heorematibus adhiberi potest: Expressionis
v Comod. p) wvalor erit residuum, quando numeri as

Simu) sunt residua, vel simiul non residun ; contrg
Qutem orit nonresiduum, quanio numerorum a, b al-
br st vesiduum olter non vesiduum. Possunt eliam
®X conuersione theorr. art. praec, obtineri.

hig 1
aQ

99- Generaliter, productum ex ¢uotcuna
qQue factoribus est residuum tum quando omnes
Sunt residua, tum quando non residuorum, quae’
Inter ppg occurrunt, multitudo est par; quando -
Vero multitudo non residuorum quae inter fa.
Cloreg reperiuntur est impar, productum erit
"on-residuum, Facile itayue diudicari potest,

G



yirum numerus compositus sit residuum, nec-
ne, si thodo quid sint singuli ipsius factores
constet.  Quamobrem 'in tabula II numeros
primos tautummodo recepimus.  Oeconomia
huius tabulae haec est. In margine posiiisunt
moduli,*) in facie vero numeri primi successi-
ui; »quan'do ex his aliqgis fuit residuum
moduli alicuius, in spatio virique respondente
lineola collocata est, quando vero numerus pri-
mus fuit non residuum moduli, spatium respon-
dens vacuum mansit,

100. Antequamn ad difficiliora progredia-
mur, quaedam de modulis non primis adiicien-
da sunt.

Si numeri primi p, potestas aliqua pr pro
modulo assumitur ( vbi p non esse 2 supponi-
mus ), omnium numerorum per p non diuisibi-
lium moduloque minorum altera semissis erunt
residua, altera non residua, i. e. virorumque

multitudo = §(F — 1)p™%.

Si enim  est residuum: quadrato alicui
congruus erit, cuius radix moduli dimnidium non
superat, vid. art. g4.  lam facile perspicitur,
dari £(p — 1)p>! numeros per p non diui-
sibiles modulique semisse minoribus; superest
itaque vt demonstretur, omnium horum nume-
rorum quadrata incongrua esse, siue residua
quadratica diversa suppeditare.  Quodsi duo-
rum numerorum a, § per p non diuisibilium

®) Quomodoe etiam modulis compositis carere possimus mox docebimuss
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modulique semisse minorum quadrata essent
Congrua, foret aa — 046 siue (@ — 6) (o $-4)
ber pn diuisibilis (posito i. ¢ licet a > 5)
Hoc vero fieri non potest, nisi vel alter nume.
Yorum a — b, o 4 b per p» fuerit diuisibilis,
quod fieri nequit, quoniam vterque < pn, el
alter per p™ alier vero per pr—u i e. vterque
ber p. Sed etiam hoc fieri nequit. Manifesto
€nim etiam summa et differentia 2a et 25 per,
P toret diuisibilis adeoque etiam a4 et ¢ contra
¥p. — Hinc tandem colligitur inter nume-
Tos per p non diuisibiles moduloque minoreg
i‘(p — 1)pr residua dari, reliquos quorum
Multitudo aeque magna, esse non-residua Q E.
D. — Potest etiam theorema hoc ex conside.
Tatione indicum deriuari simili modo vt art. 97.

101.  Quinis numerds per p won diuisibilis, qui
Psing pest vesiduums, evit vesiduunm etiam ipsius po; qui
Vern ipsius P esi non-residuum, etiam ipsius pn 1101
Yesiduum erit,

Pars posterior huius propositionis per sa
St manitesta. Si itaque prior falsa esset, in-
r numeros ipso p" minores simulque per p non
Uiuisibiles plures forent residua ipsius p, quam
Psiug pn, 4, e plures quam Fpo-I (p - ),
ullo vero negotio perspici poterit, multitudi-
Nem residuorum numeri p inter illos numeros
®sse ' praccise = po-I (p — 1)

. Aeque facile est, quadratum reipsa inue«
' quod secundum modulum po residuo da-
o st congruum, si quadratum huic residuo
Cundum modulum p congruum habetur.

2



——— 100 —

Scilicet si quadratum habetur, a2, quod
residuo dato 4 secundum modulam p“ est con-
gruum, deducitur inde quadratum ipsi 4 se-
curidum modulum p' congruum (vbi » > ¢ et
— vel < 2p supponitur) sequenti modo. Po-
natur radix quadrati quaesiti = <= a 4 ap¥,
quam formam eam habere debere facile per-
spicitur; debetque esse aa £ pauph o xapoe
= A (mod. p') sine propier 2« > A—aa
= r oaxp* (mod. p*) Sit 4 — ga = p¥d, erit-

que, x valor ex;zressionis 4 o (mod. p—¥)

AN .
nae huic = (mod. pV) aequinalet.
q apk q

Dato igitur quadrato ipsi 4 secundum p
congruo, deducitur inde quadratum ispi A4 se-
cundum modulum p* congruum; hinc ad mo-
dulum p*, hinc ad p°® etc. ascendi poterit.

Ex. Proposito residuo 6, quod secundum

modulum 5 quadrato 1 congruum, inuenitur

uadratum g* cui secundum 25 est congruum,
16% cul secundum 125 congruum etc, ‘

102. Quod vero attinet ad numeros per?
diuisibiles, patet, eorum quadrata per pp fore di-
uisibilia, adeoque omnes numeros per p qui
dem diuisibiles, neque vero per pp, ipsius p fo-
re non residua. Generaliter vero, si proponi-
tur numerus pk4d vbi A per p non est diuisic
bilis, hi casus erunt distinguendi:

1) Quando k = vel > a, erit p'4 = o (mod'
p"), 1. €. residuum.

2) Quando & < » atque impar, erit pkd no?
residuum.
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Si enim esset pkd = p#+I 4 = ss (mod.
P ), ss per p*+1 diuisibilis esset, id quod
al_lter fieri nequit,quam si fuerit s per p2+*1 diuisie
ilis. 'I'unc veross etiam per p+2 diuisibilis, a-
deoque etiam (quia 2* -~ 2 certo non maior quam
") pid, ie. p***1d; sine A per p, contra hyp,
_ 3) Quando k < # atque par.  Tum pc4
€t residuum vel non-residuumipsius pn, prout
est residuum vel non-residium ipsius p.
Quando enim 4 est residuum ipsius p, erit
Ctiam residuum ipsius pr—k Posito autem A4
= aa (mod. pr—*) erit Apx = aapx (mod. p")
Gapk vero est quadratum. Quando autem 4
€St non-residuum ipsius p, pk4 residuum ipsius
P" esse nequir. Ponatur enim pkd = aa (mod.
P* ), eritque necessario aa per pk diuisibilis.
Botiens erit quadratum cui 4 secundurm moe
ulum pn—k adeoque etiam secundum modu.
4m p congruus, i, e. 4 erit residuum ipsius
P contra hyp. : .
103, Quoniam casum p = 2 exclusimus,
de hoc adhuc quaedam dicenda. Quando nu-
Merus o est modulus, numerus quicanque erit
Tesiduum, non-residua nulla erunt. Quando
Vero 4 est modulus, omnes numeri impares
OTmae k-1 erunt residua, omnes vero for-
M2€ 4t+3 nonresidua. Tandem quando 8
AUt aljor potestas numeri 2 estmodulus, omnes
:;I_ner-i impares formag Sk~ 1 erunt residuf,
k'"{m vero, seu ii qui sunt formarum 8¢+ 3,
rioT}S’ 8k+7, erunt non residua. Pars poste-
rap, JIUS propositionis inde clara, quod qua-
matum Cuiusuis numeri imparis, sive sit lor-
*ae 4k 1, siue formae 4k — 1, it formae 8%
'+ Priorem ita probamus.
G3
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pe-

1) Si duorum numerorum vel summa vel diffe-
rentia per 27! est diuisibilis, numerornm qua-
drata erunt congrua secundom modulom on.
Si enim alter ponitur = @, erit alter formae
o8~1j - g, cuius quadratum inuenitur = as
(mod, 27 ).

2) Quiuis * numerus impar, qui ipsias
2" est residuum quadraticum,  congruus
erit quadrato alicui, cnius radix est numerus
impar et <t or—2 Sit enim quadratum quod-
cunque cui numerus ille congruus, aa atque
numerus a = - « (mod.2n—1) ita vt » modu-
li semissem non superet (art. 4), eritque oa
== axe Quare etiam numerus propositus erit
== a4, Manifesto vero tum g tum « eruntim-
pares atque « < "2,

3) Omnium numerorum imparium ipso
on—2 minorum quadrata secundum modulum
2" incongrua erunt, Sint enim duo tales nu-
meri r et s, quorum quadrata si secundum 27
essent congrua, foret' (r—s) (r+s5) per 2n
diuisibilis ( posito r}>s). Facile vero perspi-
citur numeros r — s, r~ 5, simul per 4 diui-
sibiles esse non posse, «uare si alter tantum-
modo per 2 est diuisibilis, alter vt productum
per 2n diuisibilis fieret, per 2r—1 diwsibilis
esse deberet, Q. £. A, quoniam vterque <"1,

4) Quodsi denique haec quadrata ad re-
sidua sua minima positina reducuntur, habebun-
tur 23 residua quoadratica diversa modulo mi-
nora, quorum quoduis erit formae 8% + 1.



Sed quum praecise 2"7* numeri formae 8% 4 1
modulo minores exstent, necessario il omnes in-
ter illa residua reperientur. Q. E. D.

Vt quadratumn numero dato formae 8% + ¢
secundum modulum 2" congruum inueniatur,
methodus similis adhiberi potest; vt in art. 102;
vid. etiam art. 88. — Denique de numeris pari-
bus eddem valent, quae art. 102 generaliter ex-
posuimus, ‘

104. Circa multitudinem valorum diuerso-
rum (1. e. secundum modulum incongruorum ),
quos expressio talis # == /" A(mod. p*, admittit,
siquidem A est residuum ipsius p*, facile e praecc.
colliguntur haec. (Numerum p supponimus esse
primum, vt ante, et breuitatis caussa casum 7z
= 1 statim includimus). I. Si A per p non est
diuisibilis, # vnum valorem habet pro p = 2, n ==
1, puta # = 13 duos, quando p est impar, nec non

Pro p == 2, n==2, puta ponendo ynum = v, alter
ent = ... v; quatuor pro p = 2, n > 2, scili~
cet ponendo vnum = v, reliqui erunt == — v,

2% v, 2'7% — o. II. Si A per p diuisibilis
est, neque vero per p", sit potestas altissima
Ipsius p ipsum 4 metiens p** (manifesto enim
Ipsiug exponens par esse debebit) atque 4 ==
ap*“. Tunc patet, omnes valores ipsius # per,
p* diuigibiles esse, et quotientes e diuisione ortos
I€r1 valores expr. ' = 4/ @(mod. p" *¥); hinc
Omues valores dinersi ipsius ¥~ prodibunt, muli-
Plcando omnes valores expr. 77 inter o et p*—m
:F?‘S per p*; quare illi exhibebuntur per vp*,
PR o (2 1
4 ,



si v indefinite omnes valores diversos expr. »7
exprimit, ita vt illorum muliwdo fiat p*, op*
vel 4p“, prout mulititudo horum -(per casum T)
est I, 2 vel 4. IIL Si A per p” diuisibilis est,
facile perspicietur, statuendo n == 2m vel = am
— I, prout par est vel impar, omnes numeros
per p™ diuisibiles, neque vllos alios, esse valores
ipsius /; quare omnes valores diuerst hi erunt
o, p*, 2p™...(P""" — I1)p*, quorum multitudo

.

105. Superest casus, vbi modulus m e plu-
ribus numeris primis compositus est. St m ==
abc ..., designautibus a, b, c¢ ‘etc. numeros pri-
mos diuersos aut primorum diuersorum pote-
states, palelque statim, sl n sit residuumn ipsius
m, fore etiam n residuum singulorum a, b, ¢
etc., adeoque n certo nonresiduum ipsius m esse,
si fuerit NR. vllius e numeris a, b, ¢ etc. Vice
versa autem, si n singulorum a, b, c ete, residuum
est, etiam residuum producti m erit. Supponendo
enim,n = 42, B2, C3 etc. sec. med. @, b, ¢ etc.
resp, patet, si muneius N ipsis 4, B, C etc. sec.
mod. @, b, ¢ etc. resp. congruus eruatur (art. 32),
fore n == NN secundum omnes hos modulos
adeoque etiam secundum productum m. —— Quum
facile perspiciatur, hoc modo e combinatione cu-
iusuis valoris ipsius A sue expr.  n(mod. a)
cum quouts valore ipsius B cum quours valore
ipsius C etc. oriri valorem ipsius IV siue expr.
v n(mod. m), nec non e combinationibus diuersjs
produci diuersos IV, et e cunctis cunctos: multitu-
do omnium valorum diuersoruun ipsius IV aequalis
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ert producto e multitudinibus valorum ipso-
fum 4, B, C etc. quas determinare in art. praec.
Ocuimus., — Porro manifestum est, &1 vnas
Valor expressionis 4 # (mod. m) siue ipsins

fuerit notus, huncsimul fore valorem omnium
4, B, C ete.; et quum hinc per art. praec.
Omnes reliqui valores. harum quantitatam de-
duci possint, facile sequitur, ex vno valore
Ipsins & omnes reliquos obtineri posse.

Ex. Sit modulus 315 cuius residunm an
1on residuum sit 46, quaeritur. Diuisores pri-
ML numeri 315 sunt 3, 5, 7, atque numerus
46 residuum cuiusuis eormn (uare etiam ipsius
>t erit residuum.  Porro, qquia 46 =1, et
=04 (mod. 9); = 1 et = 16 (mod. 5);=4%

= 23 (mod. 7), inueniuntur radices cua-
fatornm, quibus 46 secundum modulum 315
Congruus, 19, 26, 44, 89, 220, 271, 289, 296,

106. Tx praecedentibus colligitur, si tantum-
Modo semper dignosci possit virum pumerys pri-
x5 datus numeri primi dati residoum sit an non-
r‘?S‘duum, omnes reliquos casus ad hunc redu-
€ posse.  Pro illo itaque casu criteria certa
a‘l::ni studio nobis erunt indngandn._ Antequm:n
terfm hanc perquisitionem aggre‘dmmnr, cri-

Um quoddam exhibemns ex Sect. petitum
luod quamuis in praxi nullum fere vsum ha-
r‘_ﬁ";: t_ﬂmen propter sirpplicitatem atque gene-

dtem memoratu dignum est.

" Numerus quicunque A per numerum primum 2
" 1 oson dinisibilis, huius primi residuum est vel
Ofevos .

"evesiduum, prout Am = -+ 1 vel = — 1 (mod,
2 m * 1 )’ .

G5
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Sit enim pro modulo 2 m -1 in systemate
quecunque numert A index, a, efitque o par,
quando 4 est residuum ipsius 2 m = 1, impar
vero quando 4 non-residunm. Atnumeri /™ in-

dex erit mg, i. . == 0 vel = m (mod. 2 m),
prout & par vel impar. Hinc denique 4" in
priori casu erit = <~ 1, in posteriori vero

==« 1 (mod. 2m 4 1), V. artt. 57, Ga.

Ex. 3 ipsius 173 est residuum quia 5° = g
(mod. 15), 2 vero ipsius 13 non-residuum, quo-
niam 2° == — 1 (mod. 15\

At quoties numeri examinandi mediocriter
sunt magni, hoc criterium ob calculi immen-
sitatem prorsus inuitile erit.

107, Facillimum quidem est, proposito
modulo, omnes assignare numeros, qui ipsius
residua sunt vel non residua. Scilicet si ille nu-
merus ponitur = m, determinari debent qna-
drata, quorum radices semissem ipsius m non
superant, siue etiam numeri his quadratis se-
cunduni m congrui (ad praxin methodi adhuc
expeditiores dantur), tuncque omwnes numeri
horum alicui secundum m congrui, erunt resi-
dua ipsius m, omnes autem numeri nolli isto-
rum congrui erunt non-residua, — At quae-
stio inuersa, proposito nunieroe aiiquo, assignare ommnes
gumeros quorum ille sit vesidsum vel mon - residuum,
multo altioris est indaginis, Hoc itaque pro-
blema, a cuius solutione illud quod in art.
praec. nobis proposuimus pendet, in sequenti-
bus perscrutabimur, a casibus simplicissinis
inchoantes.
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108. ‘THEOREMA.  Ommuium numerorum for-
mae gn - 1, — 1 est vesiduum quadvaticnm, omiuium
Vero numerorum primovum formae 4n —~ 3, 12087
Siduum., '

Ex, — 1 est residuum numerorum 5, 13,
17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, 89, g7 etc., e qua-
(Jratis numerorum 2, 5, 4, 12, 0, 9, 23, 11,27,
U4, 22 etc. respetine oriundum; contra non-
resideum est rumerorum 3, 7, 11, 19, 23, 31,
43, 47, b9, 67, 71, 79, 83 etc.

Mentionem huius theor. iam in art. 65 fe-
cimus. Demonstratio vero facile ex art. 106
petitur, Ltenim pro numero primo [ormae 4n
~ t est (— 1)2==1, pro numero autem f{or-
Mae 4 # -+ 3 habetur (— 1)2»1 = — 1. Con-
Uenit haec demonstratio cum ea quam 1 ¢ tra-
didimus. Sed propter theorematis elegantiam
atque vtilitatem non superfluum erit, alio ad-
\uc modo idem ostendisse.

__ 109. Designemus complexum omnium re-
Siduorum numeri primi p, quae ipso p suntmi-
Nora, excluso residuo o, per literam €, et quo-
Mam horum residuorum multitudo semper = 23%,
Manifestum est, eam fore parem, quoties p sit
O'mae 4# -+ 1, imparem vero, (uoties p sit
OTmae 4 » -+ 3. Dicantur, ad instar art. 77,
V.bl de numeris in genere agebatur, residua so-
“a talia, gquorum productum = 1 (mod. p);
Manifesto enim sirest residunm, etiam % (mod.
P) residuum erit. Et (Eloniam idem residuum
Plura socia inter residaa € habere nequit, pa-
et omnia residua € in classes distribui Posse,
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quarum quaeuis bina residua socia contineat,
Iam perspicuum est, si nullom residuum dare-
tur, quod sibi ipsi esset socium, i. e. si (uae-
uis classis bina residuae inaegualic contineret,
omnium residuorum numerum fore duplum nu-
meri omnium classium; quodsi vero aliqua
dantur residua sibi ipsis socia, 1. e. aliquae
classes quae vnicum tantum residuum aut, si
quis malit, idem vesiduum Dis continent, po-

sita harum classium muhitudine = a, reliqua-
rumque muliitudine = &; erit omniam residuo-
rum C numerus = a ~ 26. Quare quando p

est formae 4 » + 1, erit g numcros par; (uan-
do autem p est formae 4z -+ 3, crit g impar.
At numeri ipso p minores alii, quam 1 etp
— 1, sibi ipsis socii esse nequeunt (vid art.77);
priorque : certo inter residua occurrit; vnde
in priori casu p — 1 (seu quod hic idem va-
let, — 1) debet esse residuum, in posteriori
vero non-residunm; alizs enim in illo casu foret
@ = 1, in hoc autem == 2, quod fieri nequit,
110. Etiam haec demonstratio ill. Eule-
ro debetur, qui et priorem primus inuenit. V.
Opusc. Anal.'V'. 1. p 135, — Facile quisquis
videbit eam similibus principiis innixam esse,
vt demonstratio nostra secunda theor. Wilso-
niani art. 77. Si vero hoc theorema sup-
ponere velimus, facilius adhuc demonstratio ex-
hiberi poterit. Scilicet inter numeros 1, 2,3...
p — 1 erunt 2f residua quadratica ipsius p to-
tidemque non-residua; quare non-residuo-
_rum multitudo erit par, quando p est formae
4u. - 3, Hinc productum ex omnibus numeris
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Y, 2, 3... p — 1 in priori casu erit resi-
duum, in posteriori non-residuum (art. gg). At
productum hoc semper = — 1 (mod. p); adeo-
que etiam — 1 in priori casu residuum, in po-
steriori non-residunm erit,

rir. Siitaque # est residuum numeri ali-
Cuius primi formae 4n < 1, etiam - # huiuas
Primi residuum erit, omnia aulem talis numeri
non-residua, etiam signo contrario sumta non-
residua manebunt. Contrarium euenit pro nu-
meris primis formae 4# + 3, quorum residua
quando signum mautatur , non-residua fiunt et
Vice versa, yid. art. g8,

Ceterum facile ex praecadentibus derina-
tur regula genecalis: - 1 residuum omnium
numerorum qui neque per 4 neque per ullum
Numerum primum formae 4# + 3, diuidi pos-
sunt; omnium reliquorum non-residuum. YV,
artt, 103 et 105.

112. Progredimurad residua -- aet — 2,

Si ex tabula II colligimus omnes numeros
Primos quorum residuum est -}- 2, hos habebi-
us: 7, 17, 23, 31, 41, 47, 71, 73, 79, 80,97.
Facile antem animaduertitar, inter hos numeros
Nullos inueniri formarnm 8# -+ 3 et Su -} 5,

Videamus itaque, num haec inductio -ad
Certitudinem enehi possit.

Primum obseruamus gquemuis numerum
Compositum formae8un -+ 3 vel 8u- 5 neces-

. . R
) Quando igitur de numero quocunque Joquemur guatents numeri
formae 4n ~ 1 residuum vel nou-residuum est, ipsius siguum
Omnino pegligere siue etiam signum anceps =}~ ipsi tribucre potes
Timus,
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sario factorem primum alterutrius formae 8y
-+ 3 vel 8u -+ 5, inuoluere; manifesto enim e
solis numeris primis lormarum Su -+ 1, §%
~+ 7, alii numeri quam qui sunt formae 8z~ 1
vel 8» + 7, componi nequeunt. Quodsi ita-
que inducto nostra generaliter est vera, nullus
omnino numerus formae 8z 4 3, 84 -+ 5 da-
bitur, cuius residuum - o3 sicque nullus cer-
te numerus huius formae infra 100 exstat, cu-
ius residuum sit — 2. Si autem vltra hunc
limitem tales numeri repirirentur, ponamus mi-
mimum omnium = ¢, Erit itaque ¢ vel for-
mae 8n + 3 vel 8#» -k 5;+4 2ipsius residuum
erit, omnium autem numerorum similivm mi-
norum non-residuum. Ponatur 2 = aa (mod. £)
poteritque g ita semper accipi Vvt sit impar si-
mulque < t, (habebit enim a ad minimum
duos valores positiuos ipso ¢ minores quorum

summa = ¢, quorumque adeo alter par alter
impar v. art. 104. 103). Quo facto sitag = 3
- tu, siue tu = aa — 2, eritque az formae

8n + 1, tu igitur formae Su — 1, adeoque
formae 8n - 5 vel 8» - 5, prout ¢ est for.
mae posterioris vel prioris. At ex aequatione
as = o - tu sequitur, etiam 2 =a (mod. x)
i. e. 2 etiam ipsius # residunm fore. Facile
vero perspicitur, esse # < t; quare ¢ non est
minimus numerus inductioni nostrae contra-
rius contra hyp. Vnde manifesto sequitur id
quod per induclionem inueneramus generali-

ter verum esse.

Combinando haec cum prop, art. r11. se-
quentia theoremata nanciscimur.



L. Numevorum omninm primorum formae sn--3,
+ 2 erit non vesiduum, — 2 vero vesidunrm.

II.  Numerornm ommium primoram formae §n
+ 3, tum - 2 tum — 2 erunt non residus.

113, Per similem inductionem ex tab, 11
nueniuntur numeri primi quorum residuum
et — o hi: 3, v1, 17, 19, 41, by, 67, 73"83’
89, 97 *» lnter quos uum nulli inueniantur
FOl‘marum 8n -+ b, 8u + 7, num etiam haec
indactio theorematis generglis vim adipisci
Possit inuestigemus.  Ostenditur simili modo
¥t in art, praec. quemuis numerum Composi-
tum formae Su# ~ 5 vel 84 < 7, factorem pri-
Mum inuoluere formae 8# -+ 5 vel formue Su
“ 7, ita vt, si inductio nostra generalitervera,
~ o2 nullius omnino numeri formae 8u -} 5
Vel 84 7 residuum esse possit. Si autem
tales numeri darentur, ponatur omnizm minimus
= ¢, fatque — 2 == as — tu. Vbisi vti supra
% lmpar ipsoque ¢ minor accipitar, # erit for-
Mae 84 + 5 vel Sn + 7, prout ¢ formae 8z
7 vel gn + 5. At ex eo quod ag - 2 = t1
-atflue a < t; quisqnis facile derivari poterit,
Stam 4 ipso t minorem fore. Denique — 2
SYam ipsius & residaum erit; i. -e. ¢ non erit
Minimus numerus qui inductioni nostrae aduer-
Satur, contra hyp. Quarenecessario — o omnium

UMerorum formarum 8 5, 8n 4+ 7 nen

v .
)‘ C°nSldernndo scilicet =~ 2 tamquam productwm ex s 2 et——g
* oAk 11X,
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Combinando haec cutn propp. art, 111, pro-
deunt theoremata haec:

1. Omuium nuumesrorum primorum formae 8n-}- 3,
tum — 2, tum - 2 sunt won - residua, Vii iam in
art, praec. inuenimus,

II. Omnium numevovum primovumm formae gn
~+ 7, — 2 est noi - vesidunm, - 2 vero residuum.

Ceterum in vtraque demonstratione pro s
etiam valorem parem accipere potuissemus ;
tunc autem casum vbi a fuisset formae 42+ 2,
ab eo distinguere oportuisset, vbi a formae 4,
Tuolutio autem perinde procedit vti supra, nul-
lique difficuttati est obnoxia.

114. Vnus adhuc superest casus, scilicet
vbi numerus primus est formae 8z 4 1. Hic
vero methodum praecedentem eludit, artificia-
(jue prorsus peculiaria postulat,

Sit pro modulo primo 8z + 1, radix quae-
cunque primitiua, 4, eritque (art. 62) a4 =
— 1 (mod. 88 -+ 1), quae congruentia ita
ciiam exhiberi potest, (42" - 1)* = 2422 (mod.
Sn-t1), éii,le etiam ita, (o0 — g )z' = - -202"-
Vude sequitur tumn 242", tum — 2420 ipsius
Sn ~- 1 esse residuum: at quia a2 est quadratum
per modulum non diuisibile, manifesto etiamy
tum 4 2 tum — 2 residua erunt (art. g8.)

115. Haud inutile erit, adhuc aliam huius
theorematis demonstrationem adiicere, quae
similem relationem ad praecedentem habet, vt
theorematis art. 108 demonstratio secunda
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(art. 109) ad primam (art. 108). Periti faci.
lius tunc perspicient, binas demonstrationes
tam illas quam has nonadeo heterogeneasesse,
quam primo forsan aspectu vidzantur.

I. Pro modulo quocunque primo formae
4r ++ 1, inter numeros ipso minores 1,2,3...
4m, reperientur m qui biquadrato congrui
esse possunt, reliqui vero Sm non poterunt.

Facile quidem hoc ex principiis sect
Praec. deriuatur, sed etiam absque his demon-
stratio haud difficilis.  Demonstrauimus enim
pro tali modulo — 1 semper esse residuum
Quadraticum. Sit itaque ff = — 1 patetque, si
% fuerit numerus quicunque per modulum
Non diuisibilis, quaternorum numerorum + 2,
~- 2, 4+ fz, — fz ((uos incongruos esse fa-
Cile perspicitur) biquadrata inter se congrua
fore; porro manifestum est biqualzdratum nu-
Meri cuiuscunque, qui nulli ex his quatuor
Congruus, illorum biquadratis congruum fieri
Non posse, (alias enim congruentia x* = z*
quae est quarti gradus plures quam 4 radices

aberet, contra art. 45), Hinc facile colligi
Ur, omnes numeros 1, 2, J,... 4m, tantum-
Modo m biquadrata incongrua praebere, qui-
Us inter eosdem nuimneros m congrui reperiens
tur, reliqui autem nulli biquadrato congrui es-
Se pPoterunt.

1. Secundum modulum primum formaa
8." + 1, 1 biquadrato congruus fieri pote-
" C— ) erit residuum biquadraticws huins nu-
Merj primi),
H
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Omnium enimresiduorum biguadraticornm
ipso 8« - 1 minorum (cifra exciusa) wali-
tudo erit = 2n i. e. par. Porro facile proba-
tur, si # fuerit residuam blqmidmn(,.:m 11)'lu°-
8n + 1, etiam valorem expr. § (mod.8u— 1)
fore tale residuum. Hinc omnia residua biqua-
dratica in classes simili modo distribui pom-
runt, vti in art. 109 residua quadratica distri-
bimus: nec non rehq\u demonstrationis pars
prorsus eodem modo procedit vt iilic.

TIL Tam sit g* = — 1, et & valor expr.
(mod. 8z -+ 1) Tunc erit- (g == 4)* =
4 h¥ = agh = g* -+ I* + o (propter gh
1) At g* = ~— 1, adeoque — h? = g+h?
g% wnde 1andem g* -+ h* = o, atclue (g
2 pY2 = = 2 i tum -} 2, tum — 2 resi-
duum quadraticum ipsius S» -+ 1. Q. E. D,

o,

116. Ceterum ex praec. facile regula se-
quens generalis deducitur: -+ o est residuum nue
meri cuiusis, qus neque per 4, neque pey viium primum

formae §u -+ 3 vei "R = § diuidi potest, religuosrum
autem (ex. gr, omnium numerorum formarum

8s =+ 3, 8u <+ D, siue sint primi, siue compo-
8itl) mon. vesiduum,

~— 0 est wvesiduum nnmevi cuiusuis, qui neqiuf
per 4, neque per vilvm primum formae 8n -}~ § vel 81
~}- 7 diuidi potest, omnium qutem veliquorum non-re:
sidunm, '

Theoremata haec elegantia iam sagacl
Fermatio innotueruat, Op. Matherss p. 165
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Demonstrationem vero quam se habere profes-
sus est, nusquam communicauit.  Postea ab
i, FEuler frustra semper est inuestigata: at
ill. La Grange primus demonstrationem rigo-
Tosam reperit, Nowv. Mem, de U Ac, de Berlin 1775,
p- 54g, 351. Quod ill. Eulerum adhuc latuisse
Videtur, quando -scripsit diss. in Opusc. Aua-
lyt, conseruatam, T. I, p. 25q.

117, Pergimus ad residua + 3 et — 3,
A posteriori initium faciamus.

Beperiuntur ex tab, II. numeri primi quo-
rum residaum est — 5, hi: 3, 7, 13, 19, 31,
37, 43, 61, 67, 73, 79, o7, inter guos nullus
inmenitur formae Gr.+ A.  Quod vero etiam
Vltra tabulae limites nulli primi huius formae
dantar quornm residuom --- 3, ita demonstra-
igs: Primo patet quemuis numerum compo-
situm formae On -~ 5 necessario factorem pri=
Num aligguem eiusdem formae inuoluere. Quous-
Yue igitur nulli numeri primi formae 61 4 5
dantar, quorum residunm — 3, eousque tales
étiam compositi non dabuntur.  Quodsi vero
Vlira tabulae nostrae limites tales numeri das
Tentur, sit omnium minimus = f, ponaturque
— 3 = aa— tu. T'unc erit, si acceperis a pa-
Tem ipsoque ¢t minorem, # < t, alque — 3
Tesiduum ipsius % Sed quando a formae 9n
. 3, tu erit formae bz -4 1, adeoque u for-
Mae 6u 4 5, Q. E. 4. quia ¢ mianimum esse
Numerum inductioni nostrae aduersantem sup-
Posuimus, Quando vero a formae on, erit tu
Ormae 36n - 3 adeoque itw formae 12n-f 1,

H 2
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quare i % erit formae 61 -+ 5; patet autem
— 3 etiam ipsius ‘¥ % residuum fore, atque es-
setu <t Q E. 4 Manifestum frague, — 5
nullius numeri formae 6n -} 5 residuum esse
_posse.

Quoniam quisque numerus formae Cn + 5
necessario vel sub forma 12z - 5, vel sub hac
12% -} 11 continetur, prior autem forma sub
hac 4n —+ 1, posterior sub hac 4s |- 3, haec
habentur theoremata:

1. Cuiusuis numeri p.rimi SJormae 128~ §, tum
— 3 tum + 3 non-residunm est.

II. Cuiusuis numeri primi formae 128 ~- 11, — 3
est non-residuum, & 3 vero residunm,

118. Numeri quorum residuum est -~ 3
ex tabula I inueniuntar hi: 3, t1, 15, 253, 57,
47, 5g, 61, 71, 73, 85, g7, inter (uos nulli
sunt formae 121 -+ 5, vel 121 4 7. Nullos au-
tém omnino numeros formarum i1on < 5, 101
~+ 7 dari quorum -+ 3 sit residoum, eodem
prorsus modo, Vvt in artt. 112, 113, 117, com-
-probari potest, quare hoc negotio supersede-
mus. Habemus itaque collato art. 1 ¢ 1 theoremata:

1. Numeri cuinsuis primi formae 121 ~f~ 5,
pon-residua sunt tum ~+ 3 tum — 3, (vil iam i
art, praec. inuenimus),

II.  Numeri cuiusuis primi formae 1am + 1
noneresiduum est ~ 3, — 3 vero residuum.
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119. Nihil autem per hanc methédum
Pro numeris formae 122 < 1 inuneniri patest,
‘[ut proin artificia singularia requirunt. Ex in-
ductione quidem facile colligitur, omnium nu-
mercrum primorum huius formae residna esse
+ 3 et — 3. Manifesto autem demonstrari
tantummodo debet, numerorum talium resi-
duum esse — 3, (uia tunc necessario etiam
+ 3 residuum esse debet (art. 111).  Osten-
~demus autem generalius, — 3 esse residuum

Numeri cuiusuis primi formae %z - 1.

Sit p huiusmodi primus atque @ numerus
Pro modulo p ad exponentem 5 pertinens(qua-
les dari ex art. 55 manifestum, quia 3 sub-
Mmultiplum ipsins p — 1). Erit itaque a* =1
(mod, p) i. e. a® — 1 siue (a* + a 1)
(8 — 1) per p diuisibilis. Sed patet o esse
on posse == 1 (mod, p), quia 1 ad exponen-
tem 1 pertinet, quare ¢ — 1 per p diuisibilis
Non erit; sed 4* - a -+ 1 erit, hincque etiam

4aa+4a_+ 4; i. e. erit (284 1)*= 3
(mod. p) sinve — 3 residucm ipsiusp.- Q. E. D.

Ceterum patet, hanc demonstrationem
(quae a praecedentibus est independens) etiam
Mmeros primos formae 12x - 7 complecti quos
lam in are, praec. absoluimus.

Obseruare adhuc conuenit, hanc ‘analysin

exl }]nst;_r; mathodi in artt. 10, 115’ vsi.ta’rae

il*mlll beri posse, at breuitatis gratia huicreinon
“Moranur. )

ad

— Colliguntur facile ex praec. theore.
ata haec (vid, artt, 102, 103, 105).
H 5
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L w3 est residium omninm nutherovum, qui ne-
que per 8, weque per Q, negue per vilum  nunierum
primum formae 6un -t~ 5 diuidi possumt, non . resi
duum autem omnium reliquorum.

II. 4 3 est residunm omuium numerorum, qui
neque pev 4, neque per 9, feque per vium primum oy«
mae lzn‘-{— b ovel 12n-} 7 dinidi possunt, omninm reli=
quorum non-residuum,

Teneatur imprimis casus particularis' hic:

. =3 est residwwm omnium numerorum
primorum formae 32 -+ 1, sen quod idem est
ommium , qui ipsins 3 sunt vesidua , nom - vesiguum
vero omnium numerorum primorum formae tu
~+ 5, seu, excluso numero 2, omnium formae
3n + 2, i. e, omuium qui ipsius 3 sunt non-vesidua,
Facile vero perspicitur omnes reliquos casus
ex hoc sponte sequi.

Propositiones ad residua + 3 et — 3 perti-
nentia iam Fermatio notae fuerunt, Ope-
ra [Vallisii T, II. p. 857. At ill. Euler primus
demonstrationes tradidit, Comm. noun. Petr. T.
VLI p. 105 sqq- Eo magis est mirandum, de-
monstrationen propositionum ad residua -+ 2
€t — 2 pertinentium, prorsus similibus artificiis
Innixas, semper ipsius sagacitatem fugisse.
Vid. etiam comment, ill. La Grange, Nouv, Mem.
de U'Ac, de Bevlin, 1775 p. 352.

121. Per inductionem deprehenditur, -5
nullivs numeri imparis formae 5a - 2, vel 59
-+ 3 residuum esse, i. e. nullius numeri impa-



S—— 119 basant

ris qui ipsius non-residuum sit.  Hanc vero
regulam nullam exceptionem pati, ita demon-
Stratur.  8it numerus minimus, si quis datur,
ab hac regula excipiendus = f, qui itaque nu-
meri 5 est non-residuum, 5 autem ipsius ¢ re-
sidaum. Sit aa = 5 4+ tu, ita Vvt a sit
Par ipsoque ¢ minor. Erit igitur # impar
ipsorjue ¢ minor, + 5 autem ipsius # residuum
erit. Quodsi iam o per 5 non est diuisibilis,
etiam » non erit; manifesto aatem it ipsius 5
est residaw, quare quum ¢t ipsius 5 sit non-
residuum, etiam # non-residuum erit ; i, e..da-
tur non-residuum numeri 5 coius residuum est
<+ 5, ipso t mirus, conira hyp. Si vero a per
5 est diuisibilis, ponatur a = 50, atque z="bv,
vade ty = ~ 1=¢§ (mod.5),4 e tveritresiduum
humeri 5. In reliquis demonstratio perinde
Procedit vt in casu priori.

122, Omnium igilur numerorum primo-
rum, qui simul sunt ipsius 6 non-residua si-
mulque formae 47 + 1, i. e. omnium numero-
rum primorum formae 20n + 15 vel 201 + 17,
tum -{- 5 quam — 5 non residua erunt; ommium
Autemn numerorum primorum formae 20z + 3
vel 204 + 7, non-residuwn erit - 5, — 5 re-
siduuin.

Potest vero prorsus simili modo demon-
strari, — 5 esse non-residuum omnium nume-
rorum primorum formarum 20# 4+ 11, 201 4
13, 20n - 17, 201~} 19, tacileque perspicitur hina
Sequi, -} 5 esse residuum omnium numerorum
Primorum formae2on -+ 11, vel 2en + 19, nons<

H 4
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residuum autem omnium formae 202 4 - 13,
vel 2on 4 17.  Et quoniam quiuis numerus
primus, praeter 2 et 5 (quorum residuum =+ 5),
in aliqua harum formarum continetur 20# 4 1,
3, 7, 9, 11, 13, 17, 19, patet, de omnibus 1am
iudicium ferri posse, exceptis iis qui sint for-
mae 20z + 1, vel formae 202 4 g.

123. Ex inductione facile deprehenditur,
J+ 5 et — 5 esse residua omnium nuinerorum
primorum formae 208 + 1, vel 20 + 9. Quod-
si hoc generaliter verum est, lex elegans ha-
bebitur, - 5 esse residuuum ommium numerovum
primorum qui ipsins 5 sint residwa, (hi enim in
alterutra formarum 5n - 1 vel 55 + 4 siue in
aliqua harum, 20# + 1, g, 11, 19, continentur,
de quaram tertia et quarta illud iam ostensum
€st) nom-residuum vero omminm nunierorum qui ipsins
5 sint’ non-residus, vt Jam supra demonstrauimus.
Clarum autem est, hoc theorema sufficere, ad
diiudicandum, vtrum - 5 (eoque ipso, — 5,
6i .tamquam productum ex -+ 5 et — 1 consi-
deretur) numeri cuiuscunque datiresiduum sitan
non-residuum, Denique obseruetur huius the-
orematis cum illo quod art. 120 de residuo
— 3 exposuimus analogia,

At verificatio illius inductionis non adeo
facilis, Quando numerus primus formae 20n
- 1, siue generalius formae 5# -+ 1 propo-
nitur, res simili modo absolui potest, vt in
artt, 114, 119. Sit scilicet numerus (uicunque
pro modulo 54 ~ 1 ad exponentem 5 pertinens
&, quales dari ex sect, praec. manifestum, erit-
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que a® =1, sive (8 — 1) @* - o -+ a* -
@ + 1) =o (mod. 58 4 1). At quia nequit
esse ¢ = 1, neque adeo 4 — I 0; ne-

[l

cessario erit a* 4+ a° 4 a* + a + 1 = 0. Quna-
re etiam 4 (g* + o’ 4+ a* + 8 + 1) = (248
4+ a + 2)* — 5a* erit = o i. e. ba* erit re-
siduum ipsius 5# + 1, adeoque etiam 5, quia
a* est residuum per 55 + 1 non diuisibile (a
enim per 5n + 1 non diuisibilis propter a® =
I). Q & D.

At casus, vbi numerus primus formae 5s,
~ 4 proponitur, subtiliora artificia postulat.
Quoniam vero propositiones (uarum openego-
lium absoluitur in sequentibus generalius tracta-
buntur, hic breuiter tantum eas attingimus.

I. Si p est numerus primus atque & non-
residaum quadraticvm datum ipsius p, valor ex-
Pressionis (A)...(x+ VOO — (- bt

v b

(ex qua euoluta irrationalitatem abire facile
Perspicitur), semper per p diuisibilis erit, qui-
Cunque numerus pro x assumatur, Patet enim
®x inspectione coefficientium qui ex euolutione
Ipsius A obtinentur, omnes terminos a secun-
d? vsque ad penultimum (incl.) per p diuisi-

lles fore, adeoque esse 4 =2 (p + 1) (a®

p—1
~+ xb'i-), (mod. p). At quoniam & ipsius p
p—1 ‘
Non-residuum est, erit 4 2 = — 1 (mod. p),

(art, 106); xP autem semper est = x ( sect,
Praec.) ynde fit 4 = 0. Q. E. D,

IL In congruentia 4 = o (mod. p), in-
rminata « habet p dimensiones, omnesque
H 5

- dete
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‘numeri o, 1, 2.... p — 1 illius radices erunt,
Jam ponatur e esse diuisorem ipsins p + 1,

(x + b — (x — / b)e

o v b

(quam per B designamus) si euoluitur, abir-
rationalitate libera, indeterminatax inipsae — 1
dimensiones habebit, constatque ex analyseos
primis elementis, 4 per B (indefinite) esse di-

eritque expressio

uisibilem.  Iam dico ¢ — 1 valores ipsius «
dari, quibus in B substitutis, B per p dinisibi.
lis enadat. Ponatur enim 4 = ‘B(, habebit-
que » in C dimensiones p — ¢ + 1, adeoque

congruentia C == o (mod. p) non plures quam
p — ¢ -+ 1 radices. Vnde facile patet, omnes reli-
quos nuMeros ex his o, 1, 2, 3..,. w— 1, quo-
rum muititudo = ¢ — 1, congruentiag B = o
radices fore.

III. Tam ponatur p esse formae 5x + 4,
e = 5, b non-residuum -ipsius p, atque
numerum g ita determinatum, vt sit
(a—l— \fb)s—(a~\/b)5

b

At illa expressio fit = 10a* + 20aab + 2bh ==
2((6 - Haa)* — =20a* ). FErit igitur etiam
(b + baa)* — 20a* per p diuisibilis i.'e, 20a*
residuum ipsins p; at quoniam 4a* residuum
est per p non diuvisibile (facile enim inteligi-
tur, a per p dinidi non posse), etiam 5 resi-
duum ipsius p erit. Q. E. D.

perp diuisibilis,

Hinc patet theorema in initio huius arti-
culi prolatum generaliter veruimn esse. —
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Obseruamus adhuc, demonstrationes pro
viroque casu ill. La Grange deberi, Mem. de
P Ac, de Berlin 1775, p. 352 sqq.

124, Per similem methodum demonstra-
tur, :

~ 7 esse non-vesiduum cuiusuis numeri primi qui
ipsius 7 sit non vesidnum.

Ex inductione vero concludi potest,

=~ 7 esse vesiduum cuinswis numeri qui ipsins 7
sit residuum. :

At hoc a nemine hactenus rigorose de-
monstratam.  Pro iis quidein residais ipsius 7,
qui sunt lormae 4n — 1, facilis est demon-
stratio ; etenim per methodum ex praec. abun-
de notam ostendi potest, 4 7 semper esse ta-
lum pumerorum primorum non- residuum,
adeoque - 7 residuum. Sed parum hinc lu-
Cramur : religui enim casus per hanc methedum
tractari nequeunt. Vnum quidem adhuc ca-
Sum simili mod. vt artt. 119, 123 absoluere
Possumus. Scilicet si p est numerus primus
formae 7n + 1, atque o pro modulo p ad ex-

pon i - 4@’ —1)
entem 7 pertinens, facile perspicitur

| a 1
= (20> + a* — a3 — 2)* -+ 7 (s ? — a)? per
# diuisibilem, adeoque — 7 (a* — a)? ipsins
P residuum fore, At (a* — a)* , tamquam
Quadratum, ipsius p residuum est,insuperque
Per p non diuisibile; quum enim s ad expo-
fleatem 7 pertinere supponatur, neque=: 0, ne-
e = 1 (mod. p) esse potest, i. c. neque a




‘neque & — 1 per p diuisibilis erit, adeoque
etiam quadratum (a — 1)* 2* . Vnde mani-
sto etiam 7 ipsius p residuum erit. Q. E. D. —
At primi numeri formae 71 4 2 vel 7n 4 4
omnes methodos hucusque traditas elndunt.
Ceterum etiam haec demonstratio ab ill, La
Grange primum est detecta /. c. — Infra sect.
VII. docebimus  generalilter, expressionem

(xP — 1
4 ) semper ad formam X* o2 p 72 re-

X — I
duci posse, (vbi signum superius est accipien-
dum quando p est numerus primus formae in
-+ 1, inferfus quando est formae 48 + 3); de-
notantibus X, ¥ functioues rationales ipsius «,
a [ractionibus liberas. Hanc discerptionem ill.
La Grange vltra casum p = 7 non perfecit v.
L ¢ p. 3ba2. '

125. Quoniam igitur methodi praecedentes
ad demonstrationes generales stabiliendas non
sulficiunt, iam tempus est, aliam ab hoc de-
fectu liberam exponere. Initium facimus a
theoremate, cuius demonstratio satis diu ope-
ram nostram elusit, quamuis primo aspectu
tam obuiom videatur, vt quidam ne necessita-
tem quidem demonstrationis intellexerint.
Est vero hoc: Quemuis numerum, practer qradra-
ta positine fumta aliqguorum numerorum primorum non-
vesiduum esse.  Quia vero hoc theoremate tan-
tummodo tamquam auxiliari ad alia demon-
stranda vsuri sumus, alios casus hic non expli-
camus quam quibus ad hunc finem indigemus.
De reliquis casibus postea sponte idem consta-
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bit. Ostendemus itaque, quemuis numerum pri-
snum formae gn ~& 1, sine positiue sine negatine acci-
piatur *), non-vesiduum esse aliquorum numerorum pri-
morum, et quidem talium quiipso sint minores.

Primo, quando numerus primus p, formae
4n -+ 1, negatine sumendus. proponitur, sit za
numerus par proxime maior quam,/ p; tum fa-
cile perspicitur, 4aa semper fore <t 2p siue 4aas
~— p < p. At 4as — p est formae 41 + 3,
+ p autem residium quadraticum ipsius gaa
~ p, (quoniam p = 4aa (mod. 4aa — p));
quodsi igitur 4as — p est numerus primus, —
p ipsius non-residuum erit; sin minus, necessa-
rio factor aliquis ipsius 4as — p formae 4n -

erit; et quum -+ p etiam huius residuum
esse debeat, = p ipsius non- residuum erit.
Q E D

Pro numeris primis positiue sumendis duos
Casus distinguimus, Primo sit p numeras pri-
mus formae 8 - 5. Sit a4 numerus quicun-
que positiuus < /" fp. Tum8u 45 — 2aa eritnu-
merus positiuus formae §s + 5 vel 8z -+ 3, prouta
Par vel impar) adeoque necessario per nume-
Tum aliquem primum formae 8z -+ 3 vel 8s
5 diuisibilis, productum enim ex quotcun-
que numeris formae 8#+ 1 et 8 4+ 7 neque for-
Mam 8 -4-3 neque hanc 8s- 5 habere potest. Sit

1€ g, entque 8# + 5 = 24* (mod. g). At 2

[
)+ 1 autem excipi oportere per se manifestum est,
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ipsius ¢ non-residunn erit (art. 112), adeoque
eiiam 24* *) et 8z -+ 5. Q. E. D. ’ '

126, Sed numerum quemuis primum for-
mae 8» -} 1 positiue acceptum semper alicuius
numerl p\‘lTﬂl ]pSO ININOKS Non resxdgum E‘SSG,
per artificia tam obuia demonstrari nequit.
Quum autem haec veritas maximi sit momen-
ti, demonstrationem rigorosam, quamuis ali-
quantum prolixa sit, praeterire noa possumus.
Praetermittus sequens

LeMMA. i habentur duae series numerorum, A,
B, C, etecc .« o {1y A% By Coetee o oo (1T}
(vtrum terminorum multitudo in vtraque idem
sit necne nihil interest) ita comparatae, ot, deno-
tante p numerum quemcunque primum out numeri pri-
sni potestatem, terminim Gliquem secundae seviei ( sine
etiom plures) metienten, totidem ad wiinimpm teyming
in sevie prima sint per p digisibiles, quot sunt in secun-
da: fum dico productum ex omnibus numeris { 1) diui-
bile fore per productum ex omnibus nitmeris (]I).|

Exempl. Constet (I) e numeris 12, 18,
453 (I1Y ex his 3, 4, 5, 6, 9. Tum diuisibi-
los erunt per 2, 4, 5,9, 5bin (I) 2, 1, 3, 2,
1 termind, in (II) 2, 1, 3, 1, 1 termini, respe-
ciize; productum auiem omnium terminorum
(1) = g720 diuisibile est per productum o-
mnium terminorum (II), 3240.

¢) Art 8. Patet enim a2 esse vesidummn ipsiug g per g mon diui~
sibile, nam alias etiam numerus priwus ¢ per q foret dinisibliis. Q. E A



Demonstr.  Sit productum ex omnibus ter-
minis (1) = @, prodactum omnium termino-
rum seriei (II), = Q’. Patét quemuis numerum
primum qui sit dinisor ipsius Q' etiam ipsius
Qdiuisorem fore. Iam ostendemus quemuis facto-
rem primum ipsius @, in Q totidem ad mini-
mum dimensiones habere quot habeat in Q%
Iisto talis diuisor p, ponaturque, in serie (1) a
terminos esse perp diuisibiles neque vero per p*,
b terminos per p* non autem per p° diuisibi-
les, ¢ terminos per p® non autem per p* etc.
similia denotent literae a’, ¥/, ¢/ etc. pro serie
(1), perspicieturque facile, p in Q habere a
~+ 6 4 ¢ -+ etc. dimensiones, in @/ vero s
b’ 4 ¢# - etc. At a’ certe non maior quam g,
4 non maior quam b etc, (hyp.); quare a’ -
b 4 ¢’ etc. certo non erit > g 4 6 ¢
etc. —~ Quum itaque nullus numerus primus
in Q¢ plures dimensiones habere: possit, quam
W Q, Q per @ diuisibilis erit (art. 17) Q. £, D.

1277, LEMMA, In progressione 1, 2, 3y 4.4+
B, pluves teymini esse nequernt pey wuMeyun: quUCnICHn=
9ue L dinisibiles, quam in hac a,a -+ 1,8 4 Ze4cve
8~ 5 — I ¢x totidemn teyminis coustante,

Nullo enim negotio perspicitur si » fuerit
Multiplum ipsius 4, in viraque progressione 2
Yerminos fore per 4 diuisibiles; sin minus, po-
Datar 4 — & 4 £, ita vt £ sit < &, eruntque
In priori serie ¢ termini per h diuisibiles, in
Posteriori autem vel totidem vel ¢ + 1.
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Hinc tamquam Coroll. sequitur propositio
ex numerorum figuratorum theoria nota, sed
a nemine, ni fallimur, hactenus directe de-

a.a +r.a+ 2....a+n —

. 2 . 3 i n
semper esse numerum integrum.

monstrata,

Denique Lemma hoc generalius ita proponi
potuisset:

In progressione o, a + 1, a + 1,.... 4
-+ n — 1 totidem ad minimum dantur termini
secundum modulum s numero cuicungue dato,
r, congrui, quot in hac, 1, 2, 3., ,.n termini
per & dinisibiles.

128. THEOREMA. Sit a numerus quicunque for-

mae 8n ~ I, p numerus quicunque ad a primus, cuius
residusm —+ a, tandem m numerns arbitravius: tum

dico, in progressione a, 3 (a4 — 1), 2 (a — 4), %
(a_g)’ 2(“‘—10), ¢ven 2(“-”12)’ Ue‘
I (a — m* ), prout m par vel impar, totidem ad

minimum dari terminos per p diuisibiles quot denturin
hac 1, 2,3.... 2 m ~+ 1, Priorem progressio-
nem designamus per () posteriorem per(II).

Demonstr. L. Quando p = 2, in (I) omnes
termini praeter primum, i. e, m termini diui-
sibiles erunt; totidem autem erunt in (L),

IL. Sit p numerus impar, vel numeri im-
paris duplum vel quadruplum, atque a =
(mod, p). Tum in progressione, — m, — (
—~ 1)y — (M — 2) ... + m(quae terminomm
multitudine cum (I) et (II) conuenit et per
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(11D designabitur) totidem ad minimum termi-
ni erunt secundum modulum’ p ipsi » congrui,
quot in serie (ll) per p diuisibiles (art. praec.).
Inter illos aatem, bini, qui signo tantum, non
magnitudine, discrepent, occurrere nequeunt#),
Tandem quisque eorum correspondentem ha-
bebit in serie (1), qui per p erit diuisibiis.
Scilicet si fuerit 4= 6 alignis terminus
seriei ([II) ipsi ». secundom p congruus, erit
6 —pph per p divisibilis,  Quodsi igitut b est
Par, terminus seriei (1), 2{a — bb), per p diai-
sibilis erit. Si vero b impar, terminus 3(a— bb)
Per p diuisibilis erit: namque manifesto “;“
€rit integer par, quoniam a— bb per 8, p au-
_tem ad summum per 4 dinisibilis (4 enim per
hyp. est formae %1 -+ 1, bb antem ideo quod
est numeri imparis quadratum eiusdem formae
erit, quare differentia erit formae 8#). Hinc tana
dem concluditur, in serie (I) totidem terminos
esse per p diwmsibiles, quot in (III) sint ipsi s
Secundum p congrui, i. e totidem ant plores
Quam in (I1) sint per p diuisibiles. Q. E. D.

I, Sit p formae 8, atque @ = »r (mod.
2p). Facile enim perspicitur, a, .quum ex hyp.
Ipsius p sit residuum, etiam ipsins 2p residuun

*) Si enim esset == fi= +} f(mod p), Beret 0f per p
divisibilis, adeoque etiam 23 (propter ff = a4 (mod p))
Hoc autem aliter fieri nequit, quam si p == 2, quum per kyps

® ad p 3it primus. Sed de hoc casu iam seofsim diximuse

I
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Fore. Tum in serie (II) totidem ad minimum
termini erunt ipsi r secuandum p congrui quot
in (II) sunt per p diuisibiles, illique omnes
magnitadine erunt inaequales. At cuique eo-
rum respondebit aliquis in (1) per p diuisibilis.
Si enim 4 6 vel — 6 = » (mod. p), erit b=
rv (mod. 2p), *) adeoque terminus i(a - #+)
per p diuisibilis, maltoque magis 2(a — rr).
"Quare in (1) totidem ad minimum termini
erunt per p diuisibiles quam in (lI). Q. E. D.

129. TuEOREMA. Si @ est mumeras primus for.
mae 8n -+ 1, mecessavio infra 2/ a dubitur aliquis
NUMEYis primu.r cuins nen-vesiduum sit g,

Demonstr. Esto, si fierl potest, o residubm
omnium primorum ipso 24/ & minorum. 1um
facile perspicietur, z etiam ommnium numero-
rum compositorum ipso 24/ 4 minorum resi-
duum fore ( conferantur praecepta per (uae
diiudicare docuimus, virum numerus proposi-
tus sit numeri composifi residuum recue; art.
105). Sit nunerus proxime ninor quam 4/ 4
=m, Tum in serie (I)...... aq, 5¢a— 1N
s(a—4) 1(a—9g)... 2 (a8 — mm), ve
I (83— mm), totidem aut plures termini erunt
per numerum quemecuangue ipso o \fa nmino*
rem diuisibiles, quam in hac (I)..... 1, 3, 3,
boooo 2m = 1 (art. praec.),  Hine vero se
quitur, productum ex omnibus terminis (1) per
productum omnium terminorum (If) diuisibile

.

*) Erit scilicet 06 — y» &= (6 ~ 1) (b ~|= 7) e duobus factori”
bus compositus, quoram alter per v diusibilis (hyp. ). alter pe!
2 (quia tum b tum 3 sunt impares); adeoque &6 — 1 per aF
diuisibilis.



— 151 —

€sse, (art. 126). At illud est aut =4 (4 — 1)
(@ 4, ... (a—mm) avt semissis huius producti
(prout m aut par aut impar).  Quare produ-
Clumaia — 1) (a — 4) ... (a8~ mm) certo per pro-

tctum omnium terminorum (IL; diuidi pote-
Tir, e, quia ommnes hi termini ad s sunt primi,
etiam productum illud omisso factore o. Sed
Preducium ex omnibus terminis (II) ita etiam
exhiberi potest, (m~+ 1) « ({m-F1)* — 1).
Cmt-1)* —4).oo((m+1)2 — m* ). Fietigitur

1 a — 1 a— 4
—— . —_— . te
(712+;)" (m+1)* —x (m + 1)* —4 .
& — m*

(m + 1)2—-—7;2 numerus integer, quam quam sig

Productum ex fractionibus vnirate minoribus :
quia emm necessario 4/ a irrationalis esse de-
bet; erit m -} 1 > Vv a, adeoque (m 4 1)?
a. Hinc tandem concluditur suppositionem
Bostram locum habere non posse. Q E. D.
lam quiaacerto > 4, eritay/ o < 4, dabitur-
Que adeo aliquis primus <\a cuius non-residunm a.
130, Postquam rigorose demonstrauimus
Quemuis numerum primum formae 4n + 1,
! positine et negatiue acceptum, alicuiuis nu-
Meri primi ipso minoris non.residuum’ esse, ad
Comparationem exactiorem et generaliorem nu-
Teroram primorum quatenus vnus alterius resi-
Yum vel non residmum est, statim transimus,
Omni rigore supra demonstrauimus, — 3 et
+, 5 esse residua vel non-residua omnium nu-
u‘em_rum primorum, qui ipsorum 3, 5 respecti-
€ sint residua vel non-residua.

1 a
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Per inductionem autem circa numeros
sequentes institutam, inuvemitur:

— 7, — 11, ¥ 13, 4+ 17, — 19, — 23,
~+ 29, — 31, + 37, + 41, — 43, — 47, +
53, — 59 etc. esse residua vel non-residaa
omnium numerorum primorum, qui, positiui
sumti, illorum primorum respectiue sint re-
sidua vel non-residua. Inductio haec perfaci-
le adiumento tabulae II confici potest.

Quiunis autem leui attentione adliibita ob-
seruabit, ex his numeris primis signo positino
affectos esse eos, (ui sint formae 4n - 1, ne-
gatiuo autem eos, qui sint formae 4u 4 3.

131. Quod hic per inductionem detexi-
mus, generaliter locum habere mox demonstra-
bimus, Antequam autem hoc negotium adea-
mus, necesse erit, omnia quae ex theoremate,
§i verum esse supponitur, sequuntur, eruere.
Theorema ipsum ita enunciamus,

' Sz.p est numerns primus fowme an - 1, erit

- p, si vero p formae 4n —+ 3, erit — p vesidnum

vel won vesiduum cuiusuis numeri primi qui positiue uce
. ceptus ipsius p est vesiduum vel non-residuum,

- Quia omnia fere quae de residuis qua-
draticis dici possunt, huic theoremati innirun-
tur, denominatio theorematis Jendamentalis, qua
in sequentibus vtemnur, haud absona erit,

Vt ratiocinia nostra quam breunissime ex-
hiberi possint, per a, 4/, a“ etc, numeros primos
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formae 4n % 1, per b, b, " etc. numeros pri-
mos formae: 47 + 3 denotabimus; per 4, 4%
4 etc. numeros quoscunque formae 4u 4 1, per
B, B/, B etc. aulem numeros quoscunque for-
mae 4 -+ 3; tandem litera R duabus quanti-
tatibus interposita indicabit, priorem sequeuntis
esse residuum, sicuu litera N sigmficationem
contrariam habebit. Ex. gr. «~ SR (1, += 2 N5,
indicabit + & ipsius 11 esse residuum, <+ 2 vel
— 2 esse ipsius 5 non-residuum, lam collate
theoremate fundamentali cum theorematibus
art. 1.1, sequentes propositiones facile dedu-
centur,

Si1 erit
aRa’vecovss a' Ra
2. '}: aNa’....... +- aI.ATa

‘s [+ aRb)
L“ aNanc-.n--

4. F_‘:é"ﬂ = bN&

5, + L ¥ R {+:§{;

iy

=+ bRa

6. b No . ru,. [+ alo

|— aRb
o, [+ 6RE) + 6'Nb
702 bN(]’,J......{_ o
8. [+ 68 [+ b/ Rb

L__ bR’b’J “eesas L-‘- ' Na
13



132. In his omnes casus, qui, duos nu-
meros primos comparando, occurrere possunt,
conlinentur: quae sequuntur, ad numeros quos-
cunque pertinent: sed harum demonstrationes
minus sunt obulae.

Si erit
9' "_‘EdRA...-,i AR“

[+ 4Rb
10, = HRA..... \— A Nb

I b aRB....u 4+ BRa
12 — a-RB“"‘O-:’: .BN“

[— BRS
130 +‘bRB‘.llﬁ l+ BNb

_ [— BRb
14. bRB..... |+ BN

Quum omnium harum propositionum de-
monstrationes ex iisdem priacipiis sinf peten-
dae, necesse non erit omnes euoluere: demon-
stratio prop. g, quam apponimus tamgquan exem-
plum inseruire potest. Ante omnia autem ob-
seruefur, quemuis numerum formae 4n 4 1 aut
nullum factorem formae 44 -+ 3 habere, aut
duos, aut quatuor etc. i. e. multitudinem talium
factorum (inter quos etiam aequales esse pos~
sunt) semper fore parem: quemuis vero?
formae 4n 4- 3 multitudinem imparem facto”
rum formae4n - 3 (i. e, aut vnum aut tres aul
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quinque etc.) implicare.  Multitudo factorumy
formae 4# 4 1 indeterminata manet.

_ Prop. 9 ita demonstratur. Sit 4 producturm

e factoribus primis a‘, &, a’*‘ etc., b, b’ b
etc.; eritque factorum 0, ¢, 4 multitudo par
(possunt e:dam nulli adesse, quod eodem redit).
am sz est residuum ipsius A4, eritresiduum etiany
omnium factorum af 0%, a*’ etc. b, b, b** etc.
quare per propp. 1, 3 art. praec, singuli hi
Yactores erunt residua ipsius a, adeoque etiam
productuin 4. — A vero idem esse debet. —
Quodsi vero — & est residnam ipsius 4,
eoque jpso ommium factorum a, 2% etc. b, b
B¢, singuli a’, a” etc erunt ipsius a residua,
singuii 4, ¢/ etc. autem non residua. Sed uun
posteriorum multitudo sit par, productum ex
ommibus, 4, e 4, ipsius a residuum erit, hinc-.

que etiam — A,

133. Inuestigationem adhuc generalius in-
Stitnamus. Contemplemur duos numeros uose
Cunque impares inter se primos, signis qnib.us-
Cunque affectos, P et Q. Concipiatur P sine
Tespectu signi sui in [actores suos primos re-
Solutus, designeturque per p, quot inter hos
Teperiantur quorum non-residuum sit Q. Sk
‘:ero aliquis numerus primus, cuius non- resi-
duum est @, pluries inter factores ipsius P oc-
Currit, pluries etiam numerandus erit. Simili-
ter sit ¢ multitudo factorum primorum ipsius
Qv- quorum non-residuum est A Tum nume- .
T p, ¢ certam relationem mutuam habebunt ab

14
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indole numerorum P, @ pendentem. Scilicet
'&i alter numerorum p, g est Far vel impar,
numerorum P, @ forma docebit, virum alter
par sit vel impar. Haec relatio in sequenti
tabula exhibetur.

Erunt p, g simul pares vel simul impares,
quando numeri P, Q habent formas:
1. + 4, + 4
o, | 4, — 4
-3 -+ 4, B
he + 4, — B
5. — 4, — &’
6, + B, — B

Contra numerorum p, g alter erit par, al.
ter impar, quando numeri P, @ habent formas:

7. =— 4, + B
8 — 4, — B
9 -+ B, + B
10, ~ B, — B

Ex. Sint nomeri propositi — 55 et 3
1197, qui ad casum quartum erunt referendi.
Est autem 1197 non-residuum vnius factoris
primi ipsius 55, scilicet numeri 5, — 55 au-
tem non-residunm trium factorum primorum
ipsius 1197, scilicet numerorum 3, 3, 1q.

Si P et Q numeros primos designant, pro-
positiones hae abeunt in eas quas art. 131 tra-
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didimus. Hic scilicet p et ¢ maiores quam r
feri nequeunt, quare quando p ponitur esse
Par necessario erit = 0 i. e, Q erit residuum
ipsius P, quando vero p est impar, Q ipsius P
non residuum erit, Et vice versa. lla scriptis
a, b loco ipsorum 4, B, ex 8 sequitur, si. = a
fuerit residuum vel non residoum ipsins 4, fo-
re — p non-residuum vel residuum ipsius a,
quod cum 3 et 4 art. 131 conuenit,
)

Generaliter vero patet, @ residuaum ipsius
P esse non posse nisi tuerit p = o; si igitur
p impar, @ certo ipsius P non-residuum erit,

Hinc etiam propp. art. praec. sine diffi-
cultate derivari possunt.

Ceterum moex patebit, hanc repraesenta-
tionem generalem plus esse quam speculatio-
nem sterilem, quwm theorematis fundamenta-
s demonstratio completa absque ea vix per-
fici possit.

134, Aggrediamur nunc deductionem ha.
fum propositionum.

] L Concipiatur, vt ante, P in factores svog
Primos resolutus, signis neglectis, insuperque
fuam Q in factores quomodocunque resolua-
tur, ita tamen vt signi ipsivs @ ratio habeatur,
:ombinentur illi singult cum singulis his. Tum,
St s designat multitudinem omnium combinatio-
Mum, in quibus factor ipsius Q est non-residuum
actoris ipsius P, p et s vel simul pares vel

5
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simul impares erunt. Sint enim factores pri-
mi ipsius P, hi f, f* f“ etc. et inter factores in
quibus @ est resolutus, sint m qui ipsius f siut
non-residua, m’ non-residua ipsius £, m* non-
residua ipsius f etc. Tum facile quisquis per-
spiciet, fore s =m + m’ 4 m" + eic, p au
tem exprimere quot numeri inter ipsos m, m’,
m’ etc. st impares. Vnde sponte patet, s fo-
re parem, quando p sit par, imparem quando
p sit impar. ’

II. Haec generaliter valent, quomodocun-
que Q in factores sit resolutus. Descendemus
ad casus particulares. Contemplemur primo
casus, vhi alter numerorum, P, est positiuus,
a'ter vero, @, vel formae -+ Avel foimae - B,
Resoluantur P, Q in factores suos primos, at-
tribuatur singulis tactoribus ipsius P signum po-
sitium, singulis autem factoribus ipsius Q si-
-gnum positiuum vel negatiuum, prout sunt for-
mae a vel 4; tunc autem manifesto Q fiet vel
formae 4 A4 vel — B vu requiritur. Combi-
nentur factores singuli ipsius P cum singulis
factoribus ipsins @, designetque vt ante s mul-
titudinem combinationum in quibus factor
ipsius @ est non residuum factoris ipsius P, si-
militerque ¢ multitudinem combinationum in
quibus factor ipsius P est non-residuum facto-
ris ipsius Q. At ex theore.mate _fund:'xmentali
sequitur illas combinationes mden.ncas fore cum
his adeoque s = . Tandem ex iis quae modo
demonstrauimus sequitur esse p = s (mod. 2);
g = t (mod. 2), vnde fit p =g (mod. 2).
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Habentur itaque propp. 1, 3, 4et6art. 133.

Propositiones reliquae per methodum si-
Mmilem directe erui possunt, sed vna considera-
tione noua inﬂi‘gent; facilius autem ex praece-.
dentibus sequinti modo deriuantur. ‘

IIl. Denotent rursus P, (, numerus quos-
Cunque jmpares inler se primos, p, ¢ mu ritu-
dinem factorum primorum ipsorum 2, Q,quo-
rum non-residua @, P respectiue, Tandem
8it p/ muliitudo factorum primorum ipsius
P, quorum non - residanm est — @ (quan-
dOQ per se est negatiuus, manifesto — Q nu-
Mmerum positiuum indicabit). lam omnes facto-

Tes primi ipsins P in quatuor classes disiri-
uantur, :

1) infactores formae a4, quorum residuum
est Q.

2) factores formae », quorum residuum Q.
orum multitudo sit .

3) factores formae a, quorum non-residuum
est Q.- Horum multitudo sit ¥,

4) factores formae 6, quorum non-resi-
duum Q- Quorum multitudo = w, '

!

, Tum facile perspicitur fore p =V + »,
Y = x |- e .

Iam quando P est formae == 4, erit 4~ ,
adeoque etiam x — o numerus par: quare fiet
Y =p f g — s = p (mod. 2); quando vero
P est formae == B, per simile ratiocinium in-
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uenitur, numeros p, p’ sec. mod. 2 incongruos
fore,

IV, Applicemus haec ad casus singulos,
Sit primo tum P, tum @ formae —{?‘4, eritque ex
prop. 1. p = g (mod. 2); at eril p’ = p (mod.
2); quare etiam p’ =4 (mod. 2). Quod con.
uenit com prop. 2. — Simili modo si P est
formae 4+ 4, Qtormae — 4, erit p = g (mod.
2) ex prop. .2 (uam modo demonstranimus;
hinc, ob p’ == p, erit p’ == ¢. Est itaque etiam
prop. 5 demonstrata.

‘Eodem modo prop. 7 ex 35 prop. 8 vel

ex 4 vel ex 7; prop. g ex 0; ex eademque
prop. 10 derivantur. ,

-135, Per art. praec. propositiones art.
133 non quidem sunt demonstratae, sed tamen
earum veritas a veritate theorematis fundamen-
talis quam aliquantisper supposuimus pendere
ostensa est. At ex ipsa deductionis methodo
manifestum est, il'as valere pro numeris P, @,
si modo theorema fundamentale pro omnibus
factoribus primis horum numerorum inter se
comparatis locum habeat, etiamsi generaliter
verum nonsit. Nuncigituripsius theorematis fun-
damentalis demonstrationem aggrediamur. Cui
Praemittimus sequentem explicationem,

Tlieorema fundamentale vsque ad wumerum ali-
quem N verum esse dicemus, si valet pro duobus numeris
primis quibuscunque, quorum Heuter ipsum M superat.
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Simili modo intelligi deber, si theorema-
ta artt. 131, 132, 153 vsque ad aliguem ter-
‘minum vera esse dicemus, Facile vero per-
spicitur, si de veritate itheorematis fundamens
lalis vsque ad aliquem terminum coustet, has
propositiones vsque gd eundum terminum lo-
cum esse habituras,

56, Theorema fundamentale pro nume-.
Ms paruis verum esse per inductionem facile
confirmari, atque sic limes determinari potest
vsque ad quem certo loco teneat.  Hanc in-
uctionem institutam esse postulamus: prorsus
autem indifferens est quousque eam persequu-
U simus; sufficeret adeo, si tantummodo vsque
ad numerum 5 eam coufirmauissemus, hoc au-
tem per vnicam obseruationem absoluitur, quod
est -+ 5N3, 2= 3NO.

Iam si theorema fundamentale generali-

ter verum non est, dabitur limes aliquis, T,
Vsque ad quem valebit, ita tamen vt vsque ad
Numerum proxime maiorem, T ~ I, hon ams-
Plius valeat. Hoc autem idem est ac si dica-
mus, dari duos numeros primos (uorum maior
ST o, et qui inter se comparati theore-
Mati fundamentali repugnent, binos auntem a-
103. numeros primos quoscungue, si modo am-
O1pso T 4 1 sint minores, huic theoreman

®sse consentaneos. Vnde seqnitur, prepositios
M€ artt, 134, (32, 133 veque ad T etiam.
“OCum habituras. Hanc vero suppositionem
Consistare non posse nunc ostendemus. Erunt
Autem secundum formas diuersas, quas tum
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T + 1, tum numerus primus ipso T + 1 mi-
nor; quem cum T -~ comparatum theore-
mati repugnare supposuimus, habere possunt,
casus sequentes ‘distinguendi. Numerum istum
primum per p designamus.

Quando tum T - T tum p sunt formae
4n 4 1, theorema fundamentale duobus mo-
.dis falsum esse posset, sciiicet si simul esset,
vel == pR(T 1) et =T 1)Np, vel simul
—+ pN (T4 1) et = (T + 1) Rp.

Quando tum 7 ~~ 1 tum p sunt formae
4 + 3, theor. fund. talsum erit, si simul fue-
rit vel + pR (T ++ 1), et = (T + 1) Np (siue
quod eodem redit — pN (T -+ 1) et = (T+1)
Rpy; vel +~ pN (T + 1) et — (T -+ 1)Rp
(sive — pR (T + 1) et + (T + 1) Np).

Quando T + 1 est formae 44 4+ 1, p ve-
Yo form1e 4n -+ 3, theor. fund. falsum erit, si
fuerit ve! =+ pR (T + 1) et + (T 1) Np
(sive — (T -} 1)Rp); vel = pN(T ~+ 1)et
— (T + 1) Np (siue + (T ~ 1) Rp)

Quando T + 1 est formae 4u - 3, p ve-
ro formae 4# 4 1, theor. fund. falsum erit,
si fuerit ve! 4 pR (T +1), (siue - pN(T-+1))
et == (T~-1) Np, vel + pN (T ~ 1)(siue — pR
(TH+ 1)) et = (T 1 1) Ep.

Sl. demonstrari poterit, nullum horum oc-

to casuum locam habere posse, simul certum
erit, theorematis. fundamentalis veritatem nul-
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lis Timitibus circumscriptam esse. Hoc itaque
Negotiuin nnnc aggredimur: at quoniam alid
horam casunm ab aliis sunt dependentes, eun-
dam ordinem, quo eos hic enumeranimus ser-
uare non licebit.

137.  Casus primus. Quando T ~- ¥ est fora
Mmae gn - 1, (= a), atque p eiusdems formae; in-
Super vero = pRa, non potest esse = aNp, Hic
casus supra fuit primus.

Sit 4 p = ¢* (mod. a), atque ¢ par et<a,
(quod semper obtineri potest), Iam duo ca-
sus. sunt distinguendi.

I. Quando eperp non est diuisibilis. Ponatur
= p -~ af, eritque fpositinus, formae 41 + 3
(siue formae B), < a, et per p non diuisibilis.
Porro erit ¢* =p (mod. f), 1. e. pRf adeoque
€x prop. 11 art. 132 =k fRp (qguia enim p, f
< a, pro his propositicnes istae valebunt). At
est ecuam af Kp, quare fiet quoque =+ a Rp.

PXs

IL quando ¢ per p est diuisibilis, ponatur

t = gp, atque ¢* = p -} aph, sine pg? = 1 +

ah.  Tum erit & formze 4u + 3 (B, atque ad

P et g* primus. Porro erit pg* Rk, adeoque

€ham p R4, hinc (prop. 11 art. 152), =+ & Kp.

U est etiam — ah Rp; qma — gh = 1 (mod.
P); quare het etiam 3= akp.

138.  Casus secundus.  Quando T ~ Y est
Jormge 4n 4 1, (= a), p formae 4n - 3, otque
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= p R(T~F 1), non potestesse -+ (T ~ 1) Np,
sive. — (T~ 1) Rp. Hic casus supra fuit
quintus.

‘ Sit vt supra e* = p + fa atque ¢ par et
< a.

I. Quando e per p non est diuisibilis, erit
etiam f per p non diuisibilis. Praeterea autem
erit f positinus, formae 4% + 1 (siue 4), at-
que < a; + pRf, adeoque (prop. 10 art. 132)
+ fkp. Sed est etiam -+ faRp, quare fiet -
a Ry, siue — alip.

II. Quando ¢ per p est diuisibilis, sit
¢ = pg, atque f == ph. FErit itaque g?p = 1
-+ ha. Tum % erit positinus, formae 4 + 3
(B), etad p et g* primus.  Porro -+ g2pRa,
adeoque -+ pRh; hinc fit (prop, 13 art 152) —
ERp. At est — ha Rp, vnde fit 4 aRp atque —
alNp.

13g. Cuasus tertius, Quando T < U est for-
mde am ~t 1, (= a), p eiusdem formae, atque +—
pNa: non potest esse -i= alNp. (Supra casus se-
cundus ).

Capiatur aliquis numerus primus ipso 4
minor, cuins non-residuum sit -+ a, quales da-
ri supra demonstravimus (art. 125, 129). Sed
hic duos casus seorsim considerare oportet, prout
hic numerus primus fuerit formae 4n - 1 vel
4n 4+ 3; non enim demonstratum fuit, dari ta-
les numeros primos vtriusque formae.

1. Sit iste numerus primus formae 4» - 1
et = a‘. Tum erit &= 4'Na (art. 157) adeoque



* a'pRa.  Sit igitur ¢* = o’p (mod. 4) atque
¢ par, < 4. Tunc iterum quatuor casus erunt
Istinguendi.

1) Quando ¢ neque per p neque per o
et dinisibilis. Ponatur ¢* = a‘p =+ af; signis ita
8Cceptis vt f fiat positiuus, Tumerit f < a, ad
% et p primus atque pro signo superiori for-
Mae 44 4 3, pro inleriori formae 4u + 1.

esignemus breuitatis gratia per [x, y] multi-
tudinem factorum primorum numeri y quorum
Non.residuum est . Tum erit a’p Rf adeoque
4’p, f1 = o. Hinc erit [f,6p] numerus par,
(PFOP. 1, 3, art, 133.), i. e, aut = o aut = 2,

are erit f aut residuum vtriusque numero-
"um 4/ p, aut neutrivs,  Ilud autem est im-
pOSsibi]e, quum =+ af sit residuum ipsius g,
Aque - aNa’ (hyp.)s vnde fit = fNa. Hino
.debet esse viriusque numerorum g‘,p non-re-
zduum. At propter =+ af Rp erit -+ aNp.

- E. D.

" 2) Quando ¢ per p, negue vero per a’ est
Misibilis, sit ¢ = gp, atque g% = a’ == sh,
%igno jta determinato, vt & fiat positiuus. Tum
g a, ad a4/, g, et p primus, atque pro
Jgno superiori formae 4# -+ 3, pro inferiori
70 formae 41 + 1. Ex aequatione g?p = a4/
o ah si per p, et a’ multiplicatur, nullo negot;o
a:,(;“ci potest, pa‘kh.. ... (= ), SahpRal. ... (8)
ad Rp.,... () Ex («) sequitur [pa’',h] == o,
i “Oque ( prop, 1, 3, art. 153) [k, pa’] par,
"€ erit & non-residuum vel viriusque p, o, vel
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neutrius. Priori incasu ex(€¢) sequitur, + gpNa’,
et quum per hyp. sit * aNa‘, erit = pRa’,
Hiuc per theor. tundam. quod pro numeris p/,
a' ipso T -+ 1 minoribus valet, & a‘Rp. Hinc
et ex eo quod #Np, fit per (v) + alp Q. E. .
Posteriori casu  ex () sequitur - epKa‘, hinc
& pNa‘, += a'Np hincque tandem et ex hKp
fitrex (y) = alp Q. E. D.

3) Quando ¢ per a’ non autem per p est
diuisibilis. Pro hoc casu demonstratno tantum
non eodem modo procedit vt in praec., ne-
minemque qui hanc penetrauit poterit morari.

4) Quando ¢ tum per a’ tum per p est
diuisibilis adeoque etiam per productum a’p
(numeros &‘,p enim inarqualesjesse supponimus,
quia alias id quod demonstrare operam damus,
esse gNa’ iam in hypothesi alNp contentum
foret), sit ¢ = ga‘patque g*a’p — 13=ah. Tum
erit # < a, ad a’ et p priinus atque pro signo
superiori tormae 4u + 3, pro inferiori formae
4m + 1. Facie vero perspicitur, ex ista aequa~
tione deduci posse haec a‘pRh, * alpRa‘, *
ao'hRp; quae cum iis quae in (2) ‘inuenimu$
conueniunt. In reliquis autem demonstratio
est eadem,

II. Quando iste numerus primus est for”
mae 4n -+ 3, demonstratio praecedenti ta®
similis est, vt eam apponere superfluom nobi®
visum sit. In eorum gratiam qui per se ea™
euoluere gestiunt (quod maxime commend?®



mus), id tantum obseruamus, postquam ad ta«
lem aequationem ¢* = bp * af (designante b
ilum numerum primum) peruentum fuerit, ad

Perspicuitatem pro.futurum, 8i vtrumque si-
gnum seorsim consideretur.

140. Casus quartus. Quando T -} 1 est
Jormae 4 ~4 1, (== a), p formae sn - 3, atque
& pNa, non poterit esse ~+ aRp, siue — aNp, (Ca-
Sus sextus supra ).

FEtiam huius casus demonstrationem quum
Emrsus similis- sit demonstrationi casus tertii
Teuitatis gratia omiltimus,

141, Casus quintus. Quando T ~f 1 est fore
Mae qu - 3, (= b6 ), p ciusdem formae, atque+pr
(sing — pNb ), nequit esse ~- bRp, siue — ¢ Ny,
( Casus tertius supra ).’

Sit p = ¢* (mod. b), atque e par et < ¢.

I, Quando ¢ per p non est diuvisibilis. Po-
Datur ¢* == p - bf, eritque f positiuus, formae
4 4 3, < b atque ad p primus. Porro erit
YRf adeoque per prop. 13. art 132, — fRp.

In¢ et ex + 4fRp fit — bRp adeoque | 4Np
) Et D.

I. Quando ¢ per p est diuisibilis, sit ¢

= pg, atque ggp = 1 ~+ bh. Tum erit h for-

a¢ 4u -+ 1 atque ad p primus, p = g¥r¥

(tuod, ), adeoque pRh; hinc it ~} hRp (prop.
K a
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10 art. 132), vade et ex ~— bhRp sequitur —
bRy, siue + 6Np. Q. E. D.

142. Casus sextus. Quando T - 1 est for-

mae gn 1 3, (== b), p formae gn -}~ 1, atque p Rb,
non poterit esse <+ bNp. Supra casus septimus.

Demontrationem praecedenti omnino si-
milem, omttimus.

143. Casus septimus. Quando T - 1 est for-
mae 4n ~+ 3, (== b), p eiusdem formae atqus -}-
pNb siue — pRb, non poterit esse 1 b Np siue — bRp.
(Casus quartus supra)

Sit ~ p = ¢* (mod. ), atque ¢ par et

< b

I. Quando e per pnon diuisibilis. Sit —
p = ¢* — bf eritque f positiuus, formae gn+1,
ad p primus ipsoque 4 minor (etenim ¢ cer-
to non maior quam & — 1, p < b — i, qua-
reentif=¢* tp <6 —b. ie f<b— 1)
Porro erit - pRf, hinc (prop. 10 art. 132)
-+ fRp, vode et ex - &fRp fit + bRp, sive
w bNp,

IL Quando ¢ per p est diuisibilis, sit ¢
= pg, atque g*» = — 1+~ bh.  Tum erit b
positiuus, formae 41 - 3, ad p primus et < -
Porro erit Rk, vnde fit (prop. 14 art 132)
+ hRp. Hinc et ex 6Rp equitur + bRp siu€
~— bNp. Q. E. D.
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i44. Casus octanus. Quando T + 1 est formas
4n + 3, (=b), p formae 4n - 1, atquc -+ pNb
siue — pRb, now poterit esse = bRp.  Casus vlii-
mus supra. '

Demonsiratio perinde procedit vt in casu
praecedente,

145. In demonstrat. praez. semper pro "e
valorem parem accepimus (art. 137. 144); ob-
seruare conuenit, etiam valorem imparem ad-
hiberi potuvisse, sed tum plures adhuc distin.
ctiones introducendae’ fuissent,  Qui his dis-
quisitionibus delectantur, haud inutile facient,
Sl vires suas in euolntione horum casuum
exercitent, Praeteraa theoremata ad residua
“} ocet — = pertinemia TG sapponi debuig-
sent; quum vero nostra demonstratio absqua
_his theorzmatibus sit perfecia, novam hine met-
hodum nanciscimur, lla deinonstrandi. Quae
Mminime est conteminenda, guum methodi, qui-
bus supra pro demonstratione theoremaiis, =+ 2
esse residuum cuiusnis nwmeri primi formae
8% -1 1, vsi sumus, minus directae videri pos-
sint. Reliquos casus (qui ad numeros primos
formarum 8u -+ 3, 8u -+ 5, 81 -+ 7 spectont)
Per methodus supta traditas demonstratos, il-
udque theoréma tantummodo per inductio-
Diem inuentum esse supponemus; hanc autem
Inductionem per sequentes reflexiones ad cer-
Utudinis gradum euehemus.

Si 2= o omnium numerorum primorum .
formae 84 4~ 1 residuum non esset, ponatur
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minimus primus hunins formae, cuius non-re-
siduum =+ 2, == 4, ita vt pro omnibus primis
ipso a minoribus theorema valeat, Tum acci-
piatur numerus aliquis primus < %z, cuius non-
residuum a (qualem dari ex art. 129 facile de-
ducitur). Sit hic = p eritque per theor. fund.
pNa. Hinc fit =+ 2pRa. — Sit itaque ¢* = 2p
(mod. &) ita vte sit impar alque < s. Tum
‘duo casus erunt distinguendi.

I. Quando ¢ per p non est diuisibilis,
Sit ¢* = 2p + ag eritque g positiuus, formae
8n + 7 vel formae §x -}- 3, (prout p est for-
mae 48 ~+ 1 vel 45 + 3), < a4, atque per p
non dinisibilis. - Jam omnes factores pri-
mi ipsius ¢ in quatuor classes distribuantur,
sint scilicet ¢ formae S» + 1, f formae 8u - 3,
g formae 8»-} 5, h formae 8# + 7; productum
e factoribus primae classis sit E, producta e
factoribus secundae, teriiae, quartae classis
respectine, F, G, H"). His ita factis, conside-
remus primo casum vbi p est formae 4 -+ I,
'siue ¢ formae 8n 4+ 7. Tum facile perspicitur
fore 2RE, 2RH, vnde pRE, pRH, hincque tan-
~dem ERp, HRp.  Porro erit 2 non-residunm
cuiusuis factoris formae 8z - 3 aut Sn -+ 5,
adeoaue etiamp; hinc quiuis talis facter non-
residuum ipsius p; vnde facile co..cluditur FG
fore ipsius p residuum, si f -+ g fuerit par,
non-residuum, si f -} g fuerit impar. At f + g
impar esse non potest; facile enim perspicietur
omnes casus enumerando, ZFGH siue g feri

#) Si ex aliqua class¢ nulli factores adessent, laco producti ex his 1
scribere oporteret,
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vel formae 8s -+ 3 vel &n - 5, si fuer1tf+g
Impar, qmdqmd sint singuli ¢, f, g, k. contra
llyp. Erit igitur FGRp, EFGHRp, siue qRp,
hin(‘q e tandem, propter aszRp, aRp coatra hyp,
Secundo qrando p est lormae 4u + 3, simili
modo ostendi potest, forc pRE adeoque ERp,

— pRF adeoque FRp, tandem g + & parem
hincque GHARp, vnde tandem sequitur qRp,
alp contyc hyp.

1L Quando ¢ per p dinisibilis, demonstra-
‘Hio simili modo adornuri, et a peritis (quibus
50 is hic articulus est seriptus) haud dithculter
¢uolui poterit, Nos breuitatis gratic. eam 0-
mittimus, :

46. Per theorema fundamentale at-
que proposmones ad residua —— 1 et = 2 per-
tinentes semper determinari potest virum nu-
merns ql.sclmque datus’ numeri primi dati re-
siduum sit an non-residuum. At haud inutile
erit, reliqua etiam quae supra tradidimus hic
terum in conspectiin producere, vt owmmia
Coniuncta habeantur quae sunt necessaria ad
solutionem

Pron:eyaTIS: Propositis diuobus wumeris qui-
lmscu.mur P, Q, inucnire, virum alter Q, altevins P
Yesidus sit cn mon-residutn,

Sol, 1. Sit P = a%b¥ ete. designantibus
% b, ¢ etc. numeros primos inaequales positi-
Ue acceptos (nam P manifesto absolute est
Sumendus). Breuitatis gratia in hoc art. rcla-
Yotesn duorum numerornm x. y simpliciter di-

K 4



cemus eam quatenus prior ¥ posterioris y re-
siduum est vel non.residaum.  Pendet igi-
tur relatio ipsorum Q, P a relationibus ipsorum
Q a* @, b5 etc. (art. 105)s

II. Vi relatio ipsorum @, s* (de reliquis
enim Q, bs etc. idem valet) innotescat, duo ca-
sus distinguendi.

1. Quando Q per 4 est divisibilis. Pona-
tur Q == Q‘a° , ita vt Q' per a4 non sit diuisi-
bilis, Tunc si e = « vel ¢ > « erit QRa";
5i vero ¢ < « atque impar, erit QNa* : tandem
si ¢ < a atque par, habebit @ ad 4% eandem
relationem quam habet Q‘ ad a*—e. Reductus
est itaque hic casus ad

2. Quando Q per a non est diuisibilis,
Hic denuo duos casus distinguimaus,

(4) Quando a4 = 2. Tunc semper erit
QRa%, quando & = ,; quando vero a — g2,
requititur, vt sit @ formae 4s + 1; denique
quando ¢ == 3 vel > 3, Q debet esse formae
88 + 1. Quae conditio si locum habet, erit
QRa®. '

( B) Quando 4 est alius ‘numerus primus.
Tunc Q ad 4 eandem relationem habebit quam
habet ad a (V. art. 101).

HI. Relatio numeri cuiuscunque @ ad nu-
merum primum ¢ (imparem) ita inuestigatur.
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Quando Q > a, substituaturloco ipsins Qipsius
residuum minimum positiunm secuudum mo-
dulum *). Hoc ad a eandem relationem habe-
bit quam habet Q.

Porro resoluatur Q, siue numerus .ipsius .
loco assumtus, in factores suos primos p, p’,
p” etc., quibus adiungendus factor — 1, quan-
do Q est negatinus. ‘Tum constat relationem -
ipsius Q ad a pendere a relationibus singulo-
rum p, p’, p etc. ad a. Scilicet si inter illos
actores sunt 2m non-residua ipsius a erit QAg,
si ‘'vero 2m ~- 1, erit QNa. Facile autem per-
spicitur, si inter factores p, p‘, p” etc., bini
aut quaterni aut seni aut generaliter 2k aequa-
les occurrant hos tuto eiici posse.

IV. §i inter factores p, p’, p* reperiuntur

~ 1 et 2, horum relatio ad a4 ex artt. 108,
Y12, 113, 114 inueniri potest, Religuorum
autem relatio ad 4 pendet a relatione ipsius
a8 ad ipsos (theor. fund , atque propp. art. :31).
Sit p vnus ex ipsis, inuenieturque, (tractando
Numerus g, p eodem modn vt antea Q et a il-
lis refpectine maiores) welationem ipsius g ad
P aut per artt. 108—114 determinari posse (si
Scilicet residuum minimum ipsins ¢ (mod. p)
nullos factores primos impares habeat), aut in-
Super a relatione ipsius p ad numeros quos-
Am primos ipso p minores pendere.  Idem

Valet de reliquis factoribus p/, p** etc. Facile

*) Residuwm in signific. art, 4. == Plerumque praestat residuum
#bsolute minimum accipere,
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iam perspicitur per continuationem huius cpe«
rationes tandem ad numeros peruentum iri
.quorum relationes per propp. artt. 108— 114
determinari possint. Per exemplum haec cla-
riora fient, -

Ex. Quaerityr relatio numeri - 453 ad
1236. Est 1236 = 4. 3. 10%; + 453 R4 per 1L
2 (4); -+ 453 R3 per 1. 1, Superest igitur
vt relatio ipsius -+ 45% ad 103 exploretur. Fa-
dem autem erit quam habet 4 41 (== 453,
mod. 103) ad 103; eadem ipsius ~~ 103 ad 4x
(theor. fund.), siue ipsius — 20 ad 41. At
est — 20R 41; mamque — 20 = - 1,2,
2, 5; — 1 R4r, (art. 108); atque +- HR 41
ideo quod 41 = 1 adeoque ipsius 5 residuum
est (theor. fun.), Hinc sequitur - 4535R 105,
hincque tandem —~+ 453 R 1236. Est autem
reuera 453 = 297* (mod. 1256).

147. Proposito numero quocunque 4,
formulae certae exhiberi possunt, sub quibus
omnes numeri ad A primi quorum residuum
est A continentur, siue omnes (ui esse possunt
diwisores numerorum formae xx — A (desi-
gnante xx -quadratum indeterminatum ) #),
Sed breuitatis gratia ad eos tantum diuisores
respiciemus, qui sunt impares atque ad A4 pri-
mi, quum ad hos casus reliqui facile reduci
possint. '

%) Huiusmodi numeros simpliciter dinisores ipsius xx —~ A dicemus
ynde sponte pates quid sint mow dsuisores.
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Sit primo 4 aut numerus primus positiuus
formae .n - 1, aut negatinus formae 4 — 1.
Tum secundum theorema fundamentale o.
mnes nameri primi, qui, positine sumui, sunt
residua ipsius 4, erunt diuisores ipsius xx —
4: omnes autem numeri primi (excepto nu-
mero 2 qui semper est diuisor) qui ipsius A
sunt non residua erunt non dinisores ipsius xx
— A Sint omnia residua ipsius A4 ipso 4 mi-
nora (exclusa cifra), , ¢ v eiwc. omnia non-
residua vero n, »° # etc. Tum uuis nume-
rus primus, in aliqua formarum Ak + r, Ak-+r!,
Ak ~+ r etc. contentus, erit divisor ipsius xx’
~— 4, quiuis autem primus in aliqua forma-
rum At -+ n, Ak + ' etc, contentus non-di-
uisor erit, designante k& numerum integrum in-
determinatum. Illas formas dicimus formas di-
wisorum ipsins xx — A, has vero formas non-diui-
sorum. Vtrorumque multitudo erit (4 — 1).
Porro si B est numerus compositus impar at.
que 4R B, omnes factores primi ipsius B in
aliqua formarum primorum continentur adeo-
que etiam B. Quare quiuis numerus impar in
forma non diuisorum contentus, erit . non-diui-

sor formae ax — A. Sed hoc thecrema con-
uertere non licet; nam si B est non.dinisor
compositus impar formae xx — 4, inter fa-

Ctores primos 1psins B aliqui non diuisores o-
funt, quorum .mnltitudo si est par, B nihilo-
Minus in aliqua forma diuisorum reperietur,
V. art, gg.

. Ex. Hoc modo pro 4 = — 11 formae
dinisorum ipsius xx -+ 11 inueniuntur hae;
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11k L 1, 3 4 5, 9, formae non dinisorum au-
tem erunt 11k - 2, 6, 7, 8, 10. Erit itaque
— 11 non-residuum omnium numerorum ime-
parium, qui in aliqua posteriorum formarum
continentur, residuum autem omnium primo-
rum ad aliquam priorum pertinentium.

Similes formae dantur prc diuisoribus at-
que non- diuisoribus ipsius xx — 4, quem-
cunque numerum designet 4. Sed facile per-
spicitur, eos ipsius A4 valores tantummodo con-
siderari oportere, qui per nullum quadratum sint
diuisibiles; patet enim si fuerit 4 = a4/,
omnes diuisores *) ipsius xx —. 4 etiam fore
diuisores ipsius xx — A4, similiterque non-di-
uisores. —  Distinguemus autem ires casus,
‘1) quando A4 est formae -+ (41 1) vel —
(41— 1), 2) quando 4 est formae —~ (4% - 1)
vel -+ (4n — 1). 3) quando 4 est par siue
formae (4% + 2) ‘

148.  Casus primus, quando A est formae
F(Un+ 1)vel — (42 — 1), Resoluatur Ain fa-
Ctores suos primos, tribuaturque jis qui sunt
formae 4» 4 1 signum positinum, iis vero qui.
sunt formae 4w — 1 signum negatiuum (vnde
fiet productum ex ipsis = 4). Sint hi facto-
res a, b, ¢, d etc. Distribuantur omnes nume-
ri ipso 4 minores et ad A primi in duas clas-
ses, et quidem in primam classem omnes nu-

*) Nempe qui sint primi ad 4,



¢ meri qui sunt nullius ex numeris a4, b, ¢, d etc.
non-residua, ant duorum, aut quatuor aut ge-
neraliter maltitudinis paris; in secundam vero ii,
qui sunt non residua vnius ex numeris a, ¥, cetc.
aut trium etc. aut generaliter multitudinis imparis,
Designentur priores per r, s 1, etc. posteriores
per #, #', n'’ etc. Tum formae Ak 4 r, Ak + v/
At + r“ etc. erunt formae diuisorum ipsius
xx — A, formae vero At — n, Ak — w' etc.
erunt formae non-diuisorum ipsius xx — 4
(i. e. numerus quicunque primus, practer 2, erit diui-
sor aut non diuisor ipsius xx — A prout in viiqua
Sormarum  priorum aut posteriorum  continetur ).
Si enim p est numerus primus positiuus
atque alicuius ex numeris a, b, ¢ etc. resi-
duum vel non-residuum, hic ipse numerus ipsi-
us p residuum vel non-residunm erit (theor.
fund.). Quare si inter numeros a, b, ¢ etc,
sunt m, quorum non-residuum est p, totidem
erunt non-residua ipsius p, adeoque si p in ali-
qua formarum priorum continetur, erit m par
€ ARp, si vero in aliqua posteriorum, erit m
Impar atque 4 Np.

Ex. Sit 4 = + 105, = — 3 ¢ + 5 x
~ 7.  Tum numeri r, #, », etc. erunt hi:
1, 4, 16, 46, 64, 79, (qui sunt non-resi-
dua nullius numerorum 3, 5, 7); 2, 8, 23, 32,
§3, g2 (qui sunt non-residua numerorum 3, 5,;
26, 41, b9, 89, 101, 104 (qui sunt non resi-

ua pumerorum 3, 7); 13, 52, 73, 82, g7,
103 ( qui sunt non residua numerorum 5,7) —
umeri autem =, #‘, #/ etc. erunt hi: 11, 2g,
44, 71, 74, 86; 22, 37, 43, 58, 67, 88;
19, 3:, 34, 61, 96, 94; 17, 38, 47, U2, 68,
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85. Seni primi sunt non-residua ipsius 3, ses
ni posteriores non-residua ipsius 5, tum se-
quLmtur non residua ipsius 7, tandem ii qui
sunt non-residua omnium trium simul.

Facile ex combinationum theoria atque
artt, 32, 96 deducitur, numerorum », »/, »*etc.

multitudinem fore = ¢ (1 + Lol — 1 +
1.2

R N
I, 2. 5. 4
' etc. multitudinem = ¢ (! +

eseed), nUmMeErorum u, u/,

Ll -1.1l—2o

1. 2. 3

——le » ¢ - 4 1 1 l
Lit—x f— 4 ), vhi [ designat mul.

I. 2. ee . 5 .
titudinem numerorum 4, b, cetc.; t = a~t/g—1)
(b —1) (¢ —1) etc., et viraque series conti-
rnuanda donec abrumpatur. (Dabuntar scilicet
t numeri, qui sunt residua omnium a4, b, ¢ etc.

b L l— -, qui sunt non-residua duorum etc.

I. 2. .

sed demonstrationem hanc fusius explicare

breuitas non permittit). Vtriusque autem see

riei summa *) est = 2—~%  Scilicet posterior
. [ — 1. | — 2

prodit ex hac 1 - (¢ - 1) +

Le

etc. iungendo terminum secundum et tertium,

quartum et quintum etc. posterior vero ex

cadem ungendo terminum primum atque se-

cundum, tertium et quartum etc.  Dabuntur

*) Neglecto factore ¢.



itaque tot formae diuisorum ipsius xx — 4,
quot dantur formae non-diuisorum, scilicet
I(a — 1)(F~1)1c— 1) etc

149. Casum secundum et tortinm hic simul
contemp'ari possumus. Poterit scilicet 4 sem.
per hic poni = (- 1) Q aut = (}2) Q
ant = (— 2) Q, designante @ numerorum
formae + (4% + 1), aut — (4% - 1), quales
in art praec. consideramus.  8it generaliter
A = Q. ita vt sit 4 ant = — 1, aut = =~ 2,
Tum erit 4 residuum omnium numerorum,
quorum residuumest aut vterque a et @, aut neu-
ter; non-residunm autem omnium, . quorum
non residuum alteruter tantum numerorum «, Q.
Hing formae dinisorum ac non-diuvisorum ipsi-
us xx — A facile deriuvantur. 8i ¢« = —

distribuantur omnes numeri ipso 44 minores

ad ipsumque primi in duoas classes, in priorem
ii, qui sunt in aliqua forma dinisorum ipsius
xx - @, simulque in forme 4z -+ 1, lique,
qui sunt in aliqua forma non-diuisorum ipsius
xx @ simuolque in forma 4» 4 3; in poste-
riorem reliqui. Sint priores ¥, ¢/, # etc., poa
Steriores #, n‘, u etc., eritque 4 residuum
emnium numerorum primorum in aliqua for-
Maram 44k + r, 44k -+ v, 44k + r etc. con-
tentorum, non residuum autem omnium primo- .
rum in aliqua formarum 44k + n, 44k + #*
€tc. contentorum., — Si «== 4. 2, distribuan-
tur omnes numeri ipso 8Q minores ad ipsum-
que primi in duas classes, in primam ii, qui
Continentur in aliqua forma diuisorum ipsius

. &% ~ @ simulque 1 aliquaformarum 8s 4+ ¢, 8a
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4+ 7 pro signo superiori, vel formarum8s + r,
8s -+ 3 pro inferiori, iique qui contenti sunt
in aliqua forma non-diuisorum ipsius xx — Q
simulque in aliqua harum 8x + 3, 84 4 5 pro
signo superiori, vel harum 8z + 5, 8u 4 7
pro inferiori, — in secundam reliqui.  Tum
designatis numeris classis prioris per #, #/ ¢
etc., numerisque classis posterioris per u, u/, 5"
etc, =+ 2Q erit residuum omnium numerorum
rimorum in aliqua formarum 8Qk + r, 8Qk
-+ ¢, 8Qkt - # etc, contentorum, omnium au-
tem primorum in aliqua formarum 8Qt + =,
8Qk -+ n’, 8Qk + » etc. non-residuum. Ces
terum facile demonstrari potest, etiam -hic to-
tidem formas divisorum ipsius xx — 4 datum
iri ac non-diuisorum, ;

Ex. Hoc modo inuenitur - 10 esse resi-
duum omnium numerorum primorum in aliqua
formarum 4ok <+ 1, 3, g9, 13, 27, 31, 37, 3qg,
contentorum, non-residuum vero omnium pri-
morum, qui sub aliqua formarum 4ok +- 7, 11,
17, 19, 21, 23, 29, 33 continentur,

150. Formae hae plures habent propri-
etates satis memorabiles, quarum tamen vnam
tantummodo apponimus. S8i B est numerus
compositus ad 4 primus, inter cuius factores.

rimos occurrunt 2m, qui in aliqua forma non-
diuisorum ipsins xx — 4 continentur, B in a-
liqua forma diuisorum ipsius xx — A conten.
tus erit; si vero multitudo factorum primorum
ipsius B in aliqua forma non- diuisorum ipsius.
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wx — A contenrus erit. Demonstrationem
quae non est difficilis omittimns. Hinc vero
sequitur, non modo guemuis numerum primum
sed etiam (uemuis compositum imparem ad 4
primum, qui in "aliqua forma non-dinisorum
Contineatur, mnon-diuisorem fore; necessario
enim aliquis factor primus talis numeri debet
€sse non-diuisor.

151, Theorema fundamentale, quod sa«
he inter elegantissima in hoc genere est refe-
*endum, in eadem forma simplici, in qua su-
Pra propositum est, a nemine hucusque fuit
prolatum. Quod eo magis est mirandum, quum
aliae quaedam propositiones i'li superstruendae
€x quibus ad illud facile reueniri potuisset, ill.
Eulero dam innotuerint, Formas certas dari,
in quibus omnes diuisores primi numerorum
formae xx — A contineantur, aliasque in qui-

us omnas non - divisores primi numerorum
iusdem formae sint comprehensi, ita vt hae
llas excludant, nouerat, methodumgque illas for-
Mas inueniendi eruerat: sed omnes ipsius co-
Natus ad demonstrationem perueniendi semper
rriti fuerunt, veritatique illi per inductionem
WNuentae maiorem tantummodo verisimilitudi-
Bem conciliauerunt. In aligna quidem tractae
'0ne, Nouae demonstrationes circa diuisoves nume-
orum formae wx -+ myy, quae in Acad. Petrop.
Tecitata  est 1775 Nou. =20, et post mor-
®m viri summi in 7. I Now, Aet. huius Ac. p.
7 8qq. est conseruata, voii se compotem Cre-
Wisse videtur: sed hic error irrepsit, . scilicet
* 63, tasite supposuit, formas tales diuisorum
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et non-diuisorum exstare ), vnde non difficile
erat quajes esse debeant deriuare: methodus
autem (ua vsus est ad ‘comprobationem illius
supp-«itionis baud idonea videtur. In alio sche-
dinsmate, De eritevits nequationis fxx -+ gyy—= haz
vivumque vesolutionsm admittatnecne, Opusc. Anals
T. 1. (vbi £, g, k sunt dati, x, y, z indetermi-
nati) per inductionem inuvenit, si aequatio pro
aliquo valore ipsius b = s solubiiis sit, eandem
pro ‘quouis alio valore ipsi s secundum mod.
afyg congruo, siquidem sit numerus primus, so-
lubilem fore, ex (ua propositione suppositio
de qua diximus haud ditficile demounstrari pot-
est. Sed etiam huius theorematis demonstra-
tio omnes ipsius labores elusit **), quod non
est mirandum, quia nostro iudicio a theorema-
te fundamentali erar proficiscendum. Ceterum
veritas huius propositionis ex iis quae in sect.
sequenti docebimus sponte demansbit.

Post Eulerum, clar. Le Gendre eidem ar-
gumento operam nacauit, in egregia tract. Re-

*) Nempe dari numeros #, ' /4 etc.; », #', n'l etc omnes diuer~

“8os et < 34 tales vt omnes divisores primi ipsius xx — 4 sub
aligua frrmarum 442 o= 7, 44k <p- 1 etc conrineatur, omnes~
que nou-dinisores prumi sub aiiqua harum g4k ~I~ n, 448 n!
ete. (designante & numerum indetermigatum),

®*) Vit ipse fatetur, L. 'c.p. 216 ,.Huius elegantissimi theorematis de~
monstratio adhuc desideratur, postquaaw @ pourbus  jamiadum  fré?
stra est invetigata. ..o Quocirii puirimum is praestitisse censen®
dus erit, cui successerit demonstrationém nuins throretn ttis inuebis
re.'* —  Quanto arrore vir unmortal s demonstratiosem huius rhé”
orematis wlrorumcue, quae tantummodo usus speciales theor, foR”
dam. sunt, desidrrauerit, videre licet ex wmultis a'is locis Gpusc®
Auail Couf. Aaditamention od diss Vilf, T I et diss. XIil, *°
11, piuresque diss. in Corument, 'etrop., iam passim laudatae.
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chevches d'anclyse indeterminée, Hist. de PAc. des
. S¢ 1785 P- 465 599 vDi peruenit ad tlteores
ma, quod si rem ipsam spectas cum th. fund..
idem est, scilicet dmugnannbus P, g duos nu-

meros primos posiiiuos, fore residua absolute
P p ’

- - —_— -—vI
minima potestatum p;-—, g5~ sec. mod. g, p

resp. aut ambo - 1, aut ammbo — 1, quando
aut p aut g sit formae 4% + 1; quando vero
tum p tum g sit formae 4n 4~ 3, alterum res,
min fore - 1, alterum -~ g, p 516, ex quo
sec. art. 106. deriuatur, rationem (insigeill art,
- 146 acceptam) ipsius p ad gipsiasque gad peane
dem esse, quando aut p aut g sit formae 4
1, oppositasn, (uando tum p tum ¢ sit formae
4% + 3. Propos. haecinter propp art. 131 estcon=
teata, sequitur etiain ex 1, 3, 9, art 133, vicissim
autem theor fund. ex ipsa deriuari potest. Clar. Le
Gendre etiam demonstrationem lentauit, de qua
quum perquam ingeniosa sitin Sect. seq. fusius
loquemur. - Sed quoniam in ea plura sine de-
Mmonstratione supposuit (vil ipse fatetur p. 520.
Nous avons Supposé sewlement etc.), (uae par-
lun a nemine hucusque sunt demonstrata, par-
tim nostro quidem iudicio sine theor. f(und.
ipsg demonstrari nequeunt: via quam ingressus
€st, ad scopum deducere non posse videtur,
n(.rstraque demonstratio pro prima erit haben-
A. — Ceterum infra duas alias demonstrationes
Ciusdem grauissimi theorematis trademus, a
Praec, et wnter se toto coelo diuersas.

152.  Hactenus congruentmm puram xx

= 4 (mod. m) tractauimus, ipsiusque resolu-

liitatem dignoscere docuimns, Radicwm ipsarum
L a
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inuestigatio per art. 105 ad eum casum” est
reducta, vb1 m est aut primus aut primi pote-
stas, posterior vero per art. 101 ad eum vbi
m est primus. Pro hoc autem casu ea quae in
art, 61 sqq tradidimus vna cum iis quae in
sect; V et VIII docebimus, omnia fere com-
plectuntur quae per mothodos directas erui pos-
sunt.  Sed hae vbi sunt applicabiles plerum-
que infinities prolixiores sunt quam indirectae
quas in sect. VL docebimus, adeoque nontam
ptopter viilitatem suam in praxi quam propter
ulcritudinem memorabiles.” —  Congruentiae
secundi grvadus non purae ad puras facile reduci
possunt. Proposita congruentia axx 4 bx
+ ¢ = ¢ secundum mod. m soluenda, huic
‘aequiualebit congruemia 4eaxx - iabx -+ 4ac
= o (mod. 4am), i, e. quiuis numerus alteri
satisfaciens etiam alteri satisfaciet, Haec
vero ita exhiberi potest (2ax ~+ )* = pb — 4ac
(mod. 4am), vnde omnes valores ipsius 2ax+6
minores quam 4am s1 qui dantur inueniri pos-
sunt. Quibus per », #, » etc. designatis, o-
‘mnes solutiones congr. prop. deducentur ex
solutionibus congruentiarum o2ax = » — 3,
oax = — b etc (mod. 4am) etc., quas in sect.
1I inuenire docuimus. Ceterum obseruamus,
solitionem’ plerumque per varia artificia con-
trahi posse, ex gr. loco congr. prop. aliam
inueniri posse awx 4 2b'x ’+ ¢ = o, illi
aequipoilentem, etin (na a‘ ipsum m metiatur;
haec vero de quibus Sect. vltima conferri pot-
est, hic explicare breuitas non permittit.




SEcT10 QVINTA
DE

FOPMIS AEQVATIONIBVSQVE INDETERMINATIS

SECVNDI GRADVS,

153. In hac sectione imprimis de Functionibus
duarum indeterminatarum x, y, huius formae, axx
4 2bxy -} cyy,vbia,b,c suntintegri dati tractabi-
mus,quas formas secundi gradas, siue simpliciter for-
mas dicemus. Huic disquisitioni superstruetur
solutio problematis famosi, inuenire omnes so-

tiones aequationis cuiuscungue indetermina-
tae secundi gradns duas incognitas implicantis,
Siue hae incognitae valores integros siue ratio-
hales tantum nancisci debeant. Problema_ hog
quidem iam ab ill. La Grange in omni gene-
ralitate est solutum, multaque insuper ad na-
turam formarum pertinentia tum ab hoc ipvo
Magno geometra, tum ab ill Eulero partim
Pimum inuenta, partim, a Fermatio olim in-
uenta, demonstrationibus munita.  Sed nobis
acriter formarum perquisitioni insistentibus tam
Wulta noua se obtulerunt, vt totum argumens
L3
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tum ab integro resumere operae pratinm dnxe«
rimus, eo mugis, quod Virorum illorum in-
uenta, mulus locis sparsa, pancis innotwsse
comperti sumus; porro quod methodus per
quam haec rractabimus nobis ad maximam par-
tem est prnprin; tandem quod NOStra Sine 110e
ua illornm exposiiione ne intelligi (quidem pos=
sent.  Nullum vero dubium ‘nobis esse videtur,
quin multa eaque egregia in hoc genere ad-
huc'lareant in quibus alii vires suas exercere
possint,  Ceternm quae ad veritatum insigni-
um historiam pertinent, loco suo semper ira-
demus. '

Formam axx - 2bxy + cyy, quando de
indeterminatis x, ¥ non agitur, ita designabi-
mus, (a, b, c., Haec itagque expressio deno-
tabit indefinite summam trivm partivm, pro=
ducti numeri dati ¢ in quadratum indetermina-
tae. cuiuscunque ; producti duplicati numer: b
in hanc indeierminatam ian aliain indetermina.
tam; producti numeri ¢ in (uadratum huius
secundae indeterminatae Tx. gr. (1, o, 2) ex-
primet summam quadrati et quadrati duplicati.
Ceterum, quamuis formae (a, 4. ¢) et (¢, b, a)
idem designent, si ad partes ipsas tantum re-
, spicimus, ramen different si insaper ad partium
ordinem attendimus; quare sedulo eas in po-
sterum distinguemus; quid vero inde lucremur
in sequentibus sufficienter patebit.

154. Numerum aliquem datum per for-
mam datam repruesentari dicemus, si formae in-
determinatis tales valores integri tribuuntur,
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vt ipsius valor numero dato fiat aequalis. Hig
habebimus fequens

THEoREMA.  Si numerns M ita per formam
(a b, ¢) vepraesenturi potest, vi indeterminatayum
vaiores, wer quos hoc efficitur, inter se siut primi erik
b0 — ac vesiduwm quadraticum numeri M.

Dem. Sint valores indeterminatarum m, u,/
scilicet amm -} 2bmn 4 cnin = M, accipiantur-
que numeri #, v ita Vi sit km -} = 1 (art, 40)
Tum per enolutionem facile probatur esse,
Camm -+ 20mn -+ cnn) (aw — 26w + cur) ==
(w(mb~t nc) ~ v(ma -+ nb))* — (bb ac)
(me + w)*, stue M (an 2buw - fup) =
(mo~d-ncy — » (ma -} nb))* — (b6 ~— ac). Quare
€rit bh  ac== w (mb~tnc)—» (mo 4 nb,)* (mod.
M, ice b0 ~— ac residuum guadraticun ipsius i,

Numerum bb ~ ac, a cuius indole pro~
Prietates tormae (a, b, ¢) impsimis pendere, in
sequentibus docebimus, determinantem huius fors
mae vocabimus,

155, Lt itaque k(mb ~nc) — $ (ma+n6)
Valor expressiorisy/ (66 ac) (mod. M, Cona
Stat autem, numeros w v infinitis modis ita de-
lerminari poasse vi Sit v + o= 1, vnde alii
aliique valeres ilins Fxpressionis praodibunt,
qui quem nexum inter se hab: anr videamus.
Sit non modo um ~+ m = 1, sed etaim x'm
M o= i, ponaturque x(mb -+ nc) — y (ma—t-nb)
= v, w'(mb + nc) ~ vima ~nbh) = v'. Mul-
tiplicando aequationem wm + m = 1 per w, als

L 4
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teram w/m 4 vn = 1 per &, et subtrahendo fit

K — & =n (M' — w') similiterque multiph-
cando illam per » hanc per » fit subtrahendo
v — y =m(x! — wh), Hinc statim prodit

v — v = (' — w!) (Camm -} 2bmn -+ vn) =
(v — w) M, sine v’ = v (mod. M) Qno-
modocunque igitur , » determinentur, formu-
la u(mb 4 n¢) — v(ma -+ nt) valores diuersos
(i. e. incongruos) expresswms v(bs — ac)
(mod ) dare nequit. Si itagque v est valor
quicunque illius formulae: repraesentationem
numeri ¥ per formam axx ~+ 26xy -} cyy eam
‘vbi & = m, y = n, pertinere dicemus ad valo-
‘vem v, expressionis \/ (b0 — ac) (mod. M). Ce-
terum facile ostendi potest, si valor formulae
illius aliquis sit v atque v/ = v (mod. M), lo-
CO numerorum g v, (ui dant v, alios wh v ac~
cipi posse, qui dent v, Scilicet faciendo u! =

n (v — v) m(u'-—v)
by o 1
[ W 9 ¥ =, ] _?ﬁetum-P
¥'# == um -} m = 1, valor antem formulae ex

-#'s v prodiens sup erahit valorem ex w1 + prode-
untem quantitate (u» — w') M, quae fit =
Cum + m) (V' w—v) = v/ — v, siue valor ille
erit = v.,*

156. Si dnae repraesentiones eiusdem nu-
meri M per eandem formam (a, b, ¢) haben-
tur, in (uibuas indeterminatae valores inter se
primos habent: hae vel ad eundem valorem
expr. /(b6 ~— ac) (mod. M) pertinere pos-
sunt vel ad diuersos, Sit ¥ = amm -}~ 2bms
~F cun== am'm’ + 26mn’ -+ cn'n’, atque km +
™= 1, um“ } 1w’ = 1, patetque si fuerit
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B (mb 4 ne) ==, (ma 4-nb) = &' (m'6~-n’c) — ' (m‘a
4 n'b) (mod, M), congruentiam semper manere,
quicunque alii valoresidoneipro « r; &', ¥ acci-
piantur, in quo casu viramque repraesentationeimn
ad eundem valorem expr./ (b6 — ac) (mod, M)
pertinere, dicemus; si vero congruentia pro vl-
lis valoribus ipsorum w »; &' » locum non ha-
bet, pro nullis locum habebit, repraesentatio-
nesque ad valores dinersos pertinebunt. Si ve-
0o u(mb F nc) — y(ma 4 nb) = — (&' (mb
+ a’c) — v(m'a + a'b)): repraesentationes
ad valores oppositos expr. /" (hb — ac) pertines
re dicentur. Omnibus hisce denominationibus
etiam vtemur, quando de pluribus repraesenta-
tionibus eiusdem numeri per formas diuersas,
sed quae eundem determinantem habent, agitur,

Ex. Sit forma proposita haec (3, », — 8)
cuius determinans = 73, Per hanc formam
habentur repraesentationes numeri 57 hae:
3.15% + 14,13 25—8.25%3; 3,57+ 14. §.9—8.9%
Pro: prima’ poni potest x = o2, » = — 1, vnde
prodit valor expr. /" 73 (mod. 57) ad quam
repr. pertinet = 2(13.7 — 25 8) -}~ (13. 3 4
23 7) = — 4. Simili modo repraesentatio
secunda pertinereinuesitur, faciendo « =2,y =
~ 1, ad valorem - 4. Quare ambae repraes
Sentationes ad valores oppositos pertinent.

Antequam vlterius progredimur, obseruae
Mus, formas quarum determinans = a ab in-
Uestigationibus sequentibus prorsus exclusas
€sse, quippe guae theorematum concinnitatem
lantummodo turbarent, adeoque tractationem
Peculiarem postulent, )

' L&
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1h7.  Si forma, F, cuius indeterminatae
sunt x, y in aliam F/, cuius indeterminatae
sunt x, ppr “substitutiones tales ¥ = ¢ -
€y’, x = vyx* 4 dy’ transmutari potest, ita vt
%€, v & sint integri: priorem implicare posteri-
orem, siue posteriorem sub priovi contentam esse
dicemus. - Sit forma F haec axx —- 2bxy -}
cyy, forma F’ vero haec a‘x‘x’ -~ 2b'x'y' ¢ yy’,
habebunturque sequentes tres aequationes:

a" == gy -}~ 26y -+ cvv
b = a.5 ~+ b(#6 ;o) F o8
¢ = ag -} 208+ csos

Multiplicando aequationpm secundam per
se ipsam, primam per tertiam, et subirahendo
fit deletis partibns se destruentibus o0 - ate
= (bb — ac) («*—&)* Vnde sequitur de-
termmamem formae F* pPr determmantem for-
mae F dinisibilem et quotienrem esse quadra-
tum; manifesto igitur hi determinantes cadem
signa habebunt. Quodbl itaque super forma
F' per similem substitutionem in tormam F
transmutari potest, 4. &. si tum F* sub F, tum
F sub F contenta est, lormarum‘ de-
terminantes erunt sequales ™) atque (& - &3
= 1. In hoc casu formas arquinalentes dice-
mus. Quare ad formarnm aequinalentiam ae-

va'itas determinantium est conditio necessa-

ria, licet illa ex hac sola minime sequatur. —

%) Manifestum est ex analyst praécedente hauc propositionem  etiam
ad formas quarum d.:trrmina‘ns == o0, patere, Sed aequatio (“6\
= o7)% == I ad huuc casum non est extendenda.
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Substitutionem x = ax &yl y= yx' ¥+ dy’, vo-
cabimus transformationenm propviam, Si . ad ~ &y est
humerus positiuus, impropriam, si «8 — & est
Degatiuus; formam F proprie aut improprie sub
forma F contentam .esse dicemus, si F per
transformationem propriam aut impropriam in
formam Fv transmutari potest.  Si itaque for-
mae F, F/ sunt aequinalentes, erit («& — & ,2
== 1, adeoque si transformatio est propria,a? —
& = o 1, si est impropria, = — 1. — -8i
plures transformationes simul sunt propriae,
aut simul impropriae. similes eas dicemus; pro-
Priam conira et uppropriam dissimiles,

158, Si formavum F, F’ determinantes sunt ae-
quales atque F' sub F contentat etigm F sul F’contenis
erit et quidem propric vel improprie prout F' sub F
Proprie vel improprie continetuy. ‘I'ranseat F in F/
pPonendo x = «x’ + &y, y= vx’ 4 &' trans-
ibitque F in F ponendo x' = &x — &y, y' =
~ yx 4 «y. Patet enim per hanc substitutio-
Nem ex F* fieri idem, quod fiat ex ¥ ponendo
% == a(lx —Ey)+5(— 75 + op); y =y Px ~Cy)
+ M — yx + ay) siue x == (auj‘— G’y)x’ y =
(«> — &)y, Hinc vero manifesto ex F ft
(= — & )2Fi. e. rursus F (art. praec.). Per-
Spicuum autem est, transformationem posterio«
Tem esse propriam vel impropriam, prout prior
Sit propria vel impropria,

Si tum F/ sub F, tum F sub F proprie
Continetur, formas propric aequinalentes, si illag
Sub iuuicem improprie, vocabimus improprie ge-



quinalentes. — Ceterum vsus harum distinctio-
num mox innotescet.

Exempl. Forma a2xx — 8xy - Jyy per
substitutiones x = 2 -+ ¥/, y = Jx + oy
transit in formam — .5xx 12y — 23y,
haec vero in illam factis ' = ox — gy, y’ =
- 3x+ 2y. Quare formae (2, — 4, 5), (—
13, — 6, — 2) erunt proprie aequinalentes,

Problemata quae tractare iam aggrediemur
sunt haec: I Propositis duabus formis quibus-
cunque eundem determinantem habentibus in-
uestigare vtrum sint aequiualentes necne, vtrum
proprie aut improprie aut viroque modo, nam
etiam hoc. fieri potest. Quando vero determi-
nantes inaequales h.bent, annon saltem altera
alteram implicet, proprie vel improprie vel
vtroque modo. Denique inuenire omnes trans-
formationes alterius in aiteriam, tam proprias
quam improprias. 1I. Proposita forma qua-
‘cunque, inuenire vtrum numerus datus per eam
repraesentari possit omnesque repraesentatio-
nes assignare. Sed quoniam formae determi-
nantis negatini hic aliam methodum requirunt
quam formae determinantis positiui, primo tra-
demus ea quae virisque sunt communia, tum
vero formas cuiusuls 5en,eris seorsim conside-~
rabimus,

159. Si forma F formam F' implicat, haec ve<
ra formam F', forma F ¢tiam formam F' implicabite
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Sint indeterminatae formarum F, F;, Fi're-
spectiue x, y; x, y'; x/, y" transeaique Fin F/
ponendo x = «x’ -} Cy’, ¥y = »x’ - dy’; Flin
Fe ponendo x = a'x’’ + ;'/y//’ — ,,,xu_’__ J’Jy”
patetque, F in F“ transmutatum iri ponendo
x =¢( “lxu_{_ ;'Iyu) + :( le” + a:yu), y ——
y(e'x 4 Ty H5( v 'y ), siue x == (e’
c,yl) xt - (wd? + :51) y' = (ya! 4 J\y')x” =
(26" 88y y, Quare F ipsam F* implicabit.

Quia (aw' + &) (7@’ -+ 33’) - (ucl + G’(;"‘)
(v + &) = (ou’\ —_ C'—/) («.’c?l — C"A,’), adeo-
que positiuus, si tum « — 6 tum & — &
Positiuus aut vierque negatiuus, negatiuus vero
81 alter horum numerorum positiuus alter nega-
tivus: forma F formam F* proprie implicabit,
Si Fipsam F’ et Fipsam F* eodem modo ime
plicant, improprie si diuerso.

Hine sequitur, si quotcunque formae ha-
beantur F, F, F' F'* etc, quarum quaeuis
Sequentem implicet, primam implicaturam es-
Se vltimam, et quidem proprie, si multitudo
Ormarum, (uae sequentem susm improprieim-
Plicant, fuerit par, improprie si multitudo haec
lmpar,

~ Si forma F formae F' est aequinalens, formaque
F formae F“: forma F formae ' aequiualeus erit,
& quidem proprie, si forma F formae F' codem modo
:?qmualet vt forma F' formae F'!, impropyie, si di-
£rso0,

Quia enim formae F, F’, his F/, F'/, re-
Spectiue, suut aeyuiualentes, tum illae has resp,
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implicabunt, adeoque 7 ipsam F/, tum hae
illas, Quare F, F aequiuvalentes erunt. Ex
praec. vero sequitur, F ipsam F/ proprie vel
improprie implicare, prout F ipsi # et F' ipsi
F eodem modo vel diuerso sint aequiualentes,
vt et F“ ipsam F: uare in priori casu £, F*
proprie, in posteriori improprie aequiualentes
erunt.

Formae (a, — 0, ¢), (¢, b4 a), (¢, — b, a)
Sformae (a, b, ¢) aequinalent, et quidem duae prioves,
pmproprie; vitima, proprie, ‘

Nam axx -+ 2bxy + cyy, transit in ax'x’
— a2bx'y’ ~F cy’y’, povendo x = x’ -+ oy’ y =
ox’ -+ y’, quae transformatio est impropria
propter 1 > -~ I — 0. 0 = — 1; in formam
cx'x’ - 2bx‘y’ - ay’y’ vero per transformitionen
impropriam x = ox’ -+ y’ y = &’ -+ o. y; et
in formam cx‘x' — 2bx'y* 4 ayy’ per pro-
priam x = o. ¥ — y', y = x’ -+ o. y'.

Hinc manifestum est, quamuis formam,
formae (a, b, ¢) aequinalentem, vel ipsi, yel
formae (a, — b, ¢) proprie aequicalere; simli-
terque, si gua forma formam ¢a, 5, ¢) implicet
autsub ipsa contineatur, eam vel formam (a, 0, c)
vel formam (a, — b, ¢) proprie implicare, aut
sub alterutra proprie contineri. - Formas
(a, b, ¢)y, (8 — &, ¢) oppositas vocabimus.

160. Si formae (a, 4, ¢, (a’, &', ¢’) eun-
dem determinantem habent, insuperque est
¢ =a'et b = — & (mod. ¢), siue b4 o' = ¢
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(mod. ¢), formas has contignas dicemus, et qui-
dewn, quando determinatione accuratiori opus
est, priorem posteriori a parte prima, posterioremn
priori & purie vitwma contiguam dicemus,

Ita ex gr. forma (7, 3, 2), formae (%, 4,7)
8 parie vliima contigua, lo:ma (3, 1, 3) oppo-
siiae suae (3, — 1, 3) ab viraque parte,

Formae contiguae semper sunt proprie fequinge
lentes, Nam forma axx -+ 20xy ~+ cvy transit
in formam contiguam cx'x’ + 26%Yy’ 4 y'y’

N b4 b
per substitutionemx = — y’, y = x/ sk y!

b=

&

(quae est propriaob o< —IX — [ e=1)

Vii per euolutionem adiumento aequationis bb
. . b p
— ac = 0'6* — ¢ facile probatur;-

vero
per hyp. est integer. —  Ceterum hae difini-
tiones et conclusiones locum non habent, si
¢ == g’ = o, Hic vero casus occurrera ne('[uit,
Nisi in formis quarum determinans est nume-
Tus quadratus.

Formae (a, b, ¢), (a/, b*, ¢') proprie aerqui.
ualente~ sunt, 1 a = a’. b = b mod a). For-
Ma enim a, 0, ¢) formas (¢, ~— 0, a) proprie
4equiuaiet rart. praec.), haec vero formae (4’0, ¢)
& parte prima contigua erit.

1]
~ 161.  Siforma Ca, b c) formam (a’ b, ¢')im-
»liat, qu yis digisov comn unis numerorym a, b, ¢ ctiam
”?mera: a‘y b’ ¢ wmetietur, ef quinis diniSor CoOmmu-
His numevorum a, 2b, ¢ wpsos a'y @b’y c's '



8i enim forma axx + 2bxy - cyy per sub-
stitutiones x == ax’ -} €y, y= vx’ 4 9y in for-
mam a‘x‘x’ —+ 26’y ~¢‘y’y’ transit: habebun-
tur hae aequationes:

@ix F 202y + oy = o
028 Fb(PB+&)+c.d= b’
acs + 202 -+ 8 =

vnde proposmo statim seqmtur (pro parte se-
cunda propos. loco aequationis secundae hane
adhibendo 2as6 4 2p(ad ~ 6y) 4 20v8 =2b).

Hinc sequitur maximum dinisorem communem
numerorum &, b (24), ¢ simul metiri divisorem
communem maximum numeroruma‘, &' (26¢), ¢
Quodsi igitur insuper forma (4/, ¢/, ¢’) formam
(a, b, ¢) implicat, i. e. formae sunt aequiualen-
tes, diuisor conmunis maximus numerorum a,
b (25), ¢, dinisori communi maximo nunerorum
a‘, b* (2b’), ¢ aequalis erit, quoniam tum ille
hunc metiri debet, tum hic illum.  Si itaque,
in hoc casu, a, b (25), ¢ diuisorem communem
non habent, 1. e. si maximus =1, etiam a*, b*(24’),
¢/ diuisorem communem non habebunt.

162, ProsrLeEma. Si forma AXX -+ 2BXY
~ CT7... F, formam axx <+ 20xy + cyy... f,.
implicat, atque transformatio aligua illius in hanc est
.duta. ex hac omues religuas transformationes ipsi sie
miles deducere.

Solutio. Sit transformatio data haec X =
#x + €y, ¥ = ;x ~ Jd, ponamusque primo-
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aliam huic similem datam esse X == a/x -} &y,
¥ = y'x + ¥y, vt quid inde sequatur inuesti-
gemus, Tum positis determinantibus formas
rum F, f, = D, d, atque «f — & =g, ¥
~. &yl = ¢, erit (art. 157), d = Dee — De‘e’
et quum ex hyp. ¢, ¢ eadem signa habeant,
¢ = ¢/, Habebuntur autem sequentes sex aea
Quationes : '

A¢¢+2Bwy+ Cvy =@ ¢4 v 0. -o;;.[ll
A’ - oBaly’~ Cr'v'= @, « v v v v e v v v, {2}
Al 4 B(ad 4 C) b O = b. oot u. [3]
A6 f. B(&'d - )} O =06, ., .. .., [41
A% 4 2B A O = ¢ . ..., ... [5]
d@‘é"—{— 23:’31“’-'03’5‘ T= Cs s o s o ¢ 4 ¢« 4 o o [61

~ Si breuitatis gratia numeros Adea’ -} Blay’
Y ve!) J Cvy'y A(S 4 6n’) - Blad - & - 487
4 by 4o O ¥), AN BEY L3y
C¥ per af, 24/, ¢ designamus, ex aequ. praecc,
Sequentes nouas deducemus¥).

@0 — D@y’ — v')? =aa. ... ... 00N 7]
2ulb:__ D(d'y' -—ya') (,3/,_}_,@7:_,};:_ 3“/)_____;_ 2ab[8]
Ao D((ad" + E3'~—y & — 341 )% +- 20¢')=206}-2a0,
¥ude fit, addendo 2Dee! == od = 26b — 2ac,
400 — (8" - Gyt — 46 — 8’ )* = 4bb. . . . [9}
Wl D(ad — ¥&) (Et — ) = bb,

Y Origo harum aequationum haec est: 7 fit ex I. 2 (i e. siaequas
tio (1) in amequationem (2) multiplicatur, sine potius, si illius pars
Prior in pattem priorem huius multiplicatur, {{linsque pars’ postes
Tior in posteriorem huijus, productaque aequalia ponuntur); 8 ex
14 = 9. %} Ssequens quae non est nuwmerata ex I. 64 2.9
-+ 3 4 —+ 3. 4; sequens mon numerata ex 3. 4; ITex 3. §
Y~ 4.5 12 ex 5. .  Simili designatione etiam in sequentibug
semper vtemur, Euolutionem vero lectoribus relinquere debemus,

M
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vnde subtrahendo D(«d=— Cy ) (2'd' —Ty*)=bb~ ac,
fit :
a'c! — D(#v' — wya') (68— Y= qac. .. .. [10]}
28%c! — D(a8' 4 & m 48" —— u?) (33 — 85) ==2bc 1 1]
cl¢! — D(E — 8N = e, v vw o . . [12]
Ponamus iam, diuisorem communem ma-
ximum numerornm a, 26, ¢ esse m numerosque
91, B, € ita determinatos vt fiat %u - 2B6 + Cc=m
(art. 40); maultiplicentur aequationes 7, 8, g,
10, 11, 12 resp., per UY, 2UB, BB, 2UE, 2BE,
G¢ summenturque producta. Quodsi iam bre-
uitatis caussa ponimus

o’/ 2B + €/ =T. . ... ... ...[13]
Y(wr'—va') + B8 — ¥ — 3 . G R =U
e se s e e et eea. [14]
vbi 7, U manifesto erunt integri, prodibit:

TT — DUU = mm.

Deducti itaque sumus ad hanc conclusionem
elegantem, ex binis quibuscunque transformationibus si-
milibus formae F in f sequi solutionem aequationis inde-
terminatae tt — Duu — mm, in integris, scilicet
t = T, s = U. Ceterum quum in ratiociniis

_nostris non supposuerimus, transformationes
esse diuersas: vna adeo transformatio bis con-
siderata solutionem praebere debet. Tum ve-
ro fit propter &’ = aq, ¢ = ¢ etc.a’=a, b'—2",
¢ =, adeoque T = m, U — o, quae soluti®
per se est obuia.

Jam primam transformationem solutionem-*
que aequationis indeterminatae tamquam cogni‘
tas consideremus, et quomodo hinc altera trans~
formatio deduci possit, siue quomodo «', & v
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ab his«6, » 8 T, U pendeant, inuestigemus, Ad
hunc finem multiplicamus primo aequationem
[t] per o'—&¢, [2] per «8'—33, [3] per
ey’ —ye’, [§] per »s' — v, addimusque produ-
cta, vnde prodibit:
(e 4 ¢)a’ = (a8 — & — o' |- sa'ya, . [15]
Simili modo fit ex (¥ — &)([1] —[2]) +
(¥ — &y — 36 d&) ([3] 4 [4D) -} (o' — va')
(51 — (61: ‘
e - ¢f) b = 2(ad — Of = 38 o &')b...[16)

Denique ex (8% — &) ([3] — [4]) 3
(«& —28&)[5] + (%' — &) [6] prodit:
(e ¢) ¢! = («8 — & — 3¢ - &), [17}
g Substituendo hos valores (15, 16, 17) in 13
t:
(- o) T= (' = &' — 38 -+ &) (Uz -+ 285
+ Gc), sive 26 T= (=8’ — €' — 3¢ -} &')m..[18]
vade 7 multo facilius deduci potest, quam
ex [(3]. — Combinando hanc aequationem
cum 5, 16, 17 obtinetur ma’ = 7Ta, omb’ =
2Tb, me' = Te. Quos valoresipsorum s/, 24/, ¢!
n aequ..y—12 substituendo et loco ipsius TT
Scribendo mm + DUU, transeunt illae post
Mutationes debitas in has: ‘
(' — 2amm = aaUU
| C LN (28 J 6 — I — SeYymm=—0ab VY
(a8 4Gt — 38 — 3%mm = 40U
Cov' — ut) (€ — Xmm — acUU
(ade + O — p ) (38— Nmm = 26cUT
G — %Ymm = ccUU

M a
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Hinc adiumento aéquationis [14] et huius
™z F+ 2986 -+ € = m, facile deducitur (mul-
tiplicando primam, secundam, quartam; secun-
dam, tertiam, quintam’; guartam, quinfam, sex-
tam, resp. per 9, B, € addendoque producta ):
(' — 2¢) Unm = maUU, (2 + &' — ¢
— 82 YUmm = ombUU, (68 — 3 YUmm =mcUO
atque hinc, dinidendo per mU*), aU = («)' —
ya')m,.. [1g]s 20U = («' -+ 6 —28 — 3a)m
0o [20]; cU = (68 — ¥)m,.. [21], ex quarum
“aequationum aliqua U muito facilins quam ex
[14] deduci potest, — Simul hinc coiligitur,
quomodocungue ¥, B, € determinentur (quod
infinitis modis diuersis fieri potest ), tum T tum
U eundem valorem adipisci.

Iam si aequatio 18 . muliiplicatur per «
Q per 2¢,20 per — g, fit peradditionem 24¢T
& ACa — ad)U = 2(«d ~ €y )'m = 2ea'm.

Simili modo fit ex 18] + €[20] — 24[21],
RLeT -+ 2(6) — ac) U= 2(«d — &) E'm==2¢l'm.

Porro ex 3[:8] -~ 23[ig] — » [20] fit
23T + 2038 — S 6)U==2(a® — £3)y'm = 2¢)'ms

. Tandem ex 3[18) + [20) ~ 25[21] pro-
dit 287 - 2006 — 50)U = 2(«d — &)ym =
2¢edm.

- . .
*) Hot nonm liceret, si esset 7 == Ot tunc vero aequationum 19

20, 21 veritas statim ex prima, tertia.et sexta prascedentium $%°
queretur,
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In quibus formulis; si pro a, &, ¢ - valores
€x 1, 3, 5 substituuntur, fit

¢“m = «T — (aB 200U
Em = €T — (€8 + 500U
m = 3T ~+€«d ~} ¥B)U
S = 3T - (64 -+ $BYU

Ex analysi praec. sequitur, nullam trans<
formationem formae F in f propositae simileny,
- dari, quae non sit contenta sub formula X =
a(at ~ (B + 3C)m)x - 2t — (B + $C)u)y,
¥ = aGt+ (a4 + 2Buu)x ~+ 50t + (€4 + 2B)
#)x)... (I), designantibus ¢ # indefinite omnes
Numeros integros aequationi & — Dun = mm
satisfacientes, Hinc vero concludere nondum
possumus, omnes valores ipsorum ¢, #,” aequas
Uoni illi satisfacientes, in" formula (I) substitu«
tos, transformationes idoneas praebere. At

1. Formam F per substitutionem, e qui<
busuis ipsorum ¢, w valoribus ortam, semper in
fOrmam f transmutari, per euolutionem confir-
Mari facile potest adiumento aequationem 1,
3, 5 et. huius tt — Dmu = mm. Calculum prolixi-
Orem quam -difficiliorem breuitatis gratia sup«
Primimus.

2. Quaeuis transformatio ex .formula de-
ducta propositae erit similis. Namque &(et —
(B 15 Cmy > B0t + (€4 -+ 3B) — A(ct —
(B + 50) = &t (ad 4= 2BY8) = (b=

C;') bt - Dou) = & ~ 6y,

M5
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3. St formae F, f détermihantés inaequa-
les habent, fieri potest, vt formula (I) pro qui-
busdam valoribus ipsorum ¢, » praebeat sub-
stitutiones, quae fractiones implicent, adeoque
reiici debeant, = Omnes vero reliquae erunt
transformationes idoneae, aliaeque praeter ipsas
non dabuntur,

" 4. Si vero formae F, f eundem determi-
.nantem habent adeoque sunt aequinalentes, for-
- mula (I) nullas transformationes- quae fractio-
nes implicent praebebit, adeoque in hoc casu
solutionem completam problematis. .exhibebit.
Illud vero ita demonstramus. '

- Ex theoremate art. praec. sequitur in hoc-
ce casi, m simul fore diunisorem communem
numerorum 4, 2B, C. Quoniam # — Duu =
mm, fit tt — BBuuw = mm — ACuu, quare tt
=~ BBuu per mm diuisibilis erit: hinc ' etiam
a potiori 4tt — 4BBuu adeoque (quia 2B per
m diuisibilis) etiam 4# per mm et proin of
per m. Hinc 3(¢t -~ Bu), 2(¢ — Bw)erunt integri,
et quidem, quoniam differentia inter ipsos? 2Bu
€st par), aut vterque par, aut vterque impar.
Si vterque impar esset, etiam productum im-:
par foret, quod tamquam quadruplum numeri
aw(tt — BBuu), quem integrum esse modo
ostendimus, necessario par: quare hic casus
est impossibilis, adeoque 2(¢ -+ Bu), Z(t— Bu)
semper pares, vnde (¢t -+ Bu), i(t — Bu) e-
runt integri. Hinc vero nullo negotio deduci-
tur, omnes quatuor coefficientes in (I) semper
esse integros. Q. E. D. '
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Ex praecedentibus colligitur, si omnes so-
lutiones aequationis ¢t — Duw = mm habeantur,
omnes transformationes formae (4 B, C) in
(a, b, ¢) transghirdatae similesinde derinari. Illas ve-
ro in sequentibus inuenire docebimus, Hic tan-
tummodo obseruamus multitudinem solutionum
semper esse finitam quando J sit negatiuus,
aut positiuus simulque quadratus: quando vero
D positinus non-guadratus, infinitam. -Quando
hic casus locum: habet, simulque D non = d
(supra 3°), disquiri insuper deberet, quomo-
do ii valores ipsorum t, %, quisubstitutiones a
fractionibus liberas, ab iis, qui fractas produ-
cunt, a priori dignosci possint. Sed pro hoc-
ce casu infra aliam methodum ab hoc incom-.
modo liberam exponemus (art. 214).

Ex. Forma xx -} 2yy per substitutionem
propriam x = 2x’ 4 7y, y = x’ - by’ trans«
it jn formam (6, 24, 99): desiderantur omnes
transformationes propriae formae illius in hanc.
Hic O = — 2, m = 3, adeoque aequatio sol-
Uenda haec: # 4+ 24 = g. Huic sex modis
diversis satisfit ponendo scilicet t= 3, — 3,
Yy — 1, 1, — 1; %4 = o0, O, 2, 2, — 2
~ 2, resp. Solutio tertia et sexta dant sub-
Stitutiones in fractis, adeoque sunt reiiciendae:
X reliquis. sequuntur quatuor substitutiones:

C2x! = 7y x' 4 by’

xo. )— 2% 4+ 7y’ y— xl 4 by’
T ax! 4 gy’ y = %! L Byt
— 2%/ -t gy — %! - 3y

(quarum prima est proposita).
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vt formaaliqua, F, aliam, F?, tam proprie quam
improprie implicet. Perspicuum esthec euenire,
si inter formas F, F/ alia G interponi possit,
ita vt F ipsam G, G ipsam F’ implicet, forma-
que G ita sit comparata, vt sibi ipsa sit im-
- proprie aequiualens, Si enim F ipsam G
proprie vel improprie implicare supponitur:
quum G ipsam G improprie implicet, F ipsam
G improprie vel proprie (resp.) implicabit, ad-
eoque, in vtroque casu, tam proprie guam
improprie. (art. 15¢). Eodem modo hinc de-
ducitar, quomodocunque G ipsam F/ implica-
re supponatur, F semper ipsam F‘ tum pro-
prie tum improprie implicare debere. — Tas
les vero formas dari, quae sibi ipsae sint im-
proprie aequinalentes, videtur in casu maxime
obuio, vbi formae terminus medius =.o. Ta-
lis enim forma sibi ipsa erit opposita (art.159)
adeoque improprie aequinalens,  Generalius
quaeuis forma, {a, b, ¢), hac proprietate est
praedita, in qua 24 per s est diuisibilis. Huic
enim forma (¢, 6, ) a parte prima erit contis
gua (art. 160) adeoque proprie aequinalens:
sed (¢, 6, a) per art. 159 lormae (a, 6, c)
improprie aequiualet: quare (a, b, ¢) sibi
ipsa improprie aequinalebit. Tales formas
(2, b, ¢) in quibus 26 per a est diuisibi-
Bis, ancipites vocabimus, Habebimus itague theo-
rema hoc:

Forma F, aliam formam F' tum proprie tuns ine
proprie implicabit, si forma anceps insieniri potest sub
Fiontenta ipsam F vero implicans: Sed haec ‘pro=
positio etiam conuerti potest: scilicet
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164. TurorkmA. Si forms Axx § 2Biy |-
Cyy,..(F) formam A'x'x' ~+2B'xy! 4 Cxyy,,,
(F*) tum proprie tum improprie implicat: forma anceps
inueniri potest, sub F contenta formamque F'implicans..

Ponamus, formam F transire in-formam
F' tum per substitionem x = ex’ + €&y, y =
Y%/ ~- ¢/, tum per hanc illi dissimilem, » =
o' Clxl, y = »'x! + diyt, Tum- desig’natis
numeris 3 — €, a’8'— €97 pere, ¢/, erit B'B/—
4!C" = ¢!BB — AC) = ¢t/ (BB — AC(); hinc
te == ¢'¢', et, quia per hyp. ¢, ¢/ signa opposita
habent, ¢ = — e/ sine ¢ 4~ ¢ == o, ‘lam pa-
tet siin F/ pro x/ substitiatur da# — Gy,
€t pro y‘, — v’z - «'y’, eandem formam es-
se prodituram ac si in F scribatur aut 1) pro
%, w(Sx!t — C'yu) G E(— 295" ..l_‘:e.,@,//) i, e.
(e — G (G — o€ )yt etpro y, 5 (e
— glyn)_{_x — 3 x -+ ,,,'yt/) i. e, (3,3'. _— 5”/)16”
(% — €0y aut 2) pro x, o(§x —
c4yu) I gl(__ 7lx;/,+ ,,lyu)_ 1. e, etxu’ et pro z,
Y(Ew — €Yy = M= Vx4 Y)Y i e e y”,
Designaiis itaque numeris & — €3/, Cat i o€
¥ — &t ' — YO per a, b, ¢, d: forma-F
Per duas substitutiones x = ax* - by, y =—
Cx oL dylty x = ¢'x', y = ¢y in eandem
formam tcansmutabitur, vnde obtinemus tres
Aequationes sequenies:

daa + 2Bac + Coc = Aete’s oo oo, o . [1]
Aap . B(ad - bc) + Ced = Be'¢’, , . . . [2]
b 4 2Bbd + Cdd = Ce'e' . .. ... ..[3]
Ex valoribus ipsorum g, 6, ¢, d autem inuenitur

O — fr o= et == — et = — e v s ., [4)

M5
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Hinc-fit ex d[1} — ¢[2}; (Ao  Br) {ad—
b¢) == (Ad — Br)ee’, adeoque 4(a . d) = 0o
Porro ex (s + d)[2] — b[11 — ¢[3] fit (4b +
B(a - d) + Co) (ad + be) == (— Ab~ Bla+d)
— Co)e'e’y, adeoque B(a - d) = o. Denique
ex a[3) — [2] ht (Bb -+ Cd) (ad — bc) =(— Bb
-+ . Ca)e’s’ adeoque Cla +. d) = o. Quare quum
omnes 4, B, C nequeant esse — 0, necessario
erit a=+d = o sines = —d.

Ex a [2] — &[] fit (Ba 4 C) (ad — bc)
= (Ba — Ab)'e’, vnde Ab — 2Ba — Cc =0 [5]

. Ex aequationibus ¢ -+ ¢/ =0, a -+ d = o
siue o€ — €y -} /& — €' =0, «d' - €)' —5C/ L
& = o sequitur (« 4 «) (@ + &) = (€4
€Y O +32)sine (¢ -+ a): (@ + ) = (+
€): (& 4-9). Sit rationi huic *) in numeris
minimis aequalis ratio m: w, ita vt m, » inter
se primi sint, accipianturque w, v ita vt fiat um
4+ wm = 1. Porro sit ¢ divq comm., max. nu-
merorum a, b, ¢; cuius quadratum propterea
metietur ipsum as -+ bc siue be — ad siue
; quare r etiam ipsum ¢ metietur. His ita fa-
ctis; si forma F per substitutionem = mt ~ =

9, y = nt — uin formam Mt -t 2Ntu 4 Puu
(@) transire supponitur, haec anceps erit for-
mamque F implicabit, .

¢) Si omnes @ 4 atyy- 3 ¥/, €. 618 F & essent=— o, ratio'inde~
terminata faret. adeoque mgthodus nen applicabilis, Sed exigua
attentio dacet, hoc cum suppositienibus nastris consistere non pas-
se. Foret enim “8 —_— C’y = al!dl — biy! i, e, ¢ == o adeo-
que, quia ¢ = — ¢/, ¢ == ¢/ == O. Hinc vero etiam B'B' —
A'Ct i, e. determinans formae F¥ fieret == 0, quales formag omni-
no exclusimus,
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Dem. 1. Quo pateat, formam G esse anci-
pitem, ostendemus esse M(bmt—— 20H = (») == o Np
vnde qulanpsos a, b ,c metitur, 5 (bun— oaur —in)
integer erit, adeoque o N mulnplum ipsius M.
Erit autem M = Amm -+ o2Bmn { Can, Nr =
(Amy — B(mu — w) — Cmp)e. Porro per euo-
lutionem. facile confirmatur esse o¢ - 2a — ¢
‘¢'+“”‘d (a— ) @ F ) — (¢ —

Y O+ 7,20 ="(«+ a) (6~ ) — (==

-.,:") (¢ + € Hinc quoniamm(y + ») = n(e
F o), m(3+M) =u(64-€1), erit m(ze -+ 2a)=— 2nb
siue me ~+ma + #b =0 ... [7]. Eodem mo-
do erit 2¢ — 24 = ¢ — o — a +d==(¢-+
Y@ — M=+ )2, 2= —3)
¢+ N — o) (¢ — 3, atque hinc #( 2¢
=~ 2g) = = 2mc, siue ne — na 4 mc = o. .[§]

lam si ad mm (bux — maw — o) additur
(1 — mw — m) (w(e —a) + (mx 4+ 1b) ;
t (me 4 ma -+ nb) (mur ) 4 (ne— na ~ mc)mm,
Quod manifesto = o, propter 1~ wm — = 0y,
Me 4 ma ~~ nb = 0, ne — ua -+ mg = 0: pro-
dit productis rite euolutis partibusque se de-
Struentibus deletis, 2me - &. Quare erit ;
Mm(buy, — oaw — cn) = ome -+ b, Y

Fodem modo addendo ad mn(b;m — oam-e
) haec:

(= me — w) (G = m)e — (1 + mw +m)s)

T (me + ma+ nb)muk 4 (e — na + mc)ny -
inuenitur

Pi(bue — 2aw — on) = (m — mede = a. < . [i0]
Denique addendo ad nn(buu-zau- ~on) haec:

(s Fw—1) (i +a) + @+ 1)0)
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4(61: J ma J nb) nuu — (ne —na - mcj (nwr + K)
fit

mn(bum — 208 — OV) = —2mue €. . 4 o o [11]
Iam ex g, 10, 11, deducitur

(Amm + 2Bmn -+ Can) (bxe — 2a0r — o) =

2e(Am + B(m — mu) = Cuu) -} Ab ~~ 2Ba

— Cc, siue propter [6],

M(bur — 28w — ¢w) = 2Nr. Q. E. D.

II. 'Vt probetur, formam G implicare'for-
mam F’ demonstrabimus, primo G transire in F*
ponendo ¢ = (ua -} n)x’ + (k€ ~+ By, u ="
5("",—-'"17)3:' + 1t — mdy' . .. () secundo
7(ne — my), (n€ — md) esse integros.

e .

1. Quoniam F transit in G ponendo x ~—=*
mt ~+ 2w, y == ut — “Ly: forma G per substitu-
tionem (S) transmutabitor in eandem formam
in ‘quam F transformatur ponendo x =— m((xe
+ 2px € )y F ((me — my)x’ + (ne
— md)y) i e — a(me -+ w)x' - Clmu + )yt
siue — «x' b €y’; et y —. n((ve + n)x! J-(u€
+8)y) = w((ne — oy )x’ + (né — m3) y)l e, -
2 + mpdx’ + 8 -} medy’ sine — 3x’ -} Jy.
Per hanc vero substitutionem F transit in F’:
¢uare per substitutionem (S) etiam G transibit
in F'.

2. Ex valoribus ipsorum ¢, 4, d inuenitur
o't + 35 — «d == 0, siue propter d== — g, na'e
“ naa ~+ #36 = oy hinc ex [8], ni‘e + nag ==
nye 1 mya siue (ne — Yy Ja = (my — na')e [12]
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Porro fit unb = — am(e + a), omb —
t(ale - aa) adeoque (2 — my )p— (wl*ﬂ)ine[l 3]

_. Denique fit 2% — a4~ «c = o: hinc mul-
tiplicando per #, et pro na substituendo valo-
Yem ex [8] fit (ne — my)e = (¥ — 2%.ne. . . [14]

Simili modo ernitur €% 4- 86 — cd~=o, siue
ng'e 4 n3b~f-nfa==o, adeoque per [7]ut’ —-nta
== mle - mia, siue (06 — mala = (md — ncYs [15]

Porro fit Cub == — Em(e 4 a), dms = ~—
m(ce’ + Ca)adeoque (n€ — mg)6=—=(¢' — C)me [.6]

Tandem & — 8 4 ¢ = o; hinc mult.
plicando per = et substituendo pro #a valorem
ex [8] At (6 — mde— (o — o)me. ... . {17]

Iam quum diuisor communis maximus nu-
merorum a, b, ¢ sit », integri U, B, € ita acci-
Pi possunt vt fiat Us + B6 + €& — 7.  Quo
facto erit ex 12, 13, 14; 15, 16, 17 :

U(my —ne) +-B(a' — m + C(3—3" Y —(ne—m)
AU(md ~ 26"y - B — Eym + G2 — &y == F(n6—m?)
adeoque Z{ne ~— ny),5(né — md) integri. Q. E. D.

165. Ex. Forma 3xx 4 14xy — 4yy in
Ormam — 12x'x'—18x'y’ -} 39y‘y’ transmutatur,
tum proprie, ponendo x -= 4z’ - 11y, y — —
% — 2y, tum improprie, ponendo x*— — 74ar
+ 89y y = 15x — 18y’. Hic igitur « -+

’
€ ¢, + s e + & sunt — 70, 100,y Iy —

20; est autem — 70! I} == 100: — 20 — 5.5
"~ 1. Faciemus itaque m . 5, n — — I, p —
0

» » = —~ 1. Numeri autem s, 4, ¢ inuemun-
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tur — 237, — 1170, 43, quorum diuisor com-
munis maximus — 3 == r; denique fit s — 3.
Hinc transformatio (S) haec erit: x — 6t — #,
y =— — ¢t Per quam forma (3, 7, — 4) trans-
it in formam ancipitem ¢t — 16t4 4 Juu,

Si formae F, F’ sunt aequiualentes: forma
G, sub F contenta, etiam sub F’ contenta erit,
‘Sed quoniam eanden formam etiam implicat,
ipsi aequiualens erit, et proin etiam formae F.
In hoc igitur casu theorema ita enunciabitur:

Si F, F' tam proprie, quam impsopyie 'sunt ac-
quinalentes: forma anceps vivique aequinalens inuenir
poterit. =— Ceterum in hoc casu ¢ = + 1, ad-
eoque etiam 7, ipsum ¢ metiens, = I erit.

Haec de formarum transformatione in ge-
nere sufficiant: transimus itaque ad considera-
tionem repraesentationum,

16G. Si forma F formam F' implicat ; quicunqus
numeyus per F' repraesentari potest etiam pey F poterit.

Sintindeterminatae formarum F, F'respecti-
- ue x, y; x'y y', ponamusque numerum M per F’
rcpraesentari faciendo x’=m, y’ —=#u, formam F
vero in F’ transire per substitutionem x — ax’
+ %', y — 2%’ 4 . Tum manifestum est
s1 ponatur x — um -+ C'n, Yy = ym -+ d\;z, F
transire in M, '

Si M pluribus modis per formam F re-
praesentari potest, e, g. etiam faciendo x’==m’,



y’ — n’: plures repraesentationes ipsius ‘M per
F inde sequentur, Si enim esset tum am -
Cn == am’ ~+ Sn’ tum ym - & — 2m'~ e, fo-
ret aut «® — € = o, adeoque etiam determi-
nans formae F' — o contra hyp.,’aut m =
m’, » = w'. Hinc sequitur M ad minimum tot-
idem modis diuersis per F repraesentari posse
quot per F4

Siigiturtum F ipsam F,tum F’ipsam Fimpli-
cat i. e. si F, F! suntaequiualentes, numerusque
M per alterutram repraesentari potest: etiam
per alteram repraesentari poterit, et quidem
totidem modis diuersis per alteram, quot per
alteram.

Denique obseruamus, in hocce casu diui-
80rem communem maximum numerorum m,
Aequalem esse diuisori comm. max, nnmerorum
*m 4 Cn, om -+ . Sit ille = A, nnmerique
# v ita accepti vt fiat um ++ m — A, Tum erit
Qe=90) (em ~+ €n) — (bk —a) (m + &) =
(@8—¢Cy) (um ++ m) = + A. Hinc diu. comm.
Max, numerorum «m - u, ym - I metietur
Ipsum 4, A vero etiam illum metietur, quia ma-
nifesto ipsos em ~ €n, 3m - dnmetitur. Qua-
Te necessario ille erit —— 4. —  Quando igitur
™, » inter se primi sunt, etiam «m - €n; 34 -
% inter se primi erunt, )

167, Turorema. Si formae axx -} 2bxy +
Yy ... (F), a'x'zx’ + 2blxlyl + clylyl'l'. (Fl) sunt
Qequinalentes, ipsarum determinans — 1), posteriorque
8 priorem transit ponendox! —=ax~} €9y’ =% +%;
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porro numert:s M per F yepraesestatur, faciendo x —
my, y — #, adeoque per F' faciendo x' — am - Cn
—my, y* = ym + O == n’ et quidem ita vi m ad »
eoque ipso etiam m’ ad n’ sit primus: ambac repraesens
tationes aut ad eundem valorem expressionis /D (mod.
MMy pertinebunt, aut ad oppositos, prout iransformatio
formae F! in F propria est vel impropria.

Dem. Determinentur numeri &, » ita vt fiat

. Su — v — Cu 4 ar
#-— 1, ponaturqu? —_— ) ——

"‘m + y 4 P q. «d — g)

8 — é;-— K
— + (qui erunt integripropter «d—£y — = 1,
Tuam erit wm’ -+ v’ — 1.(CL art. praec. fin.),
Porro sit k(bm~t-cn) —» (am-+-bn) —_V, w'(b'm'~+c'n’)
—(a'm’' + b'n’) = V', eruntque V, V< valores
expr.f M (mod. D) ad quos repraesentatio prima
et secunda pertinent. Siin // prow r, m, n

" valores ipsorum substituuntur; in 7 vero pro
a, a'ta + 20%y + c>) pro b, a'e€ + /(a8 +£y)
— ¢¥3; pro ¢, a’t6 4 24'¢d 4 ¢/ inuenietur
euolutione facta V' =— V7 (a8~ ¢€3). Quare erit
aut V¥ — V' aut V — — V¢, prout ad—¢€y =
~1 aut=— — 1, i. e. repraesentationes per=
tinebunt ad eundem valorem expr. /"M (mod. D)
vel ad oppositos, prout transformatio formae
Fr in F est propria vel impropria. Q. E. D,

* 8i itaque plures repraesentationes numeri
M per formam (a4, b, c), ope valorum inter
sc primorum indeternminatarum x, y, habentur
ad valores diuersos expr. /D (mod. ) perti-
nentes: repraesentationes respondentes per for-
mam (s, 6%, ¢’) ad eosdem resp., valores pertine-
bunt, et si nulla repraesentatio numeri M per
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formam aliqguam ad valorem quendam deter.
Mminatum pertinens datur, nulla quoque dabi-
tur ad hunc valorem pertinens per formam illi
aequinalentem. '

168. TuroreMA, 8% numerns M per formam
axx -1~ 2bxy - cyy repraesentatur tribuendoipsis x, y
valores inter se primos m, n, valorgusexpyessionis /" D

(mod, M), ad gquem haec repraesentatio pertinet, est V3

formae (a, b, ¢)s (M, N, ﬂ:w:j proprie vequitialegs

tes erunt,
Demonstr, Ex art. 155 patet, numeros inte-

gros u, , inueniri posse ita vt sit mx - m— g,
k(bm ~}--en) — s(am + bn) = N.  Quo facto

forma (a, b, ) per substitutionem x — max’ ~ ,
¥ = wx' -} wy’, quae manifesto est propria,
transit in formam cuius determinans = D(mg

+ w)* i, e. = D, sive in formam aequiunalen-
tem: quae forma si ponitur —(m, NIV DY,
. v

_Bl‘it M = amm -+ obmn + mn = M; N’ =
~ wmi -} (mue — wb -+ nuc = N Quare
Orma in quam (a, b, ¢) per transformationem
lam matatur erit (4, &, 2 =", . £, D,

Ceterum ex aequationibus m - w = 1,
:g’”b + #e) — o(ma -+ nb) = N deducitur « ==

+ wa . Ab BN - ma + b, y oMb =w — mN
- ’ 4

“'""f-l- Rbmm . o1 VUi M
% numeri itaque erunt integri.

N
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Porro obseruandum, hanc propositionem
Jocum non habere, si M = o; tum enim ters

minus X2 fit indeterminatus *).

169. Si plures repraesentationes numeri
M, per (a, b, ¢) habentur, ad eundem
valorem expr. /D (mod. M), N, pertinen-
tes (vbi valores ipsornm x, y semper inter
se primos supponimus): plures etiam transfor-
mationes propriae formae (a,b, ¢), (F), in(M, N

kil ; D), (@) inde deducentur. Scilicet si

etiam per hos valores x = m’, y = n‘ talis
repraesentatio prouenit, (F) etiam per substitu-
tionem x = m'x’ | SN T T g iyt
wN + omia = mip . . M . .

—~ y' in (@) transit, Vice versa, ex
quauis transformatione propria formae (F) in
(G) sequetur repraesentatio numeri M per fors
mam (F), ad valorem N pertinens. Scilicet st
(F) transit in (G) positis x = mx’ — ', y =
nx’ + y’, M repraesentatur per (F) ponendo
x = m, y = n, et quoniam hic my 4+ u = 1,
valor expr. /D (mod. M) ad quem repraesen<
tatio pertinet erit ,(bm <~ n) — w(am - om)
i. e. N. Ex pluribus vero transformationibus
propriis diuersis, sequentur totidem repraesen-
tationes diuersae ad N pertinentes**), — Hin¢

#) In hec enim casu, si ad ipsum phrasin extendere volumus, haec ?
N esse valorem expr.q/ 0 (mod. M), site NN == D (mod. m
significabit, NN ~— D esse multipluin ipsius 4, adeoque =< 0.

#¥) Si ex duabus transformationibus propriis diuersis eadem repraese?”
tatio defluere supponitur, illae ita se habere debebunt: 1) x /;
mEt — vyl Y — nxl oy gy’ 2) X T= mEl — Yy, y == WF
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facile colligitur, si omnes transformationes pros
priae formae (F) in(G)habeantur, ex his omnes
repraesentationes ipsius M per (F) ad valorem
& pertinentes sequi. Vnde quaestio de reprae-
sentationibus numeri dati per formam datam (in
quibus indeterminatae valores inter se primos
hanciscuntur) inuestigandis, reducta est ad
quaestionem de inueniendis omnibus transfor-
mationibus propriis formae illius in datam ae-
quiualentem.

Applicanda iam ad haec, ea quae in art.
162 docuimus, facile concluditur: Si repraesen=
tatio aliqua numeri M per formam (F) ad va-
dorem N pertinens sit haec: x = «, y = »:
formulam generalem omnes repraesentationes
tlusdem numeri per formam (F), ad valorem
&, pertinentes, comprehendentem fore hanc:

at __ (ab ~= yo'u ¥t = (2a ~} Volu .
¥ = - , ¥ == - , Vbim
divisor communis maximus numerorum a, 26,
¢; ett, » omnes numeri, indefinite, aequationi
# — Dus = mm satisfacientes.

170, Si forma (a, 6, ¢) ancipiti alicui ae-
. NN — D
Quivalens , adeoque formae (M, N, —3—

Yam proprie, quam improprie, siue tam formae
NN — D . NN—D
(a7, N, —T),quam huic (M, — N, )

M
“t @iy, Sed ex duabus aequationibus mp ~p W T mfticta ¥,
#lmb e g50) — Vma =~ mb) 7= ui(mb —p ne) == V(ma &
;’;). facile deducitur esse aut M == O aut g =< K4 ! =<V, At

== o iam exclusimus.

N z
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proprie: repraesentationes numeri M habebun-
tur per formam (F), tam ad valorem N, quam
ad valorem — N, pertinentes. Et vice versa
si plures repraesentationes numeri M per ean-
dem formam (F), ad valores oppositos expr. /D
(mod. M), N, — N, pertinentes habentur: for-
ma (F) formae (G) tam proprie quam impro-
prie aequiualens erit, formaque anceps assigna-
ri poterit, cui (F) aequiualeat.

Haec generalia de repraesentationibus
hic sufficiant: de repraesentationibuns, in qui-
bus indeterminatae valores inter senon primos
“habent, infra dicemus. Respectu aliarum pro-
prietatum, formae quarum determinans est ne-
%atiuus prorsus alio modo suntiractandae, quam

ormae determinantis positiui: uareiam viras-
que seorsim considerabimus. Ab illis tamquam
facilioribus initium facimnus.

171. PROBLEMA. Proposita forma quacunque(a, b,
a’) cuius determinans negatiwns,=— -— D), designante
nsumeyum positinum, inuenive formam huic proprie aeqwi®
walentem, (A, B, C), in qua A non >/ 5D, B not
> 24, Cnon < A,

Soiutio. Supponimus in forma proposita not*-
omnes tres conditones simul locum habere: &
lioquin enim aliam formam quaetrere opus no?

esset, Sit & residuum abs. min. numeri —
bl . p

. ) ,
secundum modulum &%), atque 4 = —~

“l

*) Obseruare conuenit, si formae alicuius (a, &y a') terminus prim
vel vitimus a vel &’ sit == O, ipsius determinantem esse quadr®”
tum positiuum : quare illud in casu praesenti euenire nequit. -~
Ex simili ratione termini exteri a, &' formae determinantis negati‘
ui, signa opposita habere non possunt.
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Qui erit integer quia b'6’'= bb, b0’ D = pb -}~
D = ga’ = o (mod. 4’). Iam si a“ < a’, fat
denuo b resid, abs. min. ipsius — b’ secun=
: ) b1t pil D . -

dum mod. a%, atque a*’ = “,:{- . Si hic
Iterum @/ < a*, sit rursus 4‘ res. abs. min.

bisi /,ul+ D
[

ipsius 4# secundum mod. a* atque gV ==
Haec operatio continuetur donec in progressi-
one a‘, a’*, a'“, av-etc. ad terminum gm +.1
Perueniatur, qui praecedsnte suo a™ nom sit
minor, quod tandem euenire debet, quia alias
Progressio infinita numerorum integrorum con-
tinuo decrescentium haberetur, - Tum forma
(aw, p=, @w+1) omnibus conditionibus satisfaciet.

~ Dem. L In progressione formarum (a, 5, 49,

(at,- ¢%, a), (a’, ", a’") etc, quaeuis praece-
enti est contigua, quare vltima primae proprie
Qequiualens erit (artt. 159, 160).

II. Quum 6= sit residuum absolute minia
Mum jpsius — sm—t secundum mod. a7, ma«
or quam %am non erit (art. 4).

. IIlI. Qnia a™ a1 = D 4 mb™, atque
"t pon <! g™, a™ g™ non erit > D -} omom,
% quum 4™ non > fav, ama® non erit > D -
damgm et 3am g® non > D, tandemque a™ non

40
3

. Exempl. Proposita sit forma (304, 217, !_55)
Culus determinans = — 3I. Hic inuenitur -
Progressio formarum: (304, 217, 155), (155,—

N3
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62, 25), (25, 12, 7), (7, 2, B), (6, — 2, 7).

Vlitima est quaesita, —~ Eodem modo formae
(121, 4G, 20), cuius determinans — — 19, ae-

uinalentes inueniuntur: (20, — g, 5), (5, ~—
1, 4) (b 1, 5): quare (4, 1, 5) erit forma
quaesita,

Tales formas (4, B, ), quarum determi-
nans est negatiuus et in quibus 4 non >/ 4D, B.
non > %4, Anon > (s formas reductas vocabimus.
Quare cuiuis formae determinantis negatiui, fore
ma reducta proprie aequiualens inueniri pote
erit.

172. ProsuEMA, Tnuenire conditiones, sub qui=
$us duae formae veductae non identicae, eiusdem deter=
minantis, — D, (a, b, ¢}, (a'y b', ¢') proprie aequi=
salentes esse possint.

Sol. Supponamus, id quod licet, 4/ essenon >
a, formameue axx -+ 2bxy -+ cyy transire in a‘ax'x’
-+ 2b'ay’ -~ ¢‘y’y’ per substitutionem propriam
x == «x' § by, y = yx’ + &’ Tum _habebun-
fur aequationes

Ars -} 262y ) == 8% s . e s e e e e s [1]
418 + bad + ) F o3 = b\ .. . ... [2]
la-:)'=l..“”..'_._.......{%l

~ Ex [1}sequitur as’—/(as-}6v)* 4 Dyv; quare
aa' erit positiuus ; et quum ac=0 + b4, a’c’= D-t
&'0*, enam ac, a’c’ positiui erunt: quare a, @/,¢, ¢
omnes eadem signa habebunt. Sed tum a tum
@' non > %2, adeoque aa’ non > 32; quaré
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multo minus Dyy (= aa’ — (as -} by)®) maior
quam 3D esse poterit.  Hinc 5 erit aut = o,
aut = =+ I,

I Si» = o, ex [3] sequitur esse aut «
==1,¢=1,aut s« = — I,8=—=— 1, Invtroque casu
bt ex [1] a'=a, et ex [2]1 & — b = -+ Ca
Sed & non > s, et 4 non > Ia‘ proin etiam
‘non > ia. Quare aequatio b’ — & = * ¢a,

consistere nequit nisi fuerit _
bibl 4 D

al

aut b = b’, vnde sequeretur ¢/ ==

b6 = D
- = ¢, quare formae (a, 8, ¢), (a‘, 8% ¢)

identicae essent contra hyp.

o=

aut b = — b* = -+ 2a, In hoc etlam ca+
su erit ¢/ = ¢ formaque (a4 8%, ¢*) erit (a,—b,c)
i e. formae (a, 6,¢,) opposita. Simul patet for-
mas has esse ancipites propter 26 = -+ a.

II. 81 v = == 1, fit ex [1] qes J- ¢ — a*
= 4 2bs. Sed ¢ non minor quam a, adeoque
hon minor quam a‘: hinc a= + ¢ — &' siue
2ba -certo non minor quam ge«. Quare quum
2bnon sit maior quam a, erits nonminor quam
“«; vnde necessario aut « == 0, aut = * g,

1) Si w=o0, fit ex {1], a’ = ¢, et quoniam
# neque niaior quam ¢, neque minor quam g/, erit
Necessario o' = a4 = ¢ Porro ex [3] fit & =
=1, vnde ex [2] b + b = = ¥ = £ Ja
Hine simili modo vt in (I) sequitur esse

N 4
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aut b = t’,in quo casu formae (4, b, )
(&' &, ¢') forent identicae, contra hyp.

aut b= — ¥, in quo casu formae (z, b,
¢), (a’, b, ¢) erunt oppositae.

'2) 81 & = + 1, ex [1] sequitur 5 26 =24
¥ ¢ — a4 Quare quum neque @, neque ¢
< a erit 2b non <& g, et non < ¢,  Sed 20
etiam non > @, neque > ¢, vnde necessario =
2b = a = ¢, et hinc ex aequ. ;= 2b = a - ¢
— a’, etiam = a’, Fit igitur ex [2] &' = a(ab
~ ¥9) - b(ed 4~ &), siue, propter ad — €3 =
2s b - b = a(ab + 23) ~} 20 v =a (&€ + 2
= €3), ¢uare necessario, vt ante

ant b = p‘, vnde formae (g, 5, ‘c), (s, b, ¢%)
identicae, contra hyp.

aut b = — p‘, adeoque formae illae op-
‘positae.  Simal in hoc casu propter a == -+ 25,
ormae erunt ancipites.

Ex his omnibus colligitur, formas (a, 5, ¢)
(a’, ¥, ¢') proprie aequinalentes esse non posse
nisi fuerint oppositae, simulque aut ancipites,
out @ — c—— &' = ¢. In hisce casibus for-
mas (a, b, ), (a4, b, ¢’) proprie aequiualere,
vel a priori facile praeuideri potuit; si enim
formae sunt oppositae, improprie, et si insuper
ancipites, etiam poprie aequiualentes esse debent ;

' D 3 (a— b%

a y &~ b’ ‘a),
formae (a, b, ¢) contigua et proin aequinalens
erit; sed propter D + bb = ac — aa fit 2@

@

sl vero & — ¢, forma
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S——an

= og — 2b, forma vero (24 — 25, a — b,a) est
anceps; quare (a, b, ¢) oppositae suae. .etiam
proprie aequiualebit,

Aeque facile iam diiudicari potest quando
duae formae reductae (a, 6, ¢), (a', b, ¢’) non
Oppositae improprie aequiualentes esse possint,
Erunt enim impr. aequiualentes, si (a, 5, ¢)
(a/, — &% ¢, quae non identicae erunt, proprie
sunt aequiuvalentes, et contra. Hincpatet, condi-
tionem, sub quaillagimproprie sint aequiualentcs,
esse, vt sint identicae, insuperque aut ancipites
aut 4 = ¢. — Formae vero reductae ¢nae ne-
que identicae sunt neque oppositae, neque pro-
prie neque improprie aequinalentes esse possunt.

173. ProsLEMA. Propositis duabus formis’ eius-
dem determinantis negatini, F el K/, inuestigare virum
Sint aequalentes.

Solutio, Quaerantur duae formae reductae
f, f' formis F, FrTesp., proprie aequiualentes:
si formae f, f* sunt proprie, vel’ improprie vel
Vtroque modo aequiualentes, etiam F, F/ erunt;
8i vero f, f' nullo modo aequiualentes sunt,
€tiam F, F‘ non erunt.

Ex art. praec. dari possunt quatuor casus:

1) Si f, f* neque identicae neque oppositae,
F, F! nullo modo aequiualentes erunt.

2) Si £, f sunt primo vel identicae vel opposi.
tae, et secundo vel -ancipites, vel terminos

Nb
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suos extremos aequales habent: F, F/
tum proprie, tum improprie aequiualentes
erunt.

3) St £, f* sunt identicae, neque vero ancipites
neque terminos extremos aequales habent:
F, F proprie tantum aequiualebunt.

4) Si f, f/ sunt oppositae, neque vero ancipi~
tes, neque terminos extremos aequales ha«
bent: F, F/ proprie tantum aequiualentes
erunt.

Ex. Formis (41, 35, 30), (7, 18, 47) qua-
rum determinans — — 5, reductae (1, o, b),
(2, 1, 3) aequinalentes inueniuntur, quare il-
lae nullo modo aequiualemes erunt. —  For-
mis vero (23, 38, 63), (15, 20, 27) aequinalet
eadem reducta (2, 1, 3), quae: quum simul sit
anceps, formae (23, 38, 63), (15, 20, 27) tum

roprie tum improprie aequinalebunt. — For-
mis (37, 53, 78), (63, 73, 102), aequiualent
reductae (9, 2, 9), (9, — 2, 9) quae guum sint
oppositae, ipsarumque termini exiremi aecua.
les: formae propositae tam proprie quam ime
proprie erunt aequiualentes.

174. Multitudo omnium formarum reducta-
tum, determinantem datum — D habentium,
semper est finita, et, respectu numeri D, satis
modica: formae hae ipsae vero duplici modo
inueniri possunt. Designemus formas reductas
determinantis ~ D indefinite per (4, &, ¢), vbi
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itaque omnes valores ipsorum s, 6, ¢ determina-
ri debent. . o

Methodus prima. Accipiantur pro ¢ omnes
numeri, tum positiui tum negatini non ma.
iores quam ./ %D, quorum residuum qua-
draticum — D, et pro singulis g, fiat b succes-
siue aequalis omnibus valoribus expr. /" —D
(mod. a), non maioribis quam s, tum positine
tum negatiue acceptis; ¢ vero pro singulis valo-
ribus determinatis ipsoruma, b, ponatur :’D_"ib‘

1]
Si quae formae hoc modo oriuntur in quibus
¢ < a, hae erunt reiiciendae, reliquae autem
manifesto erunt reductae. . '

Methedus secunda. Accipiantur pro & omines
numeri, tum positiui tum negatiui, n1on maiores
quam %4/ 3D, sive / 3D; pro singulis & re-
soluatur 66 + D omnibus quibus Hheri ‘porest
modis in binos factores (etiam signorum diuer-
sitatis ratione habita) ambos ipso 26 nonmino.
res ponaturque alter factor, et quidem, quan-
do factores sunt inaequales, minor, == a, alter
== ¢ Si quae formae hoc modo prodeunt, in
quibus 2 >/ $D, erunt reiiciendae, reliquae
Yero omnes manifesto erunt reductae. — Pe-
nique patet, nullam formam reductam dari pos-
Se quae non per Vtramque methodum inue-
Niatur. : '

Ex. Sit D — 85. Hic limes valorum ipsi-
us ¢ est /22° qui iacCet inter 10 et 11, Nu«
Meri vero inter 1 et 1o (incl.) quorum residuum
~ 85, sunt 1, 2, 5, 10. Vnde habentur for.
mae duodecim: (1, 0, 85), (2, 1, 43), (3, —1,
43), (5, 0, 17), (10, 5, 11); (10 — D, 11);(—



1, 0, — 85) (= 2, 1, — 43), (— 2, = 1, — 43)
(-5, 0, — 17), (— 10, 5,— 11), (— 10, — 5,
— 1I).

Per methodum alteram limes valorum ipsi-
us b habetur /%% qui situs est inter 5 et 6.
Pro 5.— o, prodeunt formae (1, o, 75), (— 1,
0, — 85, (5,0, 17), (— 9, 0, — 17), pro.
b — = 1 hae: (2, =%+ 1, 43) (— 2, = 1, —
435, Pro b = & 2 nullae habentur, quia 89
in duos factores, qui ambo non }> 4, resol-
ui nequit, Idem valet de + 3, % 4, Tandem
pro b = _+ 5, proueniunt (10, =* 5, 11), (—
10, =+ 5, — 11).

175. Si ex omnibus formis reductis de-
terminantis daui, formarum binarum, quae, licet
non identicae, tamen proprie sunt aequiualen-
tes, alterutra reiicitur: formae remanentes hac
insigni proprietate erunt praeditae, vi, quaeuis
forma - eiusdem dererminantis alicui ex ipsis
proprie sit aequiualens, et quidem vnicae tan-
tum ‘alias enim inter ipsas aliquae proprie ae-
quiualentes forent).  Vnde patet, omnes formas
einsdem determinantis in totidem classes distribui posse
quot formae remanserint, referendo scilicet formas
eidem reductae proprie aequiualentes in ean-
dem classem. Ita pro D ==8§5, remanent formae
(1,'0, 85), (2, 1, 43), (5, 0, 17):( 10,5, 11), (—1,
0, — 84), (=2, 1,—43), (~ 5,0,— 17),(—10,
5 — 11); quare omnes formae determinantis —
85 in octo classes distribui poterunt, prout for-
mae primae, aut secundae etc. proprie aequi-
ualent, Perspicuum vero est, formas in eadem
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classe locatas proprie aequiualentes fore, for-
mas ex- diuérsis classibus proprie aequiualentes
esse non posse., Sed hoc argumentum de clas-
sificatione formarum infra multo fusins exse-
quemur.  Hic vnicam obseruationem adiici.
mus. Jam supra ostendimus, si determinans
formae (a, b, ¢) fuerit negatiuus = — D, g et¢
eadem signa habere (quia scilicet a: = 66 -
D adeoque positiuns); eadem ratione facile per-
spicitur, si formae (a, b, ¢), (a’, & ¢) sint ae-
quinalentes, omnes a, ¢, &, ¢’ eadem signa ha-
bituros. Si enim prior in posteriorem per
snbsdtut: x = ax! -~ Sy’ y = 32/ -} 9y trans-
it: erit aze - 2be¥ + ¢33 = a',hincas’ = (a»
+ b¢52 + Dy, adeoque certo non negatiuus;
quoniam vero neque 4, neque a‘ = o esse pot-
est, erit aa’ positinus et proin signa ipsoram
a, a' eadem.  Hinc manifestum est, formas
quaram termini exteri sint positiui, ab iis qua-
rum termini exteri sint negatini, prorsus esse
separatas, sufficitque ex  formis reduciis eas
tantum considerare quae terininos suos exteros
positinos habent, nam reliquae totidem sunt
multitudine, et ex illis oriuntur, tribuendo ter-
inis exteris signa opposita; idemque valet de
formis ex reductis reiiciendis et remanentibus,

176. Ecce itaque pro determinantibus qui-
busdam negatiuis tabulam formarum, secundum
"quas omnes reliquae eiusdem determinantis in
classes distingui possunt; apponimus autem,
ad annotat. art. praec., semissem tantum, scili-
Cet eas quarum termini exteri positiui,
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(1, 0, 1).

(l, 0, 2).

(1, 0, 3), (2, 1, 2).

(1, 0, 4), (2, 0, 2).

(1, 0, 5), (2, 1, 3).

(1, o, 6), (2, 0, 3).

(1, 0, 7) (2, 1, 4).

(1, 0, 8 (2, 0, 4), (3, 1, 3).

(1, 0,.9), (2, 1, b)) 3, o, 3).

(» 0, 10), (2, 0, b).

(1) 0, 11), (2; I, 6)7 (3. I, 4)7 (3 — I 4)'
(1, 0, 12), (2, 0, 6), (3, 0, 4), (4 2 4).

OO OO I =

Yt et
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_Superfluum foret hanc tabulam hic vlterius
continuare, quippe quam infra multo aptius
disponere docebimus.

Patet itaque, quamuis formam determinan.
tis — 1, formae xx ~+ yy proprie aequiunalere,
si ipsius termini exteri sint positini, vel huic
— xx — yy, si sint negatiui; quamuis formam
determinantis — 2, cuius termini exteri posi-
tiui, formae xx <+ 2yy etc.; quamuis formam
determinantis — 11, cuius termini exteri posi-
tiui, alical ex his xx -} 1157, 22x -} 22y + 6yy,
3xx + 2xy -+ 4yy, Ixx — 2xy + 4yy etc,

177. PROBLEMA. . Habetur sevies formarum, qua-
v guaenis proecedenti a parte posteriovi contigna : dési-
devatur transformatio aligua propria primae in formam
qUAMCUNGUE Seviei,

Solutiol Sint formae (a,b,0)==F; (a’, ¥', a’*)
— F’; (au, b//, atl/) — F//;(aru’ b“’, a‘V) = F
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b b b e B B Ga Y
etc, Designentur ~——? ———, —— etc. re-
‘spectiue per A/, k", i etc. Sint indetermi-
natae formarum F, F', F etc. x, y; a'y, y'; x*,

¥’ etc. Ponatur F transmutari

in F positis x = «‘a - &y’ y = 20w J ¥y

Fro, ,, o= a x4 Criytt gy —ytixtn Ly

Fev, .. = u‘”x’”—-l—G”’y”’,y:y"’x"!+3\”yul
etc, i

Tum quia F transit in F/ positis ¥ — — y’,
Y = x' -+ hy'; F' in F/ positis %/ = — y*, y’
— xt + Lt _1/“5 F in [t POSiiiS x! — ___ylll,
¥ — x' -} w'y'’ etc. (art. 160), facile erue-
tur sequens algorithmus (art. 159):

W —o0 |6 g vo— 1| =k’
-.41 —:':‘cl 1t —pttGI gyt Nvas — 3 | :hual_ /
allt — c :m,_____h/u:u_uu "= .77, é‘m:__hﬂ’,;\u__yﬂ

_ L3
vV il e, :h‘vﬁ”’—-—aw’ v == MMy —pvdni e

etc.
siue
«’ ~Zo ¢t — e ) -y’ —x |M =4
== | — et plt =0 |3l hedl—y

wir=—¢u cm:h//té‘"_ ci = Sri——feesdee gl
v ==y . fv C4r Q1 fyprv = Jet| Sy = f1v Seid BV

etc.
Omnes has transformationes esse proprias

tum ex ipsarum formatione tum ex art, 159 nul-
lo negotio deduci potest,



— 208 —

Algorithmus hic perquam’ simplex et ad
calculum expeditus, algorithmo in art. 27 expo-
 sito est analegus, ad quem etiam reduci pot-
est*). Ceterum solutio haec ad formas deter-
minantis negatiui non est restricta, sed ad o-
mnes casus patet, si modo nullus numerorum
&'y a'y a'’ etc, == o. :

178, ProsLEMA. Propositis duabus formis F, f,
eiusdem deteymminantis negatiui, progvie aequinalentibus:
inucnire transformationem aliquam propriam alterius in
alteram.

_ Sol, Supponamus formam F esse (4, B,A4%)
et per methodum arr, 171 inuentam esse pro-
gressionem formarum (A4‘, B/, A*), (4%, B", A'")
etc. vsque ad (4@, Bm, Am+1) quae sit redu-
cta: similiterqun f esse (a, b, a‘) et per ean-
dem methodum inuentam seriem (s, &, a’’),
(a"s b, a**) vsque ad (an, bn, an-+1), quae sit
reducta. .Tum duo casus locum habere possunt.

1. Si formae (4™, Bm, Avr1), (av, b7
a»+1) sunt aut identicae, aut oppositae simul-
que ancipites, Tum formae (4n—1, Bm—s, Am),
(a", — b1, av—1) erunt contiguae (designante
Am—1 terminum progressionis 4,4, A",.. A=
penuliimum, similiaque Bm—1, go—1,p*—1), Nam

*) Erit scilicet in signis art. 27, &0 == = [— b, Bl piv. .,
b hn]. vbl signa ambigue po:ita, es5e debent ~— —; —— ofo ; o —
4 g ; prout » formae gk = 0; I; Q2; 3 — et 4N — A=
[ht — h¢y Bt o0 & 0], vbi signa ambigua esse debent &

. —i 4 *i~— =i — =+ prout u formaec 4k ~ o0; 1; 2; 3+
Sed hoc, quod quiuis facile ipse confirmare poterit, fusius exsequis
nobis breuitas non permittie,



Am — g0 | Bm—1= — Bm (mod. Am), n—1=
~ 4" (mod. an siue 4m ), vnde Bw—I — pn—t
== pn__ B adeoque =0, si formae (4m , Bm ,4mt),
(an, p,, a"+1) sunt identicae et = 24" adeoque
== 0, si sunt oppositae et ancipites. Quare in
Progressione formarum (4, B, 4), (4, B, A"),
aay (Am—-l, Bo—1, Agm ), (a", — [,n—l’ an—l)’(an-~l’
~ pn—2,gv—2),..(a’, — &, o), (a, b, ¢’) quaeuis
Oorma praecedenti contigua erit, adeoque per
aft. praec. transformatio propria primae F in
Vitimam f inueniri poterit.

II. Si formae (4™, Br, Am=+1), (a", B",
av +1) non identicae, sed oppositae simulque
4 = gm+1 — gn — o+ 1 Tum progressio
formarum (4, B, 4, (4% B, 4).... (4™, B,
Ang 1)’(an’ p— bn——l’ aﬂ—-l), (an-—-x, — bn.—g’
en—2),... (&, — b, a), (a, b, a) eadem propri-
etate erit praedita. Nam An~+1 = g et B=
~. pn—1 — — (b» - on—1) per av dinisibilis.
Vnde per art. praec. inuenietur transformatio
Propria formae primae Fin vltimam f.

Ex. Ita pro formis (23, 38, 63), (15, 20,
27) habetur progressio (23, 38, 63), (63, 25,
10), (10, 5, 3), G, 1, 2),(2,— 7, 27) (27, —
20, 15), (15 ,20, 27), quare k' = 1, b =3, "
y b = — 1, "= o. Hinc
deducitur transformatio formae 23xx - 76xy
“h 63yy in 15 - 4otx + 278w haec: x = —
3 188, y = 8t + 118 '

0

§2, W= — 3
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Ex solutione hac nullo negotio sequitur
solutio problematis: Si formae F, f improprie sunt
" aequinalentes , inuenirve transformationem impropriam
formae Fin f. Sitenim f =att 4 2btu -+ a’uneritque
forma opposita agp — 2bpg + a‘gqg formae F
proprie aequiualens. Quaeratur transformatio
~propria formae F in illam, x = «p 4 &4, y =
2p + Jq, patetque F transire in f positis x =
ot — &g,y = >t — &, hancque transformatio-

nem fore impropriam,

Quodsiigitur formae F, f tam proprie quam
improprie sunt aequiualentes: inueniri poterit
tam transformatio propria aliqua quam impropria.

179. PromrLeEmMA. Si forma F, f sunt aequiua-
lentes: inuenive omues transformationes formae F in f, .

Sol. Si formae F, f vnico tantum modo
sunt aequiualentes i. e, proprie tantum vel im-
proprie tantum: quaeratur per art. praec. trans-
formatio vna formae Fin f, patetque alias quam

uae huic sint similes dari non posse. Si ve-
ro formae F, f tam proprie quam improprie
aequinalent, quaeran‘ur duae transformationes,
altera propria, altera impropria, Iam sit for-
ma F= (4, B, (), BB — AC = — D, nu-
merorumque 4, 2B, C divisor communis ma-
ximus = m, Tum ex art, 162 patet, in priori
casu omnes transformationes formae F in f ex
vna transformatione, in posteriori omnes p;b- '
prias ex propria omnesque improprias ex im-
propria deduci posse, si modo omnes solutio=

k3



nes aequationistt - D) uu = mm habeantur, His
igitur inuentis problema erit solutum,

Habetar autem D —= 4C — BB. 4D =

4AC — 4BB, quare ':—'i — A;“—i —_ (2;"-’)2 erit

integer. lam si
1) 22 4y erit D P> mm: quare in # -+

mm
Duun == mm, wnecessario debebit esse:—o, adeo-
que ¢ alios valores quam -}~ m, et — m habe.
re nequit. Hincsi F, f vnico tantum modo ae=
quiualentes sunt et transformatio aliqua » —
wx’ |- €y', y = v «' - dy’: praeter hanc ipsam
(quae prodit ex ¢ — m (art. 162 ), et hanc x
== ax’ = Cy’, y — — 2x! — 8’ aliae locum ha-
ere non possunt. Si vero F, f tum proprie
tum improprie aequivalent, atque propria ali-
Qua transformatio habetur x = ax/ - €y, — 2t
+ ly, impropriaque x = .'x' ~} ¢y', y /== '’
+ &y, praeter illam (ex t = m) et hancce x =
~ ax! — 'y Yy = — Px — Jy (ex t =—
m) alia propria non dabitur; similiterque nulla
Impropria praeter x = a‘x'~+ §'y’, y== »'x' -3y’
€y —= — alx! — C'yl, _1/’ e PR Myt
2) 81 :7% = 4, siue D = mm, aequatio {t
+ Dun = mm quatuor solutiones admittet #, 4
=m, 03— m 0;0, 1;0, — 1. Hincsi F, f
Ynico tantum modo sunt aequiualentes et trapg.
formatio aliqua x = «x’ 4+ €y’, y== )z’ 4-')!,1;
9uatuoy omnino transformationes dabuntur, x —

e’ + Cy’,y::j rx! -+ g\y’; r== ff‘;ﬁf x!

— p4 : .

WO ey e @AV gy ETE e Sives
m ) ”

m N
O a
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ro F, f duobus modis aequiualent, siue praeter
transformationem illam ‘datam alia.psi dissi-
milis habetur: .haec quoque suppeditabit
quatuor iliis dissimiles, ita vt octo transfor-
mationes habeantur. — Ceterum facile demon-
strari potest in hoc casu F, f semper reuera
duobus ‘modis aequinalere. ~ Nam quum D ='
mm = AC — BB, m etiam ipsum B metietur.

4 B C . .
Formae (>’ =’ °) determinans erit=— g, quare
m m ’

m
formae (1,0, 1) vel huic (— 1, 0,—1) erit aequi-
ualens. Facile vero perspicitur, per eandem
transformationem per quam (‘f, 2y %) transeat
m m ni
in (= 1,0, =+ 1) formam (4, B, C)transire in (*m,
0,+=m), ancipitem. Quare forma (4, B, C), an-
cipiti aequiualens, cuiuis formae,” cui aequiua-
let, tum proprie tum improprie aequiualebit,
3) Si ;‘;i’ = 3, siue 4D = 3mm. ‘Tum m
erit par omnesque solutiones aequationis tf -
Dun = mm erunt sex, ¢, # = m, 0; — m, 0; im,
15 — ¥m, — 1; im, — 15 — im, 1, Siitaque
duae transformationes dissimiles formae F in f
habentur, x = ex’-} €y, y= 3% -} &' x=
‘' - L'y, y = 3%’ 4 4y’: habebuntur duo-
decim transformationes, scilicet sex priori sirniles
x = = ax! = Cy, y = = 3x’ =+ &y';

4B & %C G+ 5¢
& = =t (e B+ ¥0) x’i(%c—'—-——'}\,
m Jyl

m
y=2=0r + L1 (2 218 .
& = == (G« + .“_?__:_:‘__lc)xlt (¢ - cB-&-,Sc)y'
y= > (91'?__&4 -+ VBx,i_(%;__CA -+ J‘E)y‘

— —_—t
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et sex posteriori similes, quae ex his nascune
tur ponendo pro « & 3 ¢ hos <, ¢, 3% ¥

_ Quod vero in hoc casu semper F, f viro-
que modo aequiualent, ita demonstramus. For-
4D

mae (24 2% 20) determinans erit = — 20
m om oy mm

= — 3, adeoque (art. 176)aut formae (+-1, 0,
= 3)aut huic (2, 1, 2) aequivalens. Vnde facile
Perspicitar, formam (4, B, C) aut formae (=+im,
0, 4= 3m) aut huic (+m, Im, =+m)*) quae ambae
sunt ancipites, aéquiualere adeoque, cuiuis ae-
quiualenti, vtroque modo.
4) Si supponitur :‘;% = 1, fit(’%_i)" = 4 ’:_'f
-~ 2, adeoque =2(mod. 4). Sed quum nullum’
guadratum esse possit = 2(mod. 4) hic casus
“locum habere nequit-
¢ 4D 2B
5) Supponendo 22 = 1, fit(X)r = ’;f’_‘f...
1 = — 1 (mod. 4). Quod quum impossibilé
sit, etiam hic casus nequit locum habere.

Ceterum quum D neque == 0, neque ne-
gatiuus sit, alii casus praeter emumeratos dari

non possunt.

180. PropremaA. Inuenire omnes repraesentatios
nes numeri dati M per formam axx | 2bxy -+ cyy
<. F, determinantis uegativi ~— D, in quibus x, ¥

- Yalores inter se primos nanciscunturs

*) Demonstrari potest, formam (4, B, €) uecessario posteriori Aequi-
nalere ; sed hoc bic mon necessarium,
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Sol. Ex art. 154 patet, M eo quo requi-
ritur modo repraesent.lri non posse, nisi — D
sit resid. quadr., ipsius M. Inuestigentur ita-
que primo omnes valores diuersi(i. ¢.incongrui)
expr.y/ — D(mod. M), quisint N, — N, N' N,
Vv — N etc.; quo simplicior euadat calcu-
lus, omnes N, N' etc. ita determinari possunt,
vt pon sint > 3. Jam quoniam quaeuis re-
praesentatio ad aliquem horum valorum per-
tinere debet singuli seorsim considerentur.

Si formae F, (M, N, L‘%ﬂ) non sunt

proprie aequiua'entes, nulla repraesentatio ipsi-
us M ad valorem N pertmens dari potest (art.
158). Si vero sunt, inuestigetur transformatio

propria formae Fin Mx/x‘-+ 2 Nx'y' + 2% NNy .’

qua‘e sit x= %’ -Cy', y= yx’ +3y ,emquex—-
«, ¥ = ) repraesentatio numeri M per F ad N
pertinens. Sit diu. comm. max. numerorum 4,
2B, C, = m distinguanturque tres casus (art,
praec.):

1) 51 ',> 4, aliae repraesentationes ad N :

pertmemes quam hae duae x =, y ==, =«
= — ¢, y === — 3 neon dabuntur (artt. 169, 180).

2) Sl = 4§, habebuntur guatuor reprae
sentanones x — * &, y = % ¥; X =
w5 t 4¢ ad ¥ yB

—_— A=
w2 Y = — "
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3)8i £2 — 3, habebuntur sex repraesen-

lmm
tationes, ¥ —*a, y — = x = == (%a —
B 4~y C ad ~+ yB
ot ==2G v+ ) v == (B«
8B 4. yC L T «A %+ ¥B
m hY = EEy— e

Fodem modo quaerendae sunt repraesen-
Sentationes ad valores — N, N/, — N’ etc.
Pertinentes.

181. Inuestigatio repraesentationum nu.
mMmeri M per formam F in quibus x, y valores
inter se non primos habent, ad casum iam con.
Sideratum facile reduci potest. Fiat. talis res
Praesentatio ponendo x = e, y = uf, ita vt «
81t din. comm. max. ipsorum ee, uf, siue ¢ f
later se primi. Tum erit M = wux(Aee - 2Bef
+ ¢ff) adeoque per wue dinisibilis; substitutio
Yero x = ¢, y = f erit repraesentatio numeri
iz per formam F, in qua %, y valores inter se
Primos habent. Si itagne M per nullum qua-
dratum (praeter 1) diuisibilis est, e. g. si est
Numerus primus: tales repraesentationes ipsius
M non dabuntur. Si vero 4 diuisores quadra-
. Yeos implicat, sint hi wg, w, #r etc.  Quae-
Tantur primo omnes repraesentationes numeri
R per formam (4, B, (), in quibus x, y valo-
Tes inter se primos habent, qui valores si per
» multiplicantur praebebunt omnes repraesen-
lationes ipsius M, in quibus diu. comm. max,
Dumerorum x, y est x.  Simili modo cmnes
Tepraesentationes ipsius ;= in quibus valores

0 4
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ipsorum x, y inter se primi sunt, praebe-
bunt omnes repraesentationes ipsius M in qui-
bus diu. comm, max, valorum ipsorum z, y
est » etc.

Palam igitur est, per praecepta praeceden-
tia omnes repraesentationes numeri dati per
formam datam determinantis negatiui inueniri
posse. '

182, Descendimus ad quosdam casus par-
ticulares, tum propter insignem ipsorum ele-
‘gantiam, tum propter assiduam operamab ill, Eu-
lero ipsis impensam, vnde classicam quasi di-
, gnitatem sunt nacti,

, I. Per formam xx + yy ita repraesentari
vt x ad y sit primus, (siue in duo quadrata in-
ter se prima discerpi), nullus numerus potest
nisi cuius residuum quadraticum est — 1, tales
vero numeri, positiue accepti, omnes poterunt,
Sit M talis numerus, omnesque valores expr.
v~ — 1 (mod. ¥) hi: N, — N, N, — N, N*,
— N" etc. Tum per art. 176 forma (M, KN,.
ﬂf—:—{—) formae (1, 0, 1) proprie aequinalens
erit. Sit transformatio aliqua propria huius in
illam, x = «x’ -+ €y, y= 2’ + Jy’, eruntque
repraesentationes numeri M per formam xx -}
yy ad N pertinentes hi quatuor #); x = =+ s,
=i g = =Y, g = e : .

*) ‘Patet ‘enim, hunc casum sub (2) art, 180 contentum esse,



Quum forma (1, o, 1) sit anceps, patet,

etiam formam (¥, — N, ™Y 1;" ') ipsi proprie

aequinalentem fore, illamque proprie in hanc

transmutari positis ¥ = .2’ — by, y = — =’
- 4. Hinc deriuantur quatuor repraesentatio-
nes ipsius M ad — N pertinentes, x = 3= «,

y =9 %; x = ~+2 y = =+ o Manifestum
itaque est, octo repraesentationes ipsius M da-
ri, quarum semissis altera ad N, altera ad — N
pertineat; sed hae omnes wvnicam tantummo-
do discerptionem numeri M in duo quadrata
exhibent, M — «s - 3, siquidem ad qua-
drata ipsa tantum, neque vero ad ordinem ra-
dicumue signa spectamus.

Quodsi itaque alii valores expr. /" — 1
(mod. M) praeter N et — N non dantur, quod
e.g. euenit, quando M est numerus primus, /7 vni-
co tantum modo in duo quadrata inter se pri-
ma resolui poterit. - Iama quum — 1 sit resi-
duum quadraticam cuiusuis numeri primi for-
mae 4n ~+ 1 (art. 108), manifestoque numerus
primus in duo quadrata inter se non prima dis-
cerpi nequeat, habemus theorema:

-

Quinis numerus primus formae fn -+ Y in duo
quadrata decomponi potest, et quidem vmico tantum mo=
do. 1 =0 -+ 1,5 =14 4 13 = 4 + 9
17 = 1 4 16,29 = 4 ¥ 25, 37 = 1 + 36,
41 — 16 ~ 25, 53 = 4 + 4g, 61— 25
38, 73 = g 4 64, 89 = 25 - 64, 97 =16

+ 81 etc. -
05
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Theorema ho¢ elegantissimum iam Ferma«
tio netym fuit, sed ab ill. Ealero primo de-
monstratum est, ‘Comm. nou. Petr, T. V, ad an-
nos 1754, 1755, p. 3 sqq. In- T. 17, diss, ex-
stat ad idem argumentum pertinens, p 3 sqq.,
sed tuin rem penitus nondum absoluerat, vid.

imprimis art. 27.

Si igitur numerus aliquis formae 44 + 1
aut pluribus modis aut nullo modo in duo qua-
drata resolui potest, certo non erit primus.

Vice versa autem, si expr. ¢/ — 1 (mod.
M) praeter N et — N alios adhuc valores ha-
- bet, aliae adhuc repraesentationes ipsius M da-
buntur, ad hospertinentes. In hoc itaque casu
M pluribus modis in duo quadrata resolui pot-
erit e, g. 65— 1 4 64 = 16 -} 49, 221 =
25 4 196 = 100 + 121, '

Repraesentationes reliquae, in quibus x, y
valores obtinent non primos inter se, per met-
hodum nostram generalem lacile inueniri pos-
sunt, Obseruamus tantummodo, si numerus
aliquis factores formae 4n + 3 inuoluens, per
nullam diuisionem per quadratum ab his libe-
rari possit (quod fiet, si aliquis aut plures ta-
Livin factorum dimensionem imparem habet), hunc
nullo modo in duo quadrata resolui posse *).

*) Si numerus A == QuSa“bgt7'... ita vt &, &, ¢ etc. sint numeri
primi inaequales formae 4w =4 1, stque § productum ex omni~
bus factoribus primis ipsius M formae 4m» —j~ 3 (ad quam formam
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1II. Per formam xx -+ 29y nullus numes
rus, cuius non residuum — 2, ita repraesenta-
M potest vt x ad y sit primus, reliqui omnes
poterunt, Sit - 2 residuum nuaweri M, at-
que N valor aliquis expr. /- — 2 (mod. M).
Tum'per art. 176 formae (1, o, 2), (M, N,
NN 4= 2 . - !
~——) proprie aequiualentes erunt, Transeat
illa proprie in hang ponendo x — ax’ 4. Cy%
Y = yx' -}~ 8y’, eritque x == ¢, y .— » reprae-
sentatio numeri M ad N pertinens. Praeter
quam et hanc ¥ == — &, y — — »aliae ad" N
Bon pertinebunt (art. 1380),

Simili modo, vt supra, perspicitur, reprae.
Sentationes x — == &, y =— = » ad valorem
— N pertinere, Omnes vero hae quatuor.
Tepraesentationes vaicam tantum discerptim
Nem ipsius M in quadratum et quadratum
duplex exhibent, et si praeter N et — N
alii valores expr.y/. — 2 (mod. M) non dantur,
aliag discerptiones non dabuntur. Hinc adiu-

Meato proposs. art. 116 facile deducitur theo-
Yema:

quinis numerus positiuus reduct potest, faciendo @ -— o quanda
M est impar, et § == 1 quando ] nullos factores formae g4 4~

8 implicar): M nullo modo in duo quadrata resolui porerit, si § est!
Non-quadratus ; si vero § est quadratus, dabuntur Z(a—1) (5 -1
¥ ~+1) etc discerptiones ipsius 37, quando aliguis numerorum
® C. o et est impar, aut F(a— 1) (E—F1) (y4—1) etc -+ %,
Quando emnes e, [ ¥ etc. sunt pares (siquidem ad quadraca ipsa
tantum respicitur), Qui in calculo combinationum aliquauttm sunt
versati, demonstrationem hunius theorematis fcni, perinde vt aliis
Particularibus, immorari nobis non lices) exX theoria nostra generalj
haud difficulter eruere poterunt. Cf. art. 105,



Quiuis numerus primus formae Su ~ 1 wve! Su
~t 3 in quadratum et quadvatum duplex decomponi
potest et quicems vnmico tantum modo. 1 == 1 + O,
=1+ 2 1t=9g+ 2 17=9 -+ 8 19
== 1 + 18, 41 = g + 32, 43 = 25 ~ 1§,
59 = 9 -+ 50, 67 == 49 + 18, 73 = 1
72, 83 = 81 ~+ 2, 89.= 61 + §, g7 = 25
-+ 72 etc.

Etiam hoc theorema, vti plura similia,
Fermatio innotuit: sed ill. La Grange primus
demonstrationem dedit, Swite des recherches d Arithe
metique, Nouv. Mem. de ' Ac. de Berlin 1775,
p. 523 sqq. Multa ad idem argumentum perti-
nentia iam ill, Euler absoluerat, Specimen de vsu
obsevuationum in mathesi pura Comm, nou. Petr.
T. V1 p. 185 sqq. Sed demonstratio completa,
theorematis semper ipsius industriam elusit, p.
200. Conf. etiam diss. in T, VIII (ad annos
1760, 1761), Supplementum quorundam theovematum

avithmeticorum, sub fin,

¢

III. Per methodum similem demonstratur,
quemuis numerum cuius residuum quadr. sit
—~ 3 repraesentari posse aut per formam xx -}
Byy, aut per hanc 2xx - 22y -+ 24y, ita vt valor -
ipsius x ad valorem ipsius y sit primus. Qua-
re quum — 3 sit residuum omnium numerorum
primorum formae 3z + 1 (art. 119) manife-
stoque per formam 2xx -+ 2xy -+ 2yy numert
pares tantum repraesentari possint: eodem mo-
do vt supra habetur theorema:



Quinis numerus primus formae 3n -1~ 1in quadrg-
tum ot quadratum tripiex decomponi potest, et quidem
Unico tantum modo. 1 == 1 -+ o, 7 ==4 + 5,
13 = 1 + 12, 19 — 16 4+ 3, 31 = 4+ 27,
37: 25 ~ 12, 43 = 16 + 27,6( = 49 +
12, 67 = 64 + 3, 73 = 1 4 72 etc.

Demonstrationem huius theorematis ill. Eu-
er primus tradidit in commentatione modo
laudata, Comm. neu. Petr, T. VIII, p, 105 sqq.

Simili modo vlterius progredi et ¢. g. osteri-
dere possemus, quemuis numerum primum for--
Mmae o0n + 1, Vel 20u - 3, vel 208 4 7, vel
20% -+ g (quippe quorum residuum — 5) per
alterutram formam xx + 5yy, 22x ~+ 2xy -} 3yy re-
Praesentari posse, et quidem numeros primos for-
Mae 204 -~ 1 et 20n + g per priorem, primos
formae 20 ~+ 3, 20n-} 7, per posteriorem, nec
Non dupla primorum formae 20z+- 1, 20n - g
Per formam 2xx ~~ 2xy - 3yy, dupla primorum
Orinae 20% + 3, 20u--7, per formam xx-+5yy : sed

anc propositionem infinitasque alias particulares
Quiuis proprio marte ex praecedentibus et infra
radendis deriuare poterit. — Transimus itaque
8 formas determinantis positini, et quum harum
Wdoles prorsus alia sit, quando determinans est
Quadratus, alia, quando non-quadratus: formas

Sterminantis quadrati hic primo excludimus
Posteaque seorsim considerabimus,

5 183. Prosiema. Proposita forma quacunque
i b, a*), cuius determinans positiuus nom-quadratus
== D inuenire formam huic proprie aequinalentem, (A4,
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B, C),)'in qun B sit positiuus et <X/ D; A vero
st est positinus, vel — A, si A negatiuus, interf D
¢ D — B situs.

Sol, Supponimus in forma proposita ytrams
gue conditionem nondum locum habére; alio-
quin enim aliam formam quaerere opus non
esset. Porro obseruamus, in forma determi-
nantis non-quadrati terminum primum vel vlti-
mum == 0 esse non posse (art. 171 ann.). Sit
b = — b-(mod. a') atque intra limites\/ D et

D 3= a situs (accepto signo superiori, quan-
do 4’ positiuus, inferiori, quando est negatiuus)

quod heri posse simili ratione vt art, 3, facile

iy bt — D .
demonstratur, ponaturque — = a¥, qui

erit integer, quia 6! — D = b6 — D =aa' =
o (mod. a*). lam si a” < a, fiat denuo 6 =
— v’ (mod. a) et inter /" D ety” D = a" si-
tus (prout a* positiuus vel negatiuus) et bl b — D

alt
a‘, 81 hic iterum 4/ < a’, sit rursus ‘¢
— b (mod. a*"), etinter /" D et/ D = a situs

bloptit . .
2 — av, Haec operatio conti-

il

atque

att

nuetur, donec in progressione &', a”, a'¥, av
etc. ad terminum g™ perueniatur, praeceden-
te am non minorem, quod tandem euenire de-
. bet, quia alioquin progressio infinita numerorum
integrorumi continup decrescentium haberetur.
Tum positis g = 4, bm = B, an+1 = (, for-
ma (4, B, C) omnibus conditionibus satisfaciet.



Dem. 1. Quoniam in progressione forma-
run] (a’ b’ a/)' (a/, b/’ a//), (all, b”,‘ au/) etC‘.
quaenis praecedenti est contigua: vlima (4,
B, C) primae (s, b, ¢’) proprie aequiualens erit.

1. Quia B inter /~ D et/ D 3= 4 situs
est (accipiendo semper signum superius (uan-
do 4 est positiuus, interius' quando 4 est
heg(ﬁiuus}: patet, si ponatur vV D—B=p B
~ (v D= 4) = g, hos p, g fore positiuos,
Iam facile confirmatur, fore gq - 2pg ~+2p/ "D
= D -} 4AA — BB; quare D -+ A4 — BB
erit numerns positiuus, quem ponemus = r,
Hine propter D = BB — AC, it r = A4 —
4C, adeoque AA — AC nunterus posiiius: quia
Vero per hyp.” 4 non est maior (uam C, mani-
festo illud aliter fieri nequit, quam si 4C gst
Degatiuns, adeoque signa ipsorum 4, C opposi--
:,ﬂf- Hinc BB='D 4 A4C < D adeoque B <

D.

HI. Porro quia— AC = D — BB, erit AC
< D, et hinc (quia 4 non < C), 4 </ D.
Quare/ D= A erit positiuus, adeoque etiam
B, qui inter limites "D ety D + 4, est
Situs, . , -

1V. Hinc a potiori /" D + B = 4 positi-
Uus, et (quia /D — B =4 = — ¢, est ne-
Batinys, == 4 situseritinter D + Bety D
~ B. Q £ D.

o Ex. Proposita sit forma (67, g7, 140),
Ulus determinans = 2g9. Hic inuenitur pro-
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gressioformarﬁm (67, 97, 140), (140, — 97, 67)
(67, — 57, 20) (20— B, = 1), (= 1, 5, 4)
Vitima erit quaesita.

Tales formas (4, B, C) determinantis posi-
tiui non-duadrati D, in quibus 4 positiue ac-
ceptus iacet inter /D 4+ B e D— B, B
vero positiuus est atque <t /" D, formas redu-.
ctas vocabimus, Formae itaque reductae deter-
minantis positiui non-quadrati aliguantum_difs
ferunt a formis reductis determinantis negatiui;
sed propter magnam analogiam inter has et
illas, demominationes diuersas introducer¢ no-
luimus.

184. Si aequiualentia duarum formarum
" yeductarum determinantis positini aeque facile
dignosci posset, vt in formis determinantis ne-
gatiui (art. 172), aequiualentiam duarum for-
marum quarumcungue eiusdem determinantis

ositini nullo negotio diindicare possemus, Sed
Eic res longe aliter se habet, fierique potest
vt permultae formae reductae inter se aequi-
ualentessint. Antequam itaque problema hocag-
- grediamur, profundius in naturam formarumre-
ductarum (determinantis positiui non- quadrati,
quod semper hic subintelligendum) inquirere
necesse erit.

1) Si(a, 6, c) est forma reducta, a et ¢
signa opposita habebunt. Nam posito determi-
nante formae = D,,erit ac = b4 — D, adeoque,
propter ¢ <./ D, negatiuus.



2) Nuomerus ¢ perinde vt g, positine ac-
Ceptus, inter o/ D+ & et/ D — & situs erit.

Nam — ¢ = 2.2 *; quare, abstractione facta

. L. ol - D — &b D — &b s
2 signo, ¢ iacebit mter‘fD - et 1 e

. X b D— b
later /D — b et D + b.

3) Hinc patet, etiam (c, b, ) fore formam
redactam.

4) Tumm a tum ¢ etunt < 24/ 0. Vterque
enim est </ D+ B; adeoque a potiori <{2y/ D,

5) Numerus ¢ situs erit inter /" D et /"D
¥ a (accepto signo superiori quando & positi-
uus, inferiori quando est negatiuus). = Quia e-
Dim -+ g iacet inter " D 6 et/ D — §,
erit ¢ g — (D — b), siue b — (/' D = a)
Positiuus; 4 — ¢/ D autem est negatiuus;
Yuamobrem & inter / D et /"D 3= a erit situs.
— Prorsus eodem modo demonstratur, & inter
V' D et D = ¢ iacere (ptout ¢ pos. vel neg.).

6) Ciiiuis formar veductae (a, b, ¢) ab viraque
Parie contigun est reducta vna, et now plures; .

Fiat a’ = ¢, b’ = — b (mod. a‘) et inter
VD et D af situs *), o = "2 ; 2 eritque

forma @t &, ¢’) formae (s, 6, c) ab vitima

*) Vi signa ambigua sunf, suptriora semper yalent quahdo af est
pasitiuas, inferiora quando ' negatiuus,

P
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parte contigua, simulque manifestam est, si
vlla forma reducta formae (a, 6, ¢) ab vltima
parte contigua detlr, eam ab hac (4’ ¥, ¢) di-
uersam esse non posse. Hanc vero reuera es-
¢e reductam, ita demonstramus.

A Si ponitur /"D + bF @' = p, =+ o' -
(/D —b)y=ygq, /" D— b==v,hip, g, ex (2) supra
et defin formae reductae erunt positiui. Porro
ponatur & — (D £ a) = ¢, v D - ¥ =
#/ eruntque g‘, »' positiui, quia b/ iacet nter
D ety D a. Denique sit b + & = &
ma’ eritque m integer. lam patet esse p 4 g*
= b -} &, adeoque b b sine + ma’ positi-
num, et proin etiam m; vnde sequitur = — x
certe non esse negatiuum, Porro fit » ~+ ¢’
otoma’ = 2b6' =+ a', sine 20 =1r - q' =(m
~ 1)a’, vnde 25’ et & necessario erunt po=
sitiui, Et quoniamé’ 4= ¢/ =/ D, erits’'< \/ D.

B) Porro fit » + ma’ = /D - b, sive
v Xm - =D 4 b = a; quare D
-+ &4 + o’ erit positiuus.  Hinc et quoniam
= a' — (4 — ¥) = g¢', adeoque positinus,
3= o iacebit inter /"D + b et /D~ b =
Quocirca (a4, &', ¢’) erit forma reducta.

Eodem modo demonstratur, si fiat ¢ = a,

% = — b (mod. %) et inter v/ Det /D =%
. bl —

situs, ‘a6 = “~—2, formam (‘a, ‘b, ‘) fore re-
3

ductam. Manifesto autem forma haec formae
(4, b, ¢) a parte prima est contigua, aliaque




raducta praeter (s, ‘b, %) hac proprietate prae-
dita esse non poterit.

Ex. Formae reductae (5, 11 — 14), cuius
determinans = 191, a parte vitima contigua
reducta (~ 14, 3, 13), a parte prima vero
haec (— 22, g, 5).

7) Siformae reductae (a, &, ¢) a parte vitima
contigua est reducta (a’, #’, ¢): reductae (¢, b, a)
contigua erit a prima parte forma (¢, ¢/, a);
et si reductae (s, b, ¢) a prima parte contigua
est forma (‘a, ‘b, ‘c); reductae (¢, b, a) reducta
(‘c, ‘4, ‘a) contigua erit ab vltima parte. Porro
etiam formae ( — ‘a, ‘6, — %), (— a, b, — ¢),
(~ a‘, 0/, — ¢') reductae erunt, et secunda
primae, tertia secundae ab vltima parté conti-
guae, siue prima secundae, secundaque tertiaea
parte prima; similiterque tres formae (—, 4
~a),(— ¢, b, a)y (~ ‘%, ‘6, — ‘a), Haec tam
Obuia sunt vt explicatione non egeant,

1

185. Maultitudo omnium formarum re.
ductarum determinantis dati D semper est fi-
nita, ipsae vero duplici modo inueniri poss
sunt, Designemus indefinite omnes. formas re:

uctas determinantis D per (a, b, ¢), ita vt
Omnes valores ipsorum a4, b4, ¢ determinare
Oporteat.

\ Methodus prima. Accipiantur pro 4 omnes
Numerj (tum positine, tum negatiue) minores
Quam 2./ D, quorum residuum quadraticam
D, et pro sizgulis g, ponatur & aequalis omni-

P2 ‘
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bus. valoribus positiuis expr. /" D (imod. a)
inter /"D et /D = o iacentibus, ¢ vero pro
singulis valoribus determinatis ipsorum a, b,

N b — D .
ponatur = =2 . 8i quae formae hoc mo-

do oriuntur, in quibus = a extra /D + &
et D — b situs est, reiiciendae sunt.

Methodus secunda. Accipiantur pro b offities
numeri positiul minores quam /" 1), pro singu-
lis 4 resoluatur 66 — D omnibus quibus feri
potest modis in binos factores qui neglecto
signo inter /D ~ b et /" D — b jaceant,
ponaturque alter == a, alter — . Manifestum
est, singulas resolutiones in factores prae-
bere binas formas, quia vierque factor tum ==
a, tum = ¢ poni debet.

Ex, 8it D = 79 eruntque valores ipsius
gviginti duo 3= 1, 2,3, 5, 6, 7, g, 10, 13, 10, 15.
Vnde inueniuntur formae vndeuiginti: (1, 8, —
15), (2» 7, — 15), (3, 8, — b), (3, 7» — 10), (5,
8 - 3), 6, 7y — 6), (6, Ty — 5), (6, 5, — 9)y
7 & — 9), (7, 3, — 10), (9 3y — 6)s (9 4»
— 7), (10, Ty — 3), (10, 3, — 7 (13, 1, —
6), (14, 3, — 5), (15, 8, — 1), (15,7, - 2),
(15, 2, —~ 5), totidemque aliae quae fiunt ex his
81 terminorum exterorum signa commutantur,
puta (—1, 8,25), (— 2,7, 15) etc. itavt omnes
triginta octo sint. Sed ex his reiiciendae sex
(= 13, 1, = 6), (¥ 14, 3, =% 5), (= 15, 2,
= 5); reliquae triginta duae omnes reductas
amplectuntur. Per methodury secundam eae-
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dem forma prodeunt sequenti ordine®): (= »,
3, % 10), (= 10, 5, % 7), (= 7 b ¥ 9),
(= 9, 4, T 7) (£6,5 F9), (*o
5, == 6), (== 2, 7, = 15), (=3, 7, = 10),
(% 5, 7, = 6), (== 5, 7. = 5), (= 10, 7, =3)
(= 15, 7, F 2y (=1, 8, = 15), (= 5,8, F
8), (5 5, 8 + 3), (== 15 8, = 1). '

186. Sit F forma reducta determinantis
D, ipsique ab vltimo parte contigua forma re-
ducta F'; huic iterum ab vltima parte contigua
reducta F*; reducta F'# ipsi F“ contigua ab
vltima parte etc. Tum patet, omnes formas
F¢, Fi*, F etc. esse prorsus determinatas, et
tum inter se tum formae F proprie aequiua-
lentes. Quoniam vero multitudo omnium for-
marum reductarum determinantis dati est fie
nita, manifestum est, omnes formas in progres-
sione infinita F, F/, F" etc. diuersas esse non
posse.  Ponamns Fm et Fm-+v esse identicas,
‘eruntque Fm—1, Fmin—1 reductae, eidem for-
Mae reductaea parteprima contiguae, adeoque
identicae; hinc eodem modo F=—2 et Fu—fu—2
etc. tandemque F et Fo identicae erunt. Qua-
e in progressione F, F/; F etc., si modo sa-
tis longe continuatur, necessario tandem forma’
Prima F recurret; et si supponimus Fv esse
Primam identicam cum F, siue omnes F/, F“,..
Fo—1 3 forma F diuersas: facile perspicitur,
omnes formas F, FY; FY..,. Fo— diuersas fore.
%) Pro b =— y, = %8 in duos facteres qui neglecto -\igno inter

V?Q + 1 et {/ 79 — 1 iaceant, resolui nequit; quare hic yalor
€3t practereundus, ex eademque ratione valores 2 et - N

P3
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Complexum harum formarum vocabimus perioe
dum formae F. Si igitur progressio vltra vl
mam periodi formam producitur, eaedem for-
mae F, F/, F” etc. iterum prodibunt, progres-
sioque tota infinita F, F/, F* etc. constituta
erit ex hac periodo formae F infinities repetita.

Progressio F, F’, F* etc. etiam retro con-
tinuari potest, praeponendo formae F redu-
ctam ‘F, quae ipsi a parte prima est contigua;
huic iterum reductam “F, quae ipsi a prima
parte contigua etc, Hoc modo habebitur pro-
gressio formarum virimque infinita

perspicieturque facile, ‘F identicam fore cum
Fo—1, ¢#F cum Fn—2 etc. adeoque progressio-
nem etiam a laeua parte e periodo formae F,
infinities repetita, esse constitutam.

Si formis F, F, F“ etc. ‘F, *“F etc.
tribununtur indices o, 1, 2 etc, — 1, — 2
etc. generaliterque formae Fuw index m, for-
mae mF index - m, patet, formas guascunque se-
rici identicas fore vel dinersas, prout ipsarum indices
congrui sint yel dncongrui secundum modulum n.

Ex. Periodus formae (3, 8, — 5) cuius
determinans == 7g, inuenitur haec: (3, 8§ — 5)
(— 5 7, 6), (6, 5 — 95 (— 9 4 7) (7,3
~— 10), (— 10, 7, 3). Post vlimam iterum
prodit (3, 8, — 5). Hic itaque » = 6.

187. Ecce quasdam obseruationes gene-
rales circa has periodos.
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1) Si formae F, F’, F" etc.; ‘F, “F, #p
etc.fta exhibetur: (a, 8, — ), (—a, &' 0"), (a%,
b, — 8’y etc.; (— ‘a, ‘b, a), (“a, *b, — %a),
(— w1y, ‘g, 3) etc: omnes a, 4’y a’, o' etc.
‘ay 44, w1g etc, eadem signs habebunt (art. 184,
1), ornes vero &, b, b etc. ‘b, "4, etc, erunt

Positiui,

. _2) Hinc manifestum est, numerum » (mul-
ttudinem formarum ex quibus periodus for-
Mae F constat) semper esse parem. LEtenim
terminus primus formae cuiusuis Fm ex hac
Periodo manifesto idem signum habebit vti
terminus primus e formae F, si m est par, op-
Positum, si m est impar. Quare quum Fa et F
identicae sint, » necessario erit par. '

3) Algorithmus per quem numeri §/, 5%,
b erc., a%, o eic. inueni x 3
. a% . juntur, ex art. 184,
6 est hic:

inter limites

Vv D et

b _ ‘ D<a’ W — D= b
=-% (M.d ) f FY a’" = --—:;——
' —=__ 4/ 7 Da—a” § gttt = D —bisl
=-—b (M.a ) f Fa a = -———;‘—l"""
b= _ pus . e gtir | giv o DB
oMy | / DFe' | a~ = -

etc.

vhij . . N

ri)ol 1 columna secunda signa superiora vel infe-

Po:_a‘ sunt accipienda, PrOut a, a'y a! etc. sunt
Wi vel negatiui, Loco formularum in co«

P4
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lumna tertia etiam sequentes adhiberi possunt,
quae commodiores euadunt, quandq D est
numerus magnus: '

# =T 404 o

a8l — d\i”

e GOSN
av — fi'_”'_"(é'.'-—b”’)—{-a“ etc,

a

4) Forma quaecunque F@, in perioda
formae F contenta, proprie eandem periodum
habet vt F. Scilicet periodus illa erit Fm, Fo +1
eoy. Fo=1, F, Fi.... F™—1, in qua eaedem fc--

. mae eodemque ordine occurrunt, vt in perio-
do formae F, et quae ab hac tantummoda
respectu initii et finis discrepat,

5) Hinc patet, omnes formas reductas eius«
dem determinantis D in periodos distribui posse,
Accipiatar aliqua harum formarum, F, ad libi-
tum inuestigeturque ipsius periodus, F, F!, F/
vo.o Fui-1, quam  designemus per P, Si
haec omnes formas reductas determinantis D
nondum amplectitur, sit aliqua in ipsa non conten-
ta G huiusque periodus Q. Tum patet P et @
nullam formam communem habere posse;alio-
quin enim etiam G in P contenta esse deberet
periodique omnino coinciderent. Si P et @
omnes formas reductas nondum exhauriunt, a-
liqua ex delicientibus, #, periodum tertiam, R,
suppeditabit, quae neqre com P neque cum @
formam communem habebit, Hoc modo con-
tinuare possumus, vsquedum omnes formae re-



ductae sint exhaustae. Ita ¢ g. omnes formae
reductae determinantis 79 in sex perxodos)dis-
tribunntur:

L (1'71—-15)? (—[5’ 7y 25 (2, 75— 15), (—15,8, 1).
TL(= 1,8, 153, (15, 7,~2) (=2, 7, 152, (15, 8,— 1),

111, (32 8, — 5), (— 5, s 6), (6, 5, — 9) (" o2
by 7y (703, — 10), (— 10, 7, 3)

Iv9 (— 5’ 8,, 5)! ( 51 79 - 6)) ('— 6-: 57 9)7
(9; 4 — 7h (-7 3y 10), (— 10, 7, —3).

V- (5; 8} - 3)’ (" 3, 7’ IO), (IO, 3’ - 7)’ (—
7y 4y 9), (9»'52 — 6), (— 6 i 5).

VL (— 5, 8, 3), (3, 7, — 10), (— 10, 3, 7,
(7, b — 9)1 (-9 5 6), (6, 7, — 5).

6) Vocemus formas socias, quae ex iisdem
terminis constant, sed ordine inuerso positis,
vt (a, b, — a9, (— a% b, a). Tum facile per-
Spicitur ex art. 184, 7, si periodus formae re-
ductae Fsit F, F, F.... Fa—1 formae F so-
Cia f formisque Fan—1, Fan—2. ., , F#, F¢ resp.
Sociae sint formae f*, f“.... fo—2, fo—=1; perio-
“dum formae f fore f, f, f*“ ... fo—2, fo—1 ad-
eoque ex totidem formis constare, vt perio-
Qum ‘formae K. Periodos formarum sociarum
Vocabimus periodos socias, Ita in exemplo nostro
Sociae sunt periodi III et VI; IV et V,

7) Sed fieri etiam potest, yt forma fipsa
;1“ periodo sociae suae F occurrat, Vi in ex,
Ostro in periodo I et II, adeoque periodus



— 234 —

formae F cum periodo formae f conueniat, si-
ue Vvt periodus formae F sibi ipsi sit socia.” Quoties
hoc euenit, in hac periodo duae formae an-
cipites inuenientur  Ponamus enim periodum
formae F constare e 25 formis siue F et Faa
esse identicas; porro sit "Em—{-x index formae f
in periodo formae F*), siue Fem~+t gt F s0a
ciae. Tum patet etiam F' et F?» fore socias
nec non F et Fam—: etc,, adeoque etiam Fm
et Fot+ 1, Sit F® == (am, bmy — gv—t1), Fmetl —
(___am-H’ bm-l—r. am.;.z)_ Tum erit b + pmtn == o,
(mod. amt1); ex defin. formarum sociarum vero
erit 6™ = b=+t atque hinc apm+1 = o (mod.
am+1), siue formae Fm—* anceps. — Fo-
dem modo F2m~+I et F2a erunt sociae; hing
Famt2 et Kan—1; Fom-3 et F2n—2 etc. tandeme
que Fu—+n et Fm +94 1, quarum posterior erit
anceps, Vi per simile ratiocinium facile pro-
batur. Quia vero m -} 1 et m$ n-4 1 secun-
dum mod. 2a sunt incongrui, formae Frn- et
Fu o1 jdenticae non erunt (art, 186, vbi xidem
denotat, quod hic 2n). Ita in I sunt formae
ancipites (1, 8, — 15), (2, 7, — 15), in Il ve.
ro (—1, 8, 15), (— 2, 7, 15),

8) Vice versa, quaceuis periodus, in qua forma
anceps occuviit, sibi ipsi socia est,  Facile enim
E)ersPicitur, si Fm sit forma reducta anceps:
ormam ipsi sociam, (quae etiam est ree
ducta), simal ipsi a parte prima contiguam
esse, 1. e, Fm% et Fmgocias. Tum vero to-

*) Index hic necessario erit impar, quia manifesto termini primi  for.
warum F, f signa opposita habent (vid, supra, 2).



'fa periodus sibi ipsi socia erit. — Hinc pa-
tet, fieri non posse, vt vnica tantusm forma anceps
™ periodo aligua contenta sit. -

9) Sed etiam plures quam duae in eadem pevi-
odo esse mequewnt,  Ponamus enim in periodo
Ormae F, ex 2# formis constante, tres formas
ancipites dari F, F*, F’, ad indices j, y, » re-
Spectiue pertinentes, ita vt w, » sint numeri
Inaequales inter limites o et 2n — 1 (incl)
8iti, Tum formae F—! et F* erunt sociae;
Similiterque FA*—2 et FM1 etc, tandemque F et
Faa—1, Ex eadem ratione F et F2»—1t sociae
€runt, nec non F et F¥—1; quare FaA—1, Fak—1,
Fu—1 jdenticae, indicesque 2a — r, 2w —'I,
2 — 1 secundum modulum =21 congrui erunt,
€t proin etiam » = ¢ = (mod. #). Q, E. 4.
Quia manifesto inter limites o0 et 21 — 1 ‘tres
Numeri diversi secundum modulum s congrui
lacere nequeunt.

. 188, Quum omnes formae ex eadem pe-
Nodo proprie sint aequiualentes: quaestio ori-
tur, annon etiam formae e periodis diuersis
Proprie aequinalentes esse possint. Sed ante-
quam ostendamus, hoc esse impossibile, quaedam
® transformatione formarum reductarum sunt
©xponenda,

Quoniam in sequentibus de formarnm
formationibus persaepe agendum erii: vt
Prolixitatem quantum fieri potest euitemus, se-
duenti scribendi compendio abhinc semper
Vmur,  Si forma aliqua LXX + 2MXT 4
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NT7? per substitutionem X — ax - fy, ¥ ==
7% - &y in formam [xx 4 omxy -+ nyy trans-
formatur : simpliciter dicemus, (£, M, N) trans-
formari in (/, m, ) per substitutionem «, €, vy 8.
Hoc modo opus non erit, indeterminatas for-
marum singularum, de quibus agitur, per signa
propria denotare. — Palam vero est, indeter-
minatam primam a secundg in quauis forma proe
be distingui debere. ‘

Proposita sit forma reducta (a, 5, — a‘)..s
f, determiaantis D. Formetur simili modo vt
in art. 136 progressio formarum reductarum
vtrimque infinita, .... “f, ¢f, f, f4, fi.... et
quidem sit f = (— 4!, &', a"), f* = (a", b*,
= &) etc; f =(~ ‘& ‘b a), “f = ("a
“by — ‘a) etc, Ponatur "% = g, B b o g

—_—al alt

b A= piti 'y U Hp=+ip by ilh
o et} —— = #y ——— = lt’ _—
pe— 1Y a —ig rig

==*h etc, Tum patet, si (vt in art. 177) numeri
«!y o', @' etc, €', &/, (' etc. etc, formentur
secundum algorithmum sequentem
e =0 |t/ =—1 ¥ =1 & =W :
! =6 (Et — peet! Y= 13 el g
@ G (S giCr _ C! YAy 7 F TS A7 VR
o= Glu Civ —"—“{‘,'.V au___ [ V= am v —— v am__.&l_{
etc, '

f transformatum iri

in  |per substitutionem
7 fay cl; 7's
‘;u “u’ CH, y", v
f,,l a,”’, G’Hl, .’ul’ aul etce,
omnesque has transformationes fore proprias.
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Quum ‘f transeat in f per substitutionem
Propriam o, 1,1, h (art. 161): f transibit in ¢f
Per subst. propr. &, 1, — 1, 0. Ex simili ra-
Uone ¢f transibit in “f per subst. propr. ‘, 1,
=~ 1, 0; “f in ““f per subst. pr. “h, 1, — 1, O
®tc. Hinc per art. 159 eodem modo vt art.
177 colligitur, si humeri ‘s, “x, ", etc. ‘6, "¢,
“¢ etc. etc. formentur secundum algorithmum
Sequentem
‘e e 1) == =0
'nq.: A lgee § "C: [ ") = ‘} /), “ 4}‘\
_“'u__—:ﬂh g |108 s 115)117, —— 11}y Uy o 13 1Dty

Wemlplilg g WE —ttig | Vgt jyitin, — ln, | 1§ =ttty

etc:

. ‘ .
f transformatum in

in yper substitutionem
'_f "‘$ IC, 177 )

‘uf u‘z, ug’ u,'y’ "y

l,lf ,u‘, ”'C, lll;,’ 1Y etc,

bmnesque has transformatiohes fore proprias.

b Si ponitur s == 1, £ =x 0, 3 =0, & = 1i
! Numeri eandem relationem habebunt ad for-
,yf‘m f, quam habent «/, &, 3/, ¥ ad f; wv, (:,":,
Ce; due ad f (?tC..; ‘“’. ‘€ 3, 1 ad lf etc, Scili-
i, per subs‘nmnonem e 6, ),.3‘ for{na f trans-
I In £, Tum vero progressiones mﬁm_tae af,
'8;1 '{’”_ etc., ‘a; “uy ”:u etc.; per mtercalatmugm
im:“m % concinne iungentur jta vt vnam con-
. am vtrimque infinitam constituere concipi

SSint secundum eandem legem vbique pro-
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gredientem ... ‘e, "¢, ‘s, &, o, o, " |, Lex
progressionis haec est: “a - ‘4 = wpuy s
e = ‘h'x, ‘a + a! = ha, o, + &' = hiw', w! +
e’ = h''«’' etc., Siue generaliter (si indicem
negatiuuma dextra scriptum idem designare sup-
ponimus, vt positiuum a laeua) m—14 o1
#r=m, Similimodo progressio... ¢, €, ¢ & ¢
continua erit, cuiuslex gm—t -} gmi—r—<fm=1lm;
et proprie cum praecedente identica, omnibus
terminis yno loco promotis, ¢/ = ‘4, %€ ==a, &
= «‘ etc, Lex progressionis continuae ..,.%y,
¥y s + 7" ..«.. erit haec o m—t + y‘“'i‘l =
fmym, etlex huius... “& 4, 3 &, 80, ., erit jm—1
- g™ I = hw +gm insuperque generaliter o=
m +l' :

Ex. Sit forma proposita f haec (3, 8, — 5)
quae transformabitur

in formam§ per substitutionem
vifl(— 10, 7, 3)]— 805, — 152,145, + 27
of|(3, 8 — S)f—152, + 45, tag,— 8
(= 6, 75 O)F 45 4 17, — 8, — 3

SAG 5 — 9t 17, — 115, — 3, 4 o
“fi(—= 9, b D)— 11, — 6, + 2, 4 x
”f(7l 59 — 10)} =~ 6) + 5, Iy = T
“fl(=— 10y 74 R+ 5 + 1,— I o
f G, 8 — 5)+ 1, 0, o, + 1
f (= 5, 7 6) 0, 1, + Ty == 3
f“ (67 5, "'9) 1, 2!""'57 - 7

5 — 7, + 10

f"‘ (— 0, 4, ’,')
5, + 10, 4 17

£l 3 = 1]+ 3,
+

fv (— 10, 7’5— 5, 8, + 17y — 27

for (3 8 — 5 S, 45, - 27, — 152

fol(~ 8, 7 O = 45y + 143,—152, + 483
etc.

LT+
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~ 189. Circa hunc algorithmum sequentia
sunt annotanda.

~ 1) Omnes a, @' a” etc,, ‘a, “a etc. eadem
Bigha habebunt; omnes b, b/, b etc. ‘b, *'b etc.
erunt positini; in progressione ....Y'h, ‘h, h,
k', k... signa alternabunt, scilicet si omnes
@, a’ etc. suut positini, A= vel ™ erit positinus
quando m esi par, negatiuus quando m impar;
81 vero g, a‘ efc. sunt negatiui, A vel ™4 pro
# pari erit negatiuus, pro impari positiuus.

. 2) 8i a est positiuns adeoque A negatiuus, '

h positivus etc,, erit » = — 1 neg., ¢'# =
har neg, et b wf (vel == o si B = 1); .
= hitiqrt __ U pos. et > xlt! (quia h.///‘ul pos.,

«‘ neg); oV == AValv ~ & pos, et > ¥ (quia
hev pos.) etc., Hinc facile concluditur, pro-
Bressionem «', ¢, &’ etc. in infinitum cresce.
Te duoque signa positina semper duo negatia
Ya excipere ita vt am habeat signum ~-, -, —,
~ prout m = o, 1, 2, 3 (mod. 4). “— §i a est
Negatiuus, per simile ratiocinium inuenitur o
Neg, a pos. etvel > vel= a#; o pos. > a;
“neg. > oV etc, ita vt pProgressio 'y % «ff
€tc. continuo  crescat, signumque termi-

M em it fs, —, —, - prout m = o, 1, 2,
9 (mod. 4)

3) Hoc modo inuenitur, omnes quatuor
Progressiones infinitas o' «% «“' etc. 3, 3% 3"
SC.; ot a4 ‘w “e elc.; 3» 9 “y etc. continuo
Crescere, adeoque etiam sequentes cum illig

SNticas: ¢, €, ¢’/ etc. 35, 8, &, 67 elc.; €, ‘¢, ‘¢
ey, “detc.; et, prout m = 0, 1,2,3 (mod. 4}
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I

signum ipsius «@ 4 =+ — 7; ipsiug (=, ==
o~ & +; ipsius ¥m , F = —; ipsius g,
o = o= ipsius Mg, = — I; ipsius wC, -
+ = —jipsius M), 5o — = k5 ipsius wp
“ = — =, valentibus superioribus quando 4
est positious, inferioribus quando a4 nega-
tiuus. Teneatur imprimis haec proprie-
tas: Designante m indicem quemcungue posi.
tiuum, am et 3= habebunt eadem signa quando
@ positiuus, opposita quando s negatiuus, simili-
terque ¢= et §™ contra; ™y et ®y , vel m¢ etmd
habebunt eadem signa quando & negatiuus, op-
posita quando a positiuus. _

4) In signis art. 32 magnitudo ipsorum «=
etc. concinne ita exhiberi potest, ponendo
= K o= ¥, == k" = kY I kY =
etc. == b =k, o ‘h = ‘%, =+ “h = “ketc.ita
vt omnes &‘; k¥ etc. k, ‘k etc. sint numeri po-
sitiui: em = - [k, k, kv ... k1] On = <
[kll, gtde v, pm ]; am o - [&l’ kil’ j LA
kn—1]; dm s T [k R gLk ] me == o (4
%, ‘..., 1k i o = [k. ‘R his.. m-—zk};
my — = [‘k, ”k..."“_lk]; m = o= [k, ““ke..:
w—2k]; signa vero ad praecepta modo tradita
determinari debent. Secundum has formulas,
quarum demonstrationem propter faeilitatem
omittimus, calculus semper expeditissime ab-
solui poterit.

190. Lemma, Designantibus s, u, ity n, v, 0/
numeros integros quoscunqgue, ita tamen vt trium po-

steriorum nullus sit = o : dico, sit iqceat inter limites
: 1 4

m m! . ) L
— et = exclusiue, atque sit mn' —wm' = 5T 1, de-

%!

nominatorem v fore maiorem guam u ot n'.
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Dem. Manifesto wnn’ iacebit inter ,ma’/ et
W', sdeoque ab viroque limite minus differet
Quam limes alter ab altero, 1. e. erit mn’ —um
> ! — e’ et > umal — amf, siue ,
> ¢ (utt — v} €t > n (Ml'—-—vm'). Hinc se-
quitur, quoniam up - certe non = o (ali-

O(fuin enim foret “_=;'Lcomra hyp.), neque
; ‘

wn’ v =0 (ex simili ratione), sed vterque ad

Minimum = 1, fore » > #w' et > un Q. E. D.
Perspicuum itaque est, » non posse esse

=1, i. e si fuerit mn' — wm’ =+ 1, inter

m ol

fractiones - nullum numerum integrum

w!
lacere posse. Quare etiam cifra inter ipsasia-
Cere nequit, i. e. fractiones istae signa oppo-
Sita habere nequeunt.

191. THEOREMA. Si forma veducts (a, b, — a’)
determinantis D per substitutionem «, 6, 5y & tranmsit
m véductam (A, B, — A') ciusdem determinantis: ia-

32y D=t
cebit i ponih 4
) Prlmo, 2

“
inter et —f— (siquidem nequg
¥ neque & = 0, i. e. 3i vterque limes est finitus), ac-
Cepto signo superiori, quando neuter hovum limitum ha-
bet signum signo ipsins & oppositum (siue clarius,
ando gut veerque idem habet, aut alter idem,

Altey gop == 0), infeviori quando neuter habet idem
DAt -
Yt a; secundo _.‘/___‘3: inter Y. et‘f (siquidem ne-
a @ °
14e & meque € = o), signo superiori accepto guando

l . . .. ,
™es meuter signum signo ipsius o' (vel a) oppositum
“l’ft; inferiori quando neuter habet idem vt g’ ™).

*
) Manifestum est, alios casus locum habere non posse, quum ex art,

Praec. propter g — €y == = 1, limites bini neque signa opw
Posita habere, neque simul == o esse posiint.

Q
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Dem. Habentur aequationes gea + 2buy, —

a'yy = A.... [1]5 % f 2660 _ a0 —_ 4,..
2]. Vnde deducitur :

:_!"\/'(D-f-;—;’)— b

;‘7_= p N ] |

¢ i‘f(D"%’).—b

;-:: . 0!0..--..[4]

,  EV@D— ) 4 »

;—‘—" Py oo-o.o[5J
a'4 .

R EIRVACE ol A

é—“= al . o o .-.-[6]-

Aequatio 3, 4, 5, 6 reiicienda erit, si 2, 3, «
¢ resp. = 0. — Sed dubium hic manet, quae
signa quantitatibus radicalibus tribui debeant;
hoc sequenti modo decidemus.

Statim patet in [3] et [4] necessario signa
superiora accipidebere, quando neque—ineque—%
signum habeat signo ipsius a oppositum; quo-
niam accepto signo inferiori i}‘i et ferent
quantitates negatiuae. Quia vero 4 et 4 sign?
_eadem habent, /"D cadet inter /(D - ;‘%’)

et (D — %) adeoque in hocce casuV 2=’
- a
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mter;i et ' Quare pars prima theorematis
Pro casu priori est demonstrata.

Eodem modo perspicitur, in [5] et [6] 'ne-
Cessario signa inferiera accipi debere, quando

Neque 2 neque g— signum idem habeant vt a’
@

s - s - aly a's
e a, quza accepto superlon -:, ——é- necess

Sario fierent quantitates positiuae. Vnde proti,
- — o . .
nus sequitar =Y "% pro hocce casuiacere inter

al
z

—~et
=

'cé‘ Demonstrata est itaque etiam pars
Secunda theorematis pro casu posteriori. Quod-
St aeque facile ostendi posset, in [3) et [4]

Signa inferiora accipi debere, quando neutra

€. . .
Quantitatum —; » 3 signum idem habeat vt g,

€tin [/ uperiora,quando neque 2~neque—*

: [51et]|6]sup q eque -neque—

$1gnum oppositum habeat: hinc simili modo se-
. =\ D—b .

Queretur, pro illo casu JT—— 1acere inter

@

Set -g-, pro hoc in‘-"—b— inter%’ at %, siue

Pars prima theorematis etiam pro casu posteriori,

S secunda pro casn priori demonstratae forent.
d quum illud difficile quidem non sit , atta-

Men sine quibusdam ambagibus fieri nequeat,

Methodum sequentem praeferimus.

-

chando nullus numerorum e 6 s_y, & =o,
» °t j-eadem signa habebunt VtZ"" 7 Quan.

Q=2
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do itaque neutra harum quantitatum signum
idem habet vt o/ siue a, adeoque Y2 " inter
[

a

. . € s
Q’_et-—g cadit: neutra quantitatum ——;7 3 Signum
&

. . al —
idem vt a& habebit, cadetque =

(propter aa’ = D — §b) inter % gt %’
v

— 1/ D—b
a

Quare pro eo casu vbi neque « neque ¢ = o,
pars prima theor. etiam pro casu secundo est
demonstrata (nam conditio vt neque 3 neque
3 = o, iam"in theor. ipso est adiecta). Simili
modo, quando nullus numerorum «, €, 3, § =0

2 € . : ..
et neque 7 neque —ESIgnum signo 1psius &
vel 4 oppositum habet, adeoque V.2’ inter

al
- €. . > s . .
—et— 1acet: etiam — et e signum opposnum
Yy o P . .

i ipsius a‘ non habebit, cadet ¢ =
signo ip bebit, que =,

b . : > .. .
Q;-—— inter —% et z. In eo igitur casu vbi

neque 3 neque & — o pars secunda theor.
etiam pro casu secundo est demonstrata.

Nihil itaque superesset quam vt demon-
stretur, partem primam theor. etiam pro casu
secundo locumhabere sialternter numeroram a
€ sit = o0, et partem secundam pro casu pri-
‘mo si aut 5 aut § = o0; At ommes hi casus
sunt impossibiles,  Supponamus enim, pro partg

prima theor., esse neque 5 neque § = o,-;‘-‘-ri

non habere signum idem vt a atque esse 1) #
= o0, Tum ex aequ. o0 — ¢ = 1 fit ¢ =
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1, o= 1. Hinc ex [1] 4 = == a/, quare
4 et 4, adeoque etiam & et A4’ signa opposi-
ta habent, vynde fit /(D — %) > D> b
Hinc patet in [4] necessario signum inferius
accipi debere, quia accepto superiori —+ ma-
Nifesto signum idem obtineret vt 4. Fit itaque
e ey (propter a </ D+ b ex

d?f. formae reductae), Q. E. 4. quum ¢ = ==
- Lietdnon = o0, — =2), Sit6é=o. Tumex
"leqll- @l — €Y ===ty fit w==* 1, § =+ 1.
Hinc ex [2] — 4/ = — a’, quare g et
@ et 4 signa eadem habebunt, vnde fity/ (D
~- :T'j) >+ D >b. Hinc patet in [3] signum

Inferiys accipi debere, quia accepto superiori

L]

5~ signum idem obtineret vt 4.  Fit itaque —
g

> TVt oy Q. E A eadem raione vt
a
8nte, — Pro parte secunda si supponimus ne-
que «, neque ¢ = 03 =’ -~ nor habere signum
[ 2

€
81gno ipsius a’ oppositum atque 1) 3 = 0: ex'
f‘equ. ad — €y =+ 1 fite = 4= 5, &§ = =
I Hinc ex [1] 4 = a4, quare a’ et 4’ signa

ﬂ’171

®adem habebunt, vade fit V(D + —EE)‘ >V'D
b" 4. Quocirca in [6] signum superius erit ac-
C_IPiendum, quia accepto inferiori, —g obtineret
:lg“um oppositum signo ipsius 4%  Fit igitur
& > 1, Q. E. A, quia §= 2= 1 €&

al Q5



¢non = o, Tandem 2) si esset § =0, ex
@ §y =1 fit €= 5 9= =+ 4 ad-
eoque ex [2] ~ 4‘’ = 4 Hinc (D —:—"‘ﬁ)
> D> b, quare in [5) signum superius ac-
cipiendum, Hmc Y SV QEA—

Quare theorema m omni sua extensione est
demonstratum.

€ 1
Quum differentia inter *- et — sit —*—}é.

. . . v D—5
dlfferenna inter V‘“

-1
7; ; inter = V-

et 2 vel - ent <
¥

® . .
=’ autem et o vel inter il-

lam quantitatem et © nulla fractio iacere pot-

erit, cuins denomigator non sit maior quam

¥ aut & (lemnra prace.). — Eodem modo difte-
. - . -~l- .

rentia quantitatis = Y2’ g fractione 2 vel

@& ]
s “ , et inter illam quan-

titatem et neutram harum fractionum Jacere
potest fractio cuius denominator non sit maior
quam « et 6.

192, Ex applicatione theor. praec. ad
algorithmum art. 183 sequitur, quantitatem

rfp—b R . v .
V.2 - quam per L designabimus, iacere inter
ol ¢ . ol e . I )7

3!7 et g mter ;;" et ) nter 7’71 et — e etc.

(facile enim ex art. 189, 3 fin. deducitur, nul-
lum horum limitum habere signum oppositum



— 247 —

Signo ipsius a; quare quantitati radicali /"D
Signum  positiuum tribui debet) siue inter
o 7

al " . ! “ . )
37 et -3’—’” inter ;—,; et ;‘—(; etc. Omnes ltaquq
f . o alt v . . .
ractiones —» ~ue .y ete. ipsi L ab eadem par-

oy
te i oo Vi _
lacebunt, omnesque R etc. a par-
'.‘ - -
te altera. Quoniam vero 3’ < 2", 7 iacebit
all! . ey . a!!
txirg —u €t L, similique ratione —, extra L et
aly ¢/’,’ L

. v .
v m extra Let i\; etc. Vnde manifestum
Y

est, has quantitates iacere sequenti ordine:

[
al gt gy avi v a’’

37, -'y—”—l', 9’;‘ o L... 3—/:‘, ;1:" 3'7'0 leferenuar

g . .
autem inter =~ et L erit minor quam differen<

. i, . age
tia inter ﬁ et *_ i e <& 'TX‘TN similique ra-
pd 7

2" ,
. . S, « . 1
tione differentia inter *_et L ent < Sy
. 7 d‘ d" ‘lll
etc, Quamobrem fractiones —, S 5 etc,

conlinuo proprius ad limitem ZL accedunt,

et quoniam . 4 ¥ continuo in infinitum
Crescunt, differentia fractionum a limite qua-

Uis quantitate data minor fieri potest.
/, 4,
. Yy r %
Ex art. 189 nulla quantitatum -2, 5= 7~
©te. signum idem habebit vt 4; hinc per ratio«
Cia praecedentibus omnino similia sequitur,

Q4
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. YR ) . .

illas et hanc ———~—, quam per L designabi- -
! . .. R y II) ]v,y

mus, iacere sequenti ordine: Ty et

vy, iy ! . . .
L'uiei -2, s -‘Z. Differentia autem inter—2
ve &% ® [

. . ¥ . . .
et L/ minor erit quam —-~—, differentia inter
aw

[/
pd . 1 .
7, et L minor quam - et(. Quare fractio.

4,

nes < ) ,letc. continuo proprius ad L‘ acce-
& &

dent, et differentia quauis quantitate data minor

fieri poterit, :

Inex. art, 188, fit 2. = Y78 =2 0,29606i8
3
. _ o
et fractiones appropinquantes % 3, % 15 im
25, 1 ete.  Est autem 53 = o0,2960662. —

Ibidem fit L’/ = :F_‘/:__'I_E:_.E —_ — 0,177()388.
. . 5 2

fractionesque approximantes 3, — ¥, — I, — {1

— & — &% — 5~ Il etc. Est vera 1¥3 —

- 803 —
0,1776597.

105, TueorEMA, Si formae veductae f, F proprie
acquidalentes supt: ailtera in alierius peviodo contenta
erit, i

Sit f =1(a ,b, — a*), F = (4, B, — A%,
determinans harum formarum D, transeatque
illa in hanc per substitutionem propriam 9, B,
G, ©. Tum dico, si periodus formae f quae-
ratur progressioque virimque infinita forma-
rum redoctarum atque transformationum for-
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Mae £ in ipsas eruatur, eodem modo vt art. 188:
vel + 9 fore aequalem termino alicui progressio-
Nis. .. #a, ‘¢, a, «/, &'..., hocque posito = um,
4B fore =6, 4 @ = 4", + D = ;
vel — 9 fore aequalem termino alicui «», et
— %, — @, —_ resp. = o, 7/m , 4m (Vbl m et-

-lam indicem jnegatiuum designare potest). In

Viroque casu F manifesto identica erit cum fi,

Dem. 1. Habentur quatuor aequationes,
oY - 26AC — a'CE = 4...[1], aAB +
b(AD + BE) —aCD = B.,. [2], aBB + 26BD
—~a'DD = — A'... 5} 4D — BE = 1....
[4] Consideramus autem primo casum, vbi ali-
quis numerorum 9, B, ¢, D = o,

1° Si 9l = o, fit ex [4] BE = — 1, ad.

eoque B = *+ 1, € = ~+ 1, Hinc ex [1], —
8 = 4; ex (2], — b0 maD=Bsiue Bz==—1p
(mod. a’ vel d); vnde sequitur formam (4, B,
=~ 4) formae (a, b, — a‘) ab vltima parte

Contiguam esse, Quoniam vero illa est reducta,
Necessario cum f identica erit. Lrgo B = ¢,

adeoque ex[2] bt b'= —a’‘CDd = - a'D; hinc
Propter “** — 4/, fit ® = == 4% Vnade colli-
gitul‘, T° U =B, = ¢ = D esse resp. = o,

I, + Iy h_l Siue = "l, GI, ;/l’ é\lo

2° SiB= o0, fitex 4] A = =1, D =

=X 15 ex [3] @' = A'; ex [2] b = a’C = B, si-

Y€ b = B (mod. a). (Quoniam vero tum f

tum g sunt formae reductae: tum ¢ tum B ia-
Q5
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cebunt inter / D et /D 3= 4/ (prout a’ pos.
vel neg., art. 185, 5).  Quare erit necessario
b = B, et @ = o. Hinc formae f, F sunt iden-
ticae atque =+ U, =+ B, + €, = P = 1,0, O,
1 == a, G_, ¥y ¢ (resP.).

3° Si€C =m0, fitex [j]W =21, D=
=+ 1;ex[1]a=4; ex[2] ~aB-+} b =B
sine b = B (mod. g). Quia vero tum § tum
B iacent inter /D et 4/ D=a: erit necessario
B = b6et® = o. Quare casus hic a praece-
dente non differt.

4° SiD= o, fit ex[4]1 B = =+1,C=
Fryjex [3]a = — A';ex [2] =+ all — b=
B siug B = — { (mod. a}. Hinc lorma Ffor-

mae f a parte prima contigua erit, et proin
ekl

cum forma ‘f identica. Quare propter

a
= h, e¢ B = ‘b, erit =& ¥ =k, Vnde colli-
gitur -+~ 9, -+ B, ~- € = © resp. esse = #h,
1, — I, 0, = "a' IC’ 13,’ :‘)" .

Superest itaque casus vbi nullus numero-

rum %, B, ¢, D =o. Hic per Lemma art,
. °* B € O . .

1g0 quantitates —» = = = idem signum

9 q I3 D ’ M’ B g

habebunt, oriunturque inde duo casus, quum

signum hoc vel cum signo ipsorum a4, &’ con-

uenire vel ipsi oppositum esse possit.

II. Si .:‘_, ,1;3 idem signum habent vt a:

,quantitas V2 (quam designabimus per L)

&




inter has fractiones sita erit (art. 191).  De-
Monstrabimus iam, -—% aequalem fore alicui

‘Y i v D)
fract; g 2 i
ractionum 2 ST etc., atque D ch:xlme

se . N . U fueri am B £
Quenti, scilicet s1 —g luerit = S D ore
— am=1 . - .
= ———. In art. praec. ostendimus, quantita-
ym=t-1

wll al’

i . . .
tes =, S T €t (quas breuitatis gratia per

(1), ¢2). (3) etc. denotabimus) atque L, hunc
ordinem (1): obseruare (1), (%), (5)... L... (6),
(), (2); prima harum quantitatam est = o
(propter o/ == o), reliquae omnes idem signum
habent vt.L siue . Quoniam vero per hyp.

"ZL’ —% (pro quibus scribemus ‘¢, %) idem
signum  habent: patet has quantitates ipsi (1)
8 dextra iacere (aut si mauis ab eadem parte
a qua L), et gquidem, quum L jaceat inter ipsas,
lteram ipsi L a dextra, alteram a laeua. Fa- -
Cile vero ostendi poiest, M ipsi (2) a dextra
lacere npn posse alioquin enim N iaceret in-
'fel‘ (1) et L, vnde sequeretur primo (2) iacere -
Inter 4t et N, adeoque denominatorem fracti-
©Onis (2) maiorem esse denominatore fractionis
N (art. 190), secwndo M 1acere inter (1)
€t (2), adeoque denom. fractionis R esse ma-
orem quam denom. fractionis (2), Q. E. 4.

Supponamus M nulli fractionum (2), (3),
(v4> etc. aequalem esse, vt, quid inde sequatur,
lteamus. Tum manifestum est, si fractio 3 ips



1 a laecua 1iaceat; mnecessario eam sitam esse
aut inter (1) et (3), aut inter (3) et (5), aut in-
ter (5) et (7) etc. (quoniam L est irrationalis,
adeoque ipsi M certo inaequalis, fractionesque
(1), (3), (B) etc. quanis qguantitate data, ipsi L
inaequali, propius ad L accedere possunt). Si
vero M ipst L a dexira iacet: necessarioizcebit
aut inter (=2) et'(4), aut inter (4) et (6) ant
inter (G) et (8) etc. Ponamus itaque M ia«
cere inter (m) et (m -} 2), patetque quantita-
tes M, (m), (m -+ 1), (m -} 2), L iacere se=
quenti ordine, (ID*): (m), (M), (m +2), L,
(m -} 1). Tum erit necessario N = (m + 1).
lacebit enim 9 ipsi L a dextra; si vero etiam
ipsi (m-}1)a dextraiaceret, (m- 1) iaceret inter
Met N, vade oo+ > €, M vero inter (m) et
(m + 1) vnde €@ > o4m+1 (art. 1g0), Q. E. 4.3
si vero M ipsi (m~+1) a laeua iaceret, siue in-
ter (m -} 2) et (m- 1), loret D > ,=*2, et
guia (m -} 2) inter M et N, foret ym+2 > O,
Q. E. A- Erit naque N = (m -+ 1), siue
i- am-tr €m

= e

—-5_ 7!!1""'1.

Quia 4D — BE = 1, B erit primus ad D

et ex simili ratione ¢ primus ad ™. Vnde
. . . . B m .
facile perspicitur aequationem — = 3 consi-
stere non posse, nisi fuerit aut B = ¢, D
= M, antB=— m, D =— gm, Iam

®) Nihil hic refert, siue ordo in (I} idem sit vt in (1), sine huic op=
positus, é. s sive (m) etiam in (1) ipsi L a laeua iaceat siue
a dextra.
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quum forma f per substitutionem propriam
am- gm 3, ™ in formam fm transmautetur,
Quae est (4= am, 4™, = aw+1): habebuntur ae-
quationes G, L ofaMym . giamym —- oo am.
coo [0]; anve® F b(pmsm - Cwym ) — apudn =
bm vee [()]; at®em 252NN e algm = :]:am‘i“
c e [7]} amsm — Cmym = L.. [8]. Hinc fit:
(ex aequ. 7 et 3), 3= an*' = — 44  Porro
multiplicando aequationem [2] per 20— Cin, M,
aequationem [6] per AD BE et subtra-
hendo facile per euclutionem confirmatur esse
B— pm = (Gum o Wy ) (@B - b(DE" By
-— al (bé,tu ) -+ (%(\)m — D@m) (aiu“m + b (G“m
~+ Wm ) — 4Gy ). [9] siue quoniam vel gm
=8B m=Dvel "=— B, "=—D), B
— bw = ok (€u™ = W™ ) (4BB + 268D ~ 4'DD)
= 7z (€am — Ay ) 4. Hinc B = ™ (mod.
4'); quia vero tum B tum ™, inter /D et
V'D I A’ iacent, necessario erit B = fm ad-

. % am .
€oque Gam — Yy™ == 0, s1u€ 5 = —, 4, &

¢ wtn
N = (m).

Hoc modo itaque ex suppositione, M
hulli quantitatum (2), (3), (4) etc. aequalem
esse, deduximus, eam reuera alicui aequalem
€sse,  Quodsi vero ab initio supponimus,
€sse M = (m), manifesto erit vel Y = ,m, €
= gm vel — Y= M, — €= ,m. [nvtro-
Que casu fit ex [1] et (5] 4 = == am, et ex
[9] B — pm = -= (B — Pfw ) 4, sine B =
bm (mod. 4). Hinc simili modo vt supra con-
Yluditur B= ¢m , et hinc BIm = £l ; quare
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quum % ad D primus sit et = ad 4m: erit
aut B = ™, D= J'Naut — 6 = fm., - D
= dm, et proin ex [7] ~ A’ = TF "%,
Quamobrem formae F, fm= identicae erunt.
Adiumento aequationis YD — BE = am M —
¢n 5w autem nullo negotio probatur, poni de-
'bere +%: Cm’ ~}- D = Jm’ quando 4+ U
= dm’ +G = 3m; contira — B — Cm, _— D
= — m, quando ~— Y = a®, — € = ™,
Q. E. D.

I, Sisignum quantitatum * signo ipsius

¢
a oppositum: demonstratio praecedenti tam si-
milis est, vt praecipua tantum momenta addi.

—/"D * b

gitanisse sufficiat. Iacebit inter
al

¢ . D . . g 3

wet 5 Fractio walicui fractionnm =,z

Illé\ X . . .

e et aequalis erit.... (), qua posita =
[ - m,,

~—* — erit = ~%.., (II), Demonstratur au-

mC t Q‘ meg

: . . D ..
tem (I) ita: Si - nulli illarum . fractionum

aequalis esse supponitur: iater duas tales

md me2d

— et — iacere. debebit. Hinc vero

eodem modo vt supra deducitur,’ neces-
. [ met1 ms,

sario esse & = - = %, atque vel Y =

mu’@:—.m?, Vel—-m::ma.,-—G:—_m;“

Quoniam Vero f per substitutionem propriam

Wy mQ’ my, mng in formam "‘f =] (:4: ma, mb’

=k m—1g) transit: hinc emergunt tres aequas
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tiones, ex quibus coniunctis cum aequ. 1, o,

y 4 atque hac, mawd — mlm) — ; deducitar eo-
dem modo vt supra, terminum primam 4, for.
Mmag F, termino primo formae mf aequalem
esse, illiusque terminum medium medio huius
" Congruum secundum modulum 4, vnde sequi-
tur, quia vtraque forma est reducta, adeoque
viriusque terminus medius inter /D et v D
2t 4 situs, hos terminos medios aequales esse :

D

. . m§ .
hinc vero deducitur — = —, Veritas itaque
nmj %3]
assertionis (1) deriuata hic est ex suppositione
illam esse falsam,

mg .
Supponendo autem — — %, prorsus si-

mili modo et per easdem aequationes demon-
. my ¢
Stratur, esse etiam [© ~ — quod erat secun-

mz
dum (II). Hing vero adiumento aequationum %
~ BC = 1, Mamy — miny — 1 deducitur esse
vel fl ==, B= mc, € = my, D= m vel
~ N = Mgy — ), me — ¢ = m}’__®=m},
f01"masque F, =fidenticas, Q. E. D, .

194 Quum formae quas supra socias vo4d
Cauimus (art. 187, 6) semper sint improprie
2equinalentes (art. 100), perspicuum est, si
OTrmae reductae F, f improprie aequiualentes
Sint, formaeque F socia forma G, formas f, G
Proprie aequinalentes fore adeoque formam G
! periodo formae f contentam.  Quodsi ita-
que formae ¥, f tum proprie tum improprie
Aequiualentes sunt, patet, tum F tum G in pe-
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riodo formae f reperiri debere. Quare perio-
dus haec sibi ipsi socia erit, dunasque formas
ancipites continebit (art. 187, 7). Vnde theo-
rema art. 105 egregie confirmatur ex quo iam
poteramus esse certi, formam aliquam ancipi-
tem dari formis F, f aequinalentem,

195. Prosirma, Propositis duabus formis
quibuscunque ©, ¢ ciusdem determinantis: diiudicare
yirsm aequitalentes sint, annon,

© Sol. Quaerantur duae formae reductae F,
f» propositis ®, @ resp. proprie aequiualentes
(art. 18%). Quae prout aut proprie tantum
aequiualent, aut improprie tantum, aut vtroque
modo, aut neutro; etiam propositae aut proprie
tantum aequiualentes erunt, aut improprie tan-
tum, aut viroque aut neutro modo. Euoluatur
periodus alterutrius formae reductae & g. pe=
riodus formae f. Siforma Fin hac periodo oc-
currit neque vero simul forma ipsi F socia,
manifesto casus primus locum habebit; contra
si socia haec adest neque vero F ipsa, secundis;
s1 viraque, tertius; si neutra, quartss.

_ Ex. Propositae sint formae (129, g2, 65),
(42, 59, S1) determinantis 79. His proprie
aequivalentes inueniuntur reductae (10, 7, —
3), (5,8, — 3). Periodus formae prioris haec est:
(10, 7, — 3), (— 3, 8, 5), (5, 7, — 6), (—
6, 5, o) (9 4, — 7) (— 7 3, 10) In qua
quum forma (5, 8, — 3) ipsa non reperiatufy
sed tamen socia (= 3, 8, 5): formas proposi-
tas improprie tantum aequiualere concludimus.



Si ommes formae reductae determinantis dati
€0dem modo vt supra (art. 187, 5 in periodos b,
Q, R etc. distribuuntur, atque e quauls periodo
forma aliqua ad libitum eligitar, ex P, F; exQ,G;
€X R, H etc.: inter has formas F, G, H etc. duae
Quae proprie aequiualeant esse non poterunt. Quae-
ls autem alia forma eiusdem determinanutis alicui
€x istis proprie aequiualens erit et quidem wvnicae

“tantum. Hinc manitestum est, omues formas huins
determinantis in totidem classes distribus posse, quot
habeantur perindi, scilicet referendo eas quae formae

proprie acquiualentin primam classem, eas quae
formae G proprie aequivalent in secundam etc. Hoc
Mmodo omnesformaein eadem classe contentae pro-
Prie aequiualentes erunt, lormae vero e classibus
diersis non poterunt proprie aequiualere. Sed
hic huic argumento infra fusius explicando non im-
Woramur.

196. PrOBLEMA.  Propositis duabus formis pro-
¥rie qequinalentibus ©.0: wmuemre transformationens
Propriom alteruus in alteram.

Sol. Per methodum art. 185 inueniri poterunt

Uae series formarum -, ¢4, "¢, ¢"et , 4u4,,,
¢’ tales vt quaeuis forma sequens praecedenti pro-
Prie gequiualeat, vitimaeque ", : sint formae re-
UCtae; et quum ®, : proprie aequinalentes esse
supP(’nﬁlntuT, necessario <" in periodo formae »”
Contenta erit. Sit ¢ — f ipsiusque periodus vsque
8 formam +" haec f, fi, fi0 ... fo— 1, »", ita vt in
A periodo index formae i sit m; _deS_lgnontur-
QUe formae quae oppositae sunt sociis formarym



@, ¢ 04, @" per ¥, ¥, ¥, ., voresp. ¥), Tum
in progressione &, ¢4 @ ... f, fi, fi-... fo —Lyr- 1,
¥n—2 .. ¥, ® quacuis forma praecedenti ab vlti-
ma parte contigua eft, vnde per art. 177 inuenirl

oterit transformatio propria primae $ in vitimam
¢. Illud autem de formis reliquis progressionis
nullo negotio perspicitur; de his fm—1, ¥n—"1 sic
probatur: Sit fm—1 =— (g, by 1); f™ sine ¢» —
(g, hiyi'); en—1 = (g" i, ). Forma (g',2",7)
tum formae (g, /2,7) tum formae (g%, ¥, i) ab
vitima parte contigua erit; hinc 7 — g' — ¥, et —

= h! = — A" (mod. { vel g’ vel 7#). Vnde ma-
nifestum est formam (7%, — k) gi), i, e. formam
wa—1I formae (g, /2, 1), 1. e. formae fin — 1 ab vlti-
ma parte conuiguam esse.

Siformae @, ¢ improprie aequiualentes sunt:
forma ¢ proprie aequinalebit formae cui opposita
est ¢. Inueniri poterit itaque transformatio pro-
pria formae ¢ in formam cui @ est opposita; quae
si supponitur fieri per substitutionem «, €, y, 4,
facile perspicitur, ¢ improprie transformariin ipsam
@ per substitutionem «, — €, y, — &

Hinc etiam perspicuum est, si formae @, ¢
tum proprie tum improprie aequiualentes sint, in-
ueniri posse duas transformationes, propriam et
impropriam,

Ezx. Quaeritur transformatio impropria for-
mae (129, 92, 65) in formam (42, 59, 81), quam

*)lta vt - onatur €x ¢ commutando terminum primum et vlei®
mum tribuendogue medio sigaum oppositum , similicerque de
reliquis,



i improprie aequiualere in art. praec. inuenimus,

Nuestipanda erit itaque primo transformatio pro-
Pra formae (129, 92, 65) in formam (42, — 59,
81). Ad hunc finem euoluitur progressio forma-
Tum haec: (129, 92, 65), (65, — 27,10), (10,
7 —13), (—5,8,5), (5,22 81), (81, 59,42),
(42, — 50, 81). Hinc deducitur transformatio
Propria — 47, 50, 73, — 87, per quam (129, g2,
65 ) transit in (42, — 59,81); quare per impro-
Priam - 47, — 56, 73, 87 transibit in (42, 59,81).

197. Si transformatio yna formae alicuius (a,
b, ¢) ... ¢ in aequiualentem ¢ habetur: ex hac
Omnes transformationes similes formae ¢ in o de~
d}l‘ci poterunt, si modo omnes solutiones aequatios
s indeterminatae ¢t — Dw — mm assighari poss
Sunt, designante D determinantem formarum e, 0}
M diuisorem communem maximum numererum
@,2b, ¢ (art. 162). Hoc igitur problema, quod
Pro valore negativo ipsius D iam supra soluimus,
unc pro positiuo aggrediemur. Quia vero manis
esto quiuis valor ipsius ¢ aequationi satisfaciens
®lampum mutato signo satisfacit, similiterque quis
Uis valor ipsius u: sufficiet si omnes valores positis
¥os ipsorum t, u assignare possiinus, fungeturque
Quaelibet solutio per valores positiuos, quatuor so-
Utionum vice. Hoc negotium ita absoluemus, vt
Primo valores minimos ipsorum ¢, u (praeter hos
Perse obuios # = m, u = o) inuenire, fum ex his
Pmipes reliquos deriuare doceamus.

. 108. PROBLEMA. Juuenire numeros minimos t, #
“Quation; indeterminatae tt — Duw == mm satisfaciens
s siguidem forma aligua (M, N, P) datur, ciius dee

Ra
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terminans est D, numevorumque M,.2 N, P diuisor
COMMUNIS MaxXimus . '

Sol. Accipiatur ad lubitum forma reducta (a,
b, — a') ... f, determinantis D, vbi diuisor com-
munis maximus numerorum a, 25, a' sit m, qua-
leth dari vel inde manifestum est, quod forma re-
ducta formae (M, N, P) aequiualens inueniri
potest, quae per art. 161 hac proprietate erit prae-
dita: sed ad propositumn praesens quaeuis forma re-
ducta in qua conditio haec locum habet poterit
adhiberi. Euoluatur periodus formae f, quam ex
n formis constare supponemus. Retentis omnibus
signis quibus in art. 188 vsi sumus, f» erit (+ am
bv,—a»+1), quia 1 par, et in hanc formam trans-
ibit f per substitutionem propriam «", &7, 97, 4"
Quia vero f et f» sunt identicae: f transibit in f»
etiam per substitulionem propriam 1,0,0, 1. Ex
his duabus transformationibus similibus formae f
in_fo per art. 162 deduci poterit solutio aequatio-
nis ¢ — Duw = mm in integris, scilicet =

E(2"-+8)m (aequ. 18 art. 162), u — ”nam (aequ.

19) *). Designentur hi valores positiue accepti si
forte nondum sunt per 7, U, eruntque hi T, U
valores minimi ipsorum 2, u, praeter hos t — m,
u — o (a quibus necessano erunt diuersi, quia
manifesto 9" non poterit esse — o).

Supponamus enim dari adhuc minores valo-
res ipsorum f, x puta t, 4 qui sint positiui et 4

¥) Quae in art, 162 erant 1,"7):': al, ,‘Y,)\ A B ('
A, B, C'; ¢ hic sunt 1, 0,0, 13 am, §w, ym, &0j
a,by,=—a'; a,b,—a'; 1.
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Non .— o0, Tum per art. 162 forma f per substi-
Wtionem propriam £ (t — b u), — &' U, < ay,
1 : . .

w» (t + b u) transformabitur in formam cum ipsa
Uenticam. Jam ex art. 1935, II sequitur, aut
1 .

S (t—bu) aut — < (t — b u) alicui nume-
forum 17, 4111 41V etc. aequalem esse debere, puta
== gk (quia enim tt — Duu 4+ mm == bb un

“ a' uu -+ mm, erit tt > bbuu, adeoque

.. . N
t—bu positiuus; hinc fractio _____b_g, quae
au

Yespondet fractioni %é— in art. 193, idem signum

habebit vt @ vel @); atque in casu priori — a' U
1 m
wau, -i— (t -+~ b u), in posteriori easdem quan-

Utates mutatis signis, resp. ==€¥, 3*, 4", Sed quum
: . o .

Sty ¢« Uie. 1t <:Z—d——et;> 0: et o < "
®l > 0; quocirca quum progressio 3, 3¢, 3" etc.
Continuo crescat, necessario w iacebit inter o et 1z
®xcl. Forma vero respondens, f#, identica erit
Cum forma f, Q.E. A4, quum omnes formae £, f
", ete. vsque ad fe—1 diversae esse supponan-
tr. Ex his colligitur, minimos valores ipsorum
!y u (exceptis valovibus m, o) esse 7', UL

i Er. $i D — 79, m = 1: adhiberi poterit
Orma (3, 8, — 5 ), pro quan =— 6, ‘atque &" ==
}\. 8, " == — 27, & == — 152 (art. 188).
ling 77 80, U — g, qui sunt valores minimi
nu}nemmm t, u, aequationi {f —— 79uu == 1
Usfacientes. '

R 3



199. Ad praxin formulae adhuc commodio-
Yes erui possunt. Erit nimirym 2by* — — a(+"
— %), quod facile ex art. 162 deducitur, mul-
tiplicando aequ. [ 19] per 25, [20] per 2 et mu-
tando characteres illic adhibitos in praesentes. Hinc

fit a" o 80— 247 — Q?b ", adeoque

. o
FT=m((@ ———f—:—y“),_'j_-_ U—"1"
Per similem methodum hos valores obtinemus
b Cm
_tT:m(a“ v(--‘—i;-C"),i«_ U= VT
Tum hae tum illae formulae perquam commodae
euadunt, propter 3* — $—1, , — (r—1, ita
vt.si hac vteris, solam progressionem &/, &%, € ...
¢, si illa vii mauis, solam hanc ¢, §4, § etc.
supputauisse sufficiat, Praeterea ex art. 189, % fa-
cile deducitur, quum n necessario sit par, «" et

b . .
—a;';" eadem signa habere ;neque minus 3" et—ab«y" ’
ita vt in formula priori pro T differentia ab-
soluta, in posteriori summa absoluta accipi debeat,
neque adeo ad signa respicere omnino opus sit
Receptis signis in art. 189, 4 adhibitis erit ex for-
mula priori i
T=m (¥, b kot b ] — 22 (ke o R e
kh~1]; U= gi, [kt Koy ki .., kn—1];
ex posteriori
T = m [k, ke ko =1] 4 lz‘i[ku,km.... k)i
m ,
U — ’a— [k", k“{ Tern k" ]’



AY

vbi pro valore ipsiﬁs‘ T etiam m [ k") K" ..o k7, -:7]

Stribi poterit.

Ex. Pro D — 61, m = 2 adhiberi potest
forma (2, 7,— 6), pro qua eruitur 7 == 6; kI,

RO JIT IV, gV RV yesp. =— 2, 2, 7, 2,2, 7.
Hine fit 7= o [2,2,7,2,2,7] — 7 (2,2, 7,
2,2] — 2888 — 13065 = 1527, ex formula pri-

Mma; idem prouenit ex secunda I'= 2 {2, 7, 2, 2]
+ 20(2,7,2,2,7) Uverofit =%[2,2,7,2,2]
=[2,7,2,2, 7] = 195.

Ceterum plura artificia adhuc dantur, perquae
-calculus contrahi potest, sed de his fusius hic loqui
breuitas non permiitit,

200. Vt ex valoribus minimis ipsorum ¢, u
omnes obtineamus, aequationem [ — DUU =

mm ita exhibemus (77;;4- -;n(‘—’ VD) (%-—% VD) —

, : T, U T U '
1, vnde etiam erit(_- + —~ v D) (- — pt'A D)°
== 1...[1], denotante ¢ numerum guemcungue.
I_am designabimus breuitatis caussa valores quan-
ttatum

m T U

m T

mw

U
m YD)
m T U m [
ovD Gt YO —5p (T— 5 v D))
generaliter per £°, uc resp. Z. e. illarum valores pro

*) In his solis quatuor expressionibus et in aequ. [!'] ¢ denotat expe-
Mentem potestatis; in reliquis literae apici adscriptac semper indicom

designant.
R 4
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e = o, per t°, u® (qui erunt m, 0); pro e ="'1
per t/, ' (quifiunt 1, U); pro e — 2 per ¢, u';
pro t == 3 per t', u' etc. — demonstrabimusque,
sl pro e acciplantur omnes numeri integri non ne-
gatiui i e. 0, omnesque positiui ab 1 vsque ad 20,
expressiones illas exhibere omnes valores positi-
wos ipsorum ¢, u: scilicet I) omnes valores illa-
Yum expressionum esse reuera valares ipsorum £,
u; II) omnes valores illos esse numeros integros;
I11) nullos valores positiuos ipsorum ¢, u dari qui
sub formu.is illis non contineantur.

I Substitutis pro z¢, wue valoribus suis nullo
negotio adwimento aequ. [1] confirmatur, esse
(2 + uy D) (1 — w D) = mm; ie

te t+— D ue ute = mmn.

II. Eodem modo facile confirmatur, esse gene-
?
. T 2T
raliterze~1 4 e—1 = 20 e U=l e b= —— uc.
m m
Hinc manifestum est duas progressiones ¢, tf,
t, " etc., uw, uw, u',. u' etc. esse recurren-

. . . 2T .
tes, et viriusque scalam relationis e b scl-

Yicet " = 2——"{‘ v—1t, th = Q—'Z‘t“ -— 1! etC.ul ==
QI u! etc.
"m

Iam quoniam per hyp. forma aliqua datur,
(M, N, P), determinantis D, inqua M, 2N, P
per m sunt diuisibiles: habebitur 17 = (NN —
MP) UU + mm, eritque adeo manifesto 4 T7T per’

mm diuisibilis, Hinc 2—,;—: erit nwmerus integer et
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Quidem positiuus. Quia vero £° ==m, # =T, u®
= o0, w == U, adeoque integri: omnes ¢/, ' etc.
ul, uw etc. etiam integri erunt. Porro perspi-
Cuum est, quia I'7T > mm, omnes £, t', t'*,
€lc. positiuos et continuo in infinitum crescentes
€sse, nec non omnes u°, w', L, u etc.

III. Supponamus, dari adhuc alios valores
Positiuos ipsorum ¢, B qui in progressione t>,
U, i efe. u® u!y u' etc. non contenti sint, puta

» Wl Manifestum est, quuun progressio ", !
Ctc. a o in infinitum crescat, ll necessario inter duos
terminos proximos, u" et ut +- I situm fore, ita
VEsit I > wret ll << w1 Vit absurditatem

uius suppositionis demonstremus, obseruamus

1° Aequationi £ — Duu = mm satisfactum

it etiam ponendo ¢ = 71% (Ztr — DUw ), w

= ;I; (Un — Run). Hoc quidem nullo nego-

tio per substitutionem confirmatur : quod vero hi
Valores quos ponemus breuitatis gratia==", v, sem-
Per sunt numeri integri ita ostendimus.  Si (M,
Af, P) est forma determinantis 12, atque m di-
Qisor communis numevorum M, 2NV, P: erit tum
R+ NU tum 4 Nt per m diuisibilis adeoque
etiam || (22 + Nur) — uwn (T + NU) sive U 20
~ T ur. Quare v erit inleger et proin etiam 7,
MWa = Dvv + mm.

: 2° Patet v non posse esse == o0; hinc enim;
Sequeretur (Il 0 7 = T T " wr siue YW (Duryn
+”1m) = wu (DUU 4+ mm) swe U=

R s
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v°u?, contra hyp. ex qua U > wr. Quum
loltur praeter valorem o, minimus valor ipsius
u sit U, erit v certe non minor quam U.

5° Facile ex valoribus ipsorum v, 7+ 1,
u", w1 confirmari potest esse m U == ur1 t"
— =L yn, Quare s — T un certe non
erit minor quam u® += 1 8 — 0 4= L un.

4° Iam ex aequatione T X — DU U=mm
‘Yhabetur -——__\f (D + -”Lm-) et similiter -;_ng-:%
=y (D + — an—-—~—), vnde facile deducitur

gt T Wn4-1
b g

esse =~ > - ——_ Hiuc vero et ex conclusione
U~ wi
in 3° sequitur (U — Fun ) (0 + wo E) >
n
~ -+ n -
(wn+1 o —priun ) (0 + ue u"—l-x)’ Siue,
euolutione facta, et loco ipsorum T ¥, o o,
gn-+1 ¢+ 1 substitutis valoribus suis DU W + mm,
Dw ur +mm, Dur+1 w+1 4 mm,
{l-(uu wrur ) > ——— (urtI oyt e

#o—+§
ur u ),
vnde, quoniam virague quantitas manifesto posi-

. . un un un W‘
tiva, fit transponendo U +—-—> un+1 +Tl

Q. E. A, qua quantitatis prioris pars prima mz”
nor est quam pars prima quantitatis secundaéy
nec non illius secunda minor quam secunda hu-
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s,  Quamobrem suppositio consistere nequit
el progressiones 7, ', t', etc. u , w, w4
étc. omnes valores positivos ipsorum ¢, # exhi-
bebunt,

Ez. Pro D' = 61, m = 2 valores mini-
mos positiuos ipsorum ¢, u i_nl_lenimps 1523, 195:
quare omnes valores positimi exhibebuntur per

has. formulas ¢ = (1_52_3_ + .1_95\/‘61)‘*1-(1_5?_3.

—_ 15,6, — 1533 4 95, g
2\f D, u 7 61(( + 2y 1)

5(15.2?_3. - _1.%5\/' 61)°). _Inuenitu.r autern

t° = 2, ! == 1523, I/ = 1523 # —1° ==

2319527 t = 1523 t" — t' = 35320618098 etc.;
u = o,u =195, u' = 1523 u' — u° =296985,
Wit — 15273 U — u' == 452%07960 etc.

201. Circa problema in artt. praecc. tra-
ftatum sequentes obseruationes adhuc adiicimus.

1) Quum aequationem t ¢t — Duzu=mm
Pro omnibus casibus soluere docuerimus, vbi m
est djuisor communis maximus triwun numero-
Tum M, 2 N, P, talum it NN - MP =D:
Operae pretlum est ommnes numeros qul tales di-
Uisores esse possunt siue ommnes valores ipsius m
Pro valore dato ipsius D assignare. Ponatur D ==
"nD oita vt D' a factonbus quadraticis omnino
Si llber quod obtinetur si pro n z assumitur ma-
Xy quad.ratum ipsumn ) metiens: sin vero D
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fam per se nullum factorem quadraticum impli-
caret , fieri. deberet n = 1. Tum dico

Primo, si D/ fuerit formae 4% 4 1, quemuis
diuisorem ipsius 2 n fore valorem ipsius m, et
vice versa. Si enim g est diuisor ipsius 2 n,
nn (D—1)

g

habebitur forma (g, n, ), cuius de-

terminans est 1, et in qua manifesto diuisor com-

. . o nn (D’— 1)
munis maximus numerorum g, 2 , e———————=
nn (D—1) __ 4un, D’—I

g8 £8 4
esse numerum integmm). Si vero, vice versa,
& suppounitur esse valor ipsius m, scilicet dinisor
communis maximus numerorum M, 2 N, P, At
que NN — MP = D: manifesto 4 D) swe
4nnl) diuisibilis erit per gg. Hinc vero sequi-
tur, 2 n necessario per g diuisibilem esse. St
enim g ipsum 2 1 non- metiretur, g et 2 n ha-
berent diuisorem communem maximum mino-
rem quam g, quo posito == &, atque 22 =
Sni, g = g, foret n' nt Dt per g g diuisibilis,
n' ad g adeoque etiam n/n' ad g'g’ primus
et proin etiam [)' per g'g’ diuisibilis, contra
hyp. secyndum quam D' ab omni factore qua-
dratico est liberatus.

erit g (patet enim

Secundo, si D! tuerit formae 4 k + ¢ vel
4 k+ 3, quemuis diuisorem ipsius 7 fore valo-
rem ipsius m2, et vice versa quemuis valorem
ipsius 7z melirl ipsum n Si enim g est diuisor

.. . nn D
ipsius 72, habebitur forma (g, o, ), cuius
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determinans = D, et vbi manifeste numerorum
# !
g0, " D

. g .. .
Si vero g supponitur esse valor ipsius m, puta

isor communis maximus numerorum M, 2 N,
P, atque NN — M P = D: codem modo vt

diuisor communis maximus erit g. —

. . .oo2n ..
Supra g metietur ipsum 2 n, siue — erit integer.

. . . . nn
Si quotiens hic esset impar: quadratum 2% foret

D £8
= 1 (mod.4), adeoque 225 aut = 2 awt
=~ gnn D' 4D 4NN
= mod. 4 ). At V— =l =
3 ( 4) g8 g8 £g
— 4 MP 4 NN (mod.4.), et proin % NN
g8 8 g8

aut = 2 aut = 3 (mod.4). Q. E. 4, quia om-
Ne quadratum aut cifrae aut vnitati secundum
Modulum 4 congruum esse debet. Quare quo-

. on . . 7 .

Bens == necessario erit par, adeoque — integer,
. 8 : g

Slue g diuisor ipsius 7.

Patet itaque, 1 semper esse valorem ipsius
M, siue aequationem tt — D wu = 1 pro
Quouis valore positivo iion quadrato ipsius D per
Praecedentia resolubilern esse; 2 fune tantum-
;Ilodo esse valorem ipsius m, st D fuerit aut
Ormae 4 k, aut formac 4 k + 1.

_ 2) Si m est maior quam 2, aitamen nume-
:S Idoneus, solutio aequationis z¢ — Dy =
M reduci potest ad solutionem similis aequa-
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tionis, vbi m est aut 1 aut 2.  Scilicet posito vt ante
D = nn D', si mipsum n metitur, metietur mm
ipsum D." Tum si valores minimi ipsorum p, ¢

m aequatione pp — -;5_'_ gg == 1 supponuntur
4

esse p == P, ¢ = Q, valores minimi ipsorum’
z, u in aequatione tf — D wuu = mm erunt
t =m P, u= Q. — Si vero m ipsum n non
metitur, metietur saltem ipsum 2 n eritque certo

par; A7 sutem integer. Et si tunc valores
mm

minimi ipsorum p, ¢ in aequatione p p — iz; qq
mm

== 4 inuenti sunt p = P, ¢ = Q: valores minimi
ipsorum £, u in aequatione tt — Duu = mm

m
erunt ¢ = —Q—P, v = Q. — In vtroque autem

casu non solum ex valoribus minimis ipsorum p,
g valores minimi ipsorum ¢, u, sed ex omnibus
valoribus illorum omnes valores horum per hanc
methodum manifesto deduci poterunt.

5) Designantibus 22, u®; tf, uly M, ut ete
omnes valores positiuos ipsorum t, u in aequa-
tione ¢t — Duu = mm (vt in art. praec.), s
contingit vt valores quidam ex serie illa, valori-
bus primis in eadem secundum modulum quem-
cungue datum r, congrui sint, puta t¢ = ¢> (si-
ue=m), u¢ I= u° siue == o (mod. r); simul-
que valores proxime sequentes valoribus secundis,
puta ££+1 = ¢, ' =y (mod.r1: erit etiam
2 =1, w3 = ul; 1?43 —= i, w3 =
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U ete, Hoc facile inde deducitur, quod viraque
Series £°, ¢/, 4 etc., u’, u', u'l etc. est eX recurren-
4 e . T :

Um genere, scilicet quoniam ¢/ = "~ 1 —

1 (1]
T, 2 = _Q_Z te+-1 — ¥ erit 1 = f-+2

. "
similiterque de reliquis. — Hinc autem sequitur,
fore generaliter zh-+f = tb, uh-=¢ —uh (mod.
), denotante ~ numerum quemcungue, nec non
adhuc generalius, si fuerit , == v (mod. ¢}, fore
=7, v =« (modr)

4) Conditionibus autern in obseru. praec. re-
Quisitis semper satisfieri potest, scilicet semper
lnueniri potest index ¢ (pro modulo quocunque

dato ) pro quo sit 22 == o, B+ = o, f =
ue, f+I == . Ad quod demonstrandum ob-
Seruamus

Primo, conditioni tertiae semper satisfieri posse.
Nullo enim negotio per criteria in (1) tradita per-
Spicietur, etiam aequationem pp — rrDgqgq =
mm solubilem fore; et si valores minimi positiut-
psorum p, . g (praeter hos m, o) supponuntur
€se P, Q: inter valores ipsorum 7, u manifesto

Srunt etiam t = P, u=r Q. Quare P, r Q
I progressionibus 2°, 1 etc., u°, u' etc. contenti
‘Tunt, et si P ==t*, r Q =u* ,eritu* = o =

%> (mod. r). Praeterea facile perspicietur, inter
¥ et 1* nullum terminum fore ipsi u4° secundum
Modulum r congruum.

'S:ecundo patet, si hic insuper tres reliquae condi-
Yoneg adimpletae sint), puta si etiam w1 = u4,
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n =g, A1 = ¢/, poni tantummodo debere
¢ = ». Si vero vna aut altera illarum conditio-
num locum non habet, dico certe statui posse ¢
== 2 » Nam ex aequat. [1] formulisque genera-

e

libus pro 2%, u® in art. praec. dedycitur ** =
= (2 +Dur ) =5 (mmteDu? u*)
— 2Du
r - my
tas erit nuinerus integer, quia per hyp. r ipsum

adeoque , quae quanti-

¥} metititur, nec non mm ipsum 4D, adeoque a
potiorim ipsum 2 D. — Porro erit 2?* == 2 tu}
. m
et quoniam 4 #?* = 4Dwrur + 4 mm,
adeoque per m m diuisibilis, 2 #* erit diuisibilis
per m, et proin u?* per r, siue x** =u’ (mod.

' . . o Dy +1
r). — Tertio inuenitur £2*+ % = ¢/ 4 == w_,
+
2 Dt
mr

ger, erit ¢?*+1! == ¢/ (mod.r). — Tandem re-
2T g2

et quoniam ex simili ratione est inte-

peritur z?+1 = u* 4 , et quoniam

2t** 1 per m diuisibilis est, z* per r: erit u3+7*
=uw (mod. r). Q. E D.

> Ceterum vsus posteriorum duarum obserua-
tionum in sequentibus apparebit.

202. Casus particularis problematis, nempe
soluere aequationem z¢ — Duyuy = 1, iam 2
geometris secull praecedentis fuit agitatus. Saga”
cissimus Fermatius problema hoc analystis Angh®
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Proposuit, Wallisiusque. Brounkerum tamquam
Muentorem solutionis quam in Alg. Cap. 98, Opp.
L. I p. 418 sqgq. tradit nominat; Ozanam Fexma-
tum; denique ill. Euler qui de illo egit in Comim,
Perr, pr. p. 175, Comm. nou. XI, p. 28*), Algebra
11 pag. 226, Opiusc, An. I. p.7 10, Pellium, vnde
Problema illud a quibusdam auccoribus Pellianum
Yocatum est. Omnes hae solutiones, s essentiam spe-
Ctas, conueniunt cum ea quam obtinemus, si in art.
198 formam reductam eam adoptamus in qua @
= 1; attamen operationem quam praescribunt
tandem necessario finiri, siue problema semper
Teuera solubile esse, nemo ante ill. La Grange.
Tigorose **) demonstrauit, Melanges de la Soc. de
Turn T. IV. p. 19, et concinnius Hist. de I'A:. de
Bey iy, 1767, p. 237. Fixstat haec disquisitio etiam
supplementis ad Euleri Algebyam lam saepius lau-
datis, * Ceterum methodus nostra (ex principiis
Omnine diversis pelita, neque ad casuml m = 1
Testricta ) plerumque plures vias ad solutionem
Perueniendi suppeditat, quoniam in art. 198 a
Quauis alia forma reducta (a, b, — a', profi-
Cisci possumus,

‘ . - agw
. ) In hac comm, algerithmus quem art. 32 exposuimus, per similia
%igna exhibetur, quod nos illic annotare negleximus,

L X" e
) Quae Wallisius ad hunc finem protulit L. c. p. 427+ 428 nihil pone
deris - habent, Paralogismus in eo consistit, quoi p. 428 | 4. sup-
* Ponit, proposita quantitate p inueniri posse numeros integros 4. %
- . '
tales vt = minor sit quam g, defectus vero assignato minot,
a
Hoc vtique verum est, quando defectus assigmatus est quantitas
daty neque vero, quando ab @ et & pendes adeoque variabilis

&8, vti in casu praesenti euenit,

S
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205. ProBrEMa. Si formae o, ¢ sunt aequi-
salentes, omnes transformationes alterius in alteram

exhibere.

Sol. Quando formae hae vnico tantum mo-
do aequinalentes sunt (i e. aut proprie tantum
aut improprie tantum ) quaeratur per art. 1906
transformatio vna formae ¢, in @, quae sit ¢,
€, 5, §, patetque alias quam quae huic sint simi-
les, dari non posse. Quando vero ¢, @ tum
~ proprie tum improprie aequiualent, quaerantur
duae transformationes dissimiles, i, e. altera pro-
pria altera impropria, puta «, &, 3, & et a, G
9!, &, eritque quaems alia transformauo aut hmc
aut il similis. St itaque forma ¢ est (a, b,c)
ipsius determinans = 1), dinisor communis maxi-
mus numerorum a, 2b, ¢ ( vti semper in praec.)
m, atque f, indefinite omnes numeri aequa-
tioni ¢t — Duu = mm satisfacientes: in casu
priori omnes transformationes formae ¢ in ¢ con-
tentae erunt sub prima formularum sequentium I,
in posteriori vel sub prima I vel sub secunda IL

L.. = (st—(ab+y)n), — (&t—(cb+o)u),
= (st (et 4b)0), — (Ot + (G + 2)%)
... — (wt—(ath+yc)u), = (&t — (& + dc)u)
;';.(y:t+(ula+.,fb)u),%(a't+(:'a+sfb)u)-

~ Ex. Desiderantur omnes transformation®$
formae (129, 92, 65) in formam (42, 59
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81). Has improprie tantum aequinalentes . esse
-lfl art. 194 inuenimus et in art. seq. transtorma-
Uoner impropriam illius in hanc eruimus — 47,
56, 73, 87. Quamobrem omnes transforma-
Yones formae (129, 92, 65) in (42, 59, 81 ) ex-

bebuntur per formulam — (47 t + 421 u),
=~ (56 ¢t + 503 u), 73 ¢t + 6535 u, 87 t + 7804,
‘{bl' t, u suit indefinite omnes numeri aequa-
Yoni z¢ _. 79 wu == 1 satisfacientes; hi vero
€xhibentur per formulas

i“t= —;—((80+9f79)" + (80—9v"79)° ),

Fu= 2 ((80+9v79) — (80—9v" 70)")

Vbi pro ¢ omnes numeri integri non negatiui

Sunt acciPiendi.

204. Perspicuum ‘est, formulam generalem
Omnes  transformationes exhibentem eo  simpli-
Clorem euadere, quo simplicior fuerit transforma-
lio initialis ex qua lormula est deducta. lam quum
@bitrarium sit, a qua transformatione proficisca-
Mur, saepenumero formula generalis simplicior
Tedd; potest, si ex formula primo inuenta trans-
Ormatio simplicior deducitur tribuendo ipsis z, u
Valores determinatos, et tunc ex hac alia formula
-Somponitur, Ita e g. positis in formula in ex. art,
Praec, jnuenta, =80, u== — g, prodit trans-

“Mmatio simplicior quam ea a qua profecti eramus,
Scilicet 29, 47, — 37, — 0o vade deducitur for-
Mula generalis S o6= s a0
generalis 29 ¢ —~ 2C5 u, 47 — 424 Uy, —
37 ¢ + 337 u, — 6ot + 5i35u. Quando itaque
per Praecepta praecedentia tormula generalis eruta
S 2
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est, tentari poterit, annon, tribuendo ipsis 2, ¥
‘valores determinatos + #, + w; + 1, + ui etc
transformatio obtineatur simplicior quam ea ex qua
formula deducta fuit, in quo casu ex illa transfor-
matione formula simplicior deriuari poterit. — Ce-
terum in diludicanda simplicitate aliquid arbitraris
remanet, quod si operae pretium esset ad nor-
mam fixam reuocare, nec non in progressione 'y
w'; t, ut etc. limites assignare possemus, vlira
quos transformationes continuo minus simplices
prodeant, ita vt vltra progredi opus non sit sed
intra_ illos tentamen instituisse sufficiat: attamen
quum plerumque per methodos a nobis prae-
scriptas transformatio simplicissima vel statim vel
adhibitis pro f, u valoribus + ¢, 4 w prodire
soleat, hanc disquisitionem breuitatis gratia sup’
primimus.

205. PROBLEMA. Tnuenire omnes vepraesents-
tiones mumeri dati M per formulam datam axx +
ebxy =+ cyy, cuins determinans positiuns non - qua”
dratus — D, '

Sol. Primo obsernamus, inuestigationem re-
praesentationum per valores ipsorum z, y inter $€
non primos, hic prorsus eodem modo, vt suprd
(art. 181 ) pro formis determinantis negatiui, 2
eum casum reduci posse, vbi repraesentatione?
per valores indeterminatarum inter se primos qua¢”
runtur, quod igitur hic repetere superfluum fore
Ad possibilitatem repraesentationum per valore
ipsorum x, y inter se primos autem requiritur, V*
D sit residuum, quadraticum ipsius M, et si o
nes valores expressionis ¢~ D (mod. M) sunt N,
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~ N, Ny, — N1, N#, — Ni etc. (quos ita ac-
Clpere licet vt nullus sit > § M), quaeuis reprae-
$utatio numeri M per formam propositam ad
2liquemn horum valorum pertinebit. Ante omnia
Maque valores illi erui debebujit; tunc repraesen-
tationes ad singnlos pertinentes deinceps inuesti-
8ari. Repraesentationes ad valorem NV pertinentes
n()]l\l[ dabuntur, nisi formae (a, b, ¢) et (M, N,
— D

\M——) proprie aequiualentes sunt; si vero

Sunt, quaeratur transformatio aliqua propria
Prioris in posteriorem, quae sit «, &, v, & Tum
labebitur repraesentatio numeri M per formam
(d, b, ¢) ad valorem /N pertinens hacc: z ==
% ¥ == v, omnesque repraesentationes ad hunc
Valorem pertinentes exhibebuntur per formulam z

= L (at— (b + 30 ), § == — (st+(<at,b)m),

deSignante m diuisorem communem maximum
Numerorum a, 2 b, c; et f, u indefinite omnes
Numeros aequationi ¢ — Duu = mm satisfa-
Clentes. — Ceterum manifestum est, formulam
lanc generalem eo simpliciorem euadere, quo
Simplicior sit transformatio «, €, v, ¢ ex gua de-
Qucta est; quare haud inutile erit, transformatio-
Ijl;m simplicissimam formae (a, b, ¢) in (M, N,

__W—l_) ) secundum art. praec. antea eruere, et

eX hac formulam deducere. — Prorsus eodem
Ir{0_‘10 repraesentationes ad valores reliquos — N,
NV — NI etc. pertinentes (si quae dantur).
Per formulas generales exhiberi possunt.

m

_ Ez.  Quaeruntur omnes repraesentationes
Numer; 585 per formulam 42zzx + 62xy + 21yy.
S35
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Quod ad repraesentationes per valores ipsorum
Z, y inler se non primos pertinet, statim putet
alias huius generis dari non posse, quam in
quibus diuisor communis maximus ipsorum
Zz, ¥y sit z: quum 585 per vnicum quadratum 9
diuisibilis sit. Quando itaque omnes repraesenta-

liones numeri ~5g-5 i.e. 65 per formam 4ez'x' +

62x’y’ + 21yYy* inuentae sunt, in quibus 2/ ad y!
primus; omnes repraesentationes numeri 585
pet formam 4oxz + 622y + 21yy, in quibus z
ad y primus, ex illis deriuabuntur ponendo z ==
5%, ¥ == 3y. Valores expressionisy/”~ 79 (mod
65) sunt + 12, + 27 Repraesentatlo numerl
65 ad valorem + 12 pertinens inuenitur z! ==
2, ¥ = — 1; quocirca omnes repraesentationes
ipsius 65 ad hunc valorem pertinentes exhibe-
buntur per formulam z' = ot — jiu, ¥ =
— t + 5%u, adeoque omnes repraesentationes
ipsius 585 hinc ortundae per formulam x = 6t —
123U, ¥ = — 3¢ + 159u. Simili modo inuenitur
formula generalis omnes repraesentationes numerl
65 ad valorem -~ 12 pertinentes exhibens z! ==
22t — 199u, ¥ = — 275t 4+ 211u; et formula
© omnes Tepraesentationes numeri 585 hinc oriundas
complectens x == 66t — 597u, y= - 69t + Oz3%
Ad valores 4 27 et — 27 autemn nulla repraesen-
tatio numeri 65 pertinet. — Vt repraesentdtiones
numeri 585 per valores ipsorum z, y inter s€
Prunos inueniantir, primo valores expressmnls
v~ 79 (mod. 585) eruere oportet, quisunt + 77
F 103, + 157, + 248. Ad valores + 77, + 10%
-+ 248 inuenitur nullam repraesentationem pertine-
re; ad valorem < 157 autem pertinet repraesentd”
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U z = 5, y =1, vnde deducitur formula
generalis omnes repraesentationes ad hunc va-
Orem pertinentes exhibens z = zt — 1144, gy
== ¢ 4 157u; similiterque inuenitur repraesen-
ttio ad — 157 pertinens z = 83, y =
= 87, et formula in qua omnes similes sunt con-
tentae = = 83¢ — 746u, y = — 877 + 780w
abentur itaque quatuor formulae generales sub
Quibus ommnes repraesentationes numeri 585 per
formam 42zx + 622y + 21YY contentae sunt
= 06t —123u y=— 35l+ 150U
x = 66t — 597u y = — 69t + 033
x= 3L — 114U y = t+4 1571
* = 83t — 746u y = — 87t 4+ 78qu
Vbi 2, u indefinite omnes numeros integros deno«
tant, qui aequationi ¢z — 7guu = 1 satisfaciunt.

Applicationibus  specialibus  disquisitionum
Praecedentium de formis determinantis positiui
Non-quadrati breuitatis gratia non immoramur,
Quippe quas simili modo vt artt. 176, 182 quis-
que, sine negotio, proprio marte instituere pote-
Tt statimque ad formas determinantis positiui qua-
dratj, quae solae adhuc supersunt, properamus.

206. PROBLEMA. Proposita forma (a, b, c)
determinantis quadrati hlv, designante b ipsius radicem
Positinam, inuenirve formam (A, B, C) illi proprie
Sequinalentem , in qua Aiaceat inter limites o et 2h — X
ek, Bsit—=kh, C=o.

Sol. I Quoniam hh = bb — ac, erit
(h — b): @ = c¢: — (h 4+ b). Sit huic rationi
dequalis ratio €: &, ita vt ¢ ad & sit primus, de-
tel“minenturque ¢, 3 ita vt sit af — by = 1, quae
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fieri poterunt. Per substitutionem «, €, , transeat
forma (a, b,c) in (a', b, ¢'}, quae igitur
illi proprie aequivalens erit. Habebitur autem b’
= @uz- + b ( I+ Iy) + ¢ = (h—-—b) at 4
b ('+¢)=(ht+bd) oy =h (a8 — ¢)
= h; ¢ = a3t + 2b5> + cip = (h—Db)o +
2bed — (h+b) ¢ = o. Quodsi itaque insuper
&' inter limites o et ek — 1 iam est situs, forma
(@, b', ¢') omnibus conditionibus satisfaciet.

1. Si vero a' extra limites o et 22 —1
iacet, sit 4 residuum minimum positiuum ipsius
a' secundum modulum 2/, quod manifesto inter
hos limites situm erit, ponaturque A — a' = 2hk.
Tum forma (a, b/, ¢') L. e. (a', h, 0) per sub-
stituiionem 1, o, k, 1 transibit in formam (4, h, o),
quae formis (a, b' c¢'), (a,b,c) proprie aequi-
ualens arit ommbasque conditionibus satisfaciet. —
Ceterum perspicuun est, formam (e, b, ¢) trans-
ire in {ormam (4, h, 0) per subsntutmnem « t
Ck G, ¥ + éllr 3‘

Ex. Prop051ta sit forma (27, 15, 8) cuius
determinans = g. Ilic £ = r; rationibus — 12:
27 = 8: — 18 in numeris minimis aequalis

est ratio 4: — Q. Yositis itaque ¢ = 4, &=
— 0, « = — 1, y = 2, forma (a, b, ¢') fit
(- 1,3,0), quae transit 'm formam (5, 5, 0)

per s;bstLutLonem 1, 0, 1,1  Haec igitur est
forma quaesiia, transitque in eam proposita per
substitutionem propriam %, 4, — 7, — 0.

Teles formas (A4, B,C) in quibus C == 0,
B =k, A iater limites o et 22t — 1 situs, for-
mas rcductos vocabimus, quae igitur a formis
reductis determinantis negatiui, vel positiui non-
quadrati, probe sunt distinguendae,



207. THEOREMA. Duae formae reductas (a, h, o),

(a, b, 0), non identicae proprie aequinalentes esse wnom
Possunt,

Dem. St enim proprie aequiualere suppo-
Muntur, transeat prior in posteriorem per substi-
Wtionem propriam «, ¢, v, 4, habebunturque
Quatuor aequailones: gz + 2hey = a'...[1], a«+
+ h (&) = h ...[2], at + 2k = o ...[3),
“8—¢ = 1 ..[4)} Multiplicando aequationem
Secundam per §, tertiam per . et subtrahendo
fit .. p (0—& )¢ = ¢h, siue, propter [4], — ¢k
= ¢h, vnde necessario ¢ = 0. Quare ex [4],
“=1, et« = + 1. Hincex[1], a + 2.k
= @/, quae aequatio consistere nequit, nisi ¥
= o (quoniam tum @ tum a‘ per hyp. inter o
€ 2h — 1 iacent) i.e nisi @ = @', siue formae
(a, b, 0), (@', h, 0) identicae, contra hyp.

Hinc sequentia problemata, quae pro deter-
Minantibus non-quadratis multo maiorem difficul-
tatem facessebaat, nullo negotio solui puterunt

L Propositis duabus formis F, F' eiusdem deter-
Minantis quadrati, inuestigare an proprie aequinaleant.
‘Quaerantur duae formae reductae formis 5, R
Tesp, proprie aequiualentes ; quae si identicae sunt,
Propositae proprie aequiualentes erunt, sin minus,
Ron erunt.

1L Iisdem positis inuestigare an improprie aequi-
Yaleant.  Sit forma alteruwi propositarum e. g.
O'mae F opposita, G; quae si formae #7 proprie
igquiualet, F et F' improprie aequiualebunt, et
Otra,
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208. PROBLEMA.  Prppositis duabus formis
F, Ft determinantis hh proprie aequinalentibus: inte=
wive transformationem propriam alterius in alteram.

Sol. Formae F proprie aequiualeat forma
reducta ®, quae itaque per hyp. etiam formae F!
proprie aequiualebit.  Quaeratur per art. 2006
transformatio propria formae F in ¢, quae sit
=, &, v, &5 nec non transformatio propria formae
Fin ¢, quae sit ¢ & 4 &  Tunc ¢ transfor-
mabitur in F' per substitutionem propriam &', =
¢, — +', « et hinc Fin F' per substitutionem pro-
priam wd! = Gyly Cu! = ally 3 — ity dal — 3Gl

Operae pretium est, aliam formulam pre
hac transformatione formae F in F' euoluere, ad
quam formam reductam ¢ ipsam nouisse ne opus
quidem sit. Ponamus formam F esse (a/, b/, c),
I = (a, b, ¢'), ® = (A, h, 0). Quoniam ra-
tionibus k — b: a vel ¢: — (2 +b) in numeris
minimis aequalis est ratio &: J, facile perspicitur
h—b

a . .. ¢
—— = Tfore integrum, qui sit f5 nec non %

= :%:—b integrum fore qui ponatur = g. Ha-
bebitur autem A4 = awxa 4 2bay + cyy adeoque ¢4
= ueet + 2buly + cbyv, siue (substitutis pro @7,
S{h—=D), pro ¢, ¢g,) A = ««dh 4 b(25 —ad)*
+ €oyyg siue (propter b = — h — JIg), ¢4 =
2:(ad =6 4 («?—C)%g = 24k + g. Similt
modo §.A4 = az«d + apald + cyyd = nm.}v + b(Q al
—&y) — Gk = (B—5)2f + 2y (d—E)E

' A —~ )
= th +f Quare « = ——at_g’ y = ,__Eh_..a



v — & al i

Prorsus eodem modo positis —h—_c—lb— = —=f, _“:7

—h— b . od—g S A —fi

= = o b . 2. T 0,
= 1 =8 ﬁt‘f oh 22 oh

Quibus valoribus ipsorum & v «' 5’ in formula
Modo tradita pro transformatione formae F in
F' substitutis, transit in hanc:

Cfi—dg Cig—Cg! f1—8f Cf- 8g -
Tan T Tan T ekt Toap 0 TR

<4 omnino abiit.

Si duae formae F, F' improprie aequinalen-
tes proponuntur, et transformatio impropiia alte-
Nus in alteram quaeritur, sit forma G opposita
forma F, et transtormatio propria tormae G in Ft
haec «, € » & Tunc manifestum est «  ~ 7, — &
fore transformationem impropriam formae F
n F,

_ Denique patet, si formae propositae et pro-
Prie et improprie aequiualentes sint, hoc modo in-
Uenire posse transtormationes duas alteram pro-
Priam alterars impropriam.

209. Nihil itaque iam superest quam vt ex
Vna transformatione omnes religuas similes deduce-
e doceamus. Hoc vero pendet a solutione aequa-
tionis indeterminatae ¢z — hhuu == mm, designante
™ diuisorem communem maximum numerorum
4, 2b, ¢, si (a, b, ¢) est alterutra formarum ae-
Quiuvalentium. Sed hagc acquatio semper duobus
Yantum modis solui potest, nempe ponendo aut ¢
=m,u = o, aut t = ~~m, u = 0. Ponamus



enim dari adhuc aliam solutionem ¢ = T, u =

U, ita vt Unon == o. Quia mm ipsum 4hk cer-
) .. 4TT 4hhUU
it -— = L — =

to metitur, erit - - 4, atque tum

47T tum 4hhUU quadrata integra. Sed nullo
mm mm =)

negotio perspicitur, numerum 4 duorum quadra-
torum integrorum differentiam esse non posse,
nisi quadratum minus sit o i. e. U = o, contra
hyp. — Si itaque forma F in formam F per
substitutionem «, & v, & transit, alia transforma-
tio huic similis non dabitur praeter transformatio-
nem —e —& —17 —3 Quare si duae formae aut
proprie tantum, aut improprie tantum aequiua-
lent, duae tantum transformationes dabuntur; si
vero tum proprie tum improprie, quatuor, nempe
duae propriae duaeque impropriae.

210. TurOREMA. Si duae formae reductae

(@ hy0), (@' h. o) improprie sunt acquinalentes, erit

an' == mm (mod. 2mh), designante m dimisovem com-

munem maxumum numevorum a, 2h, vel a', 2k; et vice

versa, st a, 2h; a'y2h enndem dinisorem communem ma-

scimum m habent, atque est aa' = mm (mod. 2mh), for-
~mae (a,h,0), (a'y h, 0) improprie aequinalentes erunt.

Dem. 1. Transeat forma (e, h, 0) in formam
(&', h, 0) per substitutionem impropriam « & v, ¥
ita vt habeantur quatuor aequationes qu« + 2/i%¥
= a'...[1]; as¥ + h(d4+&) = k... [2]; a6+
2h%? = 0...[3]; ad — €y = — 1...[4 Hinc
sequitur,” multiplicando [4] per % et subtrahendo
a [2], quod ita exprimimus [2] — h [4],.... (&%
+ 2hy)6 = 2h ... [5]; similiter ex 33 [2] —



(3] — (a+a + ) [4] deletis quae sese

destruunt ... — a«? = a + 2hyd, siue — (a« 4
2hy)$ = a... [6); denique ex a [1] ... a=(a-+
2hy) = aa’, siue (a» + 2hv)?* — aa’ = 2hr (a

+ 2hy) siue (a« + 2hv)* = aa’*(mod. 2k (@ +
2hy))...[7] Tam ex [5] et [6] sequitur az +
2hy metirl ipsos 2/t et a, adeoque etiam ipsum
Mm, qui est diuisor communis maximus ipsorum
a, oh; manifesto autem m metietur etiam ipsum
ax 4 2hy; quare necessario ax- 2hy erit aut ==
+ m aut = -— m.  Hinc statim sequitur ex [7],
mm = ga' (mod. emh). Q. E. P.

II. St a, 2h; a', 2k eundem diuisorem com-
Munem maximum m habent, insuperque est aa’

a 2h a' aat - mm
= mm (mod. 2mh), —

m m’ T omh
erunt integri. Facile vero confirmatur, formam
(a, h, o) transire in (a’, h, 0) per substitutio-
nem — %, 2k oa'—mm 4 nec non hanc
m? m’  oemh ’ m’

transformationem esse impropriam. Quare for-
Mmae illae erunt improprie aequiualentes. Q. E. S.

Hinc etiam statim diiudicari potest, an for-
mMa aliqua reducta data (a, ., 0) sibi ipsi imjro-
Prie aequiualens sit.  Scilicet designato diuicore
COmmuni maximo numerorum a, 2/, per m,
€sse debebit az = mm (mod. 2mh).

211. Omnes formae reductae determinantis

dati n/ obtinentur, si in forma indefinita (A4, A, a)
Pro 4 omnes numeri a o vsque ad 2~ -~ 1 incl
Substituuntur, quarum itaque multitudo exit o/
erspicuum est omnes formas determinantis ik



in totidem classes distribui posse, hasque iisdem
proprietatibus praeditas fore quas supra (artt. 175,
195) pro classibus formarum determinantis nega-
tiui, et positiul non quadrati attigimus. Ita om-
nes formae determinantis 25 in decem classes di-
stribuentur, quae per formas reductas in singulis
contentas distingui poterunt. Hae formae redu-
ctae sunt: (0, 5, 0)» (1,5, 0), (2, 5, 0),(5,5,0),
(8, 5, 0), (9, 5, 0, quae sibi ipsae simul im-
proprie aequiualent; (3, 5, 0) cui improprie
aequiualet (7,5, 0); (4, 5, ©0) cul improprie
aequiualet (06, 5, 0).

212. PROBULEMA.  Tnuenive omues vepraesenta-
tiones numeri dati M per formam datam axx + 2bxy
- cyy determinantis hh.

Solutio huius problematis ex principiis art.

165 prorsus eodem modo peti potest, vt supra
(artt. 180, 181, 205) pro formis determinantis ne-
atiui et positivi non quadrati ostendimus; quod,
quum nulli difficultati sit obnoxium, hic repetere
superfluum esset. Contra haud abs re erit, solu-
tionem ex alio principio quod casui praesenti pro-
prium est deducere. '

Positis vt artt, 206, 208, h—b: ga==c: ==

: o . h b a c
(h+b) = ¢: & —em = = I - =
:_Z‘é\:_[? = g, nullo negotio probatur, formam

propositam esse productum ex factoribus &z — ¥
et /x — gy. Vnde manitestum est, quamuis re-
praesanta:;ionem numeri M per formam propost”
tam praebere resolutionem numeri 3 in binos fa-



Clores, Si itaque omnes diuisores numeri M sunt
d, d, dv etc. (inclusis etiam 1, et M, et singulis bis
Sumtis puta tum positine tum negatiue), patet
Omnes repraesentationes numeri M obtineri, si
Successiue ponatur dz — 6y = d, fr — gy =
G =G =dy fr—gy= %-:I etc., valores
ipsorum z,  hinc euoluantur, eaeque repraesen-+
tationes eiiciantur vbi x aut y valores fractos ob-
linent, Manifesto vero ex duabus primis aequa-
_ . EM  idd

tonibus sequitur z = F aa’ et y =
IM—Gdd s valores semper determinatos
F—igya 1 P

ore inde manifestum quod ¢ — 4g = 2/, adeo-
que numerator certo non = o. — Ceterum ex
€odem principio, puta resolubilitate cuiusuis for-
Mae determinantis quadrati in binos factores, etiam
Yeliqua problemata solui potuissent: sed methodo
1 quam supra pio formis determinantis non qua-

ati tradidimus analoga etiam hic vti maluimus.

Ez. Quaeruntur omnes repraesentationes nu-
Meri 12 per formam 32z + 42y — 7yy. Haec resol-
Uityr in factores z — y et 3x 4+ 7y. Omnes di-.
Wisores numeri 12 sunt + 1, 2,3, 4,6, 12. Posi-
N i . o — 19 -
W2 y==1,30+4 7y = 12 htx._ro, y =

1g» qui valores tamquam fracti sunt reiiciendi.

Eodem modo ex diuisoribus — 1, + 3, + 4,16
X 12 valores inutiles obtinentur; ex diuisore 4
2 vero obtinentur valores z — 2, y =0, et ex
Qivisore — ¢ hiz = ~ 2, y == o; praeter has
Uas repraesentationes igitur aliae non dantur.



Methodus haec adhiberi nequit, si M == o.
In hoc casu manifestum est omnes valores ipsorum
z, y aut aequationi 3z — ¢y = o, aut huic fz —
gy = o satisfacere debere. Omnes autem solu-
tiones aequationis prioris continentur in formula =
== ¢z, y == 4z, designante z indefinite numerum
integrum quemcunque (siquidem vti supponitur ¢
d inter se primi sunt); similiterque ponendo diui-
sorem communem maxirmum numerorum f, g, ==
m, omnes solutiones aequationis posterioris exhi
bebuntur per formulam z = g;'-f, y = l;l’;z Quare
hae duae formulae generales omnes repraesenta-
tiones numeri A in hoc casu complectentur.

* * %

In praecedentibus omnia quae ad cognoscen-
dam aequinalentiam et ad inueniendas omnes
transformationes formarum nec non ad repraesen-
tationes omnes numerorum datorum per formas
datas indagandas pertinent, ita sunt explicata
vt nihil amplus desiderari posse videatur. Sy
perest itaque tantummodo, vt propositis dua
bus formis quae propter determinantium ingequa
litatem aequiualentes esse nequeunt, diiudicare
doceamus, annon altera sub altera contenta sit, e¥
in boc casu omnes transformationes illius in han¢
inuenire,

213, Supra artt. 1357, 158 ostendimus,
forma 7 determinantis D {ormam F determinant¥
E implicet atque in ipsam transeat per substt¥

tionem « €, v, ¢, fore E = («d—Gy)* D; si fue’



@—¢ = + 1, formam f non modo implica-
e formam F sed ipsi aeguiualeniem esse et
Proin si f ipsam F implicet neque vero eidem

fequiualeat, quotientem  esse integrum maio-

Yem quam 1. Problema itaque hic soluendum
erit, diiudicare an forma data f determingntis
D formam datam F determinantis Dee implicet,
vbi ¢ supponitur esse numerus positiuus maior
Quam 1. Hoc negotium ita absoluemus, vt mul-
titudinem finitam formarum sub f contentarum
assignare doceamus quae ita sint comparatae, vt

si sub f contenta est necessario alicui ex illis
dequiualere debeat.

I Ponamus omnes diuisores { positinos) nu-
Meri e (inclusis etiam 1 et e) esse m, m!, m"
®lc., atque e = mn = m'n' = m'n" etc. De-
signemus breuitatis gratia formarrhin quam £ trans-
1t per substitutionem propriam m, o, o, r ita
(mn; 0), formam in quam f transit per substituti- .
Onem propriam m, 1, o, n .per (m; 1) etc
generaliterque formam in quam f per subst. pro-
Priam, m k, o, n transmutatur per (m; k). Si-
mili modo transeat f per subst. propriam m/, o, 0,
Min (m4 o0); per hanc m!, 1, o,n' in (m’ 1); etc,
Per mu o, 0, n in (m"; 0) etc. etc. Omnes hae
formae sub f proprie contentae erunt, et cuiusuis

eterminans = Dee. Complexum omnium for-
Marum (m; o), (m;s 1), (m; 2) ....(m;m— 1)
ms o), (m45 1) ... (ms m— 1 -5 (m' Q) etc.
Quarum multitudo erit m + m' + m" + etc. et
Quas omnes inter se dinersas fore facile perspici-
Wr, designemus per 0. '

T



— 290 —

Si e. g. forma f est haec (2, 5, 7) atque &
= 5, 9 comprehendet sequentrs sex lormas
(15 0);5 (55 0), (55 1), (552), (553), (55 4)
quae si eaoluuntur sunt (2, 25, 175), (50, 25,7 )
(50, 355 19); (39,45, 35); (50,55, 550
(50, 03, 79)

II. Tam dico, si forma F determinantis Dee
sub f proprie contenta sit, necessario' eandem
alicui formarum @ proprie aequiualentem fore.
Ponamus formam f transformari in ¥ per substi-
tutionem propriam «s &, v> 3, eritque «é - oy =é.
Sit numerorum 3, & (qui ambo simul o esse
nequeunt) diuisor communis maxinus positiue
acceptus = 1, atque —;— = m, qui manifesto
erit integer. Accipiantur g, /1 ita vtsit - g + 'k
= n, denique sit £ residuum minimum positi-
uum numeri ag 4+ A2 secundum modulum .
Tum forma (/m; k) quae manifesto erit inter for-
mas @, formae F proprie aequiualebit, et qui-
dem in ipsam trausformabitur per substitutionem

. y «g+&h—k & oo ih-k
opriam - . —~—————— 4+ h L I TTT Yy
prop P . * o &

y & . . _ _ _
e Nam primo perspicuum est hos quatuor nu-

meros esse integros; sccundo facile confirmatur
substitutionem esse propriam; fertio patet, for-
mam in quam (m; k) per substitutionem illam
transeat eandem esse in quam f*) transeat per

substitutionem m (% N R + h) *

m

?) Quippe quae per substitutionem s, k,0,%, in (m; k) transit \A

art. 159.



— 201 e

ky

;7\’71 (%. ¢g+Gh—k

k$ .
—~ — &)+ —, ¥ ¢ siue
Woniam ymn = ¢ = =0—& adeoque & + mn
= W,

1
« — mn = &, per hanc 5 (=8+

“h), —;— (&g + k), 4, 3, sive denique quo-
Niam v§+dh = n, per hanc «, €, v 3 i e, per
h)’p-, in . Quare (m; k) et F proprie aequi-
Yalentes erunt. Q. £. D, .

Ex his igitur semper diiudicari potest, an for-

Ma aliqua data f determinantis D formam F determi-

“a_ntis Dee proprie implicet. Si vero quaeritur an

Ipsam ¥ improprie implicet, inuestigari tan-

Wmmodo debet an forma ipsi # opposita sub
<4 Proprie contenta sit, art. 159.

214. PROBLEMA.  Propositis duabus formis,
» determinantis D, et F determinantis Dee, quayrum
Prioy posteriovem proprie implicat: exhibere ommes
’tm"@formatz'ones proprias forimae f in F.

Sol.  Designante @ eundem formarum com-
I)lex m vt in arl. praec., excerpantur ex hoc com-
®Xu omues formae quibus F proprie aequiua-
&, quae sint ¢, &, ¢4 etc. Quaenis harum for-
rum sequenti modo suppeditabit transformatio-
8 proprias formae £ in F, et quidem aliae alias
; € singulae diuersas), cunctae vero curnctas
r‘it‘e- nulla tmnsiorrna_tlo propria formae fin F
qQuam non vna ex formis ¢, ¢ etc. praebeat).
loniam methodus pro omnibus formis ¢, ¢ etc
“dem est, de vna tantum loguemur.

T 9
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Ponamus ¢ esse (M; K), atque e == MNita
vt £ in @ per substitutionem propriam M, X, 0
IV tronseat. Porro designentur omnes transfor-
mationes propriae formae ¢ in F indefinite per
a, &, ¢, t. Tum manifesto f transibit in ¢ per
sulstitutionems propriam Ma 4 Ke, A + KDy
Ne, No, et hoc modo ex quanis tran:formatione
propuia lormce ¢ in Fsequetur transformatio pro-
pria formar 7 in F. — :odein wodo tractandae
sunt formae reliqinae ¢/, & etc., queirtm singu”
lae wansformationes propriae in I transformatio-
nem propriam formae f in F prachebunt.

Vit appareat hanc solutionem ex omni parte
completam esse, ostendendum erit

I Hoc modo ommes transformationes proprias
possibiles formae f in F obtineri. Sit transformatio
quaecunque propria formae fin £ haec «s €, 7, s
atque vt in art praec. 1I, 7 dinisor commum$
maximus numerorum y.» 9; numeri m, g, /i. ¥
autem eodem modo vt illic determinati. Tunt
forma (m; k) erit inter formas o, o/ etc., et
v 'u'y-{-C’h—-k 3 é ay+€/l—k Y ﬁ
W om Ty m &y w
aliqua ex transformationibus propriis huius for~
mae in F; ex hac vero per regulam modo trd”
ditam obtinetur transformatio «, €, v, &3 haeC

omuia in art. praec. sunt demonstrata.

Y.  Omunes transformationes hoc modo pro
deuntes inter se diuersas esse, sew nullam bis
obtineri. Nullo quidem negotio perspicitur, piv
res transformationes diuersas eiusdem formae 9
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Vel @1 etc, in F eandem transformationem for.
Mae £ in F producere non posse; quod Vero
®lam formae diuersae e. g. o et ¢/ eandem trans-
O'mationemn suppeditare nequeant, ita demon-
Sratur, Supponamus, transformationem propriam
©18,9,4 formae f in F obtineri tum ex trans-
formatione propria a, 6, ¢, b formae ¢ in
» tum ex transformatione propria a’/, 6/ ¢/, d/
formae o/ in B Sit © = (M; K), @ =
(M K1), ¢ = MN = MN., Habehuntur ita-
Qe aequationes &« = Ma + Ke¢ = Ma' +
Ko | (1], € = Mb + Kb = Mib + Kt ...
2], 5, = Ne = Nur ... [3], &= Nb= Nt
“[4], ab — b¢ = ad — b/ = 1... [5]. Ex
8[4] — 6[3] sequitur adiumento aequ. [5], V =
J_V' (ad' — £¢), quare N' metietur ipsum Nj
Smiliter ex a/[4] — b/[3] fit N(ad — bre) =
'y ‘quare N metietur ipsum N/, vnde, quia.
W N wm N supponuntur esse positiui, erit
Necessario IV == NI, et M = M, et hine ex 3
4, ¢ = ¢, b= 9. Porro fit ex a[2] —
5[1], K = Mi(ab/ — ba’) + K'(ad! — be/) =
(ab/ — 6a’) + K/, hinc K = K'(mod. M)
Quod fieri nequit nisi X = K', quia tum K tum
‘ lacent inter limites o et M — 1. Quamob-
Tem formae ¢, ¢ non sunt diuersae, contra
hyp_

. Ceterum patet, si D fuerit negatiuus vel
Positiuns quadratus, per methodum hanc cmnes
i;amffnjnatinnes proprias formae f in F reuera

Ueniri posse; si vero D positiuus non-quadra-
%5, formulae certae generales assignari poterunt
 quibus omnes transformationes propriae (qua-
M multitudo infinita) céntentae erunt

T 5
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Denique, si forma F improprie sub forma
S .contenta est, omnes transformationes impro-
priae illius in hanc per methodum traditam fa-
cile exhiberi poterunt. Scilicet si « &, v, & inde-
finite omnes transformationes proprias formae f
in formam gGuae formae & opposita est, designaré
suppohitur: omnes transf. impropriae formae f iz
F exhibebuntur per 2, — €, y, — 4.

Fz. Desiderantur omnes transformatione$
formae (2, 5,7) in (275, 0 — 1), quae sub
illa tum proprie tum improprie contenta est-
Complexum formarum @ pro hoc .casu iam i,
art. praec. tradidilnus; examine instituto inueni
tur, tum {53 1) tumt (5; 4) formae (275,0,—1)
proprie aequiualere. Omnes transformationes pro-
priae formae (5;51) i.e (50,735,19) 11 (275
0, — 1) per theoriam nostram supra explicatamt
inueniuntur contineri sub formula generali 16f
— 275Uy, — & + 16wy, — 15¢ + 2751, t — 15U
vbi #, u designant indefinite omnes numeros in-
tegros aequationi #f — 275un = 1 satisfacientes;
quare omnes transformationes propiiae formae
(2,5,7)in {275, 0, — 1) hinc oriundae con”
tentae erunt sub formula generali 65 — 1100
— 4t + 65u, — 15t + 275u, t — 15u. Simill
modo omnes transformationes propriae forma®
(55 4) i e (50, 65, 79) in (275, 0, — 1)
continentur sub formula generali 147 + 275%

t+ 141, — 15t — 275u, — & — 15u, aded”
que omnes transformationes propriae formaé
(2,5, 7)in (275, 0, — 1) hinc oriundae sub

hac 10t + 2751, t + 104, — 15t — 275U, —
t — 15u. Hae duae formulae igitur omnes
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transformationes proprias quaesitas amplectuntur,
~ Eodem vero modo inuenitur omnes transfor-
Mationes improprias formae (2,5, 7) in (275,
0, — 1) sub sequentibus duabus formulis con-
tentas esse: (1) ... 65t — 11007, 4f — 65U, ~ .
15¢ + 275u, — t415u; et (1) ... 10+ 2751
=~ — 10u, — 15t — 275U, ¢t + 15u.

215. Hucusque formas determinantis o ab
Omnibus disquisitionibus exclusimus; de his ita-
Que, vt theoria nostra ab omni parte com-
Pleta euvadat, quaedam adhuc sunt adiicienda.
Quoniam generaliter demonstratum est, si forma
fi]iqua determinantis 1) formam determinantis I*
Implicet, D)’ esse multiplum, ipsius D, statim
Patet formam cuius determinans = o allam for
Mam quain cuius determinans etiam sit == 0 1k«
blicare non posse, Quare duo tantummeodo pra-
blemata soluenda restant, scilicet 1° propositis
duabus formis f, F, quarum posterior habet determi-
“antem o, duudicare vtrum prior posteriorem implicet
Wecne, et in illo casm ommes transformationes illins
™ hanc exhibers. 2° Inuenive omnes repraesentatio-
Bes numeri dati per formam datam determinantis o.

roblema primum aliam methodum requirit,
Quando determinans prioris formae f etiam est o,
aliam quando non est 0. Haec omnia jam ex-
Ponemus,

T Ante ommia obseruamus, quamuis for-

WMam arz + obzy + cyy, cuius determinans

~ ac = o, ita exhiberi posse m (gr + hy)%

. ®hotantibus g, A numeros inter se primos, m

Wilegrum. Sit enim m diuisor communis maxi-
: Ty
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mus ipsorum @, ¢ eodem signo acceptus quo hi

numeri ipsi sunt affecti (hos signa opposita habere

. .. a ¢
non posse facile perspicitur), eruntque T

integri inter se primi non negatiui, productum

. . b . . qe
ex ipsis = — - i e quadratum, adeoque illi

T Y b
ipsi quadrata (art. 21). Sit — = g8, . =

hh, eruntque etiam g, A inter se primi, gghh
bb b .
= — - = + .
piioad) et gh * Hinc patet m (gz
+ hy)? fore = azzx + 2bzy + cyy.

Iam propositae sint duae formae f, F, vtra-
que determinantis o, et quidem sit f = m(gx
+ hy)', F= M (GX + HY)*, ita vt gad h,
"G ad H sint primi. Tum dico si forma f impli-
cet formam F, m aut ipsi M aequalem esse aut
saltem” ipsum [ metiri et quotientem esse qua-

dratum; et vice versa si % sit quadratum inte-
grum, F contentam esse sub f.  Si enim f per
substitutionem z = «X + €Y, y == 9 X + 3Y
In F transire supponitur, erit -7];? (GX+HY)* =
(-8 +]~.Wh) X 4+ (fg+4h)Y)*, vnde facile se-

gquitur - esse quadratum. Ponatur = ee, erit-

que e(GX+ HY) = + ((-g+3h) X+ (6g
sh) Y), Le + eG = cg + yh, + eH = (g
+ ¢h; si itaque &, $ ita determinantur vt sit
&G + HH =1, erit ie:@( g+}]l)’*j'
$(ig + Jh), adeoque integer, Q. E. P, — S}
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Vero, vice versa, supponitur, — esse quadratum
m

Wtegrum == ee, forma f implicabit formam F.
Scilicet integri «, €, v, & ita poterunt determi-
Bari vt fiat eg + 9h = + eG, g + §h =
T eH Accipiantur enim integri g, [ ita vt fiat
88 + b = 1, satisfietque aequationibus illis po-
Nendo » = i eGg + hz, h = + eGh — &2,
€= + eHg + hz', 8 = + eHh — gz/, qui-
Cunque valores integri ipsis z, z/ tribuantur; qua-
Ye F cententa erit sub f, Q. E. & Simul haud
difficulter intelligitur, has formulas- omnes valores
Quas «, ¢, y, 4 nancisci possunt, i. e. omnes trans-
formationes formae fin F exhibere, si modo z,
%' mndefinite omnes numeros integros exhibere
Supponantur.

Il Propositis duabus formis f = azz +
2bzy + cyy cuius determinans non = o, et F
= M (GX + HY)* cuius determinans = o (de-
Slonantibus vt ante G, H numeros inter se pri-
Mos), dico primo, si f implicet ipsam ), nume-
Yum M per formam f repraesentari posse; se-
Cundo, §¢ M per f repraesentari possit, F sub f
Contentam esse; tertio, si in hoc casu omnes re-
Praesentationes numeri A per formam f indefi-
Nite exhibeantur ita x == ¢, y = v, omnes ttans-
Ormationes formae f in F exhiberi ita G¢, H¢,

5 H.. Quae omnia sequenti modo demon-
Stram s,

1° Ponamus f transire in F per substitutio-

:em_ «, &, +, ¢, accipianturque numeri &, £ ita

Usit §G 4+ HH = 1. Tunc manifestum est,
T 5
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sl ponatur z = & + €H, y = 1 + 1H, va-
lorem formae f fieri M, adeoque M repraesen-
tabilem esse per formam f£. .

2° Si supponitur esse atf + 2biv + cww =
M, manifestuin est per substitutionem G, HE,
G.y Hv, lormam f transire in F, Quod vero

%% in hoc casu substitutio Gi, H%, Gvyv He»
omnes transformationes formae f in F exhibeat,
si &, v supponantur exhibere omnes valores ipso-
rum z, y, qui faciunt f = M, ita perspicitur.
Sit «, &, v» ¢ transformatio quaecunque tormae
S in F, et Vvt ante §G + HH = 1. Tum in-
ter valores ipsorum x, y erunt etiam hi, xr ==
a® + D, y = ® + i, ex quibus obtinetur
substitutio G(«® + €9H), H(«® 4+ ¢9), G(»O
+ 09), H(2@ + &9), siue « + H (¢G — «H),
C+ & («H — €G), v + $ (3G — vH), 3 +
& (+H — ¢G). Sed quoniam a («X + €Y)* +
2b (X + Y)Y (v X+ $Y) + c (v X + Y ) =
M(GX + HY)* erit a(«8—F6y)? = M(G —
v H)', ¢ (v—ad)* = M (G — «H)*, adeo-
que (quum determinans formae f per («d—Gy)*
multiplicatus aequalis sit determinanti formae &
i. e. = 0, adeoque etiam «?—& == 0), G — +H
= 0, ¢G — «H = o. Hinc substitutio illa
transit in hanc «, €5 v, &, vnde patet, formulam
traditam omnes transformationes formae f in
suppeditare.

III. Superest Vt omnes repraesentationes nu-
meri dati per formam datam determinantis ©
exhibere doceamus. Sit forma haec m (gz t



hy)t, patetque statim, numerum illum per
diuisibilem, et quotientem quadratum esse de-
bere.  Si itaque numerus propositus statuitur ==
mee, perspicuum est, pro quibus valoribus ipso-
rum z, y fiat m (go + hy)* = mee, pro lisdem
fieri gz + hy aut = + e, aut = ~— e. Quare
Omnes repraessntationes habebuntur, si omnes
solutiones aequationum linearium gz + iy = e,
8x + hy == — ¢ in integris, sunt inuentae. Has
vero solubiles esse constat (siquidem g, h sunt
inter se primi vt supponitur). Scilicet si g, f ita
determinantur vt sit 9g + bk = 1, aequationi
Priori satistiet ponendo x = ge + Hz, y = fe
~— g@z; posteriori vera faciendo z = — ge +
bz, ¥y = — be — gz, denotante z integrum quem-
Canque. Simul vero formulae hae omnes valores
lntegros ipsorum z, ¥ exblibent, si z indefinite
humerum quemuis integrum designare suppo-
Mtur,

* . * *

His disquisitionibus coronidis loco apponimus

216. PROBLEMA.  Inuenire omnes solutiosnes
Bequationis generalis *) indeterminatae secundi gradus
Augs incognitas implicantis

axx + 2bxy +yryy + 2dz +2ey. +f = o

(vbi a, b, ¢ etc, sunt integri quicunque dati) bor nu-
Meros integros.

¥ . y .

) si aequatio groponeretur in qua coefficiens secundus, duartus vel
‘quintus non esset par, multiplicata per 2 cam formam reciperct quam
L . ‘

‘ hic Supponimus,
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Sol. Introducamus loco incognitarum z, ¥
alias p = (bb — ac) z + be — cd, et g =
(bb — ac) ¥ + bd — ae, qui manifesto sem-
er erunt integri, quando x, ¥ sunt integri Quo
facto habebitur aequatio app + 2bpg + cqq +
(bb — ac) (aee — 2bde + cdd) = o, siue po-
sito breuitatis gratia numero (bb — ac) (ace —
2bde + cdd) = — M, haec app + 2bpg + cqq
= M. Jam omnes solutiones huius aequationis,
i. e. omnes repraesentationes numert M per for-
mam (a,b, ¢) in praecedentibus inuenire docui-
mus. Si vero ex singulis valoribus ipsorum p, g,
valores respondentes ipsorum =z, ¥ adiumento
. P Fcd—be g+ ae— bd
aequationum z == Lﬁ??a_c—7 y =g
-determinaniur, facile perspicitur, omnes hos valo-
res aequationi propositae satisfacere, et nullos va-
lores integros ipsorum z, ¥ dari qui hoc modo
non obtineantur. Si itaque ex omnibus valaribus
ipsorum z, ¥ sic prodeuntibus valores fractos eii-
ciinus, omnes solutiones quaesitae remanebunt.

Circa hanc solutionem sequentia swit ob-
seruanda.

1> S aut M per formam (a,b,c) reprae-
sentari non potest, aut ex nulla repraesentatione
valores integri ipsorum z, ¥ sequuntur: aequatio
in integris nullo modo solui poterit.

2? Quando determinans formae (a, b, ¢)
i e. numerus bb - ac est negatiuus, vel positi-
uus quadratus simulque M non = o: multitudo
repraesentationum numeri M per formam (,5,)



erit finita, et proin etiam muliitudo omnium so-
lutionum aequationis propositae (sl quae omnino
dantur) finita erit.

-5° Quando bb — ac est positinus non-qua-
drams, vel quadratus et simul # = o: numerus
M, si vllo modo, infinitis modis diuersis per for-
Mam (a, b, ¢) repraesentari poterit; sed quoniam
lmpossﬂnl" est, has repraesentatlones omnes zpsas
lnuenire et tentare virum valores lmefrros 1pso--
tn x, ¥ praebeant an fractos, necessarium est
regulam tradere, per quam, quando forte nulla
Omnino repraesentatio valores integros ipsorum
%, y praebere potest, de hac re certi fieri possi-
Imus (nam quotcunque repraesentationes in hoc
casu ftentatae fuerint, absque tali regula ad certi~
tudinem numquam perueniremus); quando vero
aliae repraesenlatioues dant valores integros ipso~
Tfum z, y, alise fractos: docendum erit quomodo
hae ab illis a priori generaliter dignosci possint,

4" Quando bb — ac = o: valores ipsorum
%, y per formulas praecedentes omnino non pos-
Sunt determinari; quare pro hoc casu methodus
Peculiaris inuestigari debebit.

217. Pro eo casu, vbi bb — ac est nume-
Tus positiuus non-quadratus, supra docuimps, o=
Mnes repraesentationes numeri M per formam

p + 2bpg + cqg (si quae cmnino dentur) ex-

hiy,

liberi posse, per vnam vel per plures formulas
tales p = ; (U + BVu), ¢ = _; (€t + Du),
denotantibus A, B, €, D nuwmeros integros da-
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t0s, /m dinisorem communem maximum numero-
rum a, 2b, ¢; denique ¢, u indefinite omnes nu-
meros integros aequationl ¢ — (bb — ac) uy =
mm satisfacientes. Quoniam omnes valores ipso-
rum £, i tum positiue tum negatiue accipi pos-
sunt: pro singulis illarum formarum quaternas

alias substituere poterimus, p = ":". (Ut+Du), ¢
= (€t + Dn); p= - (U=Bu), g
L o(Gr— Duds p =L (=Wt Bu) g
e (—Ct+Dupp=—L (A+Bu), g=—

1 (Ct + Du), ita vt multitudo omnium formu-
m

I

2=
I

Jarum nunc quater maior sit quam antea, f et u
vero non amplius omnes numeros aequationi £z —
(bb — ac) uu = mm satisfacientes exprimant, sed
positinos tantum. Quaeuis harum formarum ita-
que seorsim considerari, et qui valores ipsorum g,
© pracbeant valores integros ipsorum z, ¥, inuesti-
,gari debebit,

Ex formula p = —n!; (At + Bx), g =

X (€t + Du) ...[1] sequuntur valores ipsorum =,
At + Bu + med ~ mbe

y hi: = = T be 4 =
Gt + Du 4+ mae — mbd ‘ i
m (bb~ ac) .  Supra vero ostendi-

mus, omnes valores (positiuos) ipsorum ¢ consti~
tuere pro_gressionem recurrentem £ , t/, 1" etGy
similiter wvalores respoudentes ipsius w quo-
que seriem recurrentem formare u°, u/, ¥
eic.; praelerea assignarl posse numerws g &
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1em’ vt secundum modulum quemcunque daturmn

e o = £, I =, (-2 = thetc., uf
= . g e .
=< u°, y'+* == w etc. Pro hoc modulo acci-

Plemus numerum m (bb — ac), designabimusque
breuitatis gratia valores ipsorum z, ¥ qui prode-
Ut ponendo ¢ = #° u == u", et quibus tribue-
Mus jndicem o, per z°, ¥”; similiterque eos qui
Prodeunt faciendo ¢ = t', u = w', per z', ¥' qui-
Dus tribuemus indicem 1, etc. Tunc nullo nego-
to perspicietur, si zh, #h fuerint numeri integri
alque ¢ rite determinatus, etiam zt-f, y ¢
Bec non zb-+26, yo+-2¢ et generaliter z'+4-kf,
Yike  integros fore; et contra si x» vel yn sit
i“i_lctus, etiam z"--%¢.  vel y-+-% fractum fore.
Hinc facile concluditur, si valores ipsorum =z, ¥,
Quibys indices o0, 1, 2.... ¢ — 1 competunt, euol-
Uantur, et pro nullo horum indicum tum 1z,
tum y integer sit, nullum omnino indicem -darj,
Pro quo tum z, tun y valores integros recipiant,
M quo casu ex formula [1] nulli valores integri
Dsorum z, ¥ deduci poterunt, Si vero inter illos
ndiges aliqui sunt, puta u, ', ' ete. quibus va-
9Tes integri ipsorum z, y respondent, omnes va
10res integri ipsorum x, ¥, qui quidem ex formu-
-2 11] ‘obtineri possunt, ii erunt, ‘quorum indices
’sub aliqua formularum o+ %, o' +key w4 ke
% sunt conenti, denotantae k indefinite omnes
Umeyros integros positiuos, inclusa etiam cifra,

Formulae reliquae sub quibus valores jpsornm
9 contenti sunt, prorsus eodem modo suut
poClandae.  Si contingeret, vt ex nulla omnium

fum formularum valores integri ipsorum x, y

»
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obtineantur, aequatio proposita in integris nullo
prorsus modo solul posset; quoties vero reuerd
est solubilis, omnes solutionés in integris per
praecepta in praecc. tradita exhiberi poteruat.

218. Quando bb — ac est numerus quadra-
tus atque M == o, omnes valores ipsorum p, ¢
comprehensi erunt sub duabus huiusmodi formu-
lisp = Uz, g =Bz; p = Wz, g=Piz, vbl
z indefinite designat quemuis numerwun integrum,
A, B, W, B vero sunt integri dati, quorum pri-
mus cum secundo, tertius cum quarto diuisorem
communem non habent (art.212). Omnes itaque
valores integri ipsorum z, ¥ cx formula prima
oriundi coutenti erunt sub formula [1]

. Az 4 cd — he _ %z-_{-ﬂrbd
bb—ac 7T bb - ac

omnesque reliqui ex formula secunda oriundi sub
hac [2]

> = Wz  cd—be B2 ar—bd
— bb—ac 7T bb—ac

Sed quoniam vitraque formula etiam valores fra*
ctos praebere potest (nisi bb —ac = 1); opus es*
vt eos valores ipsius z, qui tum ipsum x tum ip”
sam ¥ integrum reddunt, a reliquis in vtragu®
formula separemus; attamen sufficit primam $%°
lam considerare, quum pro altera prorsus eades?
methodus adhibenda sit.

Quoniam A, B inter se primi sunt, duo
numeros a, b ita determinare licebit vt fiat a% T

6B = 1. Quo facto habetur (az + by ) (0~
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) =z 4+ afcd — be) + b(ae — bd), wde
Statim patet, ommes valores ipsius z qui valores
lntegros ipsorum z, y producere possint, neces-
Sario numero a (be — c¢d) + b(bd — ae) sec.
Mod, bb — ac congruos, siue sub formula (bb
“~ ac)z' + a(be — cd) + b(bd — ae) con-
tentos esse debere, designante z' indefinite nu-
Werum integrum. Hinc facile loco formulae {1}
Obtinemus sequentem :

T U + b= ACod — ae) — B (be — cd)

bb — ac
bb — ac

Quam aut pro omnibus valoribus ipsius z/ aut
ﬁzo nullo valores integros ipsorum z, y prae-

re manifesturn est, et quidem casus prior sem-
Per locum habebit quando U (bd — ae) et B be
= ¢d) sec. mod. bb — ac sunt congrui, poste-
Ylor quando sunt incongrui. —  Prorsus eodem
Modo tractanda erit formula [2], solutionesque
I integris (si quas praebere potest) a reliquis
sel)ilr"_andae»

, 219. Quando bb — ac = o, forma azx
El' 2bxy 4 cyy exhiberi poterit ita: m (az
hy)’, vbi m, «, ¢ sunt integri (art. 215.). Po-
si’atuF ax 4 Cy = z, transitque aequatis propo-
ela  hanc: mzz + 2dz + 2¢y + f == o, vnde
Lex 2 = oz + ¢y, deducitur

X oy MRT 4 202 + & __ amzz 4 242 4 of
L 206 —20d 0 7 24— 2

UM patet, nisi fuerit «¢ == ¢d (Quem casum

U
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statim seorsim considerabimus), valores ipsorum
z, ¥, ex his formulis deductos tribuendo ipsi z
valorem quemcunque, aequationl propositae sa-
tisfacere; quare nihil superest, nist vt eos valo-
res ipsius z determinare doceamus ex quibus va-
lores integri ipsorum z, ¥ sequantur.

Quoniam % + €y = 2z, necessario pro Z
numeri integri tantum accipi possum; praeterea
vero manifestum est, si aliquis valor ipsius z tum
1psum z tum ipsum y integrum reddat, omnes valo-
res ipsius zilli secundum modnlum vae - <€d con-
gruos itidem valores mtegms pl(;dLuere. Quodsi
itaque pro z omnes numeri integri @ o vsque
ad 2a¢ — 26d — 1 (quande ae — €d est positi-
uus) aut ad 26d — 2a¢ — 1 (quando «e — td
est negatiuus) incl. substituuntur, et pro nulle
horum valorum tum z tum ¥ integri fiunt, nul-
lus omnino_valor ipsius z valores integros ipso-
rum z, ¥ procucet, aequatiogue proposita in in-
gegris nullo modo poterit resolui; si vero quidam
ex illis valoribus ipsius z ipsis z, ¥ valores inte-
gros conciliant, puta hi & & {' etc. (‘quos etiam
per solutionem congruentiarum secundi gradus
ex principils sect. IV. inuenire licet); omnes so-
lutiones prodibunt ponendo z = (2ve¢ ~ 26d)V
+ ¢, z = (2:¢ — 260)v 4 ¢ etc., designante ¥
indefinite omnes numeros integros.

220. Pro eo quem exclusimus casu, VD!
we = &d, methodum peculiarem indagare opor
tet.  Supponamus, «, ¢ inter se primos esSé

‘quod licere ex art. 215. I constat, eritque — =
N -



- %07 -

X -
¢ humerus integer (art. 19), quem statuemus

= h. Tunc aequatio proposita hanc induit for-
Mam: (max + mby + h)* — hh + f = 0, ma-
hifestoque adeo rationaliter solui nequit, nist hk
~ f {uerit numerus quadratus. Sit hh — f =
kk, pateique aequétioni propositae sequentes duas
8equivalere: mexr + mby + o + k£ = o, et m«x
+ m% 4+ i — k£ = o, 7. e. quamlibet solutionem
@equationis propositae etiam alterutri harum ae-
Quationum  satisfacere, et vice versa. Aequatio
Prior manitesto in integris solui nequit, nisi & 4
% per m fuerit diuisibilis, similiterque posterior
Solutionem in integris non admittet, nisi 2 — k
Per i fuerit diuisibilis. Hae ‘ero conditiones
~ad resolubilitatemn vtriusque aequationis sufficiunt
‘(quia «, ¢ inter se primi esse supponuntur?,
Omnesque solutiones secundum regulas notas
exhiberi poterunt,

221, Casum in art. 217 consideratum (quia
Omuium difficillimus est) exemplo illustramus.
1)1‘0posita sit aequatio xx <+ 8x¥ + ¥y + 2z —
4¥ 4+ 1 = o. Ex hac primo per introductionem
aliarnm i incognitarum p == 15z — 9, g = 15y €6
derivatur aequatio pp + 8pg + 99 = — 540. Huius
3utem solutiones omnes in integris, contineri inue-
Nuntur sub quatuor formulis sequentibus:

p == bty g = — 241 — gou
p =06t g = — 24t 4+ gou
p= — bt, g == 24t — gou
p = — 6, g = 241 + gou

ﬁenOtanubuc t, u indefinite omnes numeros inte-

8Os positiuos aequauom It — 15uu == 1 satis-
U=



facientes, quos complectitur formula ¢ = £ ((4
V)" U= VI5) )y = e (4

v 158)" — (4 —+ 15)™), si n indefinite
omnes numeros integros positiuos (inclusa etiam
cifra) designat.  Quamobrem omnes valores
ipsorum z, y contenti erunt sub formulis his:

z =1 (ot +3), y=—3(8 + zou + 2)
xz =% (2t +5) y=—%(8t— gou+ 2)
z=3(—2t+3), y =73 (8 - 50u ~ 2)
x =% (—2t+3), vy == (8 + z0u — 2)

Praeceptis autem nostris rite applicatis, reperie-
tur, vt valores integri prodeant, in formula pri-
ma et secunda eos valores ipsorum £, u accipi
debere, qui proueniant ex indice n pari; in ter-
tia quartaque vero €os, qui ex Impari n obtinean-
tur. — Solutiones simplicissimae habentur hae:
T =1, = 1, — 15 y == — 2, 0, 12 Tesp.

Ceterum obseruare conuenit, solutionem
problematis in artt. praecc. explicati plerumque
per multifaria artificia abbreuiari posse, praeser-
tim quantum ad exclusionem solutionum inuti-
linm i, e. fractiones implicantium pertinet; sed
haec ne nimis longi fiamus hoc loco praeterire
coacti sumus.

222, Quoniam complura ex iis quae hucus
que pertractauimus etiam ab aliis geometris con”
siderala sunt, horum merita silentio praeterir®
non possumus. De formarum aequiualentia dis
quisitiones generales insituit ill. La Granges
Nouv. Mem. de {Ac. de Berlin, 17775 p. 263 ¢t
1775 p. 33%. $qg., Vbi imprimis docuit, pro quo-



Uis determinante dato multitudinem finitam for-
Marum dari ita comparatarum, vt quaeuis forma
Ulius determinantis alicui ex ipsis aequinalens sit,
adeoque omnes formas determinantis’dati in classes
distribui posse. Postea clar. Le Gendre plures pro-
Prietates elegantes huius classificationis, ad maxi-
mam partem perinductionem detexit, quas infra tra-
demus demanstrationibusque muniemus, Ceterum
distinctionem aequiualentiae propriae et impropriae,
Cuius vsus maxime in disquisitionibus subtiliori
bus conspicuus est, nemo hucusque attigerat.

Problema famosum in art. 216 sqq. expli-
catum ill. L.a Grange primus complete resoluit,
Hist. de I Ac. de Berlin 1767, p. 165, et 1768 p.
181 sgq. Exstat solutio (sed minus completa)
etiam in Suppl. ad Eulert Algebram iam saepius
laudatis. Iam antea ill. Euler idem argumen-
tum aggressus fuerat, Comm. Petr. T. VI p. 175;
Comm. Now. T. IX p. 55 Ibid. T. XVIII p. 185
$9q., sed inuestigalionem suam eo semper re-
Strinxit, vt ex aliqua solutione, guam iam cogni-
tam esse supponit, aliae deriuentur; praeterea-
Que ipsius methodi in paucis tantummeodo cast-
bus omnes solutiones suppeditare valent (vid. La
Grange Hist. de I'Ac. de Berlin 1767, p. 2%7).
Quum vltima harum trium commentt. recentioris
dati st quam solutio La.Grangiana, quae pro-

lema omni generalitate amplectitur nihilque

oc respectu desiderandum relinquit: Euler tunc

temporis (Tomus XVIII Commentariorum per-

Met ad annum 1777%, et a. 1774 est publicatus)

lam solutionem nondum nouisse videtur. Ce-

terum solutio nostra (perinde vt omnia reliqua
U3



quae in hac sectione hactenus tradidimus ), prin<
cipiis omnino diuersis est superstructa.

Quae ab aliis, Diophanto, Fermatio etc.
huc pertinentia sunt tradita, casus maxime speci-
ales spectant; quare quum eorum. quae praeser-
tim memoratu digna visa sunt iam supra mentio
facta sit, sigillatim omnia enarrare supersedemus.

* * *

Quae hactenus de formis secundi gradus ex-
posuimus, pro primis tantum elementis huius
doctrinae sunt habenda: innixius hanc disquisitio-
nem persequentibus campus se aperuit nobis va-
stissimus, .ex quo ea quae attentione lmprimis
digna videntur in sequentibus excerpemus. Nam-
que argumentum hoc tam fertile est, vt per-
multa alia, quae iam nunc inuenire nobis conti-
git, breuilatis gratia silentio praeterire ‘oporteat:
multo vero plura sine dubio adhuc latent nouos-
que conatus expectant. Ceterum in limine harum
inuestigationum statim adnotare conuenit, formas
determinantis o inde exclusas esse, nisi conna-
rium moneatur.

22%. Iam ‘supra (artt. 175, 195, 211) osten=
dimus, proposito numero quocunque integro D)
(siue positiuo. siue negatiuo ; assignari posse mul-
titndinem finitam formarum F, F, F" etc. de-
terminantis ), ita comparatarum, vt quaeuis for-
ma determinantis DD proprie aequiualens sit ali-
cui ex illis et quidem vnicae tantwm. Omnes



lgitur formae determinantis D (quarum multi-
Wdo est infinita) secundum illas formas classi-

Jicari poterunt, formando scilicet ¢ complexu
Omnium formarum formae F praprie aequiua-
lentium classem primam; e formis quae formae
‘ proprie aequiualent, secundam etc.

. Ex singulis classibus formarum determinan-
Us dati DD, forma aliqua eligi, et tamquam for-
Mmq repraesentans totius classis considerari poterit.
Per se quidem prorsus arbitrarium est, quaenam
forma ex quaque classe accipiatur, attamen ea
Semper praeferenda erit, quae reliquas simplicitate
Superare videtur. Simplicitas formae alicuius
(a, b, ¢) manifesto ex magnitudine numerorum
@, b, ¢ aestimanda est, meritoque forma (a’, b/,
¢') minus simplex dicetur quam (e, b, ¢), si
a > a, b’ > b, ¢ > ¢. Sed hinc res nondum
determinatur penitus, arbitrioque nostro relin-
Quitur e g., vtram ex formis (17, o, — 45),
(5, 0, — 153) pro simpliciori habere malimus,
lerumque tamen e re erit, sequentem normam
obseruare;

I. Quandg determinans D est negatiuus,
adoptentur formae reductae in singulis classibus
Contentae tamquam formae repraesenlantes; vbi
Vero in eadem classe duae formae reductae repe-
Nuntur (quae erunt oppositae, art. 172), reci-
Platur ea cuius terminus medius positiuus.

IL Quando determinans D) est positiuus
Ron-quadratus, ev-'uatur periodus formae alicu-
s reductae in classe proposita contentae, in qua

U4
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aut duae formae ancipites inuenientur aut nulla
(art. 187).

1) In casu priori sint formae ancipites hae:
(4, B, C), (A, B, C"); residua minima nu-
merorum B, B' secundum modulos A, A' resp.
M, M (quae positiug accipi poterunt nisi sunt
= 0): deni -—MM__N D— MM

R enigque 4 = ’ ——Z‘—‘
= /N. His ita factis, ex formis (A4, M, — N),
(A, M, — N') ea quae simplicissima videtur pro
forma repraesentante accipiatur. In hoc iudicio
forma cuius terminus medius = o praeferatur;
quando vero terminus medius aut in vtraque aut
in neutra est 0, ea quae terminum primum mi-
norem habet alteri praehabenda, et quando ter-
mini primi magnitudine sunt aeguales signis di-
uersi, signum negatiuum positiuo postponendum,

g) Quando vero nulla forma anceps in to-
ta pertodo habetur, eligatur ex omnibus periodi
formis ea quae terminum primum sine respectu
signi minimum habet, ita quidem, vt si duae
formae in cadem periado occurrant, in quarum
altera idem teyminus primus signo positino affe-
ctus sit iu altero negatiuo, posterior priori post-
ponatur.  Sit haec forma (4, B, C), deduca-
turque ex ipsa eodem modo Vt in casu praec.
forma alia (4, M, — N) (puta, accipiendo pro
M restduum absolute minimum ipsius B secun-
'—I—);Zﬂlﬂ—d): haec
demum pro repraesentante adoptetur.

dum mod. A4, et faciendo V=

Quadsi vero eueniret, vt idem terminus pri-
mus minimus 4 pluribus periodi formis commu-
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Nis sit, omnes hae formae eo quo praescripsimus
Modg tractandae et ex formis prodeuntibus ea
Cus terminus medius quam minimus euadit
lamquam forma repraesentans assumenda erit.

. Ita e. g pro D = %05 habetur periodus
Wter alias haec: (17, 4, — 17), (— 17, 13, 8),
8, 11, — 25), (— 25, 12,7), (7, 16,—7),
~ 7,12, 25), (23, 11, — 8), (— 8, 13, 17),
;{f qua primo eligitur forma (7, 16, — 7),

Incque secundo deducitur forma repraesentans
752, — 45)-

III. Quando determinans est positiuus qua-
dratys = kk, eruatur forma reducta (A4, k, 0) in
clﬂsse proposita contenta et, si A4 < k aut = k,
Pro forma repraesentante ipsa recipiatur; si vero
4> k, assumatur ‘illius loco forma (A — ok,
k’_O), cuins terminus primus erit negativus, sed

Wor quam k. :

. Ez. Hoc modo omnes formae determinan-
)ls = 235 ) distribuuntur in classes sedecim, qua-
:“m repraesentantes erunt: (1, o, 235), (2, 1,
(18 " (4-, 1, 59)’ (4" — 1, 59)7 (57 0, 4-7)’

® 5,26), (13, 5,20), (13,—~ §, 20), octo- .
e aliae a praecedentibus in solis signis termi-~
Tum externorum diuersae, ( — 1, 0, — 25§),
~2,1, — 118) et X

Omnes formae determinantis 79 in sex clas-
79 Iscedunt, quarum repraesentantes (1, 0y —
79)’ (3,1, — 26), (3, — 1, — 96), (= 1,09
! (‘57 1,20),(—3%,—1, 26).
SR



224. Per hanc itaque classificationem for-
mae quae proprie aequinalentes sunt a reliquis
omnino segregabuntur. Duae formae eiusdem
determinantis 1), si ex eadem classe sunt, pro-
prie aequiualentes erunt; quiuis numerus per
vnam repraesentabilis etiam per alteram reprae-
sentari poterit; et si numerus quicunque M per
formam priorem ita repraesentari potest, vt inde-
terminatae valores inter se primos habeant, idem
numerus per alteram formam eodem modo re<
praesentari poterit, et quidem ita, vt vtraque
repraesentatio ad eundem valorem expressionis
v~ D (mod. M) pertineat. Si vero duae for-
mae ad classes diuersas pertinent, proprie aequi-
ualentes non erunt; a repraesentabilitate numert
alicuius dati per vnam ad repraesentabilitatem eius:
dem numeri per alteram concludi nequit; contra, st
numerus M per alteram iepraesentari potest itd
vt valores indeterminatarum inter se primi sink
statim certi sumus, nullam similem repraesenta
tionem eiusdem numeri per formam alteram darik
quae ad eundem valorem expr.y/” D (mod. M)
pertineat. (V. artt. 167, 168 ).

Contra vtique fieri potest, vt formae dua®
F, F', e classibus diuersis K, K! improprie eleqllr
ualentes sint, in quo casu quaeuls forma ex
tera classe cutuis formae ex altera improprie a€é”
qulualeblt, quaeuis forma ex K formam sibi op”
pomam habebit in K, classesque ipsae K, K' op”
pasitae dicentur, Ita in exemplo primo art
praec. classis tertia formarum det. — 235 quarta®
septima octauae opposita est; In ex. secull
classis secunda tertiae, quinta sextae. Proposltls
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Yaque duabus formis quibuscunque e classibus
:SPOSitis, quiuis numerus M ‘qui per alteram
Praesentari potest etiam per alteram poterits
duod, si in altera fit per valores indeterminata-
;}lm inter se primos, in altera perinde fieri pote-
'» ita tamen, vt hae duae repraesentationes
o valores oppositos expr. i/~ D (mod. M) perti-
fant, —  Ceterum regulae supra traditae pro
Clectione formarum repraesentantium ita sunt
onstitutae, vt classes oppositae formas reprae-
S®ltantes oppositas semper nanciscantur,

_ Denique dantur etiam classes sibi ipsis op-
Positge, Scilicet si forma aliqua simul cum for-
2 opposita in eadem classe continetur, facile
Perspicitur, omnes formas huius classis tum pro-
one tum improprie inter se aeauiualentes esse,
Ppositasque suas secum habere. Hanc indolem
il;laellis classis habebit, in qua forma anceps con-
-letur, et vice versa in quauis classe sibi ipst
PPosita necessario forma anceps reperietur (art.
b'tg’ 155 ), quamobrem classis -anceps nuncupa-
T Tta inter classes formarum determinantis
Sent235 octo ancipites habentur, quarum reprae-
7. Altes sunt (1, 0, 235), (2,1, 118), (5, 0
N )1,1§10’ 5,206), (—1, \o, — 2%5), (i— -96 1.,
intEr )l, (— 5,0, — 47", (“' 19?_5)_ — 20);
Yuary nC1 asses formarum determinantis 79 duae,
29), .éeplégsenFante‘?s (1,0, ~79), (— 1,0
du. = Ceterum si formae repraesentantes secun-
regulas nostras determinatae sunt, classes
les nullo negotio inde cognosci poterunt,
tlg 'Cet pro (eterminante positiuo non quadrato
anceps certo formam repraesentantem an-

andpi
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cipitem nanciscitur, (art. 194.); pro determinante
negatiuo forma repraesentans classis ancipitis auf
ipsa anceps erit, aut talis cuius termini exterut
sunt aequales (art. 172); denique pro determi
nante positiuo quadrato per art. 210 facile diiudi-
catur, an forma repraesentans sibi ipsi impro
prie aequiualens sit adeoque classis quam reprae”
sentat, anceps.

225. Iam supra (art. 175.) ostendimus, i
Jorma (a, b, ¢) determinantis negatiui termino?
externos eadem signa habere tum inter se tum
cum terminis externis cuiusuis aliae formae illt
aequiualentis. Si @, ¢ sunt positiui, formam (%
b, ¢) positiuam vocabimus, nec non totam clas
sem in qua (a, b, ¢) continetur et quae e solif
formis positiuis constabit, classem positiuam dice’
mus. Contra (a, b, ¢) erit forma negatiua, €
in classe negatiua contenta, si a, ¢ sunt negatiu®
Per formam positivam numeri negatiui, per ne
gatinam positiui repraesentari nequeunt. Si for’
ma (a, b, ¢) est repraesentans alicuius class¥
positivae, forma ( —a, b, — ¢ ) repraesentad
classis negatiuae erit, vnde sequitur, multitud®
nem classinm positinarum multitudini  negativud’
rum aequalem esse, et, simul ac illae fuerin®
assignatae, etiam has haberi. Quocirca in disq}”f
sitionibus super formis determinantis negatit”
plerumque sufficit, classes positiuas censiderar®
quippe quarum proprietates ad classes negaﬁu35
facile transferuntur.

Ceterum distinctio haec wnice in formis de;
terminantis negaliui locum habet; per form?



d_e.terminantis positiui sine discrimine numeri po.
Sltui et negatiui repraesentari possunt, quin adeo
aud yaro duae formae tales (a, b,¢), (—a, b,

~c¢) in hoc casu ad eandem classem sunt refe-
Tendae,

226. Formam quamcunque («, b, ¢) pri-
Mitiuam vocamus, si numeri a, b, ¢ diuisorem
Communem non habent; alioquin dicetur deri-
Uatq, et quidem, posito numerorum a, b, ¢
Wisore communi maximo = m, forma{a,b, )
b ¢
m’ m
Ex hac definitione statim liquet, omnes formas,
Quarum determinans per nullum quadratum

Praeter 1 ) diuisibilis sit, necessario’ primitiuas
®se. Porro ex art. 161 patet, si in aliqua classe
< formarum determinantis 1) forma primitiua
Muenjatur, omnes formas huius classis primiti-
Uas fore, in quo casu classis ipsa primitiua di-
C®tur, Porro manifestum est, si forma aliqua F

®terminantis D deriuata sit ex forma primitiva

: . . .. ra
Nt deriuata e forma primitiva (—};’,

¥ determinantis ——D~, classesque in quibus for-
mm

Mae F, f resp. contineantur sint K, k, omnes

Ormas e classe K deriuatas fore e classe primi-
Y3 k3 quocirca classem K ipsam ex classe pris
Yua k deriuatam in hoc casu vocabimus.

Si (a, b, c) est forma primitiva, neque
a, ¢ simul pares (1. e. si aut vterque impar
atem alteruter ), facile intelligitur, non mo-
t: @, b, ¢, sed etiam a, 2b, ¢ diuisorem com-

Yem habere non posse, in' quo casu forma

Verg
g ¢



(a, b, ¢) dicetur proprie primitiua siue simpli-
citer forma propria. Si vero (a, b, ¢) est for-
ma pfimitiua, numeri @, ¢ autem ambo pares
patet; numeros a, 2b, ¢ diuisorem' communei
2 habere (qui SLmul erit maximus), vocabitur-
que (a, b, ¢) fonna improprie primitiva, s
sitnpliciter forma impropria *). In hoc casu b
necessario erit impar (alioquin enim (e, b, ¢)
non essct forma primitiva); quare erit bb = 1
(mod. 1) adeogue quoniam ac per 4, diuisibilis
determinans bb ~ ac == 1 (mod. 4.). Formaeé
impropriae itaque tantummodo pro determinanté
formae 4m 41, s est positiuus, vel formae
— (47 + 3), si est negatiuus, lorum habent. —
Ex art. 161 autem perspuuum est, si in classe
aliqua data forma proprie prxmmua inueniatuly
omnes formas huius classis proprie primiiiua$
esse; contra classern quae formam improprié
primitluam_ implicet ex solis formis 1mpr0prle
primitinis constare.  Quamobrem classis ipsa in
casu puon pr oprze /mezztzua seu stmphcxter prO’
pria; in posteriori, improprie primitiua seu tm”
proprza appellabitur.  Ita e. g. inter clusses po‘l‘
tivas formarum determinantis — 2735 sex sumt
propriae, puta quarum repraesentaites (1, 0
235)y (4, 1, 59), (4y— 1, 59), 5,0, 470
(13, 5, 20), (1%, — 5, 20), totidemque inte’
negativas; binae vero inter virasque impropria

»
*) Hos terminos proprie et improprie ideo hic elegimus quia alit
magis idonei won occurrebant, quod admonemus, ne quis inte?
hauc significationem eamgue qua inde ab art. 157 vsi sumus, ""’
xum gccultnm quaeraty qui nullus adest, Ceterwn ambiguitas €8

hinc non est metuenda.



*~ Classes formarum determinantis 79 (vtpote
Dumeri formae 4 4 %) omnes sunt propriae.

Si forma (a, b, ¢) est deriuata, et quidem
¢ .primitiua (,% ’ ;%, ;n‘i)’ haec aut proprie pri-
Mitiva aut improprie esse poterit. In casu priori
™ erit dinisor communis maximus etiam nume-
Yorum a, 28, ¢; in posteviori horum numero-
"m diu. comnm. max. crit 2m.  Hine intelligitur

Istinctio inter formam ¢ forma propric prinu-
Ya derjuatam, et jormam ex improprie primitiua
deriuatam; nec non (quoniam propter art. 101
Omnes formae eiusdem classis hoc respectu per-
Inde se habent) inter classem deriuatam e classe
p_" Oprie primitiua et classem ex improprie primie

Ua deriuatam.

Per has distinctiones fundamentum primum
Nact; sumus, cui distributionem omnium classium
“Ormarum determinantes dati in varios ordines
Superstruere ‘possumus.  Classes duas, quarur,
Tepraesentantes sunt formae (a,b,c), (a,b,c')

eundem ordinem coniiciemus, tum si numeri
% b, ¢ eundem diuisorem communem maxi-
NMum habent wt a'y by ¢, tum o, 2b, ¢ eun-
~®m vt g', b*, ¢'; si vero aut alterutra aut vira-
ue "harum conditionum locum non habet, clas-
S ad ordines diversos velerentur. Hinc statim
Eat‘?t, onnes classes proprie primitiuas voum

rfhnem constituere; ‘ommnes classes improprie
p‘?mitiuas, allumj; st mm est quadratum deter-
Wantem [ metiens classes derivatae e clas-

&) . NPT .
bus Proprie primitiuis determinantis —— fors
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mabunt ordinem peculiarem, aliumque classes
deriuatae e classibus improprie primitiuis deter-

minantis —- etc. | Si forte D per nullum

quadratum ( praeter 1) diuisibilis est, ordines
classium deriuatarum non aderunt adeoque aut
vnus tantum ordo dabitur (quando D = 2 vel 5
secundum mod. 4) puta ordo classium proprie
primitivarum, ant duo . quando D = 1 (mod. 4.))
scilicet O. classium proprie primitiuarum et O. cl.
impr., primitivarum. Per principia calculi com-
binationnm haud difficile conditur regula sequens
generalis: Si supponitur D = D' 22¢ g%*
b2% c2r ... ita vt D' nullum factorem quadrati®
cum implicet, et a, b, ¢ etc. sint numeri primi
impares diuersi (ad quam formam quinis nume-
rus redigi potest faciendo p = o quando D per

non est diuisibilis; et «, € etc. omnes = O
4 ’ y ©y Y

siue quod eodem redit omittendo factores a*%

b2°, c?7 etc. quando D per nullum quadratum
impar diuidi potest): habebuntur aut ordine$
(. +13) (24+1) (C+1) (y+1)... nempe
uando D' == 2 vel 3 (mod. 4 ;; aut ordines
(«+2)(e+1)(6+1)(»+1)..., quando
D' = 1 (mod. 4 ). Sed demonstrationem hu=

ius regulae supprimimus, quoriam neque diffi
cilis neque hic adeo necessaria est

Ex. 1. Pro D == 45 == §. 5 * habentuf
sex classes, quarum repraesentantes (1, o; =
45), (~1,0,45), (2,1, — 22), (- 97'1’
22), (3,0, — 15), (6, 5, — 6). Hae di¥
tribuuntur in quatuor ordines, scilicet O, I cont”



Prehendet duas classes proprias quarum repr
(1,0, — 48), (~ 1,.0, 45); O. 1l continebit
uas clasces nmproprias, quarum repr. (2, 1, —
%2), (—.2, 1, 22); O. 11l cominebit vnam clas-
$em derinatam e propria determinantis g, puta cus
*Ws repr. (3, 0, — 15); O. IV constabit ex vna
Classe deriuata ex impropria det. g, puta cuius
tepr. (6,5, — 6).

Ez. g. Classes positinae determinantis -~
99 = — 11. % inter quatuor ordines distribuen-
tur; O, I complectetur classes proprie primitinas
Sequentes *): (1, 0, 99), (4, 1, 35), (4, —
1, 25), (5, 1, 20}, (5,— 1,20),(9,0,11)3
0. 11 continebit classes improprias (2, 1, 50),
(10, 4 , 10); O. 1I classes deriuatas e propriis
Blerminantis — 11, (3, 0, 53}, (9,3, 13),
\g,.— 5, 12); 0. IV classem vnicam derinatam,
*X impropria det. — 11, (6, 3, 18). — Clas-
%8s negatiuae huius determinantis prorsus eodem
odo in ordines distribui poterunt.

e Obseruamus, classes oppositas semper ad
"dem ordinem referry, cuius theorematis ratio
O negotio perspicitur.

227. Ex his diuersis ordinibus imprimis or-
9 classium proprie primitivarum maximam at-
“Ntionem . meretur. Nam singulae classses deri-
3128 a certis classibus primitinis ( determinantis
oris) originem trahunt, ex quarum conside.
N v
) Adhibendo brenitatis caussa formas repraesentantes pro classibus

© 3P¥s guarum yice funguntur,

X
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ratione ea quae ad illas spectant plerumque
sponte sequuntur. Infra autem docebimus, quam~
libet classem improprie primitiuam simili. modo
-quasi associatam esse aut vnicae classi proprie
primitiuae aut tribus (eiusdem determinantis )
Porro pro determinantibus negatiuis classes nega“
tiuas praeterire licebit, quippe quibus singulis
certae classes positiune semper respondent. Vt
itaque naturam classium proprie primitiuarum
profundius penetremus, ante omnia differentiam
‘certam essentialem explicabimus, secundum quam
totus ordo classium propriarum in plura generd
subdiuidi potest. Quoniam hoc argumentum gra-
-uissimum hactenus nondum attigimus, res ab in-
tegro nobis erit repetenda. ‘

228, THEOREMA. Per formam quamcunque pro-
prie primitiuam F repraeseniari possunt infinite multh
numeri per numerum primum quemcunque datum P
non dinisibiles,

Dem. Si forma F == azx + 2bzy + o)y
manifestum est, p' omnes tres numeros a, 2b, ¢
simul metiri non posse. lam quando a per P
non est diuisibilis, patet, si pro z assumatur.nu-
merus quicunque per p non diuisibilis, pro y \'Er"
numerus per p diuisibilis, valorem formae F fier!,
non diuisibilem per p; quando ¢ per p non ‘et
diuisibilis, idem obtinetur tribuendo ipsi z valo
rem diuisibilem ipsique y valorem non diuisib¥
lem; denique quando tum @ tum ¢ per p subé
diuisibiles, adeoque 2b non diuisibilis, forma F
valorem per p non diuisibilem induet tribuend®
tum ipsi x tum ipsi.y valores quoscunque per P
non diuisibiles. Q. E. D. '
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. Manifestum est, theorema etiam pro formis
Mproprie primitiuis locum habere, si modo non
hlerit p =2

Quoniam plures huiusmodi conditiones sinul
Consistere possunt, vt idem numerus per Quos-
M numeros primos datos diuisibilis sit, per
10s non diuisibilis (v. art. 32.): facile perspici-
U, numeros z, y infinite multis modis ita de-
“Minari posse, vt forma primitiva azz + 2bxy
N Cyy valorem per quotcungue numeros primos
=405 non diuisibilem adipiscatur, a quibus vnice
*Xcludendus est 2 quoties forma est improprie
"mitiua. Hinc patet, theorema generalius ita
f:“PDni posse:  Per formam quamcungue jorz"mz‘tt‘uam
Praesemtari possunt infinite multi numeyi, qwi ad ny-
Merium, guemcungue datum (imparem, quando forma
 impropric primitwa) sint primi. .

229. TucoreMA. Sit F forma primitiua de-
inantis 1), p numerus primus ipsum D metiens:
UM numeri per p non dinisibiles qui per formam F re-

Aesentari possunt in eo conuenient, vt vel ommes sk
Vestdy g quadratica ipsius p, vel omnes non residua.

Dem. Sit F = (a, b,c); m, m' duo nu-
merl quicunque per p non diuisibiles qui per for-
x ™ F repraesentari possunt, scilicet m = agg
T“ngh + chh, m' = ag'g’ + 2bg'h' + ch'h’
o etit mm = (agg + b (ght + hg) +
o) —D (gh' — hg')*; quare mm' quadrato
:::E‘ms erit secundum modulum D, adeoque
dray: . SCUndum p, i e. ¢ erit residuum qua-

‘um ipsjus ». Hinc sequitur, aut vioumgue

X 3
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m, m! esse residutm quadraticum ipsius p, aub
virumque non-residuum. Q. E. D.

Simili modo probatur, quando determinané
D per 4 sit diuisibilis, omnes numeros impare$
per F repraesentabiles vel esse = 1, vel omne$
= 5 (mod. 4. ). Scilicet productum e duobus n¥
meris talibus in lioc casu semper erit residuun
quadr. ipsius 4, adeoque == 1 (mod. 4); quar®
vel vierque erit = 1, vel vterque == 3.

Denique quando D per 8 est diuisibili#)
productum e duobus numeris quibuscunque i
paribus, qui per F repraesentari possunt, erit B
Q. ipsius 8 et proin == 1 (mod. §). Quare ¥
hoc casu omnes nameri impares per F repraé
sentabiles vel erunt = 1, vel omnes = 3, ve)
omxnes — 5, vel omnes — 7 (mod. 8).

_ Ita e. g quum per formam (10, 3, 17)
repraesentari possit numerus 10 qui est N. v
ipsius 7: omnes numeri per 7 non diuisibile¥
qui per formam illam repraesentari possunt
nen-residua ipsius 7 eruntz. — Quum — 3 pef
formam (— 5, 1, 49) repraesentabilis et sec. mo®
4 sit =1, omnes numeri impares per forma®
hanc repraesentabiles perinde se habebunt.

Ceterum, si ad proprositum praesens nect®
sarium esset, facile demonstrare possemus, nv
meros per formam F repraesentabiles ad null
numerum primum qui ipsum D non metiat™®
talem relationem fixam habere, sed promisc”,
tum residua tum non-residua numeri cuius

primi ipsum D non metientis per formam £



Praesentari posse. Contra respectu numerorum g,
ft 8 analogon quoddam etiam in aliis casibus
Ocum habel, quos praeterire non possummus,

L Quando determinans D formae primitinae F
t = 3 (mod. 4): ommes numeri impares, per for-
’_”\Wn F vepraesentabiles, erunt vel == 1, vel ommnes
=X 3 (mod. 4). Si enim m, m' sunt duo nu-

1 per I repraesentabiles, productum mm!
®0dem modo vt supra sub formam pp — Dgq
redigi poterit. Quando itaque vterque m, m! est
Mpar, necessario alter numerorum P, q par erit,
Alter impar, adeoque alterum quadratorum pp,
99 = o, alterum == 1 (mod. 4). Vnde facile
ceducitur, pp — Dgq certo esse = 1 (mod. 4)
_’\\eoque aut vtrumque m, m' == 1, aut virumque
QT" 3 (mod'../.;). Ita e. g. per f91*matn (10,%3,17)
"W pumeri unpares quam qui sunt formae 4n
t repraesentari nequeunt.

Ly

;F' . Quando determinans D formae primitiuce
.!‘e &t == 2 (mod. 8): omues numeri impares, per F
Pracsentabiles, erunt vel partim == 1 partim = 7,
I:ll bartim — 3 partim — 5 (mod. 8). Pona-
US enim m, m' esse duos numeros impares per
'SurePraesentabiles, quorum igitur productum mm/
erb formam pp — Dgq redigi poterit. Quando
I!a%O vVterque m, m' est impar, necessario p im-
_esse debebit (quia D par), adeoque pp =
vel Mod. 8); qq vero erit vel = o, vel = 1,
Hinc: 4, et proin Dggq v:al = c_)_vel = 2
? (m mmy/ = pp — Dgq it veL: 1 thl_::
Qﬁamod- 8).; si itaque m est vel —= 1 vel = 7,
m' erit vel 1 vel == 7; si vero m est vel

X3
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=5, vel = A, etiam m! erit vel == 5 vel = §
E. g. ommes numeri impares per formam ( 3,1, 5)
repraesentabiles sunt aut = 3, aut = 5 (mod

8, nullique numeri formae 8z + 1 aut 8n +7
per formam illam repraesentarl possunt.

HE.  Quando determinans D formae primitiuae F
est == 6 (mod. 8): per formam hanc repraesenta"i
possunt numeri impares vel tales tantum qisi sunt — 1
et =3 (mod.8), vel tales tantum qui sunt = 5 et =7
(mod. 8). Demonstrationem praecedenti (in II)
omnino similem quisque nullo negotio euoluere
poterit. — Ita e. g. per foimam (5, 1, 7) vo¥
ce tales numeri impares possunt repraesenta’
qui sunt aut = 45 aut — 7 (med. 8).

250. Omnmes igitur numeri qui per formam
primitivam datam F determinantis I) repraesen”
tari possunt, relationem fixam habebunt ad st
gulos diuisores primos ipsius L) (per quos qu”.
dem ipsi non sumt diuisibiles), numeri impare®
vero qui per F possunt repraesentari, in quibu¥”
dam casibus etiam ad numeros 4 et § relati®”
nem fixam habebunt, scilicet ad 4, quottes
aut = o aut = 3 (mod. 4 , et ad 8 quoties
aut = o, aut = 2 aut == 6 {mod. 8)*). T#
lem relationem ad singulos hos numeros, ch#
racterem seu characterem particularem forrna’.
F vocabimus sequentique modo exprimemS’

®) Pro determinantibus per § d'uisibilibus relatio ad numerum 4 o
gligi potest, quoniam in hoc casu sub selatione xd § jam est ¢
tenta,
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Quanido sola residua quadratica numeri primi p
Per formam F repraesentari possunt, tribuemus
Ipsi characterem R p, in casu opposito characte-
Yem [V p; similiter scribemus 1, 4, quando alii
Numeri impares per formam F repraesentari ne-
Queunt nisi qui sunt = 1 (mod. 4.), vnde sta-
Um liquet quales characteres exprimantur per si-
gna 3, 45 1, 8; 5, 85 5, 8; 7, 8 Denique for-
ig per quas numeri impares tales soli reprae-
Sentari possunt qui sec. mod. 8§ sunt vel == 1
Vel == 7 tribuemus characterem 1 ef 7, 8; ex
Quo significatio characterum 3 et 5,8; 1 et 3,8;
§ et 7, 8 sponte sequitur.

Characteres singuli formae primitiuae datae

(a, b, ¢) determinantis I) semper ex vno saltem
Bumerorum «, ¢ (qui manifesto per formam il-
dm ambo sunt repraesentabiles) cognosci pos-
Sunt. Nam quoties p est divisor primus ipsius 1,
Certe vnus numerorum a, ¢ per p non erit diui-
Sbilis; si enin vierque per p diuisibilis esset, p
®Uam ipsum bb (= D + ac) metiretur, et proin
®Nam ipsum b, 7. e dorma (a, b, ¢) non esset
Primitiva, Simili modo in iis casibus vbi forma
ha’ b, ¢) ad numerum 4 vel 8 relationem fixam
Jabet, certo ad minimum vnus numerorum a,c
Par erit, ex quo igitur relatio illa deprehendi
Oterit. Ita e. g. character formae (7, o, 25)
®pectu numeri 23 e numero 7 concluditur N
3, eiusdem formae character respectu numeri
abetur ex numero 23 puta R 7; denique cha-
8ter huius formae respectu numeri 4, puta %,
' Vel '@ numero 7 vel e numera 23 colligi potest.

X 4
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Quoniam omnes numeri qui per - formam
aliquam F in classe K contentamn repraesentart
possunt, etiam per quamlibet aliam formam hu-
lus classis sunt revraesentabiles: manifesto s'mguli
characteres formae F omnibus reliquis fornus
huius classis quoque competent, quanropter illos
tamquam characteres totius classis considerare li-
cebit. Singuli itaque characteres formae cuiusl-
bet primitiuae datae ex ipstus forma repraesen-
tante cognpscuntur. Classes - oppositae semperl
characteres omnes eosdem habebunt. ’

251. Complexus omnium characterum par-
ticularium formae vel classis datae constituet cha-
racterem- integrum huius formae vel classis. Ita
e. g. character integer formae (10, 3, 17), vel
totius classis quam repraesentat erit 1, 4; V7
N 27, Simili modo character integer formae
(7,1, — 17) erit 7, 8; R 353 N 5, nam cha
racter particularis 5, 4 in hoc casu omittitur quia
in charactere 7, 8 iam est contentus. — Ex hoC
fonte petimus subdiuisionem totius ordinis classi-
um proprie primitivarum (positivarum quando®
det. est megatiuus) determinantis dati in plurd
genera diuersa, referendo ompes classes quaf
eundem characterem integrum habent ad genu®
idem; quarumque characteres integri diuersi sunt
ad genera diuersa. Singulis vero generibus €0
characteres integros tribuemus quos classes SU
ipsis contentae habent. Ita e. g. pro determ”
nante — 161 habentur sedecim classes positiua®
‘proprie primitivae, quae sequenti modo in qud”
tuor genera distribuuntur:



. Character . Classium fopymae repraesentantes.
h4;5 R7;5 R23|(1,0,161), (2,1,81), (9,3, 18)
’ (9,—1,18)
h4; N75N2351(5:2,55),(5,—2,3%), (10,5,17)
(16,=—7%,17)
94;R75 Noj (770725)7(1172)15.)"(11’_9715)
' (14,7, 15) .
345 N7; R23((51,54), (5—1,54),¢6,1,27)
(6,— 1,27).

De multitudine characterum integrorum di-
Uersorum, qui quidem a priori sunt possibiles, te-
Reantur sequentia. :

. L Quando determinans D per 8 est diuisi-
b_llis, respectu numeri 8 quatuor characteres par-
Uculares dinersi sunt possibiles; numerus 4 nul-
lum characterem peculiarem suppeditat (annot.
ad art. praec.). Praeterea respectu singulorum
luisorum  primorum  imparium ipsius £ bini
Characteres dantur; quare si illorum multitudo
&t m, dabuntur ommino @™+? characteres inte-
gri diuersi (statuendo m = o, quoties P est
Potestas binaria).

II. Quando det. D per 8 non est diuisibilis,
Sed tamen per 4, insuperque per m numeros
Primos impares: omnino habebuntur g™+ cha-
Tacteres integri diuersi.

IIY. Quando det. D est par neque vero per

4 diuisibilis, erit vel = 2 (mod. 8) vel = 6.

U casu priori dabuntur duo characteres particu-

Ares respectu numeri § puta 1 € 7, 8, atque
X5 )
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5 et 5, 8; in casu posteriori totidem. Posita
igitur multitudine diuisorum primorum impari-
um ipsius D, = m:. habebuntur omnino 27+’
characteres integri diuersi.

IV. Quando D est impar, erit vel = 1,
vel == 3 (mod. 4 ). In casu posteriori respectu
numeri 4 duo characteres diuersi dantur, qualis
relatio in casu priori in characterem integrum
non ingreditur. Quare designante m idem vt
ante, in casu priori dabuntur 2™, in posteriori
. 2™+ characteres integri diuersi.

. Probe vero notandum est, hinc neutiquam
sequi,  toiidem genera reuera dari quot characte-
res diuersi a priori sint possibiles. In exemplo
quidem nostro horum semissi tantum reuera clas-
ses siue genera respondent, nullaeque classes po-
sitiuae dantur, quibus characteres 1, 4; R 7,
N5 vel 1, 4; N7; Re3; vel 5,45 Ry; Rej
vel 3, 45 N7; N25 competant. De quo argu-
mento grauissimo infre fusius agetur.

Formae (1, o, - D), quae haud dubie in-
ter omnes formas determinantis D pro simplicis-
sima habenda est, nomen jformae principalls
abhinc tribuemus; classem totam in qua illa re-
peritur classem principalem vocabimus; denique
genus totum 1n quo classis prmmpahc contentd
est, genus principale dicetur. Probe itaque dis
tinguendae -sunt forma principahs, forma e classeé
punupah et forma e gencre principali; nec non
classis principalis et classw e genere pr1nc1pah;
His denominationibus semper viemur, etiams!



Torte pro determinante aliquo aliae classes prae-
ter principalem, vel alia genera praeter genus
Principale ron dentur, vti e. g. euenit plerumque
Quando D est numerus primus positiuus formae
4n 4 1. ‘ :

232. Quamquam ea quae de formarum cha-
Tacteribus explicata sunt proxime eum in finem
sunt allata, vt subdiuisio ordinis positiui proprie
Primitivi inde petatur: tamen nihil impedit quo-
inus eadem etiam ad formas classesque negati-
Bas aut ad improprie primitiuas. applicentur, at-,
Que tum ordo improprie primitiuus positivus,
Wum ordo .proprie primitiuus negatiuus, tum or-
d_O improprie primitiuus negatiuus ex eodem prin-
Cipio in genera subdividantur. Ita postquam e. g
ordo proprie primitiuus formarum determinantis
145 in duo genera sequentia subdiuisus est

Rs5,R26
N5, N26

(1,0, — 145), (5, 0, — 29)
(351y —48), (5, — 1, 48)

®tiam ordo improprie primitiuus perinde in duo
8enera subdiuidi potest:

Rs5, Rag
Ng, Na2g

(451, —156), (4,=~1,-736)
(2, 1,—72), (10,5, — 12)

Vel, sicuti classes positivae formarum determi-
Rantis — 129 in quatuor genera distribuuatur:

L4s R3; Ryn|(1,0,129), (10,1,1%), (10,—1,1%)
L45 N3s Nys (e, 1,65, (5,1, 26), (5 —1,26)
545 R35 N4n[(5,0,43)5 (7,2,19) (71— 2 19)
S45 N33 Ra5|(7,5,23) (11,5, 14) (11, = 5,14)



etiam classes negatiuae in quatuor ordines disce-
dunt

% 43 N335 V43 [(—~1,0,—129),(—10,1,—15),
(“" 10’ -1~ 15)

%5 45 R3; B43|(—2,1,—65), (—~5, 1,— 106),
(—5,—1,—26)

Y45 Ngs Ras [ (~3,0,~45), (—7,2,—10)
| (=7,—2,—19)

1,45 R35 Nz |(—0,7,— 23), (‘-117J7—14~)r
(=11,—~5,—~14)

~Attamen quum systema classium negatiuarum sy-
stemati positiuarum semper tam simile ‘euadat,
plerumque supe*ﬂuum videbitur illud seorsim con-
striere.  Ordinem 1mpmpr1e primitiuvum autem
ad proprie primitiwm reducere inira docebimus..

Tandem quod attinet ad ordines derivatos:
pro horum subdiuisione regulae nouae non sunt
necessariae. Quum enimn quiuis orde deriuatus
ex ahquo ordine primitino (determinantis mino-
ris) originem traliat, illinsque classes singulae ad
singulas huius sponte referantur: manifesto sub-
diuisio ordinis deriuati’ e subdiuisione ordinis pri~
mitiui peti. poterit.

233. Si forma (primitiva) ¥ = (e, b, c)
ita est' comparata, vt inueniri pessint'duo nume-
1 g, A tales vt fiat gg == @, gh = b, hh = ¢
secundum modulum datum m, dicemus formam
illam esse residuum quadraticumm numeri m at
que gz + hy valorem e,:preqsionis v~ (azxzx +
2bxy + cyy) (mod. m), siue breuius (g, h) va
lovem expr.  (a, b, ¢) vel y° F (mod. m)-
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Generalius, si multiplicator A, ad modulum m
Primus, eius est indolis vt fieri possit g = aM,
&h = bM, hh = cM (mod. m), dicemus M
X (a, b, ¢) siue MF esse res. quad. ipsius m,
qtque (g, k) valorem expressionis ~ M (a, b,¢)
Vel v~ MF (mod. m). lta e. g forma (3,1, 54)
est res. quadr. ipsius 2% atque (7, 10) valor
expr, o~ (3, 1, 54) (mod. 23); similiter (2,
~— 4) valor expr. v~ § (10, 5, 17) (imod. 23).

sus harum definitionum infra ostendetur: hic
Notentur propositiones sequentes:

I. St M (a,b, c) est R. Q. numeri m, hic’
determinantem formae (@, b, ¢) metietur. ~ Si
®uim (g, k) est valor expressiones o~ M (a,b,c)
(mod. m), sive gg = aM, gh = bM, hh =
¢M (mod. m): exit bbMM — acMM = o, siue
(bb — ac) MM per m diuisibilis. Quoniam au-
tem A/ ad m primus esse supponitur, etiam bb
~ ac per m diuisibilis erit.

IL. Si M (a,b, c) est R Q. ipsius m, at-
Que m aut numerus primus aut potesitas numeri
Primi, puta = p*: character particularis formae
a, b, ¢) respectu numeri p erit vel Rp, vel Np,
Prout M est residuum vel non-residuum ipsius p.
oc statira inde sequitur, quod tum aMf tum cM
®st residuum ipsius m siue ipsius p, atque ad
Minimum  vnus numerorum @, ¢ per p non di-
Uisibilis ( art. 250 )

Simili modo, si (manentibus reliquis} m
== 4, erit vel 1, 4 vel 5, 4 character part.’ for-
Mae (a, b, ¢c) prout M = 1 vel == 3; nec nonssi



m == 8 vel altior potestas numeri ¢, erit r, 8;
55 8; 5, 8; 7, 8 char. part. formae (a, b,¢)
pront M = 15 3; 55 7 (mad. 8) resp.

II. Vice versa si m est numerus primus
aut numeri primi imparis potestas == p#, deter-
minantem bb — ac metiens, atque M vel resi-
duum vel non-residuum ipsius p, prout character
formae (a, b, ¢) respectu ipsius p est Rp vel Np
resp: erit M (a, b, c) resid. quadr. ipsius m.
Quando enim a per p non est diuisibilis, aM
erit res. 1psius p adeoque etiam ipsius m; si ita-
que g est valor expr. ~ alM (mod. m), k valor

expr. éu'g (mod. m), erit gg == aM; ah = bg

adeoque agh = bgg = abM et gh = bM; de-
nique ahh = bgh = bbM = bbM — (bb —
ac) M = acM adeoque hh = cM, i. e. (g, k)
valor expr./~ M (a, b, ¢). Quando vero a per
m est diuisibilis, certo ¢ non erit; vnde facile
perspicitur, eadem resultare, si pro /i assumatur
valor expr. v~ ¢M (mod. m), pro g valor expr.
bh
Th( mod. m ).

Simili modo demonstratur, si m fuerit = 4
ipsumque bb — ac metiatur, numerusque M ac-
cipiatur vel = 1 vel = 3 prout 1, 4 vel 3, 4
fuerit char. part. formae (a, b, ¢): fore M (a, b, c)
res. qu. ipsius m. Nec.nom, si m fuerit = § vel
altior potestas ipsius @ per quam bb — ac diui
sibilis sit, atque A7 accipiatur = 1; 55 53 7
(meod. 8) prout character part. formae (a, b, ¢)
respectu numeri 8 postulet: M (a,b,c) fore
res. qu. ipsius .



_ IV. Si determinans formae (@, b,¢) est ==
D, atque M (a, b,c) res. qu. ipsius Dy omnes
Character particulares formae (a, b, ¢) tum re-
Spectu singulorum diuisorum primorum impari-
Um jpsius L), tum respectu numeri 4 vel nume-
T8 (siipsum D metiuntur) ex numero M sta-
m cognoscl possunt. Ita e. g quum 3 (20, 10,
27) sit resid. qu. ipsius 44.0, scilicet (150, g)
Valor expr. v~ % ( 20, 10, 27) sec. mod. 440, at-
Que 3 /N5, 3Rr1: characteres formae (20, 10, 27)
Sunt 3, 8; V53 Ri1. Soli characteres particula-
Tes respectu numerorum 4 et 8, quoties deter-
Minantem non metiuntur, nexum necessarium
Cum numero A non habent.

V. Vice versa, si numerus A7 ad D primus
Otnes characteres particulares formae (a,b,c)
I se complectitur (exceptis characteribus respe-
W numerorum 4, 8, quando ipsum D non me-
Yantur): erit M (a, b, c) res. qu. ipsius D, Nam
®X III patet, si 1D sub formam + 4% B C7 ...
Yedigatur, ita vt A, B, C etc. sint numeri primi

‘ersi, fore A7 (a, b, ¢) resid. qu. singulorum
@, BS, O ete.  Si igitur valor expr. v/~ M (4
3 €) secundum mod. 4%, est (A, A); secun-
Yam’ mod. B, (B, B'); sec. mod. ¥, (€, E)
¢ numerique g, # ita determinantur vt sit g ==

' B, € oete; h =W, B, & etc. secundum
Modulos A%, B*, CY etc. resp. (art. 32): facile
_Perspicietur, fore gg = oM, gh = bM, hh =
M secundum omnes modulos A%, B*, C7 elc
ﬁdeOque etiam secundum modulum D qui ille-

est productum. :
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VI. Propter has rationes numeri tales vt M
vocabuntur numeri characteristict formae (a, b
c), poteruntque per V. plures huiusmodi numeri
nuilo negotio inueniri simulac omnes characte*
res particulares huius formae sunt eruti; simpli-
cissimi autem tentando plerumque euoluuntur
facillime. Manifestum est, si M sit numerus cha-
racteristicus formae primitiuae datae determinan-
tis 1), omnes numeros, ipst M secundum mod. D
congruos, {ore numeros characteristicos’ eiusdem
formae; formas in eadem classe, siue etiam in
classibus diuersis ex eodem genere, contentas
eosdem numeros characteristicos habere, quamob*
rem quinis numerus characteristicus formae da»
tae etiam tot classi et generi tribui potest; demi-
gue 1 semper esse numerum characteristicum
formae classis et generis principalis, siue quam-
libet formam e genere principali esse residuum
determinantis sui. '

VIL Si (g, h) est valor expr. /" M (a, b,
¢) (mod. m), atque g’ = g, i/ = h(mod. m)*"
erit etiam (g’, A') valor eiusdem expressionis -
Tales valores pro aequinalentibus haberi possunt}
contra si (g,%), (g, ') sunt valores eiusdem
expr.y/~ M (a, b, ¢), neque tamen simul g' =
g, W = h (mod. m), diuersi sunt censendd
Manifesto quoties (g, #) est valor talis expressi*
onis, etiam (— g, — h) erit, facileque demon®
stratur, hos valores semper esse diuersos nisi
= 2. Aeque facile demonstratur, expressionem
N~ M (a, b, ¢) (mod. m) plures valores diuersos
quam duos tales (oppositos) habere non possé
quando 2 sit aut numerus primus impar aut n%#
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¥eri primi. imphris . potestys aut = 45 -quando
Vero sz sit == § aut altior potestas numeri £, qua-
YMor omnino dati. Hinc facile deducitur per VI,
8 determinans D) formae (a, b c) sit = :L-
4o S ., designantibus 4, B-ett. numeros pri-
Mos impares diuersos quorum multitudo = 7,
Uque M numerns  characteristicus illius tormae:
WAk omnino vel o® vel 28 'vel 2% valotes
Yinersos expr.y” M (a, b, ¢) (mod. D}, praut
Bvel <« g vel = 2 vel > 2. Iia e. g. haben-
Wr sedscim valores expr. v~ 7 (12, 6, — 17)
(mogq, 240), puta (+ 18, F 11), (+ 18; =
29)7 (+ 18, + 01), (£ 18, * 109 , (£.78s
T9), (%78, + 59), (F 78, F 61),.(F
78, = 101). Demonstrationiem ampliorem quum
A sequentia non sit adeo necessaria breuitalis
gratia non apponimus.

VIII. Denique obseruamus, si duarum for-
qrum aequinalentium a, b, ¢), (a’, by ¢’ ; de-
Tminans sit L), numerus. characteristicus M, pri-

O'que transeat in posteriorem per substitutionem -
® 6, -, {: ex quouis valore expr. /7 M . a,.b,
®) vt (g, k) sequi valorem expr.y” M.(a', b, c'),
Mty g +~h, 6z + 'h). Demonsuationém
Misque nullo negotio eruere poterit,

9%4. Postquam haec de formis in classes
ge.“e\‘a et ordines distribuendis praemisimus, pro-
r“?tatﬂsqne generales quae ex his distinetionibus
tm deflaunt explicauimus, ad aliud arguingn-
“g‘ grauissimum transimus a nf’mme hucucq-ue
giostum, de formarum compositione. -In guius
“Quisitionis limine, ne posthac demonstrationum
Y v
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seriem continuam interrumpere oporteat, stativt
intercalamus '

Lemma,  Habentur quatuor series numer?
rum integrorum a, ', a" ...a"; b, b, b .. .1"; 0
ehet..c's d,d,di... d" ex aeque multis ( put®
1+ 1) terminis constantes, atque ita comparatlt
vt cd' — de', cd" — dc" etc., c'd" — dic etc. ett
vespectiue sint = k(ab' — ba'), k (ab" — ba")
_etc., k (ab" — b'a") etc. etc., siue generalitt!
cﬂd*‘ — td*cK = k (a*b® — b a+), den”
tante k numerum integrum dotum; », . integr®’
quoscunque inacqudles inter o ‘et n 