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T H E O R I E

D'UNE N O U V E L L E F O N C T I O N T R A N S C E N D A N T E .

C H A P I T R E PREMIER,

SUR LES MOYENS DE PERFECTIONER ENCORE LE CALCUL INTEGRAL.

I. J/oute différentielle, qui ne renferme qu'une seule variable, peut être intégrée »
ou par une expression algébrique finie, ou par une série infinie. Une fonction que
l'on ne peut pas exprimer autrement que par une suite infinie, est nommée fonc-
tion transcendante. Il s'ensuit donc qu'une différentielle, qui appartient à une fonc-
tion transcendante, ne peut s'intégrer que par une suite infinie. Mais les suites
infinies ont l'inconvénient de n'être ordinairement convergentes que pour de cer-
taines valeurs de la variable, et pour les autres elles ne sont d'aucun usage; ce
qui fait que plusieurs problêmes sont irrésolubles. Il serait donc sans doute d'un
très-grand intérêt, si l'on pouvait éviter les suites infimes dans le calcul intégral.

2. Lorsque le calcul intégral fut inventé, les tables de logarithmes et celles
des fonctions trigonométriques étaient déjà calculées à un tout autre usage. Mais
on s'apperçut bientôt, que ces tables étaient d'une très-grande utilité dans le calcul
intégral, et que sans elles on ne saurait intégrer que fort peu de différentielles. Com-
ment par exemple serait-il possible» sans le secours des tables de logarithmes, de-

déterminer l'intégral /7-^, prise depuis x nul jusqu'à x égal à un nombre consi-

dérablement grand? Ce problême, à présent si facile, serait un des plus difficiles
que l'analyse nous présente; et il en-serait de même de toutes les intégrales qui
dépendent des logarithmes et des arcs de cercle.



En considérant bien 'cette matière, on voit que la grande facilité, que les
tables logarithmiques et trigonométriques donnent au calcul intégral, vi°nt de ce
que ces tables renferment, toutes calculées, les séries par lesquelles il faudrait expri-
mer les intégrales qui s'y rapportent. Or au lieu de développer, par exemple,

l'intégrale /-^- dans une suite infinie, on n'a qu'à faire f-^~ = \. (i+л-); étant
I+X I-t-JC

sûr qu'on trouvera la valeur de cette fonction dans les tables de logarithmes, quel
que soit x.

C'est le hazard qui nous a donné cet expédient, il faut suivre la route qu'il
nous a indiquée, il faut réduire encore plusieurs fonctions transcendantes en tables,
pour multiplier les moyens d'intégrer. En effet, après les travaux de tant des grands
Géomètres, on ne peut guère espérer, qu'avec les moyens que nous possédons,
le calcul intégral soit encore porté à une perfection beaucoup plus grande.

3. DiiFérens obstacles s'opposent à l'exécution de nos idées. Ces tables se-
ront beaucoup plus difficiles à calculer que celles des fonctions logarithmiques et tri-
gonométriques; parceque celles-ci ont de certaines relations qui facilitent beaucoup
la construction des tables, et qu'on ne retrouve pas dans les autres fonctions trans-
cendantes. Par exemple, quand on a calculé les logarithmes de deux nombres, on a
aussitôt celui du produit de ces nombres : avantage dont les autres fonctions sont privées.
D'ailleurs il est évident que, si l'on voulait parvenir à éviter entièrement les séries
infinies dans le calcul intégral, il faudrait une infinité de tables; le nombre des fonc-
tions transcendantes étant infiniment grand. Comme cela ne se peut pas, il faut se
contenter de ne mettre en tables que celles des fonctions transcendantes que la pra-
tique nous offre le plus souvent.

4» Quand on a la table d'une certaine fonction, la même table servira à évi-
ter les séries infinies dans toutes les intégrales qu'on peut y ramener. Par exemple,

x 2 n d x
pour éviter les séries infinies dans l'intégrale / r(\—xv > ^ n>est Pas n^cessa're de

construire une table pour chaque'valeur de я; parcequ'on peut ramener cette intég-
d/ x

raie à я intégrales algébriques et à une de la forme / ~/^^r\ > qui est transcen-

dante ; ce n'est donc que pour la dernière qu'il faut une table.



э
La réduction des intégrales composées aux intégrales simples étant une des

parties les plus importantes du calcul intégral, il ne sera pas inutile d'en donner ici
un théorème général.

•
Si l'on a l'intégrale fax. Fx.fx, où F x eifx sont des fonctions quel-

conques de л-, et si l'on fait fdx Fx — u, on a, comme on sait:

/' dx. Fx. fx = ». fx — f u d. f x.

Soit maintenant í une foroction arbitraire de x et des constantes, on aura de même;
„ Fx

parceque Ъ x — —• í,

f d x. Fx, = su —fu ds;

où и =/—. F x. Soit d s = zdxi et s' une nouvelle fonction arbitraire de x et

des constantes, on aura, par le même procédé,

fdx Fxt = su — s'it'z -\- fu'â (i's);

où u' =f——. En faisant de nouveau d. (*'«) = ъ' dx, et continuant de cette

manière, on aura généralement:

fdx. Fx = su — s'u'z + j" и" a' • — . , . . ± s« я п а п - * + fu n d. (i n a"-i);
d s . d (S'A) „ ri (5" г')

ou * = ̂ , «' = -^, г" = -^H etc"

fdx „ , - t t d x „ u ' d x
et u=f—Fx, и' = / — , «" = /-p-etc.;

í, í', í" etc. étant des fonctions arbitraires de x et des constantes.

Selon qu'on fait les arbitraires J, í7, s" etc. on pourra trouver) au moyen
de ce théorème, une infinité d'expressions, plus ou moins compliquées et plus ou
moins praticables, pour chaque intégrale. Ce théorème est d'ailleurs la série d'in-
tégration la plus générale; celle de Bernoulli et les deux de Taylor (Metbodus in-
сremeatorum, pag. 33; n'en sont que des cas particuliers.

5» Maintenant nous allons exposer la méthode par laquelle des tables, tel-
les que nous venons de les proposer, se peuvent calculer. On sait, qu'une diffé-
rentielle appartenante à une fonction transcendante, ne peut être intégrée autrement
que par une série infinie, Mais par le théorème du numéro précédent, ou par
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quelque autre méthode, il sera presque toujours possible d'optenir pour la même
intégrale deux séries, dont l'une est ordonnée par rapport aux puissances ascen-
dantes de la variable, ou d'une fonction de la variable, et l'autre par rapport aux puis-
sances descendantes de la même grandeur. Ces deux séries auront, par conséquent,
l'avantage que l'une est convergente pour la même valeur de la variable qui rend
l'autre divergente. Entre ces séries il y aura souvent une constante relative, c'est-
à-dire , il faudra ajouter une constante à l'une pour qu'elle coïncide avec l'autre, à
valeurs égales de la variable: et cette contante sera à déterminer par des méthodes
particulières. 11 peut arriver qu'il reste encore une partie de la table à dresser, pour
laquelle on ne sait pas trouver une série praticable. En ce cas il n'y a pas d'autre
moyen que de calculer la table sur les séries convergentes aussi loin que possible;
et, en partant de ce point, de la continuer moyennant le théorème de Taylor.

Pour expliquer ce que je viens de dire, prcnnons pour exemple une fonc-
tion connue. Supposons pour cet effet que l'on n'ait pas des tables trigonoméc-

riques, et qu'on veuille réduire en tables l'intégrale f -, que nous appellerons

Arc. tang. x. En divisant dans la différentielle par ï + xz et intégrant, on aura
Arc. tang. x = С + x — £ x-3 + f xs — etc.;

С étant une constante arbitraire. Mais cette série n'est convergente que quand x
est égal ou plus petit que l'unité. Pour en avoir une autre, suivant les puissances
descendantes de л-, faisons

r & x_ d x
J l + x* — J r •

*-(!+-)

La dernière expression nous donnera, après avoir divisé par i-f —et intégré,

Arc. tang. x = C < - ^ + — ----, + etc.;

où О est la constante à ajouter: et cette série sera convergente dans le cas où la
première est divergente. Maintenant, pour déterminer la constante relative entre
ces deux séries, on observera qu'elles sont également convergentes pour x = ï.
En faisant donc x = ï et ôtant la seconde de la première, on aura l'équation

о = С — О + г ( r — I + f — •?• + etc )

Si l'on ne savait pas la somme de cette série, il faudra i t la calculer; mais comme
on saie que ï — i + r — y + etc. = J л-, я- étant la demi- circonférence du



cercle dont le rayon est l'unité, on a C' = C -f § я-, ï ir sera donc la constante
relative cherchée et la constant С reste arbitraire. Moyennant les deux séries que
nous venons de trouver, il serait facile de construire une table pour la fonction
Arc. tang. л-, depuis x nul jusqu'à x infini, et il n'y aurait que la partie où x s'ap-
proche de l'unité qui serait un peu embarrassante; puisqu'en ce cas les séries sont
fort peu convergentes. Souvent on peut rendre praticables les séries peu conver-
gentes, et môme divergentes, en les transformant convenablement. Si l'on fait,

X2 2 2 X2 Ч 2 Xz

dans notre exemple, — = «', = i"} = t1" etc., on a (Уоуеъ Mém.
•* • о o*5 5 • У

de Pétersb. de l'an. 1782.)

Arc, tang. x = —^ j

ï + etc.

et cette fraction continue est encore très convergente lorsque x est égal à l'unité
ou un peu plus grand que l'unité. Sans cet expédient il aurait fallu s'approcher,
autant que possible, de la valeur de x- = ï moyennant les séries, par exemple jus-
qu'à x = |, et, en partant de ce point, se servir du théorème de Taylor pour
le reste.

C'est en général la méthode par laquelle les fonctions transcendantes peu-
vent être réduites en tables. Dans les cas particuliers on trouvera toujours encore
d'autres avantages, qui dépendent de la nature de la fonction.

6, L'intégrale/]—, 1. x étant le logarithme hyperbolique de x, est une

de celles qui exigent préférablement des tables. Car non seulement on rencontre
très souvent cette intégrale dans l'analyse spéculative, mais il y a aussi des prob-
lêmes de physique qui en dépendent. Et ce qui m'a déterminé principalement à
essayer ma méthode sur cette fonction, c'est que jusqu'ici on n'a pu parvenir à
se former une idée claire de sa nature. On la croiait au-dessus des forces de notre
analyse et Mr. de la Place est le seul qui a résolu, dans le n°- 13 du dixième
livre de la Mécanique céleste, un problême qui s'y rapporte,



Euler, en traitant de cette fonction dans ces Institutions du calcul intégral
(Tom. I, art, 219 et 228)? a trouvé la série

.Ax , ,, , , , ( l*)2 , O*) 3 .
/,- = const. + 11* + l* -f ̂  + - + etc.

Mais il observe que de cette série on ne peut rien conclure sur la nature de la fonc-
tion j parceque la constante ne devient pas réelle par les suppositions que l'intégrale
doit s'évanouir lorsque л- — о, ou lorsque x — ï. Malgré cette incertitude qu'il
avoue, Euler avance qu'il est évident, qu'en supposant cette fonction réelle x étant
plus petit que l'unité, elle serait nécessairement imaginiaire x étant plus grand que
l'unité j et vice -versa. Mais il me semble que cette conclusion n'est pas juste La
série qu'Euler a trouvée dévient imaginaire, il est vrai, en y faisant x plus petit
que l'unité; mais cela me paraît seulement prouver qu'elle ne s'applique pas à ce
cas, et qu'il faut en chercher encore d'autres. En général, on ne peut jamais dé-
cider de la nature d'une fonction par une seule série infinie. Je m'explique: si, par
exemple, on voulait juger de la nature de la fonction Arc. tang. x par la seule série
x — •§• A" 3 + f # 5 — etc. on trouverait que la série est divergente lorsque л* est
plus grand que l'unité. Puis, il est évident qu'une série divergente n'est pas moins
une expression imaginaire qu'une autre affectée dey — ï; on parviendrait donc à la
fausse conclusion que la fonction Arc. tang. л- est imaginaire lorsque x est plus
grand que l'unité.

Voilà, il me semble, tout ce que l'on connaît jusqu'à présent de la fonction
en question, et je ne trouve pas que, quant à la fonction en général, on y ait
ajouté quelque chose depuis Euler. J'essayerai, dans le chapitre suivant, une théorie
complète de cette fonction, d'après les principes que j'ai établis dans ce premier
chapitre.



CHAPITRE П.

T H É O R I E D E S L O G A R I T H M E S I N T É G R A U X .

7. J'appelle Logarithme intégral la fonction/;—, I. x étant le logarithme

hyperbolique de л-; et je désigne cette fonction de la manière suivante
r d x ..

SïTx^1 1-* '•
de sorte que, li. x représente notre intégrale, comme par exemple l, x représente

d x
l'intégrale/—.

Puisqu'il est difficile de reconnaître la nature de cette fonction, j'ai d'abord
recouru à des moyens mécaniques, pour m'en former une idée claire. Actuelle-
mène je pourrais bien me passer de ce moyen, espérant que l'analyse que je vais
donner aura toute l'évidence que l'on peut désirer; mais comme ce procédé peut
servir encore dans d'autres circonstances douteuses, j'en donnerai ici un précis.

Si l'on considère x comme l'abscisse d'une ligne courbe et — comme l'or-
ï. ж

donnée qui répond à l'abscisse x, on sair, par la méthode des quadratures, que
à x

f ,— représente l'espace entre les coordonnées et la ligne courbe. Soit AB (Voyez

la figure à la fin de cet ouvrage) la ligne des abscisses. Je divise cette ligne en
parries égales en o, ï, 2, 3 etc., et j'imagine que jr commence au point o. J'élève

sur la ligne AB les perpendiculaires ï C, 2 Л/', 3 M" etc., et je fais i C = .—

2 M1 = —, 3 M" — — etc. Mais comme les logarithmes des nombres plus pe-
1.2 1-3

tirs que l 'unité sont négatifs, les ordonnées depuis о jusqu'à ï sont aussi négatives.
Si l'on reo-arde donc les ordonnées au-dessus de ЛВ comme positives, il faut né.
cessairement que le ordonnées entre о et ï soient rapportées au-desous de
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En conduisant enfin les points A/', M", M'" etc. et о, Л", N1' etc., que j'avais
ainsi déterminés j il en est résulté la ligne courbe que l'on voit dans la figure.

On voit par cette figure, que la ligne courbe a deux branches infinies; une
positive Л/г.00. M' M" . . . M™ et une négative о Л" . . . №°. La branche négative

part du point о de la ligne des abscisses, puisque -. — = — o; tourne vers la

droite CD t qui coupe perpendiculairement la ligne AB en ï ; et la joint au point
N" , que je suppose infiniment éloigné de o: ensorte que la droite CD est l'asymp-
tote de cette branche. La branche positive commence aussi par avoir la CD pour
asymptote, et, après avoir passé par M', M" ', M" etc., elle s'approche asymp-
totiquement de AB.

Maintenant comme U. x est représenté par les epaces entre les coordonnées
et la ligne courbe, de sorte que l'on a, par exemple, H. \ = о IV' -f, il résulte de
notre figure que les logarithme intégraux des nombres négatifs sont impossibles;
que li. 0 = 0; et que depuis о jusqu'à ï tous les logarithmes intégraux sont néga-
tifs. Les espaces asymptotiques sont dans de certains cas finis dans d'autres ils sont
infinis, mais il est probable que l'espace o Nx D i est infini, parceque la série
rapportée dans le numéro précédent devient — oo lorsque x = ï ; on aura donc
li. i = — oo. Comme la formule citée redevient finie en y faisant x = я, il faut
que l'espace infini négatif о Nœ D i soit détruit par un autre espace infini positif;
il s'ensuit donc que l'espace asymptotique ï CM"00 M1 г est aussi infini,

II serait inutile de pousser plus loin cette espèce de considération 3 je vais
donner l'analyse.

8. Nous avons supposé que:
г rdx

h. л- = Л — •J 1. x

Pour réduire cette intégrale en série, faisons 1. x = z et nous aurons

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. On sait que
X 2 A3

e1 = i -f a H -- - -f - -- h etc.
ï-» 1.3.



En substituant cette valeur de ex et intégrant, on aura

f*lî = ï.» + , + -J5!_ + _^i_ + etc.,
a 1.2.3 1.2.3.3

et mettant 1. x au lieu de z}

li. x = С + II x + 1. x 4- QlL£- + S ÎL. + etc. j
1.2.2 1.2.3.3

où С est une constante. Lorsque x est plus petit que l'unité, 1.* est négatif et,
par conséquent, \ \ .x est imaginaire. La série, que nous venons de trouver, n'est
donc réelle que quand x est égal à l'unité ou plus grand que l'unité. Pour avoir
une autre série, qui puisse nous servir à exprimer les logarithmes intégraux des

nombres plus petits que l'unité, substituons — pour л1; ce qui nous donnera

. . ï / . dx
"' x — J x * \ . x

et, en faisant l, x ^= z,

li JL -./•*"'".
* ~~У a '

d'où l'on tire

li. L = О + 11. x — 1. x + ^^ — ( L * ) * + etc. (2)
X 1.2.2 1.2.3.3

C' étant la constante à ajouter. Cette série devient imaginaire quand x est plus

petit que l'unité, mais elleW réelle depuis — = о j'usqu'à — = ï.

Les deux séries, que nous venons de trouver, ne peuvent coïncider que
quand x = ï ; parceque dans d'autres cas l'une ou l'autre devient imaginaire; ce
sera donc à cette valeur de x que nous déterminerons leur constante relative. Sup-
posons, pour cet effet, л- infiniment approché de l'unité. Alors 1. x sera infini-
ment petit, et la condition que les deux séries doivent coïncider, nous donnera,
en ôtant la seconde de la première, l'équation

о = С — С' + И. * — II.*;

d'où l'on conclut, en faisant x = ï, О = С. Il n'y a donc point de constante
relative entre nos deux séries.
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Par la méthode suivante on trouvera encore deux autres séries, qui sont,
en certains cas, plus commodes que les précédentes. Si l'on fait

= - + A^ — AW x + A? хг — etc, ,,— r - г -
1. (i -+• ж) x

la loi des coefficiens ^t), ^2), s&& etc. sera
= í
= « _ ï

= ' — f

= т _ J ̂ O _ ï ^,) _ ï

ère.
Cela posé j en multipliant par d of et intégrant, on aura

li. (ï + *) = C" + 1. x + A<? x — f ^V *3 + f -4e? л-3 — etc. (3)
Et si l'on fait, dans l'équation supposée, x négatif, on trouvera, après avoir mul-
tiplié par — d x et intégré,
li. (ï — *•) = G11 + 1. x — A^ x — | xf» x2 — | yfa) л-з _ etc§. ç4)

C" et C//x étant les constantes à ajouter.

Ces deux nouvelles séries ont aussi la propriété qu'elles ne sont réelles que
lorsque ï + x est plus grand que l'unité dans la première, et ï — x plus périt
que l'unité dans la seconde; mais comme elles sont également réelles x étant nul,
nous pouvons déterminer leur constante relative. Pour déterminer cette constante
relative, supposons d'abord x infiniment petit; la condition, que la différence de
deux séries doit être nulle, nous donne

0 = 6 " ' — O" + l л- — 1. л-,
d'où il s'ensuit, en faisant évanouir x, O" = C"; c 'est-à-dire, la constante re-
lative est nulle.

Maintenant pour déterminer la constante relative entre les séries (ï) (2) et
(3) (4)) substituons i -f x pour x dans (ï), et nous aurons

li. (i + л-) = С + 11. (ï +*) + 1. (i + *) + [ 1- ( I +* ] I + etc.
1.2.2

Mais en supposant x si petit qu'on puisse négliger хг v is-à-vis de л-, on aura
1. ( ï + л-) = л-, 11. ( ï + x) = 1. x et, par conséquent

li. ( ï + x) = С + l, x + x.
Dans la même supposition, de x très -petit, la série (3) devient

li. (!+*•) = C" + 1. x + A™ x.



IX

En égalant h difference de des deux expressions à zéro, et faisant x nul, on aura
C1 •==. C, Nous avons donc la propriété remarquable, que

С = С' =' С" = С"' :

ou qu'il faut ajouter la même constante aux séries (ï) (2) (3) (4), et qu'il n'y
a point de constantes relatives entre ces séries.

9. Pour déterminer la constante commune à nos quatre séries» reprenons
l'équation (2) du numéro précédent. Elle devient, en y substituant e* pour л-,
e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité,

— Xz X 3

li. e — С + 1. л- —• x -\ + etc.
1.2.2 1-2.3.3

Nous avons vu, dans le n°- 7, que li. 0 = 0. En construisant une table
pour une intégrale, la constante reste toujours arbitraire, et on pourrait, par con-
séquent, égaler li. o à un nombre quelconque; mais comme le plus naturel est de
faire li. о—-о, 'ce sera dans cette supposition que nous détermjnerons la con-
stante C. Cila posé, on aura

С — — \.x + x

x étant infiniment grand. On sait que

e _i , x x2

1 T ~ - + 7 ^ - r ï l + etc-
En multipliant ceci par à x et intégrant, on aura la somme de la série infinie

— X

x —. Ч etc. = — /ijzi- âx>
1.2.2 1-2.3.3 x

où l'intégrale commence à x nul. Si l'on substitue cette valeur de la série dans
l'expression de C} elle deviendra

С = — l. x / — • d x;
x

l'intégrale étant prise depuis x nul jusqu'à x infini.

Quand « est un nombre infiniment grand3 on a, comme on peut s'en as-
surer facilement par le développement du binôme.

— * x n *.=( . -£) ,
**



et partant, si l'on fait ï — * = z,

C+ Ix = ~/1П?.",/а;ï — z
l'intégrale étant prise depuis z = ï jusqu'à z = о, г doit être nul dans le der-
nier cas; parceque, quand x est infiniment grand, il faut absolument que x = »,

( ï — —) devant être nul. On sait que chaque intégrale, depuis a jusqu'à b est
И

égale à la même intégrale, depuis b jusqu'à л, prise négativement\ on a donc aussi

С + l.x=fï^^n. d z * ,
I — Z

l'intégrale prise depuis z — о jusqu'à z=i. Présentement, si l'on divise par
ï — a et prend l'intégrale dans les dites limites, on aura

I - Z П

Dans 1. л- х doit être infiniment grand, et comme nous avons -vu que, dans ce
cas, x = a y nous avons

C = i + i + f + £+ . . . . + i — I. ».

Notre constante est donc réduite à la sommation de la série harmonique na-
iurelle.

Si m est un nombre quelconque, on a, (Voyez le Traité du calcul diffé-
rentiel par Eu le r , part. II, art. 142.)

où H est une constante, et ф(0 = J, ф ( 3 ) = ^5, Ф ( 5 ) = ^ etc.;
c'est-à-dire les nombres de Bernoulli, et dont on trouve le ïtmt

t les précédens
étant donnés, par l'expression suivante:

^фСо+О'+О'"^.^^^^
i.a 1-2.3.4 1 . 2 . 3 . 4 . 5 - 6 v •— I.S-3-" (« — ï)

II faut employer le signe + qu^nd Li_î est un nombre impair, et — quand '-ÎLî

est un nombre pair. Cela posé :



Si l'on fait m — », ou infiniment grand, on a visiblement

Я = 1 + | + £ + | + - - - - + 1 — 1.я;
к

d'où il s'ensuit
C = Я.

Il ne nous reste donc qu'à déterminer H en nombres. La manière la plus
naturelle de déterminer H est de faire m — г dans l'expression générale de

ï + l + y + * : • + — ; mais comme la série, qui en résulte, serait trop peu con«
tn

vergente, il faut faire ta plus grand que l'unité. En faisant m = ю, par exemple,
et réduisant les dix termes ï + f + ^ + • • + ~ en une seule fraction, on aura

r/_738i ! < j > ( « > ф(з) ф С5)
•" = ^г: — '• I0 Ь — h т- etc.;

2
Э
2О ДО 2OO 4OOOO DOOOOOO

série qui est très convergente. Moyennant cette expression E u l e r a calculé la va-
leur de H avec seize décimales j et comme il m'a fallu vérifier le calcul d 'Euler,
je J'ai calculé à vingt-deux décimales, et j'ai trouvé

H = 0,5772156649015328606065.

C'est donc la constante qu'il faut ajouter à nos quatre séries du n°- 8. Le
nombre H parut déjà si remarquable à Eu!er , qu'il en fit l'object d'un mémoire,
imprimé dans Je volume de ceux de l'Académie de Pétersbourg pour l'année 1781;
sous le titre: De numero memorabilî, in summations progressions harmonicae fiatu
ralis occîtrreate. A с л te occasion E u l e r a découvert plusieurs propriétés curieuses
de ce nombre; mais celle, que nous venons de trouver, est sans doute, et la plus
curieuse, et la plus utile.

io. La série (2) du n°- 8 finit par être convergente, quel que soit x j
mais dans le cas où x est considérablement grand, il faudrait calculer untres grand
nombre de termes, pour parvenir à des résultats assez approchés: et il en serait

de même de la série (4). Tachons donc da réduire li. — en série ordonnée par

rapport aux puissances descendantes de I. л*.

Nous avions, dans le n°- 8.

li — = Г dx

' x -I x- 1.**
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Si l'on développe cette intégrale au moyen du théorème que nous avons donné1 dans

le n°- 4, on aura, en y faisant í = -í-, s1 ;= s" = s'" etc. = лг,
1* X

, . I I ( I I . 2 1 . 2 . 3 , )h. — = :— < ï — : f- TI—r-r — T-J—r^ + etc. > .
л л 1. x ( 1. ж (1. x)z (l.*)3 )

Cette série devenant nulle x étant infiniment grand, il n'y a point de constante à

ajouter. Le terme général, ou п"те, de la série est I ' z '3 '' — ; et comme il est vi-
(. '• % )

sible que ce terme devient infiniment grand, quand « est infiniment grand, la série
est une expression imaginaire qu'il faut transformer pour la rendre réelle et prati-
cable. Le seul moyen, que je connais, d'y parvenir est de réduire la série en
fraction continue.

Considérons, pour cet effet, la série plus générale

ï — m q + m (m + ») J2 — m (m + ;;) (m -f 2 ») ^3 + etc,

Si on la suppose égale i la fraction continue

J 4- a
ï +

i + etc.

on n'aura qu'à déterminer les д(1), /z(î), a^ etc. Cette forme de la fraction con-
tinue doit erre admisible; parceque la fraction devient i, q étant nul; et qu'elle
fournit d'ailleurs toutes les puissances de q.

La manière la plus naturelle de déterminer les л(1), a(î), л(3) etc. par m et n
sera, de développer la fraction continue dans uue série suivant les puissances ascen-
dantes de ^, et de comparer les coefficiens des puissances égales de q dans les
deux séries. Mais pour développer la fraction continue dans une série, il faut
d'abord la réduire en fractions ordinaires.



Les deux premières de ces fractions ordinaires sont> selon qu'on s'arrête

à лсо ou à л&>, д +

l

aWg et I^f^l-p—j et, en partant de ces deux, on

en peut trouver autant qu'on voudra par le procédé suivant. Soit N® le numé-
rateur de la iime fraction et D^ son dénominateur, on aura

дга) — дга-0 _j_

et Z?« = До -о +

II est aisé de voir que, si l'on réduit en série > suivant les puissances de f,
la timt des fractions ordinaires que l'on a tirées de la fraction continue) on aura
tous les coéfficiens de q complets jusqu'au iïmt inclusivement. On pourra donc , par
ce iémt coefficient, déterminer ла); aC l~ o, <î ( i~ î ; ) etc. étant donnés. Cela posé;
en dénotant par A(0 la i*mt des fractions ordinaires, on aura

— x 4. д . — - — _^. ^ -- ï _^ - . -- h etc.;
г 2 ^ 3

i < y
où il faut faire f nul dans — 3 — , • , a-- etc. après les differentiations. (Voyez

Théorie des fonctions analytiques, par Mr. de la Grange, no. 45), Dans cette
d* A(i)

série le coefficient de f est - --- : , - et celui-ci comparé au coefficient de
I . 2 . 3 . . . 2 . o^« ' r

g* dans la série à transformer, nous donnera l'équation

d1 R®
± m (и + ») (ni + 2n) ---- (» + [z — ï] »

Le signe + a Heu lorsque /' est un nombre pair, et — lorsque z est un nombre im-
pair. Au moyen de cette équation on peut déterminer да ): ensorte que l'on tire

d RM d2 Rw

л« de — • m = —j — , aw de m (m + я) =» - -j- - etc. ; ce qui donnera

__ m д(о __ я

==; те -(- й Д (4) = 2 Я

= т + яя а^ ~ з n
etc.
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En substituant ces valeurs de д(1), ам, л(3) etc, dans la fraction continue, nous
aurons enfin

ï —mq + m (m+a) q*—m (»z +»)(?» +2») ^3 + etc, = г

i+mf
г+nq

ï +etc«

E u 1er a résolu le premier ce problême utile, mais par une toute autre mé-
thode que celle que nous avons employée. (Voyez Mém. de Pétersb. de l'an. 1784).
Mr. de la P l ace a donné aussi, dans le dixième livre de la Mécanique céleste
une très belle méthode pour réduire les séries en fractions continues. Il aurait été
facile d'appliquer cette méthode à notre série (5) ; mais comme l'ouvrage de Mr.
de la P l ace est entre les mains de tous les Géomètres, je n'ai pas cru rendre ser-
vice à mes lecteurs en la rapportant ici.

Quoique E u l e r ait montré comment tirer parti des séries divergentes on
n'a fait, que je sache, aucun usage de sa méthode dans le calcul intégral, où l'on
rencontre très souvent cette espèce de séries; et Mr. d e l a P l a c e a employé le pre-
mier ce procédé. Cette remarque de Mr. de la P lace est une de celles qui pa-
raissent si naturelles dès qu'elles sont faites5 mais, peut-être que sans elle, je n'au-

j
rais pas su déterminer l'intégrale /f^'

II. Quand x est considérablement grand, la série (r) du no. 8 devient
très peu convergente; il serait donc à souhaiter qu'on eut aussi pour ce cas une

série suivant les puissances descendantes de x. Si l'on substitue x au lieu de —dans
X

(5), on a

V X í т J_ * J_ * • u_ _L T ' 2 . 3 , ) ,h- * = Iï Г + LÏ + № + cT7-T + «с.} + constante.



Ma's la constante dev'ent infiniment grande, et par conséquent la série n'est d'au-
cun usage. Il me paraît d'ailleurs peu probable qu'une telle série soit possible. Car
une série, suivant les puissances descendantes de x-> doit être nulle, par sa nature,
lorsque x est inf iniment grand; et comme il est visible que 15. ce = <x>, il fau-
drait toujours ajouter à cette série une constant infiniment grande.

Dans le cas donc, où x est très grand, je ne connais d'auire moyen, de
continuer la table, que le théorème de Taylor. Par ce théorème on a, H. д étant
donné,

x* d. f- x* d.^~
li. (a + *) = li. n + ~ + -^^ + -.2.3.ал" + etc.

d — d2 —
Mais les différences ' la, 1д etc. deviendraient tellement compliquées que,

da da 2

non seulement on ne saurait appefcevoir la loi qu'elles suivent, mais que le calcul
sur cette série en serait extrêmement pénible. Voici un autre théorème , plus
général que celui de Taylor, et qui n'aura pas cet inconvénient.

•
12. Soit .F( t f - f . r ) une fonction quelconque de д + л-, que nous nous

proposons de développer dans une série, ordonné par rapport aux puissances d'une
fonction arbitraire de x,

Supposons, pour cet effet,

F ( a + x } = 4 + s ß + s * C + s * D + etc.;

où Л, В, С etc. sont des constantes qui ne dépendent que de д, et í une fonc-
tion arbitraire de x\ avec cette condition seulement, que s disparaisse lorsque x
est nul. Pour exprimer mieux cette propriété de í faisons s =f(a + x) — /д,
où f signifie une fonction arbitraire. Cette valeur de s nous donnera, en ne fai-
sant varier que A-,

On a encore» comme on sait,
(d . / (a + *)) _ H- /O + *)) pf jd. F(a + aQ\ _ ( d. F'g + x
\~~dx. } ~~ \ da } l dx ( ~ ' { da

3
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Cela posé; la condition, que s=o lorsque x = o, nous donne d'abord А=
Maintenant si l'on prend les différences de l'équation supposée, par rapport à л-»
on a» après avoir substitué la valeur de ds,

d. F(a + x) _ B , c , ? с * Д
Л. f(a + x) — - ° ^ 2 S ^ ^ 3 S ^ -

d'où l'on tire, en faisant x nul,
z? d Fa
В = -т~г '"d fa

En différenciant encore, relativement à xt on aura

d /a+

ce qui donne, en faisant л- nul,

- = * c + z - 3*2 + 3. 4s* E + etc,;

d F a_

d f a
С = - • — , f. •

ï , 2 . d fa

En suivant ce procédé, et faisant pour abréger

d Fa d z' .. d z ... etc.j~f- j — >d fa ' d f a d fa

on aura généralement

F (a + л-) = Fa + s z' + — • z" -] -- — •*'" + etc,

Comme dans ce théorème fa est une fonction arbitraire, on peut toujours l'acïop-
ter de manière que les valeurs de a' a" z'" etc. suivent une loi simple. En fai-
sant f (a + л-) = a + x et fa = /7, notre théorème se réduit à celui de Taylor,
qui, par conséquent, n'en est qu'un cas particulier.

On pourrait tirer de ce théorème quelques corollaires assez intéressans; mais
ils seraient étrangers à mon but principal, dont je ne veux pas me détourner ici-

Appliquons ce théorème aux logarithmes intégraux. Nous avons F(a + x)
d a da2

:= li, (л + л-), et par conséquent d Fa = j-^, dz Fa = — a n a ^ ï etc. Par
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ces deux différences il esr aisé de voir, que les, valeurs de a', z", z'" etc. devien-
dront les plus régulières si Ton fait fa — 1. a. De cette manière nous aurons

, Ц_ „ _ l a-~i Hi __ (1 я)2 — 2 1. я-f 2^
* — i ^ ' * "— a * f\ r , \ 2 > ** —a ' f\ , \^ • etc.

et par conséquent
Jl. (I + -1

li. (И + *)=1i. Л + !.(!+£). ri-
л i* d

+ 4^ci3r-<«•"*-""

+ etc.

Mais en observant que,

1.0 +T) +

et faisant 1. (i + -7) =J) et puis

yi" — I

^7// = ï A'1 — la
A"" = a ^'" + (1. <?)2

A* = 3 ̂ 'x// — (1. tf)3

etc. ,

on peut donner à l'expression précédente la forme suivante

s1'



2,0

Cette série sera très convergente, quand — est une petite fraction ; parceque dans

ce cas y — l (i + — ) est très petit.

13« On sait que de certaines relations1 ont facilité beaucoup la construc-
tion des tables de logarithmes. En réduisant donc une nouvelle fonction en tables,
il est intéressant de savoir si cette fonction a des relations ou non. Voici une mé-
thode pour faire cette recherche.

En examinant bien la chose, on trouvera que cette recherche se réduit au
principe suivant:

„Si la fonction fax. Fx^ où F x est une fonction quelconque de л-, t
„une relation, il y aura une certaine fonction f x qui, substituée dans fax. F x
„pour A-, ne changera pas la forme de l'intégrale.,,

Ainsi, si l'on fait
fax. F x = F'x,

il faut que
F' (/л-) = B. F'x + С ;

où Б et С sont des grandeurs constantes. Cela posé. De la dernière équation on
tire, par la differentiation,

d f* - g .
'Fx dx

C'est donc l'équation de condition à laquelle il faut satisfaire. Ou, pour m'ex-
primer autrement, si une relation entre f x et x dans f dx F x doit exister, il
faut que fx soit telle que l'expression

_
Fx dx

devienne constante; et alors on aura la relation

F' (/*) = В F'x + С

Eclaircissons ceci par quelques exemples.



ï. Exemple. Soit F x = —, et F' x = I. л-, on aura l'équation de condition

et la relation

* < * _ _ n
f x . d x ~ Ji>

1. fx — В 1. x + С

II est aisé de voir, que l'on satisfera à l'équation as condition en faisant f x =
ou /л* = *«. Or dans le dernier cas, par exemple, on trouvera В — я, et,
en supposant que la fonction 1. л- disparaisse lorsque x = ï , on aura

1. лги = я 1. л1 ;

relation connue des logarithmes.

2. Exemple. Soit F x = — ï — - et F' л- == Arc. rang, л-, l'équation gé»1 + x

nérale de condition se changera en celle-ci

I -f *2 ** /Ж __ D.

i-M/*;*' *x y

et on aura là relation
Arc. tang. fx = В Arc. tang. x= C.

On trouvera facilement qu'on peut satisfaire à l'équation de condition en faisant

fx =- - -• Cette valeur de f x nous donnera 2? — -i, et, par conséquent, la

relation

Arc. tang. - = С — Arc. tang. x.

Si nous faisons Arc. tang. x = ф , nous aurons x = tano-. ф. En substituant cette
valeur de л- dans la relation, et supposant Arc. tang. ï connu, on aura

= ttng-(*Arc-tang- 1

3. Exemple. Soit Fx- = - —=- - — , et F' x = Arc. cos, A", l'équation
V v1 — x )

de condition sera
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et la relation
Arc. cos (/л-) = В, Arc. cos. x + C,

Si nous faisons ici J x = г x ~ — i, nous aurons Б= 2 ; et cela donne la relation

Arc. cos (2 хг — i) — 2 Arc. cos. x + С.

La fonction Arc. cos. x doit être nulle lorsque x = ï, nous avons donc С = о,
Maintenant, si nous faisons Arc. cos. л- = ф, la relation trouvée se changera en
celle- ci

2 COS.2 ф — I = COS. 2 ф ;

ce qui est connu.

De cette manière on pourrait trouver toutes les relations des fonctions tri-
gonométriques; considérées seulement comme fonctions intégrales, et abstraction
Яте de leurs propriétés géométriques.

En appliquant cette méthode à notre nouvelle fonction) on a F x =• — ,

et F1 x = \\,x j ce qui donne l'équation de condition

'•* . 1/î _ д
ï./* dx — ^>

et la relation
li, f ж = B li .x + C

Mais je n'ai pu trouver une valeur de f x qui satisfasse à l'équation de condition.

La théorie, que nous avons exposée dans ce chapitre, suffira à réduire no-
tre fonction en tables. Je parlerai au chapitre suivant des méthodes pajticulières,
que j'ai suivies dans le calcul.



C H A P I T R E III.

CONSTRUCTION ET USAGE DES TABLES DE LOGARITHMES INTEGRAUX.

Г4- Rassamblons ici les différens résultats auxquels nous sommes par-
venus. En désignât par H la constante déterminée dans Je n°. 9, nous avons
les formules suivantes pour calculer les logarithmes intégraux.

li. x = H+ llr + 1л- + ̂  + £2- + etc. (О

И..1=Я+11*-1* + и£0!__С!^1+ etc. (г)
x i .a. 2 1.2.3.3

li. (ï + л-) = АГ-f 1л- + ^co*. _ f^co-r* + f^3)^3 _ etc. (3)

li. (ï —. #) = Я + 1л- — ЛС1)лг — î^<*>* a — f ^»>лг3 — etc. (4)

En faisant -1. = f, on al ж

li — = — í I

' X X ' I + £ (5)

ï + S

I + 2

ï + etc.

. - , X * Л А " 2 l 2 Я Л " ' , 3«^"" д . ,„

Ь.Л + Гл-1- г̂̂ ^2 + г^^^-У~^Л^-у+есс.; (6)

oùj = 1. (i + -), etя

A" ~ ï
A"1 = ï A" —la
A'111 = 2 ̂ "' + (1л) 2

^r ~ 3 A"" — (U)»
etc.
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Les douze premiers coefficiens con&tans des séries (3) et (4), avec leurs
logarithmes tabulaires, sont;

— т log. § A™ —0 ) 6 i 9 7 8 8 7 5 8 3 - 2
_ _, log. | A™ =o, 1 4 2 6 6 7 5 0 4 - 2
~~ 2 i log- i ^(4) = 0 , 8 1 9 3 6 1 1 1 3 - 3

= A log f ^(5> = < > » 5 7 - 4 0 3 ï a ' 7 - 3
log. f ^<« = 0 , 3 7 6 2 4 7 7 6 - 3

= -ayfo bg. | ^W = 0 , 2 1 0 5 6 2 9 - 3

_ 3 log- i ^(ю = 0 , 0 6 8 0 2 5 1 - 3
l°g- í -^(9) = 0 , 9 4 2 9 7 5 - 4
log T5 ^(IO> = 0 , 8 3 1 6 0 4 - 4
log. TV ^c.o ^0 > 7 3 1 2 3 - 4

f ^(7) = TÄ7ÄT Jog. TV ̂ c») — 0) б 4 ï 5 5 - 4

o, o o i 1 6 9 5 6 7 0 5
о , 0 0 0 3 7 6 9 5 0 4 4

T o л--_ О , 0 0 0 0 7 8 5 8 4 9 3

>— о, 0 0 0 5 3 8 5 5 0 6 2
5= О, 0 0 0 4 3 8 0 7 4 6 l

Par le procédé, que nous avons indiqué dans le n°. 10, on tire de la
fraction continue les fractions ordinaires suivantes- et que l'on pourrait facilement
continuer encore.

I + 2Î > "• 1 +

(6) — ï + ï ig + 2 6 g ' + 6?^ 7)

- 2 - - 3 '

,0(8) — i + i Q? + ^ о 2g- + i 5 493

2 3

2 5 g 4- 2-0 од2 + óo oq3 -f 6 o og4 -f- li



д<ю> — ' -f fl'Pg + g ? g g a . + 9 5 4 9 3 + I 0 4 4 9 4 +
i -j- зоя -f- з о о < 7 2 -\- l u o o ^ 3 -j- i g o o ^ 4 -j"

»do 1 + 3 5 ? + 4 l 6 ? 2 + Д о ^ 6 ? 3 + 37°8? 4 +
i -f- 3 ó q -\- 4 5 ^ 7 2 "i~ 2 4 o o ? -j- 5 4 o o <74 ~f~ 4 3 ^ d ̂  ' —f- 7 2 0 0 ^

n ( l s ) i + 4 1 ? + 5 9 0 ? 2 + 3 6 4 8 9 3 + 9 4 3 2 ? 4 + 8o з 8 ? *_+_ 7 а о? б

Pour faire usage de ces fractions ordinaires, il faut les multiplier par — —, et

alors elles sont alternativement plus petites et plus grandes que li. —.

15 Pour construire la table de logarithmes intégraux, je me suis servi
de la méthode suivante. J'ai calculé, sur la formule (2) du numéro précédent,
li. 0,1 à dix décimales; et comme les formules (ï) et (2) ne diffèrent que dans
les signes des puissances impaires de J. x, la même opération m'a donné aussi
li. lo. En partant de li. o, i, j'ai calculé, au moyen de la formule (6), li. 0,09,
li. o ,og etc. jusques et compris li. 0 ,03 , Л0,03 la fraction continue (5) est déjà très
convergente, et en calculant aussi le li. o, о 3 sur la fraction continue, la com-
paraison de ces deux résultats m'a servi de vérification pour tout le calcul que
j'avais fait jusqu'ici. Après avoir achevé cette partie de la table, j'ai calculé, sur
la formule (2), li. o,a , li 0,3 , li. 0,4 , li. o,ç et li. 0,6. Et puis, pour rem-
plir l'intervalle entre 0,1 et o,a , j'ai déterminé les coefficiens de (6) en suppo-
sant а = o,i 5. Ces coefficiens donnés, j'ai d'abord fait x = — 0 , 0 5 , et, en
comparant ce résultat avec li. 0,1 , j'ai obtenu li. 0,15. Puis j'ai fait л-= 0,0 ç
ce qui m'a donné li, o ,a; et comme ce dernier était déjà connu, j'avais une vé-
rification pour le calcul des coefficiens de (6), J'ai rempli les intervalles entre
Ojd et 0,3-, entre 0,3 et 0 , 4 ; entre 0,4 et o,^ et entre o,ç et 0,6 de l à
même manière. A compter de os6 je pouvais faire usage de la formule (4),
qui est plus commode que la formule (s); et c'est sur cette formule que j'ai caU
culé immédiatement tous les logarithmes intégraux depuis 0,6 jusqu'à ï.

Depuis ï je me suis servi de la formule (3) jusqu'à 1,4, et depuis ï ,4
jusqu'à lo de la formule (ï). Au delà de ю la formule (ï) devient trop péni-
ble, et il me fallait déjà calculer dix-huit termes pour avoir П. ю à dix décimales

4
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exactes. Je ne sais d'autre moyen, pour continuer ici la table, que la formule
(6). La manière dont je l'ai employée est toute analogue à celle dont j'ai rem-
pli l 'intervalle entre 0,1 et 0,2. C'est-à-dire, j'ai déterminé les coefficiens en
faisant a = i j, et la supposition de x = — ç m'a donné un nombre qui, ajouté
au li. IQ, donnait li. 15. Le li. if étant donné, je pouvais aller avec les mêmes
coefficiens jusqu'à яо. La supposition de a = 30 m'a donné les logarithmes in-
tégraux depuis 20 jusqu'à 40, et celle de a = 60 m'a donné les logarithmes in-
tégraux depuis 40 jusqu'à got et ainsi du reste en doublant toujours a,

Je n'ai calculé les logarithmes intégraux entre 20 et 40 que de deux en,
deux nombres, et entre 40 et 80 de cinq en cinq etc.; mais on verra que cette
étendue est suffisante, quand je parlerai de l'usage de la table.

J'ai terminé ce calcul pénible à 1280; parcequ'il me semble qu'on n'aura
que très rarpment besoin des logarithmes intégraux de nombres plus grands. Si
l'on voulait continuer la table, il faudrait avoir, pour cette continuation, le
li. 1280 à plus de décimales; parcequ'il est toujours nécessaire de calculer avec plus
de figures que l'on n'en veut conserver dans la table» Le voici avec sept déci-
males, tel que mon calcul me l'avait donné,

li , 1 2 3 0 = 2 1 7 , 4 0 7 6 0 5 3 .

On voit, par ce qui précède, que ma table est destituée d'une vérifica-
tion directe au delà de 10; ce qui est un grand défaut, J'ai pris toures les pré-
cautions possibles; mais cepandant on n'est jamais sur de ne pas se tromper dans
un si long calcul. Le seul moyen, peut-être, de se procurer une vérification,
pour cette partie de table, serait de sommer la série li. a + li. г a + li. 3 a
+ • •• + li. *• a par la méthode qu'Eu 1er à donnée dans son Traité du calcul dif-
férentiel (partie II, art. 130); mais l'application en deviendrait très fastidieuse.

Usage de la table de logarithmes intégraux des nombres plus petits que l'unité.

16. Si l'on veut chercher le logarithme intégral d'un nombre entre 0,04
et 0,6 ou 0,7 , on peut faire usage de la méthode ordinaire d'interpolation; et
en cas, que le calcul avec les trois différences, qu'on trouve dans la table, ne
soit pas assez exact, on prendra encore la quatrième différence à vue sur la troi-
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siéme. A l'usage de notre table, où les intervalles sont toujours de centièmes,
on peut donner à la formule connue d'interpolation la forme suivante:

,. , , ч ,. , Ay loose (l-юоя) . áá , юож(1-гооя;)(2-.гоож) A
li. (А+лО-Ь.л+юол-.Д'г— t \ a- -Д" + ï .~a . 3 --Д'"—5

où Д' est la première différence, Д"1а seconde différence ère.; n le nombre que
l'on trouve dans la table comme le plus proche du nombre donné j et x l'excès
positif du nombre donné sur a.

Exemple. Si l'on veut chercher le logarithme intégral qui appartient au
nombre 0 ,240636 , on fera л = 0,24 et #=0,000686. La table donne
Д' = 71 iço , Д" = 2 o 8 2 et Д'" = 37. Avec ces données on aura le type
suivant

O , X X I f f 2 I = H . П

+ 4 8 7 7 4 prem. terme
— 6 6 f sec. ter.

+ 8 trois, ter.

0 , 1 1 * 0 3 3 2 7

Depuis с jusqu'à ï tous les logarithmes intégraux sont négatifs ; on a donc,
à sept décimales,

l i . 0 ,240686 =— 0,1120333.

Au lieu de la formule ordinaire d'interpolation) on pourrait aussi se ser-
vir de la formule (6) du n°- 14," en observant seulement qu'ici 1. a est toujours
négatif.

Les différences dans la râble depuis о jusqu'à 0,04 étant trop grandes pour
qu'on puisse enterpoler avec succès, il faut calculer immédiatement sur Ja for-
mule (5). Et pour faciliter ce calcul, je donne ici différentes expressions que
j'ai déduites de la fraction continue.

Y. L — I_ 24 + 154-1* + io2 ( l aQ g + 190*)* + O*)4
J x~ x\x ' 120 + 240.1* 4- i2o(l*) s + ao( l*) 3 + (l*;4 '

4*



2t

т_ _ __ i_ 1 20 -f 1 044 . l ж -f- 9 54 Q*)2 + 2 72 (l x)3 + 2Q(laQ 4

íê Â l« ' 7 2 0 + iSoo. l» -j- 1аоо(1ж) а -f- зоо(1#) 3 + 3°(1*)4

,. i _ __ £_ 720+ 8028. 1*+
'* x x\x 5040 + 15120.

Ces expressions sont exacres à sept décimales; la première jusqu'à — = o, 01,

la seconde jusqu'à — = 0,0 г et la troisième jusqu'à — = 0,04.

A 0,6 ou 0,7 les différences commencent à devenir très fortes, et elles
vont augmenter de manière qu'au delà de 0,8 elles ne sont plus d'aucun usage.
Mais heureusement, nos séries sont extrêmement convergentes pour certe partie
de la table; et depuis 0,6 jusqu'à ï on peut employer la série (4) qui est très
commode. C'est aussi pour ce fréquent usage de la série (4) que j'ai apposé,
dans le nQ- 14, aux coefficiens Aw> A^ etc. leurs logarithmes tabulaires.

Usage de la table de logarithmes intégraux des nombres plus grands que l'unité.

Si l'on veut chercher le logarithme intégral qui appartient à un nombre
entre ï et 3» on le calculera immédiatement sur la série ( ï ) ; et en cas que le
nombre soit plus petit que 1 ,4 , on préférera la série (3). Depuis 3 jusqu'à la
fin de Ja table on peut employer la formule (6) pour trouver les logarithmes in-
tégraux par interpolation. En voici des exemples:

ï. Exemple. Si l'on veut chercher le logarithme intégral qui appartient
au nombre 10,24, on ^era dans C6) л = ю et х — о>г$. Avec ces données

nr 1О2Л.
on trouvera A1" = — i j 3 о a 5 8 5 > A^ = 2 » 6 9 б 7 q , i H = —- -,' J J w J ' "* y f 99 я I000 »
y = 0 , 0 2 3 7 1 6 5 3 et puis

6) ï 6 f 5 9 9 f = li. д
+ i 0 4 2 . 3 0 6 7 = ^:!. a

— 5 3 о 4 4 prem. t. de la série
— 474 sec. terme

'— 4 trois, terme

6 , 2 6 9 2 9 4 9 5 --= li. i o, 24.



Comme ici la 8""" décimale est 5, il reste incertain s'il faut augmenter la
d'une unité, pour avoir li. 10 ,24 avec sept décimales exactes.

г. Exemple. Soit 116,2 le nombre dont on demande le logarithme in-
tégral. Comme ce nombre est plus proche de 120 que de no, je fais л = ião
et x = — 3 ,8 ; ce qui me donne

^"' = — 3 , 7 8 7 4 9 2 , ^'v = H,34Si , i+- = — eta I2OO
y = — 0 , 0 3 2 1 7 8 9 0 . Et puis j'ai :

3 4 , 3 8 2 8 0 7 = H. л

— - 7 9 3 7 3 5 1 = *:1л
— 2 7 1 0 7 prem. terme

+ 460 sec. terme
— 5 trois, terme

3 3 * 5 8 6 4 0 7 = li. ï 16, 2.

Le problême inverse, c 'est-à-dire, trouver le nombre auquel appartient
un logarithme intégral donné, se résout le plus commodément par des approxi-
mations successives; dont voici la méthode;

Soit m le logarithme intégral donné. Je cherche» moyennant les tables,
à -peu -près le nombre auquel il appartient, en prenant seulement la première dif-
férence. Soit a ce nombre, et a + * soit la première valeur approchée du nombre
cherché. Cela posé; on aura m = li. (л + *), à -peu -près. Mais en supposant *
si petit que l'on en peut négliger le carré, on a, par la formule (6) du n°- 12,
Ji. (a + *) = li, a + л ; I a ; d'où il s'ensuit

* = [ m — li. a \ . 1 a ;

et l'on aura, pour une première valeur approchée du nombre cherché, л + <*.
Présentement si l'on substitue cette valeur dans l'expression précédente, on aura

.' == {ra — li. (e+- ) | - !(« + *) í

et la seconde valeur approchée sera a + a -f- »', Si l'on substitue encore a + * + »,
pour a -f « , on aura

a" = \ni — IÍ. (a + * + *') } • 1 О + « + *') -,
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et la Troisième valeur approchée sera a + * -f »' + «"• En continuant de cette
manière jusqu'à ce qu'on parvienne à une valeur de * que l'on peut négliger, on
aura le nombre cherché a + * + л' + л" + etc.

Exemple. Soit 33,586407 le logarithme intégral donné. Je vois dans
la table que le nombre qui appartient à ce logarithme intégral est entre no et
120 ; je retranche le logarithme intégral de no de celui de 120, pour avoir la
première différence que je trouve 2 ,1077 ; je retranche encore le logarithme
intégral de ï ю de mon logarithme intégral donné, et j'ai 1,3113; je fais
2 , 1 0 7 7 : 1 , 3 1 1 3 = i o : a — ï io ; ce qui me donne enfin «=116 ,22 . Main-
tenant je cherche Je logarithme intégral de a dans la table, et je trouve H. a —
3 3 > ï 9 o 6 i 3. Ce li. a trouvé, j'ai m — 15. a = — 0 , 0 0 4 2 0 6 , d'où il s'ensuit

л = — o , o 2 o o o i 6 , et j'ai la première valeur approchée / 7 + « = i i 6 , i 9 9 9 9 8 4 .
Je cherche encore le logarithme intégral de a + л , et je trouve li. (a + *) =
3 3 , ^ 8 6 4 0 6 , d'où je tire «/ = 0 ,0000047 et ,/ + « + «' = 116,2000031»

On voit, par cet exemple, qu'on ne peut pas repondre de la sixième dé-
cimale, et que l'on aurait pu se contenter de la première valeur approchée ; notre
nombre cherché sera donc 116,2.

Dans la table depuis о jusqu'à ï on pourrait employer la même méthode
pour trouver le nombre qui appartient à un logarithme intégral donné; mais il
est plus commode de tirer ici les approximations successives de la formule ordi-
naire d'interpolation. Cette formule donnera, dans la supposition de * très-petit,

m — li. a
" ~ loo ( Д' — •£ Д" + f Д'" — etc.) *

, _ ffl — li. (a + a}

loo ( Д' — | Д" + i Л'" — etc.)

„ . .m — li. (д + * 4- *')
* ~~ iço (Д' —\ A" 4- |Д'" — etc.)

ère. ;
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et le nombre cherché sera a -f л + *' H- ère. Comme le calcul sur ces formules
ne diffère pas du précédent, il serait superflu d'en rapporter un exemple.

En se servant des différentes méthodes d'interpolation, que nous avons
d x

indiquées, la table des logarithmes intégraux donne la fonction Л—- pour tous

les nombres depuis x nul jusqu'à л1 égal à 1280. Et comme il me semble, qu'il
n'y ait que fort peu de cas où il faudrait une plus grande étendue à la table ; on
peut regarder cette fonction comme connue, et y recourir, dans le calcul inté-
gral, comme on a coutume de recourir aux logarithmes et aux arcs de cercle.

Cette fonction supposée connue, je montrerai dans le chapitre quatrième
et dernier son principal usage dans l'analyse.

C H A P I T R E IV.

USAGE DES LOGARITHMES INTEGRAUX DANS L'ANALYSE.

17- Pour ce qui regarde l'algorithme de la nouvelle fonction, on remar-
quera avant tout que,

j ï- dxa. li, x — т— »
1-Х

et par conséquent
d.fxâ< lb/A* = \r* '

fx étant une fonction quelconque de x.

En dénotant toujours par 1 les logarithmes hyperboliques, et par e le nom
bre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, les intégrales simples, que l'on
peut ramener aux logarithmes intégraux, sont:

ч r d X ,.
О /р-^Ь-л-,

». «* _



x n3, f^L* = „.„ , f

4) /,«! ,/* = ]!.,•" , y

~ e * . d x ^a ,. flp'+ж
íy У l — f , 11, f .. j

л + л-

JÁ- .. .
—— = h. 1. x j

11. x

et les intégrales composées :

я-Д (1дг) и-а ч

•a)(»-3)...ij

6)
Л1 11.

. лг« ( я». 1 AT ffl2 (1л-)а ....
Í J J - т т

« étant un nombre entier et positif,

n t m-n
eax .....

толгга С ' ? » - » 1 (и-») (да-ая) ' ' (гя-я)(я»-2я>..я

/7"íT. » n _ Jj f O'*

т«(гп-п) (т-2я)...» '
— étant un nombre entier et positif.
И *

On a encore
-

9) fax. li. л- - x \ \ . x - l i * 2 , f x» d x. lí..r=—— .li.*-J

и 4- т

•s r j г т г т т w*' r л v j> v /.10) fax. h, x - x h. x - li. л- , y J.v. h. f x = x h, f x -
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Voilà les principales différentielles dont l'intégration dépend des logarith-
mes intégraux. Les démonstrations de ces formules sont si faciles que je n'ai
pas besoin de les exposer ici j les formules 7) et g) se trouvent par le théorème
du n° 4.

18« Pour montrer l'usage des logarithmes intégraux dans les problêmes
de physique, considérons le mouvement d'un corps dans notre atmosphère; re-
gardée comme milieu résistant.

Problême. Un globe du diamètre D et de la densité R soit lancé de bas
en haut, suivant une ligne droite perpendiculaire à la superficie de la terre, avec
la vitesse initiale с : trouver la vitesse v que le globe aura à une hauteur de x
mètres.

Si nous désignons par (^) la densité de l'air à la superficie de la terre,
et par ç celle à la hauteur de x mètres, nous aurons, à la température de la
glace fondante >

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. (Voyez Méca-
o (f)

nique céleste liv. X ,n° 14). Faisons encore, pour abréger, 7963=» etflTD = t">

et nous aurons, pour déterminer le mouvement ds notre globe, l'équation dif-
férentielle

g + . r v * f
 n =0 ; (a)

où g est la pesanteur à la superficie de la terre, ou g = 7,2986 mètres sous
Féquateur; et t le tems que le globe met à monter à la hauteur л-. La démon-
stration de cette équation se trouve dans tout traité de mécanique; et pour ce
qui regarde la.résistance, j'ai suivi Newton . (Princip. phiL nat. lib. //, prop.40).
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Cela posé. Si nous multiplions notre équation par âx-> nous aurons

— g dx — vdv + r v z e n . dx ^ (b)

, d d x . d x
parcequon a généralement — -TTÏ — = v av.

L'équation différentielle (b) n'est pas complète, mais on la rendra com-
plète en Ja multipliant par une fonction de x que l'on déterminera ainsi ; Soie
/*• cette fonction de дг, la condition que l'équation (b) doit être complète} après
avoir été multipliée par f x , nous donne

Xî - -
S d.vfx N f d. r v e n . f x ч
Ч d x J ~~ 4 . d ^ > J "3

x

— z r n e "
d'où l'on tire f x = e .En multipliant l'équation (b) par cette valeur de
fx et intégrant, on aura, par 4) du n° 17,

X I

— 2 r ne n 2 — 2 r не п

г g ». li. e = v . e + constante. (c)

La constante se détermine de manière que v = c lorsque x = o j et il s'ensuit
X X X

z z — 2 г я ( х — e " ) z r n e " — z r n — z r n e "
v = c. e — ïgne . í li. e — li. e J •

Par cette dernière expression on peut déterminer la vitesse initiale qu'il
faut donner au globe, pour qu'il atteigne une hauteur donnée b. Si le globe ne
doit pas monter plus haut, v = о lorsque x = /j, et cela donne

h

Ч zrn —zr» — z r n e n

с — igné . ni. f — li. e \. (d)

Si l'on ne voulait pas avoir égard à la variation de la densité des couches
atmosphériques, dans les différentes hauteurs, il faudrait faire« infiniment grand
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dans les expressions précédentes. Dans ce cas l'expression (d) se change en
celle -ci

a _ í zrh ï
с = f • \e - ï } ; (e)

comme on trouvera facilement en observant que, lorsque , r est infiniment grand ,

on a, par (5) du n° 10, li. — = -- ï— •f ^ ' x x \ .x
n

Appliquons cette analyse à un exemple. Soif—— = 5600, ce qui suppose que

la pesanteur spécifique de notre globe soit à -peu -près égale à celle du fer. Soit
•met.

encore Z) = o, 25 et b — 4400 mètres-, ou la hauteur du Mont -blanc. Avec
h

ï , 3 — 2 rn — z rne n

ces données on trouvera 2 r = , f = Oj0 I 4o3 9 3a et e =

0 ,08586962 . Les tables donnent

h'. 0,01403932 — — 0,0027428
li. 0,08586962, = — 0,0264427 ;

et on aura enfin, par la formule (d}

met.
с = 442, y?.

C'est-à-dire: si le globe doit atteindre la hauteur de 4400 mètres, il faut
lui donner une vitesse qui le fasse monter 442)97 mètres dans la première seconde

mit.
décimale de tems. La formule СО donnerait £=510 ,4 . Il s'ensuit donc que,
si la densité des couches atmosphériques était la même dans toutes les hauteurs,

met.
il faudrait donner au globe une vitesse initiale de 67 plus grande, pour le faire
monter à la hauteur dei 4400 mètres.

On voir par cet exemple qu'il est bien nécessaire d'avoir égard, dans de
pareilles recherches, à la véritable constitution de l'atmosphère.
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Si l'on veut déterminer la vitesse que le globe aura dans une certaine hau-

teur л-, en retombant de la heuteur £, on aura, au lieu de l'équation (a), l'équa-
tion différentielle

ж
ddx , , "n"

ce qui revient à faire r négatif dans les expressions précédentes pour les appli-
quer à ce cas; et l'équation (d) en deviendra

A
2 , 2ГП f im З Г И « " 1

с = z g n e . Ill e — li. e [ •

h

zrn a rne "
Par ce qui precede on a e = 7 1 , 2 2 8 5 2 » f = n»64556 ; et l'on

h

zrn zr n e n

trouve par lês tables li. e =. Я 3 > б 5 о з 8 7 > li. f = 6,854^67 , ce qui
JBf'Î.

donne с — ï б ç, f 6. On si notre globe est lancé perpendiculairement en haut
avec une vitesse initiale de 4 4 2 , 9 7 mètres, il retombera sur la superficie de la
terre avec la vitesse de 165,56 mètres.

Si l'on voulait résoudre le problème en que§tion avec une 'rigueur abso-
lue, il faudrai t aussi avoir égard à la variation de la pesanteur. Si nous déno-
tons par a le demi-diamètre de la terre, la pesanteur dans une hauteur x sera

p. —г—— ; celle à la superficie de la terre étant ?. Mais comme x sera ton-ù (a -\- x)г 7 г -Э

jours très-petit v i s - à -v i s de л, on peut faire, sans erreur sensible, g-,—j—^ =

g - z g ' — ' Cette valeur, substituée dans les expressions précédentes, changera

l'équation (c) en celle-ci
X X X

— Zrn f, n — z r n e n 2 — z rue "
2gn. li. e — —.Jxdx.e = v . e + constante.



II faudrait donc pouvoir encore déterminer l'intégrale f x d x, e

«eß x

Pour la réduire à sa forme la plus simple, faisons généralement e = z ,
et nous aurons

«г'3* г лПг . 1* -,/e .
/ v n v f '-— • / тая —— — • / ;j x a x . e — ß2 j lz p2 J lz >

d'où il s'ensuit que cette intégrale dépend des logarithmes intégraux et de la nou-
П x

velle transcendante/— 1 dz. Une recherche ultérieure sur cette intégrale me

détournerait trop de mon but r qui est seulement de montrer l'usage des loga-
richmes intégraux,

19. Dans le n° 13> du dixième livre de la Mécanique céleste, il se trouve
_!

un problème qui dépend de l'intégrale fax. e * , prise depuis x = о jusqu'à
x== ï ; e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'imité, /= 1,42459

. с

et par Conséquent e =0,540686. Mr. de la P l a c e réduit cette intégrale en
fraction continue, par une méthode dont nous avons parlé dans notre n° 10, et

de cette manière il trouve que l'intégrale est à - peu - près — : exactitude qui

était suffisante au but qu'il avait. Mais les logarithmes intégraux supposés con-
nus, la formule 8) du n° 17 donnera, en y faisant л — —/, я = m =— ï ,

-L _! _!
/ ãx. e x == x. e x + /. li, e x ;

et depuis x —- о jusqu'à x = ï ,

' ~£ -f -f
fax. e* — e +/ li. e .

La table donne li. ~êf = — 0 ,1120333 , comme on a vu dans le n°. 16, où
—/

nous avons choisi le nombre o,240636 C~e ) Pour exemple d'interpolation.
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On trouvera donc
-L

fax. e x = 0 ,0810845.
Un douzième serait 0 ,08333. . .

Les intégrales prises depuis x— o jusqu'à л- = ï, E u l e r a trouvé;
-d x m ~\-1

et

où H est le nombre que nous avons déterminé dans le n°. 9. (Sur ces intégrales
Voyez: Nov. comment. Petrop. Тот. XX, et Nov. acta Pet r op. Тот. IV. ) Mais
les logarithmes intégraux admis, rien n'est plus facile que l'intégration générale
de ces différentielles \ car on a aussitôt > par la formule ï) du n°. 17,

dx
fr- (x™ — xn ) = li. xm +1 — li. xn

et

Pour déduire de ces expressions générales le cas particulier qu 'Eu 1er a consi-
déré, il faut déterminer leurs valeurs lorsque x=o et lorsque л-— ï. Si.v = o,
les deux expressions sont nulles; mais si x = ï , elles sont indéterminées; par-
cequ'elles deviennent égales à la différence de deux grandeurs infinies. Il faudra
donc déterminer leurs limites quand x s'approche infiniment de l'unité. Dans ce
cas la série (2) du n°. 14 donne

Ji. **-n = H + 11 (^)* + i = Я+ 1 (ю+ О 4- 11. - Ï

d'où Ton tire
U

Dans la même supposition, de л- infiniment proche de l'unité, on a, par la for-
mule (4) du même numéro,

li. x = H + 1 (ï — *),
et partant

li. x — \ (ï ~ jr) = Я.
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Ce que j'ai rapporté dans ce chapitre suffira à prouver l'utilité des loga-
rithmes intégraux dans l'analyse. Peut -être que d'autres, plus habiles que moi,
se détermineront à continuer et vérifier non seulement ma table de logarithmes
intégraux; mais à réduire encore d'autres fonctions transcendantes en tables; vu
que c'est le moyen le plus sûr de faciliter le calcul intégral.

Il ne sera pas inutile de remarquer encore ici, que la méthode, dont nous
avons fait usage dans le n°. 9, pour déterminer la constante, peut servir dans
beaucoup de cas à trouver les valeurs des intégrales définies. Pour en donner un

_ X2

exemple, prenons l'intégrale f e . dx> prise depuis x nul jusqu'à x infini; dont
Mr. de la P lace a donné, dans le n°. 5 du dixième livre de la Mécanique cé-
leste, une analyse très élégante, et qui peut être appliquée dans tous les cas où
il s'agit de trouver la valeur du produit de deux intégrales définies.

On a, quand n est un nombre infiniment grand, e =(i -- ) ; et,
X 2

si l'on fait ï — — = z2

т \ - — /

la nouvelle intégrale étant prise depuis я= о jusqu'à з = ï. On sait que,, dans
ces limites, le produit

я- étant la demi • circonférence du cercle dont le rayon est l'unité, et n étant un
nombre quelconque. (Voyez Euleri Instit. cale, integr. Tom. I, art. 33* ). Mais
dans notre cas, où « est infiniment grand, ï disparaît v i s - à - v i s de г n et, par
conséquent, nos deux intégrales sont identiques. Cela donne

d'où l'on conclut
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T A B L E S

L O G A R I T H M E S I N T E G R A U X .



Logarithmes intégraux de quelques nombres qui sont d'un intérêt particu-
lier, avec dix décimales»

H. 1 , 4 5 1 3 6 9 2 3 4 6 = 0

li. o , ï = - о, 0 3 2 3 8 9 7 8 9 6

l i . I Q = 6 , 1 6 5 5 9 9 5 0 4 8

l i . e = - 0 , 2 1 9 3 8 3 9 3 4 4
li. í- = 1 , 8 9 5 1 1 7 8 1 6 4

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité.



1
Nomb.

0,00

о , o i

O , O 2

о , о з

о,04

о > о s

О j 0 6

0,07
0,08

0,09

0,10

0 , 1 1

0 , 1 2

0 , 1 3

0 , 1 4

0 , 1 5

.0,16

0 , 1 7

o , i 8

0 , 1 9

0,20

li. —

0,0000000

0 , 0 0 1 3 2 9 7
0 , 0 0 4 2 0 5 2

0 , 0 0 6 9 1 3 7

0 , 0 0 9 8 9 5 4

0 , 0 1 3 1 1 9 4

0 , 0 1 6 5 6 6 7

0 , 0 2 0 2 2 4 8

0 , 0 2 4 0 8 5 2

0 , 0 2 8 1 4 * 6

° > ° 3 2 3 8 9 8

0 , 0 3 6 8 2 6 7

0 , 0 4 1 4 5 0 2

0 , 0 4 6 2 5 9 2

0 , 0 5 1 2 5 3 0

0 , 0 5 6 4 3 1 6

0 , 0 6 1 7 9 5 5

0 , 0 6 7 3 4 5 5

0 , 0 7 3 0 8 2 9

0 , 0790093

0 , 0 8 5 1 ^ 6 5

Différence I.

1 8 2 9 7

2 3 7 5 5
2 7 0 8 5

2 9 8 1 7
3 2 2 4 .О

3 4 4 7 3

3 6 5 3 1

3 8 6 0 4

4 0 5 6 4

4 2 4 8 2

4 4 3 6 9

4 6 2 3 5

48090

4 9 9 3 8

5 1 7 8 6

5 3 6 3 9

5 5 5 0 0

5 7 3 7 4

5 9 2 6 4

6 1 1 7 2

6 3 1 0 3

Differ. II.

5 4 5 8

З З З о

2 7 3 2

2 4 2 3

2 2 3 3

2 1 0 8

2 0 2 3

1 9 6 0

i 9 í 8

1 8 8 7
1 8 6 6

1 8 5 5

i S 4 8

1 8 4 8

1 8 5 3

i 8 6 i

1 8 7 4

1 8 9 °
1 9 0 8
1 9 3 1

1 9 5 5

D. III. +

2 1 2 8

5 9 8
309

190

I 2 5

8 8
6 3

1 4 2

3 ï
2 I

I I

7
о

5

8

ï 3

I 6

ï 8

2 3

* 4
2 8

v. Lês li. des nombres plus petits que l'unité sont négatifs-

6*
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Nomb.

0,20

0,21

0,22

0,23

0,24

0,25

0,26

0,27

0,28

0,29
0,30
0 , 3 1
0,32
0)33

о > 3 4

0,35

0,36

o,37

0,38

0,39

0,40

IL ~

о , о 8 5 ! 2 б 5

0 , 0 9 1 4 3 6 8

0,0979426

0 , 1 0 4 6 4 6 7

o , i i i 5 5 2 i

0,1 I 8 6 6 2 I

0 ) 1 2 5 9 8 0 3

0 , 1 3 3 5 1 0 4

0 , 1 4 1 2 5 6 6

0 , 1 4 9 2 2 3 2

0 , 1 5 7 4 1 4 9

0 , 1 6 5 8 3 6 6

о ) i 7 4 4 9 3 5

0 , 1 8 3 3 9 1 1
0 ) 1 9 2 5 3 5 2

0 , 2 0 1 9 3 2 1

0 , 2 1 1 5 8 8 3

0 , 2 2 1 5 1 0 6

0 , 2 3 1 7 0 6 4

0 , 2 4 2 1 3 3 3

0 , 2 5 2 9 4 9 4

Différence I.

6 3 1 0 3

6 5 0 5 8
6 7041

6 9 0 5 4
71 ï о о

7 3 1 8 2

7 5 3 0 1

7 7 4 6 2

79666

8 i 9 i 7

8 4 2 1 7
8 6 5 6 9

8 8 9 7 6

9 1 4 4 1

9 3 9 6 9

9 6 5 6 2

9 9 2 2 3

1 0 1 9 5 8

1 0 4 7 6 9

1 0 7 6 6 1

1 1 0 6 3 9

Differ. II.

1 9 5 5

1 9 8 3

2 0 1 3

2046

2 0 8 2

2 1 ^ 9

2 I 6 I

2 2 O 4

2 2 5 1

2 3 0 0

2 3 5 2

2407

2 4 б 5

2 5 2 8

2 5 9 3

2 6 6 1

2 7 3 5

2 8 1 1

2 8 9 2

2978

3069

1

D. 111. 1

2 8

3 о

3 3

3 6

3 7

4 2

4 3

4 7

4 9

5 2

5 5

5 8

6 3

6 5

6 8

7 4

. 76.

8 ï
8 6

9 ï
96
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Nomb.

0,40

0,41

0,42

0,43

0,44

o,45
0,46

o,47

0,48

0,49

0,50

0 , 5 1

0 , 5 2

o , 5 3

o , 5 4

0 , 5 5

0,56

o , 5 7

o , 5 8

o , 5 9

0,60

li. —

0 , 2 5 2 9 4 9 4
0 , 2 6 4 0 1 3 3

0 , 2 7 5 3 8 4 !
о , 2 8 7 о 7 i 4

0 , 2 9 9 0 8 5 2

0 , 3 1 1 4 3 6 2

о , з а 4 ! 3 5 7

о , 3 3 7 i 9 5 9

0 , 3 5 0 6 2 9 4

0 , 3 6 4 4 4 9 6

0 , 3 7 8 6 7 1 1

0 , 3 9 3 3 0 8 8

0 , 4 0 8 3 7 9 1

0 , 4 2 3 8 9 9 2 .

0 , 4 3 9 8 8 7 5

0 , 4 5 6 3 6 3 7

0 , 4 7 3 3 4 8 7

0 , 4 9 0 8 6 5 0

0 , 5 0 8 9 3 6 6

0 , 5 2 7 5 8 9 5

0 , 5 4 6 8 5 1 5

Difference I.

1 1 0 6 3 9

1 1 3 7 0 8

1 1 6 8 7 3

1 2 0 1 3 8

1 2 3 5 1 0

1 2 6 9 9 5

1 3 0 6 0 2

1 3 4 3 3 5

1 3 3 2 0 2

1 4 2 2 1 5

1 4 6 3 7 7

1 5 0 7 0 3

1 5 5 2 0 1

1 5 9 8 8 3

1 6 4 7 6 2

1 6 9 8 5 0

1 7 5 1 6 3

1 8 0 7 1 6

j 1 8 6 5 2 9
i
j 1 9 2 6 2 0

1 9 9 0 0 7

D.ffér. II.

3 0 6 9

3 i 6 s

3 2 6 5

3 3 7 2

3 4 8 5

3 6 0 7

3 7 3 3
3 8 6 7

4 0 1 3 -

4 1 6 2

4 3 2 6

4498

4 6 3 2

4879

5 0 8 8

5 3 ! 3

5 5 5 3

5 8 1 3
6 0 9 1

6 3 8 7

6 7 1 3

D. 111.

96

I О 0

i o 7
1 ï 3
1 2 2

1 2 6

ï 3 4

146

ï 4 9

1 6 4

1 7 2

ï 8 4

ï 9 7

209

2 2 5

240

260

2 7 8

296

3 2 6

346
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Nornb.

0,60

0 , 6 I

0,62

0 3 6 3

0,64

0,65

0,66

9 > б 7

P)68

0,69

0,70

°)7i

0,72

o,73

o,74

0)75

0,76

o,77

o , 7 8

o,79

0,80

И. —

•

0 , 5 4 6 - 8 5 1 5

0 , 5 6 6 7 5 2 2

0 , 5 8 7 3 - 4 2

О ,. 6 О S 6 О 2 I

о,6з°
б 2
4°

o , 6 s 3 4 3 o 6

0,6770666

о j 7 ° i 5 8 о 5

0 , 7 2 7 0 2 5 4

о > 7 5 3 4 5 9 б

0 5 7 8 0 9 4 6 9

0 , 8 0 9 5 5 7 7
0 , 8 3 9 5 7 0 0

о , 8 7 о _4 7 o i

0 , 9 0 2 9 5 4 3

0,9369300

0 , 9 7 2 5 1 8 1

1 , 0 0 9 8 5 4 8

1 , 0 4 9 0 9 4 3

1 , 0 9 0 4 1 2 8

1 , 1 3 4 0 1 2 0

Difference I.

ï 99007

2 0 5 7 2 0

2 1 2 7 7 9

2 2 0 2 1 9

2 2 8 0 6 6

2 3 6 3 6 0

2 4 5 1 3 9

2 5 4 4 4 9
2 6 4'з 4 2

2 7 4 8 7 3

2 3 6 1 0 3

2 9 8 1 2 3

3 1 1 0 0 1

3 2 4 8 4 2

3 3 9 7 5 7

3 5 5 8 8 1

3 7 3 3 6 7

3 9
2
3 9 5

4 ï 3 ï 8 5
4 3 5 9 9 2

4 6 1 1 2 6

Differ. II.

6 7 1 3

7 0 5 9
7440

7,8 4 7
8 2 9 4

8 7 7 9
9 3 1 0

9 8 9 3

1 0 5 3 °
1 1 2 3 5
1 2 0 1 5

1 2 8 7 8

1 3 8 4 1
i 4 9 ï 5

1 6 1 2 4

17486

1 9 0 2 8

2 0 7 9 0

2 2 3 0 7

2 5 1 3 4

2 7 8 4 3

D. III.

346

3 8 i

407

4 £ 7-
4 8 5

5 3 ï

5 8 3

6 3 8

704

780

863

9 6 3

1 0 7 4

1 2 0 9

1 3 6 2

1 5 4 2

1 7 6 2

2 0 1 7

2 3 2 7

2709

3 1 7 0



4?

No m b.

0,80

o , 8 i

0,82

0,83

o > 8 4

o , 8 5

0,86

o,87

0,88

o , 8 9

0,90

0,91

0,92

o , 9 3

o j 9 4

o , 9 5

'0,96.

o,97

0,98

o,99
1,00

li. —

1 , 1 3 - 4 0 1 2 0

1 , 1 8 0 1 2 4 6

1 , 2 2 9 0 2 1 5

1 , 2 8 1 0 1 9 7

1 , 3 3 6 4 9 4 1

i > 3 9 5 8 9 2 4

1 , 4 5 9 7 5 4 7

1 , 5 2 8 7 4 1 9

1 , 6 0 3 6 7 3 3

1 , 6 8 5 5 8 2 9

Г 5 7 7 5 8 0 0 7

1 , 8 7 6 0 7 8 0

1 , 9 8 8 7 8 7 !

a » i 1.7 * S 3 5

3 , 2 6 6 3 4 8 i

2 , 4 4 3 6 2 2 6

2 , 6 6 1 7 2 7 7

2 , 9 4 4 3 8 0 1

3 , 3 4 4 8 2 4 1

4 » 0.3 2 9 5 8 7

infini.



Nomb.

I , 0

ï 3 ï
I 3 2

1 > 3
1 3 4
ï 3*6
ï , 6
1 » 7
ï 3 8
1 5 9
2 , 0

2 3 5

3

4

5
6

7
8

9
I 0

fi. +

infini

ï > 6 7 5 7 7 2 8

0 , 9 3 3 7 8 7 3
0 , 4 8 0 1 7 7 9

0 , 1 4 4 9 9 1 ï

0 ^ 1 2 5 0 6 5 0

" 3 3 5 3 7 - 4 7 5

0 , 5 5 3 7 4 3 8
0 , 7 3 2 6 3 7 0

0 , 8 9 5 3 2 6 6

1 , 0 4 5 1 6 3 8
1 , 6 6 7 2 9 4 6

2 , 1 6 3 5 8 8 9

2 , 9 6 7 5 8 5 3
3 3 6 3 4 5 8 8 0

4 , 2 2 2 2 2 2 4

4)757°5°8
5 , 2 5 3 7 1 8 2

5 , 7 2 1 2 3 8 7

6 » ï 6 5 5 9 9 5

Nomb.

i i

I 2

ï 3

ï 4
ï 5

I 6
ï 7
ï 8
1 9
2 О

3 2

2 4

2 6

2 8

3 о

3 2

3 4

3 6

3 8

4 о

li. +

" 6 , 5 9 1 9 8 5 1

7 , 0 0 0 5 4 7 7

7 ? 3 9
6
5 4 8 o

7 j 7 8 о 8 2 5 6

8 , 1 5 4 8 2 4 9

8 j 5 ï 9 7 ï 6 5

8 3 8 7 6 4 6 4 6

9 3 2 2 5 8 7 4 3
9 ) 5 6 8 0 2 5 8

9 » 9 ° 5 3 ° о о

1 0 , 5 6 2 3 5 3

1 1 , 2 0 0 3 1 6

1 1 , 8 2 1 7 3 4

1 2 , 4 2 3 6 2 8

1 3 , 0 2 2 6 3 2

ï 3 , 6 0 5092

I 4 ) i 7 7 i 3 i

1 4 з 7 3 9 б 9 7

1 5 3 2 9 3 6 0 2

ï 5 3 8 3 9 5 4 4 j
ï



-л

1
;
 Nomb.

4 5

5 о

5 5

6 0

6 5

7 о

7 5

8 о

9 о

100

1 1 0

1 2 0

ï з о

14°

ï 5 о

160

1 8 0

200

220

24°

И. +
'

ï 7 ) ï 7 3 3 6 6

1 8 , 4 6 8 6 9 6

ï 9 > 7 3 ï 3 4 5

20, 9 б 5 4 1 2

2 2
3
1 7 4 б б 9

2 3 > 3 6 ï 8 ï 3

2 4 » 5 2 9 i 3 8

2 5 , б
7
8 5 5 4

2 7 > 9 ^ 9 8 8 7

3 0 , 1 2 6 1 3 9

3 2 , 2 7 5 0 9 6

3 4 j 3 8 2 8 о 7

З б , 4 5 4 ° 8 5

3 8 > 4 9
a
8 4 i

4 0 , 5 0 2 3 0 3

4
 3
 » 4 8 5 i 7 8

46,380020

50,192168

5 3 ) 9 3 2 8 7 2

5 7 ? 6 i o 9 3 3

1 - Nomb.

260

2 8 0

300

З - о

3. 6 о

400

440

480

520

560

600

640

720

800

8 8 o

960

1040

I I 2 0

I 2 О О

1 2 8 0

H. +

6 1 , 2 3 3 4 0 1

6 4 , 8 0 6 0 3 4

6 8 , 3 3 3 6 1 2
7 1 , 8 2 0 1 5 7
7 8 , 6 8 3 3 7 5

8 5 j 4 i 7 8 8 8

92,040677

9 8 , 5 6 5 1 0 2

1 0 5 , 0 0 1 9 1

i i * j 3 5 9 9 3 '

1 1 7 , 6 4 6 5 1

ï а з , 8 6 7 8 4
1 3 6 , 1 3 5 2 6

1 4 8 , 1 9 6 6 8

1 6 0 , 0 7 8 6 1

1 7 1 , 8 0 2 0 0

ï 8 3 5 3 8 3 7 6 ï

ï 9 4 » 8 3 7 8 3
2 0 6 , 1 7 5 8 2
2 1 7 , 4 0 7 6 1

F I N.
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E Pi B. A T A.

Page s, ligne 26, au lieu de V ( ï — л-)2 ; lisez \л (ï — .r2).
— 6, — ï, au lieu de ces ; //Vfs ses.
— 7, — dernière, au lieu de le; lisez les.
— 8j — i3> au lieu de logarithme; lisez logarithmes.
— io, — 27, au lieu de [1. (ï +x]2 ' , Usez [\, ( i+л*)] 2 .
— ia, — 4, au lieu de „Y = K, ; lisez x — я; .
— 15, — 20, au lieu de лш; lisez дсо .
— ï?, — i5, au lieu de ordonné; lisez ordonnée.
— ai, — 14, au lieu de = С; Л'л?з + С.
— 23, — 4, au lieu de désignât; lisez désignant.
— 25, — ii, au lieu de A\ lisez A.
— 26, — 23, au lieu de partie de table; lisez partie de la table.
— 27, — 3, au lieu de li. (л + x~) — ft. д + юо x, А'— ;

lisez li. (л + л1) = li. д + юо л- .А' — .
— 17, par faute d'impression, les différences partielles sont indiquées

par | | , au lieu de f


