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A M O N S E I G N E U R

L E C O M T E

D'ARGENSON,
M- I N I S T R E

ET SECRÉTAIRE D'ÉTAT.

ONSEIGNEUR,

L A fermijßon que vous m'avez accordée
faire paroitre cet Ouvrage fous vos



E P I T R E.
eu un honneur dont je ne fuis être redeva-

ble qu'à voire gout four les Sciences , £jr

à cette bonté , qui f e fait un devoir d'encou-

rager tous ceux qui les cultivent. Etranger

& inconnu , à quel titre fouvois-je afpirer

à un avantage ß flateur .* Mais vous f en-

fez , M O N S E I G N E U R , que tous ceux qui

s'appliquent à augmenter leurs connoiffan-

ces , appartiennent à une même République

en quelque lieu que le Ciel les ait fait

naître. Ce rieft ni le François , ni l'An-

glois que vous voyez dans un Ecrivain,

mais l'homme utile, ou du moins qui s'ef-

force de f être. Quel bonheur pour les

Sciences de fe voir fous la protection d^un

Minière plein de ces principes ? C'eft en

n'admettant^ point ces diftinftions de Patrie?

ûn grand homme parvient à rendre ßn
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Pays la Patrie commune des talens. La

France fçatt déjà ce qu'elle vous doit dans

un autre genre -, & n'attribue pets moins

les fucces de fes Armes à votre prudence,

qu'à la valeur de fes Guerriers : Que n'a-

t'elle fas droit d'attendre de Fbus dans

cette nouvelle fartie du JMiniftére , qui

vient de vous être confiée ? L'étendue de
ч '

vos Lumières , cet Efprit de Gouverne-

ment , qui eft héréditaire dans votre Illu-

ßre Maifon , lui réfondent que fes effe-

rances ne fçauroient être trompées.

Qu'il eft beau-, M O N S E I G N E U R , d'ê-

tre en même-temps propre & fuférieur à

tous les Emplois , & de réunir des foins,

qui ont toujours été regardés comme incom-

patibles! Ceft fervir & honorer doublement
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Г Et at, dont la tranquillité & la réputation

défendent également de la gloire des Armes,

de celle des Lettres.

T ai l'honneur d'être,

MONSEIGNEUR,

Votre très-humble &
très-óbéiíTant Serviteur,
D. C CALMES LE Y,
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U o IQ U'IL fe foit écoulé Tef-
pace de plus de vimjt ans depuis
que le Public a vu paraître les
fondemens de la Théorie qu'on

donne ici, cependant on ne voit point qu'el-
le ait été reçue par tout avec le fuccès qu'une
Théorie de cette nature femble mériter. Je
parle ici du Livre de M. C Ô T E S , intitu-
lé Harmonia Menfurarum , publié après fa.
mort par M. S M I T H , l'an 1722 : ce Livre
eil iî rare & fi peu lu, qu'on feroit porté
à en conclure fon peu d'importance ; néan-
moins fi on confulte les Ouvrages d'un pe-
tit nombre d'Auteurs qui ont pris la peine
•jde le lire : on trouve non-feulement .qu'ils
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en ont été très-fatisfaits, mais qu'ils en par-
lent avec les plus grands Eloges , lui don-
nant à la vérité le titre d'Ouvrage d'un ef-
prit, qui impatient de fuivre les pas des Sça-
Vans qui Tavoient précédés , s4eft frayé un
chemin nouveau qu'il s'eft contenté de s'ou-
vrir à lui-même fans le rendre pratiquable
aux autres ; il indique une entrée à fes dé-
couvertes , mais qu'il laiife enveloppée d'une
grande obfcurité ; il refferre fon Ouvrage
dans des bornes fi étroites, qu'il devient dit
ficile aux Lecteurs les plus attentifs ; & ce
qui révoltAlavantàge les efprits , eft qu'il
débute par des chofes nouvelles fans def-
cendre à une explication fuffifante pour en
donner une idée diftinéle.

Quoi qu'il en foit, pourvu qu'on jette les
yeux fur l'Ouvrage dont nous parlons , on
voit à l'inftant que les folutions qu'il donne
d'un grand nombre de problêmes, font les
plus fimples dans leurs conftruétions qui
ayent été données par aucun Géomètre pré-
cédent , &que les calculs qu'il iàudroit faire
pour en tirer une valeur déterminée , font
peu pénibles en comparaifon de ceux qu'on
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a coutume de faire dans les autres méthodes.
Cette nouvelle méthode confute à réduire
les intégrales qui dépendent des feotions
coniques, aux Mefures des Rapports & des
Angles , & elle doit être regardée comme
la plus courte & la plus facile qu'on puifle
employer dans la Théorie & dans la Prati-
que : car pour ce qui eft des mefures des
rapports, comme on peut les rapporter aux
Logarithmes auxquels elles font analogues,
& comme les mefures des Angles peuvent
être très - commodément exprimés par les
arcs de Cercle, il fuit que dans Tun & l'au-
tre cas pour avoir la valeur d'une intégrale--,
il ne faut faire autre chofe qu'avoir recours
aux Tables des Logarithmes, des Sinus &
Tangentes, dans lefquelles prenant le Lo-
garithme du Rapport, ou le nombre des dé-
grés de l'Angle qu'il faut mefurer, on cher-
chera le quatrième terme d'une proportion
dont on connoît les trois autres.

On reconnoîtra fur - tout la facilité & la
{implicite de cette méthode dans la prati-
que , en la comparant avec la méthode ufi-
;tée de réduire les quantités en-feries ínfi--

Aii j
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nies , & de chercher l'intégrale demande'e
en prenant la fomme d'un grand nombre de
termes., ce. que chacun fçait être d'un long
& pénible travail , quelquefois même preC-
que impoflible à caufe de la lenteur de la
convergence des feries. C'eft pour cette rai-
fon que le Célèbre Géomètre MACLAURIN,
donne à fes Lecburs l'avis fuivant ( Tréa~
tife of * Fluxions, art. 755 ). » Toutes les fois
» qu'on trouve qu'une intégrale ne peut être
•> exprimée par un nombre fini de termes ,
»> il ne faut pas d'abord avoir recours à une
и ferie infinie ; les Arcs de Cercle & les Lo-
»> garithmes ne peuvent être exprimés exa-
»' Sèment par une formule Géométrique ,
»' néanmoins on a trouvé des méthodes de
»»les calculer avec une fi grande précifion,
»»que par leur moyen il eft facile de me-
»> furer tout ce qui fe rapporte aux aires des
»> fecuons coniques on Arcs de Parabole ».

On ne peut afíez admirer la méthode de
rilluftre M. N E W T O N , expofée dans les
excellens Traités, de Quadratura eurvarutn,
& Methodus Fluxionum & ferierum infinir
-гагит , qui eft de rapporter autant qu'il eft
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^ les integrales aux aires des feftions

coniques , & d'en exprimer la valeur par
ces aires regardées comme données : les
Tables qu'il a compofées à ce fujet , font
fi belles & ii commodes , qu'il ne faut qu'en
étudier la Théorie & en faire l'application
pour être convaincu de ce que nous avan-
çons y on voit avec furprife l'ufage qu'il en
a fait par les belles conitruclions qu'il don-
ne d'un grand nombre de problêmes diffici-
les dans fon Livre intitulé P.bilofophiœ Natu-
ralis Principia Matbematica , dont à la vé-
rité il fupprime le calcul, en choiíifíant plu-
tôt de les démontrer d'une manière Géo-
métrique Se Synthétique. Il fembloit qu'à
ce degré de perfection auquel M. NEWTON
avoit porté le calcul intégral, on ne pou-
voit. plus efpérer d'ajouter quelque chofej
cependant M. C Ô T E S fentit bien que cet-
te méthode & ces conftruélions pouvoient
fe fimplifier en rappellant les aires des fe-
élions coniques aux mefures des rapports &
des angles , ce qu'il exécuta d'abord. En-
iuite, non content de s'arrêter - là , il por-

Ла-fes vues beaucoup plus loin , & s'ouvrit
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un champ très-vafte jufques-là inconnu,
trouvant moyen de réduire aux feâions co-
niques , un nombre infini de différentielles
qu'on avoir jugé jufqu'alors irréductibles ,
& ce qu'il n'avoit pu exécuter par les me-
fures des Rapports ou des Angles féparé-
ment, il en vint à bout par l'union de tou-
tes les deux. Ce qui donna occaiion à cet-
te dernière découverte , fut une belle pro-
priété qu'il reconnut dans le Cercle ; elle
lui donna moyen de réfoudre les différentiel-
les complexes dont les dénominateurs font
binômes, en plufieurs autres plus iîmples. Il
réuffit aufli dans la réduction des différentiel^
les complexes dont les dénominateurs con-
tiennent un nombre quelconque de termes.;
mais fa méthode pour ces dernières n'étoit
pas fi générale que celle qu'il avoit trouvée
pour les binômes. On peut voir ce même
fujet traité d'une façon différente dans les
Ouvrages du Célèbre J E A N B E R N O U L L I
Tome IL №• С XÏV. mais fa fohition quoi-
que très-élégante, n'eft pas fi commode que
celle de M. CÔTES.

Ce qu'il y a de fâcheux eu que, dans le
temps
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temps que M. C ô TE s ofavailloit à cette der-
nière découverte -, qui eil certainement la par-
tie la plus belle & là plus remarquable de;ia
Théorie v u ne mort prématurée nous. enleva
ce grand Homme : mais M. SMITH^ÎOÏÎÎ
SucceiTeur dans la Chaire de ProfeiTeur, eut
foin de conferver 8c d'aiTortir tout ce qu'il
avoit laiiFè d'écrits fur cette matière ; il trou-
va néanmoins la Théorie à peine commencée v
M. C ô т E s n'ayant eu que le temps d'en pré^
parer & arranger là matière : il y mit donc lui~
même la dernière main, &l'áehwaítóvant les
idées de Г Auteur autant qu?il s'eh put inftmi-
re. Enfuite rilluftre M. DE MOIVRE y штдг-
riant fes Etudes parvint à Tendre:plus général
le Théorème fur le-Gerclë dont on à parlé ci-
deffus, & par-là trouva le moyen de réfoucke
les cas qui éehapoient a la méthode de M.
G ô т ES , comme on peut voir dans ibnicLi*
vre mut^é^Mifi&llcm'ea Analytical

Ayant donc reconnu les avantages de'cotte
méthode, & étant encouragé par des perfora
nés que je reipe^e beaucoup $ j'ai tâejhé)lée
developer íes principes autant! q u ^ L ^

, de l'expofer dans toute fon e
В
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me fervant des lumières que j'ai tiré des Au-
teurs ci-devant cités & fur-tout de MAC-LAU-
RIN : mais comme ce qu'ils nous ont laiffè fur
ce fujet eft écrit d'une manière trop généra-
le , & que ces grands Hommes fe font conten-
tés d'ouvrir le chemin aux calculs, on a été
obligé de les developer & de les continuer à
leur but. Les termes de Mefare de Rapport
& de Module, ne cauferont, je crois, aucune
peine aux Lecteurs, après qu'on aura déter-
miné par des définitions claires les idées qu'on
s'en doitformer. L'obfcurité dans laquelle M.
C ô та sa biffé cette Théorie, faifant que peu
de perfonnes peuvent donner le temps nécef*
fake pour l'étudier à fond, on s'eft efforcé d'y
apporter les édairciffemens qui lui fembloient
convenables : elle fera peut-être d'autant plus
agréable aux Géomètres qu'elle a une li^ifon
étroite avec ce qui eft le plus commun dans la
Géométrie ; fçavoir, les rapports &les angles.

J'ai divifé ce Traite en quatre Partíeis. La
première traite des Mefures des Rapports, 8c
enfeigne la manière de trouver les intégrales
par les Logarithmes. La féconde traite de la
Mefure des Angles, comment on y réduit les
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integrales, en exprimant leurs valeurs par des
Arcs de Cercle. La troifiéme Partie qui a beau-
coup plus d'étendue que les deux précédentes,
comprend la Théorie des différentielles com-
plexes^ fait voir de quelle manière on trouve
leurs intégrales par le moyen des Logarithmes
& des Arcs de Cercle > j'y ai ajoute auflï la
Théorie des cas où la méthode de M. CÔTES
ne lui donnoit pas ces intégrales, & dont par
conféquent M. S M ï т н n'a point donné de
Tables ; j'ai calcule ces Tables qui manquoient
afin que la fuite des formes шс.-complette.
Dans la quatrième & dernière Paitie on fait
voir la fimplicité & l'utilité de cette Théorie
dans l'application qu'on en a fait aux problê-
mes de différente efpéce, comme de la Recti-
fication & de la Quadrature des courbes, &
aux problêmes de Mécanique. On trouve dans
le calcul intégral de M. S т о N E quelques-
uns de ces problèmes qui regardent la ReOE-
fication& la Quadrature des courbes, qu'ai a
aufli refolu «n & fervant des Tables de M.
C Ô T E S . Toutes les fob que daes cette ap-
plication de la. Tkéorie j'ai calculé la valeur
des intégrales en nombres, je me fuis fervides

Bij



Tables des Logarithmes:,; des Sinus
gentes de M. GARDINER, qui font connues
pour être les plus exaélesf& les plus amplesv

Comme les Tables des'intégrales que M-;
S M I T H compofa furla Théorie de M. COTES
font très - commodes dans la folution des pro-
blêmes , j'en ai fait voir la conftru'dtion & l'uia^
ge.,.& je les ajouterai à la fin de cet Ouvrage,

•omettant celles que M. C Ô T E S lui-même
avoit compofé correfpondantes à celles de M.
NEWTON , parce qu'elles ne s'étendent qu'aux
deux premières parties de la The'orie, & qu'el-
les font comprîtes dans, celles de M. SMITH.
On peut voir dans la troiiiéme Partie de quelle
manière on peut continuer;ces Tables à l'infini:

Pendant qu'on imprimoit ce Traité, j'ai re^
çu d'Angleterre un Livre écrit par M. SIMP-
SON , très - Sçavant Géomètre, dont je n'ai
pas eu le bonheur d'avoir connoifíance plu-
tôt à caule des fâcheux temps, qui avoient
interrompu pendant pluiîeurs anne'es toute
communication entre les Royaumes: ce Li-
vre contient un excellent morceau-fur cet>
te Théorie ; j'en ai fait mention vers la fin
de la troiiiéme Partie.



REDUCTION
D E S I N T E G R A L E S

AUX LOÇARITHMES,
E T

AUX ARCS DE CERCLE-

P R E M I E R E P A R T I E .

De la * des Intégrales aux Lo-
garithmes.

N a découvert une liaifon fi étroite en-
tre les deux progreiïîons > la Géométrique
Ôc l'Arithmétique , que la connoiiTance de

____ quelque terme dans l'une de ces progref-
iions nous conduit d'une ; manier e aifée à;b connoiil:

Б iij
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fance dû terme correfpondant dans l'autre, & cela
parce que les termes de la progreffion arithmétique
croiffans uniformément comme les puiflances des rap-
ports^entre le premier & les autres termes de la pro-
greifion géométrique, défignent, ou pour лlieux di-
re, mefurent la grandeur de ces puiflances: de cette
analogie nous font venus les Logarithmes. Mais par*-
ce qu'on peut imaginer un nombre infini de pro-
greilions arithmétiques, & par conféquent de diffé-

r ' •* j т -ï ' • r • • f,rentes elpeces de Logarithmes, quj ierviroient éga-
lement pour ces fortes de mefures, &: que même les
Logarithmes ne font que l'application d'un cas par-
ticulier qui eft celui des nombres, tandis qu'on eft
libre de choifir d'ciutres quantités de tel genre qu'on
voudroit pour cet nfage :. I^ÄUS allons donner une
méthode générale pour trouver ces fortes de quan-
tités , que nous appellerons avec M. CÔTES , Me/ùres
des rapports géométriques 3 d'où il fera facile de re-
tomber fur les Logarithmes , auxquels on réduira
toutes ces mefures.

D E S M E S U R E S D E S R A P P O R T S .

.ART. ï. Soit une fuite de rapports en progreifion
géométrique , £• £r- ^- •£. &c. Soit auffi une pro-
greifion arithmétique qui ait cette forme, a. .гл. з<г.
4«. &c. da'ns laquelle л repréfente une quantité 'de
telle grandeur &: Ле telle efpéce qu'on vo'udra; iî -on
fuppofe que л défîgne la mefure du rapport ^, -LU fe-.

ra la mefure du rapport ~ ^ ,3* celle du rapport |^



D E S I N T E G R A L E S . 1 5
40, celle du rapport -^ , & ainii de fuite , de façon
que ces mefures font proportionnelles aux expofans
des puiiïançes des rapports, le rapport doublé a une
meiiire double, le rapport triplé a une mefure tjri-
ple, &c. Voilà ce qu'on entend par mefure de rfjp-
port, d'où l'on formera la définition fuivante.

D E F I N I T I O N I.

L E s, Mefures des rapports font des quantités quel-
conques en progreflion arithmétique, qui correipon-
dent à une mite de rapports en progreffion géomé-
trique , de telle forte que ces quantités (ont toujours
proportionnelles aux puiiTa-nces des rapports qu'elles
meiurent.

z. Ces mefures , comme on voit , font plus ou
inoins grandes félon la grandeur de la quantité л,
qu'on peut choiiîr a volonté > fî on augmente ,du
double ou du triple la quantité л, toutes les mefu-
res feront doubles ou triples de ce qu'elles étoient
auparavant > d'où il fuit que л peut fervir de n^q-
dule, ou de quantité fixe qui détermine la grandeur
de toute la fuite des mefures : on pourra donc dé-
finir le module en cette façon.

D E F I N I T I O N I L
LE Module eft une quantité fixe & confiante, a

laquelle fe rapportent toutes les mefures des rap-
ports , & qui en détermine la grandeur.

De l'idée qu'on vient^de donner des mefures des
Apports, on déduira les conféquences fuivantes.
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3. J. Soit donnée,une progreffion géométrique de
cette forme ~ A. B. CD. E. F. &c. il l'on veut que
la quantité л mefure, le.; rapport '£ , . га, fera la me-
fure .du: rapport ~, 34 celle de £, 4^vcelle de íy-ôc
ainij des autres, j.1cariguifq^e.;paL-,la nature des pro-
oreffions la raifon de-.A à С eft doublée de celle de
A à В , c'eft - a- dire. A1. B1: : A. C, & puifque

( par l'Art, ï. ). га, eil la mefüre de la raiibn ~, il
meíiirèra aufÇ-la raifòn | ••> pareillement puifque A*.
B1:: A .D , & que 3^ mefüre la raifon -JJ, il me-
furera auffi fon égale Б > d.e même on trouve que
4<t eft la mefúre de £ , &: ainii du réfte.

4. II. De ce 'qu'on 'vient de faire voir dans l'ar-
ticle précédent,-il eft aifé de trouver la mefure du
rapport entre deux termes quelconques de la pro-
greiïion ci-defliisj car-peur avoir la, mefure du,rap.
port entre le premier ôc un autre terme quelconque,'
il eft clair :qu'ilnY a qu'à prendre la quantité # au-
tant dé fois quUl'y ä de ltérmè's .avàriç celui du rapr
port, qui èit le dernier dans la progreffion i ainíí 4^
eft la mefure d il rapport \, parce qu'il y a quatre
termes devantE. On trouvera auiïi de la même manière
la mefure du rapport entre deux autres termes quel-
conques , en ïuppofant que la progreffion commen-
ce à celui de ces deux termes, qui eft le premier en
raiîg :, ainii pour avoir la mefure du rapport;£, on
comn^encera. la progreffion au terme C, ,dç cette fa-

-^ C, D, E..F. &c, & puifque -§'=^, &-qu'il fe
trouve trois termes devant F^ 3« eft la mefure du rap,

- <. III.
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5. III. Ceft une propriété qu'on fcait convenir
a la progreffion géométrique &: à la progreflion arith-
métique comparées] eííjfemble, que ce qui fe fait pa.r
la multiplication & la diviiîon dans la première,*/ç
change en l'addition & la fouftracíion dans'la fecon^
de : d'où il fuit qu'il eíl aiíé d'avoir les mefures des
raifons compofées ; par exemple, pour avoir la me-
шге de la raifon compofée £ * 1, il ne faut qu'ajoa-
ter enfemble les mefures, га, 4#, des raifons com-
pofantes 5 & la fomme 6n fera la mefure cherchée ;
pareillement la mefure de J x ~ eft бл 3 celle de
TE x 4 x § eft ja. Cette propriété nous conduit auiïi
à une autremetho.de très-facile pour trouver la me-
iure du rapport de deux termes quelconques d'une
prpgreiïion géométrique, ôc des rapports compofés
de quelque manière que ce foit ; fi on demande la
mefure de la raifon •£, on coriiidérera.que cette rat
ion eft le produit de toutes les ràiforis/ intermédiai-
res, en y comprenant aufli les termes В ôc F, c'eft-
à-dire, |=| x ̂  * 2 x | j or comme toutes ces rai-
fons compofantes font égales, &: par conféquent ont
chacune la'même mefure-, la fomme des mefures
de ces raifons , ou la quantité a prife autant de
fois qu'il y a de raifons compoiàntes, ou qu'il y a
de termes devant F, en conamençant la progreiïion
au terme B, donnera la mefure demandée, laquelle
par conféquent eft 4^: de même 54 eft la meiure'
de la raifon compofée Б x í, car ^=^ x ^ x §, oc.
t"*I * т s & U íomme des mefures de toutes ces
taifons eft 54,

C
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Par ce même principe on trouvera la mefure d'une

raifon divifée par une autre raifon , en ôtant la me-
ïtire de la dernière de celle de la première j ainiî la
mefure du rapport f divifé par ° eft 34— гл=д., cel-

le de ° divifè par f eft ZA— 34== ~ л, .la mefure
d'un rapport divifé par le même rapport eft nulle,
parce .qu'en ôtant la mefure d'elle-même, il ne refte
rien ; la mefure de | divifèe par | eft га,— га —о:
& íi un rapport compofé étoit divifé par un autre
rapport compofé, on en trouveroit la mefure de la
même manière.
- De cet article on peut évidemment conclure que,
iî la mefure du rapport d'une quantité plus grande
à une moindre eft fuppofèe poiîtive , celle d'une
quantité moindre à une plus grande fera négative,
& celle du rapport des quantités égales eft nulle.

6. IV. Si on fuppofe que le fécond terme B de
la progreffion ~* A. B.-C. D. E. F. ôcc. eft egal â une
puiílance quelconque:de A déiîgiiëe par ï — ̂ , alors
cette progreiîîon ie changera en celle-ci ~ A. A'.~ ^
A , £» . , 1 nt te : . f -A « m
A. » A. ~, &c. or puilque ^A», ôc

A1 ~~" n

7«_ ÍSL == Дт t $çç. il eft clair que les expofans des
puhTances des raifons entre le premier & les termes
fuivans, compofent une progreffion arithmétique,
"Trf • -Nr./т1 .^jjp.&c. entièrement femBlable à la pro-
crreffion des meiiires desmêmes raifons -77- a. га. $а.
44г &c. Ces. expofans font^-xlonc proportionnels aux
mefures, ôc fe trouvent de la même "façon ^ l'expofant
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Ane raiion compofée dans cette progreílion géomé-
trique eft égal a la fomme des expoians de toutes
les raifons compofantes rl'txpofant d'une raifon divi-
fée ipar une autre eft l'excès de l'exppiantdeja première
fur. l'expeiant de la ieconde : ainfï parce.qu'on a

A д • д, ™ д , ï™ . f. Im 1

^Tlllir— ,_ ч x • fj- x —^73» > ï expoiant — de

la raifon —T» = A~ eft la fomme des expofans des
. A ' - т - „ • • • • ; • - . - , " . - . I - . . . - •

trois raifons compofantes ; c'eft-à-dire, âcaufe que
chacune de ces raifons eft égale à A?, cet expofant
eft égal à- trois fois 7 : de forte qu'on peut dire en
général que comme la fomme des mefures des rai*
fons compofantes donne la mefure de la raifon
compofée, de même la fomme des expoians dewces
mêmes raifons donne l'expofant de la raifon com-
pofée.

7. V. Les mêmes choies étant fuppofées comme
dans l'article précédent ,.*on voit que, puifque les
expoians des puiifances des raifons font proportion-
nels aux meiures , ces expofans peuvent iervir de
mefures aux raifons i ainíi la mefure de —I7"H» =:

гт i« m A "
A", feroit ~ , celle de A' ^, =A—= , feroic—-5,

ôc dë'mcme pour les autres. Maintenant fi on fuppo-
fe que -=== — ï , la progreílion géométrique aura cet-
te forme — A. A1. Aa. A4. &c. ou ii on la continue
en defcendant, -^- &c. A""5. A""1. A""1 A°. A'. A1* A'r
&c. &4a fuite des expoians pourra encore exprimer
les meiures des rapports entre les termes : tout cela
fuit clairement de la première définition. Mais, од

Г Ci,
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ícait que les Logarithmes ne font autre choíè q
cette progreiïïon arithmétique , &c. — 3. — z. — i.
o. i. z. 3. &c. qu'ainÎî on peut fé fervir des Loga-
rithmes pour mefürer les rapports. Dans les premiers
articles pour repréienter les mefures on *a pris la
fuite , a. га. $a. \л. &с. dans laquelle л eil une quan-
tité quelconque, afin de faire voir que les quantités
de toute efpéce , les lignes, les efpaces •, les folides,,
les nombres , &c. peuvent également déiîgner ces
meiiires, pourvu qu'elles correfpondent arithméti-
quement aux raifons géométriques j les Logarithmes
font, donc des mefures numériques des rapports. Or
comme les Logarithmes font exactement exprimés
par. les efpaces hyperboliques y & que c'eft l'ufage des
Loearithmes.dans, le -calcul intégral qui fait une par-

- ö • .11 r^i , .& - T- „• í.tie principale de notre Ineorie , nous allons, faire
voir en particulier de quelle manière on trouve les
mefures des rapports par le moyen de l'hyperbole,
ce qui fervira aufli beaucoup pour éclaircir l'idée
cme nous avons déjà.donnée de ces mefures.

P R O B L E M E ! .

^ 8. TROVPER les me fur e s des rapports par le
'moyen *a'ê l'hyperbole.

Pour trouver la mefure d'un rapport donné, on
tirera une ligne indéfinie A О, (Fig. r.) far laquelle
on prendra deux parties АС, АР, qui ayent en-
tr'elles le même rapport que le donné ; eniuite du
point A on élèvera íur A O la perpendiculaire A G,
& prenant AG, АО, pour afymptotes on décrira
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une hyperbole équilatére quelconque Df>c, & ayant
Шепе les ordonnées P/>, Ce, on divifera la ligne
^PC en un nombre infini de parties PQ, QR, R S,

' &c. de telle forte qu'on ait la progreffion géométri-
que ~ AP. AQ. AR. AS...... AC] ôcde-toi^ les
points Q. R. S. &c. on mènera auffi les ordonnées
Q?J R ?* y Si, &c. cela pofé -, tous les petits efpaces
hyperboliques P 2, Qr, RJ, &c. font égaux entr'euxj
car il on ôte les termes de la progreiïïon -~ A P 5

A Q. AR. AS. &c. les uns des autres , on aura les
proportions fuivàntes P Q. AP : : QR. AQ : : R S. 'A R : :
;&c. donc^==^=f| = &c. & en fuppofant'que le
produit лЬ marque la puj|Tance de l'hyperbole, on
аигаР/»г=Р г-х PQ^li^, de même Qr-«-! ,̂
R r « íí^fi, &c. d'où il eft évident que tous ces ef-
paces font ,égaux, ajoutant les uns aux autres on
formera la progreffion arithmétique -f^- P q. p r. P s...
... P c j qui correípond à Ia progreffion géométrique
-|f AP, A Q. AR. AS AC, donc cette fuite
d'efpaces peut exprimer (par fart. "3, ) les mefures des
rapports entre les termes de cette progreffion géo-
métrique, P £ fera la mefure du rapport £§-, P r celle
du rapport ££,. P s celle de £ , &'enfin tout l'efpace
P/> с С fera la mefure du rapport ~: ou encore puif-
que P^ mefure le rapport ^-, Qr le rapport x|, RÍ
le rapport £ , &c. & que g = g x H x J| x &c. Ja

mefure de ^§ eft" égale (par fart. 5. ) á la fomme des
mefures de toutes ces raifons 5 c'eft-â-dire, égale à
l'efpace P^ c C. C Q. F. T.

'C iij
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C O R O L L A I R E I .

9. ON voit donc que ,1'efpace hyperbolique qui
répond à la différence des termes d'une raifon. queU
conque, eft toujours la mefure de cette'raifon. Qu'on
mené une ,ordonnée BD., ôc l'efpace B/> mefurera
la raifon j~ , ГеГрасе Be mefurera la raifon ~ ; la
mefure de la raifon d'une quantité à elle-même,
par exemple, ~, eft о.

C O R O L L A I R E I I .

10. IL iuit de ce qui eft démontré dans le Pro-
blême précédent, que iî on prend fur l'afymptote
des parties AB, AP, At, &c. en progreffion géo-
métrique, les efpaces B/>, Be, &c. formeront une
progreiïioii arithmétique-, donc on pourroit ici rap-
peller tous les raifonnemens qu'on a fait dans les
articles ci-deíÍus, pour expofer les propriétés &: les
conféquences qui iuivent de l'analogie qui fe trou-
ve entre ces deu» progreílions i on va appliquer ici
à l'hyperbole en peu de mots quelques - uns de ces
raiionnemens, pour rendre plus clair ce qu'on aura
д dire fur ce iujet dans'la fuite. La meiùre d'une
raifon compofée eft égale à la iomme des mefures
de toutes les ràifons compofantes i la mefure de
— = — x — eft Воч-Рс — Ее celle rie ^ x - eftA B — A B x AT C1L г>/'^^ *• ь —Dt > ccuL ae д-g «.A B eic

B/n-B<7, celle,de g eft гВр, celle de g eft n x B/>.
Pareillement la mefure d'une raifon divifée par une
autre raifon eft égale à la différence des mefures de
ces raiibns j ainíi la mefure de la raifon g divifée
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par J| eil Be—-Ер—V с ; & s'il y avoit un produit
de plufieurs raifons divifé par le produit de plu-
iîeurs autres, la me&rë de là fraction entière fe-
roit égale à. la différence entre la fomme des me-
fures de toutes les raifons qui compofent le Numé-
rateur, & la fomme de toutes les raifons dans le
Dénominateur '•> ainfî la mefure du rapport d'une
quantité plus grande à une moindre étant pofitive,
celle du rapport d'une quantité moindre á une plus
grande eft négative, car ~ eft égal à JJ divifé par
Щ , donc la mefure de g eft Pc — г P c = —Pc. Ré-
ciproquement on peut dire que la fomme de plu-
ïîeurs eipaces hyperboliques eft la mefure de la rai-
fon compoiee de toutes les raifbns meíurées par
ces efpaces, ainiî Вр + Ъс mefure la raifon ^ x ri »
& il de la fomme de plufieurs efpaces on ôte la
fomme de plufieurs autres 3 la dijfférence fera la me-
fure de la raifon compofée de toutes les raiions
mefurées par les premiers efpaces, divifées par les
raifons que les autres efpaces mefurenr.

C O R O L L A I R E I I I .
ii. ON voit facilement que ces eipaces hyperbo-

liques , qui mefurent les rapports 3 ont une gran-
deur arbitraire : car entre les afymptotes AB, AG,
(fig. г.) foient décrites deux hyperboles équilatéres
Dp с, £тг4> & qu'on mené les ordonnées BD&, P/)*»
cela pofé,. on pourra fe fervir de l'efpace BD/>PV
ou В^-тгР ., pour mefurer le rapport JJ, & en gé-
A«ral, fi en décrivoit entre les mêmes afymptotes
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ÂB, AG, urfe infinité d'hyperboles équilatéres, elles
pourroient toutes également fervir pour mefurer les
rapports , puiíque les mêmes propriétés leur convien-
nent à toutes, & qu'on pourroit leur appliquer à
chacune tous les raifonnemens précédens. Mais il
faut obferver que ces mefures fuivroient la propor-
tion des puiiTances des hyperboles qu'on employé-
roit : car il eft démontré dans les Traités des tec-
tions cpniques, qu'en tirant deux ordonnées quel»
conques ВDh 3 Р/>тг, qui rencontrent deux hyper,
boles -décrites entre les mêmes afymptotes aux points
D, b j p y -л- a &: menant DG, b H, parallèles à l'a-
fymptote AB, les efpaces BD/>P , В&тгР, font en.
tr'eux comme les parallélogrammes AD, Ab, c'eft-
à-dire, comme les puijfonces de ces deux hyper-
boles i la démonftratioii eft la -,même pour toutes
les hyperboles qu'on voudroit y iuppofër : afin donc
de déterminer la grandeur des mefures félon les
différens cas, on doit ( par l'article г.} fe fervir de la
jpuiilance de. l'hyperbole comme module.

C O R O L L A I R E I V .

гг. T O U T ce qu'on a dit dans le Problême &
les Corollaire.«, précédens touchant les efpaces hy-
perboliques, doit s'entendre des Logarithmes, pui£
qu'ils ne font autre chofe que' ces efpaces réduits
en nombres ; ainfî par tout où il y a me fun de глр«
port, on peut fubftituer Logarithme de rapport, ôc
nous nous fervirons ordinaireoient dans la fuite de
cette façon de parler. Soit donc ( ßg. г. } AB = i >

AP



D E S I N T E G R A L E S. ±5

= 1, АС==з, &c. & l'efpace Bp fera le Loga-
rithme du rapport ff = f j l'efpace B c le Logarith-
me de ~ = 4 ; le rapport J§ divifé par ff- donne
j> == f, ainiî ôtant le Logarithme de T du Logarith-
me de r j on aura le Logarithme de •£. Mais parce
que ceux, qui ont conftruit les tables des Logarith-
mes, ont voulu prendre l'ordonnée B D pour le ter-
me qui féparât les Logarithmes poiîtifs des néga-
tifs ,.& ainfi avoir о pour le Logarithme de l'uni-
té ; dans ce cas au lieu de dire, les Logarithmes
des rapports j, \3 7,&c. on peut dire {implement,
les Logarithmes des nombres, 2,, 3, 4, &c.

Il eft clair auffi, par ce qui a été démontré dans
le Corollaire précédent, qu'on peut:avoir un nom-,
bre infini de différentes efpéces de Logarithmes fé-
lon la grandeur des puiflances des hyperboles donc
on fe iert pour leur conftruóHon, & que par cou-
iequent Ci on nomme L le Logarithme d'un nom-
bre quelconque dans une efpéce, M le module ou
la puiifance de l'hyperbole à laquelle fe rapporte cette
efpéce , & m & / le module & le Logarithme du
même nombre dans une autre.eipéce , on aura L.
M: : l, m ,• NEPER, en composant ies tables des Loga-
rithmes , fuppofa M= ï, 6c de-la par le calcul trouva
que le Logarithme du nombre ю étoit 2,, 302,58509
&c. mais B R I G G S , pour avoir des Logarithmes plus
commodes dans la pratique, choiiit l'unité pour le
Logarithme de ю , & par le moyen de la pro-
portion L ( 2, , 30158505? &c. ). M ( ï ) : : / ( ï ).
»SE=O , 43415)448 &c. il trouva о , 434ií>448 ôcc.

D
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pour ion module. Cette même proportion fait voir
àuiïî que les Logarithmes d'une efpéce font tou-
jours en même raifon que les Logarithmes cor-
refpondans d'une autre elpéce.

P R O B L E M E I L

13. TR OWE R les différentielles logarithmiques,
des quantités variables.

Soit; .AB, л, ( fig. г. ) BD, У s la variable АР,.л1 ,-
ècfoit tirée la ligne Q^ infiniment proche de P/>,

& on aura PQ=^x, & l'efpace ^f^Q.= a~y qui
eft la différentielle de ГеГрасе BD/>P Logarithme
du rapport J| : iî pn vouloit que B P fut la varia-
ble #, alors-.la" di^efentielle logarithmique du rap-r
port g auroit cette forme JzJ » lorsque AP eft plus

grand que AB, & cette autre "7.1. / brfque A P eil
moindre : mais comme cette différentielle, de même
que le Loganthmefon intégrale, augmente ou diminue
(par l'art. 11.) en même raifon que ion module ab3 en
nommant généralement M ce module 3 la différentielle

J J

logarithmique du rapport ~ fera M x -j , ou M x j~t

QU Mx=^. C.Q. F.T.

C O R O L L A I R E I .

24. Si on réduit la différentielle -—• en ierie
. ,. ./« AX d x x d x

par- k divifion, on trouve j = — — -^ +
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x ld.x x ^ d x * „ 0 -ц dx _ ^.
"ТТ-^-ТГ- -*- &c- & pareillement j^ = ~-*-
xdx x l d x x^-dx k j f , . i i j л г "
-т- -н --- H -- н 5сс. donc lintegrale de M к
л aí аЛ _ °

^•* л -ir х хЪ . лг* *•* ,.— — eil Мх --- ч -- - -- - •+• &с. & celle
Й-f-j; и ' Z ̂  L 5^ 43 _ ^

de МхП^: eftMx'-.l-^-±-Í &C.
й^— .v а га1 3й J 4й

ces deux . intégrales donnent le Logarithme de
TU) ou de A P fi on fuppofe АБ= г. - ..-.. .. ...

On doit remarquer ici que , quoique dans ces
calculs le module M' puiiTe avoir différentes valeurs
à. l'infini, cependant il eil toujours le Logarithme
d'une raifon qui ne varie point j car puifque Í'e£
расе B/> eil a ГеГрасе В -тг comme le parallélogram-
me AD eil au parallélogramme A£!, il s'enfiiit -que
fi on fuppofe B/> = AD , on ацга auffi Втг— Ab,
& la même égalité fubfiíle â l'égard de toutes les
hyperboles- qu'on puiife imaginer décrites entre les
afymptotes AB , A G .; .donc le module M fera çgal
au Logarithme de la raifon confiante ~ : pour trou-
ver cette raifon on fuppofera AB=i y ôc on nom-
mera la variable À P , x\ &c ГеГрасе B/> 3 z ; on aura

donc M x -^ = d z., on fuppofera auiïî x — ï >ь A ^

^-B^4-c^H-D^44-:&:c. les coefficiens A, Ba C,
D ôcc. font indéterminés j on a donc

.
par conféquent en prenant les intégrales M x = z.
• A^1 B^J C^^ D^ • . n
•+• —p- -i --- » -- -í --- H &c. -t- Q , ( Q eít

U quantité cp'il faut ajouter pour rendre l'intégra*
Dij
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le complette j ) de plus on a auiïi M *x = M -ь
ч- ВМС ч- CM?J -*- DM^4 -ь &c > en comparant
enfembie les termes correfpondans de "ces deux fui-
tes égales , on trouve Q — M, AM = » , A==

---< » &c- d*où ['°n tire * - ' * *.
ч- — -^ — rrr ч- ---- -гг. -í- ÔCG. & en fuppo-. 2 x j- x M} z x j x /j. x iVi+ ГГ

jfant ç. s= M > on aura AP ou x ~ i •*• — ^.-L^

— -- -*• 7-ГГП "*" &C-A 2 ;> 7i8i8ig&c. donc lé5 1 x 5 - x з * ^.

jnodule M eft le Logarithme de la rai-fon invariable

í - -^ — -— : cette raifon eft appellee par M. CÔTES
a ,'7.18*818; &c, LL r

la, ruifovi modulaire»

C O R O L L A I R E I L
15: En^faifarit attention à ;ce qu'on a démontré

le Problême -, Tçavoir^ que la différentielle kv
nii^uede^ èft MX -^> celle de *~̂ - eft M *

dx 11 ï <f — л? л it —•ax- , celle de -- eft M x -- on voit que ces
Л-+-Х * • a л-— x -ï
différentielles ne font autre chofe que,, la, différence
de ÍA quantité propoße divi/èe par la quantité même
ffi multipliée par le module j ce qui nous donne une
méthode très - facile pour trouver la différentielle
logarithmique d'une quantité quelconque. Par exem-
ple , pour avoir la différentielle logarithmique de

~" > on prendra fa différence — — ̂ ~ qu'on
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divifera par• 1±£ & qu'on multipliera par M', ce

qui donne M x ~-^f pour la différentielle cher-
criée ï ainiî en íúppount que L marque le Logarith-

me de ̂ tÎlI, on a i/L=M x - f \ _ ' — ' - > pareille-
'• , í —f- J •£ * I

ment la différentielle logarithmique de * *„ eft M x-
2 ий<»— 'Л7 . ~

"7;~—r;-1 > on pourroit auili trouver cette dernière
différentielle très-facilement par l'art, ю , où nous
avons démontré que le Logarithme d'une raifon di-
vifée par une autre raifon eft égal au Logarithme
de la première moins le Logarithme de la féconde,
donc puifque la raiion -—-—-„ eft égale à la raiion

i-~ divifée par la raifon ^^-, on prendra la dif-

férentïelle logarithmique de -—^- — 1ZHL3 qui e{|.
' t tz ."— ldz. ,, »«"•— 'd*. T '
M x -——-—- ч- M x -—-—--. > dont la fomme eft

•» I Ч, . ** *̂̂  ^

^ , г »й^,и—ГУ^
M x —-—пт- 5 comme on ä trouve auparavant ï

gc en générai la différentielle logarithmique de
в-Ч-*." -л ». ixx««."—^«íi« -n. c \
~— -̂л •eft-.M/x-"-^-—rrr-j ce qui eft conforme я
и — «,'" «e — *.

l'art, ю. où. on a démontré que le Logarithme de
1
 ч л

—==• & par conféquent auffi ià différenttelfe lo-
л —^« A r ^
garithmique eft au Logarithme & â la différentielle

logarithmique de -n comme * à ï» II eiï à pro-
Л'"̂ .̂'̂ . . . •

D ii
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pôs de fe fervir de l'art. 10. pour trouver les diffé-
rentielles logarithmiques des quantités compofées ,
le calcul en devient plus iîmpfe & plus facile : ainii
foit L le logarithme du produit x * y * t,* u &c. oc
que /. x, l.y , /.SL, /. # &c. iîgnifient le logarithme
de chaque quantité fefpeCtive de ce produit, &: on
•aura L =7. x -+- l.y Ч- /. ç.-H /. и •+• &с. Donc par

сё Corollaire Л, = Мх — Н-Мх — ч- M X — -Н
ЛГ J «

M X — ч- &с j aufli par le même article Se ce corol-
и ^^ . r

laire il L marque le logarithme de * x ^ * ̂  &c. on
^ ° j x í x»

aura tííL = MX~ + Mx— 4 - M X — &c. — MX
л- y '*.

— — M x — ~ M x -— &c. pareillement la différen-
S * n - л.

tielle logarithmique de =—===——— ,. eii
° A ^-^.^x^-f-^xc-^-^x&c.

w , »Í/AÍ -, d x ., </x •., d x
M X — — M X — MX; M X — — — &C.

x a-\-x b •+• x С-+-Л:

Cês exemples donnent occaíion de faire une remar-
que digne de notre attention , qui :eft, que par cette
manière d'opérer on réduit les fractions compofées
en pluiîeurs fractions iimples , ce qui peut être
.d'ufage enjpluiîeuK xas,, comme on verra ci-après.

C o R O L L A I R E III.

1-6. ON doit-conclure de ces calculs que la difíc-*
ren tielle logarithmique d'une quantité variable eft la
même , foit que cette quantité foit multipliée par
"quelque grandeur confiante ou non : par le corol-
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hire précédent la différentielle logarithmique de x

eft M X~, celle de - eft M x — , celle de bx eft- x • л • x 3

aufïi MX —• La, raifon de ceci paroîtra claire en

décrivant entre les afymptotes AB, AG, (ßg. 3.)
ùne hyperbole équilatére Î)i>c, & prenant fur l'aiym-
ptote 'AB , la ligne AB = ï, AE — b, AP = x, &
AC telle que AB . AE :: A P . AC , •& menant de
tous ces points des ordonnées BD , EF , P/>, С с \
car on aura A С = b x } l'efpace hyperbolique BF
egal à l'efpace Pc , & fi on mène les ordonnées P^,
gk.y infiniment proches de P/>, Ce , en fuppofant
que B D eft le terme où commencent les logarith-
mes , la différentielle logarithmique de л- eft P^ di£
férence de l'efpace Bp, & celle de b x eft С 4 diffé-
rence de l'efpace В с ; mais puifque V с — BF, Pc
demeure toujours confiant:.donc on aura P^ = C4,
qui eft ce qu'il fàlloit prouver. La même chofe fuit
évidemment de l'art. 10. par lequel on a cette équa-
tion log. bx = log. b H- log. x y donc les différen-
ces des deux membres font égales, mais la différen-
ce du log. b eft о у puifque c'eft une quantité con-
fiante y donc la différence du log. b x eft égale à celle
du log. x. Ce qu'on vient de dire fuppofe que les
logarithmes de # &: de b x font pris dans là même
.efpécei car s'ils font de différentes efpéces , on doit

i i - * • ' _ . ,

mettre M X —- pour la différentielle logarithmique
bx.
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C O R O L L A I R E I V .
A ж

i j. LES différentielles logarithmiques M X —,

M x —l-, M x — — peuvent auffi nous fervir de
a-^-x' л — ж *•

formules pour découvrir les intégrales de toutes les
différentielles de cette nature i car puifque ( par l'art.
15.) elles font divifées par les quantités dont elles
font les différentielles logarithmiques, il s'enfuit que
f intégrale d'une de ces différentielles efl le logarithme de

1л quantité qui U diviß : ainfi l'intégrale de M x —

eft log. x y ou log. -{par l'art, 9.) iî cette intégrale

doit s'évanouir lorfque se =d, ou en général log. bx
par le corollaire précédent, on déterminera la quan-
tité confiante b en rendant l'intégrale complette ;
fi par exemple cette intégrale devient nulle lorfque
x = ï, on aura log. 6=0 , donc b = ï, puifque
l'unité a zéro pour fon logarithme ( par l'art, p. ) &
généralement fi cette intégrale s'évanouit 9 lorfque
# = Q, on aura log. &Q =o, ou &Q = ï, oc 6 =

b. pareillement l'intégrale de MX ̂ ^ eft log.^-t-*,

ou log. ÎÎ^, ou log, b X J+^ » l'intégrale de M x

^-i eft log. л — x, ou log. ̂ ^, ou log. b x ^—-x.

Maintenant pour avoir les modules qui détermi-
nent l'efpéce de ces logarithmes y on décompofera
les différentielles en cecte manière j on multipliera, 1л

différentielle
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différentielle donnée par la, quantité dont le logarithme
eß l'intégrale , (&?- on la diwißra par la différence de
~cette quantité , ($• le quotient fera le module cherché ;

car qu'on multiplie M x — par x ou Ух 3 &: qu'on

le divîfe par dx ou bdx 3 le quotient donne le mo-
dule M : ainfi fi on demande l'intégrale de la diffé-

rentielle * •' f\ avec fon module , par la première

règle cette intégrale eil le logarithme de — — -, en

fuppofant qu'elle eft nulle lorfque %? = о 3 Se par la

féconde règle multipliant la propofée par - &
ï, .r »ft." — ' d*. , . I , ,

divilarît par - , on trouve le quotient — égal

au module , donc l'intégrale de - --- ~ eil le logari-
D e-+-z n & '

thme de - au module — ,, qu'on marquera

cette façon ~ f e ~^f^ Y Pour trouver l'intégrale de

1 ,f »> °n multipliera le numérateur & le dcnç^

minateur par x~" 3 ce qui donnera L~I— Л =

^л ^ j par ce moyen cette différentielle Ce trouve

réduite à la même forme -que la précédente , íí ce
n'eft que l'expofant я eil ici négatif. Donc on trou-
vera de la même manière que l'intégrale э qu'on fup-

pofe être nulle lorfque \~~ » =0, ou ̂ " = oc , .eft — **
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nous donne aufli l'intégrale- de la différentielle

i car e-* = vfr -bV x >/

..
prenant la différentielle logarithmique de — — : — -=.
F & ^ v^-^Д'
&: la multipliant par une quantité indéterminée A, on

-v7 x 2^ — l dz 4rronvp A v г f ' -H A Уtrouve A x -r •+- A X

— ~r - r

Ôc la fomine A X X ̂  \ „ — - des deux diiFérentiel-
c—fz.

» .
?T *"" г Ä

les doit être fuppofée égale à la propofée -^__-/-_»

»
i i 5Г^"~~ 1 Д Z. *

ce qui donne A = -= : donc - , - = — T=:
T. vV ef . e—mf<7 IV e

-ç- — 1 d'i , . r
-- •— x~7= - ,= > or 1 intégrale de — ̂^ V , л _ у " ö ^ r

_

X

я

X — - - -5 par ce corollaire eft égale au logarithme

au module -^= ~^|& l'intégrale de7 »w/ ï\e f &

» -

= eft égale au logarithme négatif de
e

. au même module ,'donc l'intégrale totale
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d*.

C O R O L L A I R E V .

18, IL fuit de ce qu'on vient de dire , qu'on
vera facilement ces fortes d'intégrales par les loga-
rithmes de Neper 3 de Briggs , ou de quelque, autre
efpéce que ce ibit. Soit m le module des tables des
logarithmes dont on fe fert , L le logarithme véri-
table qui donne l'intégrale cherchée , / ce logarithme
tel qu'on le trouve dans les tables , oc M le mo-
dule de l'intégrale, &: l'article iz nous donne m . /

ï: M . L = - = Mir , en fuppofant — '= r : il on
m tr m

fe iert des tables de Briggs 3 qui font les plus com-
munes , on a m =s o, 434x5)448 15/ &c. & r = ï,

&c. &; ii on demande l'intégrale . de

: qui eft ( par le coroL précédent ) ~ t^
* Г 4

D repréfentant ici une quantité donnée , / marquera le

logarithme de e~*~f pris dans les tables de Briggs,

Se on aura M = -- j en mettant donc ces valeurs

dans la formule — ou M Ir > on aura l'intégrale de-m ' о

Eij
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*

mandée : fi c'étoit l'intégrale de —5- — -~ qui efte —
2У1 f __ll__ÍL \ . qu'on demandoit , alors on a
„ / Ч^_у^»У J Ч ..'_

M = — VI, & / le logarithme de £±/£! , & la for-.
»e f Ь V7 — Vf?

mule par le moyen de ces valeurs donne l'intégrale
demandée j il faut faire la même chofe pour les au-,.
très exemples.

R E M A R Q U E I .
s.

ip. Si on veut connoître le point В dans l'afympto-
tt(ßg. г.) & l'ordonnée BD 5 d'où commencent les eipa-
ces hyperboliques ou logarithmes , qui expriment la
valeur des intégrales dont a parlé dans les articles,
précédens,par exemple , le terme de l'intégrale de la

différentielle - -- ~ \ il faudra fuppofer AB =Ä.BD
e-- ГГ

= b j BP = ç." j ce qui donnera PQ= "ç."—x ^?, &:

l'efpace P/># Q = •—--—г~ з Ia comparaifon de cet-

te différentielle avec la propofee ——-f~ = lx т1 7,

donnera ял& = i 5 ab=^= — , & л = - , d'où l'on

tire auiïî ^> = — : par conféquent le rapport, dont

le logarithme donne l'intégrale de la propofee, eit

f
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R E M A R Q U E I I .

10. TOUT ce que nous avons démontré touchant
les efpaées hyperboliques ou Logarithmes, .peut être
appliqué à la courbe'J} qu'on appelle, LagArithwiqHes
car on fçait que les propriétés qui conviennent aux
efpaces hyperboliques, conviennent également aux
abfciiTes de l'afymptote de la logarithmique ., que
les ordonnées à cette courbe prifes en progreilion
géométrique , coupent les abíciíTes de telle Torte
qu'elles forment une progreiîion arithmétique , ôc
qu'ainii ces abfcifles font les logarithmes ou mefures
des rapports entre les ordonnées ^ que ces abfciiTes
dans différentes courbes logarithmiques fuivenp la
proportion des ioûtangentes de ces courbes , or la
ioûtangente dans chaque logarithmique eft une
quantité confiante V donc elle doit être cenfée le
.Module qui détermine la grandeur- de ces mefures.

K E M A K'Q U 'Ë III.

г ï. C E que nous avons dit jufqu'ici , fuffit pour
faire voir clairement, comment les efpaces. compris
entre l'hyperbole $f fes .afymptotes 5 peuvent .être
employés pour mefurer les rapports entre .les^iibfciÇ-
fes priiès fur les afymptotes a ou entre les ordonnées
qui bornent ces efpaces, puifque ces ordonnées font
en raifon réciproque 4es ;abfci|îe§ : ,De-là il.s'enfuit
qu'il ne doit refter prefqu'aucune difficulté touchant
les intégrales, qui ie rapportent'aux feclieurs-hyper-

• boliques, ou aux eipaces compris entre l'hyperbole
E iij
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& fés axes, parce que ces eipaces ne font autre cho-
fe que la fomme ou la différence d'un triangle reóli-
ligne &c d'un fecteur, & le feóteur eft égal, comme
l'on fçait 5 à l'efpace hyperbolique compris entre
deux ordonnées men.ées des .deux extrémités du
feckur fur l'afymptote. Mais parce qu'il fe trouve
beaucoup d'intégrales , qui fe rapportent immédia-
tement à ces feóteurs & efpaces, oc que les fe&eurs
hyperboliques ont une grande analogie avec les
feoleurs du cercle , ôc par conféquent avec les arcs
de cercle '•> on va expoier les différens rapports dont
ils font les meiures , &: la manière de les réduire
aux logarithmes, ce- qui apportera de l'éclaircifle-
ment à ce qu'on dira dans la fuite touchant les me»
iiires des angles,

P R O B L E M E 1 1 L

гг. TROW ER les rapports dont les fefteurs hy«
perboliques font les mefures ou logarithmes.

Du centre О (fig. 4.) & des demi-axes О A , AB,
qu'on décrive une hyperbole équilatére AP, du cen-
tre О à un point quelconque P de l'hyperbole, qu'on
tire la droite OP qui coupe AB en D, ôc du point
P l'ordonnée P K à l'axe- OA , qui étant prolongée
rencontre l'afymptote OB en I ; &; des points A &
P qu'on tire fur l'afymptote les perpendiculaires
AH , PQ> cela pofé: le fedeur OAP eft égal á
l'efpace HAP.Q mefure du rapport ^2- ou -—(par

l'art. 8.) mais les triangles femblables AB H, PIQ,
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donnent AH .PQ: : AB. IP, & par la nature de
l'hyperbole KI -H KP X IP = Aß1, d'où Гон tire
KP -f- KI . AB :: AB Л P, ôc par là nature des proi
greffions géométriques KI -b KP . AB : : v'K I -+- K P .
VÎP ; donc АН . P Q : : V K I - h K P . vÎP .de plus à
caufe des triangles femblables О AD , ОКР , ос
OAB , OKI, on trouve AB . AD : : KI . KP,
d'où l'on tire AB -f- AD . AB :: Kl -H.KP . Kl,
ôc AB — AD . AB :: IP . Kl , & ces deux propor-
tions donnent cette autre AB H- AD . AB — AD::
Kl -+- KP . IP ', .donc on aura VAB •+• AD -VAB — AD
:: AH . PQ : d'où l'on voit que fi on nomme О А
ou AB, a ; A D , # i OK, y > OQ, y i .OH, -c -> on
aura l'ép-alicé des raifons fuivantes , - = - -M , ~-0 . e - \yy — ал

-^ ~ Jy •*•*&=*. -s CEE*. , dont la

mefure commune eft le feóteur OAP , ou ce qui
eft la même chofe., le fefteur OAP eft le logari-

thme de chacune de ces raiions au module — valeur

du triangle OAB qui eft égal à la puiflance de l'hy-
perbole. C. «^v'F. T.

C O R O L L A I R E I .

2,5. M E N A N T la droite O p infiniment proche de
OP , qui coupe AD en q , ôc tirant fur O/> la per-
pendiculaire Dm j on formera deux triangles fembla-
bles О AD, Dwq , qui donneront, O D
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•_ . . Г\ , J \ Г\ adx Ar Ei« X ÖDO A (*') :: D я (dx) .Dm = .- , ; , &v •* * г

=s — = DOf : mais DO^ eil à PO/> différence

du fe&eur OAP ', comme ÖD* eft a ÜP1 , ou comme
DA1 á ÕK1 » tnais,puiíque,ÕÃl . ÕK1 :: AD" . KP%
& que par la nature de l'hyperbole KP1 = OÏT —
pÃl , on aura (Ж . AD1 : : (Ж1 . OK.1 — ОТ , ce
qui donne ÕÃ1 — AD1 , OÃ1 : : O^1 . ÖK1 -, donc

. TO/> : : ÕT1 — AD"1 . ОТ' , ou ~ -. PO/?::

ТЧ ^. a*dx • • n i
лл, — xx . aa , &: PO/» = — • , qui eft la

' * г x aa — ДГ.У -1

différence du fedieur OAP qu'on trouve en fe fer-
vant de l<i tangente AD , &: dont l'intégrale ( par

l'art, précédent ) eft le Logarithme de /*"*"* au mo-
т ï л a , л \ 1 - лл I fa -f- x\ ал /я-\~х\dule — , ceft-a-dire — (y*^£~* ) = — (_I_ ear

г г \ л— А/ 4 \л — дг /

jp^r l'arc, i-o. les. Logarithmes font proportionnels
aux pùiifances des quandtés dont ils iont les Loga-
rithmes , & il revient au même de multiplier le
Logarithme ou fo'n module par une quantité quel-

conque 3 ainfi au lieu de M (- — ^7-) on peut met-

tre ЛМ ( - -- - ) ? & réciproquement.
\ ß "^^ Л* X

Ce qu'on, vient d'expofer fait découvrir Hnté-
r\ — • J

srale de Да différentielle générale ^ ^ oa
•*
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.
--r — > car en comparant cette différentiel-

le â celle-ci — , 3 on voit que pour les
1 xaa - xx U Г

rendre femblables ,,on n'a qu'à fuppofer & =v^j

» . , »г./"г
» = ff, ce ш donne X

De
dont l'intégrale eft —.

tielle ^-f x
4/ / e

; or la differen-

divifee par 1Í^ .donne la

П

propofée l t & par conféquent fön inte-*

grab eft v-4 OU
D .7
- V7
ve f

7
ou enfin —v"L f JL lx ) qui eft la même qu'on

Hf f \ yÇ _^. V/V." '

a trouvé art, 17.

C O R O L L A I R E I I .

44, Si dans la différentielle -— л il arrive
l X aa •— xx
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que x foit plus grand que a , alors le rapport V*-±-̂

devient impoffible , & par conféquent auffi fon lo-
garithme qui donne la valeur de l'intégrale , bc le

cas demeure le même en fé fervam du rapport ^t

délivré du figne radical, parce que ce rapport étant
une quantité négative , ion logarithme eft encore
impoffible : dans ce cas il faut du centre O èlever
Ia ligne O E parallele & égale a AB , & mener pa-
rallèlement ;l О A la ligne E F qui rencontre A P
prolongée en F -, cela fait, la droite E F fera égale
à x , car à caufe des triangles femblables О AD,
OEF , on aura OA -H AD . OA — AD :: EF -b

OE . EF — OE , donc AD _ /EF-h OE

OA — AD E F — O E

FH-QA = VU? i or le rapport ^H+L eft réel,
EF —OA * —* r r E F — O A

oc auffi fon logarithme qui donnera par conféquent
l'intégrale demandée : il eft même évident à caufe
de la proportion AD . AB :: OE (AB) . EF, que
lorfque AD eft moindre ou plus grande que AB,
Д В eft auffi moindre ou plus grande que E F, &:

qu'ainfi lorfque l'un des deux rapports >/aA ~*~ £P,
\ ^ . r OA — A D '
, £F4-OA eft impoffible , l'autre eft nécessairement
E F — O A

réel. L'une des valeurs de x étant connue , il eft
facile de trouver l'autre , puifque AB ou л eft
moyen proportionnel entre ces deux valeurs. De
plus on doit remarquer que , puifqu'on a toujours
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OA -Ь AD __ JEF^OA on peut fe fervir fa celui
OA —AD EF —OA

de ces deux rapports qui eft impoiTible fans faire
aucune réduction , car il eil évident qu'en prenant
fon logarithme comme s'il étoit réel, on aura :ce-
lui qu'on cherche. Ce qu'on vient de dire dans ce
corollaire doit auffi être appliqué de la même ma-

»
niére à la différentielle générale -.e—A"

C O R O L L A I R E I I I .

2,5. QU'ON, tire une droite OA (ßg. 5.) égale au
femi-axe OA de l'nyperbole , &: du centre О & du
rayon OA qu'on décrive une demi circonférence de
cercle ALB, enfuite prenant OC égale â la tangen-
te AD, on mènera l'ordonnée CL & le rayon OL,
&: on aura AC .CL :: CL . С В , ou plutôt, pui£
que AC '= LO — O'C ,"& CB = LO 4- OC ,
LO — OC . CL:: CL . LO -h OC, & par la na-
ture des progreffions géométriques L O — OC. CL
:: C L . L O Ч- ОС :: v/LO — ОС . v X O - b O C , ce

qui donne v^g^gg ou v^g^^"= ~^ =JL.W \J\~a /VVJ ' 1\LJ V_i J_i

Г" Г '
; d'où, il fuit qu'en nommant О A ou LO,

R j OC ou AD, T í CL,S = VRR— 'ГТ , le fecïeur

OAP ( par l'art. 13. ) fera égal à—Y^-ltZ V du,^
2, \ •_ ;j.... / .' z

'=—-r ). • Ces valeurs font réelles, comme nous avons
R. 1/

F i j
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vu , lorfque R eil plus grand que T : mais lorfque
R eft moindre que T , &: qu'on veut fe fervir d'un
rapport réel , il faut outre la conftruotion précéden-
te tirer la tangente L T qui rencontre le diamètre
en T (fig. <?.), Sc à caufe des triangles femblables OCL,
LOT , on aura С О . L O : : L O . ОТ , ce qui don-

^л-r rr , r -, s o LO-4-OC LOH- ОТne ОТ = EF (fig. 4.&6.}k — — — = — — — >

R; ОТ , Т у LT, S = VTYITRK , le feóteur OAP
r , , v RR / R-4-T \ RR / S \ • rfera egal a ~ ( -~~ j , ou —- ( ^--r ) qui font

des valeurs réelles. On aura fouvent befoin dans la
folution des Problèmes des réductions des rapports

dont on vient de parler. Suppofant donc R =V1,

T = s? > ou T ='7-« , felon que ^.t eft moindre ou

plus çrand que ̂ î , S = ^ — e , ou S == e* e—~Г £> M

ï , . / i j D^r— r d<zon peut exprimer I intégrale de --- : — ^ qu'on aг г <?— "A."
R"4~trouvé article ^3. de cette façon — R f R"4~I ") 5 ou

a D / S ' S . , , » , -
77 R V R^ZT ) lorlque %? eft moindre que yj 3 &

2— R ( т__ц ) .lorfqu'il eft plus grand.

Ce Corollaire fait voir qu'on peut exprimer les
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intégrales de toutes les différentielles réduites à cette
H

forme -, ^ • par le logarithme du rapport en-
e /V - .

tre les trois côtés d'un triangle reóhmgle *> c'eft de
cette façon de marquer les intégrales , dont ie fer-
vit M. CÔTES dans les premières tables qu'il com-
pofa à ce fujet.

C O R O L L Â I R E"JI! V .

гб.. DE ce que le fecbur OAP eft égal à l'efpace
HAPQ j il fuit que leurs différences font auffi éga-
les y donc nommant O Q , « i ОН , с ; la puiíTanee
. . . f i r л а • A Ã d u a}dx

de l'hyperbole étant —, ou aura — x — = 77^7— '̂•>

or le dernier Problême nous donne un moyen faci-

le pour la réduction de la différentielle — •
Г ix aa. —A a — A1 x

à cette forme fimple ^ X-^> car par ce qui y eft

démontré 3 il faut pour cela fuppofer - = v'̂ ÎU', ce
J A * С A —• X

. . du adx „^ ял „ du
qui donne — = ——
1 К АЛ —i XX ' 2, "U 1 Х Д Д — XX

Dé-là on voit qu'on n'a qu'à généralement fuppofer

(̂ ТГт vï-t-4
*L __ Л/ , ou plus fimplement y = J. , &
f ~7 *" J? *

\/7 — *-Z Vj — Ъ .

-
on aura — = W- x — -> & puifque le modu-

" ' / f — ̂ и

F iij
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le eft -т з fi on multiplie - les deux différentielles par

JL x ~v/£ ^ Я Л , on trouve -E-yf X- =
a/ _ ne e ne f . ' tie f u

í— f*.*
C O R O L L A I R E V.

г-j, NON feulement le* dernier Problême fournit
une méthode facile pour réduire a une expreiïïon
logarithmique très-fimple la différentielle du fecteur
A O P j lorfque cette différentielle eil tirée de la
tangente', mais auiïi lorfqu'elle dépend du calcul
de l'ordonnée & de PabicnTe qui répondent à ce
fecteur i & par ce même Problême on réduit aux
logarithmes toutes les intégrales qui fe rapportent
aux efpaces compris entre l'hyperbole & fes axes.
Soit tirée l'ordonnée />4 infiniment proche de PK,
& les valeurs des lignes étant fuppofées les mêmes;

que dans le Problême , le triangle QPK eft égal à

7^ dont la différence eft

У У y ̂  ^ ^ ^ fomme des efpaces PO/? ,

donc en retranchant Pefpace KP/>4 ou 'dyVyy.

i l reera -= - == —-— pour
iy_yy — лл г D/yy-r—aa*-

la valeur de PO/> ; par conféquent l'intégrale de

le Problême .eft~* Г ^ У Е Е Ош
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il/ - -£=) ou -( v/SlSlv Maintenant
z \/ — Vyy — aa/ г \ y — \]yy — aa/

pour réduire la différentielle •—?' * ~y- — à une ex-
Г IV yy — — йй

preiïion logarithmique fimple , on voit qu'elle doit
être égale à la différentielle logarithmique de -, com-

dy a ал do aady

me en effet fuppofant - = -У4" УУ— а л

 on trouve
*- L e л

u y a ал o .,,
-_ = •. — ï—~- j & — v — =* / > pareillement
и \Jyy~~ А л г ч u iVjjy— .<?<« ^_ _

fl ОП ÍUppOÍbit u= - j - — , OU^. = Jy + ^jy^Ta
ГТ t у — )/уу--ЛЛ С у__^--—л>

. . л л du aady
on trouveroit encore — x — ==

г и a j y _ y — aã

Pour revenir aux intégrales , il on nomme T le
triangle OPK , l'efpace APK ou l'intégrale de

ce qu'on a dit dans ce corollaire,

eft égale à T- , ou ta. .

Pour étendre davantage ce corollaire , qu'on iùp-
~ " ï a a d y

pofe л = VT , y = ^ , & l'on trouve - --
Г / '^ J

tt e

"""".л л

- — л
— X -1 ^ donc l'intégrale de cette nouvelle di£

. ,1 л ff/<-
ferentielle lera —f -- 73- , ou -7 7=-

' *
- - -

- -- - -- Л i ou enfin -7! -=.—- p- — k
f2 — i/JZ-^J 4/ W/*» — v7/^ — J

d'où l'on déduira facilement l'intésrale de la diffé-
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. ,. , , , Ds?-1^ .r .iD/v^W/v^'
rentielle générale— .. , qui lera -^( -- ^= -- J,

ou &c. &: de même celle de Dçj — ï </£ у/? — í fera
aDvf _, D í1 / v//? ч- vfc« — «f *
- — i. T -- ^ ( - --- 7=. -- ) , ou &c. De cette ma*

И • »V/ V Ус /

niére , il du point P on tire fur le fécond axe la
perpendiculaire P M , l'efpace О АРМ étant égal a
la .fomme du fecieur OAP & du triangle OPM
ou ÖKP , on en trouvera la valeur en logarithmes ,

ce qui donnera l'intégrale de P y- _• , ou de ÎLi x
* ° V — a л zVjj

z^zr— différence de l'efpace О АРМ, On trou-
" — '.

vera donc la valeur des intégral^ de tous ces corol-
laires par l'article í 8,

R E M A R Q U E . .

z%. I)ANS le dernier Corollaire on a fuppofé - ==

y^.±-^L & ü = -- ^U=r , lefquelles expreß
л с у — Vjyjy — ял f -1

fions peuvent être réduites â de plus fimples > car
puifque ( par l'arc, i 6.) on trouve la même différen-
tielle logarithmique d'une quantité variable foit qu'el-
le foit multipliée par une grandeur confiante ou
non j il s'enfuit qu'on aura la même différentielle
qu'on a trouvée dans le corollaire ? и on fuppofé fin>

piemen t v == y + \yy~7a , & « =
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aa-\-vv „ i -+ -aavu . i- -/ï* Jou y == -- . &> = --- j ceci a lieu aulh dans

S 2,0 ' ' •* zu

l'article гб.

C O R O L L A I R E V I .

19* O U T R E qu'on a vu dans les corollaires pré-
cédens , comment on peut par le moyen du der-
nier Problême transformer les différentielles com-
plexes en d'autres très-iîmples , il ne fera pas inu-
tile d'obferver que le même Problème fert encore à
transformer des différentielles complexes en d'autres
de différente efpéce , ôc de les délivrer du figne ra-
dical f, ou réciproquement : ainfi fi on vouloit chan-

ger la différentielle -— -2— en une autre qui n'eût pas
У y y «— — ал

le iîgne radical , en prenant l'équationL A

y — jy, — лл
X /» ' Л Л
- ОП trouve X -=s= f 1/yy — . aa , y = ... • = ,
x • -" 'S v' ал — лл

, , yy—aa s=y

- л т a a x d x
ce qui donne djj/ = _л

л « — - л г л г г
^r й^лг

& r== = -- .
У^ — ЙЙ «? и — AT л:

R E M A R Q U E .

30, D A N S les calculs des articles precedent nous
nous fommes toujours fervis de l'hyperbole équila-
tére 5 parce qu'elle eft la plus iimple , & que tou-
tes les autres hyperboles peuvent y être réduites :
car des demi-axes conjugués OA , OH, (ßg-7-) foit
décrite une hyperbole quelconque AC , &: qu'on

G
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mené- au premier axe une ordonnée C K , Sc fa
droite OC j foit décrite auííi des demi-axes égaux
OAj OB , une hyperbole équilatére A P , qui ren-
contre l'ordonnée CJC prolongée en P 5 6c qu'on tire
O P 5 cela pofé , on fçait parce qui eft démontré
dans les traités des fecuons coniques , que les efpaces
A K C 3 À K P , & les feoteurs OAC , OAP , font
entr'eux dans la raifon conibmte de KC â KP ou
de OH á OB.* Pareillement des demi-axes conju-
gués O G > OB j foít décrite (fig. 8.) une hyper-
bole quelconque G С , & qu'on mené au fécond
axe OB l'ordonnée С К , Sc qu'on tire OC -, foit
aulïï décrite des demi-axes égaux OB , OA , une
hyperbole équilatére A P - qui rencontre en P l'or-
donnée С К , qu'on tire auiïï O P > & les efpaces
OGCK , OAP К , ôc les feófeeiiEs OGC > OAP,
font dans la raifon confiante de О G à OA : donc
ks fedeurs flc efpaces compris entre les hyperbo-
les & leurs axes .ont un rapport donné avec ceux
de l'hyperbole équilatére j d'où il fuit que leurs
différentielles s'exprimeront par les mêmes ibrmu-

т / > ï er — ^ ç' — ^.. _ Tles générales __- --- -: 5 — - -- -^ , & leurs va-
e—fï- ^fZ^e

leurs par les intégrales de ces formules.
Qu'on décrive ( fig. 9. } une hyperbole quelcon-

que À F qui ait pour premier demi-axe la ligne
О A } & pour aiymptote la liene О К > qu'on décri-
ve. auifî une hyperbole équilatére A P fur le même
demi-axe , & dont Tafymptote eil OQ> du fora-
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inet A qu'on tire la tangente commune AB, qui
rencontre les deux afymptotes en E ôc 'B, '& fi on
iprençi des abfçiflès; égales O D , O C > & Q Q,. QK ж

& qu'on mené aux courbes refpe&ives les ordon-
nées D G , CH> Q P 5 K F, on peut démontter que
lés"efpaces CHFK , DGPQ, font entr'eux daïïs la
raiibn confiante du triangle О AE au triangle OAB,
ou de AE à AB > par conféquent la différentielle

j—r d^
_5lj --- 5: fert d'expreffion générale aux difFéren-

- * Ъ

ces des efpaces compris entre les hyperboles &
leurs arymptotes de telle efpéce que foient les hy-
perboles , & les différentes intégrales de cette dif-
férentielle donneront en logarithmes les valeurs de
ces efpaces.

Fin de la première Partie.

Gii
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-. чХь^К^ФФФ^Км^ф-ф-ф-Ф'Ф'-

SECONDE PARTIE^
D E L A

REDUCTION
D E S I N T E G R A L E S

AUX ARCS DE CERCLE-
PRES avoir parlé des différentielles les plus- - ï . . . - . . . _ ï

ledont les intégrales fe réduifent aux
Logarithmes, il refte maintenant à parler de celles
dont les intégrales peuvent s'exprimer par des Arcs
de cercle j eníuite on donnera une méthode pour
transformer en ces différentielles fîmples, celles qui
font compofées.

La circonférence du cercle a été de tout temps
regardée par les Géomètres comme la plus conve-
nable entre les lignes droites ou courbes pour me-
furer les angles, & cela pour cette raifon que les
arcs de cette courbe ( le cercle étant donné ) font
toujours comme les grandeurs des angles -, c'eft cette
analogie qui fournit une méthode facile , lorfque
l'un des deux , l'angle ou l'arc , eft connu, de dé-
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Couvrir l'autre; or puifque .les angles fe trouvent <très-

• commodément par les tables des Sinus &"Tangën.
tes , lorfque les Sinus- où. Tangentes en .font Con-
nus, il s'enfuit qu'on parviendra d'une .manière aifée
&: expéditivé à la connoiÏÏancè de 'la grandeur ab-
folue des arcs qui mefurent ces- angles. . P-our fette
•jraifon on va considérer les arcs de cercle comme
les imefures des angles ,:,& de-là on déduira .les inv
tégrales des différentielles dont il .s'agit, icù :

DES MESURES DES ANGLES.
P R O B L Ê M E I.

31. > 1л
Soit propofé-un angle quelconque AOC (fig. ID.)

dont on demande la mefure. Du centre О ос du
тауоп О A pris â volonté foit décrite une portion
de circonférence de cercle ACB qui coupe O C £n
О , foit mené : le; > rayon О с infiniment pioche de
OC , & ayant prolongé 'O G &: Oc jufqu'à ce .qu'elles
rencontrent la tangente AD élevée du point A en
D & q ,! on tirera für O q la perpendiculaire D my

& nommant -O- 'A ' , - • * $ • • A-I> , x \ les mangles fern-
blables О AD , D mq donneront OD , O'AV: D^.
Dm , &: les petits fecieurs, СО с , DO m donneront
OD . OC (OA ) :: Dm . Ce ', en multipliant en-
femble ces deux proportions ,011 trouve OD\a,a 4- xx)

. ОАг.,(а,л} : : D^i (dx) . Ce ==^p^ : mais Ce

eft la différence de l'arc AC , donc l'intégrale de
G iij
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U—l* donnera Гаге AC qui eft la mefure de Гап*
лл^-жх *•
gie propofé A OC. C. jg. F. Г.

C O R O L L À l R E I.

31. AVA-NT que de tirer les conféquences que
fournit ce Problême , il eft à propos de l'éclaircir
en peu de mots. On voit que la grandeur de l'arc
AC , qui mefure-l'angle A OC , eft arbitraire 3 &
qu'on peut , en prenant des rayons de différentes
longueurs , décrire une infinité de circonférences,
dont les arcs compris entre les droites OA , OC,
pourroient' chacun' également iêrvir de nieiure á
l'angle AOCj .de même qu'on a vu art. n. qu'il y
a une infinité d'efpaces hyperboliques de différentes
.grandeurs , qui font tous les mefures d'une mêmç
raifon : c'eft pourquoi pour .ne pas être dans le cas
de trouver des intégrales indéterminées, il faut fe
dbrvirode ^quelque module pour déterminer lequel
de tous les arcs poiïiblôs d'être infcrks dans le même
angle eft celui que demande l'état de la queftion,
.puifque c'eft la, longueur > des.,arcs.,. ôç non la gran-
deur des angles, qui donne la valeur dés integra-
les, icheriekfles ^ on doit imûer çn cela les anciens
.Géomètres qui 'y. pour fixer leurs idées touchant la
grandeur des angles , trouvoient qu'il éto*it néceflài-
re de .-.djçvifçç toutes les circonférences de Cercle en
un nombre égal de parties fans avoir égard à la dif-
férente longueur des circonférences : or puifque les
-arcs femblables font en même raifon que les rayons,
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& que le rayon eft la ligne la mieux connue dans
le cercle , & entre dans tous les calculs 'qui regar*,
dent cette courbe> il eil à propos qu'on le choiiîflè
pouf le niodule auquel doiyenç ie rapporter toutes
les meiîires des angles , d'autant plus que dans ce
cas oh trouve, comme ori verra ci-après, les me-
fures des angles tout à faic analogues' aux mefures
des raifons & les expreffions femblables. On doit
donc conclure de ce 'qu'oïl: vient de dire que l'arc
AC eft la mefure de.Tangle AOC au module ou
au rayon a -, c'eft llntégrale de la diííeíenríelie;

-, on marquera cette intégrale de la forte

a ^ A O C ) , comme on a fait pour, les mefures des
rapports : ainfi cette èxpreffion a ( A OC ) iîgnifie
l'arc qui mefure l'angle AOC , lequel arc eft dé-
crit dû rayon? a. Maintenant par le moyen de cette*

formule* ** x y on trouvera facilement l'intégrale
а л • * - x x • • • ' . . . , • °

я

de la différentielle générale —5i—~-5 r car iuppo^
. , . . .

f. л " aaâx vieûnta = Vj , * = s? , on trouve --_-_. ,Ä^X

l ' ' ,
> dont l'intégrale, comme on vient devoir,

eft ví (AOC) í par coniequent l'intégrale d e l H 5
/ f -ь/<

eft i£ x V} ( АО С ) , creft-U-dire , égale a la quantité
И * j
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— multipliée par l'arc AC décrit du rayon \/~ & donc
» e * * 7

la tangente eft ^, ou ce qui revient au même, puif-
que les arcs femblables font proportionnels aux
rayons, cette intégrale eft égale à l'arc décrit du

rayon — Ve-, de dont le rayon eft à la tangente com-

me v'î à çj ; généralement on eût que l'expreffion

- ( ÄOC) eft la mefure de l'angle AOÇ au mo*
**

*D

.*'/
dulci^vf;

• « /

C O R O L L A I R E I I ,

- 33. L'ON fçait que le rayon du cercle eft à la
demi-circonférence j comme, ï à 3 9 14155)2.6535 &c.
donc fi on nomme R le rayon on aura cetre pro,
jpdrtion , 3 , 14155)16535 &c.. ï :: 180 dégrés. R =
57 j z? 5779 5x 3° &£. dégrés, pu 57°. 17'. 44" environ j
ce qui fait voir que le rayon dans tout cercle eft égal
à un arc de 57°. 17'. 44". Par ce moyen connoiifant
un angle j on connoîtra la longeur de ljarc qui le
mefure , le rayon étant donné i car il eft évident
que l'arc de 57°. 17'. 44", eft à la longueur du rayon,
ou au nombre des parties dont on fuppofe le rayon
compofé, comme le nombre de dégrés d'un autre
angle quelconque eft à la longueur de l'arc qui le
mefure j foit fuppofe 57°. 17'. 44" ou 57, 155779
&c. = m > foit N le nombre de degrés d'un angle

connu
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connu quelconque, Z la longueur de l'arc qui le
mefure, R le rayon avec lequel cet arc eil décrit,

& la proportion fera m, N : : R, Z, donc Z = £L*Jï:

= N x R X У t en fuppofant — = = о,rr m 57, 2,95779 &c.

017453x92,5 &c. =r. C'eft par cette formule qu'on
trouve les intégrales des différentielles qui fe rappor-
tent au cercle > par exemple fi on veut avoir la va-

leur de l'intégrale îÎVt (ApC) trouvée dans le
t\ß y

corollajre précédent , il eft clair que , puifque le

•rayon eft à la tangente de l'angle АО С comme v£

à %? , on trouvera le nombre de degrés que con-
tient cet angle par les tables des Sinus & Tangen-
tes , ce qui donne la valeur de N, &: puifque l'arc

défigné раг,~->4( АО С) eft décrit du rayon—V í

( par le corol. précédent), on a R = ~Vi j en met-

tant donc ces valeurs de N $c R dans la formule

£Lx_i, ou N X R X r, on trouvera l'arc de cercle qui
m "*

eft l'intégrale cherchée,
*

C O R O L L A I R E III,

34. L A valeur qu'on a donnée dans les deux Corpl-
*

. iaires précédens á l'intégrale de —^—— ~- fuppofe

H
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qu'elle doit s'évanouir lorfque 1% tangente AD ou

çr = о ; mais iî au contraire cette intégrale doit être

nulle lorfque çj = ce ou -4= о , dans ce cas il faut
-1 Zï

élever fur О Л la perpendiculaire О В qui rencontre
la circonférence en B, du poinrB tirer la tangen-
te BF qui rencontre en F la ligne OC prolongée',
cela fait, au lieu de l'angle АО С on fe fervira de
ion complement BOC , parce que la tangente du
premier eft infinie lorfque lar tangente de l'autre e#
nulle ; & parce que les triangles femblables O A D ,

O BF donnent AD *r . О A v :: О A

€ С И

B F = тгт s fi on fubftîtue 7Г7 au lieu de ^i & — •
fa. « fa

-.--. j
ÜLJ ___ 5: au lieu de çr — * ^ dans la difiFérentielle

„ j . j t v ., л .elle deviendra -- ^__ ^ d'où il fuit4

D г1! ~~
que l'intégrale de - - —r — dans le cas de <:e corol-1 ö f ч- А . '

laire eft— ^^ (BOG). Il ̂ íl facile de trouver la
J 9

tangente de l'angle BOC, celle de A OC étant don-
née , puifque la proportion ci-deifus fait voir que
le rayon eft moyen proportionnel entre ces deux
tangentes : mais pour connoître l'angle BOC > il

nullement néceifaire de connoître fa tangente,
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puifqu'en cherchant dans les tables l'angle AOC од
aura auiïî fon complément В OC , &: enfuite par la
formule du corollaire précédent on trouvera l'arc de

cercle qui eil la valeur de l'intégrale —VI (BOC),

Enfin fï l'intégrale de ---- ^ ne s'évanouit , ni0 e •+- /*"

avec la tangente AD , ni avec la tangente BF 3 on
rendra cette intégrale complète , comme on a cou-
tume de iàire , félon que l'état de la queiUori eii
détermine les bornes.

C O R O L L A I R E I V .

35. Si des point С, с , (fig. ii. ) on mené les or-
données CK , с 4 5 infiniment proche l'une de l'au-
tre , en nommant OK 3y j & comme auparavant
О A л j AD , x > les triangles femblables О КС,
О AD , donneront , О К (y ) . КС ( ̂ лл—уу) : : ОА

(л] . AD = x =*= - ̂ ~уу — ал j d'où l'on tire dx~—*

" y j & en mettant ces valeurs de x & de d x

dans la différentielle —11-— qui exprime le petit arc
a -- L L Lxx

_ aadx "dy
С с , on trouve — - -- == — •; --- -, de cette ma-

niére on peut transformer une différentielle en une
autre de différente efpéce , la réduire de la tangen-
te à l'abfciife , ou de l'abfciife à la tangente. Main»

Hi j
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tenant puifque l'intégrale de — -?—=. eft a (AOC) ,
"<гя —

f r r /7 * а^Уa on luppoíeA = v T3.^î==5jr>on trouve r= -- =s
7 v*<í— - jijx

, dont integrale eil — Y-
f*? f

par conféquent celle de —- eft — ~ JZ
Ve -- /i" ))VJ" J

(AOC) = —~ (AOC) , c'eft-à-dire , égale à la

mefure de l'angle AOC au module -— , en prenant

cette intégrale négativement ••> ôc puifque le rayon èit

au co-fmus de cet angle comme ^7 à zj л on trouve>-
ra fa valeur en degrés dans les tables des Sinus, en-

fuite avec le module --=. pau l'art. 3 j. on détermine-

ra la longueur de Гаге qui mefure cet angle & qui

eft l'intégrale cherchée. L'équation x =1^~1Г^
y

trouvée au commencement de ce corollaire fait voir
cj.ue le rayon eft a la tangente du même angle

AOC , comme 4 à J- X S"7,A" > ou comme v/i

^HZZi. en réduifant cette raifon aux moindres' ter-1 *" •
jnes í ce quxil eft à propos de faire toujours., d'au-
tant que par-là on abrège le calcul fans courir rif-
^ л *•
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«jue d'erreur , puifque la raifon du rayon au iînus,
au co-ímus » ou â la tangente demeurant la même,
on trouve toujours le même angle. On doit ici ob-
iérver comme dans le corollaire précédent 3 que iî

я

l'intégrale de .doit devenir nulle lorfque
. ^e—,fg *

v ' Mr г D"
&ï =r o j elle lera exprimée par -^- (BÖС) , & le

rayon fera au /inus de Tangle BOG comme ^1 à
Ч . • - S ,» •

çj, бга fa tangente comme V/à/V—-—. 3 ou com-
\ тГ f*?me r a v'—^——.f—A

On doit encore retnarcper que l'intégrale de
«•

_^..- . change de figne 3 toutes les fois qu'elle
Ve /'<" w - A

change fa valeur à l'égard de l'angle AOC & BOC,
êc cela parce qu'à mefu-re que l'arc AC augmente,

ie co-iînus OK , ou ^diminuo , ôc .par conie-
' W

quent fa différence ^ %?~~* ̂ devient négative : ce-
ci a lieu auffi dans le corollaire précédent,

Ce corollaire fert encore à réduire aux arcs de
cercle les efpaces КС A, OBCK,&par ce moyen
à trouver les intégrales des différentielles qui s'y
rapportent. L'efpace КС A eil la différence entre
Ь fe&eur AOC ôc le triangle О КС,. & fa diffé-

Hiij
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» r

. 11 n r - *17~ъ~~'1а%. ,—-• . :
rencielle eít — dyvaa— yy = — -- -j= — vk— /«£:

or le feóteur AO C eft égal par ce corollaire à ~—

-
(AOC) , donc l'intégrale de — ull— _^ ^7^ eft

-L ( АО С ) — T 5 en nommant T le triangle OKC i

d'où l'on .tire Si ( AOC) — dPîÎT pour l'intégra-

le de — DÇ.T — \ d^e — /<; j pareillement puifque
l'efpace OB С К eft égal à la fomme du fe&eur
БОС & du triangle OKC, & que. fa différentielle

- j
eft Ауч/ля—уу =~ Ü— --^vvZH/^a on trouvera

que l'intégrale de Dçi— r dtfT^R eft (BOC)
H- ^^ T.

я

C O - R O L L A I R E V .

*6. ON a trouvé dans le dernier "Problème *
•* «<z — дг д;

pour la-valeur de l'arc Ce , laquelle étant multipliée
par - donne — * , qui eft la valeur du petit
Г 2 l X a a - \ - X X L l

fecleur *COc : or fi du centre О &: du demi-axe
О A , on décrit une hyperbole équilatére A P } &
qu'on prolonge les droites О С , Ос , jufqu'à ce
qu'elles la rencontrent aux points P , p , on a vu
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(art. 13.) que le petit fedeur PO/? eil égal à

* . => il eil Допс vifible que les deux diffe-
— • XX L

.
ЛЯ — • XX

rentielles qui expriment les feóleurs PO/> , С Oc,
ne différent entr'elles que par le iïgne — ou -H qui
eil devant le quarré xx > &c que comme on a, a л

= * -*-yxx X a — V** = а + х Х а — х , &

comme auiïi la différentielle logarithmique de v^-ltf

donne qui étant multipliée par le module1
ал — xx -1 l l

— donne —Л valeur du fedeur PO/>-, pa-
a г x ал — .г лг * •*•

reillement on a, aa, -}- xx •= a-*- ̂  xx x <z—v/"^_.^
s=^-bA;\/'^î x ^—лгу'ИТ, & la différentielle lo£arU
, . j (^гVxV'^rï n a<Lx\l—\ . • - - '

thmique de v/ eil , qui étant
^ и—л?%^^Т rf^H-.xjff ^

multipliée par le module —~= donne — -
* . / ÎV— l z x^JZp^]?

valeur du feóteur C Oc : d'où il .fuit que, comme,
le feoteur hyperbolique" eil égal au logarithme de

V±Hl au module — i Яе mcme le fedeur circu-

laire AOC eil égal au logarithme de
. a—*V^Tï

au module > on pourra donc exprimer les

fedeurs de cercle par des logarithmes imaginaires,
& réduire les différences de ces fedeurs à. la iîmple

forme Mx~ en íuppofaiu v Wy'lIÎlIÎZl-i a carM rr a— xv~^~ï
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. du

on auroit —
лл-\-хх ЪХаа-\-хх iv — i;

• du

XT-
On peut .encore réduire à cette forme fimple la

différentielle 7=$== > car puifque v = ^±±1 ,̂

& que par le corollaire précédent x ~^aa__yy>

on déduit u = ^y' "* ̂ УУ—_2± a ou bien pour avoir
• ' ' y — V;(7— — яа
une valeur plus fimple de y , â caufe de l'équation

У _f_ yyTZr^ x y — y 'y 'y — a a = л л , on aura.

У •

. * „ _ - у у . — ал __ лce qui donne y -- ^ - - — •- — -==. com-1 л -—V~.a4 : '

me nous avons trouvé pour 1'hyperbole.Y art. гг.) i
,. x .ь • У dudou l'on tire . -=à ~ --- X — •

Vjyj — л A V— ï • v

RE M|A R Q u E L

27. IL feroit inutile de traiter ici ед particulíej?
clés fe£tevtrs , & efpaces ellyptiques 3 puiiqu'ils ont
un rapport donné avec les feâeurs & eipaces cir-
culaires : car fi du centre O (ßg. it.) & des demi-
^xes О A , OB , on décrit un quart d'ellypfe AB, ôç
du rayon О A un quart de cercle AD , & qu'on imene
une ordonnée quelconquç CPK , qui coupe le cer-
cle en С & l'ellypfe en P , & qu'-on tire les lignes OC,

OPi
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OP î on fçait que les fefteurs AOC a AOP , oc COD ,
РОВ , & que les efpaces AKC , АКР , & ODCK,
ОБРК , font tous entr'eux dans la raifon confian-
te de АО a OB : on trouvera donc la valeur de
tous les fecteurs & efpaces ellyptiques par des arcs
de cercle , en fe fervant des formules générales

qui

font , comme on* voie , communes au cercle & à
l'ellypfe.

R E M A R Q U E I L

38. OUTRE la grande fimilitude , qu'on a déjà
remarquée dans l'art. $6. entre les calculs &c les •• ex-
preffions tirées -du cercle & de l'hyperbole , il on
compare les quatre premiers corollaires du dernier
Problême avec ceux du Problème troifiéme de la
première Partie , on trouye que les calculs qu'on
y a expofés font encore tout-à-fait femblables &
analogues tant -par rapport aux différentielles -, que
par rapport aux Intégrales. Les Intégrales qui ie
rapportent à l'hyperbole font des meiures de rap-
яцш , au lieu que celles qui fe rapportent au cer-
cle font des mefures d'angles , les modules dans
les deux cas étant les mêmes. Tout ce qui diftin-
gue les différentielles qui regardent l'hyperbole d'a-
vec celles du cetcle n'eft que la diveriité des iîgnes
qui fe trouvent devant la quantité qui défigne le.
rayon de l'hyperbole ou du cercle! ainfi dans la di£
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» .

Т"Л ™" ̂ ew T A er

férentielle générale _?J_-—— , où le rayon eft ex-
0 г-h/X.

primé par Vj, fi l'une des deux quantités e , f, eft

négative, cette différentielle & fon intégrale fe rap-
portent à l'hyperbole , ôc au cercle fi ces quantités
font toutes deux pofitives ou négatives : les difTé-

rentielles 5-lH , D^T— * dzv7+fr» , dans lef-

quelles yf peut représenter le rayon 3 Ге rapportent
à l'hyperbole lorfque f eft poíitif , & au cercle lorf-
qu'il eft négatif. C'eft cette belle harmonie entre
ces deux courbes , qui parut à M. COTES non feu-
lenient digne d'être examinée avec une attention
particulière , & approfondie par une étude opiniâ-
tre, mais même le détermina â donner à l'ouvrage,
qu'il compofa fur ces calculs , le titre de Harmonia,
menTurewum.

sf

Réduction des Différentielles composées à celles
dont on a déjà parlé.

P R O B L Ê M E .

35>. QU'IL foit propofé de trouver l'intégrale de
H

la différentielle — — - -- - par les logarithmes &
^/V-bg^ ö

les arcs de cercle,
COMME on a donné dans les articles precedem k
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manière de trouver l'intégrale d'une différentielle
dont le dénominateur eft binôme , il ne s'agit ici
que de réduire la propofée en une autre dmit le
dénominateur feroit binôme : oir les fediçns coniques.
fourniiTent une méthode fort iimple pour parvenir à
cette rédu&ion; car en fuppofant e-\-fg-\-g?£* —yy,
on voit que' cette équation marque un lieu géomé-
trique , qui eft toujours une feolion conique, & donc
la conftruction nous donneroit la réduction requi-
fe. Du centre О (fig. 13.) &: du demi-axe OA qu'on
décrive une hyperbole quelconque AD 3 de qu'on
mené fur l'axe О A prolongé une ordonnée DC,
qui fera nommée y , foit donnée une partie OB,
laquelle on .nommera с ; О А , л ; le demi-axe con-
jugué , У ; В G , £ > & par la nature de la courbe
on a DC1 (y y] . OC1 — А0г (7^<г — ал) :: ЬЬ .

• j bbcc j . ibbc. „ b b ,„
aã j ce qui donne y y = — — h h -í --- г Ч -- г

ï •/-/ ал ал ^ лл^-

= e •+• fi£ HH g ̂ Я ) & en comparant les termes,
,, ' , bbcc ' j, гЬЬс гcofrefpondans , on trouve — — bb = e , — — /,

— == Я, d'où l'on tire c =ÍÍ== ОБ , ос ОС =
а а ö - g
— == Я, d'où l'on tire c =ÍÍ==
а а ö - g
j — i f

IL -+- sj." , il ne faudra donc que fuppofer IL

s= x ï , ou s£ = дг ï — — , & l'on déduira í -+-
&

гн C<f—r~2
H-JJ^ ==.-s~S
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»

-- rz — — : de cette manière la différentielle pro-

pofée eft réduite à la formule générale binôme

) & fe rapporte a l'hyperbole ou au4cer~.

clé fuivant que \ff eft plus grand ou moindre
que eg ( par l'art. 3:8. ) j fi \ff furpaflè eg , abrs

garithme de ^.-СШ!^'4"^4"^^ pris dans les tables
v^-.g-e/-- .̂

de Briggs j dont да eft fuppofé le module , ôc cet-
J> /

te intégrale (par l'art. 10. ) fera — — •==.-=. x — >
i»\/;/— ig гя

mais parce que cette intégrale n'eft point cpmplet-
te j fi on fuppofé qu'elle eft nulle lorfque t£ = о ^

foit L le logarithme de íifclífJÍLÍÍ ôc l'intéV
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ï ï r D L—/graie complette lera — ̂ =.-=--=- X — —

D Г —

Si £/^ eil moindre que eg, , alors l'intégrale de

D *
s — x — ГГГйг -- ^e trouve (par l'art, ji.) égale a

г ' 11 — -i£-bgy

—r :=±=s= (АО С) (J%. ro.)', le rayon étant à la

tangente de l'angle AOC comme g.ff ~H£. á *т , ou
_ ^ g

comme VW—- -1/ à. J/'-b ^^" : mais on voit que la
tangente ^f-t-.gz? ne s'évanouit point lorfque ^ ===0;,
ni par conféquent l'angle AOC , pour rendre donc
l'intégrale cemplette dans la fuppoiltion qu'elle 'eft
ffülle lorfque ^ = о , foit tirée: la droite OH qui
rencontre la circonférence en N ôc la tangente AD
en H , enforte qu'on ak OA .AH : : ̂ eg — \ff . 7/, &

l'intégrale demandée fera — : •——— ( NOC ) , dont

011 aura là valeur par l'art. 33. C. ̂ F. T.

R E M A R Q u E.

D A N S ía coniiruftion du lieu de l'équation
e -b/k." •+• gz" ~УУ donnée dans le Problême > on:

a omis les cas où ce lieu feroit une ellypfe ou un
cercle y parce que le cas feul qu'on a eonftruit , fuffic
pour la réduction qu'on cherche , en prenant garde
de mettre devant les termes f, g 3 les lignes , qui leur
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conviennent , c'eft-à-dire , qu'ils ont devant eux dans
la différentielle propofée,

C O R O L L A I R E .

40. LA même méthode s'applique à la différentielle
Di"-'<U ' r r т/
====~ j car en luppoiant
-H/VH-^1" ГГ g

on trouve que la. propofée eft égale à cette autre

—t

^e rapporte à la formule gé-

nérale des binômes , & dont on trouvera l'intégrale
par le moyen des logarithmes ( par l'art, гу. ) , ou
pair un arc de cercle (par l'art. 35.) fuivant que le
terme gi£l ou gx" eft précédé du iigne •+- ou — • ^ on
rendra les intégrales complettes de la manière qu'on
3 fait dans le Problème.

• II y a beaucoup d'autres différentielles cornpofées,
qu'on peut auffi réduire aux binômes , mais parce
qu'elles trouveront mieux leurs places dans la fuite,
nous omettrons d'en parler ici,

fin de U féconde Partie.
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TROISIEME PARTIE.
D E L A

REDUCTION
D E S I N T E G R A L E S

AUX LOGARITHMES,
E T

AUX ARCS DE, CERCLE

P R I S E N S E M B L E .
N a coniîdéré jufqu'ici les Logarithmes & les

^ A r c s de. .cercle ieparçment , ce qui ne nous
a donné le moyen d'intégrer que les différentielles
les plus ilmples de celles qui peuvent être rappor-
tées aux feótions coniques ; c'eit pourquoi pour éten-
dre la théorie en y comprenant les différentielles
les plus compofées qui ont rapport à ces courbes,
on va. maintenant faire ufage des Logarithmes &
Arcs de cercle conjointement ènfemble i par cette
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union on parviendra à ce qui eft propofé^ mais
pour concevoir clairement les principes d'où Ton
déduit .cette méthode , il eft néceflaire de donner
par avance quelques Lemmes.

L E M M E I .

41. ETANT donnés le finus (& co-fnm d*un arc
de cercle , trouver le ßnus ffi co-ßnus d'un arc dou-
ble , triple y ffic.

Du centre О fur le diamètre AOB (~ßg. 14; ) qu'on
décrive une demi-circonférence de cercle AMB, fur
laquelle qu'on prenne un arc quelconque AM moin-
dre qu'un quart de cercle , & MD égal à AM,. des
points M , D, qu'on, tire les rayons MO , DO д 6с
les finus M P , D H y &c foit E le point où DH ren-
contre MO i cela pofé , fi on nomme OP co-finus
<ie l'arc AM , с > & le rayon АО л i i les trian-
gles femblables H£O , P MO donneront HO . №
5 : • OP. MP , & de ce gué MO coupe l'angle AOD
également en deux , on aura HE . ED, : : HO . OD,
ce qui donne HD . OD •+> HO : : HE . HO, d'où
l'on tire OP . MP :: HD . OD ч- НО, & parce
que ШУ = OD1 — HO1 = OD -h HO X OD —HO
en quarrant les ternies de la dernière proportion,
on trouve, ÕF . ffi1 :; OD H- HO . OD — HO,
&: ОР1-ь MP1 . ОТ' :: zOD . OD H- HO, pu,
parce que OP1 ~Ь МРг =ÜDb, OD1. ÕP1 : : z . OD
H- HO , donc en mettant les valeurs analytiques
dé*.termes de cette proportion, on -a $ . ce :: 2, .

i4-HO
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ï -Ь НО 5 ce qui donne HO = LCC — ï , qui eft
le co-fmus de Гаге AD double de AM , & DH =

1 — HO2 '= 2-c/i— a: , qui eil le fmus du même
arc AD.
. *Il eil donc clair que , le rayon étant fuppofé égal
à l'unité 3 le co-fmus d'un arc double de celui qui
4l с pour ion co-fmus . eil égal a deux fois le quar-

' J Г - 1» • ' J • •re du co-imus с moins 1 unité , on pourra donc par
cecte règle fans autre calcul trouve/ le co-fmus d'un
arc double de celui dont le co-iinus eil з.сс — i ,
ce co-iinus par conféquent fera 8c4 — 8cz H- ï , ôc
appartiendra â un arc quadruple de AM , & le fmus
correipondant fera gc? — ̂  Vi — ce. Delà on trou-
veroit pareillement le imus ôc co-finus d'un arc
huit fois , feize fois , &c. plus grand que l'arc AM.

Maintenant pour; trouvée le iînus &: le co-iînus
arc triple ioit pris fur la demi-circonférence
, (ßg. 15. ) brc MF double de AM, & foient

encore tirés *les rayons MO, FO 3 ôc les fmus MP^
FG , dont FG rencontre MO au point E, qu'on
lire auffi fur MO la perpendiculaire FH , & fuppo-
Îant comme ci-devant OP = c , AO = i , on aura ,
comme nous avons vu , HO = icc — ï , ôc FH =:
icVj — f~c 9 & les triangles femblables PMO,GEO3

HFH donneront OP (c) : MO (ij :: GO . EO =
S2 , & OP'CO -.-PM (v/Г^ТО :: FH (icv/T^T?) .

i-m lc — г() J> > 1» • т TT- . т- .̂ GO+ze— гс§

HE== - , d ou Ion tire HE+EO==' •с • с
НО = г с 'ç — ï 3 donc GO = 4^' — зс

К
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FG = 4f7^7 vT— 77. Par k moyen du со -finus
4C5 ~ зс 5 on. trouvera comme ci-deiïus le co-fmus
d'un arc double de A F , c'eil-à-dire , d'un arc iix
fois plus grand que AM '•> ce co-fmus fera doric зге6

•— 48с* -t- i Se1 — i j &: le finus •г> г с^ — j z c î -ь 6c

p
l'

.
Pour trouver le finus ôc co-finus de l'arc quintu-

le de AM j il faut prendre l'arc AD double , fie
'arc D L triple ^de AM ( ßg.-\6.} & tirer encore

les rayons DO , LO , & les finus DH , LN , dont
LN rencontre DO en E s on mènera aufli la per-
pendiculaire L G fur DO ; cela pofé , par les cal-
culs precédens on a déterminé les valeurs de HO >
DH , GO , LG y lefquelles par un raifonnement fem-
blable à celui , qu'on a fait pour trouver le co-finus
de l'arc triple , donneront NO = i6c! — zoc5 •+- je,
qui eft le co-finus de l'arc AL quintuple de AM , ôc
par conféquent 011 aura le finus LN = i6c* —

- CC.- .

. . De Li même manière par le moyen du finus &
co-fmus de l'arc double & de l'arc quintuple de AM,
on déduira le finus & co-finus de Parc ieptuple , &
ainfi des autres. С. F. T.

C O R O L L A I R E L

42,. ON trouve donc par le Problême, que fi on
nomme s & с le finus & co-finus d'un arc quelcon-
que moindre qu'un quart de. cercle , & s" 3 s1" , s'v ,-

ôc c" j с" с" , &c. les finus & co-finus des arcs
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double , triple 3 quadruple , &c. on aura les équa-
tions fui va n tes

= 2 f V I CC. С" = ICC—i.

— ï \/i — ce. £'"

— ï if1-*-! Vi — cc. cvs= гбс* — '

f-1 sa 3 2 írf — з г í5 -h 6 c í*1' = .3 it* — 48f4 -H i

\/i — rr. • — r.
— ц г cs _

&C.

A l'égard de ces équations on doit obferver que , fi
on décrit ( ßg. ij.) un cercle ADBEA , & qu'on tire
les deux diamètres AB , DE perpendiculaires l'unaJ'au^
tre , & qu'on prenne un arc AM moindre que AD , fi
on regarde le iïnus & co-iînus de cet arc AM com-
me poíitifs j qui eil le cas des équations précéden-
tes , tous les arcs de cercle multiples de AM, qui
iè terminent dans la demi-circonférence ADB , au-
ront des iinue poiîtias' ̂  ôz. tous .ceux .̂ui fe terffîi--
nent dans la demircirconférence AEB 3 àuroiit des
iînus négatifs ; de même tous les arcs rrraltiplcs de
AM terminés dans la demi -circonférence DAE 3

auront des co-fi'nus pofitifs , & tous les autres ter-
minés dans la demi-circonférence DBE 5 des co-iiiius
négatifs.

Kij
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. Dans les calculs du Problême nous avons fuppó-

fé que tous les arcs multiples de AM étoient corn-,
pris dans .le quart de cercle AD, mais fi l'arc AM
étoit tel que fes multiples s'etendiifent dans les au-,
très parties de la circonférence au-deLà du point Dr.
il faudrait changer les fignes des équations fuivant
la règle qu'on vient de donner..

C O R O L L A I R E I I .

43. Si l'arc AM eft plus grand qu'un quart de
cercle mais qui n'excède *pas la demi-circonférence ,
alors fon co-imus(par le Corol. précédent) fera —r,
& par conféquent toutes les équations 3 dans*lef-
quelles le co-finus с fe trouve avec des dimenfions,
impaires a changeront leurs fignes j donc la fuite des
équations dans ce cas aura cette forme..

ïts=.Vi—ce. f=ft—-r. .
s" =я—*ъс v' i —-ce. с" =г£С — г ;

*= — 8^-1-4^1 —

— ï г <г1 ч- r v' ï

•f' = — 31^ ч- 3ií3 — 6í tf"' B=S 3- 2 16 — 48 -f J ч-
V' I — -ÍT. . - I.

Comine nous n'avons befoin que de ces deux cas
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îl íeroít inutile d'examiner les deux autres, où l'arc
AM fëroit fuppofé plus grand que la demi-circon-
férence mais qui ne furpaife pas les trois quarts >
& plus grand que les trois quarts mais qui ne fur-
paife pas la circonférence entière,

C O R O L L A I R E 1 И -

44, S ï on jette les yeux fur les équations aux
co-iînus des Corollaires précédens , on voit que la
racine с a toujours autant de valeurs que l'arc dont
с eft le co-ímus contient de fois celui dont le co-
iînus eft exprimé par l'équation entière, par exem-
ple , с aura cinq valeurs dans l'équation cv = 16cs
«— юс3 -f- je qui exprime le. jc.o-iïnus. cv d'un a.rc
cinq fois plus grand que celui dont le co-iînus eft с.
Pour trouver toutes ces valeurs de с у il faut décri-
re (y%. ï 8. ) une circonférence de cercle ACEA,
fur laquelle on prendra l'arc AL dont le co-ímus
foit égal a cv

 y & l'arc AB qui foit la cinquième
partie de AL 3 dont par conféquent le co-Îînus eft
с, ce qui donne une des valeurs de fa racine c í
lenfuite en commençant au point В on divifera la
circonférence entière en cinq parties égales BC,
O>, DE , EF , FB , & les co-ímus des arcs AF,
AC j AE ', AD 3 donneront les autres valeurs de la
racine с ( les arcs A F, AE , fe prennent en deicen^
jdant du point A dans la partie inférieure du cer-
cle , &! les arcs AC > AD , en montant dans la
partie fupérieure ) : car on fçait qu'une équation a,
toujours autajit de racines que le Problême qu'elle.

К iij
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exprime peut avoir de (blutions , &c qu'un Problè-
me eft fufceptible d'autant de (blutions qu'il com-
prend de cas difFérens , dont l'analyfe dépend des
mêmes quantités données & eil fondée fur des rài-
fonnemens tout-à-fait femblables : or on aura tou?
jours les mêmes quantités données , & il faudra rai-
fonner d'une façon femblable , foit qu'on cherche
le co-iînus d'un arc qui foit la cinquième partie
ëe AL , ou celui d'un arc qui foit la cinquième
partie de AFDL c'eft-à-dire de la- circonférence to-
tale moins AL , ou encore- celui de la cinquième
partie de ALDFAL c'eft-â-dire de la circonféren-
ce totale plus AL , ou celui de la cinquième par-
tie de A F D L AFDL c'eft-à-dire de deux fois la cir-
conférence moins A L , ou enfin celui de la cin-
quième partie de ALDF.ALDFAL c'eft-à-dire de
deux fois la circonférence plus AL : d'où il fuit
qu'en nommant С la circonférence &; A l'arc AL,
l'équation cv = i6c5 — lof5 -h 5 í1 donnera les co-
f ï . . г. . А С — A C-}-A zC — AImus des cinq arcs luivansj — э -- - 9 -- _, --- ,

г "^ mais on voit que AB = — , AF = -^IU,
5 5•^ CH-A A IC — A A_ - ,

дс г̂-5— > AE = — ; — > AD = — — , donc

• II eft clair auffi par la divifion du cercle qu'il
ne peut avoir que cinq de ces arcs , car en pre-
nant davantage , on reviendïoit fur les mêmes points
•de divifion , ï'équatioii donc ne pourra donner que
cinq valeurs de la racine c.
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On fera le même raifonnement à l'égard de tou-

tes les autres équations aux co-fmus, ioit que l'arc
AL foit moindre ou plus grand qu'un quart de
cercle j de forte que l'on peut dire généralement
que , ii ^ marque le nombre des parties dans lef-
quelles l'arc Ak eft diyifé, les racines de ces équa-

r , r j A C-^A Сч-А
tions feront les co-linus des arcs — . , :

л л л *
—A iC-ьА С —A зСч-А 0

> г— ? &c. & ces arcs. л л . л л
fe trouvent en divifant la circonférence en autant
de parties égales que л contient d'unités, en comr

mencant au point В э А В étant fuppofé égal à
AL .
Tf

C O R O L L A I R E »IV,
r 45. Si dans les 'équations ci-deiïus on fuppofé que
chacun des co-finus с, с1

3 c v l, &c. eft égal à = ï,
c'eft-â-dire , que l'arc AL devient égal à la demi-
circonférence (ßg. 19.} , dans ce cas en diviiànt la
circonférence , comme on a enfeigné dans le Co-
rollaire précédent , on aura A = тС5 BC =zAB,
AF == AB , ( F eft fuppof& le dernier point des di~
vifions ) ôc les arcs dont les co-finus donnent les
racines des équations , feront 4_C ^C f C |C-

- ^ ' > TI ^ Л

, , cveíU-dire , AB , AF > AC , AE ,
л л, .
d'où il fuit que les arcs 5 & par conféquent leurs
finus ôc co-fuius feront deux à deux égaux, & que
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ÎÎ л eil un nombre impair, le dernier de ces.arcs

.̂C1 C1 • • • • "
fera i_ — —, donc la valeur d'un des co-iînus fera

Л г

égale à —• ï.
Si dans les équations on fuppofe chacun des со«

finus с y c" , c" 3 &c. égal à ï , c'eM-dire , que l'arc
AL devient égal à la circonférence entière (fig. го,) t

alors on aura A = С , BC = AB , &: les aces feront
С о.С гС iC 3C зС 0 , n v j.— , — , — 5 — 5 —, 2_ 1_ ôcc. c eft-a-drre ,
л л л л л л л ' • •

AB 5 AE j AC, AD , &c. car á caufe du terme

£- э on aura<. A F = о : d'où il fuit que les arcs, &

par conféquent leurs iînus & co-fmus font encore
dans ce cas-ci égaux deux à deux i le co-fmus d£

"Гягс défigné par - eft égal à ï, &: fi л eil un nom-
c

bre pair , le dernier des arcs eft marqué par — „•

dont le co-imus eft -*• ï.

C O R O L L A I R E V .

4(T, Si on fuppofe que les quantités , a , b , h^

^, ôcc. marquent les co-imus des arcs A 3
 C ^

Л Аr> . д
4 /&C.-OU, ce qui eft la même chofe, qu'el-

A' *

les font les racines des équations aux co-imus , il
eft clair que ces équations font compofées du pro-
duit des quantités f — a, с — Ь> c -r h, c—4, &ci

on
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on connoîtra facilement le nombre des racines po-
fitives & négatives par les iïgnes dont les termes
des équations font affectés } comme l'on fçait par
les principes de l'Algèbre : ainfi fuppçfant cv = ï ,
les racines de l'équation i6c* — zoc5 4- ^c — ï = o,
feront exprimées par les ço-iïnus des arcs AB , AE3

AC j AD , (fig. го. ) lefquels étant égaux 'deux á
deux ( par le Corol. précédent ) , il a eft le co-fmus
de Гаге AB, il le fera auflï de A E , & de même
iî h eft le co-iînus de AC , il le fera auiTi de AD,
& parce que cette équation a trois racines pofitives
& deux négatives , il fuit qu'elle eft compofée dé
ces équations iîmples , с — ï = о , с — л = о , с — л

C O R O L L A I R E V L

47- PUISQUE les féconds termes manquent par*
tout dans les équations aux co-fmus , il eft con-
flant que la iommë des racines ou des co-iînus po-
iîtifs eft égale à la fomme des co-iînus négatifs ;
ainii dans l'exemple du Corollaire précédent z# -+.

L EM M E IL

48. «5*/ dans un cercle quelconque ARQSA ( fíg.
íi. ) décrit du centre О on tire deux dUmétres
AQ, R S , perpendiculaires l un à t Autre 3 (ë?- qu'on
prenne ßtr 1л circonférence un лгс AL , dont le

ßit nommé t , ^ Г лгс AB = — ,
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difuiß la, circonférence en- commençant ли f oint В
en un nombre de parties égales marqué par A 3 com-
me Б С , CD , DE , &C. ß outre cela on prend,
un point quelconque P dans le diamètre A Q , du-
quel on mené a tous les points de di<vißon les li-
gnes PB , PC 3 P D , PE , &с. je dis qt^en aura
PB1 X PC : г X PD1 X RtT X &с. = 5Т1Л — if *

ÕFA+ ОР1Л, /£ /Vtfv AL eß moindre que AR -, (^ч

•'j j / ^-^
PB1 X pç" X PD1 X PÊ1 X @>c. == ОТ1Л Ч- >í X ОРЛ

Ч- ÕP^ j ß l'arc AL eß plus grand que AR, mais
moindre que ARQ.

D E M O N S T R A T I O N.

Du point В qu'on tire le rayon ВО , & BN
perpendiculaire au diamètre AQ, & fuppofant О А
= ï , on nommera О Р , ^ , ^ , ^ , ^ , ^ , ^ ? . &£-
les co-iînus des arcs AB , AC , AD , AE , &c/ ôc
l'on aura PB"1 = fNl -h BÕ1 — - ON1 = ï — гах
Ч- хх , de même Fc1 = ï — г^л- -+• хх,& les arcs
AB , AC j font terminés dans la demi-circonféren-,
ce RAS du même côté qtoe ',1e point Pi & PÊ^=r
ï -h г.Ьх -h xx j PE1 = ï 4- z4* + xx j fi les aires
AD , AE , font terminés dans la demi-circonféren-
ce R Q S oppofée au point P ; & ainíi des autres,
Cela pofé , pour démontrer ce Lemme , il faut
transformer les équations aux co-iînus en d'autres,
qui fe rapportent aux lignes PB' , PC, P D f ôtct
pour, cet effet on tranfpofera tous les termes des
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équations, aux co-iïnus du même côté du fïgne d'é-
galité -, en forte qu'elles deviennent égales â o; on
íuppofera aufli i — г ах -t- x x = о, i — гЬх -t- хх
•== о j ï -ь гЬх 4- хх=_ о 3 r -i- i £лг -н лгл: = о , &с.
~, . , 14-лглг , хц-хл; ,
Ce qui donne а = , b = , — h• =s1 г х гх
* -Ir XX , I •+• XX i . i • ,

• j — k = —— . ou bien , parce que les со*
1АГ •' IJtf • i

fînus j ^л b 3.— h ,—£ , &с. expriment les diíféren*
tes valeurs de la racine с , on aura généralement:

dans la préfente fuppofition с = * "*"** ; fi on fub-

ftitüe cette valeur de с dans toutes les équations
on trouve cette fuite

ï — ï ex ч- xx = ô. i — гс"0*! ч- x10 =s o.
ï — zfV -ь л:4 = o. ï — а<-"'л;е -*- xlz = o.
ï — zf'V ч- л;* =s o. ï — rf V4-'x14 =5= o,
ï — zc'^4 -Ь л;8 = о. " &c.

Et puifque с , с", с'", &:c. ' marquent le co-fmus de
l'arc AL que nous avons nommé f dans ce Lemme, ort
voit qu'on aura cette équation générale ï — %tsc^ -H
^1A j lorfque AL eft moindre que AR , & ï •+• ZÎXA

H- x1*, lorfque AL eft plus grand que AR > car
dans ce cas les -féconds termes de toutes ces équa-
tions font précédés du figne •+• : or les équations
aux co-imus font compoiees ( par l'art. 46". ) du pro-
duit des racines с — a = о , с — £ = = o , .í -н У& == о ;
с ч- £=: о , &с. donc il s'enfuit que les nouvelles équa-
tions-qu'on vient de former , ou en général que

L i j
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les équations i — ихк -h #1A = о , ï -+• гtx*i Hh

s= о , font compofées clu produit des racines -

АГЛГ . ï ч-лгл; . ц-лгл:
6=0,

гл: гх гх

•t- £ = о , &:с. qui font tes mêmes que fes fuivantes
I ï — гах Ч- АГЛГ = О, i — гЬх^- хх =o , ï Ч- г / ? л г 4*

, 14- г / ÍAT ч-хл: = о, &с. par conféquentо

xlA= i — г<*х4-лгл; x i — 2 b x

x l Hr гАх -л- -x x x Ô^C. OU , puifque I IfZ

-+• #SA = АО"Л ï 2-í X ОРЛ -Ь ОР1Л, PÊ' X PC.'
PD X ôcc. = ОА 2- í X
^F. D. f

C O R O L L A I R E.

45), S f on fuppofe í = — i , l'arc AL fera égaí
à la demi-circonférence , on prendra donc fur la

' • ' • • - • Л.Г"1"
circonférence ADFHA (fig. гг. } l'arc AB = i-'

•'. ' : * ч. ' • • ' • " • -.---• . ^*

felon ce que nous avons fait voir dans l'article 45^
& du point В on divifera la circonférence en un
•nombre de parties égales marqué par * aux points
'©,, F , H , &c. les co-fmus des arcs AB y AD3 AFr

AH , &e. ."feront exprimés par les quantités, a,, b^h^.
4, &c. On voit donc que dans ce cas on aura r-~ztx*"
"rf- хг* = i -f- гл*л -H хл , dont Î2 racine quarrée

eft ï 4- ^A
3. ce qui donne ï •+• лгл = ^iT— • гах +lcx

— tbx + xx x. i - ь г А А - Ь л ^ x i-b
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ur. l'équation du Lernme , c'eft-à-dire > (№ -+-

OPA = PB x P D X PF X PH x осе, Ainiî fi on íup.
pofe par exemple -л = 5 , la circonférence étant
divifée en cinq" parties égales aux points B , D 5 F,
H ,, К , on aura OAr H- OPr = PB X PD x PF X
PH X PK = PB1 X PD1 X PF , à caufe que PB =*

PK , &: PH ==?!]), donc i -+• xs ' = i — iax -h xx

X i •+• ibx -f- xx x r 4- x. Pareillement fi.Ax=-í , Ia
circonférence (ßg. г 3.) étant divifée en frx parties
«.gal.es aux points 3 В , D5 F, H ,, К , M > l'équation
ci-deflbs deviendra ÕÃ.6 -H OP^ = PB x PD « PF »

PH x PK x PM = PB' * PD1 5 PF' ou ï H- ̂  =r

-Ь xx x ï -t- ^Ä" x i H- I* -t- л1 Л1 , р>ь

1С
'étant = i 4- xx , parce que l'arc AB ou — eft égal

à k fîxiéme partie de la demi-circonférenee ,, & par
conféquent l'arc AD eft un quart de cercle dont
Je co-íinus b eft nul,

Si on fuppofe í = ï , l'arc AL fera égal à la cir-
conférence entière , il faudra donc prendre (' par

• '• • • с • '
l'art.. 45. )'• Гаге АС == — , &' commençant au point

л
С divifer la circonférence . ( ßg. zz @r z$. ) en цп
nombre de parties égales déïigné par л aux points,.
E } G , I , &c. , A ; le dernier point des divisions-
fera toujours le point A : fi donc les co-frnus des
arcs АС д A E » AG , AI , &c. ac de la circonfe.--



R -E т> -v'-'c r: iro ;N
rence font fuppofés égaux à-, a,} b , h , k.3 &c., ï »
on aura dans ce cas ï — г?хлч- #1Л = ï — гх*-+- #гл

dont la racine quarrée-eft í -^ л1'1',, ce qui donne

x i &с. x i — гх^-хху c'eft-à-dire , О А*
_ ОРЛ= PC 'x PE x PG x PI &с. x PA. Aihfi fup-
jpofaht par exemple '*•= 5 3 & divifant la circonfé-
rence (fig- 2-2-) £л cinq parties égales aux points,
A , С , E , G , I , l'équation fera ÕÃ1 — • ops = P A
x PC x PE x PG x PI = PA x pç1 x pÊr

 э ou ï — x?

— *• x i — ZAJÍ -\- xx x i ч- г^лг н-хх 5 de mê-
même fl *- — 6y la circonférence (ßg. гз.) étant dû
vifée en fix parties égales aux points , A , C 3 E ,
G , I , L ,' on aura ÖÄ6 — ОРЙ = PA x PC x PE x

PG x PI x PL = PA x PC* x FÉ1 x PG , ou ! i — x6 =*

ï —r- x x i — г.лх ч- л- л1 x i Ч- гЬх-\- xx x i ч-лч
Si donc l'on unit enfëmble les deux cas qu'on vient

d'examiner fçavoir de t = ï , & í = — ï , il fuit
évidemment que;5 puifque j'arc AB (ßg. гг. ffi. 13.)
eft la moitié de AC , tous les 'arcs AB , BC , 'GD,
DE , ЕЕ a &cv qui proviennent des diviiions faites
dans les deux cas , feront égaux entr'eux , & que
par conféquent l'on peut établir le Théorème gé-
néral fuivant. Si on divife une circonférence de Cer*
de ADFHA ( fig. гг. & гз. ) en arcs égaux AB,
BC j CD , DE , EF j &c. dont le nombre eft eval à
г\ , & que d'un point quelconque P pris dans le агл-
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métré АО on tire à tous les points de divißon k s li-
gnes PA , PB , PC , PD , PE , @>c* ш лига. ОАЛ

— õp* = PA x PC x PE x PG x ф.с. & OÃA •+-
Op^== pB x PD x P F * P-H--X (gf-л en prenant ainß
ces lignes alternativement. On trouve une autre; dé~
monftration de ce Théorème dans les ouvrages de
Jean Bernoulli Tome IV- №, CLX,

REM A R Q U E.

50. QUOIQUE dans le -Lemme précédent &: foil
Corollaire nous ayons fuppofé le point P en de-
dans du cercle , on pourroit néanmoins en prolon*
géant le diamètre АО le prendrai Lors, du cercle j ô^
la démonftration demeureroit la même , fi ce n'eiè
qu'on auroit dans ce cas ОРЛ — ОАЛ , au lieu de
.ОАЛ — ОРЛ у qu'on avoit auparavant,

L E M M E 1 1 L

• 51. T R O W E& l'intégrale de U différentielle
9 J

•s — , ô étant égal л о , ou- à чп nombre entier
° '

S i^ on iuppofe б = о , la propoíee eíí -~- f la-

quelle peut fe rapporter à la formule générale

£ , dont llntégrale (pa r l'article 17, ) eft ^

--- V: on aura donc par la comparaifon de ces
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termes а — i . j '* '=, i , jf s™ ̂  т , &- par conséquent*

*

c|uron,tire une ligne АО — ï , (fig. 14. ) & .l'ayant

prolongée en Q -, de forte cpe O Q = АО } qu'on

prenne la partie O P =x 3 &: on aura /!_!- = ДО
r i-*-x

п- .nombre entier pofitif , on divifera 1é numéra-
teur x\dx par le dénominateur ï + # en prenant
J3 л- pour le premier terme du divifeur, ce qui don-

v'// jf

i -t- л

-,4** ч-

AWi 1'nn tire Г^ * *~* ^"~a ^6~}!
4J OU 1 СП lire J. •»— -- =с -~ ют. •— .— _u. j_ _ _ . _ _,

^̂

5
"" '"" АО

tinuer la fuite des termes dans les deux intégra-
les jufqu'à ce que l'expofant de л1 'devienne égal à
l'unité > tous lès termes de Да première intégrale

alternativement les iîgnes 3- ^ — , ôç tous les
termes
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.termes de la féconde ont Je íígne — ; par ce тоуед
on formera facilement les deux tables fuivantes.

5

6

&c.

I 4-*

ОР

^—
АО

——-—H- — —,л; ч-АО v-r^-i
4 3 г X A O J

'5 Л 4 . 3 Л
tf 'xí дг4 л:5 хг

4 . ^ 4 . Х . - - »
5 4 3 i l A O j "

M
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з

4

5

x^dx
I — x

Л ^ С А Р 7-А0 Ы-

т
*ь хг___

ЛГ4 д;5 д* д_ Г А Р Т

~~ ~ ^~ ~ * ~ А lio У

5 l J -
х^ tf лг4 л;3 x1 Г

*""" x L """" - ~ *^™" ~~~ "•" ~~~ ~~mX ^""Лчх Л ~6 í 4 5 . . » • - • Í

А Р \

6 j 4 5 . . * • - " — {.АО '

&C.I

6 ' ' - W 1.AOJ'

On fçait par la nature des Logarithmes que *^ АО

.AO IA py
L E M M E IV.

A • • ,.;• ..

5 г. 7 'RO V r 'ER l'intégrale de la, différentielle
Y U Y

. -- - , б étant égal à о , ou à un nombre entier
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t étant une quantité moindre que í unité.

PREMIEREMENT foit 6 s= о, & on fuppofera x —
4. . , d x du
*=v ce qui donnera • .— — •— : or1 i — ztx. -t- xx ï "— tt •+- t/u

l'intégrale de " • ( par l'art, гг. ) eft égale à

- -7 multiplié par l'arc de cercle décrit du rayo|t

y/i — tt s & dont la tangente eft" ou л- — t s c'eft pour-,
quoi qu'on décrive du centre О oc du rayon О A = ï >'
(fig- *•$• & í6') une demi-circonférence de cercle-
ABQ , & qu'on prenne OP = x , &: ON =• t, &
élevant jufqu'a la circonférence la perpendiculaire
BN , & tirant BP ос ВО 3 on aura 3N = î̂ «:

=ss ï — ZÎAT -i- лтл: s= ï — tt,+- uu ? l

centre В & du rayon BN on décrit Гаге *de cer-
cle С H qui rencontre B P en С & ВО..ед M

l'intéerrale de- •- — "'* - fera égale à r=- ч- Ò ;.ö ï — гîx •+• xx ö 1 ^>
(ßg. 1$. ), fi ^ eft pbs grand que t, ( Q eft la
quantité qu'il faut ajouter pour rendre cette inté-
erale complette ) i mais parce- qu'en íupoíant дг== о,
la tangente x — t devient égale à — f, ôc que l'arc
qui répond à cette tangente eft NH , on aura ï— •

==r ч- Q = о , & 0.= ^= *̂ , ce qui donne Гйиегга-
BN B^*

. , , ч С H ï ,__«„. . .
le complette égale a ==i. , ou _-^ r —^ (PBO)»

M ij
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Si x eft moindre que t, la tangente #—• t ou NP
(ßg. 2.6.) eft négative , 6c par conféquent aufïi l'arc

NC, ainfi l'intégrale de — dans ce cas

NC ' . t > • í
-* =i ~*" Q*J mais 1°гЦие # — о , la tangen-

te* NP devient égale à NO , & Гаге NC égal Я
NH

NH , on aura donc — ==^ -t- Q = о ^ & Q=

NH
•=i ce qui donne l'intégrale complette égale à

CH ï , t
^rz ou v t — ^ ( P B O ) : on a donc dans-
BN x — z"

les deux cas V t — ^ ^ P B Q ) pour rintégrafc

cherchée.
Maintenant fi од íuppoíe 0=* ï л puiíque x =v

У- í , on aura
I - ítX-b-XX I - #H-UU I -

or l'intégrale de - _" Д. Cpaf l'article 17.) eflr

I fi — ̂ /-r-^UuT •-_- I f I - 1ÍAT Ч-ХЛГ _ ^^

• mais

btt. ,o. ) = ï = BO

.Intégrale de -^—^ eft ̂ ^Î^TÏl PBOJ ,
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-it -t- xxdonc l'intégrale totale de - — — - eft ВО <W0 ï — it -t- xx BO

T^ ( PBO-
Par le moyen des intégrales des d.eux dififéren-

. j, dx xdx
tielles - ; — — , - •• • • • - j on trouvera fa-

i— - í tx -^ -xx ' ï — z tx -^ -xx 3

cilement celle de —, , car fí on divife le
I —— 2, t X H— * *

numérateur par le dénominateur en prenant xx pour

le premier terme du divifeur , on aura
•dx

z tx
г г х а х «— dx ï , r

'-> & par 1£ moyen des mte-
i t дг*

grales de - ; - , - ; - , on trouve-o j — ï t x -^ -xx ' ï — .ztx^- xx 7

ra celle de - ^— - - , car la divifion donneraï ... z f j» -f- д-д;

i tx l dx-—xdx
—.. xurx -т- — j wC ainiï des

ï — itx-+-xx l — гtx-\-xx

autres.

De cette façon on formera la table fuivante

M uj
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x^dx
, ï — г/л;-4- xx

О
I —Jfí

PBI
*B05

г

3

4

B * v

PB117 í-î -ь ±i=nvr=í; грвогС ВОЗ I—-íf ZT |_ A -L» W J-

лг» . ггл:1 : г PB
-Ь Aft t I X X -if 8 í3 4Í IDQ. ^ ^** л л л -ï- о*- ^ | BQ

8í4 — g« Ч-i ,
Ч-

X* .
-Ь x1 -H 8t3 A.t x д; 4*

4 3 . »
РВ> i^íf —•2oí3-f-5'-/_ . • . - v * J-* C * «**• —w* ï т * /- — •••

i 6*— i z«-H ï $^ï-b ^— Vi— t

[РВО].

5 4

-1;[PBO].
— Ilíí-f-I

ВО
осе.'

5__
' 3 г;

СРВ? 64r7 ""• H*ír H- 5^ f 3 •— 7f /—— гт^-п^т
isni * -1 T=TT Iv' -» [рв°1-

Qu'on ôte chacune de cês formules de fa preceden-
te après avoir multiplié par t celle qu'on ôte, &
elles auront la forme fuivante
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I

г — — i»— ï

fpBO].
f*3 iff — ч- I. --
3

— 4f^i— » [PBO].

3
_ - - — C .

x — ï W — г oft 4-5 1 ï — t Ч-i 6í4 — ï г

[РВО].
- ___ 4^-~"5| - ̂ j '^_ 8^4— *8tf Hf-

• '

í x x — 31^ — 4^4-
í ?5}ч-. 32/5— .3»*» ч-б^Т^» [РВО].
своз

:PB-
X X — <>4*7 _ x j ttf+j J 6*' yí í—Í 4- 64**

&c,-

Maintenant on n'a qu'à comparer les termes 'de ces
formules avec les équations aux iinus & co-firms de
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l'art. 41. & on verra clairement que tous les termes ici
font multipliés par les valeurs dés fmus ou cosinus
des arcs, double, triple, quadruple, &c. de celui dont
le co-iînus eil t ; de forte que f étant le co-fmus de
l'arc AB (/£.,2.5. (g?- ztf.) ôcfuppofant s= /T^Tí-j fi,
comme dans l'art. 41. on nomme í", í™, í'", &c. les
coiînus, & j", /'(, /", &c. les fmus des arcs, double,
triple, quadruple, &c. de AB , on abréger^, les ex-
preffions. des formules précédentes, Ôc on les réduira
en cette forte

4

5

-ЧШ-b''''CPBO].

Hj-tTBOl.

5 4 3 *
[РВО],

/л;6 ?"л-у

_

LEMME



DES I JíjT E G R A: L E S.

LE M ME V.

53. TROVVER. l'intégrale de la différentielle
TC Ó TC ï * . * ' - ' • " * - • ••*

étant égal л о , ou ù un nombre entier
l tX -*- XX

t étant une quantité moindre que f unité.
PREMIEREMENT foit 6 = 0 , ôc on fuppofera x -ь-

í== «, ce qui donnera ï -t-1** H- xx = ï — «ч- и и, ос

'. . ,. ' , — =' —.—- : or l'intégrale de — ' ' . ' " 'i-i-îtx-b-xx ï—tt.-^-w ö ï— tt-\-vv

'(par l'art, з'г. ) eft égale à la quantité • __ mul-

tipliée par l'arc de cercle décrit du rayon /Г~#>
& dont la tangente eil и ou x -ч- -t : c'eft pourquoi
iî on fuppofe comme dans le Lemme précédent OA
= i , (ßg. 15. (^- гб. ) OP = л1 , & il on prend
,OM = t du côté oppofé au pointP,.6c qu'on éle-
vé jufqu'à la circonférence la perpendiculaire MS,

-•бе qu'on tire SP ôc SO j on aura MS.= ^i —tt-9

& PS1 = ï ч- itx ч- xx = ï — '« ч- ww. > & fi du
centre S & du rayon S M on décrit l'arc de cer-
cle MR qui rencontre OS en L & PS en R f pn

dx MR
aura Г = rr^r-t- Q, mais lorlque xJ ï -*-гех ч- xx MS

s= о, la tangente MP devient égale à MO, & l'arc
ML

MR à ML , d'où Ton déduit =; •*• Q =- о , & Q,

• N
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ML dx

= — => j donc on aura /jMS i -Hzíx-bxx MS

J=7/T^ VPS©).
Maintenant il on fuppofe Osss r ̂  puifque # =»

i— í , on aur-a

or l'intégrale de " " — (par l'article 17.) eft
& . • .ï -r-'Jf.irt- «y r

 т - . - : ; .

* i f l
- = - - • - • — -v^

i- 2l ï

, , xá x - , „ c y~ l i j l * / - n r / ^ v v AГ : = SO<£74> (PSO). AyantJ -i •+• %tx -*- x x ISOJ x . — . « V . _' /

les intégrales des différentielles. —
c* i H- IÍAT , xx *

—.,. on trouvera celles de
,i-\-ztx '*+- A-..V t-'i-itx-4-x x

x^dx . , i t л • / m .
• , &c. de la même manière que dans
ï 4- itx -+• xx J L

le Éemrne précédent : d'où .l'on conftruira la table
fuivante
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о
I

г
<-SOJ "

"** " "I ~ ~—t**l '4*' —3 ? / riïrv-чт
3 T-l/x4-4»-i{soi rzr '̂-'̂ P50]-

*5 i^1 , f PS V

4 J - T" -H 4« ~ ï * * - 8* - 4* { go Í.

^^v^7~

I Ч- itX-b- XX

O Ш i- -- — VT^Tr fPSO).
tsoJ i — ff l y

г*х*
ь — 8 í J — д.t x лг 4*

P$l ï6t! 20f4-5f ' '

, ï— tt
[PSO].

I2W-J-I
5 4 ~ 3 . г - ' - - . ' -

18«-1
• /Í . i.

— i v4 _
 8íí — 4*

6 5 4 3
.ve1—,2 z^ — 3 zí7 -4--6í x

^7f [PSO].

Si on ajoute enfemble ces formules deux г deux
en multipliant toujours la féconde par í, on en forr

N i j
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rneroit däütres dont les termes , comparés avec les
équations aux fmus &: co-fmus de l'art, 43. fe trou-
v.ent multipliés par les valeurs des iînus ou co-iïnus
des arcs multiples de AS , comme од,a trouvé à l'é-j
gard des formules du Lemme précédent : fi donc;
l'on nomme s le fmus de l'arc AS dont le co-finus
eft t, ôc s", s", sv , .& t", /', tlv, 6cc. les fmus & co-
iinus des arcs, double, triple, quadruple, &c. de AS,
on formera la table fuivantë femblable à la troiiié-
me du Lemme précédent.

dx

-Lt x -*- ЛГ.А;

4 • з
5

5 4
[PSOl.

вес.

5 4
[PSO].
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34- Si on fuppofe le co-íínus t =-.o,. l'arc AB .pu AS
devient égal a!u quart, .de до1^;<АЦ>'.§5 Ifangb PBQ
ou PSO égal à l'angle PUQ \ d'où il fuit que les ta-
bles des formules des deux derniers^ Lèmmes fe réu-
niront toutes dans une feule qui еД la fuivante

I -t-XX

UO [PUO].

*_uo[PüO].

3

4

5

6

l

&с.

---»H.

±1—*4-UO[PUO].

v4 jç'' " f" P TJ X

4- l

fl — í l^x— UO [PUOJ.

-'.• Après tout ce .qu'on a expoie ^ans -les Lemmes
.précédens, & les différentes formules qu'on y a con-

N iij.



fóí *з ;r IR Ë^U-C :т д õ № fi -::
ftruit , les calculs;,qu'il faudra faire pour trouver les
intégrales des 'dirFérentïelÎes complexes', feront '{im-
pies "&•'•• ladlés- *.; onr<*>ffimencera par les dirFérentiel-
MÃdóitelês dénominateurs font •-. des ï binômes.

»4 '-- *-V^>J ' -i Ï7 - т •• • -

Des\ $1$с$ецЦс1&* bmomes.

P R O:XB L É M E I .
55. TROVJSER twtçgrale de la différentielle.
f

Т") 7~я """" * dz J \ / . r ft- /» • ï '^__: _ ^L.- ешьмпе .шШоп ршгуе pas. plus.
t-b-fg * K 1 ,t J c c

grande que l'unité.

ON fuppofera £/££ = x, ce qui dbnnèiio?

• я

•л, ч ьd ou. Ion aura _^ _ > __ -—— X - '•—- — *
i-bAV[.0-a^j4/ir:>vi.=t--^: -

D/A— ^ \x*— ldx , r,
 J .1 . . ? , ' i±_v/y -- v -- : C€la. pole , il peut arriver deuxЛ L • -•

cas , car ou A eft un nombre pair ou impair.

P R-fe'-M ï E к° Gr AS. „r.
Lorfaue *. eß un nombre pain

*• , ' - • • - • » . . . . - • - -

Du centre О & du rayon OA = ï ayant décrit
oincHemi-circonférence 4e cercle AD.G., (/%. 2-3.)a oh
k :divifera-en au<#nt d'arcs égaux AB, BC , CD , &c.
que le nombre л contient d'unités , & on prendra
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OP = x , & du point P on tirera aux; points des
diviíions pris alternativement les lignes P.B , P D , C

PF-, &c ; & fi 00-nomme , a} b , с, &c. les co-finus
des arcs ДБ, AD, AF,&c.il.«ÛJclair.;parl'art,49.-quç
•_J___; _ __ J__ y -* ч, Г ":^
1-4-дгл ï —- 1дл-+- лл; i — гЬх Ц- ^л- ï — гсх--\- хх

X &с. ( dans ce produit les co-ímus л, b , с, &с. font
précédés 4ч %пе т" òu -*Ь jTelon, qu'il? s'étendent
du côté de P ou du côté oppofé ), il donc on mulr

tiplie cette équation par.ArA , ou ce qui revient au
même, qu'on multiplie le premier membre- par хл$,
& chaque -produit 4u fécond par je x , on aura1 l . •' ' : « l 'Л С J 'í

д-л хх ____íí. . v •*•*
i -+- Д-» i —- гах -Н'Л'лг - i ü— гЬх -f- лгд- ï — гсх -f- л-дг

•X &c, &; prenant la différentielle logarithmique de
cette équation {par?l'art.,z 5. ) on trouve/a Лл1-— ldx~
ХлЛ—Л^А" » ал ̂  ar— íxdx

• . - • • - - л^-т .mais parceque А^— i^ ---- ___ = ___ -;> st
.-ĵ  ^ _ ; i a d —

"~'iaÄ' -f

4-

. x '
"«- 2 л-^д: ал1 — 'í/*1— -

aihíi des autres y ron déduit = ~
r •+•**' i— га

• A ' ' - -r •-HT- ôcc, ôc m-ultK- -- •
I — • » Z P* Hh- лгл; • - I — • -ZíA1 -{— л-л;
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..''.' 4 лг/лг ' г d x — • t. А х а х

pliant le tout par x . —.-̂ - = - ; -- HГ Г ' ï -f- -x*- i — г л x -+- x x
ъс1х •— i b x d x ïdx — ï c x d x 0 ь v -1 Г •• j- &c. dou il luit que

±
.. .,

гсх-ir-xx

-*/* ' D '
"^ 1-*-л;л я/ -

ixf — ldx — ibx'dx zxf — ' dx -

i — гах-\- xx i — гЬх -+- xx i — гсх -+- xx

4- &c. or les intégrales de chacune de ces différen-
tielles' fè trouvent par les deux -derniers Lernmés ,
donc on aura l'intégrale totale. Ce qu'il falloit trour

yer en premier lieu.

S E C O N D C A S ,
Lorfque л efi un nombre impair.

AVANT fait la même conftruéHon^ que dans le
tas précédent , il eft clair (par l'art. 45. &: 45). ) qu'où

x x
xx

Y — Í— 3 & parce que la différentielle logarithmique

de — — eft — — — , on trouvera -de, la même manière
I -+-X . • - .

hue ci-d^ûs: А x ÎLL
-1 « - * - ' . "^ **— * ï — 2**

-- ; -- : or on
i-j-л-

les intégrales de toutes ces différentielles par les
Lemmes préçédens, Ce qu'il falloit trouver en fe-
;cond Heu.

PROBLEME
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P R Ó B L E M E I I .

fintégmle de la, différentielle

•- — . yV"^, ^ étanf une frafition poßtive-~pab-

grande que l
ON. íuppofera comme dans le Problème précédent

T =*, d'où l'on déduiraff ' ' '—/ч; «г**-*.
X ^í — > & Ton voit que les deux cas du Pro-

blême précédent peuvent encore, avoir .lieu ici > c'efl
pourquoi

P R E M I E R C A S .

Lor/que A eß ш nombre рлгг.

. SuFposANT-ici-encore la même conilrucHon que
'dans le Problême précédent, on tirera aux pbints
A, С , £, &c.. les lignes P A , PC , PE V &c. & on
déiignera maintenant les co-fmus des arcs AC, AE,
ôc<fc.;crar les-:le.ttffes , *з &, ôcc.-ce-qui étant fllppo-;- •-: •••• ~" - • - • • . - . , . . t. j
fé,ori aura (par l'art. 45. &: 45;.) ï —.x* = ï — x

X ï — i*#..=b•**. X ï — î-^ 4- ^л-.Х ôcc. X ï H- лг, CE
xx xx

onne — т т- ; = —-— X-
ï — . г<гд:

ôcc. X — ~- , d'où par un calcul femblable à celui
I -T~* *

O



R "E b и- С' т ï ON
du premier cas du Problême .précédent , on tire

dx гах — г л х А х id,x— ъ Ь х А х

" T^x • ï — г A \x -f- л- л1 ï-— -- ""*"*'"

'. , . _ ,
'par conféquent on trouvera" par lés" règles1 cléja d
';nees l'mcégtale с11ег<ШеТ;.

S E C O N D C A S .

Lorfytte л efi-wrí nombri 'impair.

TOUTE la différence 'He--ceviëus aa -éSe t i t

qu'on a ici ï — лгл = ï — x x* i — га x •+- 'x x
'-

X .;&c. & gar' '

xx

tutiree:öüi -eft" de lá différentielle B54 -
<г

comme elle -eft égale à cette autre — —5.L..:—3*

ïpn en aura l'intégrale,par;leJ?roblêm.e..precédent.
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COR Ò L L A l R Ë

57. P u is QUE 'dans' lés calculs précédens on a

pris OA,=f== í j OP^;*r^;^Îilï,, Й- sienfuit que, Y

OP . О А :: îif— . ï :: .5— • v'- , cette manière d'ex,
' . • - ' : e ; ' / - / ' .

primer le 'rapport de "OP à О A fuppofe 'qu'on ; y
rwr.erid: les^-auafititësV'^/j^j pour pofitives ,' foït qïfek-
lës'foient ройше.^ :oú négatives dans la diiFérentiellë

f '• - •'- t • •-

л» - *tí?f^ . ,, Г J
^3: > mai* /h; on veut conlerver dans cette

"
proportion lès. quantitçs ,ayec les ;;même? -^
qu'elles ont dans la différentielle , il faut , lorfque
l'une des deux quantités, e 3 f, eft negative, ex-
primer ~la proportion -'ê-n cette ^ façon , OP-'1. OA : :

- ' "" r ' • ' ' ' • ' " '. . . . . , . _ ; . . - .
., a—-1,;- pour, que ié\ rapport 4e OP à OA Foie

réel: c'eft cette dernière manière dont M.
íè- fert dans lès -tables.

A v EI SL o* í s SE M,,E N T.

P O U R éclaircir davantage la théorie qu'on vienc
de donner j nous allons l'appliquer à quelques exem-
ples , lefquels поц£ crappoftderons aux tables afin
d'en faired voir' /en,- ilîeme temps là'conftm(iion-:r

mais pour entendre &: comparer eilfémble les exem-
ples ôc les tables , il faut içavoir que le rayon corn*

Oij
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mim OA de tous les cercles dont on fe fert eft (up*

pofé égal à l'unité, ôc que O P = ^ , que les arcs

égaux dans lefquëls la circonférence eft divifée font
, AB , BC , CD , ОД, £c. que. ß maíque le double^
du co-fmus ос Ф le double du iinus de l'arc AB ou
des arcs qui ont Je même imtis ôc eo-finus que AB,
•^marque le doublé du co-iîrius ôc pc le 'double da,
Înùs de Гагс AC , c'eft-à-dire de Гауе double de AB^:
^ ;màrque le double du co-fîniis" èc ^ -le 4°.vibie da
iînus de Гаге triple de AB , & ainfi de fuite.

FR EM-Í E^L^B'X E^MP L;E,

« SolT pro'pofé de trouver ̂ hiitégraleïde la- difiFéreni;

tïelle — 5̂ 1-— — — '> . dans ce, cas on peiit fuppofer
- :: . -. Í-H./V . ,'. : . • • - . ' - ; -up í г-: : ,,ГГ:

^f^.Vy.oç л==: ï з on différa donc la demi-circon*-
férçnce^ . А^ВД )%. гу.) en une feule 'partie ( par Je
feèonarcas "d^^l'art.-^Y^v, c'eft-a-dire , ,on tirera le
diamètre AB r ôt on aura par le même article

^Il^i^Rx^ , dont l'intégrale par la
^-fr-/< . D/ • I 4-Х •

première tablé de l'art. 51. eft—/— J : pareillement

l'intégrale de _5— -- _5 par la féconde table du
> о -- Г

\ D /A P Л .'. /n
ou , en prenant /

pour une quantité négative.
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S E C O N D E X E M P L E .

SOIT Ia propoíee u3_ll -- —: on aura JN= ï ,
• . , .->-M# : • • • • ' : ' -.

л 5= г , & le premier' cas cíe l'a'rt. $ 5. fait voir qu'on

aura l ! Œ ^ v / V ^ - > & q^il fautdivi-;
, e+fz? . •» / 7- г-Ь** А

fer la demi-circonférence ABC 0%. z 8.) également
en deux au. point В : fön intégrale donc par la ta«

blé de l'art. 54. eft ̂ /- X гВО (РВО) =,̂ /

{ PBO ). Si la propofée étoit 5S — _ x> г. Г e~z ; - *•*

-^£-4-.-—- (par le premier cas de l'art. 56.) fon
D "f

intégrale par les tables de l'article .51. feroit ^*C-X

D /CPy
со/ I \Ao) ==17/ г АР/ •

T R Ö IS I E M E E X E M P L E.

QU'IL faille trouver l'intégrale de cette ditféren-

J)^YH—i^<7
tielle -~—;—^— dans ce cas jx= ï, & л = з > donc

D ,77
le fécond cas ; de l'art. 5 5. î———^ ==. ~^

—ï- гйдг^дт /rf*1

-, ia acmircirconic
AT ' •

O iij

га^-^xäx _*_х__ la 4enû-circonférence.étant
! — гях-^-хх i-Ьл:
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fuppofée divifée en trais arcs égaux AB , BC ,, CD ,
(ßg. г<>. ) ßc a le co-fmus dé À В : or en compa-

rant la différentielle .*- .• - avec la formule de
" ' '

la troiiléme table de l'art. $г , on trouve G =» о , ôc

í == a, donc ibn intégrale eft — if (но)

(ГВО) , mais zí=/3 , & и = 4 , & /— d— === г
I- -4- se

j1 : donc

." ' _ . г i r / . v r ••.DsL.T.J-rr.Et fi la propole« avoit cette former r • ^ — f
elle eft égale (par le fécond _ cas, de l'art. 5^.) à

D ,.7? ^^ гад?-4- г^д-ал; . ,
cette autre — \J*-î- x -- - -F- . , — ; - , b étant
• *f e e I — x l -t~2, Ьж - + - - X X - , - -

fuppofé le co-fmus de l'arc AC j donc par les tables
des art. 51. & 53 , on trouve ере .l'intégrale déniant

dée eft^2xep-,{g}-H(PCOb puiíl

que. Гаге АС a le meine íinus ôc co-ílnus que l'arc
AB л fi ce n' eft qu'il faut prendre fon co-iiiius né-
gativement. :

Q U A T R I E M E E X E M P L E .

S O I T maintenant propofée la différentielle

D^.7" — rrf? ч 0 . r.•• — ЦГГ» — ' ou «ГАЗ а ÔCA=J , ce qui fait voir
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la" demi-circonférence étant divifée (fig. $\ф®\
cinq parties égales AB, BC, CD, DE > EF a& les
ço-imus -des arcs -ï Aß ^ AD étant marques par, Л д £ ,

on aura ~———-— = —- {/Q. v ,гу * *«/*fW.*
, . e-b~>f-\> - "/ -,ee i—— г л л г + дгл- *^

~Ъх1ах-±-гЬхьЛх xldx . ' ' " t , ï , «. 2_ j : or par la table de 1 art. <i.
ï H- грл1-!- -f-*1 i Ч~ * : J

ч- i/' (PB05 ï & par lá table de l'article 5 3.
.-/lAr'iiv.rt- гед:3^лг . , , Ztí ш ГР D"l - ,„
/* - u_ - -- íaa. — - ЬХг — l Ô Vtf — l Ã w / - > > 4^ l J "

^ I -f- 2 ̂  Л -t-ДГЛ- iDOj

{PDQ)i,,& par Já table :de 1'art- S11-/^;-—:-^
Г F P T

*--.x'-4r i IPQ} i do.nc l'intégrale totale fera

** Pp\-
-*• T - * •*" f IFÕ/Г

H- Or obíèrvant la loi touchant les finus &:
pofitifs ôc négatifs donnée dans l'art. 41, on trou-
ve a^iS/W'sssy, гд'" = — y, zi'"= % , pareil le>
ment г£ = — y, 2^"=s — |8, i*"' = j8-, и"'« — 4,&
par l'art. 47, on a ß^— y •— - i =s o , donc on déduira

т IA v- r/ v"- c-1
- ==..— SI + ?± -нЛ = oj &par
a a. - • a. 2 A
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irtltoe raiíbn — mV— гЬ"х — x == .-— ух -»• 0* — í' Я
= ó > par conféquent l'intégrale totale Ге réduir à

ÍPDO).
On trouyeroit d'une façon femblable l'intégrale de,

C I N Q U .1 EM E E X E M P L E .

propofée ед..4егп1ег lieu, la différentielle
' ' '

™1" l dz f •
—J± : dans ce éas on a > = 5 , л^ f6'T"<?eft

'•••/<! ' . : • - .
«ourquoi 011 -divifera la derni-circpriférence de cer-r
clé en fix parties égales aux .points В } С , D , E ,
F, G, (ßg. зг. J .& :hommant <г le co-íinus delj'ari:
AB j ^ celui d4 l'atc ÄPr,; ou- aura o pour le co*
{mus 4e l'arc A D , Ôc le premier cas de l'art. 5 5,

' '

'
~ гх+ах~Ъ- -i.bx^dx г ,г ~ -. t i t •

_j • & faifant ufage des "tables
lH-лглг i -Нг^Ч-дг* Ь -

données dans les articles 51, 53 , 54, on trouvera
<jue la fomrhe ,dès intégrales de ces trois différen-
tielles eft •*• - '-- - - •••''-. - - ~~--- •' -; -

D
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D g f '
• • -í -- . • — '** • - . 4-iDO(PDO)

-

. 4 3' • , . . - . - . . . . , , • ' . v . . » .

Or en prenant des~arcs~, double ,"triple , quadru-
ple , &c. des arcs AB & AF, on aura \a=^ гй"=у,

d'où .l'on déduit т— -*
4

о (par l'art. 47-) &— ̂ ~ ~ === ' о,' aïïÏÏÎ

— г л1"* — г ̂  —• г i'^ji =» ч- y>f '-i^^Í'* ч- yjtf s=s о :
,•„, . • . . . . . ; • - • ' J) 6 ~Г

il fuit'donc que l'intégrale demandée eft г->У-, х .•*- ßx - -• '•' с/ . _ , . » ^^ ч-ir- -'--.••- HT ' ^ -•-•.-• •-•'л

'ГРР7 .
^IFÕ]^^ ( P B Q )- iDO №РР.)--ь^

(PFO),
De cette manière on pourroit fe propofer des dirfé-

tielles-en aufli grai^d t^ombre qu'on jugeroic a pro-
pos, & par'les mêmes régies on 4rouveroit leurs in-
tégrales , lefquelles ne cpntiendroient que des loga-
rithmes &c des arcs de cercle , puifque tous les autres
termes étant multipliés par la iomme des co-iïnus
pofitifs & négatifs néceiTairement deviennent nuls
(par l'art, 47.),



R E D U C T I O N

R E M A R Q 17 E.

LA méthode qu'on a donnée pour trouver les in-
tégrales des différentielles conipofées paroît aflez
fîniple , .& une conséquence naturelle des principes
& kmdemeris dè'la théorie que nous traitons, elle
femble lui être tellement appropriée , qu'elle dé-
troit fé préfenter á l'efprit la première) on ne peuc
juger fi c'eft la même dont fe fer vit M. CÔTES où
àuelque. autre., parce" qu'on, li'a' jamais rendu autre
chofe publique de fa méthode , que le Théorème
de la divifion du cercle dç^né.. dans l'article 49:
Muis-'-qtiél̂ tres avantages que puifle avoir cette rnéf
thode , il y en- a néanmoins / encore ^une autre, qwl4»
quoiqu'on n^y pärvie.nne que par un plus' grand
nombre, de principes & des détours, plus xechetchés.,
cependant emporte iùr la précédente en ce qu'el-
le eft plus générale , ôc donne des fölutions beau-
coup plus, iimples ôc plus élégantes > c'eft pourquoi
nous ferons nos "éffóttsHÉfe1 €c»hneç иде^ explication
la plus claire qu'il fera pofîible.

Autre méîbode four trouver les integrales
binômes,

LE M ME I.

58. R E D U I R E 1л fraiïion générale

- — —r: — . 't ,'..-. . > • . - . ! — -. en plußeursL -f- MAT -\- N* * -f- P*-» ^- U*A f J
ßmplcs , lexpofant ô étant fappoß moindre que
L j M , N, &c. des quantités données.
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It faut trouver les divifeurs du dénominateur L

Ч- MX ч- Nxl ч- Px5 Ч- 11хл, ce que l'on peut
faire en fuppofant'L 4- MX 4- Nx1--^ Px5 V..^.."-F-
U#A = о ï:& cherchant-les racineside cette .équation,
"puifque les^ racinesd'une équation en font toujours
des divifeurs : fi donc on fuppofe que ces racines
font e Ч- fx = ô , 'g '-ïr hx ===o , 4 Ч- ?x '*==- o j í

on aura L ч- Мл- ч- Клг1 Ч- Рх?

*'g-*- k x x 4-Ь/л- ̂  ôcc. on íuppoíèra en fecond iiett
• Â » • • • • • • • ' - A B

..x;

-4- ôcc. ce qui donnera
" • : * ' -

Ix x &с. -4- В x e .-*• f x * 4;--J*r-Vx x бес. ч- С
; j У . ' " " - ' ~" ' • - • . }

ч- &с. Pour abréger les

expreffions

Q j í Ч-/л* x 4ч- 7* * &с. = R, ^ 4-/V x ^rt
Ôcc. === S, 8с L Hh- Мл- Ч- NX* -ь Px} Ч- Ux* =
К, on aura donc x9 = AQ Ч- В R ч- CS ч- dec.
mais la fuppofitiòn de e Ч- f x == о, donne x =

í— >, x9 === — ̂  , ôc R = o , & 5 = o , Sçc. d'où

f од tire dans" cê cãs ~yr '== A Q , & A'==-"_ /*,
-. г Q

mais e-*r fx x Q == JC , & ртедаш: la différence
P ii
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f du x Q -t- ̂ Q x* -í-/* = ^K » ou* Plutôt Puif(lue

«ï ' Г f-^ ^^= x x = <ÎK, & ainfi = —

. _

mettant cette valeur dans l'équation A .__== _J^_ , on

— j
aura A = -

M— iNx ч

Pareillement fi юп fuppöfe ^ Hh ̂  •= о -, on aura

conféquent — r = BR /'ос В = __^ ,mais
_

que К == g -7+7 .^^ x R pu aura ^K. = &&• к R -ь
x~ g-*-hx , & dans ce cas Л К •== Ых x R, ce

лк
ui donne R = J£ , d'où Ton tire В = __^ -=-

L'on trouyeroit ,de la même manière C ==
" ' *>w , '

— ir* *
— "гпг, j & amfí
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des autres. En mettant donc ces valeurs de A, В,

С, Sic. on aura
L -f- MX -h N*1 -4- P*3 ...... 4-

-ÍL+ -J ÍL- Ч- -?•— 4- &c. С. Ж F. Г,
' ^

C O R O L L A I R E L

5 p. Il eft donc clair que, puifque les 'valeurs de
'A , B , C , ôíc. font toutes femblables , on peut
tirer une règle générale p6Ûr réfoudre une fraction

tompofée '" . . - __JL^ - rr-en pbfieursr L -h Мл: -H N*1 H- P*} ...... -ЬШЛ r

fractions ßrriples telles bue — -- -- ~ . -- :
f . - . Я :.., e,.^.fx3i-\-hx :> t-i-lx*

&c. г car 'on voit que la-valeur d'un, terme quelcon-
que , par exemple de В , eft une fradion dont le
•iiumérateur eft égal à лгв x h , &: le dénominateur,
égal à la dirTérence du dénominateur de la. fratlion
propofée divirée-рат dx ,; en mettant : dans le numé-
rateur &: dénominateùf la valeur de x tiféef de l'é-
quation reipedive g ч- t>x — o. On doit obferver
que les numérateurs des valeurs de A , 'B , C, ôcc;
ont le figne •+- , lorfque б eft un nomb re pair en
V /comprenant lé o Von dblt: ëricoYe "y ííibftituer le
íiffne ч- lorfque les valeurs refpe&ives de x íont
poíítives , par exemple , fi les divifeurs du dénomi-
nateur de la fraótion propofée étoient e — fx , (^—
hx , 4 — l* л &c y car ^es valeurs de x dans ce cas

feroient H- ~ , -h -|j- , 4- -y 3 &c : auffi dans ce mc-

P iij
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cas le dénominateur de la propofée auroit cet-
te forme L — MX -+- NX* — Px} . ..... -h Ux* pui£-
que toutes fes racines font fuppofées poiitives 5 .d'où
il eft évident que les termes ties dénominateurs des
fractions égales à A , В , С , &:c. ont toujours al-
ternativement les fignes -H ôc — ...

Ce qu'on vient de dire s'eclaircira davantage
par l'application qu'on en va faire à quelques exem-
ples. Soit propofé , de décompofer la fraótioâ
Г ,: . . . . S- • t.-^^-'i^-K^'-^^V'Î^^ï'ii.. . ' • > ' • - .C.,.-.,._i j A В ,
• . . — ,. en ces deux autres — — ч --- r- .
e -+- /A x _£-+-** e-Jffx g-irbx*

dans .ce. ca|eon 5ia^^ === т-, donc 9 == о a 'ôc iuppo-

îant e -+- fx = о 3 on tirç ̂  s=f^r-^ 4опсл;г;раг Ла

règle donnée ei-defíus , If „^numérateur de la fraction

égale à A eft — т,Х/=/>& puifqùe la diSren»
/ • • • * . - ' " -. -, ..... -:•-,, j;, .

hx t&fdx X g
Л? &: mettant

r-- 1 au ]ieu de ̂  , donc le dénominateur de la fta6tioa

égale â A eft/£ — ̂ ^ ? par conféquent A = — ~ .

on trouve de 1з- même maniéré , en fuppoiànt g -H
b ï * • /"

0,B=-7 - >r , donc ̂  -- - , -- - «a -;i -
^^ — /g

Pareillement pour réduire la fraction 7- - ii—-
i Я5.— .<14-^—
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on fuppofera que les diyifeurs du dénominateur

— g^-b/X.—e font **L— ****,—• Л
А В С

que ~̂:—- = т Ч , -i
Л. А„1 л-я-1 _l_ ff _ P v f * 1м . /

on a donc ici 6 = z- ,- ôc la íuppófitioh de x,^ — k
k

a=o donne ^. === - j & la difFérence de H' ""^l -H

Д. — e ou de ъз^-k x л д.— • / x /*^^n»» divifée par
ï ' . ----- " " ' ' ' " " V" - • • • \ " ^ : A '" ; '" • ; , " ' "• ' " • ' - . Д . , -

eu y fubílituant - au lieu de ^ eft égale à

x *,-— •

к, х,
kk

d'où l?on déduit A *= .'y'
:!— Tw&g-j , . . > par uit- — x.*"x "A ~ ^ :v

crilcut- iemblafcaë^efi? íujppoíànt Л^.— / = о on trour
•' «' ' l l

ve В =;— ___ ^ . ---- '> & en

• • ; , . . / - - . r r . n .
:.=s o , G = .i—' — L : li on iubíti-

tue ces valeurs dans les fractions iîmples ci-deflus ,
ta fomme de ces fractions égalera la propofée,

6o. Nous avons fuppofé dans le Lemme que
l'expofant 0 de x dans le numérateur de .la fraftion
propofée eft moindre que ГехроГаш: A de л1 dans le
Dénominateur , ce qu'il eft n.éceíTaire d'obferver i ôc
la raifon en eft que dans la Tomme des fraâions
fîrnples auxquelles la propofée eft réduite , la va-
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liable x ne peut avoir un expofant égal ou plus
grand que celui, qu'elle a au dénominateur : par
exemple , .qu'on fuppofe une fraótion donnée rédui-
' : ' - • ' • " - " . " Á - B C т
te en ces trois --- \ --- •- ч --- , puilque

* - • • - Г ^
les quantités A 5 В , С , font données , il eft clair
qu'en prenant la fortune de cette manière" - -
A xg-htax £ч-/лг4-Вхгн-/л: X&4-/X4-C x е-ъ-fx

x ne peut monter qu'au quarre dans le numérateur^
au lieu que dans le dénominateur elle monte au
cube. .On ypit que Ь même raifonnement a lieu
dans toutes lés autres fractions auxquelles on fup-
poiè qu'une fraction donnée ëft réduite. C'éft" pour-
quoi s'il ' arrive qûç-daciç la propofée - -

'
f - ÏT - ^n — FTT — — • T-T > í?expjQ0nt ô foit' égalL ч- M* ч- Nx2- •+• P*3 . . , . . . ч- ÎJ^ .. -f . °
ou plus grand que л , il faut préparer la
dïvifant le nuiké^ateur; :̂4è: »pmin^teur enforte
qu'on prenne U^ pour le premier terme du divi-
ieur, ôc continuant la divifion jufqu'â ce qu'on vien-
ne á une fradlion , dans le numérateur de laquelle
l'expofant de x eft moindre que л , & cette demie-;
re fradion fè réfoudra par la~ règle précédente. '

• C O R O L L A I R E ' - II ,

61. Si la fraótion propofée avoit cette forme
a ц_ bx •+- -ex1 ч- № ч- Sec. . / - i l

J [ exP°fant de * dans

le
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le numérateur étant iuppofé moindre que л , on la
réfoudroit en plufieurs frayions fimples de cette na-

A R Cture --- j --- r ч --- + &c. par la même
' - • • --Ьх - - Г

méthode dont on s'eil fervi dans le Lemme : car
fuppofant L -H M* 4- NX* -ь Px5 ...... -+- и*л =

x g ч- АЛ- x 4 -H /# x &c. = K0 & donnant
ici les mêmes valeurs à Q , R , S , qu'on leur a don-
né Sans le, Lemme , on aura a •+• bx -+• схг ч- №.
4- 8tc. = AQ •+• BR -ь CS H-^ вес. ft lorfque- ^ 4-i

í / e » e i r v f f î

= о , ou л: =. - - , A - A j +*c— — *~

&C. = AQ , & puifque Q = = - -

..
/ // _ /— on déduit A =;

'+ t" — jxll H- Kc. к f
- - — — — - - * - j de la même

manière en fuppofant g •+- hx = о , on trouve В =;

fuppofant
a — . -Ье- и- cj£. — «Г. Ч- &c. x

/ // / '
4^/Ar==o,C=
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& ainíi des autres. L'on voit donc que ks valeurs
de A , B , C , &c. dans ce cas font femblables à
celles qu'on a trouvées dans le cas duLemme5&: qu'il
n'y a de différence que dans les numérateurs qui
changent fuivant les numérateurs des fractions pro-
pofées.

L EMM E П.

SOIT propoß de réduire la fraiïion - -
X* ' *

• - - — - - • en plußews frac-
L -b MX -H - S -- * Г J J

fions dont les dénominateurs foient trinômes > comme
А ч - В д г * С-ьРх E -^Fx

a H- ex •+• cxx e +• fx -it-gxx h •*• kx -*• Lxx
on ßtppoß encore que ô efi un nombre moindre que

Il faut fuppoferL-ьМхч

- fxx x e -b-fx -b ^хл: x b -t- /Êx -b /лгд;

&с. on fuppofera auflî /ч- /* ч
&c. = Q , а -*- Ьх -ь í-лглг x h-b-kx-*- Ix X x &C.

л. s а 4- b x •+• f x x x tf-i- /x •+• g x л; x ôCC. =* S\
A

cela poíe, on aura —
L ~T

Ач-Вл? Сч-Dx Еч-Fx 0 n&c. &
bx ч- Лсд: . e -\~fx ч- gjfjí А ч- Алг -ь /лгл;

xQ-hC-bD* x R - ь E-b F* x S-h
&c. mais íi on fuppofe л 4- bx •+- cxx = o, alors
on a R = о,. S = о,. SLC y ë£ par conféquent л-6 =

A - f - B Ä ' X Q j Scfîles racines de l'équation a •+- bsf
cxx = о font m -*- »x = о, p -ь ^^ = о, on
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m P \ Г ' m

aura x = , & AT = — -ï brique, л- = — — ,

, m m j
onaU=<?--/ —-+-£ —X0--1—-*- ' —

& lorfque X = - , Q = •* -/ + £ X

£ — 4~-t- ^ X &c- Pour diftmguer cette dernière
4 У

valeur de Q de la première 5 nous la marquerons
par Q" i ainfi pour les deux différentes valeurs de

x , l'équation #9 = A H- B* X Q fe réfoudra en les
t ~~~""""̂ ~~~"" л?

ÍB Wî
deux fuivaiites -"'ir :=^~" :B~

A — B? X Q"> d'où l'on déduit A = =
e — .

$É В = - _РЯ"~' - í? — l j ces valeurs íuppofenc
Л — .IxQQ"^ »? ^-

que e eft un nombre impair : mais lorfque 9 eft
égal à о , ou à un nombre pair , alors on aura,

les valeurs fuivantes A = -•* - - — & В =s
1
;P

•
1-^-xQQ"
;P П ^"^
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Pareillement en fuppofant e -H f x -H gxx — o,

on a Q = o , S = o &c. & *" = C -H Dx X R,
&: fi r ч- JÁ: = o , t ч- v* = o, font 1й racines de l'é-

quation e -+- f x -ь gxx = o , on aura x = — - a &

x = -- , d'où par un calcul femblable à celui
u l

qu'on vient de faire pour A & Б , on trouvera С =

;±Rgr^:R'^ _±Hgr^:-^.
" '

il faut fe fervir des iîgnes H -- lorfque •& eil un
nombre pair en y comprenant le о , &L des figues
— -+- lorfque c'eft un nombre impair. Les valeurs
de E , F , ôcc. font Semblables. C. ^ F. Г.

C O R O L L A I R E L

б 5. D ANS le premier Lemme on a réfolu une fra-
ction compofée en plufieurs fractions dont les dé-
nominateurs étoient des diviièurs iîmples du déno-
minateur de la propofée : mais quelquefois il arri-
ve que ces divifeurs iïmples deviennent impoiTibles,,
ou ce qui eft la même chofe , que l'équation L -f-
M# H- Nx1 •+• Рд?5 ...... -t- U*A = o eil compofée de
racines imaginaires : or puifque l'on fçait que le pro-
duit de deux racines imaginaires correfpondantes
donne une quantité réelle , & que ces racines font
toujours un nombre pair dans une équation où il



D E S I N T E G R A L E S . 12,5
n'y a point de quantités incommeniùrables '•> il fuit
que dans ce cas э où le premier Lemme ne peut
avoir lieu , le fécond donnera la réduction de la
fraction propoiee,

C O R O L L A I R E I L*
£4. Si l'équation L-b M*-h N#l ч- P л:3 -4-

UV = о, a des racines imaginaires &: d'autres réelles,
on la réfoudra encore comme dans le dernier Lemme :

xe

car fuppofons — ——-——'————-.— 35-
rr L 4- M X-h N Л1-b P*3 -t-lLc*

&с, ч- —. Alors on
a + bx ч- cxx e Чг f x ч-

aura Q.= e •+• fx -t- gxx * &:c. x k.-*- lx^~

xx x
.x S£C. x k -t- Ix y Ь — a -H ^# -ь fxv x £ H-/л: -н ел

or ayant égard a ces valeurs on voit que les quan-
tités A,*B, O, D, &c. feront exprimées par les mê-
mes formules \ & la fuppofïtion de 4 -4- l* = o don-

. ^_ ^ une O ^ o j R. ==: o &c. ôc •Äi r — x y ci "~* .fr —ri,

-, o T I __ ^- С '' / "i. - *C x»X Ь , oC ri == "••• -rj- X Q > î> étant = л — «?T -*• г~7т*

x e — /7 -t- g.-£• x &c. Ce cas a lieu auiïi , lorsque

Texpoíãnt *• eft un nombre impair;
- Pour faciliter davantage la réduction des fractions
compofées, nous allons appliquer les formulés pré-
cédentes à un ou deux exemples : mais afin d'obvier

Qiij
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à quelques difficultés qui pourroient iè préfenter dans
le calcul, on mettra ici trois remarques,

I.
•

QUOIQUE nous ayons obfervé que les racines—,

L &c. font quelquefois* imaginaires, cependant il

n'y a pas lieu de craindre que les valeurs de A,
В , С , D , &c, foient embarraflees de quantités
impoiïibles , parce que les termes du numérateur,
par exemple de la formule égale à A, fe trouvent
toujours divifibles par le divifeur - — -, ôc que le

quotient aufli bien que la valeur du produit QQ"
л'еЛ compofé que de h fomme & du produit des
Racines — 5 — : or on fçait que la fomme & le pro-
duit de deux racines impoffibles correfpondantes
font des quantités réelles. La même çhofe doit s'en-
iendre -des autres formules.

I I.

UNE quantité telle que an — bn peut toujours
être divifée par л — b ; pour avoir une formule gé-
nérale qui en rep réfente le quotient ^ on n'a qu'a

faire la divifion , & on trouve Í-HU- = a"— * -H
a,—r.o

дп — 1-fr _j_ g*>-—-$yi- _f_ ^»—4^5 ц_ (Ln~^bir rH &c. le der-
nier terme du .quotient eft celui où l'expofant de л

«ft égal â о , ainfï —"~- = ÄÄ+ лЬ ч- Ь'Ь : cette
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formule fait voir que le quotient de лп — bn divifé-
par л — b eft toujours égal á л Ч- Ь élevé a la pui£
fance marquée par « — ï en ôtant les eoëfficiens
de tous les termes.

I I I.

QUAND on connoîc la fomme s &: le produit r
de deux quantités a &: У , il eft facile de trouver une
valeur de лп ч~ Ьп qui ne contienne d'autres quantités
que s 'de r : car puifque a,-+-b = s ) k a , h = r )on.
aura ал -f- гаЬ -+- bb = ss , & aa -4- bb = ss — *
zr , pareillement ;%tf- злл^ -Ь з^^> ч- ^3 = j5 ,

mais <*л^ -Ь dbb = 34^ x л ч- b = jrj par con-
íequent л5 -Ь ^5 == £ — ? з^^ ^е Ia même manière
on trouve л4 Ч- &4 = .r4 — 4fjf ч- lyr 5 8C ainiî on
peut continuer ces valeurs autant qu'on juge à pro-
pos. Ces préparations étant fuppofées.

ETANT donnée l'équation L -h MX -+• N** -h P*3 =

e +fx •+• gxx x 4 •+• l* i íbit propofé de réduire la

fradion - - - - ~r^ - ^r-, en ces deux autresL -ь MX -*- Nx1 ч- P*5

"*" : on fuppofera donc e ц- fx- t i Jf x -4- $ xx k.-+~ Ix

*Ь пах x , ce qui donne mp = e ,

^ = £ > d'où l'on tire -- h - = ~ . Maintenant
. » f. . g

pour fe fervir des formules données ci-deiTus , on
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voit qu'on a dans cet exemple 9 == о , 6£ par con-

дféquent A =

7Л
— -x OS"

maisis l'exemple donne Q = 4— l—, Q" = 4 — l~>

a n n a n m 1 а г я 1 o 1 ,
í _ О —- = k x — — —/ j or cet-
o ^ m f m m p x n q

n

m mp
л- -Cl - J

te quantité étant divifee par I — - ou — — — don-

r_ i- j f
nera pour quotient ^ -- j~- / — ̂ — /- ,

puifque QQ" = U- 4/ «

íííf , ou déduit A = _ : p a r un

femblable calcul on trouveroiç B = " p« i

í— ix СЮ"p m ^*-**

H^ - -.. Pour trouver la valeur de С il faut
fkl+ell

lê i
fe fervir de la formule 'C = -^ X — du Corol. г. on

î>
и £ kfc

a donc ici- да ï , & S= e —fj H- £yj, ce qui

r- ^ Г'
donne С = . , _ fkl+elL ' Par conie(luent on
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—/и -h e II * e -b f x jp gXX

L t

— f k l + e l l x k + lx

Si la fradion propofée étoit celle-ci
í

, pour la réfoudre on
*

.
<z-t- kv-f- í- л; л- X e -+- /д- -+-£.*•.*•

la fuppofera égale à la fomme des deux fuivantes
Ач-Вх Сч-Dx .r . ' "

- - -- j -- _ - -, & puiique ô — 3 qui eft
a-b-bx-*-cxx e -\- fx -ъ- gxx г т. u T.

un nombre impair , on aura A = "
1-f.XQQ"m >C >6

m

, & fi on iuppofe л •+• • bx •+• cxx

s= m 4- «^ X p н- ?* = юр Ч- w^ 4- »/>^ H-
/

on -aura mp = л , w# -ь »/> = í» , na = c ,
* * • « *

* Ь , t т' ' \ и* í1

í- =- . ôc ( par Ia troilieme remarque) — ч-~ =
^ t г г я1 f*
íí- ^, on aura aufli Q = í -/f 4-^ ~, -Q»
CC c

e e — ff -t- » 2 , d'où l'on déduit' Q" í" - Q í
^ Д 11 ^ n 1 +

— - H - < r
-7 ò—. U я^-7 »yò _ »Y» »y _ nfpcj-mnff

==: ? w»1 - ^V »Y »Y
_ - — ? -i- r Г — — - — í$



v. . .c_T.r о эк_ ;

& fi on divife cette dernière quantité par í — -^A • * » '
ï . . . x - - гí- , le quotient eft — - ^ — -e -- — f. =:_

* я^г яг^14/ -
— * — — /Г: en cherchant de U même manièrece ccj

la valeur de QQ" , on trouve A = - . -
ab e —

te e e — bcef-ъ-ЬЬе^ — íacc^^r acff — abfy

- .
— f/x ^ — af

ces valeurs dans la formule В =

bbe,— асе
on trouve В = —: , • z.^=a

- . . . . '^..-.
.. Pareillement en lubilituant;,

JL__lxOQ"
/> r ?»

Pour trouver le^ valeurs de С &: D , il n'eft pas
. de faire/ un calcul ço,m.me celui ^

vient" de faire роцг A Sc B , car en comparant en-
femble les formules il eft facile de voir que la for-
mule qui donne la valeur de С eft femblable à ceU
îe de A 3 & la formule de D à celle de В , §t que
tout le changement qu'il y a à faire confifte à fub-
ftituer refpeotivement , "л ,b 3 с , à la place de 3 ç , f, g *

n ^ aef — béepar conlequent on aura С = _-
*- ' * ce

_- - a f f ——Ъ e f.— f
& D =='_. eT-~- . on a onc toute&_ . .
«• ec— — aç ~*vb<r——cf''X.'be-~**f

les valeurs des indéterminées 3 ce qui donne brré-
duilion requife.
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65. Si "la fra&ion propofée étoit de cette nature
xe

-̂.— _- -enforte que X -4- M* ч- N^r1 -+- Px',.,...
J_ vA Г Tt

, on aurot =*i , = o, =
P '•= о, бес; U= i, & fi on fuppofe ï ч- x"

I — г *.д? •+• лгх x i *— г^лг •+• xx x i — - icx -¥• xx x
. xé А Ч- Б* C DA:

. on auroit
*

-- - : — -• /„ , ..
1-нл;л i — гах -ь-хх i — гЬх-\-хх

E-hF*
H- &c. 'Dans ce cas on peut - abréeeç

r — г c x -b xx L

Its formules de À } В , С , D , &c. de la manière*
Clivante : Qu'on fuppofe ï ~з.ах •+• xx • =± о , & oit
décfuira x = a •+• у̂ Т1~ , &x =a — vW — ï 3 ioit
л + vC"^7 — 1»&л — VÃTHT = ?» , & on aura

гА, Im = ï; maintenant par ce qu'on a

fait vdir dans le Lemme on aura /e = A 4 - / B x Q »
- ^-

Ос да9 = A 4- m B x O", ce qui donne A =s
^r

. & B=
m

-

C^x/ —

puifque ï ч- ̂ л = Q x i — iax + ^^ э on aura,

ï
c dans la-1 fuppofítion de ï ^- zax Ч- л-л" = о ос*

Q: ̂  z/_* ía .- 5^ Ibrfque >•'=*'- »y
— гл : or de ce que /ч- -т±=- "la^

R i j
" x
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on a г1 — га s= l —m , ôc im — га =w — /, d'où

l'on tire A/A-' = Qx/ — j»,&*f»*-I = Q".x w—/:
de plus puifque la iuppofition de ï — гях -4- xx = о,
donne auiïi ï -H хл = о , on aura #л = — ï , ou

/A —s — ï & Î»A « _, ï , ôc par conféquent Q x /—m

qu'on mette ces valeurs dans les formules de A, 6C

B j & l'on trouvera A = , в = —• .
л л

Par un calcul femblable en fûppofant que f &: ^
font les racines de l'équation ï — zbx •+- x x = о

on auroit С = -—— j D = ; les va-
л л • . +

leurs des autres termes E , F , &io font femblables.

Si l'expofant л eft un nombre impair, on a —-—1 ï ч-л;А

'А-ьВд; Сч-Dx я Н

ЛГА: ï — IPAT -t- xx ï -ь лг

leurs de A , В , С , Sic. étant déterminées telles
qu'on vient de le voir 5 on trouvera de la même
façon la valeur de H i car fuivant la méthode don- '
née dans le Lemme'on aura ici #° = H x S ', &
iùppofant i -f- x = о où x = —• i , I = ' H x S
lorlque 0 eft égal á o ou à un nombre pair, ôc
— ï «=H >? S lorfque Ô eft un nombre«impair v mais:

puifque v-b XA = S * ï -*--# > on. a *x*~~ldx =

x i -h x 4- Si/x 3 ce qui donne S =л lorfque



DES I N:T ;E JB R -A £ E S. 133

ï :-b x = о y d'où l'on déduit H = - lorfque ô eft
Л L

un nombre ïpair, & H = — — lorfque S eft un nom-

bre impair,
Si le dénominateur de la fradion propoiee étoit

x . x9 A -H В лг
ï — лг , on auroit - = --- -H'

I — - Л Г А I —

С ч- DAT ... G H , г п.
-- т -- &c. ч- --- { -- — loríque л etr un
.1 -— lèx -i- xx- i. — x 14- x' a

- L . 0 л9 А ч- В^ С ч- DJÍnombre pair i & -, - = - . H -- .L l — -АГЛ i — zax+-xx i—zex+xx
í**

-b — — — , lorfque л eil un. nombre impair
I " " ^ X . _ „ . . . . ; ; . '

faifant le calcul comme dans le cas précédent on
A /e -H w' _,trouve encore A = - , В = —

в ос л étant des nombres pairs ou impairs ; & H = —

lorfque ô eft un nombre pair, & H = — — - lorfque ô

eft un nombre impair:- .
c. . л Ач-Вл?
Si on avoit eu — — : — — • ,

ï ч- гах ч- хх ï ч- 2 £.* Ч-

dans ce Corollaire 3 en fuppofaigtt , -enfcore x =4 j
x =. m , x ~j> , x = q 5 &c. on auroit trouvé les
mêmes 'valeurs de AY^/Cj-Dy-eefc

Я üj
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66. S ï Ia Jrai^wiiL^propofée . iivoit ;cettb .forme
, e" - j\ ^

. & qu'on fuppofe ï —
I . 2ГХЛ-ЬЛ:1Л ' . . ' . S '

i — ÍAX -+-_xx x ï — гЬ x .4- xx xi — гсх 4-
»:• •• . x5.',"..: Г : А ч-Вл; * "
x &:с. on auroit •— = ь-

! >_ I Í X A -h)xlA l — г<гх-+-хх
•" - GVD* i. • >; r r/ .Е^-Т^Г~^л 0 ' л « ..— Ь &c. Maintenant on

лглг i — - if* •+• лгл;

Voit qu'on auroit ici comme dans le Corollaire pré-

. . m
m "' '. . . . • •

*rj7-v=r=r, rnais^ parce que ï — ztx* •+• хг* = Q x

onaura

ç= í/Q X i — ̂ гллЧ- xx "4- Q X г^л1 — W* ., cet-
te équation , lorfque i.-r- г^дг.Н-^л1 = o & # ?= /*

íe change en л/л"~1 X — it — г/л == Q x г/ — i«

ä= Q x /'-^ да ; Ôc lorfqué лг =г= w ,\m*"~ l — lí-r-zw4

==Q" X гда,— гл = Q" X ?» ~ /i mais puifque lã
(uppofitioh de" í— -Z^AT Ч—ЛГА" = o donne aulfi

:lA = o j on en tire zí = л?л-ь -^ =я?

a= «гл -í- /л , parce que Im = i k par conséquent
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/A = — & *»A = 7- : gu'qn • fublHtue cette valeur
WA /A- i- - - -•-. - —

de zí dans les deux équations ci-deiïus, & l'on trou-

vê Xl*~l X /A —m* = Q X / — m , &: л?»А~"I x
^ — ' , ' . , .,'•. • ' « ^—:—' ' " v . J . . ' • . - ' . . ' •

да* тг /A =3= Q" X w •— l s ce qui donne A s=A . - ' • - ^*« •• , "• л . . . . . . . -, •

— 6 x /л — WA Л/л— e x / A — WA Л х / л — »-WA

. * — e — j - - ; — e — i . . • _ . . . . . т . . , - / •
voit que le cal-

' -1

cul pour C j D , E y &c, eíl totít-a-fe femblable ,
*Л— 8-_^лЛ — .í.

& par conféquent ол aura C ==; - ——I— . D = —
' - - • - • - - - * - ^ * ' - • - '

л — e — i _ w\— .e— i
. >

A x /1л — ^л

-; On trouv'eroit encore les mômes valeurs pour A j
X9

В . С , &c . j(î au lieu- de -^ — — - — — k
, . , . • . . i.

X*

tOt —
ï -ь г tx*- -4- л;1Л

L,es, règles qu^on a données jufqu'ici pour la ré-
des. fracjipns сощррГеех fuppofeut ijue le

de Ia fiiaâãoa propofëe eft compoíe
du produit de quantités inégales y mais dans les? -cas
cm il s*en trouve d'égales , il faut fe fervir de la
méthode Vivante,
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L EM ME ;III,

„
''•x 8K...

^и plußeurs ftuiïions ßmples , l'expoßnt 9 /ÍA»Í уяр~
pofé moindre que la, fimme 'des quantités д-ьлч->-н

c.
ON iùppofera la propofée égale à cette fomme

х'-1 G ч- H* -ь1Агг.....ч- М*л~'

P* -i- 'Q*1 ..... .-- h &c ; ce qui donnera #e =;

1 xg-b-hx x k

Нхч-Ix1 ч-Мх^—' Хе-Ь-fx 'х^-н/х
•ï»

<г
N ч- P* -Ь Q**..... ч- T*"—1 x *•+•/*• x

c ч- /7x* &c j Pour trouver les valeurs des indéter-
terminées A, В , С, &c. on voit que la nature de
cette dernière équation demande qu'on égale à zéro
la fomme de tous les termes qui font multipliés
par la grandeur x élevée à une autre puiiTance que 9,
& qu'on égale à x9 la fomme des autres termes qui
foÉvt; multipliés par x? i par cette méthode on aura
autant d'équations qu'il y à de quantités indétermi-
nées A, В, С , &c. & par le moyen de ces équa-
tions on trouvera les valeurs cherchées, ce qui don-«
liera la folution du Problême.

ЛГ Л?

Ря r exemple foit propofée la fraction - — _ :1 Г L L e-i-fx xg-b-hx>

à réfoudre j
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réfoudre 5 en fuppofant =^X* __ , =

e -t-
Сч-Вл:
-== -̂а on aura

уех = Agg -ь zA£&# 4-

-Ь С ff хх
, -+- Deex -Ь zDefxx •+•

maintenant il faut fuppofer félon ce qu'on vient de
dire,

Agg + Cce = o.
гА^л- -ь Bg-^Ä- -+• iCefx + D^í^ = о*
Ahhxx-}- iBghxx •+- Cfxx-í- zDefxx = xx\
ВМл-'н- D?T^3 . = o.

•J í ^

St par la réfolution de ces Çiatre équations on trou-
vera les valeurs de A a B , C , D.

Il faut fe fervir de la même méthode pour réfoudre les

fractions de cette forte -—
e

C o R O L L A I R E .

<?8. IL y a de certains cas où on peufiÉBlréger la
méthode donnée dans ce Lemme , par еЯРгр!е lor£

X9

que la fraction donnée a cette forme =- — : -- -;
^ • e -{-fx X |-h hx

*car en fuppofantrr fx x .

s
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^ , on aura *.e = A X

g-4-hx -+• Вч-Слг-н D*1 -hG**-1 x e-
mais Ia fuppofition de e -+- f x = o , donne x = —.

\

f J fa—eh A

prenant le figne 4- lorfque ô eft égal à o ou à un
nombre pair , & le figne — loríque Ô eft un nom-
bre impair : La valeur de A étant ainfi trouvée, on
aura facilement les valeurs deB, C, D, 8£c. par la
méthode du dernier Lemme > car comme nous y
avons vu , on aura А£Л -t- B e = о, lorfque ô eft

un nombre entier pofin£, donc В = — — A = -II!
W ' . - e '

g^'-'/^-'
л-} de même puifque A?A"" I />A> eft le fe^

f g — he . '
coird terme de là quantité g -4- hx élevée à Ia puif.
fance л , on aura Ag*~ ̂ A -ь В/-ь C^ ̂ = o-, lorf.
que ú eft plus grand que l'unité , ou A^ A " I AA -+•
B/* •+• Ce = ,i , lorfque Ô = ï л on trouvera donc
rindéterminée C , &.ainíi de fuite les autres.

Г 1̂ ^̂ ' г г - - . - , r .La тЩРЬ -- — -- -. — л- le reloudra par la me-
e -ь f x x g -t- n x L

me méthode , en la fuppofant égale â --- -^

B ̂ 4- Cx •+• Г>х- •+• ..... -ьЧах*— l . r*- - • - __ r _ л - y amu on trouve А -=з
g -i- hx
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> enfuite on auraлf g — eh
Ъе — а , d'où l'on déterminera В , &: en-

fuite С , D , &с.
Cette méthode peut auffi s'appliquer à la fraction.

en la fûppofant égale à_
e •+• f x ч- g-vjf x Á ч- k x -H /АГЛ;

après tout ce que nous avons dit d'appliquer le cal-
cul á cet exemple , fans qu'il foie néceuaire de le
mettre ici.

L E M M E IV.

^5>. TE.OVVE'R. une exprejßon générale des ßntts
(§r со-ßnus des arcs de cercle multiples d'un, arc
donné.

Du centre О 5c dû rayon OA = ï qu'on décri-
ve une demi-circonférence de cercle ABQ, (fig. 35. )
d'un point В foit menée iur Je diamètre la perpen-
diculaire BD , ôc mq infiniment proche de BD , Sç
fur ma la perpendiculaire B/> , &: il on tire le rayon
ВО , & qu'on nomme с le co-fmus OD qu'on re-
garde comme variable , les triangles femblables
ODB 3 т doníieront ВО(^Г^77) • B O ( i ) ::

С — de } . Ът = —~— dirTérence de l'arc A-B-:
Vi — f c

maintenant qu'on prenne l'arc AL qui foit a AB
S i j
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comme л à i , & en nommant fön co-ímus t fa

différence fera ZU— i donc puifque ces arcs fontvi — tt
en raifon donnée , leurs différences feront en même

— de — dt
raifbn , ce qui donne -- . -=••= : : ï • л »1 V4 — ce Vi — íí
qu'on fuppofe félon ce qui a été remarqué dans l'art,

, -- ï Ч- ХА; «
2 = С -h ^ ce — ï , ou С = --- , o£ on au-

* гх. •
j i — лгл: x d^ ii -- T" V — 14-ixxга — de = - - vi — cc = - :

X X

гхх ' • *х~
— de d x

_i , ce qui donne ^=л= = ~~j=^ >
ZAT I CC JiV I

TI r r i -*• yy
pareillement en mppolant t = , on aura

—dt dy dx dy
' — zss, ——:= ôc par conlequent —= ; .1
v l — t t V—I лгу/ — ï V—ï

:: ï ,л3 .с1ош:~ = ~ : or puifque les arcs AB j AL

s'évanouiifent lorfque с = i , ôc par conféquent lorf-
que x = ï & y = ï, en prenant l'intégrale de l'é-

X d x d y , i , v ïquation — = — 3 on aura ( par 1art. 17. ) log. л:71 ==

y , Sc par conféquent лгл=^ : delà on tire i =

'—} mais parce que ^ = с -ь-^сс — I > & Í ? L = =

с—Vcc—j 5 on aura f=
л

i

—i -*- с — Vcc

2
-л

Л à caufe que f .^77—1
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— i—л_ _

qu'on íuppofe ^cc — i = u , & on aura c -h ̂ cc = i

-1» -f- Л X -- X С — ̂ t-f-Лх -
г г

А— ч л_, * . ' Л — ï Л — г Л — 3
x -- x сл 3»' -f- Л x -- x -- x -- ^

3 z з 4

~«я4 -h &С. f—^с<г— ï = С

А — лсА~" г»Ч- Ах

í_i x CA-1»1 -b A x 2 1 x - x CA~
z г 3

X x inl x illl x inl x сл-^ _ &c d.ou j.ou
z 3 4

tire j ̂  сл + л x inl x c*~*lt+ Л x ÍHJ x ÍI±
г г j

XÍHI x c*-4»4 4- &c.
4

Si on. nomme s le iînus de l'arc AL ,. on aura
—-—л ——л

c-*-\/cc—-ï —с — itcc — I. .

S c= * ï •••" 1 1 == ' - ~— ' » — ï
л

cette valeur étant réduite en ferie & mettant и pour
_ ï 3 &: \ h c c pour ^c x \Л , on trouve j =?

1 - Ь Л х — x -- XCA — з»г -Ь;
г 3

ч x x x
z 3 4

F. r,

Siiji
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70. Si au contraire on avoit nommé t & г les
fmus des arcs AB , AL > 8t s le co-imus du der-
.hier , il eft facile de voir qu'on auroit trouvé les
mêmes valeurs de t ôc s, car dans ce cas on auroit

Г — cdc") —de
$D(0 . ВО (ï) :: B / > < — = £ . Ът =± -=-r-_rr

C V i — c e J V i — c e

comme dans le Lemme ;.,.&: de .même la différence

•de l'arc'À L feroit -=== i' d'où il eft clair que le
Vi — tté ^

jrefte du calcul feroit le même que dans le Lemmè,
&; par conféquent le iïnus d'un arc étant donné on
irouvera par : les. formules ci-deiTus les fmus &: co-
iînus des-arcs multiples.

R E M A R Q U E .

71. O TI peut fe fervir des mêmes formules pour
trouver les iinus & co-firms, pu. plutôt les ordon-
nées & les abfcnTes qui répondent -aux fetfteurs hy-
perboliques : car qu'on décrive du centre О (fig. 36.)
Si du demi-axe OA une byperbole équilatére ABл

&c qu'on prenne un fefteur quelconque OAB &: un
•autre fëdtear-0-Arïi- -qui-íoit à: O AB.-comme л à r3

ayant tiré fur l'axe les perpendiculaires B D,
, fi on nomme О A , T. 5 OD ,, c j ON , t\

LN3 s ; la différence du íeóteur OAB ( par l'art. 17.)
d e • ' . • • •

fera -j== ) & la différence du fedeur О AL fera2 V ce — ï
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n r r r И-АГЛГ H-yy

- , & li on fuppoíe c = • - , t = — — .ï rr ï* ' z^ »
de - . ' dx dt • ^y

on déduira -- =• = — . &L —•• — r— = == — , ce
? */

. j <ÍA; dy Xdx dy .
qui donne — . — : : ï .л & — = -^- donc л-л=:1 гх iy x y 3

J : on voit de-Ià que tout le refle du calcul feroit ici
le même que dans le Lemme , excepté que dans la
valeur de s , il faut fubftituer ^cc — ? ï au lieu de
^i — ce 3 parce qu'ici on a s =; ^tt — ï.

On doit encore obferver que ce qu'on n'a trou-
vé que par induction dans Tart. 41 , eft réfolu dans
ce dernier Lemme d'une manière générale , mais
peut-être moins propre au cercle , puifque dans cet-
te dernière folution on a été obligé d'introduire l'hy-
Г \ J

perbole afin d'avoir l'intégrale de l'équation - . =

•^ 5 néanmoins ceci fait encore voir- le merveilleux

rapport qui eil entre le cercle &z l'hyperbole, &: la
iimilitude des calculs qu'il faut faire pour décou-
vrir leurs propriétés.

C O R O L L A I R E I L

7Z. Nous avions dans le Lemme с = -ЛГ-ff
* Vvi J

OU ï -^ гСХ Ч- XX

= o j &: .puifque л- = <r -b-Vfi — i , & ^ = с —



1 4 4 R E D U C T I O N
^, íi on fuppofe C-+- \£7^-~7 •== l y c •

/ -H *» ' • ' ,
on aura = с , & Im = ï, ô£ f =;

=- Л ,— ' "А. /Л _1_ mb
•— ï -Hi —^ cc — i t -r m

— 5 S =*

г
- •

—с— V —
'л /л — ̂  __

d'où il eil clair que Ci1—— marque le co-fmus d'un arc

quelconque A В , - --- marquera le co-fmus d'un

/V ^^
arc AL qui eft à AB comme л a ï , &: - - v'— ï!

en marquera le iinus. Outre cela nous avons dé-
montré ( art. 48. ) qu'une quantité telle que ï 1ь г**А

Ü+- xlX eft compofée du produit des quantités ï — *

nous avons auffi enfeigné dans ,1'art. 66, la manière
„e

de réduire la fraction —= - - - à toutes fes fnu
. ï -+- lix'-h л;1Л

г A Ч- Вд; C-hD*
crions compolantesr i

-b ôcc , mais les valeurs que nous Y
j — где ч- xx x

avons trouvé de A , 13 , С , Ь , &с. s'éclairciflent
parfaitement par ce Corollaire i car on voit que la

/л— » — „,*— a "/»—•' — »гл— V — r
valeur de A qui & -^p— ou AX__^_==_

eft
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eft égale au iînus d'un arc , qui eft à celui dont л

°u —:— eft le co-imus comme \ — Ô à ï , divifé par
X " • ; ' . " . ' • ' . " , - - . . Г

le fïmis d'un arc qui eft à celui dont a eft le co-imus
comme \ à ï , le tout divifé par \ ; de forte que il
l'on prend un arc AB (fig. 35.) dont le co-fmus OD
eft égal à a 3 de enfuite un arc AC qui foit â AB
comme \ — 0 à ï, & un arc AL qui foit au même
arc AB comme /va i , & qu'on tire les imus de

/* —9 тк — 9

ces arcs CG , LN , on aura A = . • =5
A x / A — m"

(̂ f
—4*j-r-_ :. pareillement fi on prend l'arc AE qui foit
л x LN r r " •
à AB comme л — б— ï à ï, &c qu'on tire le

/ » — « — ï — m * — i — t
EP j on aura В = — == —

. A * /A — тк \ x LN
on fera la même chofe pour les autres indétermi-
nées C , D 3 E y F , &c. c'èft-â-dire , qu'il n'y a qu'à
prendre des arcs dont les co-iiniis font égaux à У,
с, &c. & prendre d'autres qui foient en même rai-
fon à ces arcs , que les arcs AÇ , AE , font á AB,
& tirant les fmus on aura les valeurs de 3 С, D, E,
F, &c. qui, comme on voit, feront tout-â-fait fern-
blables à celles de A & B.

CO R O .L L A I R E III.

73. EN reprenant les,deux équations qu'on avoit au
commencement du .Corel, précédent, ï—гсх-+-ххз=>
o? i —* г/#л •+• Ä-1A= о, ас fuppofant t = 1^ ï, c'eft'à-dire,

T
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fuppofant que l'arc AL devient égal a la demi-circon-
férence pua la circonférence entière, on aura iljl z*A

4_xzA = o, ôci — * л =о,ои i-b#x = oi &puifque
• *• А-ьВл; C-t-Dx E - f c - F *' •• •

rb &c. où l'on a ( par l'art. 6 5. ) A = - — , В === —
л

_ ~^m . Vor /9 _j_ ?»e , par ce c*ui éft démon-
: Л , . . , : , - " - . .

tré dans le Corollaire précédent , eft égal au dou-
ble dû co-iînus d'un arc qui eíl â l'arc , dont a ou

^~ eft le со-Лпш , comme '6 à ï , & de теше^

/«-Ь1 _j_ ̂ 6 + i eft le double du co4înus d'un arc;
qui : eft à l'arc , dont л eft le co-fínus, comme 9 -ы •
à ' x- i ainfi fuppofant que l'arc AE eft à AB comme
fl. 4 ï , ôç l'arc A Ç a A Б comme 8 •+• ï à . ï , & tiranc
E K ôc C H parallèles a АО Ä ôç qui rencontrent la
circonfërence адх рш&с§ К , H , ces lignes feront
ks doubles des co-finus des arcs A E , AC, & par

P К" -
conféquent on aura A = — , в =±s — ^-— . On trou-.a : л л
vera par la même méthode les valeurs de C, E>,
en prenant un arc dont le co-iinus èft b , &; les va-
leurs dé E , F , en prenant un arc dont le co-iînus
eft с , & enfuite d'autres arcs qui foient â ceux-ci
dans la raifòn de- ft à;i , ôç de fl-н г à ï- , & leurs
co-iînus donneront les valeurs cherchées qui feront,
яотгпе il eft évident , toutrà-fait femblables à eelle^s.
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de A & В : on fera la même chofe pour tous les
autres termes.

Ces chofes fuppoféès il fera très-facile de trouver
les intégrales des différentielles binômes, comme on
Verra dans le Problême fuivant.

P R O B L E M E I I .

7.4- TROVJSER t intégrale de U différentielle

^)?~*™—"^ d 7 J\
~, - étant une fraction poßtive moindre

que l'unité.
/r~5

EN fuppofant ^— = x , on u vu (art. 55. ) que

f n r i DVf*—-^ .Ia propoiee fé c-hange en cette autre —y x
v.

г n - i r •f ей une quantité .poí-itive, &- en
_ хд,_

celle-ci ^v^ — -v - - - ( par l art. <6.} lorleue fvf e*-—f i— лл г } ' ï J
eft négative : encore par ce qu'on á fait voir dans

les articles precedem ôc l'art 49. , on a — у./ л~* ч>
» e*~-?-* ^*J

х ^ л г
-f-

fi on f fe

l l

font les racines de l'équation ï — ълх ч- *# == ö,:

1, ч A /'"'-'Ч-Я!»*— r „on aura (par 1 art. 65.) A = — - - : — — , В = -*
Л)



K E D: U C T.I O N

_ ^- , & ayant divifé la circonférence du cer-
л

clé & fait le refte de la conftrudion comme dans

l'art. << , l'intégrale de — — * . — (par l'art. 52..)> J ' о ï . — гях -+- xx ^ i •>

eft éeale à , (PBO) fig. гз. ou (par l'art. 71.)0 v -i — a л
à

~ ( PBO ) , &: par la même raifon on aura
/ — m V — ï .

- - * = = CPBO);-d-où
ï

ÍBP\
— ->

LBOJ
, . , . . . „ -
l'on déduit/— - = — / s-3rm — -^ ï — гах-ъ-хх

_
/ — m v' —

_
( P B O ) >

/ — m^l — i

par conféquent f——i

m1

+.lt—.m*y-,j (PBO). Cette manière d'exprimer
l'intégrale eft très-claire , puifque par les art. 72,
73 yl

f ч- m* dénote le double du co-iînus d'un arc

qui eft á l'arc AB 5 dont on ííippofe que a ou . "** ~

eft le co-iînus 3 comme £ à ï > & /' —m* V— \ ел
marque le double du fmus.

pareillement il p &c q font les racines de l'é-
quation ï— i b x - > r x x = ^ o 3 b étant le co-iînus
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tie l'arc AD, on aura t^Ll : — y , pq =ï ï , &

— ; fDPI ~
j_ ft* H- дГ <{ ___ J, _}_ ft* -

r * IDO/ r-

t ,
- 1•

ou // 4- g-* marque le double du co-finus ^

& p* — - <^ v/ — i lê double du iînus d'un arc qui eft
à l'arc AD comme JVà ï. Les intégrales des autres
termes s'il y en. avoit feraient ferhblables,

On auroit encore les mêmes expreflîons Jes inté-
grales , fi quelques-uns des co-finus , a , У 3 с 3 &c.
étoient négatifs , c'eft-à-dire , fi les arcs dont ils font
les co-finus , étoient plus grands qu'un quart de
cercle.

Il faut obferver de joindre ici les diviíeurs íim-
ples i H- x 5 ï — x , toutes les fois que les dénomi-
nateurs ï -h лгл

 a ï—-**, contiennent ces divifeurs,
C. ^_ F. D.

Pour faire voir davantage la /implicite de cette
méthode nous allons l'appliquer à quelques exemples,'
nous y fuppoferons toujours que la demi-circonfé-
rence de cercle eft divifée en autant de parties éga-
les que л contient d'unités , et le refte de la caiiftm-,
t"tion expofée dans l'AvertùTemerit qui fuit l'art. 57,

P R E M I E R E X E M P L E .
ï

SOIT donnée la différentrelTe — !" —dont on
,

demande l'intégrale' : on aura ^= ï ,. & л= г,
Tii j
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Ia propofée fé changera en cette autre ~-\/í X

fdon k
2 ДА1

eft / x _ / -н ю ч- / -^ >»V- ï (РВО) (j%.
»/ <? ltí(JJ

18.) mais puifque l'arc AB eft un quart de cercle,
Ton со-ímus eft nul , par conféquent on aura / H-,

>» = о , & / — m^l — ï = ^ , l'intégrale demandée

eft donc, 2JL x 4 (PBO ).
»/ e

S E C O N D E X E M P L E .

D^T*"""" ' x d'Z
SoiT demandée l'intérale de --- — — : dans

*'
cet exemple on a JN = 3 , x= 7 , & la propofée fera
' ï ч ̂ 7/7* 7 А ^ * 'egale a ^v ^ 4 x •+• , _

>
co.fmw des

.

arcs AB , AD , AF , (fig. 3 3.^ ('par r*art. 45?. ) : or par
i IA r7 '̂xce dernier Problème on a/ '

J I — ï ЛТЛГ

Гч- /J — W5 v^ (PBO) j mais /ГЧ- ^' ôc•
/' — w3 v/ — i étant les doubles du co-irnus & jfïnus
d'un arc triple de AB , c'eft-â-dire de l'arc AD, on

a /' ч- m* = 3S' v & /;J -.= »*- y i — t =* „<ff. ,- donc
tàx •+• 7BWV __ д / B P N L r t 5 / T > T , ^ 4 '

^ï^n ^.feo/+ ф (PBO)"
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^Cdx-^

menton aura/- - ^J ï — гЬ хх

$} ~ î> V~ (PDO) =4-7 E ч- % (PDO-) , uif-

xjue l'arc triple de AD a — y pour le double de fort
co-iïnus > et — % f par l'art, ^г.) pour le double

fon iînus : de même /" - — - + 7Гл; * = — &l^(
J - (F & J

(PFOJ: enfin la différentielle ^-~ ( par l'art. 6^5.)
I LH* иГ . .

égale à , dont l'intégrale (par l'art. 51.) eit-

T<> donc Intégrale totale de

Ф ( Р В О ) — % (PDO) +4 (PFO).

Г)г"7я" -
Et íi Ia propofée étoit — •— — — — 5 on trouve-

Г Г - g - /<" ;

röit Ton intégrale de k même manière 3 car dans ce

" — rtík: D 7,77
cas on aura --- = —sJ—: x

e _ f -g» vf e+ ^ . I -— -д.-

7ßif Hi- 7Сл^л 7р^ Нг 7^^ 7 F^ •+- 7 j3*"̂  /•
i — íax-+-xx i -\- ib x -\- x x l -b- гсх -{~ x» ^i

Tart. 49-} у &3 k} c , étant les co-iïnus des ares AC,

AE, AG, & puifque par les art. ̂ 5. & ]iyf-L-2

fc=r — ï £—0 3 & puifque le double du co-iînus de

triple de AC eft — ß , '& 4 I« double du iînus,
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л- -H -jCxdx -r - -

<« » ^-^»'

). Pareillement

on trouve que y eft le co-jfînus d'un arc triple tie

AE , & — % le double du imus , donc/7*3 x~*~ 7 <* *
1 ' 1 " ttAX \ " tVA?

ГЕР1
=== — y < P > — • %(PEO); & ainfi en cherchant le

double du iînus &: co-fmus de l'arc triple de l'arc
ï,. ' r ' -. ï ï if d* -b-.iGxdx ï rAG , on aura 1 intégrale de ^— - '- — - , ôc la lom-

' • ° I -H ÍCX-+-XX '

me de toutes ces intégrales multipliées par —y^
"/ * •

donnera l'intégrale demandée.

T R O I S I E M E E X E M P L E .

SOIT enfin propofée la différentielle — _ _ — S

dont il faut trouver l'intégrale. Puifque l'on a ici

jv= 7, & л= 8 , on aura

ï — гах -+- хх ï •— а^л1 Hh хх ï -+- гм* -f- л-л-
8 H W*.

-** Cpar.
étant fuppofées égales aux co-finus des arcs AB,
AT\ A т- • A т т • Ь 1 ' 11 '8 A^ -HAD , A F , AH : mais 1 intégrale de —

• . . . . ' & i --- *«*
7-^^-.! (PBO) ««

(BP)
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BPT - • •
BÕí "*" ' ^ (PBO)/ puifque^ 4 eft le double dii

co-iînus de Гаге AH c'eft-â-dire de l'arc, fept fois
plus grand que l'arc AB, & ^ en eft le double du
iînus. On trouve auffi que — j\ eft le double du co-
iînus de l'arc fept fois plus grand 'que AD , & Ф le

double du fmus,

•*- Ф ( P DO ) : pareillement en comptant un arc fept
fois plus grand que AF , on trouve que le double
de fon co-fînus & imus eft «^ & Ф , ce qui donne

íànt la même chofe pour l'arc. AH y on aura l'inté-
grale totale.

7
c- ï /•/ . г z ï " " " " ? vSi la propolee avoit cette forme -~ --- - — ,

elle fe changeroit (par l'art. 49. ) en celle-ci ^Îx

BCxdx $Ddx 8 Е^л- -4-
. -- —l— - —j— •• i

-
. -- — —
i— л: i — гах •+• хх ï -+-хх - ï -+• гЬх -+- хх

.^.iP^f-or par l'art. (Г 5. on aura A = \\ ôcG=|j

à caufe que ^ — ï =э б eft un .nombre pair , ce qui
, , S A d x ~ dx /AP \ . ,8Сй/дг

donne/— — = / -- •«— ï (--) j & /--т—7 ï— д: ^ ï — -x NÃO/ i-Нл:

's=f-~ = ï (~Y On trouvera l'intégrale de

comme dans le premier exemple , ai
L L

que le co-finus d'un arc fept fois plus grand que AE
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eft nul j & que le imus eft le rayon même dont le
double eft marqué dans les tables par u, qui étant ici

négatif donnera f'^£~- »т- v <PEO) : on trouvera

les intégrales des deux autres différentielles de la
même manière que -dans le premier cas , en pre-
nant garde que , л , Ь 3 marquent ici 'les co-iînus
.des arcs AC, AG,

Ces exemples funSfent рощ faire concevoir la gran-
de étendue du dernier Problême , qui eft telle qu'on
pourroit très-facilement pouffer la recherche de ces
•fortes d'intégrales même juiqu'à l'infini.

R E M A R Q U E I .

75. P U I S Q U ' I L eft clair par la théorie précéden-
te que les différentes intégrales que peut avoir la

Ч I //?•

jdirTérentielk générale; -^ — —TÏ~~ ne contiennent
e -+- f\

que des logarithmes Ъс des mefiares d'angles dont
les modules ne font que des iïnus ou co-iînus d'arcs
de cercle connus , il fuit .que il on peut détermÎT
ner la grandeur des modules , &; des lignes "dont il
faut prendre les logarithmes 3 &c des angles qu'il faut
mefurer , on pourra p'a'r les .règles données dans -là
première ôi féconde parties évaluer les intégrales
trouvées.

,; Or la divîfion dw cercle faifant coimoître les an-
.gles AOBj AOC 5 AOD, ôtc. on connoîtra les mo-
dules par les tables des iiiras : on trouvera auifi par
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la trigonométrie les lignes BP , CP , dec. & les
angles P ВО , PC О , &c : car tirant' le fmus BN

O%. *5i ;&'^) puifque OP ou Î/F &c ON font,

connues , on connoîtra P N , &: puifque l'angle AOB
eft connu-, on connoîtra -auiïi fou complement NBO,
& par le moyen 'du triangle NBP, , on trouvera
le côte БР de l'angle NBP , djoù l'on aura l'angle :

P ВО.

R E M A R Q U E I I .

7<j. IL eft facile de voir qu'on peut en quelques
occaiîons abréger les expreifions .des intégrales que
donnent les tables , en réduifant à un feul (par l'art.
IQ.) les/termes qui ont le même module: par exem-

ï ï- /AP\ /cp\ ' •pie au lieu — i f -— y -ь i í — j , on peut écrire

( — \ ; de même dans le premier cas des formes
VA * Л ' . ' . '

— -ÕQcinquième & fixiéme on aura — ß (-ÕQ) •+-£ (S

DP

Г:г-р) , & ainfi pour d'autres exemples. De plus puiC.

que dans ces intégrales on trouve que la famine
des termes qui marquent des logarithmes eft tou-
jours mulcipliée par la iomme des co-iinus pofitifs
& négatifs laquelle (par l'art. 47.) eft égale à о , cela
donne encore lieu d'abréger les expreffions , par

V ij
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exemple l'intégrale de Ia différentielle —

n СВР? CDP7
contient entr'äutres ces termes.— /3 ) ̂ Q í "*" ^ f go V

H- ï Î-тЛ- : or fi .on fuppöfe que — == Q ou DF
pp

s= Q X BP a & = R ou FP = R x BP.,on aura.

P

(Q-J * ' {§0} "*" ' (R>-mak 1>article

donne — £ - t -y -Ki=o donc — ̂ — - b - y —
LBOJ- ^BOj

г [—-\ = o } &: par conséquent on atira — ß < — -Л
\BOJ x ^ IBOJ

- On

qüera le même raifonnement aux autres formes.- il
laut encore obierver que de même qu'on a rendu
les intégrales plus concifes en réuniiTant à un feul
tous les fermes" qui : ..expriment des logarithmes Se
qui ont le теще module , on peut auiïi trouver
moyen aerëuriîr'ehfèmblë îes angles dont les mo-
dules font les mêmes , & ainiî de diminuer le nom-
bre d'arcs de cercle qui entrent dans les intégra-
les ï "pour cela :on ya mettre ..les deux Lemmes fui-,.
vans.
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* L EMM E V,

• 7.7. ETANT donnés les flnus & co-ßnm de .deux
çrcs -, .trouver le ßnus ($• co-ßnu.s de la, différence dé-
cès a,rcs,

A Y A N T décrit du centre 0 (fig. 37. J & du rayofi
OA uner portion de circonférence de cercle A DE,
on prendra deux arcs AD , A E , &: 011 cirera les
finus D B j EF, dont E F rencontre le rayon DO
en H , on tirera auffi le finus EG de l'arc DE v cela
pofé j puifque les ílnus D B , ËF, & les co-iînus
OB 3 CrF , font donnés , on nommera le rayon OA,
ГУ O B j í j O F j j ; DB , рт E F ,, q ; il s'agit de trou-
ver le co-fmus О G & le finus EG de Гаге DE dïÇ
férence des deux arcs A E , A D t or les triangles
femblables OBD , OFH, EGH donneront OB (t],

:r OF (í) . FH = -^ , &• OB -CO

:: OF U) ~OH = — , & ÖD (r). DB(/>) ::EH

¥-\. HG =îi - Щ ; d'où Ton tire OG ==
t / r rt

• _, т т „, rrs •+• pat •— pps ра-4-st \ /• .
OH .4- H G = — —-^ - — = i-1— -— a caule que

yr — pp = tt j. on a auffi OD (y) . OB (í) : : EH (

ei\ . EG = íi=±:. -c. -4 F. г..
í/ r ^

Ç О КО L L A I R, Er

o rv "-cr- qt — fS OB x E F
78.. DE cê que EG •= ^--^- =

Viij,
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OF x DB ,,, . ,._ O B x E Ç E G x O D
-_— , on déduit OF--^---^- -,

ce qu'on a aufli trouvé par induction en transfor-
mant la première table des formules de l'art. 51. en
, r . , лт. O B x O G D B x E G
la leconde , on aura donc OF = — — — -- • -- p— — .

_. л ^ pa-*-st D B x E F OBxOF
Auffi de ce que OG =?= ̂ — =

OG x ÖD OB x OF
on tire EF == - — — ~~ — — » ce quon a

core trouvé Mans la même transformation , & d'une
uçon toute différente dans fart. 74 i on aura donc
_, _ D B x OG OBxEG

~ ~ * ~ ~
L EM M E VI.

75?. ETANT données les. tangentes de deux arcs ,
trouver 1л tangente de la, différence de ces arcs.

S O I E N T AL, ÁM , (/g. 38.) les deux arcs dont
on connoît les tangentes AP , AQ , terminées par
les rayons OL , OM prolongés r qu'on tire LN tan-
gente de l'arc L M différence des deux arcs AM,
AL , ôc Q K parallèle à LN qui- гепсошт OL pro-
longée en R y & nommant le rayon* O A , n AP 3

í-, AQ, t ; les triangles femblables AOP , PQR,

& OLN л ORQ, donneront OP (vVr-н ss) . АО

Xr.) : : P Q (t— í)
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st — ss

AP( j ) :: PO (i — j)-RP= :i7= ; & enfuitev

==: : ÖL

(r) . LN = 2LÜI . с Д. F. Г.

C O R O L L A I R E .

«о. ON peut fe fervir de l'un ou l'autre de ces
deux Lemmes pour réduire en une fomme les an-
gles qui ont le même module ; nous allons faire
ufage du dernier. Il fuit donc que fi s marque la
tangente d'un arc de cercle dont r eil le rayon , & t
•la tangente d'un arc -plus grand, m la tangente de la
différence de ces deux arcs ; on aura les deux for-

i r- r r x t — s rr x »z H-j ïmules luivantes m = ; 3 t = -•> cela
rr •+• st rr — ms

pofé , qu'on iuppofe Гаге AB (fig. г<>. & 2.6.) égal
a Гаге "Q S, & pour trouver à la fois la fomme des
deux angles PBO , PSO, qui ont un module com-
mun , on nommera OA , ï > OP 3 x j ON ou OM,
a '•> &L on réduira premièrement en une fomme les
deux angles NBO, PBN, (fig. z$.) par "la féconde
formule , on aura donc r r = i — ал, т = л -, s =

л- — a i ce qui donnera t = ~—aa * * égale á la tan-
ï — ax

gente de l'angle PBO ', fi.OP eil moindre que ON
(ßg.zo.) on trouvera la tangente de l'angle PBO
différence des angles NBO, PBN,'par la première
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formule , dans laquelle on aura t = a9 s =Ä— x^

d'où l'on tire m •= —IZ—1_ égale à la tangente de

tangle PBO. On trouvera auffi par la première for-'
.mule la tangente de l'angle ESO, ainfi on aura dans

ce cas í = л H- x, s = a y &*~~a a x x pour la va-

leur de cette tangente. Ayant donc les tangentes
•des angles PBO-, P SO, on trouvera encore par
Да féconde formule la tangente de la fomme de ces

« ï . f . . ï — aã x xdeux aneles i ainli 011 aura ici m = , s =;0 . ' • " . ' • l—r i tx

i — . a a x °£ la tangente de cette fomme fera

. De cette manière au lieu de chercher
ï —xx

chaque angle féparément, on s'épargnera du travail
en cherchant par une feule opération la fomme des
angles qui ont le même module , laquelle étant trou-
vée on déterminera par "le moyen du module la
grandeur de l'arc qui convient à cette fomme. On
trouvera donc facilement par les tables des finus &
tangentes ce qu'on cherche > car foit L le logarithme

ï •*- ax
ï —aã x гх

* ï — aã xï ï — O f ,de --- a oc L •+• ï ooooooo marquera dans
I I~ILIJI XX

les tables le logarithme de la tangente de la fom-
me des angles PBO , PSÖ 5 par conféquent cette fom-

fera connue.

PROBLEME
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P R O B L E M E III .

Si. ETANT donnée í intégrale de la, différentielle
.

.,.
> trouver Imgrde de

I étant un nombre entier poßtif ou négatif.

P R E M I E R C A S .

Lorfque ô eft un nombre entier poßtif. .
s

L L faut divifer le numérateur D ^fl" -+-~»1— • * </
de la propofée par le dénominateur e -ь /V ,,en pré-
hant f£ pour premier terme, du divifeur /Ôc'i'o

J1 - __— ,.- .Г

fl«-i-T« - ï^ J) в — lxn-l-71,—

trouvera
/

: r .
faut continuer les termes de cette fuite 3 jufqu'à ce
Qu'oïl 'trouve que l'expoiànt de la variable SLqui Vvi

toujours en diminuant , devient égal à -« — ï , c'eib.
a-dire qu'il faut autant de termes qu'il y a d'unitos

ïlç nombre 9 outre le terme - -- ; .. _ . . t qul
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comme on voit par la nature de la diviiîon , fera
toujours le dernier -, il faut obferver que tous les
termes one altermtivemení les íjgnes -f- &: — . 1УШп-

<f
*7 ~\ И ' I fl r? . - . .

tenant fi Q déugne l'intégrale de - - TT^— ' ,. l'inté-,
-

grale totale lera
ô'— ï x ч~-ь -ti x/ ô — г х и - Ь Г и x ff

-Ь ~* ^ ' ~'_J ; &с.
. Í~TX п-+-f ч x/J ô — 4х »"*-^ Я x/4

Q. Soit donc propofé de trouver l'intégrale de

ï j-f lv • u D*4«4-7*—e^ç. ,, jla difterennelle — —= >• 1-on aura dans
<? -t-A.4

cet .exemple б==4,^ = 4,Л = ;^ & • mettant ces
valeurs dans lar formule donnée , l'intégrale de-
mandée qui -ne doit avoir en tout que cinq termes
с -5ДН-Г*fera 1 .-

i?*/ .

^Q-/*
Si on avoir - = о , c'eft-à-dire 3 Ci on chercKoicл

Hhtegralede'U différentielle

T)<? » —— I ^/ç» ' '

fiée celle de —— j alors on voit que} puifque



D E S I N T E G R A L E S . 1 ^ 3
les deux derniers termes de la divifion qu'on a fait ci-
de/Tus doivent avoir ç.» —! au numérateur, il y au*
ra un ternie de moins dans la fuite de la diviiîon,
& par coniequ.ent l'intégrale dans ce cas aura cette

forme == — . -j- EEEEF^ " —•
о — г х я х / О — г х я х / / 6 — з х я х Я

í ? ^ 1

~' - осе. -*- -тч - О j О marque ici l'in-
.е-4х^/4 ~ f

*? " ' ' *т I // <7
té^rale de - . Ainíl fi on demande riiitégra-

le de — - - , on aura 0 = 4 , &: cette mte-
í-Ь/^

grale qui ne doit avoir en tout que quatre termes

fera £.£ £í5^ ^ £iï ^
"" ~~ ""

S E C O N D C A S .

Lorfque 9 ^ ^й nombre entier négatif.

IL faut encore dans ce cas divifer le numérateur
4 *•*""'" — 1^^. par le dénominatur > 4-/V í niais

en prenant <? pour premier terme du divifeur , &: l'on

trouvera
e

x » + 7 » — ï d1^ . D/4e 4- i x » -Ы
• rh -

X i j
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цуГ» ^«4-7* »•+•"»--

j ... , , г-dont l integrale lera
ï x Я-

. -

.
Т) Л . . "
— — - Q. On voit que dans ce cas-ci comme dans le pré-

cédent l'intégrale aura autant de termes que 0 contient
DP

•d'unités outre le ternie — — О . & que toils les ter-
ffQ •*•

mes auroient par la diviiion alternativement les fi-

gnes -H &c — '•> mais parce que la fraction - eíi íup-

pofée moindre*que l'unité } il eil évident que l'ex-
pofant de ^ e^ toujours négatif, 8£ que comme
chaque terme eil divifé par cet expoiant , le iîgne
en fera changé , de ainfi tous les ternies auront al-
ternativement les figues — &: -f- > excepté le der-

D f*
nier — Q , qui n'étant point divifé par une quan-

tiré négative , ne changera point de figue , c'eft-à-
dire, qu'il aura dans ce cas le même figue que le
terme qui le précède. Ainfi fi on demandoit l'intégrale

».— ^dz
" — - , on auroit

ï J -CT/ • 11 P 2 T" 5 " "b "7 »1я difterentielle — ̂  '
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8 =• — 3 , - = -2 , &: fubftituant ces valeurs dans laл 7 .
formule , on trouve que l'intégrale cherchée qui

7 D
doit confiiler en quatre termes eil —

ï 1

Si on avoit encore ici - = о , il eft clair que la

même formule donnerait l'intégrale demandée pour-

vu que Q exprimât l'intégrale de la différentielle

_ _ L: en rejettant dans. ce cas toutes les quanti-
*-HA" . - ^

tés qui font nulles 3 la formule s'exprimera de cette

.
façon -— -- ==•—

Si on demande l'intégrale de _ , en

fubftituant dans la formule — 3 au lieu de e, on
D D'f Dff Dptrouve —« ч f— ^ y-

P R O B L E M E I V .

8г. ETANT donnée l'intégrale de la, différentielle
X ii]
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,>• / т ftrouver l integrale de cette Autre
6

ON fuppofera «;» = *, ce qui donne я? — * ̂ * =

Я ' я * + /*" x J -*

•Р .̂ __ *_ ï_ ._-•; & fi on fuppofe о = i , on trou-
« 7-- x x - b - k x

D
ve<par l'art. 59

_ _ _ _ _ _ _ x _ : p a .
— eb X и x t-4-/.v /g— í i » x ^ H - Á *

reillem^nt ft б = г , on aura par le même arcicle
D xdjc ___ g

~ —
e

„. _ --
» x

H -- — — r x — -- > & en remettant
x /g -- eh *l * g -+- bx

dans ces différentielles ^ au lieu de л-, de ^—ld^

au lieu de —, & les multipliant par ç*"* , on trouve

î. • .
л»- — a^^ r

/g
/

b'«"—
• ' " • '
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f

e DSL"-*-**— l d?
" / X ".

/ v
; fi 6 eft egal a 3 , 4 , 5 , §£c. on

g-»-
multipliera cette dernière équation par ^", ^"5-^",
ôtc. & l'on trouvera toujours que la propofée eft
égale à. la fomme de deux différentielles dont on
trouvera les intégrales de la manière qu'on a en-
feigné dans le Problême précédent.

On aura furtout ces intégrales très-facilement en
fe fervant des tables conftruites par le Problême
précédent telles que font les, premières que nous
donne M. SMITH. Ainii qu'il faille trouver l'inté-

, , UZ ï" ' 4- '#? л l' Í
grále de ̂ ===— ^ y on aura 9 = 3 , л = >

e H l/^ x < f -i-A*»
e

&: la propofée fera égale à ces deux autres — -—-—-

X

fe rapportent à la forme cinquième , par laquelle

on trouve - —h X

par la même en fubftituanc partout , ^ , h , au lieu
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r r g Dç"-+-b— ldz
de , e >/, on trouve Л—- X —^ =*

£Ä ï \h* xfg — eh

D'où en prenant la fomme on déduit -—77- —

4D
„/»X/g —ÎA 4 ^ HA»

pour l'intégrale totale de la propofée.

L E M M E VII.

83. ETANT donnée l'intégrale h. de U différen-

tielle z^—*dz x e ч- fz" , trouver l*intégrale de cet-

te autre z^-b^—Tdz x e ч- f z" ,5" repréfcntant un
nombre entier poßtifou négatif, @r ^ & (*• des nom~
bres quelconques.

O N cherchera premièrement l'intégrale de
•- ' * ""/<

^"4-^—ld%. x e-^rf'i , ou 5- = ï, pour cela on
/u-f-I

prendra la différence de cette quantité M^ x e ч-Д '
( M eft une quantité indéterminée ) de laquelle on

/í
otera la différentielle zf — ̂ d z x e ч-Д" , ce que donne

dont l'intégrale eft M^ x e-+-f - — A : enfuir
te on fuppofera le premier terme M^e— ï = oa

d'où
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d'où l'on tirera M = -— . & mettant cette valeur de

M dans le fécond terme & dans l'intégrale on aura
f ' - - ,*
- x ^ -t- » -t- w x ^».-ь * — ï ^ ^ x <? •+• /Y =
*

_ А, & par conféquent Д,"+'— х

^ Äx ^ H-/^. = -- — --- — A.
/X J^-bD Ч-Я/А /X ^ -Ь И •+• Л /*

Maintenant fi on nomme Б cette intégrale qu'on
vient d» trouver , & qu'on prenne la différentielle

-- • — /«-HI
de M%f~*~*Xe-+-№ y en fàiiàhcds calcul comme

ci-devant, on trouve M = —
ex

/X

De la même manière par le moyen de l'intégrale
( « 4 - 1 . 1

С, & de M^"^1" x e •+•/*." , on trouveroit cel-

le de ç.3""*"*—^s X e -Ь/k. » Si ainfi de fuite. Mê-
me on voit facilement que les intégrales A, B , C,
6cc. font entièrement femblables en y fubilituant les
quantités JN , ^ч-я, «Г>-ь ая, /ч- зъ &с- lorfqu'elles font

les expofans de ^ dans la quantité Mçf " "*~ * X

Pour trouver l'intégrale dex~"w+Jv""1

.on prendra la différence de la quantité Mv"**rh
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-ц -4—1 1

X e ч- /V y & on en ôtera la différentielle don*

née .ç/"1^ x e -f- fa , ce qui donnera

Me x Л— >и x 2^— » •*•*— i ̂ -4-M/x ^ч-и^ — i x 2^— T^í" x e -i- f z» .

dont l'intégrale eft Mc.""4"1'' X e -h fa — Ai en-

fuite on fuppofera Mfx £ + щ — i = о , d'où l'on tire

M = — .., &: mettant cette valeur de M dans
/X S^ -t- Я/*

la dirTérentielle & l'intégrale ci-deiTus on trouve

*

e x

f x cT1 -t- »i/t

e x
Si on nomme B cette intégrale , &c qu'en fe fer-

Vant de la quantité M^""l""+"rX í +/\ on Fait
un calcul femblable à celui qu'on vient de faire 5 on

trouve dans ce cas M = - — -1 - , & /5r"-""*~l'
- ' J ̂

• / < * . £ ' • " •
' —" ' B j

... . . • e x .P1 — г. и с x <А —г 2.Я .

& de cette façon chaque intégrale fait découvrir la
fuivante : de forte que fi, pour abréger on fuppofe

, ., ],==,

j \__3>i-b^*=^—-« = »j & qu'au lieu de В, С, &с.
on remet leurs valeurs, on-formera la table
te qui fera d'uiage dans la fuite.
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ï

о

— i

— 2,

*-*-/<л
í »R í«-f-í" tf x d4 ч- 3 я .x

ее x J4 ч- 2. я x J\

/ » j r ,

x J\4- 3 я x
rs

A.

Ri"4-i е х ^ ч - 2 я x s^4-»Rí"-

* 5 X o ' ~~Г~ n Л О ' ~~Г~ *• П л ^ • J.\_' " ~ О *• ~ О ' ~Т~ г\ г\ о • l л» Г] т .л.

'4-1 J^^í X в '-гп д
1 , А.

ffn

A.

X <^ — -Я f X

"V. — • ffh Ь А
^=: ==Ч А.

— г я сех^—ях^—гя ecxfr—ях^—гя

-5
— 3" ' ее x ^— гя * «í4 — 3"

г /
.А.

&С ,

"-~J ; Yij
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LE M ME VIII.

84. ETANT données les integrales A , В, des diffé~
1""rentielles z^— Jdz x e -b f z" ч- gz

X e H- f z" -+- g г , trouver l'intégrale de la, différen-

tielle générale z * » •+• * — « dz X e ч- fz" Ч- gz1" , 5-
»и nombre entier poßtif ou négatif.

ON commencera par chercher l'intégrale de
^г » •+- * — i d í^x R* ) (on fuppofe e *+-fi£ -+- g\ = R )
pour cela on multipliera chacune des deux différen-
tielles données par une quantité indéterminée H &.
K, &: on aura H^— l d^X R^K^-t-^^xR",
dont les intégrales font H x A , &: К * В , enfuite
on ôtera ces différentielles de la différentielle de cet-
te quantité M^ x R1""4"1 , ce qui donnera

_ щ •*• XxR^-'A.

&L en fuppofant les deux premiers ternies égaux à
T_T * T T f л

• л r •*•* т>- *~* Г * о "+" И "4- И ÍA
zero , on tire M = —, К = -^—^* v d'où

l'on déduira en iubftituant ces valeurs dans cette
dernière différentielle & fon intégrale Мя^ x R114-*"1

— к х в —.. н x A 9 /\ г " ~ь ̂  — 1аъ. x R" =я

gx ^-ыи-ыя/л gx/»-Мя-Ыя^а gx«f4-i»-+-in«,
il eft indifférent a comme on voit , quelle valeur од
donne à- H.

Par le moyen de cette intégrale, de l'intégrale В, ôc
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de M^"-^ X Rj""*"1

 3 on trouvera par un calcul tout-
â-fàit femblable á celui qu'on vient de faire , l'inté-
grale de s^5» -*-^ — ld^x R*", & airiiî on peut conti-
nuer ces intégrales auiîi loin qu'on juge â propos ,
comme dans le Lern me précédent.

Maintenant il ^ eft un nombre négatif, on com-
mencera par chercher l'intégrale de î^~"~l~<i'~I^xR/tt,
pour cela on prendraladirrerencedeM^.~""f~liiR'u"t~I,
&; on en ôtera les deux différentielles H zf— г à\ x R" ,

rVS ce qui donnera

я x v~ »-J-M/xJM-Jt^-t-Mgx ^ т ^ я ч - г я ^ х ^ ц « »^.j /

— H — Кх<

dont l'intégrale eíl MÍ^— »•+•* x R^"1"1 — KB —
HA : on fuppofera les deux derniers termes, cha-

rj

cun égal à zéro , d'où l'on tirera M = — == , К »
/x ^ 4- »^

H^x «Гч-я-ыя/л / « 1 Л . i , , т• - ==2 — , & lubfti tuant ces valeurs dans la dif-
/X <J\4- Я/л

férentielle ôc l'intégrale, on trouve/^"-"-*-'1—

g x

É - X ^ — и fx\ — к í x j ^ — я -

Par le moyen de cette intégrale , &: de l'intégrale A ,
& de la quantité M^~1""*''R'Î+'1 , on trouvera celle
de ^— l " ̂ ~ * ~~ '^х R'1 > &: de cette façon on continuera'
la recherche de ces intégrales , mais pour abréger on
fuppofera ^-t- я -*- a ч» = ^, ^ — «=^>/è — >,=/, Ã -*-),=/,
/•4-Я — í, / Ч- ». = T j & ^-h^-H^s^/Jj^-t-iisrs^,^-*-)}

— r, f — я = х,,гс — я = Л,Л — »=яг> d'où l'on СОН-

ftruira la table fuivante. Y iij
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&ç.

4-
— <?í x ^ -H 2 я х

f* p g r — í /g r j- x

£eegt x J^-H гя — freffqr
í A.

2j_»-h<TRi«t-|-i fqz* Ri«4-1 .,

z.

i.
0.

5Í.5í±l — ̂  B — — A.

B.
A.

g£ _ A— i.
í x J4 —-я e x <P — я

- 2. m^m — — i^ _ —
x ^—- гя ecx£—ях<^—гя eexfr—-n

- -,-- -*• «— ч «
f — A.

ее х «Г1 — и
-З'-f-'R^-b" /ï

- 3-' "
/?tf X J4 ' 2Я X

— gg/x^—m + +i ffj/Jb.v-e$gilx*-i4

x -я x <-г» х <-

&c.

~ч /^'хАвг—-- efgk х «^ — я — ef%lx< х J\ — z»
~~ —:— — •— д

f? x .«Г*.—-я1-х «Is—-'а я х «Г1 — зя
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R E M A R Q U E .

85. ON doit obferver que lorfqu'on a ^4-^ == о, la
table ne donne pas d'abord l'intégrale, à caufe que les
termes^ en deviennent infinis j dans ce cas il ne £iut
que changer la différentielle donnée en une autre en
fuppofant ^ = x — », ]i||r exemple il on demande

' _^_ „ • .t
l'intégrale de "-í L 5i . ^ étant === í, la. fuppo-6 . . * » 9 > W

iîtion de %? = x — », donnera

i;/> or cette dernière différentielle íe
g -t- fx" -f- ex ' ' '

rapporte a la cable , & on èii trouvera l'intégrale,

pourvu que les intégrales de ^ }
g -4- fx" -+• e x l l t

_Î fL_ foient données. Ou bien on multiplie-
g-b- fx"-+- ex1" ! '- . . Г "

— И -ч n Г x/

га la donnée _j —— > & on la divifera par
^ •+-fe"-+-gt.1"

1 '>?"""3" ""*" * Í/? • • /^ '^—г », ce qui donnera ^ _:_ qui le rap-

porte à la table , en prenant » pour un expofant, né-
gatif 3 ôij\ = — и, & on en trouvera l'intégrale cher-

chée , pourvu que les integr.ales.de , ,

,_5: ^ ; foient données. On doit aulîl fàirç
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la meme] remarque á l'égard de la table donnée dans
le Lemme précédent.

L EMM E IX.

8£. ETANT donnée Vintégrale A de la diffère»-
• fi

tïelle z^-'dz x e-H f z" ^trouver l'intégrale de la
• " _ff р_^ г

différentielle z*~ ldz * e-i- £z* , $ & fi repré-
fentans des nombres cjitelconcjues (§£• т un nombre en-
tier poßtif ou négatif.

/Ц+Ч

* SOIT nommée В l'intégrale de ^-ld\
laquelle on cherchera en premier lieu : on réduira
premièrement cette différentielle fous une autre for-

me telle que fSL*-'<f*HF/V-*— -'^x в -
enfuite on l'ajoutera â la différence de la quanti-

—f-t-i
té M 5^* x e -ь/^С > c^ Яи^ donnera

dont l'intégrale eft В Ч- M^ x í -ИД"* ' i ô£
pour faire évanouir le terme qui eft multiplié par

^4-»-'^, on fuppofera/H- M x ^/-н^ГнГГх'л/

srr о , d'où l'on tire M ss= — - - , ôç en
^ -H.?» -*- И/*

fubílituant cette valeur de M dans la diifçrentielle
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ion intégrale , l'on trouve fïL±Jl¥l ^f- ld^x

ТЭ= В

J— — - -^— . — , Д "

On voit que le calcul eft femblable pour les au-
tres cas , où T= 2 , т=з , т ==4 , &c. .& que par
conféquent en fubftituant fucceffivement les quantités

, &c. on aura .^—
^ x ^ ч- /sr"

==B-h— - =— ,&c.
<^Ч-я x

Maintenant pour trouver ^'intégrale de -ç/ *- ̂ y x
^ï ••••• .ï — ц •.!-• T

^ •+• /^ Iorque т eft un nombre entier négatif,

on nommera В l'intégrale de < ^f~ I d^ x e

&: on transformera la différentielle zf^dç.* "^H- /г

en cette autre е^ — ̂ ^-*-f%£-*"—ldx * e-h /V

laquelle on ajoutera à la différence de M^ x e -+-fî?
ce qui donnera

•И—i

•f*

M/ x ^ч-яд4 х^-Ь» — i^")
j 'í

— i
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dont l'intégrale eft A -f- M^f * e-+/Ц." > eniùitè

faifànt f -h Mf x j\ +. „^ = о , on tire M = —?

7 j & fubftituant cette valeur on trouve

т» ^̂ ^

^
—-—A. On trouvera les intégrales des autres di£

.
férentielles lorfque т == — г, т = — 3 > &с. en fai-
ûnt les íubílitutions néceíTaires э de forte que il on
fuppofe /*-ь 1^=ь^3 ^ч-2=5^.,/*-ь j =г,^н-4 = ^)
6C A11— i = h^ p — г-sss Á , j» — з =ss да 5 on pourra

conftruire la table
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т

&с.

4-

ï.

о.

- ï.

-'з-

«H- »^ X сГ-Н »Г X <T-H»J

" «T-h«r
Г^Ч-г - - •" ' ?

-ь =

»/

*

X «M-«

H- »/> x ci4 -H »f х

_^
-— -t-

- - Ч • ^ ~ • -rj <\. ' « Г ? • д

p X <ГН-»аХ ̂ -ьТг сГ-4-»р X сГ-Ь»^ X

\ «^-Ь

Up X еГ-t- »
А.

A.
»p «р

e и [л e»

e H. b
1»* h p

А.

x *•+•/< T * x x

,
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L E M M E X.

87. ETANT données les intégrales des deux differ

rentielles z*—'dzx e ч- f z' ч- gz1'", z*-*-—1 dz

X e-t- fz"-bgz1"'", trouver l'intégrale de la différen-
• ' |"4-T ' .

tie Ile z < r ~ I dz x e-H fz" 4- gz1" , T marquant

un nombre entier poßtif ou négatif э ou de cette

z*-h "—* dz x e -h iz" H-gz1" *'"*"T.

P R E M I E R C A S .

Lorfque т eß un nombre entier négatif.

'Po u R abréger mettant R au lieu de
?\ > on multipliera chacune des différentielles don-
nées í? " л í? X JK. j 2[ ~*~ "**" д ^ X K. j par une
quantité indéterminée H & К, & on les réduira a cette

forme ^H^ ""ï d\ -h/"H^f -ь » -r

X R1"""1 i & ^К^4""1^^ 4-

X R1""1 i leurs intégrales feront
fuppofées égales à H x A , & K * B . , enfuite on
prendra les différences des quantités M^ X R^

Ns^-t-'x R", lefquelles on ajoutera aux différent
tielles précédentes, ôt la fomme fera
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& l'intégrale de cette fomme eíl H x A -f- K x B -4-'
M ^f R1" -+- N %? -t- " R'4 , maintenant pour trouver
l'intégrale de %f — ld\* R'*"1, on égalera à zéro
tous les termes de la fomme ci-deiTus excepté le pre-
mier j ce qui donnera les trois équations iiiivantes
i./H -ь*Кч-^/М-4-»^/Мч-«Г^ТЧ-н*яК =о.
i.gH 4-/K ч- «tgM ч- zHjMgM 4-J^/N ч- »/N4- ̂ /N=0.
3. eK -»- J^gN ч- JigN •*- i»AtgN = o.

•
De la troiiîéme équation on tire N =

1 -
de la féconde en y mettant la valeur de N , on trou-

ve H = — • ^ - — J\M — i^M 9 de la
g x J\ Ч-» 4- l)i/i

première en y fubilituant les valeurs de N , H , on

iig — / /xK
déduit M = - - , qu'on mette cette va-

/gx ^ -i-jn- z*/*,

leur de M dans celle de H , & on aura H =

ïff— z^gg — 4ggn^ ч- wff x K .
— - j dela on tire la va-

X «T^-f- Л Ч

leur du premier terme qu'on cherche, fçavoir,

_ r T, on peut fuppofer К
/g x £ н- я -ь

р-т •«•Zn]
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égale à l'unité ou à telle autre grandeur qu'on vou-
dra : donc iî on met toutes ces valeurs dans l'intégrale
ci-delïus, on aura l'intégrale cherchée, nous y laifle-
.rons les lettres pour abréger l'expreflîon, ainiî

e-Tri ч- JVM

Pour avoir l'intégrale de я^ч-»—^s^xR* —z, il
faut égaler à zéro Je premier terme, le troifiéme Se
quatrième', & on aura

г. gH ч-/ К ч- ̂ gM ч- ги/AgM ч- <T/N ч- «/N ч- я/ь/N = о."
?. г К•*• ̂ 2,-N ч- )igN ч» zíi/igN == о.

— К
De la troifiéme on tire encore N =

*. я -*

_
& des deux autres M = - - , H =

. i g x J^ -t- и ч- г я j*

- . , d'où l'on déduira la valeur du fe.
îgX J\-b«4-l«/i

cond terme , cjui fera /H 4- ^K -f- J^/M -H «
К

ц- js^N-ч- í»N = - — ' -=- que nous nom-
2gX J^-НЩ- г и / А

merons L , on déterminera l'indéterminée К com-
me on^jugera à propos , on aura donc par* le
moyen de ces valeurs J \ f +"~~ ldzx R*1""1

Hx А ч - К x B-
- =.

Par le moyen des deux intégrales G & D , on
trouvera celles des deux différentielles ̂ f— ld^\ R'"^1,
^ Ht-»— id^x R'"~b, le calcul ne diiFéreroit de ce-
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lui qu'on vient de faire qu'en ce qu'il faudroit ici fe
fervir des quantités M^R*"' > N^'R*-1, &
fubítituer partout /* — ï au lieu de A*, fit C, D, au
-lieu de A , B j pareillement fi on nommoit E & F
les intégrales deV~'J^XR'"H* í & сЛ*-* — 1*/?:
X R'*"1 j & qu'on voulût avoir celles de tz?~"Ld1^ x
R*"""3,, г'4""""1^* Rí"~3 > U faudroit fé fervir dês,
quantités .M zf R'4 - l ., N ̂ -»- • R ̂  -*' , & fubíHtuer
dans le calcul ci-deíTus E , F , au lieu de A , В , &
P — i au lieu de ^ э Sc ainíi on pourra continuer les
intégrales tant qu'on juge à propos.

On voit que -par le moyen de la fomme des dif-
férentielles données ci-pleflùs , on trouveroit auffi les
intégrales-dé ^-±™—*а^* R"-1 ,

X R'""1, &c, par un calcul femblable à celui qu'on
1 Г "vient xl'expoier.

S ЕС o N D C A S .

Lorfque т eft ttn nombre entier poßtif.

POUR, trouver les intégrales de ^f—Ia^mx.'R.f"+'I9
*4-,_i^x R^4-i5 on multipliera les deux difíe-*

rentielles

ou e-b-fâ -f-g^" * R , &: chacune par une quan-
tité indéterminée H & К , & on les ajoutera aux
différences des quantités M^ x R*+l , N^" *
R"-t-J

3 ce qui donnera, eh fuppofant>-*-2 — ̂
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&: en ajoutant enfemble les intégrales, la fomme fera
Hx A x RR -h K x B x RR 4

-
Mais puifque cette fomme de différentielles fé

trouve la même que celle qu'on avoit dans le pre-
mier cas , excepté qu'il y a ici ^ -ь i ou le premier
cas avoit /* , il n'y aura d'autre changement à faire
dans les valeurs de H , M , N , que de mettre
à la place de /* , ce qui étant fuppofé on aura

X R"-*-' = - - . .

eH -t-ïeM.
J^-b! ^ щ _ _ _

H x A x R R - ь К х В х RR ч- M^f x RM-* ч- N^ -H x
- - - : - ' ^L : " ~

• De la même manière qu'on a trouvé ces deux
intégrales , on trouvera auiïi par leur moyen cellçs
de Y-'^X R*44-1, V4"" ' < í ? L X R^-^S&amfî
de fuite. Nous ne mettrons point une table de ces
fortes d'intégrales , comme on a fait dans les trois
Lemmes précédens , parce que les formules ед fe-
roient trop compliquées,

PR<BLEME
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P R O B L E M E V.

88. T ROW ER f integrale de 1л différentielle
• ' •—J. - ! . .

z61"-1 dz x e H- fz" * : on fappofe eme 9 eß un nom-
bre entier poßtif ou. négatif, &• * un nombre quel-
eonqtte entier ou, rompu, poßtif ou, négatif,

II faut íiippofer e -+-/*?-.==*" , ôt l'on déduira

. ,j —^ .. / ' /9

v »••••• i / /v —-——e—i
.x V — 5 , ce qui donne/

i ï ,T

X* —.

d'où il eft clair que fi б eft égal à un des nombres
*de cette fuite ï , г, 3 > 4j Sic. on trouvera exadle-
nient l'intégrale, demandée > mais fi 6 marque un des
nombres de cette autre fuite , o, — ï , — г^ — з,
— - 4 j alors l'intégrale dépendra dès ferions coniques,
ôc on la trouvera par les régies déjà données : car

. . ^ - • . -

•{i 9 s* о 3 la propoiee eil égalé à celle-ci

:(dont l'intégrale fe trouve par l'art. 81 -, ôc ii 0 ;eft égal

/V « -{ -- Л — • I //y.

д — i 1 9 — г^ вес. la propofée fera égale à%- — •••,• *. . ': . ,
-- ' ' *

ou JL-^~--~ , 'ou ôcc.' dont les intégrales fe
'



R E D U C T I Q íl;
trouvent par l'art. 81 , &: les formules de l'art. 8<f.
On trouvera plus promptement ces intégrales par
les tables qu'on auroit conftruit par l'art. 8 1,. telles
que celles de M. SMITH. Pour faciliter davantage les
règles d'où dépendent la recherche de ces intégrales,
on apportera ici deux ou trois exemples.

I. Soit propofé de trouver l'intégrale de cette di£

férentielle DsL1*1*"*^^-^/^" : dans ce cas оп а

fl » * , &'*=*>, V<? 4rß? == *T ,&1а propoíee éga-

, , t, . '-
le à celle-ci — ^ — -- — — X x — e> ou

i»'-"1^^ j - - - / -f. . -
aura аодс une intégrale exa-

. n - — „
-qui eil — -- ---- ^-r- ?= - — — — хт ,1 5>»// • ; 3*// *5»//

laquelle , fi on y fubilitue les valeurs de x~z y x* , #**, iè
L ' — '4^4-VVfe-b б/УУС"^ ., - -~

change en — - - /y- - -DVr4-/<.

1 1. Si on demandoit l'intégrale de —^=? , l'on
6 . ̂  •*./<!.•

aurot вяо, ws — з, í-t- = í f T , &
I.

> pour en trouver l'intégrale , on aura

recours á la quatrième forme des tables, dans la-
quelle on fubftituera — e à la place de e, ôc ï à la



DES I ;N T E G R A b E S. 187

place de. f3 &: prenant, le fécond cas à caufe de

x*—e, on trouve OP. OA :: fo-f-Д*', |/7,' &

l'intégrale denun^éé -~ ̂ v^ x .- ï
'

III. Soh ríiaintenant prppofée là différentielle
•' l • . ' . f J ...... i W í .. . , : •

- — _j»-__i.-r^ . T - , . - . - , . . . . . .

-' ' -— д. qui'rpaj: ce Prôblenaejeíl égale-à cet«
...... ' ......... ......

: лг— jf . b. . t ,
te autre -J — ~ î_ pour en- avoir rintegr-aie on

x " - e 4 , ; . . . . . . • •

ía !rappdrteia a* : Ia1 table île fare: Ъб ^ durrs
:

X î " "*"" "
Voit q^pn àur^ A^=.f.. . ь"1; — L_ qui ей connue

par
f== ï y e = — e, & = — г~ 4 =— £ y & ;prenant
l'intégrale par la

la trouve égale à •
"è-

— '• 2» " ' '1 =^1Г х — í =/^í;en remettant ces. va-

Delà on voit ^u'on.pou-rroit conftruire destable^
Да-ij
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fort étendues de ces fortes de différentielles & de
leurs -intégrales.

C ORO L L А I Я Е.

85?. Si la différentielle propofée dans le Problème
étoit multipliée ou divifée par une autre quantité
telle que g -h h?? , on %n- trouveroit encore Гщре*-.
grale : pour la multiplication il n'y peut avoir aucu-

ne difficulté 3 car я01""" ' «K * g •+- h^ X e -+- fx""

x e + v , ò
cette différentielle a. .la même forme que. celle du
... . - ..í.;,..- - ï. ... ,.- : . .. ' ., :-,i .^ l . . . .

Problème , donc on trouvera l'intégrale de la ma-
nière qu'on y a enfeigné. Si\ la propofée çtoiç

— t - r x e -r . * r ~ .
, puifque par la fuppofition

du Problême on a £ = —->—» on aura g 4- h£ =~

f y — eh-b-bx* f-
— - 7 - = — f— en mettant /> pour f g — eh;

. :^'»
ce qui donne -^

. . . . . .
X x" —e : ainfi fi on fe propofe de chercher Pin-

de la jdifferentielle "

. г--*Яхchangera en cette autre ̂ ^-_==r_; or par j. .
• р-ЬАЛ1? Х.йГЯ-^^.1 Г



ticle 68. on a
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ï . , bh

_ __ .„ _
p -Ь-Ьх*. X x" — e f fggxp + hx"

— bx» Dffx$'—*dx Dbbxj'—idx
- * , donc..;-7-7 _ b = - .

" '

• gg x x — e

fé íêrt des premières - tables1 ne M. SMITH , on Lt
. . - . - - . . , r ^

vera par la quatrième forme /
22

.•/ ' ï ' _ . .
nomme A l'intégrale de — -y^ — qu'on trouve par

le fécond cas de la même forme , on aura par l'art.

eh X Рх$» — 1ах

ggx x» — e1.

— — '-—- — A : pareillement puifque par la table de
•> oo

, l'article 83 , ou par la quatrième forme on trouve

/1L_£1 = *±ï: ч-, x A,onaura-/t±ÍI_:^
--*' ' • л'» t v • .' J -г" <"*x X « — £

~ .^r±llA ••> en prenant la
.*" — ^ M ^ g g . ,3gg

»i----- • — — ( , ^ r/ , •• -

fomme de ces intégrales , & y fubílituant au Ijeii
. _

de Vf'» > ̂ ii3 / — í, leurs- valeurs ̂  •+-ß( }, e
f\ , on trouve en mettant Q pour l'intégrale de

A a iij
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gg

D % """ " *""" r i/ ï?
pour l'intégrale de. .. „ " ' ; '-—- On pourroit

g *
core par un calcul fembkble trouver les intégra«

v/r/ * • n- Z^-^
les de ces autres diflterentielles ̂

P R O B L E M E V L

. T R 0 Vf E К Г intégrale ее 1л différentielle
'
o», úíí cí«í . .autre. - -

f. i
i»—i^x л_ £?"*• j & marquant un nombre

entier poßtifou. négatif, &• - , ~ д des /

e +.fz*
ON fuppofera г~^~*' > ce 4ui doanera я^ =

ex*

d'où l'on tire
.fi*( --
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j, v ., n. ï • r> d où il eft clair que h

- .+. - eil égal à un nombre entier pofitif ou néga-
A 7Г ° '

tif , on trouvera toujours l'intégrale demandée , ou

exactement lorfque ô -f- - ч- —eft égal â un nom-1 \ ъ ^
bre de cette iiiite — ï , — z , — 3 , — 4 , &c. ou par

les logarithmes. &: arcs de cercle lorfque ô -+-- 4--

marque un nombre de cette autre fuite, o , i > z , 3 , -

Par exemple qu'on veuille avoir d'intégrale, de la di£
'

férentielk ^!_~ > dans ce cas on a í = ^ , 0= o,

vsa—4, í-^ч- -=о, & la propofée égale à cette autre—

v - . - • - - . .
. dont on trouvera facilement l'intégra.

~*" — / - . " • ,
le par les règles qu'on a donné ci-devant, ou par le
fécond Gas de la iîxiéme forme des tables de M.
SMITH.

C O R O L L A I R E

5>j. EN fuivant la même méthode & employant le
fecours de l'art. 86. on trouvera les intégrales des

- . . , . / i'JL'-f- j . •

différentielles D^"-*-~» — ̂ SL X e -*-/<"'— ,
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e+fi( '— г, &c. Et fi la pro-
pofée étoit multipliée ou divifée par une autre quan-
tité telle que g •+- h \ , on en trouveroit l'intégrale
de la manière qu'on a enfeigné dans le Corollaire
du Problême précédent.

P R O B L E M E V I L

9z. TROUPER fintégrde de la différentielle
. .
""" x * x

e •+• f z? i . ' ,
~ 3 9 ^ »* nombre entier »о-

ßtifou négatif, & ~ une fraction quelconque.
e - ь Л г " • . . • " > ' .

O N fuppofera ^ , = #" , d'où l'on tirera

par conféquent SD^f l>»-—] I;

7Г

— ehx Djf-J-»11^-1* e — g
.

~î

. r. .
i amíi Ia propo-

я /* ~i^ * A •*" — /•
fée eft réduite à la forme qii exigent les principes
déjà pofés. Qu'on demande , par exemple, l'intégrale

Де la différentielle D^— *ditf-±Î£ ,onaurao = 0j
- ' ' - *

== 4, & la donnée égale 1

РД
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on décompofera (par l'art. 5 p.) cette différentielle en

j
cesdeuxautres — ; — = —

kx"—.f
"or on trouvera facilement les intégrales de ces deux
différentielles par les art. 74 & Si , ou bien par la
cinquième forme des tables , oc la fomme fera la,
requife,

' Si outre сеЫа diÄerencklle D г 9 « — *Л * X * "*" ,\ -
^ ^ -

etoit multipliée par une quantité telle que 4 •+
Texpoiant ^ étahr \in~nombre entier poiirif ou né-

' '

, on auroit

r r , r?
x ог: en fuppofant el — Д=/,

'

k k — gl=~ <? > 4 -*: /<' ^ —г >ce

donne D«5« —'</« x .£-н /У X
'

< .,, н-i
— eh x D* "-H»" "V* x e — gx" , •• ..

»•> cionc
'

Ia propoíee par cette, réduction, fe trouve compriíe
l'éteruluç .à&. la théorie précédente ,. & par con*
nt aáujett-ie- à íès calcub.

B b
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Des différentielles trinômes.

P R O B L E M E VIIL

' «M. T R O V VE K. t intégrale de 1л

Л étant un nombre entier poßtifou né-
I 7 * J J

. fО N a trouvé ( art. 39.) en fuppofant <s£ === *ï — '

^
a aufli déterminé l'intégrale v on la trouveroit .très-
facilement par la féconde forme des tables , car en

y fubfficuant , ^=J— > j? э au lieu de , ^/, on au-

roit ^v/^J-.—.x 4 (PBO) pour fon intégrale lor£
гя *g'-^- 4Д. .

que I^eft moindre que ^ , O P étant à OA, corn-

me + . g-' - r I / l i X '

\ff eft plus grand que eg , OP étant

â OA, comme l+i я ^—- Enfuite f l 8 = i '

on aura - £ x ̂ miC -
" — " — ' '
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X *~~~ ï d x
 9 mais par la première forme on

-íllltí^gk-

e e cr — i /í" ~f » \
O A comme x a — — — , ou comme — -Ь ̂  a

gg . g

plutôt = — |g ^•"Hg^ j dans la fuppofition que

cette intégrale s'évanouit lorfque ^ = о ; l'intégra- •
, . i/D x^ — l-dx r
lê de — — x — — --- le trouve comme ci-ч s=M:^gf
devant. Pour trouver l'intégrale de la propofée lorf-
que 8 eft un nombre pofitif plus grand que г, ort
(Jivifera le numérateur par le dénominateur en pre-
nant z1" pour premier terme du divifeur , & on con-
tinuera la divifion jufqu'à ce qu'on ait réduit Гех-
pofant de SL à г ï — ï * ce qui étant fait on pren-
dra l'intégrale de chaque terme , oc la fomme fera
l'intégrale cherchée : on trouveroit encore facilement
ces intégrales par la table qu'on a donnée dans l'ar-
ticle 84. . , , . ; ч -ч x

Maintenant fi в -eft .égal a о , ou a un nombre

négatif , on fuppofera < = £- , ce qui donnera,
B b i j
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_ .

ги . — On — ï eil nécefTairement pofitif , & par con«
íequen t la propofëe fe rapporte au cas précédent. Ou
trouvera auffi ces intégrales très-commodément -de la
manière fuivante : on cherchera prenùérement l'in-

tégrale de _ JL____JL_ . ce qui fë fait en multipliant
& i-h/V-h^1" ^ r

le numérateur & le dénominateur <le cette di

tiellè par ç.—1 *» , ce qui donnera _r j •

5i- > or cette dirîérentieUe a Ц même
**

forme que cette autre — ̂  - ?L qu'on a conit.
^ . .*.-*- /*.'+•£*." ^~

déré dans le premier cas , toute la différence eft que
l'expoiant de pofitif eft changé en négatif, l'inté-
grale donc dans ce cas fera femblable à celle du cas

précédent , on aura donc Г ^ • _ ^ _ „^
1 - — " - л — « •

2,» f C. ' £ J г и е

ОА, comme i/4- ^^— » â

, Ä r>»D /4- _Z A , OP étant â

par ^a même raifon fi on fii
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multiplie par с.-—гя le numérateur 8£ le dénomina-

teur de la différentielle : 5: : L- &: on aura
T"V-_ м^м M м^й !„// f*

_£- dont l'intégrale demeure égale à

— B j par conféquent — В = -- A , ôc A =
. « *.. л .

-В, d'où l'on déduit / P*-'***: = _ D
• • ' " L "

A"" - в = _
.2"?

есапс j ОА сот_

o u * — ^
dans le premier cas.

On trouvera par la même méthode les intégra-
les des autres différentielles lorfque 9 eil un nombre
négatif: où ii l'on aime mieux , on les trouvera
par la divifîon faite comme dans le premier cas
mais en prenant ici e pour premier terme du di-
vifeur. De cette manière on pourroit conftruire une
.table de ces iortes d'intégrales telle <gue la forme
Z5>me. de M. SMITH , & qui feroit d'un grand avan-
tage pour la conftrucüon de plufieurs autres , comme
on verra ci-après.

C O R O L L A I R E .

«ц. ON peut rapporter a ce Probleme la différeu-
B b iij
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DÍJ ' " *"""I dz

tielle——— —-î car íuppofant

*= x on déduit * =
x"

. f k l -b gk k H- fix" 2gkx* 4- gXl*
——— ri — , donc

-8 — т -
D/1—'л;— ldx x x" — k

.
par conféquent íí 0 eft un nombre entier pofîtif,
cette différentielle fera femblable à celle propofée
dans le Lemme précédent , ainiî mettant , ell — f kl

yfl — igk) au lieu de, *,/*, on aura ici OP.

О A : : Í// —

e> & OP ' OA : :

^— è//a en remettant 4 + ^ au

les intégfeles fe tirent de la formé г ?. Qu'on demanr-

de l'intégrale de ^ ^===, on aura 6 = ï0

& fupppfant i= ell— f kl -+• gkk , Ia propofée fe chan-
Dlx—\dx ,. ,

géra en cette autre ^ _ _ _ _ dont Imte-

^ ' , . ч D/ ff ч-//*"—
grale fe trouve égale a — —- - -

p/

il/
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D//—zDe/fc^ j . Hxe+f£-*-&?
i-i — ©, on ne doit mettre ===r—

i» i gx 'k+ lg

que dans la fuppofition que l'intégrale devient nul-

le lorfque x" = oc , ou ~ = о 5 mais fi on veut que

l'intégrale s'évanouifle lorfque SL = о, on voit qu'il

. . k k x e
faudroit mettre

í

Si б eft égal à о 3 ou à un nombre entier néga-

ifi il n'y a qu'àfuppofer4-*-/!?:''= -i-, & on trouvera

J - I

. g^T x k-t-íz! g -t- //x" — ig ̂  x" н-*хгч '

or cette différentielle fe rapporte à ce dernier Pro-*
blême > donc &c.

On pourroit encore trouver l'intégrale de la dif-
fl . .. Dç.9"— *d*. . ,,
ferentielle - • -- •===, en la reduilant en

deux autres par l'article 64 , qui auroit par là une
forme plus limple.

R E M A R Q U E .

IL paroît par ce qui a été dit qu'il n?eft pas dif-
ficile de trouver l'intégrale d'une différentielle trino-.

me telle que — !Ll_- — 5: , в étant un nombre en-
^ - " --H A-

tier , parce qu'on peut la réduire en une autre qui
n'eft que binôme '•> mais lorfque la propofée eft de cette
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T)?~ " "~< * d z ^ i r n- • i
nature — — ; -- ^ 3 Г étant une traction moindre

que l'unité, alors on ne voit pas fi facilement de quel-
le manière il en faut découvrir l'intégrale , parce
que la méthode donnée dans le dernier Problème ne
peut être d'ufage ici. Néanmoins dans le cas où la
quantité i/ffurpaflb eg , on veira que la prapofée
peut être réduite en deux binômes , ce qui donnera
l' intégrale demandée : mais fi '-ff ëflr moi-ndre que
*£, cette méthode n'aura même plus lieu, puifque

la quantité ^*ff — eg qui entre dans toutes ces in-
tégrales devenant dans ce cas impoffibfe , l'es inté-
grales feront aufll impoifibles. C'eft pour remediei:
à cet inconvénient que M. CÔTES, fit fes, efforts pour
trouver moyen de décompofer la

liz^en plufieurs difTérentielles trinômes,. ce

^и rqu'il exécuta en effet , mais fa méthode fut refhein-
te aux cas où л marquerait un des nombres de cette
fuite г , 4 , 8 , 1 6 3 &c. M. DE MOIVRE dany la iùite
étendit cette théorie plus loin, &£ trouva une métho-
de générale qui, donnât l'intégrale de, la- propofée ,
^ marquant un nombre entier quelconque.: on verra
que cette méthode eft femblabk à celle dont on s'eft
ß»rvi pour les binômes. Nous donnerons première-
ment la méthode de M» CÔ.TES, étant celle qa'a fuivi
M-. SMITH dans la conftrucuon des. tables >&: eniuite

nous
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nous tâcherons de "développer ceRe que M. DE Moi-
УВ.Е a indiquée.

P R O B L Ê M E IX.

5)5. TROVFER l'intégrale de Ы différentielle
* . - • • - . -

5 - étant une fraßion poßtive moindre' r J
am l'unité.

P R E M I E R C A S .

'Zorfquc \ffefi une quantité f lus grande que

ON fuppofera *-*-/*£-*-£«£" = /'-+-*'£ x j£ K
• ' ' ' Я.

y ou plutôt pour fè débaraflfer dès quan-
tités incommenfurables , on fuppofera eg ч- fgi£ Hr

d'où par. la comparaifon des termes on tire
= eg 3 p H- c[ —f> ce qui donne p = т/Ч-

'\ff'—4> 3= *f~ ^ff— ez- Enfuite on fuP-
g A B

ррГегя ::—= = "*" '-- ou

en réduifant les deux fractions à une feule ,
e<|4-Bg<; . г j/ • ïf__ _f— j ainíi pour determiner les quan-

tités A & Bj'oiï voit qu'il faudra mettre A^-b B/>=^,

== о , d'où l'on déduit A = -~ , В =я

Ce
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f . *

. - ice qui donne . -- --—• — ̂ , =
^ • •/<-*•£<'' ? -í

i or ces diífé-
, . . .

rentielles fé rapportant a la partie de la théorie
4éja .fuffifamment expliquée , on en trouvera les In-
tégrales fans aucune peine par les premières tables. -

S E Ç4O N D C A S. ,r .

Lorjque \ff eß moindre que eg, @r л égal a, un des
nombres de cette faite , z , 4 5 8 , 1 6 , (^-c.

.. QU'ON; fuppofe.^ ==*-,& on a u r a - ^

• лОх^" — ldx , . . .
r- — - - > maintenant on commencera par

e~>rfx^*-¥ gj«iA" -1

la différentielle Л* - -- - . laquelle fe chance en--.-»••*-/<: -H -g<" ^ . &

zD^" — ^^ г • • • г гcette autre -- - — — s j enluite on luppolera e? rb'
-- 1" =. 44 x L & '

r -t- r je"

Ч-gJA:1" -í

•*-.̂ *1Ж -ь gf *'"-»- gg*4" , & 4par Ia compa-

raifort des termes , on trouve pr — eg , qr •*- ps
= o, gr+qs -+-pg=fg, g*.-+- gq = o j par lá
dernière de ces équations on trouve q = — j 3 &
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par la féconde p= r? donc par la premier» f = vW,

.& par la troifiéme s — ̂ —-/£4- 2X^3 > ces .valeurs
de ^ oc j étant ainiî déterminées, on a £g н

• " = т* _1_ sx" -+• gx i H x r — J*"--H f-v^a enfuite
r r S A -ь Вл;"ou luppolera —- ö

. .- :. 1Я == Ar— А/л:" -Ь
Г —SX* Ч- ^

Ч- ВГЛГ» BjAT t Ä4- BgAT3"

Сгч-С^"ч- Cg*1"

donc Ar •+" Cr = £, —Ai-нВг-н.С>_-*-Ег== о^
О ' . ' . ! - •

A? —- B j 4- Cg -н E j = o.3 Bf -H Eg =o> par
cette dernière équation on a E = — В, par la fé-

conde С = A, donc par la-première A ~^^=-C9

& par la rroifieme В'= ~ = — E : par le moyen

, , J r j . z x " - ^ ï x gde ces valeurs on déduira - — - - . — . .g- y
' e -h /л:1" -bg*4" г л

D * *— ̂  ' t/л-^ •••' gg'^Ê *г ""^ г d* g .' DAT» — • J dx
^ *r J r +!)?•*• r r—

.
— °Ä X - -- í en гаррогшк ces dilteren-

r/ r -^ JÁ:" -b gAí * \
tieilès à la ГоШегя,-Г oii trouve J)oûr les deux pre-

mières OP , АО :: ïf-H^i? . ̂ |>J—^ pu v^r —
Sc pour les deux autres OP » О А-:: -~ т* 4

C c i j
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^/LSS off ou vW —\ss j & la fomme des intégrales

des deux premières égale à ^~ M -H — © , M

С 1« H ")

étant éçale à ï Jr + J^ •+• *. (э & la fomme des ia-
0 l r ï

tégrales des deux autres égale à —- —- N н—- © ,

fuppofant N =й. i ̂ Il~I^±ií £, donc l'intégrale

' - eft^i

£-£(?) -i -- ? © , ayant foin de donner aux fyrnbo*.
mr zu r
les (T) , © > leurs valeurs reípe&ives íèlon les diíFérens
cas , 8£ les différentes différentielles auxquelles ils ap-
partiennent.

Maintenant foitpropofée la différentielle — — - - — 5*

. n , ,oui eft eeale a cette ciutre - — - -- - : on voit par
* ö f -t-yví^H-gx8" г

l'exemple précédent qu'on peut ici fuppoièr

•& qu'on aura encore r = \/7g , s = v/— /g ч- iv'ijj : par
la même raifoAi.on fuppofera r g 4-

л' — ex", -v- gxl" , Se rg — Jgx1" 4- gg*4"=

x1*.* л-гЬх" + gx1", &le calcul pout
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trouver les valeurs de , a 3 b , с > étant femblable â
celui par lequel on a trouvé celles de , r 5 s ; on aura

__ _ . ï • ' , . -

a = Vr — #*g ' ', Ь == Vsg -ь 2 > / r g 3 =

= V— /g

— V — /g} ч- i\/7g7 -*- a y'tfg7. Enfuite on fuppofera

g JT Ач-Вл; 1" С-*-Е -ô.
'

le calcul ici étant femblable à celui de l'exemple

précédent , on aura encore A = ^-=C1B =г г r '

t , j .
= — E , ce qui donne

^

irs

4D*»— 'á* £| 4 # 3 " — irf-дг g.
X ^ + 17

»~ ldx . ,
J de b même ma.

r—sx1" 4- g*4" ггз r —- sx1H -t- g*4" .

niére on décompofera chacune de ces différentiel-

les en quatre autres, ainfi on fuppofera -

= я Ч ï r„, & comme les va-a •+• ex* -+- gx a — ex" -H gx " 3.
leurs de FjGjHjKjfontfemblables à celles de 5 A3 В ,

ï=-l = H, G= Íi—-.K,cequi
•La ->ac ' ï

- g 40* » — ldx gg DAT" — *dx
onne 77 x r-hj^-Tg^ ~~ ̂ 7 x J+T^K^T''

g3 Dx*»--1^ P-P- DAT" —
' - — — X1"

C c i i j
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jr . gg
" ' í r-^-v-g* -r r/

S4 D*4— '«fr g? O*»"-'
*4 -w *-

Jl v P*4'""1J1- : on réduira les deux autres
~"^rí *—<*"-»- g*1"
différentielles de la même manie» en luppolant

. , Ы-М*" N -*•?*•__ v
0 __ - — • -- — - — J— -- ; — г - .... DU

- g*" *—**»* g*.".'

^il eft clair qu'on aura L=— = N,M = -~ =

— P • de force qu'«n prenant la fomme de toutes ces

différentielles, on

g» ^ ^ " " ^ g
— '„ . x<S> Ь y . --- - — •+• - Л - = - — -j— - X

" -- -

0-4
__ ^° _ Y

ari

X

en x — 4» —
6 - _ — X - — - __ - -4- ~ X

" 1"
g x i H — îx

~

Y ^ — ' - ч - s*
' En Apportant donc c^s dif*
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férentielles a la forme xp , & y fubftituant pour cha-
que différentielle les quantités qui lui conviennent,
on trouve que l'intégrale de la fomme des quatre

premières-différentielles, eft £*£ ч- D^~D^
г ' • x y a c r s z y a c r s
Г-.+.^Ч-Яс'Ч . Dgg^DVgg^)0.1>int,gralede

ï г ï г-la tomme des quatre lui vantes
^ lyacrs. z vac r s

\a—сх'+^П D^4-D*££ .
< =— > Ч — © i d ou il luit que^ a J z« í«r í i

puifque ^?" = x" j лл = 7"g , лаг= egg, l'intégra-

le des huit premières différentielles eft i-
^ Z « f f J

•AàJ"? , "D* * ч- Dgr ..& е •+• • — x (ï) ч- © : pareil-
l w /» f ^—' ^-^ А

lenient on trouvera que la Tomme des huit au-
. / ï Das — Dgr

très différentielles a pour intégrale ô

l'intégrale totale. On trouveroit de la même manière
^ТЛ Г7 » - 1 /J rr (?Хг**

l'intégrale de — j'enfuppofant •? „ ^imcegKu i « r r < f 4 - * * 4 - x - " î

r ~ f s . _
Les deux exemples qu'on vient de réfoudre font

aflez, voir que le calcul qu'il faudroit appliquer à la
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f

différentielle *" - 5 lorfque la fraction - eil
- - " A

à 1,ЬКЬтб,тЬ &c, eil entièrement fern-
blable. C.^F.T.

R E M A R Q U E .

5>6. LORSQUE e ou £ eft une quantité négative,"
la différentielle propofée fe rapporte au premier cas.
L'on voie que la méthode qu'on vient, d'expofer don-
ne la folution du fécond cas lorfque л marque un
des nombres de cette fuite , z , 4 , 8 , i6 y &:c. puiC
que dans cette fuppofition on n'eft point embaraifé de
quantités impoiïîbles , les valeurs des quantités } s ,
b , c , &c. étant toutes réelles , &c que la propofée
peut- être réduite en plufieurs différentielles trinômes
dont on peut facilement trouver les intégrales : mais
Jorfque л marque un autre nombre entier quelcorb
que , alors cette méthode de réduire le dénominateur
e-^-fx** -\- gx1** en deux trinômes , & chacun de
ces deux' en deux autres 6c ainfi de fuite , ne peut
être d'ufage 3 parce que de cette manière on ne par-
yiendroit jamais a des trinômes de cette forme
r -+- sx" -h gx1" ) par exemple on ne peut réfoudre
le trinôme e -H/*" -b gx" en deux autres trinômes,
car pour cela il faudroit fuppofer e -+-fx}" •+• gx6* =

Г -Ь sx^ -ь çx1" X r — sx~S -H gx" , or cette fuppoíí-
tion devient mutile, puifqu'il: n'y appoint de mé-
thode pour trouver l'intégrale d'une différentielle

de
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D A"*"""1 dx

de cette nature - ; - - : pour avoir donc une
r -h sxt* ч- g*3" r

folution de ce cas , on fe fervira de la méthode, gé-
nérale fuivante.

P R O B L E M E ' X .

97- T R O V P E R l'intégrale de IA différentielle
f

DÇ/»— *d%. r r r ' - r ' *
r+Tiqrjp' W ***** Mitndre que eg , <&> - une

frafóion moindre que funité.
H

IL faut fuppofer 1J£ x sF = # , ce qui donnera

3? = Xх X /- , if« — x^= ^l^ X *'-
S ' о •

j- • _
IXr»— i^^ D г V \ x * — * d x D г

" " " ~ ~ " " " ~ "

en fuppofant /V-- = tf : mais on
ГЦ J ffg

a vu ( art. 48. & 66. ) qu'en prenant Гиг une circon-
férence de cercle un arc AL (fig. 1 8. ) dont le co-fmus

AL
eft í , бг: enfuite un autre arc AB = — • , & que

il du point В on divife la circonférence en un nom-
bre de parties égales défigné par A, comme BC,CD,
DE, E F, F В , ôc que fi on fuppofe Iç rayon OA= ï ,
OP == x Se que , л , h , с , &с, marquent les co-finus
des arcs AB , AC , A F , &c. on a vu, dis-je, qu'on a

Dd
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, . b.Xf — 4ÍX

toujours cette equation ; -=^ A ï 4- itx*4-л;1Л ï —гах-t-xx
\Cdx •+- \Dxdx Л Е</лг -H \lcxdx , /-

• • i t . f ч- &с. ô£ quen lup-
i — гЬх-ъ-хх ï—icx- t -xx л *..

r /H-»z . 'i~~^~m^
poiant =-<*j ôc /i»= i, ona.A = =- . >
Г Z • - Л X/* W"

ÍB = ——« : , ou plutôt puifqu'on a ici

é = jv ̂ - i , A ' === /Л~' -l—m*_—_r

e> в ......

• •. , • ••. Maintenant puifque l'intégrale de
/ ^^^ 7/îЛ х

ï
_^г (PBÒ) , Se celle de

/— m* — ï
eft

xâx л ÇBP> t-*-m
e f t ' J R n C ^ T — 7—CPBQb о п

/*-'— я»»-' Г В Р 1
___ / ____ _,_, \

/A — Мл I BO J'_

. ''-^ -- (PBO)i
/ " _ _ 7 Я А Х / - W V/ - I

^A>— <Г-{г-1 • ^A — J1-}-! _ ^A — J1— I _ ^A — <f — I

mais - - — - : - — -7 — -- .
/ — w

"~ * л~~ * par conféquent cette intégrale

x Г В P\
. —- >

T^r^xV^T IBOj
(РВО). Mais on a démontré dans fart. 713 que л où
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, . r j ,, AT) /л— '• — w
étant le co-ímus de 1 arc AB ,

• • '• • z .
/л— ̂ í_ *_ »í* — *

fera le imus & — — - le co-finus d'un arc qui
2 A

... , /* — ?»* . - i rcil à AB comme л — b a ï , &: -- — ^— ï le linu?

d'un arc qui eil à AB comme л à ï , par conféquent
il fera facile de déterminer ces modules. Pareille»

2.
ment f i - - = Ь, &pq== ï , 6c— =f,&w=i,

X

. ^^Ci/A:4-AD.von aura y - .
l ~ ibx-ir-xx

Ш + ̂ ±Г*Ь
-ICOJ. >л - A X V " - 1 I — ЧСХ -4-Х X

(PFO);on

- t — b - t x >/—. . . f b - — q - x >— i . rvoit encore ici que - — - — - --- — elt lê íi-

nus &c - — — -^- — • lê co-íinus d'un arc qui eil a
г .

1*агс АС comme л — J > à _ i :: il faut appliquer le mê-
me raiibnnement à toutes les autres intégrales. De
plus puifque í eft le co-fmus de l'arc AL =± A x AB,

. /л_ ж »у ï . , r /^^^v/37
& que --- -1 — ̂  ел eft le ишз-, on a - ••• ...... --- -* • - • * . . . ï ..... • ' ' • . i

y' ï— ft • ßc en gén^aj, on a vu ( arc» 44-)
" D d ij
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nommant С la circonférence , Se l'arc AL , A, les
arcs AB , AC , AF, AD , AE} &:c. font exprimés
j ., A Сч-А -С— А гС-t-A гС—А
de cette manière — 3 — — , — —,л ' л ' л ' А ' л.

..x
• »̂-e — ---

. d'où il fuit' que les quantités - y/ —

— -- -- л - t{_ _ l_v/ _^ I 5 -, - v — ï , &c. exprimeront les
2 2,

iînus des arcs A , C -f- A., C — A , &c. or on voit
clairement que tous ces arcs aboutiiTent au point
L , donc ils ont tous le même fmus que l'arc AL ,

___ /* — ягл - p* — q* -
ce qui donne v'i — tt = --- V — ï = --- v' — ïï

r ~~~ s
И. ï — &с. par conféquent en mettant т

D_ __ ,,. , , , j
pour vT-«, hntegralede ou de

Zlx— ̂ ^̂ - eft égale à la quantité
£l>> — t i -i- г/-л"-нх1 А

j) гА,^л--^ multipliée par les quantités fuivantes —
*-' Г Г

— {g} ч- í±l±íll'

" — *

f'~<4"J'~'г

&с. îcl'onauraOP.OA::*. ï ::

(PBO) -
' '
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C O R O L L A I R E I .
«Г

' l /v • ' • *»--"— T5)8. S г la propofee etoit -±—^— _ , par le

Problême elle fera égale à celle-ci —^ll—î x

лл:А-Ь | / >— л • i: or comme л ч- & — ï elt moindre que
- - ' • • • А

. x - —
ZA , on aura encore (par lart. 66.) 1 + itx^_^x^ =

Л A.dx ч- лВлг^лг Л C<6í Ч- Л D xdx Л E d x •+• \fxdx
-- -- 1 -- = — ; - Ч -- •+•'
i — iax-Ь-хх i — гох^-хх i — zcx-b-xx

&c. & par un raiíonnement femblable à celui que
nous avons fait, dans le cas da Probleme, on trou-

— m*
ve A = — , — : — » В = -. • , G = —

Л х / л — m" Л x /л — m"

~?L~Il D = Д=^=, &С.' d;où l'on dë-
-^— .ÍA ' Лх^ — ̂ л -

^лА^ч-лВл;^ /* — т* -- ГВР
duit/J — гах-ь-хх те

• ТЛ-O^N о /.xCrfxH-xD*^ f — f.,
(РВО) , & /^ гт^г^Г^ — íT^

(PCQ), & ainfi des autres termes: de for-

te que l'intégrale ^ cft égale à Ia

quantité — X'S— multipliée par les quantités fui-

Dd i i j
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vantes Ч- ^=_^уСГГ | Si | 4- '-̂ 1 (РВО) -Н

—í (PCO) -f- &с. les (juan-

— 5 font le ímus,&: le co-

ímus d'un arc qui eft à l'arc AB comme д à ï, ô£

^ ^ -v/IITl ,^ —font le finus & le со-'firms
2 . 2

d'un arc qui eft'à' l'arc AC •'còrâihe да i , & ainfi
du reite.

С O R O L L A l R E II.

5? 5?. M A I N T E N A N T fi la propofée étolc

étant un nombre entier pofitif

ou négatif, & plus grand que l'unité lorfqu'il eft po-
*~ -r ö r • - ï,- / ï \ i i jlitir , on en trouverait 1 intégrale par la table don-
née dans l'art. 84 , ou par les méthodes expliquées
dans l'art. 93.
; M. SIMPSON dans fes Ejfais a.aufli donné une mér
tbode élégante pour intégrer les différentielles de cet-
te-efpséce 5, je n'ai pas eu çonnoiflance de Ton livre,
qu'après avoir entièrement achevé cette théorie, néan-
moins on peut voir que la folution que j'ai donnée
s'àqcarde./avec celle de ce célèbre Géomètre. O» ert
trouve encore une autre folutiorvde, Mí ,KLINGENS-
riERNA inférée daiîslesjTranfacl:ions Philofophicjues
num. 417, mais elle n'eft pas fi fïmple,
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Par ce qui a été dit dans le dernier Probleme ôc

ion premier Corollaire, il eft clair quf*la Théorie
pour les différentielles trinômes eft femblable à celle
qu'on a donnée pour les binômes, & que les for-
mules qu'on a déduites de ces deux théories pour re-
préfenter les intégrales font peu différentes : c'eft
pourquoi il feroit inutile de faire voir au long l'ap~
plication de cette dernière méthode après tous les
exemples qu'on-a donné ci-devant pour les binômes j
comme les formes 31 & 31 ne donnent les intégrales

des différentielles

que dans le cas où la .quantité \ff eft plus grande
que eg, on fe contentera d'appliquer les règles pré-
cédentes à ces deux différentielles, &: раг-Ц on ren-~
dra les deux formes complettes en ajoutant le fécond
cas où ij^eft moindre que eg.

E XE M P L E.

ETANT donc propofée la différentielle
Y Y

on aura ^ = 1,^ = 3, &: par le Problême précé-
ч ï, c ï ........ D в.?1"dent elle te changera en cette autre — vfr X

0 4g ei

enfuite on décrira du centre О (fig. 39.) & du rayon
О A = ï > une circonférence de cercle fur laquelle
on prendra Гаге A L plus grand que 90 dégrés á caufe
qu'on a ici -h it , & dont le co-fmus foit égal à t;ott

AL
prendra auiïi l'arc AB = — , & du point В on divi-
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fera la circonférence en trois parties égales, BC , CD,
DB; &: ayanYpris fur le diamètre la partie OP = x,
on tirera les lignes PB , PC , PD , ВО , СО , DO , &c
nommant a le co-finus de l'arc AB , b celui de AC , с

i . ï Агл $dx íh.âx -+- J ВЫ*
celui de AD , on aura — - - — — ; — - - — - —3 ï -+- ï*3 -f- x" • ï — гах -(- хх

г х - - - - n , r•4- - — - — т— г - -h — -г - ir — : &: íi on nomme^^ ï -|- ït>x -+- xx ï Ч- гсх -f- xx

f le iïnus de l'arc AB , /" le finus Se / le co-iînus du.
double de cet arc j s le fmus de l'arc AC , s" le finus
& У le co-fmus du double de cet arc i * le finus de
l'arc AD , о-" l«finus & c" le co-finus du double de cet
arc ,, en leur donnant les fignes qui leur conviennent
félon l'art. 41 , on trouve par la formule du dernier
т, M* r -h i,Exdx / "Г В Р

Problème / ——-^ = -/ |go

géi+jgf, = >f ggU.»- (PGO) ,
J i -b -zbx-+-xx 1.COJ ;î 1-{-гсх-+-хх

e= a" í — > — с" ( PFO ) : on aura donc l'intégrale to-YFOJ ö

tale demandée. On trouvera de la même manière l'in-

D ? " ~^~ т * *^~
tégrale de — — , „ . , , , par le premier Corollai-

0 f— Г" /^ I i^1

re : ôc par les mêmes formules aufïi les intégrales de
j) i, — t^ D „ч.т„_1^

- ; enfuite Par le fecoad

Corollaire on peut continuer les intégrales auifi
loin qu'on juge à propos. Ceil de cette manière
que nous avons conftruit les deux tables iuivantes,

FORME
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&c.

3

г

&c.

.FORME XXXI.
f -*-/$•+•&£'

"g
3D
ng

»g5

»gg "gg

ítg'

Voyez fig. 39.

3D

3D 5D/

OP.OA :: (k*, у!. *r
&

© =» —-vç- * —/"(BP : ВО)-н/ (CP : СО) ч- (г" (DP ;

DO) W(PBQ)-*-£"

DO) +a

— Já? x. ̂  / ( BP : fiO ) 4- /.(CP : CO ) .— e DP í
ее J '.

Ec
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FORME XXXII.
»4-т" — l dz

5 "S *s}

3D/,
»SS ,

*>.

3D

"g Voyez fíg.

IJ.

£ . '

<2>=^yfi*^/ (вр : во ) -
DO) -ьл (РВО.) —;^(.-РСО.Й

© =^ ̂ V^-b^OBP-î^O}--.

DO)4-AP^*^'"

S (CP : CO ) •+• <r DP

с (PDO), :

^(GP ^.CO) ~ ?" (
" ' • '•' •
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On doit obferver qu'on a pris comme poiïtifleto-
finus du double de l'arc AB , quoiqu'il puiiTe devenir
négatif dans le cas où l'arc AL feroit beaucoup plus
grand qu'un quart de cercle. Si dans ̂ et exemple on,
avoit íuppoíe que/^étoitune quantité négative , ce qui
auroit donné ï — zi#5 -+- x6 pour le dénominateur de'
la. propofée , alors l'arc AL auroit été moindre qu'un
quart de cercle , le co-finus de l'arc AD négatif, le
double du co-finus de l'arc AC pofitif ou négatif fe-:
ion la- grandeur de l'arc AL : enfin connoiflant la
grandeur de l'arc AL, il iera facile de connoître les
fignes qu'il faudra donner aux iînus Se co-finus qui
entrent dans les intégrales.

C O R O L L A I R E III.

. ï oo. PAR les deux derniers Problèmes on trouvera

r r , , l i t j-fC' • • • 1 1 . .auflî l'intégrale de la differ entielle . ____ ; __ j
tf -!-/<"-«- g^ l"x/fe-b/<

foit que tff fait une quantité plus guindé ou moin-
«76»

dre que eg : pour cela on fuppofera

Iorfciue ô eft "Sal à 2ero ou

à un nombre entier pofitifqui ne furpaife pas г, ос par
4'art. 64, on trouve en mettant í pour *//—

~ В — —<? Г—- — , о -- — , ̂  — _'« r • о— о А т^loríque о = о , л =

ei-f^^^-.Be^C-T-.^E e i j
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• r л — , A— ek~ R— e l—ft r — *-*• 'lorfque9 = 1vA = = -- -5 ö -- Г"""' Т*

Les valeurs de А , В , С, étant ainfi déterminées,

on multipliera les fractions — . - , . - -„ -Ь г- rr7~sr e -V -+- *. H -+- l^-
. - ,

-h/V
A

par ç.- » — ld\, ce qui réduira k différentielle propofée
en pluiieurs quife rapporteront aux méthodes déjà don-

f
«z» -{- -» — ï

nées : par coniequent puifqu'on a

— f k x

í x * H- /«,« -bT^

^* - , lorfque ô eft égal aux nombres, 3 ^ 4 ,
í x k -»- /<f

5 , on multipliera cette équation par \ 3 <£" , ^ ,
f

g— И — I d ?

j &: puifqu'on a auili
r ^-

lorfque Ô eft un des nombres — ï} — г, — 3, &c,
on multipliera cette équation par яс—* ,C™2"> K"""5"?
&c, & ainiî on 'trouvera par les régies précédentes
les intégrales de toutes ces différentielles > lorfqae \ff
eft une quantité plus grande que €g, on aura re-
cours au Problème IX > & lorfque \ff eft moindre
que é1!?, On ^е iervira du Problême X j c'eft ainfi que
nous avons calculé le fécond cas.des formes
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e

&c.

3-

г.

i.

о.

i.

&c.

FORME XXXVII. ï. Cas.

x A.-

: : ^* ' -7 - © = X— £ (BP: ВО) -Ч-

a. C«. OP.OA::^- .

(CP: CO)4-4,(PCO).

)= — v^i x —(AP : АО) ч- /2
3 * ^.N

Voyez fig. 19. :

OP . OA :: fo» . -. -x
V «Í

x
e*

:BO)-*-í"(CP;CO)W'rDP:DO)

= J-j££ x Ч- /(BP : ВО)Ч- J (CP : CO) —er (DP: DO)
îTTi ее •> . "

E e i i j
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z.

ï.

0.

I.

&c.

FORME XXXVIII. z. Cus.

» / /

5 D /

3D

f •=

Г

gkk

;-ly-±X-h/3 (BP: ВО)

•д. Gí/. OP . OA : : № .

(CP: CO)— 4(PCO).

) = ^f^x — (АР: АО) Ч-/2

Voyez fig. 19. ?

OP.OA :: ^<" . V*.
&

x ^-J (CP:CO) -Ь<7 (DP:DO)

— b (PCO;-*-<r(PDO).

_.-L/£ x ч-/" ( BP : BO.) — • í" (CP : CO)— cr'VDP :
'' - 2 7TÍ С

a" (PBO) ч- У ( PCO ; — с" ( PDO ), . Voyez fig. 3 9,
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COR oi L A ï R E I У.

i o ï. Si la propofée avoit cette forme

x ^— — -— - - , ou cette autre
" 1 "

1
r // r л- í* í etantunefiaûion quel-

conque 3 on fuppofera pour la première

= #" , d'où l'on tire ^ = ^p — , ^" — " d \ X,

, , ч- -и. ^
r// — f k l + vkk -ь /7 *" —
• - // - - - — > ce qu

) g j . — ï

-
"Т^ГТ *•

»— 1дг x ^ —

о étant un nombre entier pofitif ou négatif, cette
différentielle fe rapportera aux deux derniers Problê-
mes ou aux Corollaires prëcédens,

Pour la féconde differ en tielle il faut fuppofer - — ^
*(,k

== x" , ce qui donne g = ^ _/ , e -Ь Д" -Ь ^г" =^

e// — kl+orkk + k x ' — г elx" 4- «*"•
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j>

x j, v ,, .
- --- r-> «ou Ion tire

— i -f x *•— . cec.
tt—fkl -H gkk+fkx"

te différentielle fait voir que toutes les fois que Гех-

pofant — - --- h ï eft égal à zéro ou à un nom-

bre entier "pofltif ou négatif, on trouvera par les régies
précédentes l'intégrale de la propofée , & par con-
*

féquent auffi celle de
' ^
d'où il fuit que les tables* qu'on auroit conftruit
fuivant tes articles précédens > (broient d'une gran-
de commodité pour la conftruftion des nouvelles
qui repréfentaifent les intégrales des différentielles
confédérées dans ce Corollaire i nous nous fommes
fervi des quatre formes données ci-deífus , pour cort-
ilruire le fécond cas ( c'eft-à-dire , le cas ou í/jfeft-
moindre que e.g ) des formes 75 , 76 , 77 78 , qui
manquent dans les tables de M. SMITH.

FORME
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0

Sec,

FOfífcÈ LXXV. i.

-,©- î5i®.
3D

3D/

"S
LI).

tie —« e .

- t = eil -, Д/ 4-

OP .. OA :: f^-i-x — (AP: AO í

*; Cas. OP . OA : : \j -h
.

(ßp : BO)~rDP.DO; (PBO).

_
5 k.

Voyez % 29. *

ß

... __ ff11

-. © = — x— /(BP : ВО) — j
P- з *я* ^

DP:D0 4)-H-*(PBO) — -b (PCO)-Hf(PpO^

^ ~.í/l x ч-/" (BP : ВО) — s" ( CP : СО) — V (DP : DO)

л" ( РВО ) Ч- í" ( РСО ) — í" ( PDO ). Voyez fig. 3 9 ,
Ff
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-e

&c.

z

FORME LXXVL
у» r<&

'

3D

»S

3D/

:—/*
-t- —

"g •

i / \ e

3D рр„

P . ( / / 5 ©ss
1 З'у x — (АР : АО)

г. Cãs. OP.OA: : P. ^—

(DP t DO) ч--ф(РВО).

(BP

Voyez fîg. г у.

OP . ОА :: P . У-.
e

~^x— / ( B P r B O ) — j (CP:CO)4-fffDP' :DOÎ

— J" (CP r CO)

s- *" ( PBO) -f è" (PCO) — c" ( PDO). Voyez fig. 3 9..
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з.

1.

I.

&c.

FORME LXXVII. ï. Cas.

— ri/

4>jgg/

Ч

3D//- 3D/;

Hg3

w.

,
«g}

"SS

"S

p =
í. С/Л OP . OA ::

3 I

.C^. OP. OA ::

(o) = }v/-_ * _ ( А Р : АО)

x — /3

: ВО) ч- ГВР . DO; -ь 4 (PBO). * Voyez %, »9..

= -7^ * — /" ( BP : ВО) -»- i" (CP : CO) WrDP : DO)

?" (PBO ) ч- ̂ " ( PCO ; — c" ( PDO).

^ _l££í x 4-/(BP : ВО) Ч- J (CP : CO) — <7 (DP ; DO )
гтг 11 J

**•« (P3O) — b (PCO; Voyez fig. 39,

F f i j
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0.

I.
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LXXVIII. z.

зШ

!Врч-^ [г).

P = t =

í . C<*í. OP . O A ::P. ^/} (

(СР:СО)-ьф(РСО).

'i. Cãs. OP.OA:: P- ^—

(DP:DO)4-4, '(PBÓ). •

.// - Д/ -

=:-̂ v- x — (AP : AO) H-

Voyez fig. 19.

OP . ОА :: P . V-'. „.-ayWtfcr-J
* д.( f

© = —У -̂ x —/" ( BP : ВО) Ч- j" (CP : C0)-b A DP : DO)

4- У (PBO ) ч- *" < PCO ; — c« ( PDO ).

(t)= -l^—x 4-/(BP:BO)4-J C CP: CO) — а ГОР: DO)
^ $v tt J ^

^.rf(PBO)~HPCO;-h<r(PDO). Voyez fig. 39.:
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C O R O L L A I R E V.
1 юг. ON peut encore rapporter à ces fortes dé
vá«, -n ç.* — <'difterentielles cette autre — X

-4- ,?
qui peut repréfenter généralement un grand nom-
L ' ï /. r * •+• ^bre : pour cela on luppolera — — — w = x , ce

k — px» •
qui donnera ^ = —«-377 > ̂  mettant f pour

x x"

. . pi:— kq x x* — ldx i, \ -ï,V — i j ^ = 'î- ^ , dou Ion tire
— l'
k -t

X f •+
•7я — ldx X G — i

t-*-fkq — íeql-ь- ff l — zgkp x x" -h eqq — ff q ч- gff x xílf

ainíi 6 étant égal à о ou á un nombre entier poiî-
tif ou négatif, .on trouvera l'intégrale de cette
dirTérentielle.

P R OB L Ê M E XL

103. TROVFER f intégrale de la différentielle
'. , , , \ ^ • t 3

'-e étant égal a, T^VO ou л un nombre en-.
1»V -j./^-h^*1»

tier quelconque. ï f iij
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ON íuppQÍera , comme il a été remarqué dans

Tart. 40- - •+• *." = *t> & l'on aura 2 = *ï — >

s

qui donne
Vf

- т J » *i — * л* x XT — —
y on en trouvera l'imé-

. é
grab par l'art. 88, C. «^F. Г.

C O R O L L A I R E I.

„• ï r> > • D^9" — irf«104. Si la propolee etoit - x ^ • , on
1 » ? " ги

fuppoferoit 4 -ь /^ = ^й , & delà on déduiroit
D

^— «л?*- x ^ — * 4
— ', par ce moyen

ч- fix" — igbrw4-gx l

la propofée eft réduite au cas du Probleme i & par

г • ь- ' i j . . rconíequent 1 intégrale de — . . >_ donnera fa-

.. ï, .cilement celle de
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C O R O L L A I R E I L

105. MAINTENANT il la. propofée étoic de cette

nature ^ , il faudroit fup-
k -H № -+• w«.1" v'e -4- " -*- lif

роГегД-l- ^ -4- якС" = о, ce qui donneroit я^ =

т Л+; V± Ц — 4»г, & mettant p au lieu de г/ -Ь ^ //—

& ^ au lieu de т/— ^4// — 4^ on íuppoíèroít
m • A В . p

л т -^ т • Г l г,tire А = » В = % ö£ ami ï la propofée1—py f — q * r r

fera égale à la fomme des deux fuivantes x

x —
f -h ш£ W ч-/*?-»- g äO" f —
lefquelles fé rapportent au Corollaire précédent.

Et généralement fi la propofée étoit * - .

^• — on redui-

» fl я - I

toit (par brt. 55>.) la fraction ^/

en plufieurs fractions iîmples , pourvu que la quan-
tité k •+• № -Ь т<£" •+- »?'"-*- &c- f°ic compofée
du produit de pluiîeurs quantités iîmples telles que,
Ä ц_ ̂  з ^ -ь Д" a g -f- /;^ , &c. ce qui réfoudra la
•différentielle propofée en pluiieurs différentielles qui
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fe rapporteront toutes au Corollaire précédent: en
réduifant ainii les différentielles aux précédentes, on
trouvera facilement les intégrales cherchées par le
moyen de celles qu'on a déjà trouvées, &; les tables
conftruites pour un cas fervent à en conftruire avec
peu de peine pour plufieurs autres.

De - là on tirera facilement l'intégrale de «.

Dç.9" — í^^-H/^H-fC г • r r ль__: _ L±——ÒLJL- íoit en le lervant de 1 ar-
k ч- / ̂  -H m g? -ь я ̂ " ч- &С. -

ticle 87 , foit en multipliant le numérateur & le

dénominateur de cette différentielle par'
ce qui la réduiroit à cette forme

-н я^5" &c.

qui eft celle qu'on vient d'examiner i cette 'inté-
grale étant connue a on trouveroit celle de

" — ' X le m°ende ccl-
ï . • - n jle-ci on aurait celle de

& ainíí de fuite.

Des différentielles quadrmômes & autres..

C O M M E on peut réduire ces fortes.de différen.

tielles aux différentielles binômes ou trinômes, &:
par
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conféquent les aflbjettir aux mêmes loix , il fuffira
d'en dire ici un mot.

P R O B L E ME XII.
. , . . . . " ï ..• : V . . ... ; • : ;

ï об. T R O V F E R l'intégrale ' de la, différentielle

un nombre entier quel-
- Li•+• g •+

conque.
I L peut arriver deux cas 5 car ou la quantité e -H

j\ •+- g^" -+- hs£H eft compofée du produit de trois
quantités '(Impies binômes , ou de deux quantités dont
l'une eft biname & l'autre trinôme •, ou ce qui eft la
même choie l'équation e -h Д" -+• g£" -ь kg*. == Q .a
trois racines réelles , ou feulement une.

P R E M I E R C A S .

Lorfque e •+• f z" -b gzl* -t- hzj" A tioh' divifèurs
ßmples. • .

QU'ON fuppofe que ces trois divifeurs font *?" — ^i
x^* — /, А<.̂ И — »г 3 & lorfque б и — i eft moindre
que 3 я j on réduira ( par l'art, 59. ) la différentielle
uropofée en trois différentielles fimples de cette for-.

AxDsL» — i^' BxD^» — ld<zme - - — j— >ч -- ; — — >
*a^ — A л^1 — /

nous avons, trouvé les valeurs des 'indéterminées
A , В , С , pour un cas dans l'application de cet ar-
ticle^ on en trouvera les valeurs pour les autres cas
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de la même manière. Lorfque б« — ï eft un nombre
pofitif plus grand que 3 я , ou que б eft égal à zéro
ou à un nombre négatif, on réduira la propofée
par la divifion ou par les autres méthodes qu'on a
données.

S E C O N D C A S .

Lorfaue e 4- fz" -Hgz*"-}- hz'" n л, quun divißttr .
ßmple.

. QU'ON fuppofe que ce divifeur eft ^— • -,, &: qu'on

fafle la divifion en prenant h-^" pour premier terme
<lu dividende & \ pour premier terme du divifeur,

& on trouvera b^" -+- g ч- h -, x г -+• /"-+- Sl^^Tl

pour quotient , puifqu'on fuppofe la divifion exadtej ii

on prend ef& — j poiu- premiers termes du dividende

& du divifeur , on trouvera le quotient — e — _

e— •+• f -r X \ — b\ : d'où il fuit qu'en fuppofant

— /7 f1

— e~bl~~J'~L = <7 >** ^ У у on aura

on trouvera l'intégrale deö
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cette différentielle par l'art. 24 , ou par la forme 35
des tables. C. . F. T.

C O R O L L A I R E I .

107. ON fe fervira de la même méthode pour trou-
j>

ver l'intégrale de la différentielle *
0 -

ainfi on la réduira ou en trois différentielles (impies

r ï D*fl"-*-r*— * d z - ,
ou en une leule comme — — , dont

on trouvera les intégrales clé la manière qu'on a
enfeigné ci-devant. Par ce moyen nous allons ajou-
ter ici le fécond 'cas ( c'eft-à~dire , le cas ou la quan-
tité e •+• f\ •+• g£ -H h^" n'a qu'un divifeur fïm-
pie ) des formes , 43 , 44 , qui par les raifons que
nous avons vues échappoit à la méthode de M.
CÔTES.
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о

&с.

3

i

&с.

P ORME XLIII.
e ч-/X?

»/

»h

и

3 D / / , з / /

3D/
—i—r--^7-(i)-b

Si l'équation* -+- ß£ -+- gt? -+- h-^" = о n'a qu'une racine
réelle y qui foie la valeur de £ , les deux autres racines étant

imaginaires *, on fuppofera í = pli -+- q kl -h ^44 > P — — c~T->

I .C^.OP.OA ::

(СР:СО)Ч- -

a.CrfJ. OP..OA::

(DP;DO)4-4(PBO). Voyez fig. 29.

OP . OA :: V< • ^7 3 ©= ±-ííl x — /» (BP: В0)н- /' (CP:
CO ) ч- «r" ( DP : DO ) -ь л» ( РШЭ /ч- í" ( РСО ) — í" (PDO).

© = — Jíí x 4- /( BP : ВО) -b S ( CP : О» — , ( DP ; DO)
^ • 1vt PP

bf (PDO). Voyez fig. 39.
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&C.

. 3-

г.

ï.

о.

i.

. FORME XLIV.
4-Д"-н j*1"-н

3D/L/
»

3D//

•о)+^г&-^г®-
3D//

H

j D / x - -

Si l'équation г-ьД," •+• g^" -b b^" = о n'a qu'une racine
réelle y qui foit la valeur de ç." 3 les deux autres racines étant
imaginaires, on fuppofera t=pll-+- qkl-+- h^ p— — e ̂  q

k.11

i = x —

г. C^. OP . OA : : ^ s£ . V— 5 0 = — v' x -ï-jg (BP : ВО)Y / ^^ $i • /t

-4 (PBO). Voyez fig. 29.

- f f (DP-.

— ^Л x ч-/" (BP : ВО) ̂  s" (CP : CO) — cr" (DP : DO)
57Г/ tf J ^ . '-

— f"(PDO). Voyez fig. 39,
G g i i j
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C O R O L L A I R E I I .

.
io8.ETANT donnée l'intégrale de __^-^— — .

on trouvera les intégrales des différentielles -

/о
i r ; я ï д

-, par la même me-

thode dont on s'eft fervi pour les différentielles tri-
nomes femblables.

C O R O L L A I R E III.

109. IL eft clair que tout ce qu'on vient de dire
touchant les différentielles quadrinomes , doit' auifi
s'entendre des autres différentielles dont les dénomi-
nateurs contiendroient un plus grand nombre de ter-
nies , &. que , quelque fût le nombre de ces termes ,
il ne faudroit pour trouver les intégrales qu'appli-
quer les mêmes régies en faifant des calculs fembla-
bles.

De cette manière on voit qu'on pourroit cpnftrui-
re des tables, en auffi grand nombre & auifi étendues
qu'on voudfoit fe donner la peine de pouffer les
calculs.

Fin de la, troißeme



QUATRIEME PARTIE
A P P L I C A T I O N

D E L A

THÉORIE PRÉCÉDENTE.
•

ï
iio. A PRES avoir expofé les principes oc l'éten-

jtX fait voir la con-
ftru<aion des tables qu'on en tire *, il ne reite plus
qu'à faire connoître l'avantage qui réfulte de cet-
te méthode par la* iîmplicité des folutions qu'elle
donne des Problêmes , & á montrer combien ces
tables font commodes dans la pratique^ pour trou-
ver les intégrales des différentielles qui s'y rappor-
tent.

Une différentielle étant donnée, il fera facile de
connoître la forme a laquelle elle fe rapporte , on y
prendra fon intégrale dont la valeur le déduira des
formules données dans les articles 18 & 33. Les va-
leurs des termes qui marquent des logarithmes* fe
tirent de la formule M x / x r y dans laquelle M
marque le module , / le logarithme du terme pris
dans les tables ordinaires, & r= ï, 3015850? : les
valeurs des termes qui expriment un arc de cercle
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fe trouvent par la formule N x R X r, dans laquel-
le R marque le rayon avec lequel cet arc eft décrit -,
N le nombre de dégrés qu'il contient trouvé dans les
tables des iînus , tangentes , &c. &: r= 0,0174532.9.

Ufage de la Théorie four trouver la reffiiß-
cation des Courbes.

P R O B L ЕМ E I.

in. TROVfSER la. longueur d'un arc quelconque
de Id P&rnbolc.

S o i т donnée une parabole A P (fg. 40. ) dont le
paramétre eft л , l'abfciffe A Q prife fur l'axe foie
nommée x , l'ordonnée QP,JV i & l'intégrale de

la différentielle v'dx1 -+- dy~ donnera la longueur de
l'arc A P > ainiî puifque a, x ==jvjy , on tire ày" =

г , * j ,, -+- dy = dx v
4* <

Maintenant pour voir plus feniîblement l'avantage
de cette méthode 3 nous allons comparer la folution
qu'elle donne de ce Problême avec celle que donne
la méthode commune , qui confifte à réduire cette
différentielle en une férié infinie , & à prendre fé-
pafément l'intégrale de chaque terme , ce qui étant
fait , la fomme de toutes les intégrales particulières
donne la longueur de l'arc cherché. En tirant donc
la racine quarrée de la quantité л ± 4*, on trouve
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Ã—\dx .- akx — kdx xkdx Xidx ,
•—^—-—Va •+• 4* === — h —r-— -**"—-5— -h

i ; L -AÏ AI
ixkdx "<xldx: -.. . v, er ,, ' Jj. fX—'-ldx^
-— 2_^___ 4- &c. d ou l on tire/ — Va -ь 4х

i.

т io.vr
J_ _ -- -44

&C. = ^ x х н - ^ - ч .
? . . . . . . , . 3<г j^1 7^5 ; • t)*«4- •••••-

Àinfi fi on demande la longueur de l'arc qui répond
â l'abfciiTe x = r 3 iuppofant л = ï , elle fera égale

à Vf x i + y- щ ч- î- _ J- ± &c. mai?

on voit que la convergence de cette férié eft àïïe'z" leh-
re 3 ce qui obligeroit de prendre la fomme d'un
grand nombre de termes , qui eft une .-opération très-
pénible j d'autant plus 'que -*1ЧяГ ne voit "pas' là Tuite
progreiïive des termes fans continuer très-loin j'ex-
tradion de la racine quarrée. On trouvera facile^

x _ /v . _____
ment l'intégrale de '•"* : Va rt- 4^ par .le:- nio-yen
4' • ' ?• ' ''' ' r_::.< ....... " :

des logarithmes , car. ел 'rapportant - çeçte difFérenv
tielle aux .tables , on voit que и — i , ôc que íuppo-
ïànt- Ои.-ь т» -— i, = —r k on tire 5 = о ; cette diíFéi-
rentielle do^nc appartient au premier cas de 1% for-

е so -, & la ^

=, 4 > 4 , . =- ^
. . . . . . . о ' ' i ^

Hh
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j$> OP étant à OA , comme V±±*- à a, i ou

bien on exprimera l'intégrale de cette façon
tfT-t- V^-b 4*? ï,

; - - > 3 оц par lart. 10.

— Va ч- 4 x н 3 >/ —~ > & quoique

foit moindre que Va 4- 4*, on regardera la quantité

comme réelle luivant ce qu on a re--„-
— ̂  -i- 4л:

dans l'art. г4 : mais puifque ixk + v'T-»- 4* X

= — л , on aura

__ T __ _ ^ ,2,
: : v'-— /« • 2-̂ 1 — • V<* -ь 4дтз ce qui donne v — ;* -

4л:

OU

fans s'embarrafler des quantités imaginaires comme
j j. л/ .Л1 — 'Ых - --

лои$ venons de dire j par conféquent/ — : - V^ •+• 4Л!

notre exeffl.
_

pie ou ^ = 1, cette intégrale ou l'arc AP deviénç
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égal a |^| 4-i(Vi -ь^з). Mak ïVj = o, £113714*
& iè fervant de la formule M /r on a M = ~ , / égale
au logarithme de \/г •ЬУ'З } c'eft-à-dire puifque
v^z= ï , 4141136, & ̂ 3 = 1,73^0508 , on aura
l = o, 4?77?5Z , donc M X / = о , 114448^ j on
multipliera cette quantité par z , 302.58509 = r ce
qui fe fera facilement il on conftruit une petite ta-
ble qui contient les produits de ее nombre par les
nombres , ï , г , 3 » 4 , &c. de cette façon

ï - -' .-• == L y ^0158 509.
г - . - як 4 з 6^0517018.

3 - - • Ä <Гз ̂ ^Zlb^v
4 . - —Я, 11034036".
5 x г, 30158505 - ев. ii , 511^1545-

<? - s, 13:, 8,1551054.

7 - ' - = i<í > rt8o5>5tf3.
8 =r 1^8, 41.0^8071.
5> - - - =10,72:31^581.

On aura donc o , 1144488 x i,, joii&jop = 1841
1 84x0
5)1105
911034
9110340
4^051701
130158509

ea ajputarut à-, ce produit k nombre o y& ir 5:7 14 1
H h i j
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{a.fomftie .о, $9%9гб$ en prenant huit rangs" de сЬь
fres fera égale à l'arc AP dont l'abfciiTe AQ — £„
On pourroit encore abréger ce calcul en fe fervant
des logarithmes • ainfi puifque le logarithme de 2>
30158509 eíl o j 3<?xxi5<í5> , .& celui de o, 1x4448$
eft T, 0949906 3 leur fomme donne T"', 457x0(33 ^
qui correfpond au nombre Ъ , x 805 535) comme on
vient de trouver par la multiplication. Et de cette
façon , il on demandoit encore l'arc dont 1'abfciíle.
eft égale à l'unité , on auroit^V'jVf (^Wj) pour
fa valeur : or iv^ = ï 3 11803391 ,& le logarithme
de ï •»• Vj eft o , 6z(í^<?i5 , d^où Ton tire о, 6г6?бг<>
X x , 302,58509= :i07i " "

-4*65'

138155

13815510
4^051701

1 3 8 1 5 5 1 0 5 4

Ce produit divifé par 4 donne la valeur de la for-
mule M * / * r, laquelle étant ajoutée â ï, 11803 35)^
donne i 3 4785)418 pour la longueur de l'arc cher-
ché. Si on fe fert des logarithmes, on trouve T,
75)7x418 pour le logarithme de о , бгбубгу, au-
quel fi on ajoute о э 3<íxxi57, &. qu'on ôte o,
&0xo^oo logarithme de 4, le refte eft Т, 55735775
gui répond au nombre o, j<io?o88ï, ce qui
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ne l'arc égal à ï , 4785^8 comme auparavant.

En fe fervant amu" des- logarithmes on voit que,
fi on veut fe contenter de prendre des nombres qui
contiennent moins que huit rangs de chifres , il ne
faudra que quelques momeiTs de temps pour trou-.
ver par ce calcul les intégrales cherchées , furtouc
brfqu'on a devant foi des tables *le logarithmes ua
peu étendues comme font celles de M. GARDINER.

Si ea outre on demandoit une conftruotion géo-
métrique qui en quelque façon repréfentât générale-

i •• I #"1 — -- Л NltfT-L- \/a -f. Jixr
ment cette intégrale — Va •+• 4* -h- < - ~ — — — К

г 4 y v*? 3
on pourroit donner la iuivante : mais pour voir
plus clairement comment on peut la trouver , il faut
réduire les termes fous une autre forme , ainiî le
premier terme étant réduit tout fous le figne fera

V— + xx — V— -*• xx , d'où l'on voit que il on tire
4 4

AL qui coupe l'ordonnée PQ en deux parties égales

au point L , on aura AL = v7-— ч- xx > enfuite iî on
; . . ' . . . 4

multiplie le numérateur &: le dénominateur du rapport

o

-
..fi. .E. eft . k foyer de Ь parabole^

H h i i j
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•AQ-HAL7
-A, 8 QL mais comme

tous les trois termes AQ, AL , QL 5 font variables,
pour en avoir le moins qu'il eft poflible, on tirera
lur AL la perpendiculaire L H qui rencontre l'axe
en H, & le triangle LQH fera iemblable au trian-
gle L Q A, & comme l'on fçait par la nature de la
parabole que la fpûtangente de l'are AP eft double
de l'abfciife AQ, la ligne AL fera parallèle à la tan-
gente au point P , & L H parallèle à" PS tirée per-
pendiculairement fur la courbe au point P3 donc
puifque QS eft la moitié du paramétre „ QH en eft
le quart, & par conféquent QH = AF, ce qui don-

__ OH i ,
ne AF \--QJL 1"-̂ Н \~ÕH—J : dou d

fuit que il à AL on ajoute LM = QH<! OH f

c'eft-à-dire la mefure ou le logarithme du rapport

o"tj— au module QH, la toute AM fera égale

à Гаге AP. C. F. T.

P R O B L E M E I L

иг. TROUPER 1л longueur d'un arc quelcon-
que de lajpirale ^'Archiméde.

SoiT tirée la droite Q A (ßg. 41.) tangente au
Q commencement de la ipirale donnée QUA,-
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foit A le point où elle coupe la fpirale , & du cen-
tre Q & du rayon QA on décrira le cercle АСА;
& ayant mené une ordonnée QPC qui coupe la
ipirale en P & le cercle «n C , & une autre ordon-
née Qpc infiniment proche de l'autre , on décrira
du centre Q le petit arc de cercle P« , ôt nommant
AQ , л j Q P , y t AC j x > & la circonférence en-
tière с y les iè&eurs Semblables CQc , PQ» donne-

ront , АС (л) . Ce (dx) :: QP (y} . Ря = i Sc

parce .<jue la nature de la courbe donne ax= cy f

on tire Pa = ^--—-»-Vy* — -vl-M-ff-yy. Cette
* # ' АЛ y-/

diíFérentielle fe rapporte à la forme 50 puifque и** г ;

$c la comparaifon des termes donne ô == о , D = — sL aa
e=a*, f= ce , & l'intégrale ou l'arc QP égal á

Vy a+ -t- с су y aa ГСР1 y --- ——
JUL.'J -- '— 4- — < r— > = — — vV -u сг-vi/ .-
гаа yy +c LAP J 2^^ * ^ Cí^^ -H

\СУ
'

i!__<( v'- - JJ > : mais parce que cjy -H vrf4 ̂ _

Xi)' — )/A* + ccyy=*i— A4 j en regardant comme réels

, . . .
les rapports imaginaires on aura v'

cy —

ou 1 -, par corne-
*• ce y y
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__. y ,~~ aã Г<гуч- v^ +-"c c v v \

quent QP = -1->/л* + ссуу + ̂ \ -2. - ^_22 V}:7 ^ гаа. г c l *<« J
on trouvera donc cet arc de la manière qu'on a fait*
voir dans le Problême précédent. On en peut don--
ner auiîî une conftru&ion géométrique iemblable a
celle du Problême précédent : car menant la tan-
gente PT qui rencontre en T la ligne QT tirée per-
pendiculairement fur l'ordonnée QP on aura fuivant>

AT 1/ CW
eç qui eft démontré par Archiméde QT = -^- = —

ce qui donne PT = ~*V .+. CCyy } & €n divifant

QT en "deux également au point F5 & menant FL-

paralléle à TP , LF = --^л

4 -ь ссуу qui eft le pre-

mier terme de l'intégrale : pour conftruire le fécond,
f _

aa Г су -ь Va* ч- ce y y \ . r .
terme — { — -- ~ ( on tirera iur F L la per->

гс l aa J • L

pcndiculaire LH qui rencontre en H la ligne FQ,
prolongée, & les triangles femblables FQL, LQbf

donnent FQ g} - QL {f } : : QL g} . QH =

-— qui eft le module cherché > enfuite multipliant &

j. ./- У \ 1У ч- УЛТ -t-ссуу
diviíant par — le rapport — ^, on aurg.
су У 'У

f су y

'J

.J су -*" v«*«- •+• с суу

- ог од
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de voir que ̂ - = FQ , &: — v^4 H- orri/ = FL,1 г*** ^ гал -л/ >

_ r/ ^Ггу-ьу^ч-гсууЯ fFO -t- FL/Ï
par confequent — < ̂  - ^ ? = OH l i:s±-l± S1 iíl <** • J \ QL J

ou Q H | — ̂ jq — | à caufe de la fimilitude des

triangles FQL , LQH ; Ci donc à FL on ajoute LM
égale à la mefure ou au logarithme du rapport

au module Q H , la toute FM égalera

l'arc Q P. c. 4^ F. Г.
De ce qu'on vient .de faire voir dans ces deux

Problêmes on découvre une grande analogie entre
la parabole & la fpirale d' Archiméde ', ce qu'on peut
remarquer en paflant.

On voit que comme dans la parabole , QH (ßg.
40.J eft le quart du paramétre , de même QH (ßgt

41.) dans laipirale eft une quantité confiante, qu'on
peut'regaîder comme le quart de fou paramétre,
îurtout puifqu'en fuppofant que le paramétre com-

mun de ces deux courbes eft 4QH = -— - , & qu'en

prenant deux ordonnées égales QP , QP 5 on trou-
ve que les ibutangentes des arcs 9 AP , QP , font

f V V

égales j leur valeur commune étant — , ôc qu'ainß

J'abfciiTe AQ dans la parabole eft égale .d F Q dans

la fpiraje, ôc comme dans la parabole on a QP s~
П
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AQ X ~- > de même dans la ipirale le triangle rec-

tangle FLH donne QP* = F Q X — i de plus puif-
£

que les triangles ALH ôc FLH font égaux en tout,
l'arc A P de la parabole eil égal à l'arc Q P de la
fpirale.

P R O B L E M E III.
•

113. TfiO'UyÊ'R. 1л longueur d'un лгс quelconque
de la, courbe logarithmique.

SOIT donnée la logarithmique E M e m, (fig, ^г.)
dont l'afymptote eft la ligne AFaf> pour avoir la
longueur d'un arc Ее, on tirera les ordonnées EA,
ea, &: les tangentes EF , ef, 8c une autre ordonnée
g h infiniment proche de e a , fur laquelle on tirera
la perpendiculaire en , &: ii on nomme л la foûtan-
gente л/^qui par la nature de la courbe eft une quan-
tité" confiante , l'ordonnée л e ,jy , les deux triangles
femblables , etf '> enb , donneront , a e (j/ ) . ef

, -ï-yy) \ \ b n (dj) . be = — ̂ ал -+-уу • or cette

différentielle fe rapporte à la forme 4?, puifque f =*,
& la comparaifon des termes donne ô = о ,-D = ï ,

= У У > e = ла, , •/= i , & f-

, op
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étant à O A > comme ^aa, -+• yy à л : mais parceque

*• yy = "~* У У a ОП

j a + + M •• -- _ ,__ .
v: - : — -£ .̂~ssa . - — — • s=s — — • - * » eu

choifiiïànt cette dernière valeur comme étant la plus

commode dans cet exemple, l'intégrale eil

— a \ - _ > = if— a,f\—ï - r\ , ou plû-
la—^aa+yy* J J W~ */J V ^

tôt <?/•— А/>~7~~7ч íuivant ce qui a été remar-

qué dans l'art. 14. Par la même raiibn pour le point
Г АЕ' 1

E on auroit ..l'intégrale E F — A F \£рПГШ ' &

de cette intégrale ôtant la précédente , on trouve

pour tefte EF - *f+*f{ ,

qui eft la valeur de l'arc E* j cet arc fera donc

connu en évaluant les termes af\ — - -i , A F
C v — at J

Гр"(Раг ^e moyen de la formule M x
~~~ Лг J

comme dans le premier Problème. On peut donner
à cette intégrale la conftrudion générale fuivante.

Ayant pris fur EA la partie AL = EF — AF 5 oh
tirera L M parallèle à l'afymptote qui rencontit^â
courbe au point M, & puifque Ton i^àit que Ja par-
tie ' de l'afymptote comprife entre deux ordonnées

li ij
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eft. le logarithme du rapport qui eft entr'elles en
prenant la ibûtangente pour module , il s'enfuit que

L M = A F < Fp-~Ã~F í : on Ргеш*га pareillement

fur e a, la partie л l = e f — af, & tirant Im pa-'
ralléle à l'afymptote qui rencontre la courbe en my

on aura 1m = af{ -7- - >?, ce qui donne l'arcJ \.e f — Ä/J ^
Ë* = EF — * - * - / » — LM..C. JF. Г.

P R O B L M E I V .

11*4. T R O V V B R 1л longueur d'un arc de la, Cif-
foïde.

SOIT A le Commet de la Cifïbïde AT* (ßg. 43. )>
AB le diamètre du cercle générateur , & B E fön
afymptote -, tirant une ordonnée quelconque PQ, &:
nommant A В , a, > B Q 5 x j P Q , y > la nature de ia

courbe donne y = a, — x \/^^ , d'où l'on tire d y

г
ах — \dx ---. t л — ---

X VA -h ЗА1 ou plutôt _ - ^ ц. 3^, parce qu'on

cherche l'arc A P & non pas l'arc infini PO. Cette
différentielle comme on voit fe rapporte à la forme
50, parce que я= ï 3 & en comparant les termes

on irouve ô = ^_

v/l±_3f — Iv/T"
x г J '
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/ - _
v— — 2-=' --- j .^V -- —

Va У

mais parce que cette intégrale doit être nulle lor£
que # — л y on voit qu'il en-faut retrancher 2.0, —*

- ( *, par conféquent l'intégrale complet-

te eft *jï± - га ч-
C v<í J

\
>

j
par l'article ю. on trouvera donc Гаге АР par le
moyen des logarithmes. Pour donner une conftru-
.ition géométrique de la iblutioii de. ce Problême,
il faut tirer par le milieu L de l'ordonnée P Q la
ligne ALË qui rencontre Tafymptote au point E, &:
la iimilitude des triangles AQL , ABE, donne,., AQ

J :: ABU) . AE = - X

3 'Y
3 ce qui donne A/Jtlî

A í

^ хл = zAE — г AB , qui font les deux premiers
termes de l'intégrale : on appereevra plus aifémenc
de quelle manière on doit conftruire le terme ^5

^^Д.-еп le multipliant & le dlvifant par
-V4-Í- i*J A • ,. ......

• " • - . . I l l l j
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• j , S Viaa-í~ ia . • v, ce qui donne 4^3 -j . y — - > i on tirera

donc la ligne A F qui rencontre l'afymptote en F , &
qui fafle avec, Б A l'angle BAF de 60 degrés, ou,
ce qui revient au même, du centre A &: du rayon-
zAB on décrira un arc de cercle qui coupera l'a-

fymptote en F , &: on aura AF = гл, BF «= ̂ $ал
= д\/3 : on prendra auffi B D en forte que BQ . BD
: :'BD :13A, ce qui donnera B D = ^ãx , ô£ tirant
DG parallèle à A F , les triangles fembiables AFB,
DGB donneront BG = ^~x , ôc menant AG , on

aura A G === У л л ч- $лх j par conféquent

Si l'on veut fe fervir de la conftrut"tion de M.

CÔTES on multipliera &. on divifera le terme 3^7 ал
f •V^--4--iifa: \ ' '. .a - ."•_ ,. . \
< — - . ___ ; ( par v-j ce qui le réduira a cette
V^- i -^^ -b .vJ r 3 ^ ^

__ - ,
forme <W-^z IT^ - - --- S & tirant la droite AC

•^ 3 С^^-*-^}^ч-^д:3

qui Encontre l'afymptote en С , & qui fafle avec
AB l'angle BAC de 30 degrés , В С fera la moitié

de AC ,. & par conféquent AC — В(Г= зВС. =
aã , :&BC = Jï~a , о£.?АС = v^^ ,- enfeite prenant

= VÍÍAT comme dans k сопЛгиШоп précédent^

menant DC , on aura DC = \/±аа -t~ax , d'ou
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ï. S rf-b^lÎM ? • „^fAB-l'on trouve 3/-^ <*-—=^=г=)>=зВС>——

AB -ь AC f . . , , , f

ев BC < :гЛ , donc l'intégrale totale ou l'arcö

ГАВ ч- АС -у
Ее eil égal' à zAE — zAB -+- BC 3 i>b < Ï B D - b D C i
C. S. F. T.

Ufage de la Théorie four la quadrature
des Courtes.

ENTRE le grand nombre des lignes courbes dont
on peut trouver la furface par cette théorie , il iu£-
fira d'en apporter quelques-unes pour en faire cou-,
noître l'ufage,

P R O B L E M E V .

115. TROUVER lajurface de U courbe лрреШе
la figure des Sécantes.

DANS un cercle donné Q S (^.44.) décrit du cen-
tre О &C du rayon OQ qu'on tire la;;rangont:e infi-
nie QP , & par tous les points S de la circonféren-
ce les fécantes O P j tirant auífi la droite A PL égale
au quart de la circonférence, & élevant la perpen-
diculaire AD ==. QO, on prendra AB = QS,ôc.pn
mènera BC == OP , &: ainfi5 on formera la courbé
DC: fi maintenant oh tire la fécante O/> infiniment
proche de Op , qui rencontre la circoriférerice en j,
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& Ptsr perpendiculaire fur Op , &: qu'en prenant
— Ss , on mène l'ordonnée bc , nommant O Q ou
AD , r> QS ou AB , x ; OP ou BC 3 y > les trian-

gles femblables OQP , P®p donneront 5 QP (v^jy — rr )

OQ (f ) :: *p (dy} . P»- = — ̂  — ;.& les fec-

teurs femblables PO®*, SOj, OP (j) . OS (r)::
rrdy

= B b = dx 3 CQ qui
-

donne ydx = -=== = B^cC difference de l'ef-
r r

pace ADCB.
Cette différentielle fe rapporte à la forme 48 , Ôc la

comparaifon des termes donne я = г , 0 = о , D =
я

, * = — rr , f= ï, я =
^ rr

rr ГСРЧ у ч - > / у у — rr~- l «- Vsx.rr <\/^ - li _ ^r>; mais parce que
z LAI J J — \ / _ _ y ly — \ y y _ _

-r™ x — ̂  — rr — rr , on aura f r

Су -+- у>у — 7г\
— r r \- - Zí - ? ou r rL r J

•-' ' '
eft-акНге, 1'efpace ADCB=s=

.
Ce Problème eft d'ufagè daias Ja navigation,

PROBLEME
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P R O B L E M E V L

ii6. TROVVJïK la quadrature de Itfface OAQP
de la combe AQ (fig. 45.) dont la nature, en nom-
mant O Á , a y l'abßtjfe AP , x ••> l'ordonnée P Q , y;
eft exprimée far cette équation aay •+• xxy = a5.

D E l'équation de la courbe on tiré y = —
хх*

ce qui donne val* = pour la différence de
*• •* aa. •+• xx r

l'eipace variable OAQP. On voit cpe cette différen-
tielle appartient à la féconde forme, &: que «= z,
fi =^ О , D = л"> , e = aa, /= r , j£ =: xx 3 d'oïl par

le premier cas de cette forme on a y"
A ï

£\ /—х4(рво)== л.
aã -ir xx

= z : ainfí .cette intégrale dépend de la mefíire d'un
angle , dont le rayon eft à la tangente comme Q A
á OP э ou comme a à x , d'où il eft clair qu'en tirant
AP, l'angle P ВО de la forme eft le même qu'ici

l'angle OAP , &: que par conféquent/'& ' L í. i

Ön trouvera -la valeur de cette intégrale par la
formule N X R x r : par exemple íi on veut que á =
АО = i , x — OP = т j on aura R = ал =- j ,*;Ä
puifque le rayon eft à la tangente de l'angle O AP
comme г à ï 9 qn trouvera par. les tablés des iinus

Kk •



A P P L I C A T I O N
&: tangentes que cet angle eil de гб\ 33'. 54" =
565 , ce qui donne N == .16 3 5^5 , & ii pour la com-
modité de ces fortes de calculs on^fait une petite ta-
ble des produits de oa 01745319 par les> nombres

ï - - - •tss о , 01745 3ZS*.

2, - - - s==. ° > 03490658,

3 - - s=s ° 9
4 - .- -.. = о ,

5 x 0,0174532,?- s= o, 0871^45.
í - - - = о , 1.04715)74.

7 .- - - == о ,

8 - - - = о 5

- - - 5= О

0104715)74
оо З4?об 5 S

0,463^4^4885
qui eft la valeur de l'efp'ace OAQP lorfque OP = ?.

On trouveroit encore la même choíè très-facile-
ment en fe fervant des logarithmes. : car puifque le
logarithme du nombre о , o 1 74 5 3 гэ eft Т, *4 1 8773 5 >
& ï > 4МЗо98 çebi dç %ç , 5^5 > Ь íomme 7,
£6$ 1 87 1 5 répond au nombrç о , 4<^4б<>1 , comme
on vient de trouver.
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Ce calcul deviendrait beaucoup plus pénible fi

fuivant la méthode ordinaire on cnerchoit l'inté-

grale de la différentielle par une ferie in-
o aa •*- xx t

finie.
La conftruction géométrique de l'intégrale АО

(ОАР) eft très-fimple> car fi du centre A &: du rayon
AQ .on décrit le quart de cercle OB , qui coupe AP
en С , l'arc OC eft la mefure de l'angle AOP au
module АО , c'eft-à-dir-e OC = АО (ОАР), ce qui

donne le fecleur OAC = — ( О AP ), oc par con-

féquent l'efpace OA'QP eft égal au double
О АС , & l'efpace total AEEO compris entre la cour-
be AE &t fon afymptote OE eft le double dû quart
dé cercle OÀB. C. . F. T.

P R O B L E M E V I L

la, fitrface d'une partie quelconque
dê U courbe OBCLO ( fig. 46. ) le rapport des ubfcif-
ßs AF ou NH , x j (g£- des ordonnées F H ou AN,
y , • étAnt exprimé par cette équation x4 — 6 a a x x -h
4 х х у у Ч - а 4 = о, dans laquelle a = Q B , qu'on
fappoß parallèle л AN.

L'EQUATION de la courbe #4 — баахх Ч-
aï = о , ou #4 —

donne 'AÃ — xx ssr'i ъх^ал—уу , d'où l'on tire
K k i j j
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-^<* —J у , par coníequent ОП

aura Ä-^ = dy ̂ глл —у у — ау^лл — у у =

différence cie l'efpace AOHN , &Lxdy —dy^iaa, — yy

— . jyjy = NSí« difference de l'efpace
ACSN. Ces différentielles étant rapportées à 'la for-
me 50 j on en trouvera les intégrales par des arcs
de cercle de la manière qu'on a vu dans le Problê-
me précédent 5 fi on en veut une conftra&ion géo-
métrique , il n'eft nullement néçeiTaire d'avoir re-
cours aux tables > les différentielles font ii fmiples
d'elles-mêmes qu'elles en indiquent clairement ta con-
ftruclion : car puifque l'équation de la courbe don-
ne Q A = Q B , il n'y a qu'à décrire du centre A
& des rayons AQ = л f AM = л\1г, , les quarts de
cercle Q D , MG , qui rencontrent les lignes NS,

ns , en P, p » & E ,e , &: on aura NE = ^ы л —

= IAO,*- yy j & EP == v'ztfÄ — y y —Vaa — yy ',

ce qui donne E P p e —dji^iaa — yy.
d'où l'on voit que E P eil toujours égale à. NH , &
que les Clemens EP p e font tous égaux aux élémens
NHÄ» -, Si par conféquent MQPE = A O H N ,
d'où il fuit qu'en tirant BD parallèle â QA & tanv
gente aux points В & D , on aura OADB = QMBD.
De la même manière on voit que ACSN == AQPH
H- AMEN , ACBD^AQD H-QMBD, &
que Q.MBD = OADB , il s'enfuit que OCBO
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iAQD = AM G. On. peut voir auffi k quadra-
ture de cette courbe ( de Methodo Intcg. J. Ber-
noulli Left. за.) 8£ (Anal. Dem. au P. Reyneau arf.
8 1 о. ) С. Д. F. Г.

P R O B L Ê M E VIIL

li S. TROUVER la, farface de la, Conchoïde de
Nicomede,

SOIENT AE j B{, (fig. 47.) les deux- courbes qui
compofent la Conchoïde décrites du pole P , dont
l'afymptote commun eft CD perpendiculaire fur PC.
Du pole P qu'on tire une ligne PD qui coupé les
deux courbes eh 4 & E >' & l'aiymptote en D , qu'on
tire auffi une autre .ligne P m infiniment proche de
PD* &: du centre P ayant décrit le petit arc Dpy

nommant AB 3 A\ PC , b \ CD , x -, les triangles

femblables PCD , Dp m donneront , PD (^hh -
• ' bâx

PC (b) ::.Dw (dx) . Dp — ,'. ^~ : or on fcaic
V - - *

par la nature de la courbe que Ê4.=r.

il E k X Dp = - qui eil la .différence de
-*• ХАГ

расе AE^B. Cette différentielle fe rapporte à Îa for-
me 48, ôc la comparaifon des termes donne v = Z j
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~Л1Г+Тх Хх — v/7JÏ~A^ = — £ & , о п а и г а д &

= ABx

pC fgD "*" Р£>Л i on trouvera donc la valeur de

cette intégrale par le moyen des logarithmes. Si l'on

prend CM = PC {CDj^PD} > & qu'on tire par le

point M la droite G ML parallèle à AB & qui ren-
contre en G & L les lignes AG , BL perpendiculaires
fur AB , il -eft clair que le parallélogramme AL eft
égal à l'efpace ConcHoïdal AE£B.

Si on veut avoir ГеГрасе AEDC , on décrira du
centre P & du rayon PE. le petit arc Ее & puifque
£D'= A G les fedeurs iemblables DP/>5 EP? donne

D P ( v7b~Tx] . Dp -~= ' ' EP

' ** ̂.
b d A ab Á , » ,g •=. -=z== ч -- X jr— — - -, d'où l'on tireЬЬ + ххг

ED ab d x aab dx
-H- D/» X — çsa 7.-т- r . 8

D "différence de l'efpace EDCA i mais on vient-
i - f abdx . ,-

de voir que / — = ACMG , Sc rapportant1 J > fi-

la différentielle —x ; à la féconde forme,
8 _ ,bb .•*•• xx . '^.

trouve que ion intégrale eft ̂ -x 4 (PBO) =s
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^ (РВО) , OP érant á O A, ou le rayon à la tan-

gente comme b à #, ce qui fait voie que. l'angle PBO
eil le même qu'ici l'angle DPC, donc l'efpace AEDC

eft égal à AGMC -H ~ (DPC) j fi donc l'on prend

fur l'afymptote- la partie CN = GP(DPC) , c'eft~à^
dire CN égale a l'arc CH décrit du. centre P & du
rayon PC &c terminé par la ligne. PD, & qu'on tire'
PN &, par- le point M la droite MF parallèle à
PN, à caufe des triangles femblables 'CPN,.GMF,
puiique CN eft égale á "l'arc С H meiùre de l'angle
DPC , G F fera égale a_l'arc, qui mêfure le même
angle , décrit du rayon MG ou AC , & par confé-

quent G F = f (DPC) , & GF x -~ = y (DPC/j

donc le trapèze AFMC eft égal à l'efpace AEDC;
d'où il fuit auiïi qu'en prolon^feane la ligne FM juf-
qu'à ce qu'elle rencontre B"4 en f, le trapèze CM/B
eft égal à l'efpace CD^B. C..jg. F. Г.

P R O B L E M E ÏK .

/л quadrature de /л courba dont
le rapport entre les abßifjes x , ^ les ordonnées y ,
.eß. généralement exprimé par cette .equation axA 4*

o.
ON fuppofera que la iurface de la courbe рго=-

pofée eft égale â la furface d'une autre courbe dont
les ordonnées font »ôc les abfcùTes \ , .droù "ïL fuie
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que leurs différences feront égales , c'eft-à-díre

Xs

s= tid\\ enfuite on fuppofera — = ^, ( í eft un
r_ ï

expofant indéterminé) , ce qui donne x = s* ç/ ,**
л л £ e. . • • i \ i

= si v , x* = 5 s V » * J~^ '^ = ^ > d'où Г°п tir€

**— ' = * X /-—^ ^. >
dx .

A^ x_ .
X s

I X f f J I X T S I X T
-f x í- z-

T X <7 /U.4-J - I X f fJ W . - - <7 . - -

en divilant l'équation par s - — - X \ - - - ,

\ — p — s — l x <r Л — (*, —— S — l x er
cri aura as — •/ Ъ^~^ - ~ --

j, — ! x т — o- — /«- * — í x т — o--^-^
^««•4- c»T X JT- - - -- ST -- -

— o : afin donc de faire enforte <jue lê troiíiéme
terme de cette équation ne foit point embarraifé du

IXT — cr —' T r J
produit »K, on fuppoiera 1 expolant

." Т-ЬАЬ — <r л — & — f —
== о. Ce qui donne s s^ — ••• — , ôc - -

i »я— ff J

_ ^т— ло- abréger , on fuppofera
т--̂ - <r ч- /* • . * ü

^0 ? ̂  ^цд- l'équat;on trouvée ci-def-

lus
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fos deviendra asßzß -t- Ъи* -+- ctf = o3 ce qui don-

J ̂  = -- и* — - и1 ,8t parce que/W^-н

— X

(lue ue*z. =.
.1

. .. /. , xy rdu b . c ß

on лига./y d x .== — —/—-X »* — -tf ...
í s a a.

li eíl facile de connoître fur le champ и la diffé-

. ц d» b : с- •* л ./• t ïrentielle — x .#?—• —»*. eíl compnfe dans la
S • a ' a L .

théoïie qu'on a donnée , fc par conféquerit iî la
courbe propofée eft exactement quarrable, ou il ia
quadrature dépend des fedions coniques, ou de quel-
qu'autre courbe d'un degré;'plus élevé : c'eft ce que
M. NEWTON avoit découvert 'autrefois , comme il
Failure dans une lettre qu'il écrivit à M. COLLINS
datée du 8 Novembre 167^.

Soit donc l'équation .de la courbe dont il faut
trouver la furface , дг3 -^- a x y -+-jy5 == о, & on aura

, л . . r • j гху ггаи
s === т, (6 = r 5 ce qui donne jyd x = -т y — x

3 3
" " Г . zxy au и . »4 ' ï л zxy avv
au — »} = —ü — , ц- — -ou plutôt —- — ~^

3 З б - Г 3 . . 3 ^
V4 . V .

•*• т—"en mettant au lieu de н fa valeur —?, maiso x x x~i '
L l
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à caule de l'équation #3 — лху 4-jy' .= о, la quan->

. , гху ay y y4 ., , ч x y ay y
tité — -- — - * - -r— fe réduit à — — ~ ; on

3 ЗА; б х л г x 6x

trouvera donc exactement la furface de cette courbe,
Si l'équation de la courbe étoit x* — x'yy-b-ggy*

= о , dans ce cas on auroit л. = 5 , ju, = 3 , <r = г $

T s = 3 , * = s i i £ = — ! > f = gg > d'où l'on tire s = 4?
/3 = — ï , &: par conféquent la furface de la courbe
, , V A T V . f du ~~^ 7~~l xy . ' u — l 4 u
égale a — — •/ — X »* -^- FF»J ^=-— — y/. .;6 4 J 4 . 6 4 4х i—^*

u~~ ldu ^
or la diiterentielle — :. le rapporte a la pre-

miére forme , fon intégrale donc fe trouvera par Ы
inefure d'un rapport , oc ainfi . là quadrature de la
courbe propofée dépend de celle de l'hyperbole. De
cette manière on peut chercher la quadrature de tou-
te autre courbe dont l'équation fe rapporte à celle
du .Probleme. С. ^ F. T.

La méthode qu'on a donnée dans ce Problême
pour réduire l'équation de la courbe en une nouvel-
le 3 dont la forme foit propre à faire connoître la
nouvelle courbe de laquelle dépend fa quadrature,
eft principalement d'u< age pour les équations où les
deux variables x &y font tellement mêlées enfem-
ble, qu'on ne peut commodément les féparer par
les méthodes ordinaires de réfoudre les équations. Si
l'équation de la courbe a plus de trois termes ,, on
la réduira en une nouvelle d'une manière tout-à-fait
femblable я celle de ce Problême , comme on peur
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Voir dans les corail. 7. (êfr 8. de la, prof. 9. de Qua-
drat. Curv. Newvt.

P R O B L Ê M E X .

no. DANS une portion donnée BD (fig. 48.) d'une
parabole quelconque dont l'axe eft АР , ayant mené
une ordonnée PD , @r ï indéfinie ВО parallèle ci
PD , quon tire la droite AD qui coupe ВО en С,
ffî qu'on tire C Q parallèle л В P <рг с0я/><? PD e«
Q j w/4 pofé , £» í7 /яг//<? trouver l'aire de la cour-
be Ъ Q qui pajfe par tous les points Q ainfi déter-
minés.

NOMMANT la donnée AB , л ; BP , ус ; PD ,j/ i Ia
nature de toutes les paraboles peut généralement
être exprimée par cette équation ym = # , l'expo-
fant w étant un nombre pofitif entier ou rompu >
& à caufe des triangles femblables APD , ABC , on

a AP ( A - H A T ) . P D (y] ou (*""):: AB (л) . BC =
_ _

ах*» _ _ . . ax">dx ,,
= P О з donc ydx = - , or 1 on voit que

^а •* «*-x * *
cette différentielle fe rapporte aux tables , fie 'qu'on
en trouvera toujours l'intégrale. Par exemple íi BD
eft la première parabole cubique , Ton équation eil

У =s # , & l'efpace BQP = f*** • en rappor-4 a-*~x L v

tant la diríérentielle — î — aux tables , on voit
#-*• x

L l i j
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qu'on a premièrement я = i, & enfuite faifant Ô я -*»

í „ _ _ ! = { , l'on tire б ч- £ = ï -*-Ь се <lui faie

А. ^ • ,

voir que ô = 13 &: í = \ , &: par conféquent cette

différentielle appartient à la troifiéme forme ; &: puiÇ
que D = л, e = л ,f— i, ç." = x , l'intégrale par

Je premier cas de cette forme eil 34*1 — з^л x f >/—

x _ /3 (BP : B O ) -t- i (DP : DO) ч- 4 (-PB.O> } ,
mais parce que'/3 eil la corde de la fixiéme partie
de la circonférence dont le rayon eil l'unité, ôc -\> la
corde du double de cet arc , on aura ß =т, &
4/e i , 7310508 ,"& l'intégrale, fera 3 л XT — • я?

— AT x i, 732.0508 (PBO) ou bien 3^x7 — л|

— — *)
a' ~*~ ' X — AJ, X ï ,7310508 (PBQ)i
"* i í TÍ|
_ 47 *7 -{- ЛГ73

caufe que OP . О A :: x r . лт : la valeur de 'cette in-
té°rale fe trouvera par les régies déjà employées dans
les Problêmes précèdent Si on veut que # = ï, &
a .= z, & qu'on demande Pefpace BQP j dans ce

Г ! . I ~
.S Ä7 -h X7

cas on aura 3^x7 = 6 , OC <ty

= Vi6 < . Л on cherchera la valeur de-
l V ^ 4 _ ( / i - b i J

cette expreffion par la formule M x / x v, le calcu|
en eil facile fi on le fait par les logarithmes i on-
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1 f V1 "*• * • "}
trouve donc {/m i-= >= i , £5*7588;

1/^4 — ^2 ч- i J
eníuite cherchant l'angle PBO de la manière qu'on
a enfeigné dans l'arc. 75 , on le trouve de 48°. 44'.
ï" , ou 48 ,, 73361 , &L ainfi la formule N x R x r
donne у/гб x i , 7310508 ( PBO)= з , 7*zz7i, d'où
l'on t i r e i — i, £57588' — з , 711-272. = о, -590140
qui eil l'efpace demandé. С. ̂ _ F. T.\

P R O B L E M E X L

. T RO V У ЕК la, quadrature des ellypßw
Àes hyperboles de tous les genres.

. SOIT une ellypfe ôc une hyperbole* quelconque
АО , (fig. 49. (§r 50. ) dont l'abfciffe AP eíl x 3 l'ordon-
née PQjjV j &; l'axe AB, л: par la nature de ces cour-

bes le produit AP X PB eft à PQ en rai-
fon donnée , comme de л à b, les expofaiis m &c
n étant des nombres pofitifs entiers ou rompus -, ce

h _ » „ . ' :

qui donne ym -*-» = —xm x a + x 3 & y d x =

L t» —— 2— . r m
•-ЧУ- x x~^dx x л _t_ x m^~n : or puiíque -hv

 a *• *• т-ъ-п

•—— == i . il eft clair par l'art. 90. qu'on trouvera
W + n l

toujours l'intégrale de cette différentielle. Soit m = ^
b - ^~

•§c « = ï} ог: on aura jy ̂ л1 = V~ * л^т^л1 х л ̂ 1 x *,

x)n. trouvera l'intégrale dans, ce'cas parla forme 54.
1 ' - " L l iij *
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Soit я? = з , & » = i , & la différentielle^* fera

/ _ i_
égale à celle-ci v'- x x\íx * Â IH x 4 , laquelle fe rap-

porte à la forme 58. Si m = 3 & « = г, il viendra
A _ i

= v' — x xjdx x л!{1лг 5: cette différentielle ne
Л-

fe trouve pas dans les tables parce qu'elles n'ont
point été continuées jufqu'à ce point , on en aura
l'intégrale par l'art. 90. &: ainiî des autres fuppofi-
tions. С. ^ F. T.

л

P R O B L E M E XII.

IZZ.!.. T R O V f E R la ßiperßcie d'un Sphéroïde for-
mé par 1л révolution d'une ellypß Autour de fen axe.

SOIT AN B (ßg. 51.) la moitié d'une ellypfe, dont
le premier axe eft AC, le fécond CB, le foyer F : tirant
une ordonnée XN, ôc nommant ÇA , л > CB, b -, CX,

b . • - bxdx
л "Ч aã — хх

б£ fi l'on mené l'ordonnée x n infiniment proche de
XN, la différence de la furface formée par la révo-
lution de l'arc BN fera égale au petit arc N« mul-
tiplié par la circonférence décrite du rayon XN, c'eft-

à-dire , il - marque le rapport du rayon à la cir-

conférence , cette petite furface fera py ̂ dxl -b-'dy1 :
(i on veut avoir un cercle dont la furface foit éga-
le à celle du Sphéroïde, nommant ^ le rayon de ce
cercle , p\ en fera la circonférence, donc par l'hy-
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pothéfe fpy^dx1 H- d f = -— , ce .qui donne

l ->r-dyL = ^ : mais on a
i.bdx <

— <*<* — bb x XX = -- Ул4 - ССХХ СП ÍUp-
a ã . - t

pofant £^ = 4^ — && = CF , &c fuppofant encore
aã M ^ mc , a : : a . m = — . on déduit -- vÄ — CCx x =
с л а

-- ^да — хлг: cette différentielle 5 comme on voit,»2 3 J

fe rapporte à la forme 50 , par laquelle on trouve

que ion intégrale eil —\/mm — x x — b m (P B O) ,

donc ii dans X N prolongée on prend le point E

enforce que CE = my on aura XE = ^mm.~— xxy

& tirant fur CE la perpendiculaire XL, les triangles
femblables CEX , CXL donneront CE (m} . XE

( V m m — xx] ::CX (*) . XL== *L^mm—xx. De

plus 'puifque dans la forme OP eft à OA, c'eft-à-di-
re } la tangente au rayon , ou bien le iînus au co-

iînus de l'angle PBO comme У mm — xx à x , ou il
Ton veut le rayon au co-fmus comme m â x ou CE
à CX , il eil clair -que fi du centre С & du rayon
CE on décrit le quart de cercle QEZ,on aura l'an-
gle PBO = l'angle XCE, &c EQ = m (PBO) —vr
(XCE) : mais parce que l'intégrale qu'on cherche
doit s'évanouir lorfque x = о , on voit que pour
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rendre complette il faut Ге fervir de l'arc EZ 3 &

áinfi au lieu de l'intégrale СБ x XL — CB * EQ,
on aura CB x XL •+- CB x EZ ; íi donc à XL on

ajoute LM = E Z , on aura 3. = v/CB * XM , qui eft.
le rayon du cercle dont la furface eil égale à celle
du Sphéroïde comprife entre les lignes CB & XN:
delà il fuit que cette ^iirface eft à celle du cercle
dont le rayon eft CB , comme XM à CB. Si l'elly-
pfe AN B faifoit Га révolution autour du fécond axe.
CB, on' trouveroit par un femblàble calcul la fur-
face du Sphéroïde , qui dans ce cas dépendroit de la
mefure d'un rapport. С. ^ F. T.

Dé cette manière on trouveroit aufli la fuperficie
de l'hyperboloïde , &c d'une infinité d'autres corps
folides.

On peut auffi appliquer cette Théorie a*la rechen
ehe de la folidité des corps.

U f âge de la Théorie -dans la folution des
Problèmes 'de Méchanique.

QUOIQU'IL y ait un grand nombre de Problêmes de
Méchanique qui fe rapportent á la Théorie prélente,
cependant comme ils dépendent pour la plupart
d'un trop grand nombre de principes qu'on feroit
obligé de fuppofer ici, j'ai crû qu'il fuffiroit de n'en
apporter que quelques-uns dont les folutions ne de-
mandent que des principes oiTez, connus 5 ceux qui
youdront une application plus ample , pourront fe

íatisíàire
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fatisíàire par la ledure de MM. CÔTES &: MACLAU-
RIN j ÔÉ en s'exerçant eux-mêmes à réfoudre des Pro -
blêmes qu'ils fe propoferont ou qu'ils trouveront
dans les ouvrages de Mécanique comme ceux de
MM. NEWTON , EULER , &c.

P R O B L E M E XIII.

113. ETANT donnée la, humeur du- Mercure dans
le Baromètre for la, for face de la, Terre 3 trouver cet-
te hauteur à une dißance quelconque ', la loi de leu
pefanteur étant en rai/on inver/è dune puijfance quel-
conque n de la dißance au-centre.

SOIT S le centre de la Terre, (fig. 41.) A un point
de fa furface , &: fur SA prolongée prenant un
point quelconque F , &: nommant SA, r ; S F , x ;
P la force de la pefanteur au point A, D la denfité
connue de l'air en ce point > w ia deniîté en K j par

I I У "
l'hypothéfe on a — .— : : P . — P = àla pefanteur

en F a enfuite multipliant cette pefanteur par la deii-
fité и, & par dx qui eft en même raifbn que le petit
volume d'air dont la «hauteur eft mefurée par d x,

on aura —;— pour la différence de la preffion que

toute la colomne d'air au-deiïus du point F exerce
fur ce point i &; puifqu'on a trouvé par expérience
que la denfité de l'air eft proportionnelle Я la force
de la compreffion , il s'enfuit 'que d» eft e^ J

A Mm
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T v r n d x , • r t ' • 'raitoii que —, & qu ainíi b étant une quantité

Л. 7 > РИГ'«*-* f Лconltante , on aura bdv = — , ou plutôt —<

;— parce que la deniiré diminue â nieíure que

la diftance augmente. Donc У» ~f — , &: au

P t> т" dx *
point A, b D = f ;—•. Maintenant on dira-, la

denfité du Mercure eft à la denfité de l'air , com-
me l'élévation du Mercure dans le Baromètre eft a
un quatrième terme AC qui feroit la hauteur de
l'Atmofphére > il elle avoit par tout la même den-
iité qu'au point A > ôc dans cette hypothéie la com-

"breffion que ibuffriroit le point A ierôit comme la
quantité d'air compris dans la colomne AC multi-
pliée par ià pefanteur, c'eft-à-dire , cette compreiïîon
s'exprimèroit par P X D X AC } d'où l'on auraPxD
x AC = b D, ce qui donne b = P x AC, & fubftituant

cette valeur de b, on a — P x AC x. du —~—*
xn *

. _ dv rndx -, v T, ,
ou — AC X — = —— i d ou ( par l art. 17. ) Год

i • r" *
lire — A C x log. u = *— x s & au pointD я — t x"~~ l r

A j — AC X log. D = — j ôtant cette derhié-

ré équation de Ia precedente il vient AC X loo-. D• * • A . . . - o -
— AC x log. » = j~- - r~ X~ , ou AC

W A ll> "~" l Л
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. D i .. r»
X log. — = — Г X. 71=7 —

O y n —— l X
X

n— i

*п С Д

J l̂——•SA :doncla quantité- x , — SA
SF"-' я~~г SP
eil la mefure ou le logaritnme du rapport entre les
denfités D & и au module AC. Soit / le logarithme de

2- tel que le donnent les tables ordinaires, Si par
и *

* ^ / ï SA* r Al'art. 18, on aura AC x — == x —SA эm »г—ï SF

. », . я» SA с л с-1
ce qui donne / = —• : ~ x „'_, — ЬА. м la

1 я — ix AL $p

pefanteur eft uniforme &: conftante,, c'eft-à-dire , fi

* = ex, alors on a / = /» x ̂  i fi elle efli en rai-

ion inverfe des quarrés des diftajTces au centre S >
qu'on fçait être la loi de la nature, la formule do-

m SA x AF _ ï. r
vient / = -n=, X —^F—• On appliquera cette for-

AL " * -
mule à un ou deux exemples après qu'on aura dé-
terminé les valeurs de SA & AC. Suivant les der-
nières mefures faites par M. CASSINI le.fils &c M. LA
CAILLE , le degré moyen d'un méridien de la Terre
contient 5705° tòífes , & par conséquent le con-
tour de la Terre fuppofée fphérique contient го 53 Stoop
Eoiíes ( 1л Méridienne de. Paris , fag. 114-) d?où il fuit

M m ij
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que le rayon de la Terre eft de 31687x3 toifes , qui
eft la valeur de SA. M. CÔTES trouva par expérien-
ce que la deniîté de l'air eft à celle du mercure com-
me ï à 1 1500, & que le mercure dans le Baromètre fe
tient à la hauteur de г.у\ pouces , d'où, par la propor-
tion ï . 11900 :: 2.9}: -AC , on trouve AC= 2.92.54
pieds d'Angleterre ou 1746 p pieds de France , ou
bien 4578 toifes. Ces valeurs fuppofées, on prendra
l'obfervation faite fur la montagne du Puy de Domme
par M. CASSINI DE THURY &c M. LE MONNIER ,
dont le premier détermina par des opérations géo-
métriques la hauteur de cette montagne au-deilïis
du Jardin des Minimes de 560 toifes ( obferwations
d'Hifloire Naturelle , à, la fin de la, méridienne de
Paris t pag. CLXXIV. }

, С aux Minimes - z? Pouces o L 77.
Hauteur du mercure ̂  , _ • ' ,

/ zu P uy de Domme L$ 9 ~.
' , c , , m SA x AF

Pour chercher par la formule / = -~ x
A.V-T

la hauteur du mercure iur le Pwy de Domvne , on
aura en fe fervant des logarithmes.

^,5143781 í, 5144515 9, 2.6156^2,
1,7481880 3,^0^758 — 10,5373440.

iOj 537344°
le logarithme Ta 7151111 correfpond au nombre
Oj 0531156 qui eft la .valeur de / , c'eft-a-dire 3 le

logarithme de — : or l'élévation du mercure dans
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le Baromètre eft proportionnelle à la denfité de l'air,,
d'où, en mettant 2.7 P. о '. £ pour D > l'on déduit
v= гз Р. ii'1. qui eil l'élévation du mercure que don-
ne le calcul pour la hauteur de 5^o.toifes: la diffé-
rence d'avec l'obfervation eft de i{ ligne.

La féconde obfervation eft tirée de l'Hydrodynami-
que de DANIEL BERNOULLI, où il rapporte pag. 114. que
la hauteur de la montagne du Pic de Tbzmyau-deiïus
du niveau de la mer ayant été déterminée de 13158
pieds de Paris ou de z 15)3 toifes on trouva la hauteur
, ,, Ç au niveau de la mer - - 17 P. ю !.

du Mercure < .. . . .
l au lommet du Pic — - 17p. 5 .

Faifant un calcul femblable au précédent on trou-
ve 17 P. 3 l. pt>ur l'élévation du mercure , qui diffère
de l'obfervée de г lignes. On ne fera point furpris
de trouver ces différences entre le calcul & les ob-
fervations, fi on fait attention à toutes les variations
qui furvieiment dans l'Atmofphére caufées par les
vapeurs. & exhalaifons , 8c furtout du froid & ' du
chaud qui félon M. BERNOULLI dérangenc beaucoup
l'état naturel de l'air.

Pour avoir une conftruclion" géométrique de ce
problême on prendra S/ qui foit le dernier terme
de la progreffion gépmétrique -ii-SF. SA -S/V
dont le nombre des termes eft égal à и -f- i, & pre-
nant la partie infiniment petite .FM on. fera comme
auparavant "-̂ - SM . S A * S m : or la nature des

prosreffions donne S?". SA" : : S F . S/, & SM .
•r &' : M m i i j
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SA"":: SM . Sm } d'où l'on tire S F . SM : :

S/» . S/, Se puifque SM" ' =SF -+- n — i x F M

X-lF'^'jon aura S M" ' — SF , ou (я-r i

XFM X SÏ"~l) -SM :: Sf—Sm , ou fm . S/,

ôc mettant S F au lieu de S M 3 w — ï x FM .fm ::

SF . S/ :: SF " . SA , ce qui donne fm ==« —• i X
•"'•П

FM X ;~ : donc fur S/ élevant la perpendicuki-
• SF"

re f& qui foit proportionnelle à Ь denfité au point
? } K. mp proportionnelle à la denfité en M, ou ce

V l>

qui eft la même chofe fb = ^^ & »/> = ^^ >

r. /•/ Г! r\JT SA" ur"^JÎ ,, лon aura fm x fh =fh x FM x —==___ } dou

il eft clair fuivant ce qu'on a fait voir au commen-
cement du Problème que le petit eCpzcQ fipm eft
comme la différence de la denfité ou de k preííion
de l'air au point F , & fi on fait de même pour
tous les points M pris dans la ligne S F prolon-
gée à l'infini , & qu'on tire k courbe ВА/Ю
qui paife par tous les points , h, p , dec. l'efpace
SfhO compofé de tous les efpaces fhpm eft propor-
tionnel à la denfité ou la preifion de l'air au point
F, & l'efpace. SABQ à la denfité en A : par согь
féquent puifque l'ordonnée f b a été prife propor-
tionnelle à cette même denfité, il s'enfuit que l'ei-
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pace S f hO -eil toujours comme l'ordonnée/^ , &:
qu'ainiî la -courbe BhO. eft la logarithmique , puiíqué
l'on fçait que l'efpace compris entre la logarithmi-
que & ion afymptote eil égal au rectangle de l'or-
donnée qui le termine multipliée par la foûtangen-
te qubeil confiante , & puifque -dans notre conilru-
ftion l'ordonnée au point S eil infiniment petite.
Qu'on tire la tangente ht qui. rencontre l'afympto-
te en t, &: fur fh la perpendiculaire pq,S>c les trian-

gles pqh y t f h , donneront p q ou f m = .f =

/У' x du \ n n r j v r" il xJ - , donc f m * fh = ft * d» — -- > en com-
w J . x"

parant cette équation avec cette autre AC x d» =
V^—-^- , on voit que ft = AC , c'eíl-â-dire r que la

foûtangente de la logarithmique eil égale â la hauteur
de Patmofphére iî elle avoit partout la même den-
iîté qu'au point A.

Si la loi de la pefanteur écoit en raifon direâe
d'une fonction quelconque de la diilaace au centre
S 3 la logarithmique s'étendroit du point В vers le
point F, & la conílruclion feroit à peu-près fembla-
ble á celle de l'autre cas. С. F. T.

P R O B L E M E XIV.

. LA loi de la fejètntèur étant comme une
fonce quelconque n de 1л difittnce ли centre , détermi-
ner le temps de h chute d'un corps, qui tombe en li-
gne droite.
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SOIT S (ßg. 53.) le centre, SA une droite don-
née par laquelle on fuppofe qu'un corps tombe libre-
ment ; prenant un point quelconque P , &: nommant
S A , л j S P , x i le temps de la chute, par AP , t ;
Ja viteíTe du corps au point V ,<v ; la viteíTe , qu'on
peut regarder, comme uniforme pour un intervalle
<Je temps infiniment petit, eft eh raifon directe de
l'efpace parcouru , ôc.inverfe du temps, c'eft-à-dire ,

v = -г-Ш\1 plutôt v = — r— j &c la force accélératri-dt~ r dt
ce étant par l'hypothéfe comme x" , eft áuífi en rai-
fon directe de la vitefle qu'elle produit durant un
inftant infiniment petit , & ел raifon réciproque de

cet inftant , ce qui donne xn = -77 : de ces deux

équations l'on tire vdv := — xndx &: delà — =4 — .
„»-f-i
-- , ou plutôt , comme cette vitefle eft nulle lorC

w r ' • -
-~ == .-.i- x Д»-Ь1 -, ^»--ы , c'eft-a-

dire que <v eft proportionnelle à V—— * лп~^~1 —i f t й-t-i

mettant donc cette valeur dans l'équation v = Г" _.1 </í
;— dx

on a. dt — •

Si la pefanteur eft réciproquement comme le
quarre de la diftance, c'eft-á-dire*fi « = — t alor?

on



r * — x x x
on a dt = == = — ; - • : cette dif-

У — <«— • -r-лг— ' VW — x

férentielle fé rapporte â la forme 48 , par laquelle

on trouve! jf = VW — -.xx-^-yt (PBO) négligeant la
confiante Va v d'où il eil clair qu'en décrivant fur
le diamètre SA (fig. 53 . ) la demi-circonférence ADS,

&: tirant l'ordonnée P D , on aura PD = V^ — xx

К puifquë'le rayon éfl à la tangente ou le co-finus

au iinus de l'angle PBO , : comme x à Vax — xx , le
module étant SA , il n'y a qu'à décrire du centre S
avec le rayon S A l'arc A N; v & mener la droite
SDN, & l'on voit que l'angle P ВО Не -;la forme
eil ici PSD :, & л (PBO) = AS'(PSD)' ; = AN,
mais l'arc AN eil égal à l'arc AD , donc t— P D
•4- AD , c'eft-à-dire que le temps ^dè la chute par
AP eil proportionnel à PD ч- A Öl ': •

Maintenant" :qù'on prenne la partie AC infiniment
petite, & tirant la perpendiculaire CBM qui coupe
les deux circonférences en В & M , l'on voit que
pendant, que le i corps tombe de A en С, ил au-nre
eprps faifant fa révolution dans le cercle AN autour
du centre S décrirpit l'arc AM , mais puifque AC ^
i - г. - - 1 *
я -о A Aí
— = -дс , on tire AM == АВ>/г \ & puifque l'arc,

' , J • ' • " " ' ' ' '... . ..

infiniment petit AB fe confond avec fön (mus CB
le temps, de- la chute par A С fera repréfentéc par
гАВ :*de plus , l'on fçait que les yiteifes des corps

Nn
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qui font leurs révolutions dans des cercles concen-
triques font en raifon réciproque des racines quar-
rées des rayons, d'où il fuit que , r marquant le
rayon du cercle dans lequel un corps décriroit un
arc égal à zAB tandis qu'un autre,corps décrit dans
le cercle AN l'arc AM , on aura AB\/z . z AB : : уУ

. У/Л , ce qui donne r = - , par coníequent décri-

AS
vant du centre S avec le rayon SO = — la demi-

circonférence О F H, & prenant l'arc OF = PD
H- AD , pendant qu'un corps tomberoit de A en P,
un autre corps décriroit uniformément l'arc OF,8£
ainfi le temps de la chute par la ligne entière AS
eft égal à la moitié du temps périodique du corps
qui décrit le cercle OFH. Ceft auifi la conftrucHon
qu'en donne M. Newton prop. 35. & $6. du premier
livre des Princ. Mathem.

Delà il eft facile de fupputer le temps qu'il fau-
droit à une planète pour tomber de fon orbite au
centre du mouvement : car les temps périodiques
dans difFérens cercles étant comme les racines quar-
rées des cubes des rayons, le temps de la révolution
dans le cerclé AN eft à celui de la révolution dans
le cercle OFH comme V8 à ï , ou aVz à \ j donc Ci
Т dénote le temps de la révolution dans le cercle^

AN } b temps de "la chute par AS fer|i ——. Si on

veut apph'quer c^calcul à la Lune, on aura Т =£
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7Ь. 4з', ce qui donne —г- = 4'. iph. 55', qui eil l'in-

tervalle du temps que la Lune employèrent à tomber
de ion orbite jufqu'au centre de la Terre dans l'hy-
pothéfe que la pefanteur eft partout réciproquement
comme le quarre de la diftance a ce centre.

Si la peianteur eft proportionnelle à la diftance
— dx

SP . alors n = ï , ô£ dt = - . ou iîrn-
v/ I - "'VIX aa — w xx

-—dx
plement at = . -. de par la forme 48 i== ïr y r

(PBO) ou л(РВО)еп multipliant l'intégrale parla
donnée a j. d'où il fuit que puifque le finus eft au

co-iînus de l'angle PBO comme \/aa — xx à x , ou
bien le rayon au co-iinus comme a à x , il ne faut
que du centre S avec le rayon S A décrire le quart
de cercle AEQ (ßg. 54.^ , &. tirant le fmus PE, on
aura l'arc AE = л (PBO) i donc le temps de la
chute par A P eft proportionnel à l'arc AE. Enfuite
prenant la partie AC infiniment petite , ôc menant
le iînus CM, puiiqu'un corps tomberoit de A en С
dans le temps qu'un autre décriroit l'arc AM , ôc
puifque le temps de la chute par AC eft au temps
de la chute par AS comme AM á A Q, &: que le
temps qu'un corps employeroit à décrire l'arc AM
eft à celui qu'il employeroit â "décrire le quart de
cercle AMQ , comme AM ci A Q , il eft évident
que le temps de la chute par AS eft égal au temps

N n i j .
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qu'un autre corps employeroit à décrire le quart de
cercle AMQ".

Delà il cil facile dans cette hypothéfe de trouver le
temps de la chute des corps: ainfi puifque cette loi a
lieu dans l'intérieur de la terre , &: .puifque le temps pé-
riodique de la Lune eft à celui d'une Planète qui feroit
fa révolution à la diftance du rayon de la Terre, com-

me бог à ï , on trouve que le temps périodique de
cette nouvelle Planète, feroit de ï h. 2,4!' , dont ie
quart j fcavoir z i minutes , eft le temps qu'il fau-
droit â un corps pour tomber de la furface de la
Terre au centre. Ceci s'accorde avec U prop. 38. lib.
ï. Princ.Mathem. Neyvt. C

P R O . B L E M E

115. LA granité étant fappofée uniforme •', déter-
miner, le mouvement d'un corps qui tombe ou qui mon-
te dans un milieu dont* la, aenßte efi partout égale y(d?>
dont la reßfiance efi comme une puiffa,nce quelconque n
de la vitcffe au corps qui le traverß.

SOIT nommée p la pefanteur , r la réfiftance du
milieu , & lorfque le corps tombe , x i'efpace par-
couru par le corps depuis le commencement de ià
chute f t le temps quHl a employé à le parcourb,
&.,<& la viteiTe acquife pendant, le temps í. Cela
pofé , on. peut regarder le mouvement du. corps
СОШШС unifor nie pendant un inibaiit infiniment pe-
iit , & pa* conféquent durant cet inftant I'efpace:
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parcouru eft en raifon compofée de la vitefle &: du
temps , c'eft-à-dire d x = v dt. Pûifque la pefanteur
accélère le mouvement du corps , & que la réiîftan-
ce du milieu le retarde , la première étant iuppo-
fée plus forte que la féconde y il n'y a que leur
différence p — r qui accélère le mouvement du corpsy
or toute force accélératrice eft mefurèe par la vitefle
qu'elle produit pendant un inftant divifèe par ce

même inftant , ainfï p — r = -т- : de ces deux équa-
( L í - л

i . . лtions ou proportions on tire dx = - j mais puif-

qüe par l'hypothéfe r eft en même raifon que Ф* ou
i>n

. plutôt - , mettant cette valeur de r dans la forrrai-r * » — • ' '
ï -т • ï p"~~ lvdv p n — l dv
le , il vient dx = — - - - & dt — - - .

» p» - V
n ' p » - vn

Si la- rèiîftance eft comme le quarre de la vitefle,
pvdv

.on aura n = г , &: Y/л1 = » — - - - ;
ff — v v pp — vv

. , c p Cfp — v v\
par la premiere forme on trouve x = -- ̂  - >

__ L$ ... *t — \ : mais de ce crue r-= ̂  , on déduit
г (_PP — wj - p

pp . <vv :: p . r , & pp. pp — W :ip . p — r , ce

qui donne x = -4—^3- ç : p^r b féconde forme on
j C /? »t* *£/*}
trouve í = \ < - b donc Pefpace x eft propor-

tionnel à Ma- mefure OIT au bgarithnie du rapport
N n iij



z8<> A P P L I C A T I O N

— -— , & le temps í â la mefure ou au logarithme

du rapport -L±_^ . c'efl- pourquoi pour en avoir une

conftrucbon géométrique , on tirera la droite ÇA
{ßg. 55.) qui repréfentera la pefanteur p , on pren-
dra A К pour marquer la réfiftance r, 8>c AP enfor-
te qu'on ait AC . AP : : AP . AK } d'où il eft clair
que A P marque la vite/Te <v ', enfuite élevant la per-
pendiculaire C H , on décrira entre les afy mptotes
CH, ÇA, une hyperbole quelconque NB, & me-
nant les ordonnées KN , AB , on aura l'efpace
ABNK pour la mefure ou le logarithme du rap-

CA P ï ï r nport — = -£— , donc l efpace x eft proportion-

nel a l'efpace ABNK : prenant auííi dans ÇA pro-
longée A/> = A P , ôc menant les ordonnées P M ,
pmy l'efpace hyperbolique PM»//> eft la mefure du

rapport ~ == ~~ , donc le temps t eft propor-

tionnel à l'eipace VMmp.
Si le corps eft jette en haut , dans ce cas la pe-

fanteur & la réfiftance du milieu concourent toutes
deux pour retarder le mouvement du corps , ce qui

fait qu'on a p -h r = H.ÍU, &: dx = <udt 3 d'où
•dt

l'on tire dx == — v** —p"-*vdv K df ^
pn -*~ v

—p n '~~ t elv г
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— pdit

) & ät = - - -, par la première forme
-+• VU Г V. . /

**..,„,f f -JrVV ff

f
on a x = — < - — - = — -- DarJ г l * А Par

la féconde forme í = -— i ( PBO ) le rayon étant à
la tangente de l'angle PBO comme p à <v : d'où il eft
clair qu'en prenant de l'autre côté du point A, A4
= A K , A / » = A P , & : tirant l'ordonnée*4/ y l'ef-
pace hyperbolique A B/4 eft la mefure du rapport
Ck P+r i ' - ï /

** ~~*T~ »í on a Pns ^s Points 4 & p de l'autre

côté du point A a caufe qu'on a — R^

l'efpace x qui refte à parcourir jufqu'à ce que le
corps ait perdu tout fon mouvement eft proportion-
nel à l'efpace AB/ 4- Enfuite prolongeant la ligne В А
enforte que AD = AC, &: du centre D avec le
rayon DA décrivant un arc de cercle AE , & tirant
la fécance Dp qui coupe le cercle en í 5 l'arc Ai eft
la mefure de l'angle ADi dont le rayon eft à la
tangente comme AD à A p , ou comme p à ТУ , par
conféquent l'angle AD í eft égal à l'angle PBO , &:
l'arc Ar proportionnel au temps qui refte au mobile
pour monter avant que de perdre tout fon mouve-
ment.

Et fi l'expofant n étoit égal à un autre nombre
quelconque pofitif ou négatif, entier ou rompu , on
trouveroit toujours la folution du Problême par les
autres formes des tables, c.
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Delà on peut trouver ГеГрасе parcouru dans un
temps donné par un corps qui defcend ou monte
dans un milieu réiîftant. Soit AB , b ; & ГеГрасе que
le corps parcourt en defcendant étant exprimé par

/ л j
ABNK. j la différence de cet efpace eft -- ou

• . f — r

? Pv. — — dans l'hypothéfe que la réfiftance eft com-
ff - VU , - ,

me le quarré de la viteiTe : enfuite nommant s ГеГ-
расе que le corps décriroit uniformément dans un
temps quelconque avec la vicefle A С qui eft la plus
grande que lé corps puiiTe acquérir en tombant dans
le milieu réiiftant , les différences des efpaces par-
cornrus dans un temps donné infiniment petit font

comme les viteffes , donc 011 aura ds . dx ou ---
ff - VV

. _ . - ï . " ' - ' - • г btf- dv
:: AC ou /> . A P ou v ; ce qui donne ds=—^—y

& par la féconde forme on tire s = b p \ -- ^ =

/> i donc ^es temps étant fuppofés égaux ,011
x .s :: ABNK . VUmp.

. , • . ' r iSi ie corps montoit . on aurojt ds , dx our *
:: p . w ) ce qui donnerpit s ^= — гУ x Aí 3 & iî on

AC D
prend AB = — on aura гЬ x At = — X At ' =
1 4, " - . * . . . . !
au fefteur ADí , d'où 1'рц tire AT . J;; AB/4, ADi,-

Maintenant fbit P le temps que le corps employé.
en
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en defcendant dans le milieu réfiftant-pour acquérir
la vitefle AP,. ce temps, comme nous avons vu , oft
exprimé par .lleípace P Mm p j.foit t le temps que le
corps' employeroit à acquérir cette même._viteflè AP
en tombant-librement ,& il on mené infiniment
proche de В A les deux ordonnées b a, > c q } égale-
ment éloignées de BA, &: qu'on tire B D parallele
à AC j dt repréfentera le temps que le corps em-
ployé à acquérir la vitefle infiniment petite A a foie
qu'il tombe librement ou dans le milieu réfiftant;
ainiî on aura dt . t : : Aa, . AP :: А В б л . ABQP j
& auiîi dt . P : : ah e a . VMmp '> par conféquent,
puifque dbeq = zABba 3 il vient t . P :: lABQP .
P M m p : & iî G marque le temps qu'il foirdrpit au
corps pour acquérir la' viteiTe AC en tombant li-
brement, on aura .G . P :: zCABD . PMmp.

Si le corps monté , & que P dénoce le temps
a la fin duquel le corps aura perdu le refte Ap de
fa vitéíTe , ôc t le temps qui refteroit au corps r qui
monterait librement, pour perdre la même viteiTe
Ap , on auroit dt-, t \ : Aq ,. Ap, &c dt . P : : Ar
ou Aq . A't i donc t . P :: Ap .At.

De ce qu'on vient de démontrer on déduira la
formule que donné M. Newton -, prop. 40, ЦЬ. г.
Phil. Nat. Princ. Math, pour trouver 1'efpace par-
couru pendant un temps donné par un corps qui
tombe dans un fluide : car nommant H la plus
grande viteife que le corps puiiTe acquérir en tom-
bant Se qui eft repréfentée par AC, on a G. P - ;

^ Oo
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2.CA x AB , .PM»/> ou CA X AB í^^}:: г *

il— — >, ce qui donne en fuppofant m = o,
(_ ri — г> j

4342.9448' &c. log. ~% = ^ ( par l'art. 1 8.) -, (bit

H
4N x H '

ч- ï

CA N

Г\ - j ft t - •> ^ '

= , H & par conféquent C K = ьN4-1 r ^ N-Í-I

N-*-1 ,, N t= —— i d ou en reprenant la proportion trou-
—ь

vée ci-deífus, on a x ; s :: ABNK ou log. '•—— .

P M mp ou log. N j foit F l'efpace que parcourroit un
corps en tombant librement pendant le temps G, &
zF fera l'efpace qu'il parcourroit uniformément du-
rant le même temps avec la viteffe H acquife à la
fin de ce temps , ce qui donne G . P : : zF . s =

aPF iPF N4-1 ï
-?T >d o n c on аига * = -?r x Io&- ~Tu~ x ь^л^ »

_ . N-b-i N x N - H í „ r T i lmais —j-T- = ——— & и on nomme L le lo-
4^ 4NN

garithme de ~гт— pris dans les tables ordinaires, on

N x N -t- ïT , - - I , x - -aura il = b. - ôc log. = xL -HN

log. N — log. 4 , ôc cette équation étant divifée par
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Ï T ' V T T ï N-t-r г i L
le log. N donne, loe. — rr- X г~ -TÏ = ï -- ^~*~l~°. ' ö 4N log. N log. N

Г^-г', d'où en fubíHtuant au lieu du log. N fa va-log. N " °
t 2»zP ь zLF iPF F x loe. 4.
leur -sr- , 1 on trouve x = --- ь -^ --- — - ,

G m G w
.г г loo;. 4. 0,6010

ou puilque-=4.1 л ^ '»г
2 PF

*= i j 38^2,944, on aura л1 = 4, (Tojiy 0 2- L F -н - =-

— i j 38íz5>44 F.

P R O B L E M E XVI.

ni. L'ATTRACTION qu exercent les particules
de la, mAtiére étant fappojée en raifon réciproque des
quArrés des dißances y trouver U force avec laquelle
un Jphéroide homogène attire un corpußule , placé jur
l extrémité de ßn axe. .

ON fuivra ici le raifonnement de M. NEWTON, &: on
donnera deux '(blutions de ce Problème , la première
fuivant la méthode de NEWTON, & l'autre fuiyant celle
de M, CÔTES , afin qu'en les comparant enièmble on
yoye que , quoique toutes les deux ibient très-élégan-
tes , la féconde néanmoins ,eft plus (impie dans fa con-
ftrudion &. abrège beaucoup 'le calcul dans la pra-
tique, Pour trouver l'attraâtion d'un folide 3 ú faut
auparavant déterminer celle d'une furface ; c'eil pour-
quoi fur la ligne P A (ßg. ̂ 6.} foit élevée la perpendicu-
laire AE , laquelle il on fuppofe qu'elle tourne autour

О о ij
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de PA lui demeurant toujours perpendiculaire , dé-
crira une furface circulaire j cela pofé , fi on Tuppofe
un corpufcule placé au point P , &: qu'on tire a un
point quelconque С la l igne-PC &: Pc infiniment
proche de P C, ôc fur P c la perpendiculaire С т,
nommant PA, « > PC , x ; & .l'attraction que le point
A exerce fur le corpufcule étant fuppoiée égale à
l'unité, celle que lé point С exerce, fur le même

aa

xx
aa a
— X-
XX X

compris entre les circonférences décrites des rayons
AC y Ac y eft proportionnel au produit AC x Ce,
il s'eniîiit que cet anneau attire le corpufcule P dans
la direction P A avec une force proportionnelle á

— X AC X С с у mais à caufe des triangles femblables
xj °
PAC, Cmc y on a PC . A G :: Ce . me, ce qui don-
ne AC X Ce = Р С х г « с = ^ xdx, par conféquent

l'attraction de l'anneau eft exprimée par —* dont

corpuicule dans la direction PC fera — > Se dans la

'direction P A — X- j & puifque l'anneau circulaire
* : * : * : •• J-

x— a

ax
l'intégrale complette eft л3 X = a? xo r а х

donc la force avec laquelle la furface du cercle dé-
crit du rayon AC attire le corpufcule P dans la di-

rection P A еД proportionnelle à •—=-=—- ou â \

PA
PC*
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Maintenant foit une ligne courbe ACB (ßg. 57.)

qui faifant fa révolution autour de l'axe AB forme
un corps folide , & qu'on tire une ordonnée quel-
conque E D , &: fi on fuppofe un corpufcule placé
au point P- pris dans Taxe prolongé &L qu'on tire
PD, la force avec laquelle la furface du cercle dé-
crit du rayon E D attire le corpufcule P eft propor-

tionnelle , comme nous, venons de voir , à ï - -- ,
P F

c eíl-á-dire , nommant PA , et ; AE , x ••> ED, y \ à ï —
a •+• x

, г ~ ? multipliant' cette quantité par dx , onya-*-x H- yy l

voit que la différentielle d x — = exprime
V Л Hr x L -+-Vy

la différence dé la force avec laquelle la partie du
folide formée par la révolution de l'arc AD attire le
corpufcule P. Soit donc ACB une circonférence de
cercle dont le centre eft S , & nommant AS , h, la di£

férentielle précédente deviendra dx —

xdx т • / i
, dont l'intégrale complétée trou-

Уаа-ъ-га-*- ií> x. x

t r - n -
vée par Ia forme 47 elt x — - t - X1

--
ч- га -t- гЬ x л: ~t -- - --- ri > & lorfque X = zk

3 xa + è í

alors ^^-ыл-ь zt> x x =a-+-íb , &: l'intégrale dans
O o iij
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ce cas fe réduit à — t = • -- £ qui marque
3 x <z-t- £ 3 PS

l'attraction du corpufcule P vers la fphére ACBG.
Si la courbe ACB eil une ellypfe, dont les deux

axes font AB , GC > nommant AS 3 b ••> CS 3 r -, le pa-

ramétre/?-, on aurajyj =/>* — — x x , & la diffé-.

rence de la force avec laquelle la portion du fphé-
roïde formée par la révolution de l'arc AD attire le

aâx
corpiucule P eil à x — -r=====r===i

- •./ • zh — pvaa Ч- га •+• p x x -\ x x
zb

xdx . Г ..
— — : on trouvera facilement

» / г — оv аа-ъ- za -{-p x x -t xx

les intégrales des deux dernières différentielles par
la huitième forme des tables que donne M. NEWTON
à la fin de fon Traité de G)ua.dr. Curv. ou bien on.
les trouvera encore par les articles 87 &: 103,ci-
devant , étant fuppofée -connue l'intégrale de -

X лЧ -,— x x : or il eil clair

qu'en prolongeant E D en R enforte que ER ==PD =

^АА-^гл-\-p\x-\- •—т- хх, Sc nommant PD ou
.'3,6 —p

ER, » ? on aura ни = аа-\- га, -+- j>X x-\- -—т—хх,

ce qui fait voir que la courbe MRKN qui paifc par
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tous les points R eft une íècuon conique , &: que

l'intégrale de dx^aa,-\- ъл -+• p x x ч- "—— xx eft

ГеГрасе А К RE, AK étant égale à PA & parallèle
à ER » pour ce qui eft de la courbe N K R M ,
on voit que c'eft une hyperbole lorfque 2. b > p ,
une ellypíè lorfque г b <ip , & une parabole lorf-
que ib = p j ce dernier cas n'a lieu que lorfque la

courbe ACB eft un cercle 3 lequel cas nous avons
déjà réfolu : nommant donc A l'efpace A К RE ,
on trouve par les articles déjà cités que l'intégrale

adx
de . ' .'==== efti.1

x x

— Af'lp X A 4- ^.ab — г ap x их ч- ^.aab •+. гаЬр x u

-f- ^.abp •+• bpf

celle de

-t- ̂ .bf x A — 4*/ * ч- гЬр x их — 4-aab x u .

me ces intégrales doivent s'évanouir lorfque x = o eu
les rendant complexes , on trouve que leur fomme

У, 4^ ч- 4^ x A — га-ir гЬ х их н- гаЬ x u
eit — —

ъ а а

fuite faifant л-=:г^,^ = л ч - г ^ , А marquera l'eC
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расе А КМ В , & mettant auffi ггг au lieu, de У p

à caufe de la proportion b . r : : гг . p} la fomme

. f r r ,. , 2<« ч- i£ x A — 2^rf£ — 4^^ — 4^J

ci-delius deviendra ; —
aa •+- гао H- rr

laquelle étant ôtée de г.Ь , on trouve pour refte

-h % a t > b Ч- 4^' Ч- г Ь г г — гл ч- ib x A

rr

— А . _ ;
> niais li on tiré-- - т

aa •+• гао H- rr

la ligne KM le trapèze AKMB eft égal à idb -t- гЬЬ,
par conféquent l'intégrale précédente fe change

n г b r r — га ч- г b x K M R K ,
en celle-ci - -, -- — =

aa ч- гао Ч- rr

iAS * С 5 — iPS x K M R K
-- z^ï - ил -- zz^ - qui exprime l'attradion

PS ч- CS — AS
que le fphéroïde homogène exerce fur le corpufcu-
le P : donc la force avec laquelle le corpufcule P eft
attiré par le fphéroïde eft à celle avec laquelle il
eft attiré par la fphére dont le diamètre eft AB

AS x Os"— PS x KMRK x AS5

comme — zzn - zzi - ^n - a z^rr , qui eft la
PS ч- CS —AS 3PS *

proportion marquée par M. Newton Coroll. г. prop,
91. lib. ï. Phil. Nat. Princ. Math.

Maintenant pour venir au cas que nous nousfom-
mes principalement propofé , qui eft celui où le cor-
pufcule P eft placé à l'extrémité de l'axe en A , parce

qu'il
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qu'il fert pour déterminer la figure de la terre , on
voit que dans ce cas l'attracl:ion du fphéroïde fera

_ PMRP
à celle de la fphére , comme - =1 - à ~ (ßg.

58.; ou comme CS— PMRP á {CS.
Pour réfoudre ce cas par la méthode de M. CÔTES;

puifque PA = л =. о , GC étant le premier axe , la
formule de l'attra&ion vers le fphéroïde fera dx —

xdx x\dx
ou dx — - en mettant ce

ггг ccx

b 7Г
au lieu de r r •— ЬЬ -, en comparant la dernière dif-
férentielle à la forme 48 on trouve que fon inté-

éi> irrx ccxx г Ь Ь г г /r ir>^4 ,
rrale eil — —V—, --- т-. --- — (РВО , le& ce b ЬЬ c*> v ' '
rayon étant a la tangente de l'angle. PBO comme

t ^ irr с с . .
та vV- *~ тт у mais parce que cette tangente ne s'é-

vanouit point lorfque x = o , mais au contraire de-
vient infinie , il eil clair qu'elle dénote le complé-
ment de l'angle qu'on cherche , & par conféquent
puifque le rayon eil moyen proportionnel entre la
tangente d'un angle ôc la tangente de fon complé-
ment , la. tangente de l'angle véritable P B O eil

ccx\
, donc le rayon eíl â la tangente dece x

P P
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ccxl .
Vangle BPO comme'j a \rr ccx ou comme

, г г г * c c x x >V ______ -'

b • ЬЬ

Ь Ь i r rx C C X X

ex
l'intégrale complette —

rr ^ ^ f, . Г 'Г
(РВО) : eníuite failant x

ce b ob c>
xkdx

= 2.У , rintegrale totale de dx — — — eft
/2 ГГ C C X

T """' ~ТГ
íbrr г Ь Ь г г ,-.-5^. t r * i
---- _— (PBO) le rayon étant a Ia tangente

dans ce cas comme b à c > d'où l'on voit qu'en dé-
crivant -du centre P avec le rayon PS un arc de cerr

clé , & tirant au foyer F de l'ellypfe la ligne PF qui
coupe le cercle en N, on aura S F = с , &c PBO =*
SPF , 8г: l'arc SN égal à la mefure de l'angle SPF au
module PS д c'eft-à-dire SN = b (SPF) , & puifque
la force avec laquelle lafphére dont le diamètre eft

/
PB attire le • corpufeule P eft exprimée par — , il

s'enfuit que cette attraction de la fphére eft á cellç

du fphéroïde , .,comme c' à $rr x с — SN , c'eft-a-

dire, comme Spà зС x SF — SN.
Si l'ellypfe ACBG faifoit fa- révolution autour

premier axe GC , la formule de l'attraction devien-
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droit d x -- — .* &: en prenant l'intégrale par
ссх

y'— -- 1 --r rr

la même forme 48 , on trouve que la force avec la-
quelle la fphére dont le- diamètre eft GC attire un
çorpufcule placé • en G eft à celle avec laquelle le

fphéroïde l'attire comme c? à $bbr \ — y— ? — $bc >

donc fi on prend fur l'axe S G la partie S L = f

S r—,-\ = P F <—j^ — ( , l'attraction de la fphére

fera à celle du iphéroïde comme CF à зА5 x FL

Il eft facile , comme on voit , d'appliquer le cal-
cul -à cette dernière folution , lequel deyiendroit fort
pénible en fe fervant de la première , furtout fi on
vouloit déterminer la valeur de l'eipace conique PMRP
par le moyen d'une férié. Qu'on iuppofe donc que
PS eft a CS comme 100 à 101 , & on aura SF = 14,
1 77447 , & puiique PS eft à SF , comme le rayon eil
á la tangente de l'angle SP F , on trouve que cet an-
gle eft de 8°, 4*. 9™ = 8 , 065» 30 , ce qui donne l'are
SN= i4,-o83584,d'où l'on tireSF — SN = 0,05)3 8^3
dont le logarithme eft T , 9714944 > le logarithme

4onc de }CS x SF — Sî^ eft 3 , 458г58з duquel

otant 3 , 4547941 logarithme de S F la différence
eft 34641 qui eft à peu près égale à la différence des
logarithmes des nombres 12,5 ôi u.6 *, par conféquent

P p i j
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la force d'attraction que le fphéroïde forme par la
révolution de l'eflypfe PCB autour 'du petit axe P B
exerce fur le corpufcule P , eft á celle de la fphére
dont le diamètre eft PB fur le même corpufcule à
peu-près comme \г.б à 115.

^ ... • . .r PFH-SFPareillement puilque — — — = ï , 15177447

dont le logarithme eft о, 0613674^ , on trouve P F
CPF + SF7 0 j , л __
< — sip~v == 14> 2-7I<J8i , de ce nombre otant SF,

il vient FL = о , 05)4134 , & з? S X F L = 1817, or
dont le logarithme eft 3 , 45^89 lequel étant ôté
du .logarithme 3 , 4547941 on trouve la différence
34652, qui eft encore à peu-près égale à la différence
des logarithmes des nombres 115 & 116 : par con-
iequent le fphéroïde formé par la révolution de l'el-
lypfe GBC autour du premier axe GC attire le cor-
pufcule en G avec une force , qui eft á celle avec la-
quelle la fphére dont le diamètre eft G С l'attire > à
peu-près comme 1x5 eft à \г.б. Ces proportions font
les mêmes que M. NEWTON trouve par la première
conftrucUon prof. 15?. lib. 3. Phil. Nat. Princ.
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A V E R T I S S E M E N T.

A F I N qu'on puiífe entendre fans peine l'ufage des
tables , j'ai cru qu'il feroit à propos d'en expliquer
ici l'ordre & les termes.

On voit clairement que chaque table contient les
différentes intégrales de la differ en ti elle qui eil mife
fous le titre de Forme fuivant les différentes valeurs
de la quantité variable ^ : les nombres qui fe trou-
vent dans la colomne ô font en defcendarit poiîtifs
jufqu'à о, enfuite ils font négatifs. Les modules ß, y j JV
ôcc. marquent le double des co-iînus , &c 4> %> Ф,&с.
le double des iinus des arcs AB, AC, AD , & .de
tous les arcs qui ont ces mêmes imus &: co-finus, le
rayon АО étant = ï. Une telle expreflion /2 (BP: ВО)

BP
marque la mefure ou le logarithme du rapport ^7:

R P
fc module ß } ou le logarithme de — pris dans les,

tables ordinaires & multiplié par ß x z, 30x5856^;
cette autre expreffion -Ф (PBO) marque la mefure de
l'angle PBO au module. ^ , ou ce qui revient au
même , l'arc de cercle décrit du centre В & du rayon
^ &: compris dans l'angle PBO, ou bien le nombre
de dégrés de l'angle PBO multiplié par -Ф x о. о 174 с 3 гр.
Dans les endroits où il n'y a point de module mar-
qué , il faut y fous-en tendre l'unité pour module.

P pu j
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ОР;ОА:-^-н

(СР:АР),

«т k " т,;
I

É" •* *ï" — £r i © «* ̂ ÎTT^ *
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(DP:DO)4-4{PBO). , 3Í
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OP : O A : : j © = ^- ^ - x 4- /3 ( BP : ВО )

OP : O A. : : : #.- -, — ? -

— ß (DP : ВОН- -4, (РВО )
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Les valeurs des quantités r, /, /, a, é>y f, M, N , Ге trouvent dans la pag. fuiv,

— = l~

1. Cas. 4

OP : OA : :

4-4 ( P B O ) -t-4 (PDO).

OP : OA : - .^ ,( EP :

OP f OA- v*ff ^ «5» :V1« — *g j & ̂  тУттт^— - x (EP :
' —

^
6

OP : О A :: -

н-%(РСО)

-, ® = ^^ x ( EP :
' ' * < О

í/^ x — ( AP : AO ) Ч- (ЕР
*
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ÖP : OA : : ~т<

OP:OA::-^
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M = f* C rf
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l . Cãs. OP : O A : :

1. Caí. OP : OA : :
.;-
T J

j8 ( BP-: BÖ } —
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— (AP : AO)

Les valeurs des quantités, ©, ©, (4), (5),
page précédente. tr *•••Xxnj ,
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Voyez fig.

— \hllpq

Si 1'équation *^Af -ь g^1» 4. ̂ » e Q a une racine réelle qui foîc

la valeur de ̂  , Toit que les autres racines foient réelles ou imaginaires

on fuppofera , f M — e y 4 = — e — f . ou/=/4-g^
' • • • > • X X t i l

M=i
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--,— , qui foient les valeurs de £ , on fuppofera

(T) =s —V-'
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Si 1'équation e -ьД? -t-g^-t- h^" = o a trois racines réelles —
i

•—, —y qui foient les valeurs de sÇ, on fuppofera f — k\ — x . / j ^ =

j r = /^ — Aw j

: : t / ,« : fA. © = И^4.х(СР:АР)

x. Cas, OP : OA : : fo* : ̂  j © = -̂7- x (CP í AP )
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Si l'équation e 4- Д" о n'a qu'une racine réelle -, les

deux autres racines étant imaginaires, on fuppofera , f = — * т »

л i / U , kII

i. Caí-

г. Cas.

M =n (r H-

OP: x (CP : AP).

OP : О А : : ±1/ Ч-
(CP: АР).

OP : ОА : -j/ -H
(CP: AP).

; \J\ii — hr 5 © = -^ .
JJ —

^
OP : О A : : ±|; -Ь Ь& : \jbr — % S ; © == ±1 fc— ^

»r — Jj

OP : OA : : ~{i Ч- АаЦ» : ̂ r — ^ J j

vY y
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F O R M E X L I I L
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ï. Cas*

Их.

ЯХ.ЗС

3 D / /

яЛ.
3Ö& зВ/ 3Ü»i
• я » я
3D* _ _

Voyez fíg.

— 3 * - * ,<-ч

Si l'équation

— ,— , qui foient les valeurs de

= o a trois racines réelles — ,

", on fuppofera ^= k\ — x./^

ОР:ОА :: ̂ :^А.; ©= "III ^ x — ( АР : АО)

ч-^(СР:СО)-ь4(РСО).

-ьф (РСО).
ОР :ОА r:^:^—i © = — \l^ x — ( АР : АО>

a. Cas.

ОР : ОА : :

Ч-(DP : DO)4-4(PBO).

O P r O A :: ^w: \/~—; © =

-t-(DP: DO)

OP :OA :: _

4-(DP:DO)-i-4(PBO)

I
—

X X

: \J~~~— ; © = — У— x
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jg ;fflP : Ю)
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Voyez, fig. i j.
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— 3D

я/ »»z

Si l'équation e -н Д." -t- g;̂ 1" -ь hx^1 = о u trois racines réelles — , —,
Л

m
— , qui foienc les valeurs de ̂  , on fuppoiera2>= /ел — ъ1>

:V— $ © erfli^— x — ( АР : АО)

I. Cas. 4
O P : O A : : к l

= ^L »/±-. x —. f AP : AO )

/s (CP : со; — 4 ( FCO ).

г. Cas.

b / 3 ( C P : C O ) —

:-OA : : ̂  : ̂ ^ $

m
: АО )

— {££*£•( BP: B°i
3;77 4

OP: = / 3 ( B P : B O )

• — (DP:DO)-t-4(PBO),

— (DP:DO)'-^4(PBO).

OP : ОД : : î/<»: l/ —i Ф'=« --^— x/3(BP : BÖ)
m

Y y i j
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Si l'équation e -ьД? -ь g .̂1" •+• ^J" = о
/ »я

— , — , qui foient les valeurs de sÇ , on

i-Ar-HgC-H^"' i<c^'

Voyex fig. 3 о.

a trois racines réelles — *

fuppofera ^ = ДА — *f $

= k[t. — Х.7Я J Г = //A — ЛОТ J

[OPrOA :: fo*:#—-, © = — ^p-x — ( AP : AO)

(EP:Ep)-»-x(PCO).

•i.Cw. Jv^A.T^^-L, ©«r l j iLx—<AP:AO)

Cas.

ч-(ЕР:ЕО)ч-%(РСО),
^r» ^л. д A. « 'AI OT s-** "~ * л t*'
l IP • II U . . +}ir" • 4/ * f 2 l ~— - 4; y __.
V/4 • ЧУЛ . • VA, • V ~"~" ' Vi/ ~"~" v ^^

fc ^r * «» *

•*-(EP:EO)-*-%(PCO).

OP: OA ::^:#"rÍ; Q =: _L */'£ x— ̂ (BP: ВО)

—
X

O P : O A : :

4-/3(DP:DO) H-^

OP : OA : : ̂  : i<—

«-L^^ x— i8.(öP :'ВО)

~^ ~ x — /S(BP: ВО)
4?*'
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Voyez, fîg. 30,

Si 1'éqtiation e •*-Д? -ь#С" -*- h£* = o a trois racines récites A y l.y

—, qui foient les valeurs de ̂ ,on fuppofera^*= Д\ — x/, f =

л л

y = /* —

ï. Cas. <

::fc»:f-7î 0e —tf-r- * — < AP : АО)

: но; — x ( pco >•
OP:OA:: ^< : ̂ JL , © = ~^— x— ( AP : АО )

x. Caí.

yt* 4ïr *"
ч-(ЕР:ЕО) — %(РСО).

к * 4Р7 '.
— /S ( DP : DO,) ч- 4 < РВО/1 -*- 4 ( PDO ).

(BP : BO>

i © =sí ^li x /g (ВР-.ВО)
т

DP : DO > -H -f ( PBO ) H- 4 (TOO/.
Л7" »•»Y y u j
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F O R M E XLV.
.-i-i.-,

a. Cas.

-f- k, aï — hr

©H
И/ ~~ 2>1Í
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— - ©H
Я

•+• (5) •+• N.
— /yyí — lq ,
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— D
Voyez fig. зо,_

—" ^ ̂ ^Я r*•M j и LJ
'•ZU//

Les valeurs des quantités k, /, p t g, r, s, *,.*>£, f, M, N, fc trouvent dans Ja pag. &

'OP : OA :: № : ̂ -L} © = Г±^11Х —-(ДР : AO)-h

ч-%(РСО).

OP : О A : : *{c ч- hx£* : ̂ -cc. — ah } © = =7V - - -- т x ( EP : A?)
ï. Cas. <

OP : OA : : -\
-jCC — ah

-
Ou

(EP : AP)'

. Ap).

,
-

x EP : АР Л

a. Cas.

4 ( P D O )
OP : О A : : *| —7- J< v f PCO ).

л — -ce '*• v
.ц

я:^— »«-j © = 17̂ - -- xy(pCO).
<?£ — -l-cí1 л v

._ . _ ' 4 \

OP : О A •* : +\Ь ч- ^ : V^:— ' ̂  , 0 =0 ±V-_4_ x % ( PCO )•

OP : OA : : -^ +
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O R M E XLVI.

lp->rkq\s-
>~akr

ni
X U) 4-1

Ip?>rkq3s — a

.-.M»-»-'-' ^akr 'в
x @ 4- (5) — N,

4D^ •® IDÍ

' ' •+• Л l Г
— Mi4- D

Voyez fig. 30,

•hip, s-*-a

© 4- ———í^-í D x©4- i — Mj- LD
4-®—N.

Si l'équation e ц- Д" -^ giC" -ь H." = o n'a qu'une racine rédle - qui

foït la valeur de s^, les .deux'autres racines étant imaginaires , on fuppo-
' ' II l

=V+ V— Ä'f -i- iVh7p+-'í y№f -, c — V—V —

N = 4í (л -t- Лф -h ̂ ^{я : л — ^>

,. C^J. OP : OA-: : ̂  : f -f î © "-"—-Vj- ^ ~ (AP : AO)

-MEPiEO) — x(PCO>.
1. C^J. OP : OA : : X : í?^ 5 © = ^^ -̂х ̂  ( B? : BO' >'

— /3 ( DP : DO ) 4-4 (PBO ) ч- 4 ( PDO ).
Les valeurs des quantités 3 ©, (f), ®, ©', fé trouvent dans la

page précédente,.
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A V E R T I S S E M E N T .
T) Lu s ï E u R s perfonnes m'ayant deman-
•*• dé le Mémoire fur la Théorie des
Comètes que je préfentai à l'Académie
des Sciences en 1747 , j'ai cru qu'il feroit
à propos de le joindre ici : J'y ai ajouté
les Elémens de l'orbite décrite par la Co-
mète qui a parue depuis en 1748.

LA



LA THÉORIE
DU MOUVEMENT

DES COMÈTES
ТГ E mouvement des Comètes , qui parut fi iîir-
Ж J prenant oc iî irrégulier aux Anciens, a été dé-
terminé & fixé dans le dernier iîécle par M. NEW-
TON. Ce célèbre Géomètre ayant développé le vrai
principe qui fait le reflort de la Nature &L modère
tous les mouvemens céleftes, a démontré que toutes
les Planètes &c Comètes décrivent des fecbons coni-
ques dont le Soleil occupe le foyer commun , 8£
comme il eft très-vraifemblable que les Comètes ont
leurs temps périodiques de même que les Planètes,
il s'enfuit que leurs orbites font des Ellipfes très-ex-
centriques , dont les petites portions que nous leur
voyons décrire ne dirtèr-ent pas feniiblement d'arcs,
de Paraboles. Par ce moyen il a ouvert le chemin
pour afifujettir à la Géométrie &; au calcul ces mou-
vemens qui paroiiToient auparavant n'être réglés par
aucune loi.confiante. La vérité de cette théorie fut
premièrement confirmée par la Comète de l'année
Г ' Hhh
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16So. dont il détermina lui-même l'orbite, 8£ en-
fuite par les orbites de toutes les Comètes qui ont
été obfervées, lefquelles ayant été calculées par plu-
iîeurs Aftronomes, oft a toujours trouve-les réfultats
entièrement d'accord avec les obfervations. La mé-
thode Trigonométrique dont je me fers pour déter-
miner la grandeur de la poiîtion de ces Trajectoires
par rapport à l'Ecliptique eft fondée fur des fauffes
poiîtions par lefquelles on commence le calcul, mais
qu'enfuite on réduit aux véritables par une règle
très-fîmpie.

Comme les fuppofitions qu'on eft obligé de faire
regardent les diftances de la Comète au Soleil, il
feroit à propos de connoître à peu-près ces diftan-
ces : pour cet effet on peut fe fervir du Problême
LVI. de l'Arithmétique univerfelle de M. NEWTON,
par lequel au moyen de quatre obfervations on trou-
vera la diftance de la Comète au Soleil pour un temps
donné i j'employai cette méthode pour la Comète
de i7<55"r*Tftï*is on peut fe difpenfer de ce calcul
qui eft affez pénible, parce cjulr fera facile de cor-
riger les diftances qu'on n'aura prifes que, par con-
jecture , comme on verra ci-après.

Pour faire mieux comprendre la théorie, & fa-
ciliter davantage le calcul du mouvement des Co-
mètes j il eft à propos de mettre ici quelques pro-
pofiùons.
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P R O P O S I T I O N I .

SI d'un point quelconque pris dans le périmètre
<£une parabole on tire une ligne ли foyer de cette pa~
rabole , on лига, cette proportion : comme le quarre du
rayon efi au quarre du ßnus de la moitié du jùpple-
ment de Vangle qui s étend depuis le fommei de U
parabole , ainfi la ligne tirée efi à la quatrième partie
du paramétre.

D E M O N S T R A T I O N .

SOIT donnée une parabole AOP (ßg. 59.) qui ait
pour axe la ligne AS, le fommet en A, & le foyer
en S ••> qu'on prenne dans le périmètre un point P
&. qu'on tire PS y enfuite qu'on tire par le point P
une tangente PM qui rencontre l'axe prolongé en
M , & du foyer S une perpendiculaire SN â la tan-
gente , &: du point N une perpendiculaire N A à
faxe. Maintenant par la propriété de la parabole
SM eil égale â SP , par conféquent SN coupe eu
deux également l'angle ASP , & l'angle ANS eft
égal a l'angle NPS -, on fçait encore que la perpen-
diculaire NA doit tomber fur le femrnet A ; ainii
nommant R le rayon, &: S le imus de l'angle SPN
qui eft la moitié du {implement de l'angle ASP, on
aura dans le triangle SPN, R . S :: SP . SN, ôc
dans le triangle ANS , R . S : : SN . AS : donc en
multipliant ces deux proportions on trouve , R R *
SS ;: SP . AS. C. g. F. D.

Hhh ij
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R E M A R Q U E .

C O M M E dans les tables que M. HALLEY a çhre£-
fées pour calculer le mouvement des Comètes , les
différences des logarithmes qui expriment les diilan-
ces de la Comète au Soleil font fort confidérables ,,
&; ne croiiTent pas uniformément , fi on veut avoir
plus exactement les diitances intermédiaires , on les
trouvera par cette proportion : pareillement la dif-
tance S P &; l'angle ASP étant connus , on trouvera
la diftance périhélie AS.

P R O P O S I T I O N I I .

LES temps qu emploient deux corps * à parcourir
des angles égaux dans deux paraboles quelconques >

font comme les Y лете s quarrées des cubes des para-
métres.

O N S T R A T J O N .

W.,pÄj£boles égales les aires décrites font
proportionnelles aux tempryôc <lans différentes pa-
raboles , les temps étant égaux , les aires font corn»
me les racines quarrées des paramétres (parla prop. 14.
du ï. livre des Principes de M. Newton): donc iî on
fuppofe les paraboles différentes & les temps inégaux,
les aires décrites feront en raifon compofée des temps
& des racines quatrées des paramétres ; ainil en
jnommant A & л les aires , Т & t les temps , P &
p les paramétres , on aura y A .AU TVp . iv/* .
mais parce que les paraboles font des courbes fern-
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blables , & que les angles fonc fuppofés égaux , on
a , A . d : : PP . pp \ donc TVp . t\lp :: PP . pp ,
d'où l'on tire T . f : : p* . b C. F. D.

C O R O L L A I R E.

IL fuit de cette proportion qu'ayant une table
telle que celle qui a été coniîruite par M. HALLEY,
dans laquelle fe trouvent calculés pour une parabole
donnée les angles formés par l'axe &: Jes lignes ti-
rées du foyer à la parabole , au côté defquels foient
marqués les temps qui y répondent , on peut faci-
lement trouver le temps qu'une Comète employe-
roit à décrire un angle quelcoflque dans toute autre
parabole > ou , le temps étant donné on peut trou-
ver l'angle : car le moyen mouvement marqué dans
la table pouvant être regardé comme la mefure du
temps, on n'a qu'à le réduire en jours réels, ce qui
eil facile puifque l'on fçait que 100 parties de „ce
mouvement répondent à 109 , £154 jours réels, Si
enfuite fe fervir de la proportion marquée ci-deifus.

Par exemple. Le 2.5 Février 1744 à 5 h. 35!' temps
moyen â Paris , la Comète étant éloignée de fon
périhélie de $6°. 18'. б", on demande le temps qu'el-
le doit employer pour parcourir cet angle i pour le
trouver , il faut prendre dans la table le temps ou
le moyen mouvement qui y répond , on le trouve
de 44 5 144 dont le logarithme eil ï, 644871 , au-
quel, ajoutant le logarithme о , 035)871 3 on aura
ï , 684743 pour le logarithme des jours réels i en-
fuite fuppofant la diilarice moyenne de la Terre au

H h h i i j
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égale à 100000 , & par conféquent fon logarithme
égal à 5, oo'oooo, ôtant 4, 349749 logarithme de la
diftance périhélie de la Comète du logarithme
5 , oooooo, &: prenant la |me partie de cette différen-
ce, on trouvera o, 975 376, lequel étant ôté du logari-
thme 1,684743 laiiTe 0,709367, pour le logarithme du
temps cherché ; ce logarithme répond à 5 , izi jours,
qui étant ajoutés au temps de l'obfervation , on aura
l'inihnt du périhélie le ï Mars à 8h. 30'.

P R O P O S I T I O N III.

SI dans deux paraboles BDE , ANO (fíg. 6o.) qui
ont le même лхе В A S ($• le même foyer S , on prend
un angle quelconque BSD , (^ ß on diviß les deux
aires BSD (§r ASN comprißs dans cet angle en un.
nombre égal de parties í le nombre de ces parties dé-
crit en temps égaux par deux corps qui Je meuvent
dans ces paraboles eft en rat/on réciproque des racines
quarrées des cubes des paramétres.

D E M O N S ..T.. R A T I O N .

Si les parties dont les aires BSD & ASN font
compofées, étoient fuppofées égales, le nombre des
parties parcourues feroit comme les racines quarrées
des paramétres (par la prop. 14. du ï. liv. des Prin-
cipes de M. Newton.} : mais puifque dans la fuppoii-
tion préiènte la grandeur des parties augmente com-
me les quarrés des paramétres , & qu'ainiî le nom-
bre qui en eft parcouru diminue datisla même raifon,
on aura en nommant N & » les nombres des parties
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v/O y^ ft

décrites, & P & /? les paramétres > N . » : : =^= . ~ : :

Ai pi /- - - -
Vi. • L i, L

C O R O L L A I R E .

IL fuit de cette propofition que fi on fuppofe un
angle BSD de telle grandeur qu'on voudra , par
exemple de 90 dégrés , divifé en un certain nom-
bre de parties comme en 100, & qu'on ait une ta-
ble dans laquelle on trouve calcul l'angle au. foyer
qui répond à chacune de ces parties dans une para-
bole donnée, puifque les paraboles font des figures
femblables , les mêmes angles dans toutes les para-
boles contiendront le même nombre de ces parties ;
& par conféquent l'angle étant donné , on trouvera
le nombre des parties qu'il contient. De plus com-
me dans une même parabole les aires parcourues
font proportionnelles aux temps, & que dans les
paraboles différentes en temps égaux elles font par
cette proportion en raifon réciproque des racines
quarrées des cubes des paramétres, par la compo-
fition de ces raifons, & iuppofant le rayon de l'or-
bite Terreftre égal á l'unité , nommant L le loga-
rithme du nombre des parties décrites, M le loga-
rithme du nombre des jours écoulés depuis le péri-
hélie , &; D le logarithme de la diftance périhélie,
fcachant auffi que 0,035871 eft le logarithme du nom-
bre des parties parcourues dans l'efpace d'un jour, on
tirera la formule fuivante

L = M — о ,039872 ±j£>.
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Dans cette formule c'eft le figne -ь qu'il faut fup~

pofer devant D lorfque la diftance périhélie eft moin-
dre que le rayon de l'orbite terreftre , &; le figne
— loriqu'elle eft- plus grande.

Par cette formule , des trois termes L , M , D ,
deux étant donnés , on trouvera facilement le troi-
iîéme.

Ces préparations étant fuppofées , il fera plus aifé
de calculer les Elémens des orbites paraboliques,
&: de trouver les* lieux des Comètes dans ces orbi-
tes pour des temps donnés , en faifant ufage des
tables que M. HALLEY donne dans fa Cométogra-
phie. Pour ce qui regarde les èlèmens , on pourra
les trouver en cette forte.

P R O B L E M E ! ,

ETANT données trois observations d'une Comète
éloignées d'un ajje-z. grand intervalle les unes des au-
tres , trouver la, grandeur @r 1<*> poßtion de l'orbe

quelle décrit.

SOL UT* r o N.

PREMIEREMENT il faut calculer les diftances ac-
courcies de la Comète au Soleil , oiî les fuppofer
d'une telle grandeur qu'on voudra pour la première
& la dernière obfervation i par le moyen de ces di-
ftances on fera tout le calcul des triangles rexäili-
gnes Se Xpbériques très-connu des Aftronomes , jufl
qu'à ce qu'on ait trouvé les diftances -vrayes de la
Comète au Soleil &: l'angle compris encre ces duran-

tes,
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ces, d'où par une propriété de la parabole aiTez con-
nue on déterminera la pofïtion de l'axe i enfuite
par la propofition première on trouvera la diilan-
ce périhélie , & par le Corollaire de la féconde ou
celui de la troifiéme le temps que doit employer
la Comète à décrire l'angle compris entre les di-
ftances vrayes de la Comète au Soleil : fi le temps
trouvé n'eil point- égal au temps écoulé entre la
première & la dernière obfervation, il faut recom-
mencer le calcul en gardant confiante une des diilan-
ces premièrement fuppofèes, & changeant l'autre
jufqu'i ce qu'on trouve une parabole qui répond au
remps entre les deux obfervations : lorfqu'on aura
rempli cette condition , on pourfuivra le calcul iuC-
qu'à ce qu'on ait déterminé tous1'les èlèmens de
l'orbite * enfuite on calculera pour le temps de la
féconde obfervation le lieu de la Comète dans cette
orbite , & il le lieu calculé eil conforme à l'obierva-
tion , on a trouvé la véritable orbite , mais s'il y a
une différence confidèrable , il faut

Secondement recommencer le calcul en augmen-
tant ou diminuant de telle grandeur qu'on jugera
â propos la diftance qu'on avoit gardée confiante
dans la première fuppofidon 5 (on pourra fouvent
diflinguer s'il faut l'augmenter ou la diminuer, ) Se
en la gardant encore confiante on changera l'autre
jufqu'à ce qu'on ait trouvé comme ci-deffus une nou-
velle orbite , Se le lieu de la Comète dans cette or-
bite au temps de la féconde observation i s'il diffère
encore trop du lieu obfervc, il faut

lu
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Troifiémement prendre la différence entre les

lieux calcules de la Comète dans les deux fuppofi-
tions précédentes, &: prendre aufli la quantité dont
on a augmenté ou diminué dans la féconde fuppo-
iîtion la diftance qu'on avoit premièrement fuppo-
fée , &: enfuite faire cette proportion : comme cet-
te différence eft à cette quantité , ainii la différen-
ce entre le lieu obfervé Se celui des deux lieux cal-
culés qui approche le plus de l'obfervation, , eft à
аде nouvelle quanrké, qu'il faut ajouter ou fouftrai-
re de la diftance fuppoiée dans le cas où on a le
plus approché de l'obiervation, ô£ on aura une nou-
velle diftance qui donnera â peu-près l'orbite cher-
chée.

Il peut arriver qu'après ce troiiîème eifai il refte
quelque légère correction à faire, ce qu'on pourra
facilement exécuter par le moyen des fuppoiitions
précédentes.

Exemple de la Comète de tannée 1707.

A Y A N T choifî trois obfervations, dont M. DE
LA CAILLE m'a fait l'honneur de me communiquer
la première i il l'a tirée par le moyen des interpo-
lations de plufieurs observations faites en Italie pen-
dant que la Comète étoit proche de l'Eclyptique,
& l'a réduit au nœud : le z5 Novembre à ю h. 44'»
temps moyen à Paris la Comète è toit dans 4°- 40'.
2.0". «s fans latitude. Les deux autres obfervations
font tirées des Mémoires de l'Académie, fçavoir le
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ïo. Décembre à 7 h. 13'T. M. la Comète étoit dans
8°. 33'. 40". s* avec une latitude Boréale de 39°. зб'>
ôc le z5. Décembre à /h. зг'. la Comète étoit dans
7°. 37'. 40". ï« avec une latitude Boréale de 46°. 34'.
го". Maintenant fuppofant le demi-diamètre de l'or-
bite Terreftœ de юооо parties, je prends pour la
première obfervation la diftance accourcie de la
Comète au Soleil de 8?zo que je garde confiante,
tandis que je cherche pour la troiiiéme obfervarion
une autre diftance que je trouve après plufieurs eilais
devoir être de 5748 pour que l'aire décrite par la
Comète ioit proportionnelle au temps entre les deux
obfervations. Ayant donc déterminé dans cette fup-
poiîtion tous les Elèmens de l'orbite, je trouve qu'ils
donneroient pour le temps de la féconde obferva-
tion la longitude de la Comète de 8°. 2.7'. 5 8". «* avec
une latitude Boréale de 37°. 32/, 10".

Enfúite pour la féconde fuppoiîtion au lieu de
8$zo je prends 9050 pour la diftance accourcie au
temps de la première obfervation , &: pour avoir
une aire proporcionnelle au temps je trouve que
l'autre diftance doit être de 5763 , ôc par le moyen
de ces nouvelles diftances ayant déterminé une fé-
conde orbite, je trouve qu'elle donne pour le temps
de la féconde obfervation la longitude de la Comète
clé 8°. 31'. i6". «* &fa latitude'Boréale de 3?°. б', б".

Maintenant voyant que le mouvement de la Ce*.
méte fe faifoit prefque tout en latitude, je me fers
des latitudes pour corriger les fuppofitions précéden.

I i i i j
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tes j ainfi prenant, comme j'ai dit, la différence des
latitudes calculées*ci-deifus, qui eft de i°, 33'. 50*,
&- la quantité 130 dont j'ai augmenté la diftance
85)10 prife dans la première fuppoiîtion , j,e prends
auffi la différence entre la latitude trouvée dans la
féconde fuppoiîtion Se la latitude obferyée y qui eft
de z 5/. 54'': je fais donc cette proportion , i°. 33'. 50":
15)'. 54" : : 130 : 41 •, j'ajoute donc 41 a 9050, ce qui
donne 5)05)z : mais comme cette proportion n'eft
qu'approchante du vrai, & non pas géométriquement
exacte , le calcul m'a fait fçavoir qu'il faut ajouter
43 au lieu de 4Z , ce qui donne 905)3 pour la diftan-
ce accourcie, &c prenant pour la troisième obferva-
tion la diftance de 57^5>f, on trouve une nouvelle
orbite dont l'aire décrite eft proportionnelle au temps,
& les élémens font tels que j'ai mis ci-après.

C'eft de cette manière que j'ai calculé les orbites
de deux autres Comètes, fçavoir de 1706 & 1744.
Cómi***^eíwobfervations qui ont été faites fur Ja
dernière font plus exaótcs cp*e,celles qu'on a fait fur
les Comètes de 1706 ôc 1707, M. CASSINI DE THURY
m'ayant fait l'honneur de me les communiquer, j'ai
calculé les lieux de la Comète dans l'orbite parabo-
lique pour les inftans de toutes les obfervations i la
différence entre le calcul &: l'obfervation ne monte
jamais a une minute & demi, сощте on peut voir
par lã table.

Quoiqu'il ioit très-vraifemblable qtte le mouvemene
des Comètes fe fait dans des ellipfes très-excentri-
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qtíes &: non dans des paraboles, cependant comme
elles fie font vifibles que pendant un petit efpace
de temps, il eft très-difficile de pouvoir déterminer
les temps de leurs révolutions, il iàudroit pour cela
s'afTurer de certaines conditions, que peut-être on ne
peut attendre d'un Ci petit nombre d'obferyations :
néanmoins j'efpére qu'on, ne trouvera pas mauvais
que j'iniere ici deux Problêmes, qui y ont rapport,
êc qui pourront être peutêtre de quelque uiage > fur-
tout puifqu'ils font applicables auffi aux Planètes.

P R O B L Ê M E I L

SVP PO SE' quon' puijfe connaître 1л dißance péri-
hélie AS (fig. 61.) d'un corps qui ß meut dans une
ellipfe , ( le Soleil éteint Jùppofe en S3 ) & une Autre
dißance quelconque S P avec Tangle ASP э trouver le
temps de la révolution g) déterminer tellipje.

S O L U T I O N .

Q U ' O N prenne fur l'axe prolongé la partie SB
égale à SP, &: du côté du point A oppofé à ce-
lui de В , AD égale à AB ••> qu'on tire DP & la
divifant également en deux au point M, fi de ce
point on élève la perpendiculaire MF , le point F
ou elle coupe l'axe AS fera l'autre foyer de l'ellrpiè
cherchée. Car par la conftruftion FP = FD, & SP
=s SB, donc FP -H SP = FD -»- SB == FS -*- SD
-»- SB = FS -*- 2.SD -ь zAD « FS •+- iAS , ainii
F P H-S P = F S -*• l A S , qui eft k propriété con-
nue de l'ellipfe. On connoît donc la poiîtion des

I i i iij
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deux foyers, & l'axe de l'ellipfe, par conféquent on
peut la décrire i & puifque dans différente* dlipfes
les temps périodiques font comme les racines quar-
rées des cubes des premiers axes , on connoîtra le
temps de la révolution. C. «^ F. T.

C O R O L L A I R E .

I L fuit donc de ce Problème , que fi on trouve
qu'une Comète lorfqu'elle eft éloignée de fon péri-
hélie ne décrit point la même courbe qu'elle décri-
voit dans le temps du périhélie i en cherchant quel-
le doit être la diftance de la Comète au Soleil oc
l'angle depuis le périhélie pour répondre à une ob-
fervation exacte ', on pourra déterminer l'ellipfe qu'el-
le décrit , ôt le temps de fa révolution,

P R O B L E M E III.

SUPPOSE' qu'on puijje connaître pour deux inßans
donnés les difiitnces an Joleil d'un corps qui Je meut
dahif^Wlfvttipfi 9 (& le rapport des vifeffès de j on
mouvement pour ces deux inßans , déterminer Îdlipfi
(& le temps de 1л révolution,

S O L U T I O N ,

SOIT une orbe elliptique ABD , (ßg.ti.) le grand
axe A D , la moitié du petit axe OB , les foyers en
S 8t F , le Soleil dans le foyer S i & foient connues
deux diftances quelconques , SP, SN i foit U la vî-
teife du corps au point P , u fa vîceflTe en N , & ï/
celle en B. Maintenant par ce qui a été démontré
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»ar M. DE MOIVRE , on a , U . Ф : : v*FP • VSP , ôc

v . u :: VSN ,-VFN v en multipliant donc terme
par terme' ces deux proportions , on trouve , UU .

CXT T? TVT

uu : : FP x SN . SP x FN : : . - J or la raifon

FM
de U à u eft fuppofée connue , donc, -- fera une

quantité donnée » par conféquent íuppoíant —5 » д,

on aura FN = л x FP,'mais l'ellipfe donne SN •*•

S P - b P F , c e qui donne FP = Sp — SN &
^ • a — ï

FP •*- SP = A D = = " - . Ayant a
a — i J

FN , des centres P , N , & des rayons P F , NF,
décrivant deux arcs de cercle , le point d'interfection
F fera l'autre foyer ; mais la pofition des deux foyers
&: l'axe étant donnés , l'elliple & le temps de la ré-
volution font déterminés. C. J£. F. T.

Les Elément de t orbite décrite far la Comète
de Г année 1706.

EN prenant deux obfèrvations comme elles font
marquées dans les Mémoires de l'Académie , fçavoir
celle du 10 Mars à nh. 38'. temps vrai , la Comète
étant dans i°. 45)'. 48" ̂  avec une latitude boréale de
49°. 44' ', & celle du 13 Avril a i>h. zi' , la Comète
étant dans 13°. гг.'. 48" «p avec une latitude boréale
de 5°. гб'. 58" j en fuppofant la diftance accourcie de
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la Comète au Soleil au temps de la première .obTer-
vation de nyzi-i parties dont le rayon dg l'orbite
Terreflre contient loooo , & de 16049 au temps de
la féconde obièrvation, on trouve les élémens iui-
vans,

Le nœud afcendant dans 13°. iz'. z,o" л.
L'inclinâifon de l'orbite au plan de l'Ecliptique de
о ï H55°. 5. iz.
Le lieu du périhélie dans l'orbite, iz°. 14'. 30" H.
Le lieu du périhélie dansl'^cliptique, 16°,,51', 11" V,
La latitude Boréale du Périhélie, 44°. 40'. 48".
Le Logarithme de la diftance périhélie, 9,6i6$ij.
Le temps du périhélie le 30 Janvier à yh. 7'. temps

moyen à Paris.
Le mouvement de la Comète direct.
Ces élémens donnent pour le ï. Avril à 8h. i8r.

temps vrai la longitude de la Comète de i°. 53'. 17". ^,
la longitude oblervée étoit de i°. 54'. 18", la diffé-
rence eft de i', i" j &c la latitude boréale de zo°. 47'.
5", la latitude obfewée étoit de xo°. 40'. 18", la diffé-
rence eft de

Lis
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Les Elément de Г orbit e décrite par la Comète
de f année 1707.

EN prenant l'obfervation du 2,5 Novembre à .10b.
44'. temps moyen , la Comète étant dans 4°. 46'.
io". «s fans latitude, & l'obfervation du 15 Décem-
bre à 7h, 3Z' j la Comète étant dans 7°. 37'. 40" «* avec
une latitude Вогеяг de 46°. 34'. го" j en fuppofant la
diftance accourcie de la Comète au Soleil au temps
de la première obfervarkw de 5)05)3 parties dont le
rayon de l'orbite Terreftre contient ï oooo , & de
57697 .au temps de la féconde obfervation, on trou-
ve les élémens fuivans.

Le nœud defcendant dans 2,z°. 46'. 35" У,
L'inclinaifon de l'orbite de 88°. 37'. 53".
Le lieu du périhélie dans l'orbite, 15)°. 51'. 14" H.
Le lieu du périhélie dans l*Ecliptique3 гз°. 2.8'. 33" y.
La latitude Boréale du Périhélie, 17°. 4'. 10".
Le Logarithme de la diftancepérihélie, pa 5)341*8.
Le temps du périhélie le n pécembre à ггь. 38'.

temps moyen à Paris.
Le mouvement de la Comète diredt.
Ces élémens donnent pour l'obfervation du ю Dé-

cembre à 7 h. 13'. го", temps moyen la longitude de la
Comète de 8°. 33'. 10". ~ ,la longitude obiervèe étoit
de 8°. 33'. 40", la différence eft de 30" \ & la latitude
boréale de 39°. 35'. io"3 elle étoit obfervèe de 35?°. 36',
h différence eft de 50".

K k k
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Si au lieu de l'obfervation du z5. Novembre on fe

fert de celle qui eft marquée dans les Mémoires de l'A-
cadémie pour le 2.9. du même mois, prenant encore
comme ci-deflus l'obfervation du г5. Décembre, ô£
fuppofant pour la première la diftance accourcie de
la Comète de 8867, & de 5770^ pour la féconde, од
trouve les Elémens fuivans.

Le nœud defcendant dans zz^W. zj" tt.
L'inclinaiion de l'orbite de 8^ 37'. 81.
Le lieu du Périhélie dans l'orbite, ï?9. 57'. 50* :H.
Le lieu du Périhélie dans l'Ecliptique, zj0. 31'. 50" y.
La latitude Boréale du Périhélie de 2,7". 7'. 5 б".
Le logarithme de la diftance Périhélie, 5?,934187.
Le temps du Périhélie le 11. Décembre à oh. 8'.

temps moyen.
• Ces Elémens donnent pour le temps de l'obferva-

tion du io. Décembre la longitude de la Comète de
8°. 34', 10". «s avec une latitude Boréale de 39°. 34'. 3 5".
la longitude obfervée étpit de 8°. 33'. 40", ou plutôt
•de 8°. 33'. 50", & la latitude obfervée étoit de 35?°. 30',
ou plutôt de з5>°. зз'.го", comme il réfulte des afcen-
fions droites & déclinaifons marquées dans les Mémoi-
res de l'Académie , ce qui donne го" pour la diffé-
rence en longitude, ôc 45" pour la différence en lati-
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Les Elémens de Vorbite de la Comète de
l'année 1744.

E N prenant l'obfervation du 7 Janvier, au temps
de laquelle la longitude de la Comète étoit de iz°. 3'.
zi". т, &: fa latitude Boréale de 17°. 51'. 17" i & celle
du z 5 Février, au temps de laquelle la longitude de
la Comète étoit de 9°. 54'. 10" X » Se fa latitude boréa-
le de 14°. 40'. 36" i en fuppofant la diftance accourcie
de la Comète au Soleil au temps de la première des
deux obfervations de 134693 parties dont le demi-
diamètre de l'orbite Terreftre contient iooooo,&: de
1979 8 au temps de la féconde obfervation, on trou-
ve les Elémens fuivans.

Le nœud defcendant dans 15°. 40'. 53" У.
L'inclinaifon de l'orbite de 46°. 50'. 5".
Le lieu du Périhélie dans l'orbite, 17°. oo'. oo" &.
Le lieu du périhélie dans l'Eclyptique ,15°. 5»'. 47" ^.
La latitude Boréale du périhélie de zo°. zs/. vf.
Le logari^jime de la diftance périhélie , 9, 349749.
Le temps du périhélie le ï. Mars à 8h. 30' temps

moyen à Paris.
Le mouvement de la Comète direct, quoiqu'il ait

paru pendant tout le temps'rétrograde.

K k k i j
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Compítrcbifon des lieux calculés avec les lieux obßrves.

Jours

des mois.

1743-
Dec. n.

3°-
: Ji.

1744«
Janvier ï.

3.
4-

У -
tf.

7.

8.

ii.

12.

Ï J -

Itf.

17.

18.

révrier 7.

10.

ii.

ii.

Ч-

i f .

ï*.

17.

18.

аЗ-
2y.

*9.

Temps

vrai.

. ,

Í.Í4T
io. 39.

y. 41.
î. »7-£
У. il.

M4{

У. 8.

'• 'i
4- ÍÍ.

8. î9.

9. ni

7. УЗ.

8. 4i,
ï

7- о.

7. УУ.

7. 17.

I

y. yi.
У. 39.

ff. 4tf.

tf. 19.

ftjoi

tf. 3.

У. 34-

У. 12.

18 43.

Longitude

obfervée.

Г II

itf. 29. 41.

H. 4Ï-58.

If. 19. 30.

> 14. il. itf.

13. 38. ï.

13. ï. 48.

il. 34'!7,
12. J. 11.

11.33. 9.

9. У9. УЗ-

9. Зг- îtf«

9. tf. 40.

7. 47. ï б.

7. il. 4У.

' *.yV;34.
X-i8. 18. 16.

гб. зз. i4.

iy. îtf. 8.

*У. 14. 7.

14. 31. yi.

12. 49. 41.

*i. ytf. iy.
10. У7, 41.

19. У4- УО.

13. iy. 17.
9. У4- Io.

2, 32. Jtf.

Longitude

calculée.

, „

itf. *8. 40.

iy. 4*. o.

iy. 18. lo.
14. ID. 30.
T3- 37 49.

'J- Í. 33.
IL 34. 6.
и. 3. itf.

n. 3-3. iz.

10. I. 11.

9. 33- IL

9. 7. 14-

7- 47. 13-

7. 2l. УЗ-

- 6. $8. 10.

X.i8. 18. 41.

*<?. 33- 4Í-

iy. yy. tf.
zy. if. lo.

14. 30. 43.

il. yo. 18.

ai. yy. yS.

10. y?. 7.

19. У4- ii.
13. 13. 48.

9. У4. 9.

z. 31.43-

Différence.

r n
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D E S C O M E T E S , 4 4 5

Les Elémens de F orbite décrite par la Comète
de f année 1748»

EN fuivant la même méthode & me Îérvant^des
obfervations faites à l'Obfervatoire Royal, j'ai trou-
vé poux l'orbite de cette Comète les Elémens fui-
vans.

Le nœud defcendant dans гг°. 5 /. го" щ.
L'inclinaifan de l'orbite de 85.°. zj', 50".
Le lieu du Périhélie dans l'orbite, 4°. 47''. 55"^
Le lieu du périhélie dans l'Ecliptique, г i°. г г'. 44" n\„
La latitude Boréale du périhélie de 17°. 55'. 54".
Le logarithme de la diftance périhélie, 9,5)2.5118?»
Le temps du périhélie le г 8 Avril à 15 h. 55'. temps

moyen à Paris.
Le mouvement de la Comète rétrograde.

K k k i i j
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«*-̂  Des Me fures des Rapports. 14
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De la Rédu&ión des. Intégrales aux arct de Cercle. ji
Des Mèfures des Angles. 53
De ta Réduction des Différentielles compofées, 66

T R O I S I E M E P A R T I E «
D.e la Réduction des Intégrales aux Logarithmsî & aux 4rcs

de Cercle fris enfemble. 71
Des Différentielles binômes. юг
jiutre méthode pour les Différentielles binômes. 114
Des Différentielles trinômes. 194
Des Différentielles' quadrinomes & autres. г$г

Q U A T R I E M E P A R T I E .

Application de la Théorie. 239
TJfage de la Théorie dans la reBißcation des courbes. z 40
IJfage de la Théorie dans la Quadrature des courbes. i j j
TJfage de la Théorie dans 1л folution des Problèmes de Me-

chanique. 171
Théorie du mouvement des Comètes. 41 j
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Extrait des Regiftrçs de Г Académie Royale
des Sciences.

Du ï г: Mars 1747.

Ti y T E S S I E U R S M A R A L D I & DE LA C A I L L E , qui
J.V JLavoient été nommés pour examiner un Mémoire
de D. C. Walmeßey , fur la Théorie du mouvement des
Comètes , en ayant fait leur rapport ; l'Académie a jugé que
cet Ouvrage étoît très clair & très-méthodique , & qu'il
marquoit dans l'Auteur une grande connoiflance non feu-
lement de la Théorie des Comètes & du calcul Agrono-
mique , mais encore des autres parties de l'Aftronomie
Phyfique, en foi de quoi j'ai figné le préfent Certificat :
A Paris, ce dix-neuvième Avril 1747.

G R A N D J E A N D E F O U C H Y ,
Secrétaire perpétuel de f Académie Royale des Sciences.

Extrait des Regiftres de F Académie Royale
des Sciences.

Du г ï. Août 1748.

Ti ^ESSIEURS GÍ.AIB.AUI.T & P'ALEMBERT , qui
XVj^ayoient été nommés pour examiner un Ouvrage de
D. C. Walmefley : intitulé , Analyfe des Mefuref des Rapports
& des Angles 3 &c. en ayant fait leur rapport, l'Académie
a jugé que cet Ouvrage étoit fait avec beaucoup d'intelli-
gence & de clarté, qu'il marque dans l'Auteur une connoif.
Janeç près-étendue du calcul ipfinitéfimal, ßc qu'il fera très«,
utile à, ceux qui voudront s'in&raire de ce Calcul. En foi de
quoi j'ai fîgné le préfent Certificat j à Paris , ce ï 3 Septem-
bre 1748.

G R A N D J E A N DE FOUCHY,
Secretaire perpétuel de l'Académie Royale des Sciences.
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A P P R O B A T I O N .
T ' A i lu par l'Ordre de Monfeigneur le Chancelier un
J Manufcrit intitulé, Analyse des Mefures des Rapports &
des Angles, &c. & j'ai cru cet Ouvrage très digne de Fim-
preflion. A Paris ce z 6 Septembre 1748.

C L A I R A U T .

P R I V I L E G E D V R O T .

T O U Ï S PAR ÎA G R A C E DE D l E U , ROY DE FRANCE ET DE
JL NAVARRE : A nos Ames & Féaux Confeillers, les Gens tenant nos

'Cours de Parlement, Maîtres des Requêtes ordinaires de notre Hôtel,
Grand-Confeil, Prévôts de Paris, Baillifs , Sénéchaux , leurs Lieutenans
Civils & autres nos Jufticiers qu'il appartiendra , SALUT : notre amé
GABRIEL-FRANÇOIS QUILLAU , Père , Imprimeur-Libraire à Paris, An-
cien Adjoint de fa Communauté, Nous a fait expofer qu'il délîreroit
imprimer & donner au Public un Ouvrage qui a pour titre , Analyse
des Mefures , des Rapports & des Angles', ou Reduction des Intégrales aux
Lovarithmes & aux Arcs de -Cercie, s'il nous pl-ajfoit lui accorder nos
lettres de Permifllon pour ce néceiTaires. A CES CAUSES , voulant favo-
rablement traiter l'expofant, nous lui avons permis & permettons par
ces Préfentes d'imprimer ledit Ouvrage , en un ou plufíeurs volumes, &
autant de fois que bon., lui femblera ; & de le vendre , faire vendre &
débiter partout notre Royaume, pendant le tetpps de trois »nné.es con-
fécutives, à compter du jour de la date defdites Prëfemes. Faifons dé-
fenfes à tous Libraires, Imprimeurs & autres perfonnes de quteîque qua-
lité & condition qu'elles foient d'en introduire d'impreflion étrangère dans
aucun lieu de notre obéiiïance ; à la charge que ces Prcfentes feront
enrfeeiftrées tout au long fur le Regiftre de la Communauté des Librai?-
res & Imprimeurs de Paris, dans trois mois de la date d'icelles ; que
rimpreifion dudit Ouvrage fera faite dans notre Royaume & non ailleurs,
en bon papier & beaux caractères, conformément à la feuille imprimée
attachée pour modèle fous le contre-fceV defdites Préfent«s ; quel'Ifirtpé-'
trant fe conformera en tout aux Réglemens de Ja Librairie , 8{ nofiam-
ment à celui du io Avril 1715 > qu'avant de l'expofer en vent« le Ma-,
nufcrit qui aura fervi de copie д l'impreffion dudit Ouvrage fera remis
dans le même état où l'Approbation y aura été donnée , es mains de no-
rr.e très-cher féal Chevalier le fieur bAGUESSEAu , Chancelier de Fran-

ce,



ce, Commandeur de nos Ordres ; & qu'il en fera enfuîre remis deux
Exemplaires dans notre Bibliotéque publique, un dans celle de notre
Château du Louvre, & un dans celle de notre très-cher & féal Cheva-
lier le Sieur DAGUESSEAU , Chancelier de France^ le tout à peine de
nullité des Préfentts. Du contenu defquelles v.oûs mandons & enjoignons
de faire jouir ledit Expdfant & fes ayans caufes pleinement; & paiiïble-
ment , fans fouifrir qu'il leur foit fait aucun trouble ou empêchement:
voulons qu'à la copie defdites Préfentes , qui fera imprimées tout au long
au commencement ou à la fin dudit Ouvrage , foi foit ajoutée comme
à l'original; commandons au premier notre HuilTîer ou Sergent fur ce
requis de faire pour l'éxecution d'icelles tous Actes requis & néceflaires
fans demander autre permiflîon, & rtdnobfrant clameur de Haro, Char-
te Normande & Lettres à ce contraires : Car tel eft notre plaifir. Donné
à Paris le vingt-neuvième jour ,du mois de Novembre J'an de grâce- mil
fept quarante-huit, Se de notre Régne le trente-quatrième.

PAR LE ROY en fon Confeil.

S A I N S O N .

. 'Regiflré fur le Reglßre XII. de la Chambre Royale des Libraires & Tm-
fnmeurs de Paris, Num. 48. fol. 40. conformément aux anciens Règlement
•fonfirméi far celui An 2'8. Février ijz j. A Paris le j. Décembre 1748.

G, C A V E L I E R , Syndic,

L U
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