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AVIS DU LIBRAIRE.

L'Auteur a exposé le plan de cet Ouvrage ainsi
que de, toutes les autres parties de son Cours, dans
ses Essais sur l'Enseignement en général, et sur celui
des Mathématiques en particulier, où il s'est proposé
de réunir ce qu'il y a de plut précis et de plus impor-
tant sur la philosophie de ces sciences.
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CHAPITRE PREMIER.

Ce la Trigonométrie rectiligne.

V_ïjf considère six choses dans un triangle rectiligne , trois angles
et trois cotes. Avec trois de ces six choses, on determine tou-
jours un triangle, pourvu qu'il s'y trouve un côté, page ï

Si on avait une suite de triangles calcules sur tons les angles
possibles, il se trouverait nécessairement dans cette suite un
triangle éqniangle avec un triangle quelconque donné, a

Le sinus est la perpendiculaire abaissée de l'extrémité d'un arc
sur le rayon qui passe par l'autre extrémité'; le cosinus est la
partia du rayon comprise entre le pied du sinns et le centre ;
le sinus verse est la partie du rayon comprise entre l'arc et le
pied du sinns ; la tangunie est la perpendiculaire élevée à l'ex-
trémité d'an arc, et termine1» au tajuu prnlnngé qui passe par
l'antre extrémité j ce rayon prolongé s'appelle sécante, \ et 5

On appelle complément d'un arc, ou d'un angle, ce qu'il faut ajou-
ter ou retrancher k cet arc, ou à cet angle, pour en faire le quart
de la circonfe'rencc, ou un angle droit, 4

Les cosinus, cotangentes et cosécantes sont les sinns, tangentes
et secantes des arcs complémentaires, 4 et 5

Le cosinus et le rayon ont le même rapport que le sinns et la
tangente, on que Je rayon et la se'cante, б

Le rayon est moyen proportionnel entre la tangente et la cotan-
gcnte, ou entre-la sécante et le cgsinus, . ibid,

Le quarre da rayon est egal à la somme des quarre's du sinns et du
cosinus, ' - . • 7

Le sinns de la somme ou de la différence de deux arcs, est égal
an sinus du premier multiplie' par le cosinus du second, plus ou
moins le sinns du second par le cosinus du premier, le tout di-
visé par le rayon, iiirf.

Le cosinus de la somme on de la différence de deux arcs, est c'gil
au produit des cosinus de chacun.de ces arcs, moins ou plus
le produit des sinus, le tout divise' par le rayon, ibid-

De ces expressions on déduit le sinus d'un arc multiple d'un autre, 9
Etant donné le sinus d'an MC , on trouve le sinus de sa moitié, ici
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On appelle supplément d'un arc ou d'un angle ce qu'il faut y
ajouter, ou en retrancher , pour faire la demi-circonférence, ou
deux angles droits, page i>

Un angle obtus a le même sinus que son supplement, ibid.
Cène sont pas les valeurs absolues des sinus qu'on calcule, mais

lenr rapport avec le rayon, ibid.
La longueur d'un arc est plus grande que celle de son sinns, et

moindre que celle de sa tangente , ibid.
Le rapport de ces deux lignes a pane limite l'unité, i5
jlVate. Les lignes qui sont partout convexes dans le тёше sens,

sont d'autant pins longues qu'elles s'écartent davantage de la
ligne droite, ibtrf.

Comment on peut trouver d'une manière assez approchée, la Ion •
gueur de Гаге qui repond à un sinus très-peiit, ibid.

JVote. Série qui exprime la taugenie par le sinus, ii
Le sinus da quadrans n'est autre chose que le rayon, et le sinns

du tiers de cet arc est égal à la moitié du rayon, ibid.
De la division du cercle, l5
Le sinus de la moitié' du quart de cercle est égal à i\/ a, . >6
De la construction des Xables trigonoméu-iquca, Und.
Leur usage, iS
Les sinus et les cosinus tliiingem de signe, lorsqu'ils passent dans

le demi-cercle opposé a celui où ils se trouvaient d'aboi d, aï
Les tangentes prennent leur signe conformément à leut relation

avec les «nos et cosinus, a-}
Un arc négatif a son sinus de siguo contraire à celui de l'arc positif

de même grandeur, et son cosinus du ш<!те signe , ^5
Recherche de diverses relations des lignes trigonomtitriques, ibid.
Le rapport de la somme à la différence des sinus de deux arcs est

le morue que celui des tangentes de la demi-somme et de la demi-
difference de ces mêmes arcs, 28

Table des formules trigonométriques le« plus usitées , 3o
Dans tout triangle rectangle, le rayon est au sinas d'un de» angles

aigus, comme l'hypoténnse est au côté opposé à cet angle, За
Le rayon est ai la tangente d'un des angles aigus, comme le côté de

l'angle droit adjacent à cet angle est au côté opposé, ibid.
Comment on calcule nn côté quelconque d'un triangle rectangle

quand on cormaH les deux autres, 33
Dans nn triangle quelconque, les sinus des angles sont entre eux

comme les eûtes opposés, 36
Rapport entre les côtés d'un triangle et les sinus de ces angles, %
Par la proportion énoncée plus haut, on résout tous les cas d'un

triangle quelconque, excepté celui dans lequel on connaît
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deux cotée et l'angle compris, et celui dans lequel on connaît
les trois cole's, page 33

La somme de deux côtes d'eu triangle est à leur différence, comme
la tangente de la demi-somme des angles opposés à ces côtés
est à la tangente de leur demi-différence, 3g

Comment on trouve immédiatement le troisième côté, 4°
Le sinus de la moitié d'un angle est égal h la racine quarrée du

produit des différences entre la demi-somme des trois côtés du
triangle et chacun des côtés qui comprennent l'angle cherché,
divisé par le produit de ces deux côtés, le rayon étant pris pour
unité, 4a

Exemples de résolution de triangles rectangles et obliquangles, 43
Applications de la Trigonométrie a l'art de lever les plans, ou

détermination des points situés soit sur un plan, soit dans l'es-
pace, par rapport b une ligne donnée, .soit horizontale, soit
inclinée, qu'on appelle base, tfi

Note. Comment on peut mesurer un angle, 4?
Ce que c'est que la réduction des angles au plan horizontal, 5»
Détermination d'un point par les angles compris entre les droites

menées de ce point à trois antres, pris dans le même plan, Si
Pfote surle Nivellement, 53
La différence de niveau de deux points est la quantité dont l'un

est plus élevé nu plus bas que l'autre, dans le sens perpendicu-
laire i la surface terrestre, 54

Ce que s'est que la différence entre le niveau apparent et le ni-
veau réel, 55

De la résolution de« triangles par les séries, ibut.

C H A P I T R E I I .

De la Trigonométrie sphérique.

Un triangle sphérique est celui que forment sur la surface de In
«phère, trois grands cercles qui se coupent deux à deux, 67

Construction sur laquelle repose tonte la trigonométrie sphériqne, 58
Équations qui renferment implicitement toutes les relations qn'ont

entre «Iles les six parties d'un triangle sphérique, 60
Note. Expression du volume d'un tétraèdre, par les angles com-

pris entre ses arêtes, 6l
Préparation des équations précédentes pour les appliquer imme-

diateDMnt & la resolution de* triangles splie'riquei, Ca
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Ce qne c'est qiifi le triangle supplémentaire, P'ge C3
Simplification des formules pour le cas où le triangle est ii'c-

langle, 68
Transformation des equations fondamentales, ропг у appliquer

commodément le calcul des logarithmes, 6g
Formules qui renferment toutes les combinaisons des angles et des

cotes d'un triangle sphe'rique, ^4—7^
Formules de JYeper, ^5
Recapitulation dca formules nécessaires pour résoudre un triangle

sphe'rique, 77
Observation sur les diverses conditions qui doivent se trouver rem-

plies pour que les mêmes données conviennent à un ou à deux
triangles sphériques, 80

Application de la trigonomc'trie sphe'rique à la reduction des angles
au plan horizontal ,• (2>tW.

C H A P I T R E I I I .

De l'application de l'algèbre à la Géométrie.

îdte générale de l'application de l'Algèbre à la Gc'orae'tric, 83
Comment l'Algèbre sert pour combiner ries théorèmes de géométrie,

pour mettre en équation et pour résoudre les problèmes relatifs
il l'étendue, • ibid.

L'aire d'un triangle est exprime'e par la racine qnarre'e dn produit
de la demi-somme des trois côtes, multiplied par les différences
entre cette demi-somme et chacuu des côtes, 87

Expression du volume d'un tronc de pyramide ou de cône droit
à bases parallèles, 88

Questions du premier et du second degré', dans lesquelles les lignes
nu sont pas évaluées en nombre , mais sont considérées en elles-
mêmes , ibid.

Ce que c'est que la construction des expressions algébriques, 92
Comment ou effectue celle des quantités homogenes, quiserap-

porienl à des lignes, ou du premier degré, ibiJ.
Construction des racines quarrées, §5
Ce qu'il faut faire quand la quantité n'est pas homogène, * 97
Construction des racines des équations du second degré à une seule

inconnue, . 98
Résolution graphique Je ce» equations, 99
De la signification des signes 4- et —, par rapport aux lignes,

et de leur usage dans la résolution des questions, loi
Toutes les fois qn'jl s'agit de distances rapportées a un point fixe,
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et comptées SUT une même ligne on sur des lignes parallèles,
celles qui sont affectées du signe —, doivent se prendre dans
un sens oppose à celles qui sont affecte'es du signe -|-, page ic>4

Remarque sur les signes de lase'cante, et note SUT le même sujet, io5
Analyse complète du problème où il s'agit de mener par un point

pris dans un angle droit, une ligne dont la partie inlercepte'e entre
los côte's de cet angle, soit de grandeur donnée, loG

Bc'sohition de ce problème par Newton , ponr le cas oîi le point par
lequel doit passer la ligne de grandeur donnée, est à égale distance
des côtés de l'angle droit, из

Construction des expressions algébriques qui appartiennent à des
aires ou a des volumes, "4

Idée fondamentale de l'analyse de Descartes, par laquelle on re-
présente les courbes au moyen des équations à deux indéter-
minées, no

Equation d'une ligne droite, 117
d'un cercle, 49

Ce que c'est que les coordonnées, leurs axes, Rur origine, 121
Comment on distingne par les signes •+• et —, les quatre angles quo

forment les aies des coordonnées, isa
Ce que c'est que le lieu d'une équation, et comment s'obtient celle

d'une courbe quelconqiifl. ibid»
L'équation générale du premier degré h doox indéterminée« appar-

tient à une ligne droite, тзЗ
II faut deux conditions pour déterminer cette ligne, 123
Équation d'une droite qui passe par deux points donnés, iifi
Expression de la distance de ces deux points, ibid,
Équation d'une droile qui , passant par un point donné, serait pa-

rallèle à une droite donnée, 127
Equation de la perpendiculaire abaissée sur une ligne donnée , par

un point donné, iliit!.
JVbíe. Sur le signe que doit porter la tangente de l'angle formé pat

celte perpendiculaire et l'axe des x, ibid.
Pour trouver le point de rencontre de deux droites qui se coupent,

il fautsupposerque les coordonnéesdel'uncsoieut les mêmes qun
celles de l'autre, 128

Expression de la longueur d'une perpendiculaire abaissée sur une
droite donnée, par un point donné , i-i)

Expressions du sinus, du cosinus et de la tangente de l'angle que.
deux droites font entre elles, ilin

Équation générale du cercle , que l'on obtient en plaçant l'origine
des coordonnées d'une manière quelconque, 1,'a

Comment on détermine celui qui passe par trois points donnés, i3J
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Équations da cercle, les plus simples, P»ftt' ' '4
Problèmes qui se rapportent à des lignes droites, comprenant ceux

des pages 88 et 106, . i35
Équations qui donnent la relation qui existe entre les angles et Jcs

cole's d'un triangle, i3g
Expression de l'aire d'un triangle, au moyen des coordonne'es àes

sommets de ses angles, i4»
L'aire d'un triangle ne de'pend nullement de sa position par rapr-

port aux axes des coordonne'es, on trouve en effet une autre
expression qui ne dépend que des cote's , ibid.

Équation qui fait connaître la relation entre les côtes d'un quadril*-
tère et ses diagonales, i44

Expression du rayon du cercle circonscrit à un triangle, ifó
Expression du rayon du cercle inscrit a un triangle, i47
Si dans l 'intérieur d'un triangle equilateral on abaisse une perpen-

diculaire sur cbacun des côle's de ce triangle, la somme de ces
lignes sera egale h sa hauteur , >48

En combinant les équations de la droite et du cercle , on de'tcrmine
les propric'te's résultâmes de la rencontre de ces lignes , ibid.

Application de re'quntion qui résulte de cette combinaison à la
recherche de'plusieurs théorèmes de géométrie, i5o

Determination analytique des tangentes menues an cercle par nn
point extérieur, et par un poim de sa circonférence, iSï

Comment on trouve la position que doit avoir une ligne menée par
un point donné, pour que sa partie comprise dans un cercle
donné, soit aussi donnée, l54

Equation générale »les courbes du «econd degré, i36
Leurs diamètres, iSS
Simplification de l'équation quand on la rapporte a ces lignes, ibiJ.
Examen des valeurs que peut prendre l'expression générale des or-

données dans le cas où la quantité m est positive, iljo
Ce que c'est que le centre de la courbe, i6.i
Construction et forme de la courbe relative i ce cas, ifo
Elle se réduit à un point, avant de devenir imaginaire, iti.i
Examen du cas où m est négative, iti-i
Da s eu cas, la courbe a encore un centre, ibid.
Construction et forme de la courbe, i65
Quand la convbe se réduit à deux droites, qui sont en général ses

asymptotes, 167
Examen du cas où m ~ о, if>9
Forme et construction de la courbe, ihirl.
Rapprochement des équations des trois courbes reconnues précérlcm-

щшп : la première se nomme ellipse, la seconde hyperbole, et «
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troisième parabole, Pag* '7°
Examen du cas dans lequel les quartes de« coordonnée« manquent

tous denx dans l'équation , 171
Ce que sont les diamètres conjugués, 1^4
Transformation des coordonnées d'une courbe, 17$
Noie. Sur l'emploi des angles dans ces formules, 181
Application de cette transformation a l'c'qnalion générale du second

degré', pour la ramener aux axes des courbes qu'elle représente, i83
Première transformée, i85
Détermination de ses coeflïciens et des cas qu'elle embrasse, 187
Deuxième transformée, comprenant l'autre cas de l'équation gé»

nérale, 189
Ces deux transformées ne donnent que les trois formes déjà re-

marquées (page 70); la première transformée comprend l'el-
lipse , dont le cercle est un cas particulier, et l'hyperbole, rap-
portées à leurs axes, 'Ql

Ce qu'on entend par le second axe et \'axe transverse , dans
l'hyperbole, тд?

Ce que c'est que l'hyperbole e'quilatère, ibid.
La seconde transformée convient a la parabole, ibid.
L'ellipse et l'hyperbole ont deux sommets, ig4
La parabole n'en a qu'un et n'a point de centre, ibiif.
Équation îi trois termes dans laquelle la parabole se trouve aussi

comprise et rapportée à son axe, ibid.
Application des transformations précédentes,par laquelle onrecon-

naît^que l'équation du second degré où les quarrés dee coordonnées
manquent tous deux, appartient i une hyperbole dont on deter-
mine les axes , de grandeur et de position, io5

Noie. Sur l'équiition de l'hyperbole par rapport à ses asymptotes ,
definite de l'équation générale du deuxième degré, igS

Trouver l'équation d'une courbe telle, que si l'on mène de chacun de
bes points à deux points fixes», ou foyers, des droites , la somme
de ces lignes, que l'on nomme rayons vecteurs, soit constam-
ment égale à une ligne donnée, 197

Celte courbe est l'ellipse ; sa construction par points, et moyen mé-
canique pour la décrire par un mouvement continu, 198

Ce que c'est que ^excentricité, aoo
Autre construction de l'ellipse par points , ilid.
Trouver l'équation de la courbe dans laquelle la différence des rayonp

vecteurs, est égale a une ligne donnée, 201
Cette courbe est l'hyperbole; sa construction par points, et moyen

mécanique pour la décrire, ibid.
Ijouver l'équation d'une courbe telle, qne chacun de ses point« soii
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autant éloigné <Гипе droite donnée déposition, que cPnn peint
fixe ou foyer aussi donné de position, page 2O3

Cette courbe est la parabole ; sa construction pat point* et sa dès-
cri [ilion par un mouvement continu, ao3

Problome général qui conduit successivement à chacun« des courbes
du second degré, rapportées à leur directrice , a<>4

Eqnationsdes courbes du second degré, rapportées anparamètre, ao5
Dans l'ellipse et l'hyperbole, le paramètre eft une troisième pio-

porlionnelie aux deux axes, et il est aussi la double ordonnée
menée par le foyer, зо&

Dans l'ellipse et l'hyperbole, Ifs quarre's des ordonnées sont entre
eux сошшс les produits des abcisscs correspondantes, et dans la
parabole, comme les abscisse» correspondantes, 309

Application de la transformation de« coordonnées à la recherche
des diamètres conjugués, зто

Un 'liamètrc quelconque «tant donné, trouver га position de sort
conjugué, 3i5

La somme des qnarrés des demi-diamètre» conjngaés dans l'ellipse,
ou leur différence d'ans l'hyperbole, est égale ä la somme dos
quarrés des demi-axes , ou л leur différence, . aao

Les parallélogrammes construits sur des diamètres conjugués, soit
de l'ellipse, soi t de l'hyperbole, sunt tou» égaux an rectangle de»
axes, aaz

Équations qui font trouver les demi-axes, lorsqu'on connaît les
demi-diamètres conjugués et l'angle qu'ils forment, ibid.

Dans nnc ellipse quelconque, il y a deux diamètres conjuguei
égaux, ibid.

Tout systtme de lignée propre a déterminer lis points d'une courbe,
peut en fournir une équation caractéristique, aa3

Exemple tiré de l'ellipse , 33.}
Équations polaires de celle courbe, de l'hyperbole el d« la para-

bole , ' зз5
Équation polaire qui le» comprend tontes trois, aaö
Démonstration de l'identité des courbes du second degré avec les

sections faites dans tin cône par un plan, et ce qu'on entend par
la section anti-parallèle, 237

Détermination des ligne» droites qui coupent ou qui touchent le»
conrbes dn second degré, э35

Expression de la tangente de l'angle que doit faire avec l'aie de»
abscissesunedroilc, pour toucher une cotrrbe du second degré, a35

Expressions de la soutangente dans chacune des courbes du second
degré, 3"i(î

Dans la parabole, la soutangentc eit double de l'absciise, зЗ?
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ilonstnirtion de Ja tangente à l'ellipse, page зЗЗ
Expressions desnormales et sounormalespour toutes les courbes, ibid.
Hxpre&sions des soutangentcs, tangentes, soutiormales et normales,

particulières aux combes du second degré, аЗд
Determination synthétique des tangentes aux courbes du second

degré, 34»
Relation des angles que la tangente forme avec les deux rayons

vecteors, dans l'ellipse et l'hyperbole, «t avec le rayon vecteur et
une parallèle à l'axe, dan« la parabole, 3^t

Chaque branche de l'hyperbole demeure toujours renfermée entre
les cotes d'un certain angle, saus jamais pouvoir le» aueiudre,

a4»
Équation de l'hyperbole rapportée a ses asymptotes, 1>4Î
Ce tjue c'est que la puissance de l'hyperbole, 246
& on mène nue droite quelconque par un point de l'hyperbole,

les parties de cette droite, interceptées entre chaque branche de
la courbe et son asymptote, sont égales entre elles, ibid.

Construction de l'hyperbole, par points, lorsqu'on a les asymp-
totes et un point, 2f7

Dee hyperboles conjuguées , 248
£)u nombre de pointe qu'il faut pour déterminer d'espèce, de

grandeur et de position , une courbe du second degré1, ibid.
De la construction des équations de« degrés tup&ieurs, pat lex

tourbes, -a5»
Application an quatrième degré, ibid.
Problème de la duplication du cube, a55
. de la tiisectioe de l'angle , a54
Méthode générale pour construire les équation» d'un degré quel-

conque, et <jui représente les divers principes sur lesquels re-
pose la résolution numérique des équations, ï 267

JVote, Цпс expression fractionnaire peut changer de signe, en
passant par l 'infini, aussi bien qu'en passant par zéro, a6o>

Comment la construction graphique peut éclaircir et faciliter la
résolution numérique des équations, ilid.

A P P E N D I C E
Contenant les premiers principes de l'application de

ï Algèbre aux surfaces courbes et aux courbes à
double courbure.

Equations du plan et de la ligne droite, n63
Des Coordonnées d'un point d« Pespate, ibid-

général* du plan, a65
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Designation des huit angles trièdres formes par les plans coordonne*,
oa moyen des signes -f- et —, page 269

Équations de la ligne droite, ibid.
Equation du plan qui passe par trois points donnes, 371
Comment on reconnaît que deux droites sont dans un même plan, 371
Équation dd plan parallèle à un plan donne', etqui passe par un point

donne', et celles des droites parallèles dans l'espace, 373
Équations d'une droite et d'un plan, respectivement perpendi-

culaires , 374
Expression de la distance de denx points de l'espace, et equation

de la sphère, 37$
Détermination de l'angle que font deux lignes dans l'espace, 376
Des relations qui existent entre les angles qu'une droite fait avec les

axes des coordonne'es, et leur introduction dans son équation, 378
Détermination de l'angle de deux plans, з83

Des surfaces du second degré, 284

Équation ge'ne'rale de ces surfaces, ibid.
Ce qu'on entend par nappes et par plans diamètret, з85
Équations des sections faites par un plan parallèle à l'un des plan»

coordonnes, з8о
Equations particulières da cône droit, 387
Comment une équation contenant seulement deux des coordonnées,

appartient dans l'espace a une surface cylindrique, agi

Des courbes cotisidêtées dans t espace, 232

Équation du cercle donné par l'intersection d'une sphère et d'un
plan, ibid.

Comment une courbe est représentée par 4es équations de ses
projections, ag3

Des courbes à double courbure, et de celle qui re'sulte de l'inter-
section d'une sphère et d'un cylindre droit, ibid.

Comment on peut reconnaître si une courbe donnée dans l'espace
par les équations île ses projections est plane ou non ; et si
elle est à double courbure, comment on détermine le nombre
Лев pointe dans lesquels elle rencontre un plan, sg5

FIN DE LA TABLE.
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TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE

E T S P H É R I Q U E ,

ET D'APPLICATION DE L 'ALGÈBRE

A ЬЛ G É O M É T R I E .

CHAPITRE PREMIER.

De la Trigonométrie rectiligne.

ï. UA NS un triangle rectiligne, il y a six choses à
considérer, savoir : trois angles et trois côtés; mais il
suffît de connaître un certain nombre de ces diverses
parties pour déterminer les autres. 11 suit en effet des
propositions démontrées , relativement aux triangles
égaux, que l'on peut toujours construire un triangle
lorsqu'on connaît trois des six choses qui le constituent,
et que, parmi les choses connues , il se trouve au moins
un côté. Pour ne rien laisser à désirer sur la théorie
des triangles, il faut pouvoir appliquer le calcul aux
constructions géométriques , parce que l'exactitude
de ces dernières est limitée par l'imperfection des

rie. G" édition. ï
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instrumens, tandis que rien n'arrête la calcul, qu'on
est toujours maître de pousser jusqu'à tel degré de pré-
cision qu'on veut. Tel est l'objet qu'on se propose dans
la Trigonométrie rectiligne.

Ceux qui ont entrepris les premiers de développer,
par une suite d'opérations numériques, ou par des for-
mules algébriques, les relations qu'ont entre elles les
différentes parties d'un triangle, ont dû se trouver ar-
rêtés par la difficulté de faire entrer dans le calcul la
grandeur des angles, qui, mesurés par des arcs de
cercle , ne peuvent être comparés avec les lignes
droites : mais ils ont bientôt reconnu que s'ils pouvaient,
par un moyen quelconque , calculer une suite de trian-
gles dont les angles eussent toutes les valeurs possibles,
cette suite en renfermerait nécessairement un qui serait
semblable au triangle que l'on aurait à déterminer, quel
qu'il fût ; et qu'alors de simples proportions suffiraient
pour déduire les parties du second de celles dn premier.
L'exemple suivant éclaircira ce que ces notions peuvent
avoir d'abstrait.

FI . ь a. Je suppose que , dans le triangle ABC,fig. \"{ on
connaisse l'angle B, l'angle С et le côté BC: on cher-
chera dans la suite des triangles calculés, celui qui a
deux angles i et с respectivement égaux aux angles
В et С: il sera nécessairement semblable au triangle
proposé ABC; et puisque toutes ses parties ab, ас, be
sont connues, on aura les proportions.

Ьс : ab :: вс: AB, be : ас :: вс : АС,
dans chacune desquelles 1ез trois premiers termes sont
donnés. On trouvera par conséquent

't> —.
et comme on a d'ailleurs Ar=a, toutes les parties du
triangle ABC seront déterminées.
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3. Maintenant qu'on Voit le parti qu'on peut tirer

â'une suite de triangles faits sur tous les angles possibles,
et dont les côtés seraient calculés, il est naturel de cher-
cher les moyen.« de former une pareilîesuite. Pour consi-
dérer d'abord le cas le plus simple , je suppose que les
triangles qu'on se propos« de d\*evwiner s»5ent rectan-
gles; il est facile de voir qu'on pourra les construire tous
dans un quart de cercle, en abaissant de chacun des poii.ts
de YarcJB,fl<r, 2, des perpendiculaires MP, M'P', ï">8- a.
M"P" , etc. sur le rayon AC, et t i rant les rayons MC,
itf'C.Af С, etc., les triangles MPC,M'P'C,M"P"C, etc.
formés ainsi, seront rectangles«n P, P' P", etc., et les
angles MCP, M'CP', M"CP",etc. auront fucces-ive-
nient toutps le,- valeurs possibles : enfin I<-s angfes CMP,
CM'P't CM"P", etc. qu i , avec les précèdent, fornient
un angle droit, Seront äü-'si tels que l'exige la nature des
trianglts rectangles, et il ne saurait exister de triangle

.rectangle cfui ne goit pas équianile avtc quelqu'un de
ceux-que fournit la construction présente. liest apropos
de remarquer que ces derniers ont tous une même hy-
poténuse, égale au rayon de l'arc AB.

£. O-П peut encore former une suite de triangles
rectangles, ayant tous wi des colés de l'angle droit égal
au rayon du cercle; il suffit , pour c«la , d'éiever la tan-
.gente indéfinie AT, à l'extrémité du rayon AC, et de
mener- par le centre С et par les points M,M'M"t etc.
les sécantes С1У, CN', CN", etc. Il est évident que les
triangles CAN, САК', CAN", etc. auront successive-
ment toutes les combinaisons d'angles qui peuvent exis-
ter dans un triangle rectangle-, et parmi ces triangles,
il s'en trouvera nécessairement un semblable à tel
triangle rectangle qu'on voudra.

5. Dans les triangles CPM, CP'M, CP"M", etc.,
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dont l'hypoténuse ne change pas, les côtés
P"M", etc. qui croissent en même temps que les angles
ACM, ACM', ACM"t etc., et que les arcs AM, AM',
AM", etc. qui mesurent ces angles, ont reçu un nom à
cause de cette dépendance : la ligne PM s'appelle le
sinus de l'arc AM; laligne PM' estde même lesinusde
l'arc AM', et ainsi des autres. Il suit de là que le sinus-
d'un arc est la •perpendiculaire abaissée de lune des
extrémités de cet arc , sur le rayon qui passe par l'autre
extrémité. Les lignes CP, CP', CP",etc. qui diminuent
lorsque lesares AM, AM1, AM", etc. augmentent,
sont respectivement égales , comme parallèles com-
prises entre parallèles, aux perpendiculaires MQ, M' Qf,
M"Q", etp. abaissées des points M, M', M", etc. sur
le rayon CB, perpendiculaire au rayon ÇA; et il
est évident que leg lignée MÇ, M'Q', M"Q", etc.
sont, par rapport aux arcs BM, BM', BM", etc. ce
que sont PM, P'M', P"M", etc. par rapport aux
arcs AM, AM', AM", etc., et que par conséquent MQ
est le sinus de BM, ЛГС' celui de BM', M"Q" celui
de BM", etc.

Deux arcs qui, pris ensemble ou soustraits l'un de l'au-
tre, donnent le quart de la circonférence, sont dits com-
plément l'un de l'autre. Les arcs BM, BM', BM", etc.
sont respectivement les complémens de AM, AM',
AM", etc.Onadésigné les lignes MQ,M'Q',M"Q",etc.,
ainsi que leurs égales CP, CP', CP", etc., sous le nom
de cosinus des arcs AM, AM', AM", etc. D'après ces
notions , le cosinus d'un arc quelconque est le sinus du
complément de cet arc, et est égal à la partie dii rayon
comprise entre le centre et le pied du sinus.

Les triangles rectangles CPM, CP'M', CP"M", etc.1

qui ont tous une même hypoténuse , sont donc formés
par le rayon du cercle, et par le sinus et le cosinus
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de celui de leurs angles aigus qui a son sommet au
centre (*).

6. Je passe aux triangles CAN, CAN', CAN", etc.
Leurs hypoténuses sont les sécantes des axes AM, AM't
AM", etc., parce qu'on nomme sécante d'un arc le
rayon mené par une des extrémités de cet arc, et pro-
longé jusqu'à la rencontre de la tangente menée par
l'autre extrémité. Les portions AN, AN', AN", etrt
prises sur la tangente AT, sont les tangentes des arcs
AM, AM', AM", etc., parce que l'on est convenu d'ap-
peler tangente d'un arc la partie qu''interceptent, sur
la tangente menée par f une des extrémités de cet arc,
les deux rayons qui le terminent (**).

7. Si, par l'extrémité В de l'arc AB, Jig. Ъ, on mène Fig. 3.'
la tangente Bn prolongée jusqu'à ce qu'elle rencontre
la sécante CN, la ligne Cn est la sécante de l'arc BMt

complément de A M, et se nomme la cosécante de AM$
la ligne Bn, tangente de BM, est la cotangente de AM;
parce qu'on appelle со tangente et cosécante. d'un arc,
la tansente et la. sécante de son compléjnent. La cotan-
gente et la cosécante, comme on voit, ne font pas partie
des mêmes triangles que la tangente et la sécante, ainsi
que cela arrive pour le sinus et le cosinus.

8. Les tangentes et les sécantes ont avec les sinus et

(*) La partie AP du rayon AC, comprise entre le pied dn sinns
et l'extrémité dcl'ar«, se nomme sinus verse. Cette ligne, d'ailleurs,
n'est d'aucun usage en trigonométrie.

(**) On voit ici les mots sécante et tangente,, pris dans une ac-
ception différente de celle qu'on leur donne dans les Élemens de
Géométrie. Dans cette partie des mathématiques, la sécante et la
tangente sont des droites indéfinies, dont l'une coupe le cercle, et
l'antre le touche ; mais en trigonométrie, les mêmes dénominations
s'appliquent toujours a des lignes d'une grandeur déterminée : quand
U peut y avoir équivoque , on appelle ces dernière» tangentes et
sécantes trigonométriques.
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les cosinus de)» relations trèa-sirnples, au moyen rîesonelîes
on peut trouver les unei-lorsqu on connaît les autres. Les
triangles CPM et CAN étant semblables , donnent

PM*>(Csi'
CP \ P M \ \ C A \ AN, d'où l'on tire AN =, — •— — ;

mettant, au lieu de:- lignes CP,PM et AN, leur désigna-
tion, savoir: cos A M, sin AM et tang AM,, et représen-

tant le rayon- Сл'раг/?, on aura tang AM-= -- Ттй*

Des mêmes triangles CPM et CAN , on déduit aussi
í^/Wvíí?/í

CP\CM\:CA\CN, ce qui conduit à Ctf= —p—~>

mais CN=sécJM, CM=C^=R, CP=cosAMi

donc sec AM=
CDS

g. Si l'on compare entre eux les triangles CAN et
CBn , qui, sont encore semblables, puisqu'ils sont tous
les deux rectangles, et que l'angle ACN=z*CnB,
сотни; alternes internes par rapport à la sécante Cil v

on aura la proportion
AX : ÇA :: ев ou ÇA : Bn ,

qui donne

Ç~4^n = — — ce qui revient à cot AM^=
^ii'V 1

Cette proportion et cplíe qui .a été trouvée pour la
sécante , font voir que le rayon etf moyen proportion*'
nel entre lu suante et è.> cosinus , entre la tangente
et In cn'ii'irrent:' , oubqu'on a
cos ЛМ Xséc /f :)/= /î», tang ЛМх cot AM= Д«.

10. Avec re qui prt cè'le , il ne manque plus, pour
être en état de const iui re les tables nécessaires à Ja
trií;ononu trie , que de connaître los moyens de calculer
les siaus et les cooiaus seulemeat. Le cosinus même se/
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déduit immédiatement du sinus ; car le triangle rec-
tangle CPM, qui les contient l'un et l'autre , et qui a
pour hypoténuse le rayon , donne

PM*+ CP=? CM*™ ( sin AM y -f ( cos /fMy= и3,

с est-à-clire, que le quarrédu rayon est égal à la somme
des quarrés du sinus et du cosinus, d'où il suit

cos

La proposition'suivante , qui donne l'expression du
sinus et du cosinus de la somme ou de la différence de
deux arcs, mérite la plus grande attention, parce qu'elle
renferme implicitement toutes les propriétés des sinus
et des cosinus.

1 1 . Soient deux arcs quelconques и et Ъ ; on aura
sin a. coíb ± sin b. cosa

"• X

Pour le prouver, je prends sur le cercle 'AMt,fig^, Fig. 4-
l'arc AM~a\ je porte de chaque côté du point Arles
arcs MZVet Л/Л", égaux à b ; je tire la corde NN ;
des points N , M , N'f j'abaisse sur le rayon AC , les
perpendiculaires NQ , MP , N' Q' ; par le point M,
je mène le rayon MC , et du point E, où il rencontre
la corde NN\ j'abaisse sur AC la perpendiculaire EF->
par les points E et N je mène les droites ED , N'G pa-
rallèles à AC.

Cela fait, je remarque, 1°. que NQ est le sinus de
VsncAN~AM-+-MN—a4~b, et que CQ est le
cosinus du même arc; ь°* que Pi'Q' est le sinus de
Taxe AW = AM— MN' = a — Ь, et que CQr en est le
cosinus. Mais la corde JVN' étant nécessairement par-
tagée en deux parties égales au point E, puisque le
rayon CM passe par le milieu de l'arc JVÂy, d'après
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la construction , il suit de la similitude évidente des
triangles NED, NN'G, que NG est aussi divisée en
deux parties égales au point D, et que DN—DG,
De plus, DQ^= EF, GQ = N'Q', DE — FQ, à
cause des parallèles ; et comme DE est la moitié
de N'G, FQ sera la moitié de Q'Q; ensorte que
Q'F— QF—DE. Enfin

CQ=CF— FQ — CF — DE,
CQ'= №+ FQ' — CF + DE;

mettant pour NQ f N'Q', CQ, CQ', leurs désigna-
tions respectives, savoir :

sin (a-{-b ), sin ( a—b~) , cos (a-f-è) , cos ( a—[b ) ,
j'aurai
sin (a + b) = EF+DN, cos(a + Ä)= CF—DE,
sin ( a—b) = EF—DN, cos ( a— b) = CF+DE.

Il ne reste plus qu'à calculer les quatre lignes EF,
CF, DNetDJS ; les deux premières s'obtiennent par les
triangles semblables CM P et CE F, dont on tire

CM : PM:: CE : EF, CM : CP : : CE : CF.
Or, puisque ЛМ=а, j 'ai PM^=. sin a , CPrrrcosaj
il suit aussi des définitions du sinus et du cosinus (5)
que EN est le sinus de l'arc MN, que CE en est le co-
sinus, et que par conséquent £AT=sin b, CE-=cos b;
d'ailleurs CM •= R : substituant ces valeurs dans les
proportions ci-dessus, je trouve

CF=

CM R '
CP X CE cos c COS.Ô

CM ~ R
Je compare ensuite les triangles CMP , DEN, qui

sont semblables, parce que les côtés du second sont
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perpendiculaires à ceux du premier, et Je déduis de ces
triangles,

CM:EN::CP:DN, CM:EN::PM:DE.
Substituant aux trois premiers termes de chacune de ces
proportions, leur désignation rapportée ci-dessus, elles
donnent

CP sin Ъ cos a
~СМ R '
PMXEN sin с sine

CM •'= R' '
Réunissant , ces valeurs aux précédentes pour former
celles de sm (a+è) et de sin (a — Z>), il vient les quatre
équations

. , ... ' sin a cos Ъ 4- sin Ъ cos a
sm (a + b) = - -f

1
A

í
sin a cos b — sin & cos a

д - ,

cos a cos b — sin a sin b_ f

,. cosrzcosb+ sin a s i n & .
cos (a—b)= ^ ,

Л sin (a—b) =

cos (

qui se réduisent aux deux qui composent l'énoncé de la
proposition.

Avec ces équations, on peut trouver le sinus et le
cosinus d'un arc double, triple, et en général multiple
de celui dont on connaît le sinus et le cosinus. En effet,
si l'on prend successivement b — a, Ь = аа, on aura

a sin a cos a
fsm sa = — r,

j cos я" — sin a"
v cos за = s ,

л
, . _ sin a cos аа Ц-sin Sacos a
f sm 3a= i ,

) _
Uos3o=

cosncossa — sin а sin aa
5 - ;
/i
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et on tirera des deux dernières équations sinSct et cos 3ß,'
lorsque sin aa et cos 20 seront calculés. •

т ,, . . s sin'a cosa , .
i z. L. equation sm za= - 75 -- , conduit aussi

du sinus d'un arc a, à l'expression du sinus de sa moitié.

Si l'on remplace cos a par sa valeur \/Н* — sma*(*)»
il vient alors

2 sin a \/ H* r— sina*
sin sa— - ï—f- -- >

/i

et en élevant au quarre , on trouve

Д3 sin 2аа=4йг sin о* — 4 s'ín a4 j

prenant sin a pour l'inconnue dans cette équation qui
peut se résoudre à la manière de celles du second degré,
on obtient

sin a — ±. Vi Л'гЬ* fí lЛ» — sin 2п.
Si l'on fait 2a= a! > on aura a =-j a.' , et par conséquent

1— sin û'1 ,
ou sinia'Äihi/a

en mettant cos a'a au lieu de Л2 — sin c'2 (i o) , en multi-
•pliant les quantités sous le radical par 4> et en divisant
au-dehors par a , ce qui ne change rien à l'expression.
Telle est la formule qui donne le sinus de la moitié d'un
arc , lorsqu'on a celui de cet arc.

i3. On peut arriver à ce résultat par une construc-
tion très-simple.

Fig. 5. Si l'on divijel'arc AM,fig. 5, en deux parties égales,
la corde AQM se trouvera, également divisée en deux

(*) Le Lecteur est provenu que dorénavant je désignerai le quarre
du sinus de l'arc a par sin a1», expression qu'il ne faut pas prendre
pour le sinus da quarre de l'arc a, ainsi sin a1 = (sina}a>
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parties égales, et ÇWseralesinusde MN ou de la moitié
de AM; le triangle AMP , rectangle en P, donnera

et comme AP =^.AC — CP~R — cou AM— R — cosa',
que d'ailleurs PA/ — sin АМ=чпа', on aura

AM — t/siua^+ti'— 3/ícosa'+cnsa'3= V' aÄ* — 2/îrosa',
á cause que sin a'" -f- cosa'a = Л* (10) ; et on en dé-
duira

On ne trouve de cette manière que la deuxième
valeur de sin \ a' : l 'autre est Д/(У; car l'arc M N' A' y
qui compose , avec l'arc AM y la demi-circonférence, a
aussi pour sinus P.M, puisque cette ligne est bien en
effet la perpendiculaire abaissée de l 'extrémité M sur
le rayon ÇA' qui passe par l'autre extrémité (5) ; et rien
dans l 'équation d'où Ion est par t i , ne faisant connaître
lequel de ces deux aies on se propose de diviser, on
doit trouver en même temps le sinus de la moitié du
premier et celui de la moitié du second. Suivant la
construction , on aurait

A' M ~ VPM+ ~71— Ч А М Ч - ( A' с 4- CP y
= V si" «'" -H (li + tos a'Y *

' = V/ »i n «" + Я" Ч- a R соь а' + cos a'a

= V üÄ1 + 2/Í cos 7,

«t par conséquent

résultat qui et la première valeur de sin f a'.
Il faut bien observer que , quoique sin a' soit le même

dans les deux va'f ur.« de sin '- a', l'arc a' e.-t différent ;
pour l'une d'elles, cet arc est AM> et pour l'autre A' M,
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qui est le supplément de AM, car On entend par le
supplément d'un angle ou d'un arc, ce qu'ïlfaut a j ont et
à cet angle ou à cet arc pour en faire deux droits,
ou la demi-circonférence. On conclura aussi de ce qui
précède, que le sinus du supplément d'un arc est le
même que celui de cet arc. Je donnerai plus loin des
notions générales sur les différens arcs qui peuvent avoir
le même sinus, la même tangente , etc.

14. И suit de ce qui précède, que le sinus d'un arc
quelconque ^Arest la moitié de la corde AM de l'arc
double ANM, et que la corde AM est le double du
sinus de l'arc AN, moitié de AN M; de manière que
lorsque les sinus sont connus, on en déduit les cordes ,
et vice versa.

15. Ce ne sont pas les valeurs absolues des sinus
que l'on a besoin de calculer, mais seulement leur
rapport avec le rayon; puisqu'il suffit de connaître

Fig. э dans tous les triangles CPM, CP'M', etc.,fig. a, les
rapports que les côtés ont entre eux. On peut en con-
séquence, pour plus de simplicité, prendre le rayon
pour unité, et exprimer les sinus PM, P'M', etc. ей
parties décimales de cette unité, ou, comme on le faisait
autrefois, supposer ce rayon divisé en 100 ooo parties.

16. Il ^t à propos d'observer que la longueur d'un
arc est toujours moindre que celle de sa tangente, et
plus grande que celle de son sinus. En effet, si on

F»g. 6. prend au-dessous du rayon AC, fig. 6, l'arc AM' =
AM, que l'on tire de la corde MM\ et que l'on mène
les tangentes MT, M'T, il est facile de voir que ces
tangentes doivent rencontrer toutes deux le rayon AC
dans un même4 point, puisque les triangles CMT et
CM'T, sont égaux. Les lignes MT et M'T étant égalas
aussi bien que les lignes PM et PM', et les arcs AM et
AM't on aura лАМ <ъМТet *AM>zPM> parce
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сие la longueur d'un arc de cercle est comprise enwe
celles des portions correspondantes des polygones ins-
crit et circonscrit [Géom. i5i3(*)j et l'on en con-
clura AM< MT, AM > mi.

Je ferai remarquer à cette occasion , que le rapport
entre la tangente et le sinus d'un arc tend sans cesse
vers l'unité, à mesure que l'arc diminue j en effet, de

sin a . sin a
tanga= - . on tire - = cos a; et comme

cosa tanga
cos a approche sans cesse de l'unité , il s'ensuit que la
tangente et le sinus approchent aussi de plus en plus
de l'égalité, parce que la limite (.Alg. a34) de leur
rapport est l'unilé.

17. Il suit évidemment de là, que si la valeur de la tan-
gente et celle du sinus d'un petit arc AM , ne diffèrent
point dans un certain nombre de leurs premiers chiffres,
ces mêmes premiers chiffres donneront aussi une va-
leur approchée de l'arc. En prenant, par exemple,
,РД/=о,ооо1 , on trouve

CP^JcM—PM^ 0,999 999 99^,
. ,._ CMX.PM ,

et MTz= - -j^fi - =0,000 100 oco OOD 5,

(*) JJa proposition rappelée ci-dessus esc un cas particulier de
cette autre : Les lignes qui sont partout convexes dans le même
sens, sont d'autant plus longues qu'elles s'écartent davantage de
la lignedroite. En effet , si Ton mèee à la ligne courbe A CD ,ßg. 7, fig. y.
intérieure Ma courbe AMB, une tangente DE , cette tangente sera
plus courte que l'arc DME , et ou aura ADEB <^AMB. Tirant
ensuite par les points H cl L, intermédiaires entre A et C, Cet B, les
tangentes FG, IK, onformeiatine nouvelle ligne brisée sIFGIKB,
qui sera moindre que la première, puisque FG -C.FD + DG,
IK < №-4-EK. Il est e'vident que l'on construira de la même ma-
nière une suite indéfinie de lignes brise'es qui iront sans cesse en di-
minuant h mesure qu'elles approcheront de se confondre avec 1»
courbe ABC, qui sera donc non-seulement plus petite que AMB,
Hiais encore que toutes les lignes brisées dont on vient de parler.
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vakur qui ne dilFère de PM qu'au treizième chiffre j
on peut donc prendre ce nombre pour la valeur de
l'arc AM exprimé en parties du rayon (*).

18. Pour appliquer les formules des n°' 12, ne t io ,
il faut connaître au moins le sinus de l 'un des arcs com-
pris dans le quart de cercle; or il y a deux de ces arca
dont le sinus e?t facilement connu , savoir, le quadrans
et son tiers. En effe t , le sinus du quadrans n'est autre
chose que le rayon, et le sinus du tiers de cet arc est
égal à la moitié du rayon.

La première de ces valeurs est évidente parla figure з;
et la seconde résulte de ce que le côté de l'hexagone
inscrit, ou, ce qui est la même chose, la corde des ^

Fig. 8. du quadrans ,Jig. 8., est égale au rayon (Géo/тг. 1.46); la
moitié de сеЦе corde sera donc le sinus de j du qua-
drans 04)-

Ea partant du quadrans entier , la formule

sn г a = i z'— 2/fcosa'

donne le sinus de la moitié , puis celui de la moitié de
cette moitié ou du quart du qnadrans, et conduit à
toutes les- fractions comprises dans la suite

ï> ï > T » Tti J IT* > £ïC.

(*) La même chose se prouve en réduisant en série l'expression de
, т-. n- sinn sin я „
Ia tangente. Ьп effet, on a tang e= --- == — — :(8,io?j

cosa y ï — sin u'

mais — =sin a (r — sin a' } ' ; de'veloppant la dernière
V'i — sin a'

quantité' , par la formule du binôme, on trouvera

lang rf=sin a + jMna^+îs in л5 -f- etc.

Il est e'vident que tant que sin ri sera une pelite fraction de'cimale ,
le terme \ sin o3 ne pourra inf luer que sur les rlernieis chiffres de
l'expression de t a n p a ^ e t que dans les premier!) on aura nmge=sin a.

Pour sin a = 0,000 f , on a ~ si n a3 = 0,000 ooo OOO ooo 5j re'sul-
Ш qui ne peut changer que le treizième chiffre.
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La même formule, lorsqu'on part du tiers du qua-
flrans, détermine successivement le sinus des fractions

•a. -J_ _!_ _J- _!_ etr-B > iz> ц> да í í , à > CLl"
de cet arc.

On voit par là que s'il était divisé en un nombre de
parties égal à quelqu'un des dénominateurs des f raclions
ci-dessus, on trouveraitdirectementle sinus de chacune
de ses parties, et on en formerait une table, en les
inscrivant à côté des arcs auxquels ils appartiennent ;
mais il n'en est pas ainsi : les astronomes Indiens seuls
paraissent avoir divisé le quadrans en 24 parties, pour
en calculer les sinus. Un usage très-ancien , et ensuite
d'autres raisons, ont fait adopter des divisions différentes
des progressions indiquées ci-dessus.

j 9. On divisait autrefois la circonférence entière en
ODO pa.rties,qu'on appelait degrés ; on subdivisait ensuite
chacun de ces degrés en 60 parties appelées minutes,
chacune de ces minutes en 60 parties appelées secondes ;
chacune de ces secondes en 60 parties appelées tier-
ces, etc. La marque des degrés est le caractère ° placé
à la droite du nombre et au-dessus, celle des minutes',
celle des secondes ", celle des tierces ", etc., ensorte
que 42° 3i' 14" 5'" signifie 4^ degrés 3i minutes 14 se-
condes 5 tierces.

Puisque dans la mesure des angles on n'a aucun égard
à la valeur absolue des arcs, mais seulement à leur
rapport avec la circonférence entière, il semblerait
fort naturel de la prendre pour l'unité, et d'exprimer
les arcs par des fractions , soit quelconques , soit dé-
cimales. Cependantquelques considérations particulières
ont déterminé les Savans chargés de la réforme des poids
et mesures, à prendre,1'angle droit pour l'unité des
angles, et par conséquent le quart de cercle ou qua-
drans pour l'unité des arcs. Ils l'ont divisé en cent
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parties- égales qu'ils ont nommées grades, et .
ont substituées aux anciens degrés; puis chacun de ces
grades en cent parties égales. Ces dernières divisions
remplacent les minutes , et peuvent être subdivisées
autant qu'on le voudra, suivant la progression décimale.

En employant dans le cours de cet ouvrage la nou-
velle division du cercle , j'exprimerai les arcs par des
nombres décimaux écrits à l'ordinaire ; mais je placerai
au-dessus du chiffre des unités , et à droite, la lettre ',
pour désigner que l'unité est le quart de cercle , et pour
empêcher qu'on ne confonde les mesures d'arcs avec
les autres nombres , o*,435 ,.par exemple , représentera
l'arc égal à -^ps ou •$££; du quadrans , et sera par
conséquent composé de 43 grades et 5o minutes (*).

ao. Le rayon du cercle sur lequel on se propose de
construire les tables étant ï , et sa circonférence étant

F%. 9- désignée ordinairement par ат, le sin de AB,fig. g ,
ou sin i !г=: ï ; on a d'ailleurs cos ~ тг=о : faisant donc
û'=->laformulesiniiz'=i \/ sR* — zR cos a' (i3)
fait voir que le sinus de la moitié du quart de cercle ou

(*) II paraît qne les principales raisons qui ont fait choisir l'angle
droit pour unile, sont, ï", que le cercle entier, à proprement parler,

Fig. 2. ne mesure point un angle, puisqu'alors le rayon mobile CM,ßg. a,
est revenu s'appliquer sur le rayon СЛ;'У>. que le sinus, auquel on
rapporte toutes les antres lignes trigonométriqucs , prend dans l'é-
tendue du quart de cercle", ou de l'angle droit, toutes les valeurs
dont il est susceptible.

(*f) On peut anssi s'en convaincre a priori , puisque le triangle
Fig. rT CJUP,ßg-g, est alors isoscèle, et que l'on a par conséquent

L'are

d'où

s=í?=, et PM Vs = V/àTï« «Va
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L'arc jiB = y я, étant pris pour unité, AM sera
lie o',5 : on aura donc

Maintenant si on fait o', 5 = a', on trouvera
sin i a' = sin о',25 = о,38з683432365,
cos£a'— coso', 25 ï=o, 923879532611 ;

Jnais en continuant ainsi de partager chaque arc en deux
parties égales, on ne tombera sur aucune des partie
décimales du quadrans : on parviendra seulement à des
arcs de plus en plue petits , et qui par cette raison appro-
cheront sans cesse d'être égaux à leurs sinus (17).
A la quatorzième division , par exemple , on arrive à
un arc qui n'est que 753̂ 7 du quadrans, et dont le
einus est 0,000 096 873 799 , moindre par conséquent
que 0,0001 : la petitesse de cet arc est donc, telle ,
qu'il ne différera point de son sinus dans les 12 premier»
chiffres décimaux.

A plus forte raison en sera-t-il de même pour ht
arcs moindres ; or il est visißle que tous les arcs qui se
confondent avec leurs sinus et leurs tangentes , sont
proportionnels àffes lignes : il vient donc

. ï* . . ï* .. 11 . ï*
16684 * 100000" i6384* looooo*

ou ;: looooo : i6384,
d'où

i „ „„
»moi 00001= - =0,000 oio 707 qbo,

Jôoooo
au moins dans les douze premières décimales. On trou-
fera par la même raison

sin o',oooo2 = % sin o?,öoooi
Sin О'.ОООоЗ = 3 sin O'jCOOOt

Sin 0',OOOo4 = 4 sm О',СООО1

etc.
Trigonométrie. 6e edition* a
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Ayant soin de calculer en même temps le cosinus etl»
tangente de chacun d<? ces arcs, on verra qu'on peut suivre
cette voie jusqu'à l'arc dont le sinus et la tangente se con-
fondent encore dans les douze premières décimales.

Si l'on ne voulait avoir les valeurs approchées que jus-
qu'à la huitième décimale, on pourrait pousser ainsi
jusqu'à l'arc de o',ooi.

Pour s'élever ensuite à des arcs plus grands, on s*
servira des équations

sin за = a sin a cos a
cos aã = cos a4—sina*

sin (a ± /j) =; sin a cos b rh sin b cos a
' cos (-a ±1 i) = cos a cos b q; sin a sin b ;

faisant successivement а=-сУ,ооi , а—0^002, etc. dan»
les deux premiers, on en déduira

eino',002, coso?,002, sin o'.oo^, .cos0^,004, etc.,

et prenant ensuite a~o',ooi , b=o',ooa, я~о',ооз ,
Ã=ro',oo3, etc., on obtiendra, par le moyen des deux
dernières,

sin o',oo3, cos о'.осЗ, sin о^ооб, cos o',co5, etc.

Cet exposé suffit pour faire concevoir comment on a
pu former les tables trigonométriques. Il existe d'ailleurs
des méthodes plus expéditives pour calculer les sinus des
arcs quelconques, par le moyen de séries convergentes
qui sedéduisentdeeéquat ionsdu numéro 11. Onlestrou-
vera dan? l ' Introduction de mou Traité du Calcul diffé-
rentiel et du. Calcul intégrai.

21. Pour faciliter les calcula on a substitué depuis
long-temps aux valeurs des sinus, cosinus, tangentes et
cotangentes, leurs logarithmes ; et dans la plupart des
tables, on ne trouve plus que ces derniers; ensorte que,
par leur moyen, on résout toujours l'une ou l'autre de
ces questions :
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t*. Un arc étant donné, trouver le logarithme de son
sinus, ou de son cosinus, ou de sa tangente, ou de
sa cotangente.

^.Connaissant le logarithme du sinus, ou du cosi"
nus, ou de la tangente, ou de la contangente d'un arc,
trouver cet arc.

La solution de ces questions tient à la disposition des
tables, disposition qui n'est pas la même dans toutes, et
qui se trouve toujours expliquée en tête de. chacune
d'elles ; c'est pourquoi je n'en parlerai point ici. Je
me bornerai a indiquer les tables de Callet, connue lés
meilleures relativement à l'ancienne division, et cdllesde
Borda, ou celles de MM. Hoben et Ideler, par rapport à
Ja nouvelle.

Les table? t rigonométriques n'embrassent que l'étendue
du quart de cercle; mais elles donnent malgré cela lés
sinus et les cosinus, les tangentes et les cotangentes, pouf
tous les arcs , quelque grands qu'ils soient, ainsi que je
vais le faire voir en examinant la marche des lignés
trigonométriques par rapport aux divers degrés de gran-
deur par lesquels peut passer un arc de cercle.

23. Pour bien comprendre ce qui va suivre, il faut'se
pénétrer d'avance de la continuité qui règne toujours
entre!es diiFérensrésultats qu'on déduit d'une même ex-
pression algébrique , oud'unemêmeconstruction géomé-
trique, et qui consiste en ce que chaque valeur que prend
l'expression dont il s'agit, est toujour? précédée où suivie
de valeurs qui diffèrent aus,«f peu qu'on voudra de la pre-
mière, et en ce que , dans quelque partie que ce s'oit d'une
ligne , on peut toujours concevoir deux points qui soient
aussi voisitis l'un de l'autre qu'on voudra. Cela posé, sî
on conçoit que le rayon MC, flg. - ló, d'abord couché l-'ig. iu.
SUT AC, tourne autour du point С, comme sur une char-
nière , ce rayon formera successivenïëut, avec /fC, tons
le sangles possibles; etlépòiiitM, situe à son extrémité,

a.
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passera sur toua les points de la circonférence du cercîe
ABA'B'A^Mi, ce qui est la même chose, la décrira. En
êuivant avec attention le mouvement que je viens d'indi-
quer, on voit d'abord qu'au point At où l'arc est nul j le
sinus est nul aussi, et le cosinus ne diffère pas du rayon
AC. Lorsque le rayon CM s'est détaché de AC, le sinus
jPA/augmente à mesure que le point Д/, que j'appellerai
désormais le point décrivant, s'avance vers В ; et quand
il y est parvenu, PM devient égal à CB, ou au rayon.
Dans les mêmes circonstances, le cosinus PC diminue
sans cesse , et devient nul lorsque 1« point M est 'en ß>
l'angle ACB est alors droit, et l'arc AB—%7r. Le point
M continuant son mouvement au-delà du point/?, le sinus
décroît, et le cosinus, qui tombe maintenant sur le dia-
mètre A A', d'un côté du point C, opposa à celui où il
était avant le point B, augmente. C'est ce que preuve la
seule inspection de la figure : P'M, sinus de ABM', est
moindre que BC, sinus de AB, et CP', cosinus du pre-
mier de ces arcs, surpasse le cosinus du second , qui est
nul. Il est à propos de remarquer que P'M' et CP' sont
respectivement le sinus et le cosinus de l'arc A'M'
compté du point A' et supplément de ABM'; d'où il suit
qu'un angle obtus a. le même sinus et le même cosinus
que son supplément.

Lorsque le point M'est parvenu en A' le sinus est nul
comme au point At et le cosinus eet encore une foie égal
au rayon. Au point A', l'arc ABA' est égal à la denii-
circonférenco, ou à т ; l'aBgle ACM a atteint fa plus
grande limite,.mais rien ne s'oppose à ce que le rayon
CM et le point décrivant ne continuentleur mouvement,
pn passant au-dessous du diamètre AA'. Le sinus, qui
devient alors P"M", tombe aussi au-dessous du dia-
mètre , et augmente à mesure que le point Л/''s'approche
de B', tandis que le cosinus( CP" diminue. Au point B't

VU l'arc JLBA'B1 est lea | de la circonférence, ou \vt
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l'un est égal au rayon CBr
> et l'autre est nul. Enfin »

depuis B' jusqu'en A ', le sinus P"M", toujours au-des-
«ous de A A', diminue sans cesse , et le cosinus CP", qui
8e trouve alors du même côté où il était'dans le premier
quart de cercle AB , augmente et devient égafau rayon
en A. A ce point le sinus est nul , le point décrivant a
•achevé une r évolution, maisil en-peut recommencer une-
autre ; et considérant toujours comme un seal arc la to-
talité du chemin parcouru par ce point, depuis le com-
mencement du mouvement , il en résultera des arcs plu»
grands que la circonférence , et qui auront les même»
sinus , cosinus , tangentes , cotangentes , que ceux qui
ont été décrits dans la première révolution. Ces considé-
rations mènent à des conséquences très-importantes pour
l'analyse , et que j'ai développées dans mes Traités de
Calcul différentiel et de Calcul intégral,

зЗ. Il faut chercher maintenant comment l'es expres-
sions algébriques des sinus et des cosinus répondent aux
diverses circonstances que je viens d'exposer. Pour
cela, je fais d'abord a =5 я- dans les équations

cos (aÜ) = cos a cos b qr sin a sin Ъ л . .
«in (a±A) =s sin fl cos ôrfc sin ô cosa J""

En observant que cos |«r=:o, et que sin ^ir=i y oit
trouve

cos Í5ritè)=

II faut remarquer deux choses dans ces expressions,
«avoir , leur valeur absolue , et le signe dont elle est
affectée.

Cette valeur se vérifie sur la figure; car AB étant
|тг, si on prend l'arc BMf pour b, l'arc AM' sera
|»-f-3-, mais P'M' étant le sinus de A' M' aussi bien
que de AM', sera le cosinus de BM' ou de b, tau-
dis que Cf en cera le sinus.
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Quant au signe —qui affecte cos (l^r-f-i) il en
résulte que si l'on-regarde comme positifs le sinus et le
cosinus d'un arc moindre que le quart de la circonfé-
rence , le cosinus d'un arc plus grand sera négatif,
tandis que son sinus sera positif. Si l'on fait aussi b=± "*>
on aura cos т=:— i , sin *-r=o.

Supposant ensuite que, dans les équations (A),
e=jr, од obtiendra, d'après ce qui précède,

cos (т- it é) = — cos b
sin (ъ±,ô) = rp sin b.

La valeur absolue de ces formules pent se vérifier
aussi facilement que celle des -précédentes : leur
signe montre que tout arc compris entre sr et | я-
aura son sinus et son cosinus négatifs -} et lorsque
b=£ 7Г , on a

cos|ir = o sinfir = —ï.

Enfin quand я==£тг, les équations (A) se réduisent,
en vertu des valeurs précédentes, à

cos (fsr±:A) =±sin o,
sin(|-!rdt6) = —cosà,

et il s'enswh que tout arc compris entre f тг et 17f ou STT,
a^on cosinus positif et son sinus négatif.

En récapitulant ces résultats on verra,

ï«. Que depuis le point 4 jusqu'au point A', où l'arc
ЛВА' = ir. les sinqs sont positifs ;

2°. Que depuis le point A jusqu'au point A, où l'arc
ДВАB' A=-w, e'est-à-dire de it jusqu'à ая-, les sinua
sont négatifs j

39. Que depuis le point A jusqu'au point B, où l'arc
^,B-=^ v , les co?inus sont positifs;

4° Que depuis le point В jusqu'au point B', où l'arc
ABA'Б' — |тг, c'est-à-dire de j írà$T,lçs cosinuasoat
négatifs; '
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5*'. Enfin, que depuis le point B' jusqu'au poiptu^, où

l'arc ABA'lfA= ая-, c'est-à-dire de 5 тг à ятг, les cosi-
nus sont positifs :

Et l'on remarquera sans peine que les sinus changent
de signe lorsqu'ils passent au-dessous du diamètre AA',
et les cosinus, lorsqu'ils passent d'un côté à l'autre du
point C, ou qu'ils tombent en-deçà ou en-delà-du dia-
mètre ßß', perpendiculaire au premier.

Avec ces attentions, on étendra les formules du
n° 11 à toutes les grandeurs possibles des arcs АЩ et
MN', /%• 4 ', et les valeurs conclues de ces formules s'ac- Fig. 4.
corderont avec celles qu'on déduirait de la construc-
tion et des raisonnemens du n° cité, si on les appli-
quait immédiatement aux arcs proposés, exercice
qui peut être utile au lecteur.

24.Ensuivantlecoursdestangentesontrouvera qu'elles
augmentent sans cesse depuis le point A,fig. ïo, jusqu'au Fig. к*
point В, où Гаге AM est devenu égal à ̂  it. A ce point,
la sécante NC, se confondant avec CB, est parallèle à
Ja tangente AN, et ne la rencontre par conséquent plus;
ensorte que l'arc AB n'a point, à proprement parler,
de tangente trigonométrique. On dit cependant que sa
tangente est infinie ; mais par cette expression, il faut
entendre qu'en prenantle point M aussi près du point В
qu'il sera nécessaire, on trouvera une tangente AN
plus grande que telle quantité qu'on voudra. C'est aussi

.,, . sin a . ,
ce que prouve 1 equation tang a •=. 3 qui donne

pour tang a une valeur d'autant plus grande , que cos a
est plus petit, ou qu'on approche davantage du point B.

Lorsque çiz=o*,5o, il vient cos a=sina et par
conséqueoit t.ap.g p', 5p — ï.

On ргоцуе Ц rqême chose par le triangle CAN,fig. 3, Fig. 3,
qui devient isocèle dans ce cas, puisque l'angle ACN
étant égal à k moitié d'un droit, il en est nécessairement
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de même de l'angle ANC; la tangente JNestàont/
égale au rayon.

Fig. Je. Quand l'arc AM,ßg. 10, est plus grand que | », le
rayon CM ne rencontre plus la ligne AN au-dessus du
diamètre, mais au-dessous. La véritable tangente A№
-eat égale, ainsi qu'il est facile de le voir, à A'n' tangente
de l'arc A'M', supplément de AM', mais se trouve pla-
cée dans un sens opposé. Dans le troisième quart ducer--
de, la tangente, qui a été nulle au pointé', repasse au-
dessus du diamètre AA', et AN est encore la tangent»
de l'arc A A'M". Le rayon devenant encore parallèle à
AN, au point Б', la tangente est encore infinie à ce
'point, passé lequel elle revient au-dessous du diamètre ;
ifn effet, Гаге AA'W, par exemple, a évidemment pour
tangente AЛ7',

я5. Je vais examiner maintenant ce qui résulte de

l'expression algébrique tang а =
sin a
cos a'

II est visible que sa valeur sera positive dans tous lee
cas où Ifc emus et le cosinus seront de même signe, ce
qui a lieu depuis о jusqu'à| я-, et depuis чг jusqu'à f w;
elle sera par conséquent négative depuis £ я- jusqu'à я-,
et depuis \ir jusqu'à атг • 'd'où il suit que, pour le» tan-
gentes comme pour les sinus et^pourles cosinus, leschan-
gemens de signes correspondent aussi aux changemens
de situation. On trouverait de même -que les cotan-
gentes sont positives depuis o° jusqu'à jjя-, depuis w
jusqu'à ï,*-, et négatives depuis iw jusqu'au, depuis
| w jusqu'à s*.

26. Dans le calcul on rencontre quelquefois des arcs
négatifs : leur sinus et leur cosinus peuvent aussi se
déterminer par les formules du n° 11. L'expression de
»in ( a— £>) changeant de signe quand on y change a en b
fît i eu a, fait voir que syi (ò — a) =s — aia (a—b) ;
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ainsi quand a > Ь, l'arc négatif и — a a un sinus néga-
tif.

Si l'on construisait la figure 4* dans cette hypothèse, Fig.
en prenant АМ'=Ъ, МЛГ=а, et portant ce der-
nier arc au-dessous du point M, pour opérer comine il a
été dit dans le numéro 11, l'arc AN' setronverait au-des-
sous de A С au lieu d'être au-dessus : le sinus Q'N' chan-
gerait donc de côté, ainsi que l'arc. Quant au cosinus,
il demeurerait du même côté ; et par les formules on
trouve aussi que cos (jb—a) = cos (a — b).

sy. La proposition démontrée dans le n° 11 a encore de
nombreuses conséquences , dont quelques-unes seront
nécessaires dans la suite*, c'est pourquoi je les place-
rai ici.

1°. En ajoutant entre elles les deux équations
sin a cos b -f- sin b cos a

sin (а+Ã) = :

R
• 'r ' i-ч ' • ИПГССОЗ&—>sin£cose

sm (o—b) = ^ ,

on aura
. f i »ч • • ', ,ч 2s inacos&sm (a + b) -f sm (a—b) = ,

K
d'où

R fí
sin a cos b = — sin (o -f- b) -] sin (а— J).

2°. En retranchant la seconde équation de la pre-
mière , on aura

;_/_ ï i\ " • /• ï N a sin Z» cososin (a-f 6) — sm(a—-ö)=
л

d'où
R fí

sinZicosarr:— sin (et-f. Ь) »in (o-— b").

Lorsque «=&, cette formule et la précédente donnent
R ..

cosoaina= — sm aa,
a
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3a. En ajoutant entre elles les deux équation»
. cos a cos ò—sin a sin &

cos (a+о) = £— : ,

, ,,. cos a cos è-f-sin с sin i
Qps (a—b) = -, J ,

ön апга
, , ,. . .. 7 ч 2 cos a cos 5

cos (a-f о) + cos (a—a)=- A '
d'où

т> д

cos a cos Ъ ==. — cos (a•+- i) -\— cos (а — b).

Lorsque a = b, cette formule donne,

, H . R*cos а3 = — cos za-i ,
и a

en observant que le co.sinus est égal au rayon, lorsque
l'arc est nul.- '

4°. En retranchant la première équation de la se-
conde , il viendra

, , 3 sin a sin ft
cos (a—*) — cos (a + b) = ,

d'où

ein nsin b — — c o s (a—ô) cos (a-{•-&)•

Lorsque a~=b , cette formulé "donne
. , Лг R

sin a= cossa.
2 3

5°. Si l'onï fait a-\-b=al, a-~b = b'f од trouvera,
en ajoutant сев deux équations, 2e = a'-f-í>', et en
retranchant la seconde de la première, 2б:=а' — b';

- , - j , . - • • • «4-è' j . а ' — * 'il suit de la que n =:—'——,0==^—•—.1 2 -" a
- Mettant ces valeurs de a et de A, dans les expies-
sions de sin a cos b, sin b cos а, cos a cos à, sin a sin b,
obtenues précédemment, on trouvera
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ein i (a' -f- У) cos i (a' — У ) = - (sin a' -f sin У )

cos L (a' 4- 6') sin l (a' — i') = ~ (sin a'— sin У)

cos l- (a' + i') cos i (a' — • У) = - (cos a' + cos#)

«'n з (a' -f- У) sin i (i/ — У) =- (cos V — cos a').

Divisant la seconde des formules précédentes par la
première , on aura

cos i (а' + У)ашНв' — V) __
sin i (a! + b') cos i C«' — 6') ~

aini(a^ — b') cos i (a' + ò') _ sin a' —sin У
cos i (a' — è')' мпТСаЧ7^) ~" sin a' +sin^'*

_, . sin A tane ^í ._.
Observant ensuite que - ^ = - ^ — f o), et quepar

, cos A R . . ,
consequent—:^ - - = - -, on obtiendra

^ sm A tang A
tang i (a' — b') sin &' — sin Ъ'
tang i (a' -f- è') ~ sin a' + sin b"

On conclura de men. ^ ,des deux dernières formules
rapportées ci- dessus , q ï?e

cos У — cos g' _ tang -i (q' -f У) tang | (a' — b1)
cos a' + cos У ~ Ла

6°. En divisant l'expression de sin (a±.b} par celle
de cos (arte) , оп^ацга

sin (artà) sin a cos è ± sin b cosa
cos (a±b~) cos a cos ̂  qr sin ç sin 6'

divisant ensuite le numérateur et le dénominateur de
la fraction du second membre par cos o cos b , elle de-
viendra

sin a , sin b
cos b

sin a sin è'
cos a ' côaTÁ
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«t comme eu général ^1 = ta"s À ($). on obtien-0 cosji R v "

dra par ce moyen

tanga tango
tang(a±A) __ Д ~~Д ___ Д (tang a =h tang 3> _.

Д _ tans; a tang b Л1 q: tang a tang 6 *
^""-"""

etenEn
rp tang a tang

Da
En se rappelant que cot 'A = - ^(э)> оп trouver*

_

.(a^t^) taag a i: tang o

cot я'cot ô
д" -ь д" *

cot a cot b

fet en réduisant, on parvient «

cot a cot è rn j, , ,.
cot (c ± 3) =4 ' cot è dt cot a

tangt (n' —ò') sino.' —sin У
a8. L equation — , , •, , ,X = -—/ , • >/» da^ tang | (c+o) em a + s i n o

laquelle il resulte que la somme des sinus de deux arcs
est à leur différence, comme la tangente de la demi—
somme de ces arcs est à la tangente de leur demi-diffé-
rence, s'obtient immédiatement par une construction
géométrique fort élégante.

f-,K „. AM et AN, fig. 11, étant les deux arcs a' et V, on
aura MP.—sina', JVQ = sinb'; menant JVC pa-
Tallèle au diamètre J.B, prolongeant MP jusqu'en M\
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Й en résultera
MR — MP — NQ = sin a' — sin br,

Cela fait, si du point C, comme centre, et d'un rayon
CD, égal à celuidu cercle ACB, on décrit un arc EDGt

.que l'on mène au point D de cet arc une tangente ter-
minée parles droites CM et CM', il est visible que DF
et DH seront les tangentes des arcs DE et DG, qui me-
surent les angles MCN et NCM' ; et comme ces angles
ont leur sommet à la circonférence du cercle ACB , il»
auront aussi pour mesure la moitié de

NM, — AM — AN=a' — V,
et celle de

NM ' = AM' + AN=a'
-on aura donc

i(û'— 3'),
Mais à cause des parallèles MM' et Ftf, on aura cetta
proportion

MR:MR::DF:DH,
sina'— sin b' : sina'-f-sine' : : tangia'— i') : tang£(a'+£')
ce qui revient à l'équation proposée.

Il serait facile de modifier la construction ci-dessus de
manière à en déduire les diverses équations analogues à
celle qu'on vient de démontrer.

ag. Comme on a souvent occasion de faire usage
des formules auxquelles je suis parvenu précédem-
ment , je les ai réunies dans le tableau suivant , avec
d'autres qui s'en déduisent par des procédés faciles à
imaginer. Les numéros qu'on lit après chaque formule
»arquent Us articles où elles ont été trouvées , on
desquels on peut les conclure,
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Tableau des formules trigonométriques les
plus usitées.

sina»-f cosaa = ff (10)
. ., . ,. sin я cos b ±?in b cos a

sm (a ± í») =

cos (a ± Z>) —

R i , ч
7 • • l f C 1 1)cos я соз í> zj:«in a sin o f

sin acosb= 5/îQsin (a -f- 6) + sin (a —
— sin (a — , %

cos a cos i = ^.R[cos (л + />) -f. cos (a — è)] j V''
sin a sin b •=. — £/{£cos (a -j- 6) — cos (a — b}~y

sin a + sin 6= _ '-»sinl (я + b) cos i (a — 3)

sin a — sin b •=. — cos I (a + Z») sin f (a — Z>)

V
cos a + cos Ъ = — cos - (a -f- A) cos { (a — o)

cos a — cos 6 = — -- sin i (a + b~) sin Î (a — b)

ssnacos r t .. . ,-— - - -
sin 20= - p - С 1 1 )) sin jc=;i^/afí j — зйсозо (i3)

cos яа — sinn a a cos о1 — / i a , .
cosijcf= - ^ - = - •-= - (u)

sin a^==^R(R — cos га) (27)
cosa2 — i R (fí+cossa) (27)

sina1— ̂ sinZ>2=cosZ>* — coffla=siji(a+Ô)sin(a — i) (n, 10)
coea2 — finè2=cos(a-f-^) cos (<z — è) (n, 10)

Л sin а /оч . fía и cos a , .
tang а = -- (8). cota= - =: — ; - - (q)0 cos a tang a sin a J

Л» , Ла _
sec a = r -- , cosec a •=. — — (o) .

cosa sin a

tang (0 ± è) =ol- ; cos(a±i) /i ' lptangetangi
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'Suite du Tableau des formules trigonométriques.

, Д" sin (a 4- &) ч
tang а 4- tang b = -—-г-+\

° cos a cos b í
, Да sin (a— è) P

tança — tang 6= • -—}
cos a cos b \

flasinfa4-òV (8, u)
cota-}- coto =

cota— cotè=r —

tang a* — tang Ъл =з

sin a sin b
}* sin (g— b)]
sin a sin b

sin (a -j- 6) sin (a
cos aa cos 61

cot a1—
sin a"1 sin 6a

sin a -f- sin b tang^(a+è)
sin a — sin Z) tang -j (o — è) ,
s in í i - f s ' n ^ tanoi(a4-£) s ina tang|a
cosa + cosZ) Л' ' Д4-со?а ti
sin a 4- s'n^ . cot •+ (я—b) si n a cot \ a
cosa — COCA R ' R— cosa . R
íin a — sin b *anR » (o — b)
cosa-+-co?b R
sin a — sin Â cot{(a+è)
:cosa — cosi tí
cosa + cosi cot í (a — ô) _ séc я + séc è
cosa — cosA tang i (à-f-o) seca — seco

£27)

Д tang а Л*
slna:=T7^=?-=;' co8fl=--•== .(8, 10)

fi=siai' :=coso'.= tang j'—coti'=succ9=cosec i
= ï see f » (зЗ, M)

sin a — ~ corde ua (i4)
sin (l'—o) rr= 4" c o s / j , cos (Hiiiè) r
sin (2'—6)=q^sin b, cos (ç^rhô) =— cos i l
sin (3'±li)=—c.osi, cos(3«±:i) =
sin (4'±e) ^= — sin b, cos (4*—^) == 4" cos ^
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So. Je vais parler maintenant de l'application Met-
tables trigonométriques à la résolution des triangles,
pour laquelle il faut se rappeler que , par le moyen de
ces tables, lorsqu'un angle est connu, la valeur de son
sinus, celle de son cosinus, celle de sa tangente, et celle
de sa cotangente sont connues aussi, et que, récipro-
quement , quand la valeur de l'une de ces lignes est don-
née , celle de l'arc doit être regardée comme donnée.

• Soit CDE, fig. 12, un triangle rectangle en D; de
l'un des anales aigus C, on décrit, avec un rayon égal à
celui des tables, l'arc AM, on abaisse PM perpendi-
culaire sur AC\ enfin on élève la tangente AN} pourfor-
mer les deux triangles des tables, savoir , CPM qui sera
celui du sinus et du cosinus, et CANcelui.de la tan-
gente et de la sécante. L'un et l'autre seront semblables
au triangle proposé ; et en les comparant successivement
avec celui-ci, on en tirera

CE: DE i e R: sin с:: CE: DECM'. PM
см :CP CE : CD í "" l R : cosC:: CE : CD
CA : AN CD l DE on R : tang C :: CD : DE.

L'angle E étant complément de l'angle С, on aura
cos C=sin E) les deux premières propositions peuvent
se réunir dans une seule et s'énoncer ainsi : Le rayon
est au sinus de l un des angles aigus du triangle rectangle
proposé, comme l'hypoténuse est au côté opposé à cet
angle.

La troisième montre que le rayon est à la tangente
de tun des angles aigus du triangle rectangle propo-
sé , comme le côté de f angle droit, adjacent à cet angle
aigu, est au côté opposé.

Le rayon étant toujours donné, il suffira de connaître
deux des trois autres termes de chacune des proportion»
que je viens d'énoncer, pour trouver celui qui reste.

Ainsi
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Ainsi, par -la première од déterminera toujours une da
ces trois choses : l'hypoténuse , un côté et un angle aigu,
lorsqu'on en connaîtra deux. .

Je mete simplement un angle aigu, quoique la pro-
portion exige que cet angle soit opposé au côté donne
ou cherché , parce qu'un des angles aigua fait trouver
l'autre sur-Ie-champj et que par conséquent sî celui
qu'on connaît ou qu'on cherche, ne- remplit раз cette
condition , on peut employer son complément.

Par la seconde proportion on déterminera toujonr*
une de ces trois choses : les deux côtés d'un angle droit
et un angle aigu, lorsqu'on- en connaîtra deux.

Il suit de là ; i°. que, connaissant un côté et un angle
d'un triangle rectangle , on peut calculer les deux autres
côtés; 2°. que , connaissant deux quelconques des côtés,
on peut calculer les angles aigus. '

Ces deux cas ne comprennerit'pas celui où l'on a deux
côtés quelconques d'un triangle, 'et 'où l'on cherche le
troisième ; mais- cerui-ci se résout immédiatement par
la propriété connue du triangle rectangle, 'qui donne

~CDÎ+D^=^CE, et d'où l'on tire CE—V'CD^+DEi
Si l'on connaissait l'hypoténuse CE , et l'un des côtés

de l'angle droit, DE, par exemple., on aurait

En observant que c
et en prenant les logarithmes des deux membres de

l'équation CD = V(CE + UE ) (CE — DE} , on
trouverait

Lorsqu'on construit des formules qui doivent servir
à des calculs numériqu-es, il faut toujours tâcher de les

Trigonométrie. 6e édition. 3
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préparer de manière,qu'on puisse y appliquer les lo-
garithmes commodément} c'est-à-dire qu'on ne soit
obligé de passer des logarithmes aux nombres, et de
repasser de ceux-ci aux premiers, que le moins qu'il
est possible. En appliquait les logarithmes à la re-
cherche de CD, au moyen de sa première expression,
on sentira bien évidemment l'objet de cette remarque.

Je terminerai cet exposé des principes qui servent
à résoudre les triangle» rectangles, en observant que les
deux cas traités en dernier lieu, se résolvent aussi par
les deux proportions rapportées au commencement de
cet article-, car, 1°. si, connaissant CD et DE, on
veut trouver CE, on pourra calculer l'un des angles
aigus, C, par exemple, par la proportion R l tang C
:: CD : DE} ayant trouvé cet angle/on calculera
l'hypoténuse CE par la proportion Я ; ein С:; CE
'. DE, dans laquelle on connaîtra les trois termes R,
sin С et DE. a°. Lorsque l'on connaîtra l'hypoténuse
CE et l'un des autres côtés, CD, par exemple, on.
calculera- l'angle aigu opposé au côté cherché, parla
proportion R : sin E ou cos C :: CE '. CD} puis ou
trouvera le côté DE par la proportion R ' ein С :; CE
IDE.

"S\. On peut résumer ce qui vient d'être dit sur les
triangles rectangles d'une manière commode , en dési-
gnant leurs angles par A, В, С, Л étant l'angle droit j
et nommant a, b et с les côtés fui sont respectivement
opposés á chacun de ces angles, ainsi que le montre

Fig. i3. la figure i3. On aura d'abord par le premier principe

R : sin c i i a :'c, R : u n ß : : a : b ,
d'où l'on tirera

с sin C1 b sin Z?
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Chassant a de ces deux équations J ce qui se fait çn di-
visant chaque membre de la première par son corres-
pondant dans la seconde ,' on trouvera

с sin С
Ъ sin B'

et comme sin 5= cos С . et que - ^= — J? — Ц encos c Jtí

résulterar= — jj— , équation qui représente le second

principe énoncé dans le numéro précédent.
Enfin, si Гоо quarre chaque membre des deux pre-

mières équations , et qu'on ajoute ensuite , membre à
membre , les équations résultantes , en observant que

sin C* -f sin 5"=sm C*+ cos Ca = Л1 (10),

on aura

11 suit de là que les deux équations

с _ sin C b _ sin B
ã~~R~ ã~~~~ÍT'

suffisent , conjointement avec la relation qui existe entre
les angles В et С , pour résoudre tous les cas des trian-
gles rectangles.

За. Le principe sur lequel est fondée la résolution des
triangles rectangles, conduit à celle des triangles quel-
conques. En abaissant de l'angle B du triangle ABC ,
Gg. Ц, une perpendiculaire BD , on formera deux Fig.
triangles ABD , BDC, rectangles en D ; on aura dans
le premier

R : sin л! :: AB \ BD ,
et dans le second

R : йпСг.вс: BD,
s..
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ce qui donnera

et d'où il suit par conséquent
&taAX.AB=s,\nCxBC, ousin^ : sin C'.'.BC'.AB.

Lorsque la perpendiculaire tombe en dehors, l'angle С
n'est pas commun au triangle AB С et au triangle BCD ;
mais l'angle BCD et l'angle BCA, valant ensemble
deux angles droits , ont. le même sinus (22).

ía proportion obtenue ci-dessus peut se convertir
en principe général , et s'énoncer ainsi : Dans un
triangle quelconque , les sinus des angles sont entre eux
comme les cotés opposés à ces angles.

33. La même proposition se démontre aussi de la
manière suivante , qui paraît plus analogue à l'idée que
j'ai donnée de la Trigonométrie , dans les numéros ï et 2.

Fig. i5. Ayant inscrit le triangle ABC,ßg. \ 5, dans un cercle,
si l'on décrit du centre O de ce cercle , et avec un rayon
Oa, égal à celui'des tables, un cercle abc , puis qu'on
joigne par des droites «ô, bc et ac , les points ouïes
rayons АО , ВО, СО , rencontrent le cercle des tables,
on formera un triangle abc semblable au triangle pro-
posé , et dont les côtés ab , be et ас , se déduiront des
tables.

La similitude des deux triangles 'AB С et abc devient
évidente lorsque l'on remarque que les droites nO, b O
etcO, étant égales comme rayons d'un même cercle ,
ainsi que les droites АО , ВО , СО, les triangles AOB,
BOC et AOC, ont leurs côtés АО et ВО, ВО et СО,
АО et СО , coupés proportionnellement aux points a
et b , b et с, a et c, et que par conséquent les droites
AB et ab , BC et be, AC et ас, sont respectivement
parallèles : on a donc

AB : BC :AC:: ab : be : ас,

ou :: l ne : i ôc : i ас.
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Cela posé , les angles du triangle abc , ayant leur
sommet placé à la circonférence , sont mesurés par la
moitié de l'arc que soutend le côté qui leur est opposé ,
e* chacun de ces arcs a évidemment pour sinus la
moitié de ce même côté (i/O : donc

i ab = sin c =-sin C ,
i be •= sin a = sin A ,
i ac = sin b = sin В ,

et par conséquent

AB : вс : AC :: sin с : s\n л1 : sin в.
La comparaison des triangles AOB et aOÄ montre

de plus que AB '.ab;: АО : aO ,ou que AB : asin C::
АО '. aO ; c'est-à-dire que chaque côté du triangle ABC
est au double du sinus de l'angle qui lui est opposé ,
comme le rayon du cercle circonscrit est à celui des
tables (*).

34- En désignant, comme dans le n° 3i , les trois
angles par A , В , С , et les côtés respectivement opposés
à chacun de ces angles, par a, b-, c ,ßg. 16 , oa aura, Fig
d'après ce qui précède , les proportions

ein A '. sin B '.
sin A ; sin С ;
sin в : sin с :

я : ь,
« : с,
b ' . c ,

desquelles on déduira les équations

b sin В с sin С с sin С
a tia A' a smA* b sinß*

(*) On pourrait considérer les lignes ab, beet ас, comme les sinus
mêmes décès angles^, В, С,en prunantponr unité le diamètre du
cercle abc; c'est ainsi que M. CamM li-s a prisentccsdans^uvrage-
intitule Géométrie Je PoiitiV.n. On y trouve, d'apiès cette deli-
n i t inn , une Jc:moneti-ation très-simple et trrs-eiégantc île lu piopo-
sitiua du QO ц et de «es consequence» les plus.importantes
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On résoudra immédiatement par ces proportions un
triangle : 1°. lorsquony connaîtra deux angles et un
côté, puiáqu'alors tous les angles seront donnés, et
que les côtés cherchés seront nécessairemet opposés à
deux de ces angles; si, par exemple, a est donné , ainsi
que les angles В et С, on retranchera la somme de ces
angles de deux droits, pour avoir l'angle A, et les deux
premières proportions feront connaître les côtés cher-
chés b et e : a°. quand on aura un angle et deux côtés
dont Гиц soit opposé à l'angle donné} si c'est, par
exemple, l'angle A avec les côtés a et b, on calculera
l'aogle В par Ja première proportion, et connaissant
alors deux angles, on retombera dans le cas précédent.

Jl y a deux cas qui, n'étant pas compris dans ceux
que je viens d'examiner, semblent échapper à la mé-
thode : ce sont ceux dans lesquels on connaît deux
côtés et l'angle compris, ou bien les trois côtés; je vais
m'en occuper successivement.

35. Je suppose d'abord que l'on connaisse les deux
côtés a et b, et l'angle compris C. En mettant les
équations

с sin С с sin С
a s\n A' Ъ siaß'

tous la forme
я sin C= с sin Л, fcsinC=csin5,

pour les ajouter membre à membre, et ensuite les
retrancher l'une de l'autre, on trouve

(a -f- b") sin C= c( sin A + «in /?),
(a — 6) sin <7= с ( sin A — sin B~);

divisant le dernier résultat par le premier, le côté in-
connu с disparaît, et on a

а — b sin A — sin R
а -j- b sin А -+- sin Л*
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Mais on л vu (27) que

sin ,,4 — sin í? tang ^ (A — B~)
sin Л -f- sin 5~~tang i (Л + В}'

on en conclura donc

a— b _ tang l (A — В)
a -t- fr- tang КЛ + Я) ^ ^

d'où l'on déduira la proportion

a+ò : a — i::tangK^-r-5) : tange (A— B) t

qui s' énonce ainsi : La somme desdeuxcotés d'untriariglc
esta leur différence, comme la tangente delà demi^somme
des angles opposés à ces côtés , est à la tangente de leur
demi-différence.

Tout est connu dans cette proportion , à l'exception
de A — В ; car si on retranche de deux quadrans la
mesure de l'angle connu C, le reste sera celle de
A + В j prenant par conséquent la valeur de
tang ï (A — 5) , il viendra

tang I (A — B) — ~^ x tang i (.A+B).

Connaissant alors les angles

\ (,A-\-B~) eti {A — 5), si on les ajoute, on aura

et si on retranche le second du premier, il viendra

(*) Osflbt aussi, pour plut de brièveté, faire la proportion
"^^ a. : Ъ : \ » т А : В (За),

de laquelle on tire immédiatement
л-f-i 'a — uXs ÎD Л-t-siaB : sin A — ein .8;

«l l'on en conclura, par le n» a8,
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c'est-à-dire, que le plus grand angle s'obtiendra en
ajoutant la moitié de la somme à la moitié de la diffé-
rence, et le plus petit, en étant la moitié de la différence
de la moitié He la somme.

Lorsqu'on aura calculé tous les angles , on trouvera
le troisième côté par la règle du n° За.

36. On peut aussi trouver immédiatement le troisième
côté , en abaissant une perpendiculaire sur l'un des côtés
donnés; de l'angle A !, par exemple, sur le côté donné

ig. i/±.BC,ßg. г4- On aura, par la propriété содпие des trian-

gles obliquangles, ЛВ — ЛС + Ис*^ л AC X DC,
le signe supérieur ayant lieu quand la perpendiculaire
tombe en dedans du triangle , et le signe inférieur
dans le cas où die tombe en dehors; de -plus, dans
le triangle rectangle BDC, on a (3o) DC=£Cx
sin DßC=zBCxcos С, en faisant R= ï : on conclura

de là^ZET^rSc+AC—a^CX-oCXcosC, et que par
conséquent

» / - ; — a
= \ AC + ßC —

formule qui revient, suivant la notation établie, à

c= V'a'- •+• Ъ* — aab cos C,

et donnera le côté с par le moyen des deux autres a et Ъ,
et de l'angle C. Un seul signe suffit au terme aab cos C,
parce que quand l'angle С est obtus , son cosinus est
hégatif , et change par conséquent le — en -fa ,с.°шше
l'exige la construction géométrique.

Sj. Cette formule ne se prête раз commodément an
calcul logarithmique ; mais comme on a

cos aC = ï — 2 sin С* (27) ,
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on aura aussi

cosC^i— 2 ( sin J C?,

en écrivant | С à la place de С ; et par cette transfor-
mation on obtiendra

c~ V/a» + Ъг— йаЪ1 + 4ab ( sin £ С )' —

V (P — Äy + ^iÄCeiniC)».

Baisant ensuite-asin% l/oô == tang л, il en résultera
a — b

с— (a —i) 1/1+ tang *'=; ———i Pesque cos«=:

/ • - -"===. On calculera facilement tang et par la pre-

mière formule ; et lorsqu'on sera parvenu à l'angle *,•
, , a— b

on aura par la seconde с = „
*' cos ce.

38. L'équation с = V^<ia Ч-61— aai cos C fait con-
naître l'angle С, lorsque les trois côtés c, b, c, sont
donnés j car en élevant chacun de ses membres au
quarré , on en tire

oa -f- Ь*— c* = nab cos С,
d'où

a« 4. fr1 _ с»
cos C——.Т ;

, йао

mais cette expression étant peu commode pour le cal-
cul logarithmique, il faut ей chercher'une autre.

Si l'on écrit sC'pour Ct et qu'on mette ï — u sin Cf*
a la place de cos C (27) , on aura cette expression :

S sin С« = x +£=£
aaó
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et par conséquent

einC"= (g + a-

(c-f д _6) (с— a+fr)
a a

mais il est facile de voir que

с + « — i -ь,a
4-Ä

— a
с — а+Ь *c-f- g +b

s a
si donc on fait c -f- a -f- b = /, on aura , en prenant la
racine quarrée, et en remettant £ С au lieu.de Í7

formule qui conduit à la règle suivante :

Pour trouver un angle d'un triangle, lorsque les trois
côtés sent connus, de la demi-somme des trois côtés re-
tranchezsuccessivement chacun de ceux qui comprennent
£ angle cherché ; multipliez les deux restes entre eiuc ;
divisez ce produit par celui des côtés qui comprennent
l'angle cherché, et prenez la racine quarrée du quotient,
vous aurez le sinus de la moitié de cet angle.

3g. La solution de tous les cas des triangles. obli-
quangles ne dépend, comme on voit, que des trois
règles énoncées dans les numéros За , 35 , 58, être-
pose sur le principe dont on a tiré la solution des
triangles rectangles dans le numéro 3o : il sera donc far
eile, avec un peu d'attention, de retenir ces règles-} et
le calcul des exemples que je vais donner suffira pour
mettre le lecteur eu état de les appliquer.
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Exemples de la résolution des triangles rectangles.

ï". Connaissant dans le triangle rectangle BAC,
fig. i3, l'hypoténuse a et un côté с , trouver l'angle Fig.
opposé С à ce côté; et soitrhypoténusea=i3lA"r",i78,
le côté, с =r 7^357. On aura (3i), pour déterminer
sia С , la proportion'

a', c ::fí CsinC,
d'où ч

. s, ЙХс
S InC=— -,

et prenant les logarithmes ,

bin C = ]R + lc — la.
Pour plus de simplicité, on fait presque toujours le

rayon égal à l'unité : son logarithme est alors zéro, il
n'en faudra par conséquent tenir aucun compte ; et au
lieu-cT effectuer les soustractions , on emploie les com—
plémens arithmétiques dont la théorie est exposée à la
fin de mes Elémens d'Algèbre. A'oici l'opération :

lc= l7,357 = .............. . ........ 0,8667008
сотр. arith. la=comp. arith.l i3, 178=8,8801605

somme ou 1 »in <?= ................... <},74685i5
qui , dans les tables , répond á o', 377 = С.

2e. Connaissant l'angle C=o',5837, l'hypoténus»
a = 33m,a53 , trouver le côté b. On aura (3i)

R : sin в ou cos С : : а : ъ ,
d'où

, a x cos С

\Ъ =\а + \ cos С_Ш=1а-4-1оо8 С:
or , 1а=133,253 = .................... 1,52д83о&
lcosC=l coso',5837= ................ 9,7841210

wmme ou 1 й= .................. ..... i,3o5$5ift
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qui répond, dans les tables, à2om,2a8=i, à moins
d'un ioooe près.

3e. Connaissant le côté с = 5m,3gi t l'anglô
В = o',35o2 , trouver le côté b. On aura

R : tang Б : : c i b ,
d'où

h— ° * tang B

Л '
l£=:lc-f-ltang Я — Ш;

or, le = 15,391= ................... 0,7316693
1 tang J5 = l

somme on lc=: ........................ 0,5192948
qui répond , dans les tables, à 3m,3o6 = c.

Exemples de la résolution des triangles obllquangles.

Fig. 16. ier. Connaissant dans le triangle ABC, fig. 16 ,
le côté с , les angles A et В , trouver la côté b.

Soit^=iî,28o5, £ = 01,5873, c = 27">,348;
l'angle С sera 2? — ( A +ß) =a» — 1',8684 = oi,i3i6,
et on aura (32)

sin с : sin в : : с : b ,
d'où

. __ с^Х sin B
~ fin 6' '

— bin С;

or, le =1 27,348 = ................... 1,4369256.
l sin B = l sin o', 58/9 — ................ ,9л901 83д4
сотр. arith.lsmC=cönip.arith.lsin o', 1316=0,^877217

somme ou 1Ь = ........................ 2,0264^67
qui répond, dans les tables , à ic6m,289 = b.

2e. Connaissant dans le triangle ABC les deux cote's
e, ò, et l'angle compris С , trouver le troisième côté c.
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Soit a—28т,44з, 6=17^,803, C —0^,8426 ; on
commencera d'abord par trouver les autres angles. Ou
aura (35)

d'où

lang:
2

et

or , A + ß=2.i — C-=2.1 •— o',842G= i',i574 , et

a +b = 28,442 + 17,803 = 46,345 ,
a — b=. 28,442 — 17,803 = 10,639 ,

1 tang - — = ltango,5787=.. . ........ 0,1084874

1 («-— b) — 1 io,63q = ................. 1,0269008
comp.arith.l(a-f-&j=comp. arith. ]46,2

A _ В ' ï
somme ou log tang - =

qui répond à 0^,1828 :

Donc d±* + il=^==^ =

Maintenant pour déterminer le côté с , on aura la
proportion

nnB ' .unCl'.b : c,

d'où
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_ &JX sin С
C — sin Я '

et le = lô + l sin С — l sin 5;

or, 1Ь = 1 i7,8o3 = .......... ---------
1 sin C= 1 sin о',84я6 = . ............... 9,9865885
сотр. aritb.lsin5=comp. arith. bino*, 3959=0,2346672

somme ou le = ................ ..... . . i,471738g
qui rçpoad , dans les tables, à 29m,63o = c.

3e. Connaissant, dans le triangle ABC, les trois côtés
a, b, c , trouver l'angle A.

Soit a = 29m,o37, Z>r= i8m,743, c:=i3m,782.
Suivant le numéro 38, on ajoutera les trois côtés a ,

b , é,entre eux, œqui donnera 61,562; et de-la moitié
60,781 on retranchera successivement b , с; il viendra
pour restes ia,o38 et ^ggg : on aura ensuite
1 »6,999 = ................... . ....... i,23o4234
1 I2,o38 = ........................... i,o8o5543
сотр. arith. 1 1.8., 743 = ............ . . .8,7371609
сотр. arith. 1 1 3,782 = ............... 8,8606878

somme ..................... . . . ...... 19,8988264
dont la moitié ou l sin ̂  A = ........... g,g49413a

ï
qui , dans la table, répond à 0^6987 = {A: donc

4o. Un ouvrage de la nature de celui-ci ne saurait
compter le détail des applications dont la trigonomé-
trie rectiligne est susceptible; je me bornerai à indi-
quer la solution de irais questions que l'on peut re-
garder comme la base de l'art de lever les plans.

Voici l'énoncé de "la première.

Etant donné de grandeur et de position, sur un plan,
fig. i7. une ligne AB , Jig. 17-, déterminer, par rapport à cette

ligne, lapositiond'un point C, situédans If même plan ,
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*>u, ce qui revient au même, trouver les distances
AC et BC.

Pour la résoudre, il faut mesurer la ligne AB, qui
«st la base de l'opération, et les angles CAB et CBA
compris entre cette base et les lignes qui en joignent
les extrémités avec le point inconnu C; les distances
cherchées AC et BC, se calculeront alors d'après la
règle énoncée dans le n" 3a j et lorsqu'on les aura
trouvées, on construira, au moyen d'une échelle^ de
parties égales, sur les trois côtés donnés, le triangle
ABC, qui fera connaître la position respective dei
trois points A, В et С (*).

On pourra ensuite, par la résolution du triangle ree-
tangle ACP, danj lequel on connaîtra le côté AC et
l'angle CAP, trouver la longueur de la perpendrcu-
laire CP, abaissée sur AB , ou de la plus courte dis-
tance du point С à la ligne AB, et la grandeur du seg-
mpnt AP. Ces données serviront aussi ai marquer la
position du point С à. l'égard de la ligne AB, On trou-
verait de même la situation d'ua point Z>> qu'on pour-
rait appercevoir en même temps de deux quelconques
des trois points A, В, et C?

(*) Je n'insiste point »nr l'opération de' la, mesure des angles,
parce qaelavuedesinstraznensifne l'on y emploie en apprend plus
que tout ce qu'onpeul dire à cet cgardj et que pour concevoir la pos-
«ibililé de cette mesure, il suffit d'imaginer que l'on-ait,place sur le
point A le centre d'un secteur de cercle , dont les rayons soient
dirigés suivant les côiés AB et AC de l'angle qu'on se propose de
connaître. Ccnx qui voudront se livrer à la pratique de la levée des
plans, ponrront consulter le Traité de Trigonométrie de Caghoti,
l'article Levée des plans , dans le Dictionnaire'de IVblhe'malHjue«
de l'Encyclopédie méthodique, le TraitéЛ'Arpentage de M. Цс-
íèvrc, et enfin les Traités de Geodesic théoriquç et pratique de
"M. Paissant, dans lesquels se trouvent les métliodes les plus exactes
et les plue propres aux grande« opérations uigonomiítriqucs, ainsi

Qu'aux operations de dc'lail.
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4i. Lorsqu'on a déterminé irnmédiatementïe pointíí
par rapport à la ligne AB, en mesurantles angles DAB,
DBA, on a tout ce qu'il faut pour connaître la distance
réciproque des points Cet D; car ayant résolu le triangle
DAB, de même que le triangleC/i/?,et retranché ensuite
l'angle DAB de l'angle CAB , on connaît alors, dansle
triangle CAD, les deux côfés ̂ Cet AD, etl'angle CAD
qu'ils comprennent : l'application des règles du n° 35
donnelesdeux autres angles DCA, CDA, etle troisième
côté CD, qui est la distance cherchée. L'angle DCA
donne laposition de la droite CD; et en considérant^C
comme sécante, la comparaison desanglesDCviet CAB
fait voir quelle est l'inclinaison de CD à l'égard de AB.

En partant de? points С et D, et considérant alors la
droite CD comme une nouvelle base , on pourra déter-
miner de nouveaux points , que l'on n'appercevait pas
des deux premiers^ et B; et continuant ainsi de proche
en proche, on fixera la position respective de tous lea
points d'un pays : c'est ainsi qu'a été construite la carte
de France, dirigée par Cassini.

/fs. La seconde question dont j'ai à m'occuper, 'n'est
que la première rendue plus générale , en supposant
que le point à déterminer soit situé hors du plan sur
lequel se trpuye la ligne AB. Soit С ce point, et ABCf

Fig. tS. le plan qui contient la ligne AB -, Jig. 18 : la position,
du point С sera connue, si l'on a celle du pied С dé la
perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan ABC,
et la longueur de la perpendiculaire CQ, qui marque de
combienlepointCestélevéau-dessusde C'.qu'onnomme
sa projection. Dans ce cas, les angles С AB et C BA ne
sont plus ceux qu'on mesure, mais on"prend àleur place
les angles CAB et CBA , situés dans le plan CAB ,
passant par les lignes AC etBC, menéesdes points don-
nés A et B, au point demandé j et pour fixer la position-

dé
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de ce plan, on mesure en outre l'angle DBC que fait la

ligue CB avec laligne BD, perpendiculaire au plan ABC',.

et par conséquent parallèle à la droite CC'(*). On résout
le triangle. CBA comme dans le n° précédent, puis-
qu'on y a encore les mêmes données j ensuite, dans le,
triangle C'BC, rectangle en С, on Connaît l'hypoté-,
nuse CB et l'angle C'BC, qui est la différence entre
l'angle droit DBC' et l'angle mesuré DBC : on calcule
les côtés CC et CB. Le premier est la hauteur du point
С aü-dessus du plan САП, et sert, con;iinterrïent
avec le côté AC, à déterminer AC1 par le moyen du
triangle CAC, rectangle en 6". Cela fait, on a les
trois côtés du triangle С AB, et le point G est par
conséquent donné.

43. C'est pour plus de simplicité que j'ai supposé la
ligne AB dans le plan auquel on rapporte les points à
déterminer; lorsqu'elle ne s'y trouve pas, il Çmt ob-
server de plus l'angle DBA, fig. 19, qu'elle faitFlS''9>'
dans ce cas avec la ligne DB perpendiculaire au plan
A'BC^&m lequel on veut rapporteï le point C. Cela
fait, on calcule d'abord, comme Ci-deseus, les côtés
AC jet BC du triangle ABC, les côtés CC et CB,
du triangle rectangle C'BC; puis dans le triangle
В A'A, rectangle en A', où on'connaît AB, et l'angle
ABA', complément de l'angle observé DBA, on cal-
cule В A' et AA'.

Maintenant, si l'on conçoit AC1 parallèle à A'Cr
>

(*) Lorsqu'il s'agit des points placés sur la surface dé la terre, ott
choisitpoiu-lcplanviSC"un plan horizontal; les lignes CO etBD
sont alors verticales; leur direction est donnée parcelles dußl-
h-plomb; le plan C'CB qui passe par ces lignes est vertical, et
se trouve determine par le point f, qu'on appercoit du point B,
et par la ligne DB. La ligne С В est une ligne horizontals «om-

dans ce plan.

Trigonométrie* Q' édition. 4
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il en résultera le triangle AC"C, rectangle en C"',
'dans lequel on connaîtra AC, côté calculé du triangle
ABC, et CC* , différence entre les lignes CC et
CC1. ou AA', calculées précédemment j on pourra par
conséquent calculer. AC" ou A'С'. Voilà donc le
triangle В А' С déterminé par ses trois côtés, comme
l'est le triangle BAC', dans le n° précédent."

44- En prenant arbitrairement les côtés BC et BA,
et suivant.la marche que je viens de tracer, on peut
calculer fé triangle A'C'B, dans la vue de connaître
l'angle CBA', formé par les lignes BC et BA' qui
sont, surle plan ABC', les projections des rayons visuels
BC et В A menés du point В aux points A et C.

L'angle CBA' compris entre ces projections, est
l'angle CBA réduit, du plan incliné dans lequel il
se trouve, au plan A'BC sur lequel on rapporte les
objets , et qu'on choisit communément horizontal. Je
donnerai dans la suite (62) une seconde manière de ré-
duire un angle d'un plan à un autre; mais le plus sou-
vent, comme les deux plans que l'on considère sont
peu inclinés entre eux, on fait cette réduction par
des méthodes approximatives beaucoup plus courtes :
on en a même dressé des tables.

Pour le présent je me bornerai à faire remarquer
que si on observait aussi au point A, les angles EACt

E AB, et que l'on réduisît par leur moyen Tangle
CAB à l'angle С A'В , puis que l'on calculât A1В,
en multipliant AB par le cosinus de l'angle ABA'
ou le sinus de l'angle DBA, connaissant alors immé-
diatement les angles CBA', С A'B et la droite A'B,
la détermination du point С rentrerait dans ce qui
a été dit au n° 4o.

La réduction au plan horizontal, n'est pas la seule
qu'on ait à faire aux angles observés : il arrive rarement
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qu'on puisse se placer aux points remarquables qu'on
choisit pour sommets des angles, et qui sont ordi-
nairement des pointes de clochers, des tours '. il naît
de là une nouvelle réduction qu'on appelle réduction
des angles au centre de la station. Il faut consulter
sur ce sujet, comme sur toutes les attentions minu-
tieuses qu'exigent les -grandes opérations trigonomé-
triques, l'Ouvrage de M. Delambre , intitulé Méthodes
analytiques pour la détermination d'un arc du méri-
dien, et les Traités de M. Puissant, déjà cités.

45. La troisième question que je dois résoudre ici, a
pour objet la détermination d'un point par l'obser-
vation des angles compris entre les droites menées de
ce point à trois points donnés; et elle se présente
comme un des moyens les plus commodes роиг placer
sur un plan ou sur une carte, un point qui ne s'y
trouve pas marqué.

Lorsqu'on la considère dans le cas le plus général,
elle se rapporte à la géométrie dans l'espace, et j'en
ai donné la solution graphique dans le Complément
des Èlémens de Géométrie; niais quand les trois angles
sont dans un même plan, il y en a toujours un qui est
la somme ou la différence des deux autres , ensorte qu'il
suffi.t d'observer ceux-ci pour en conclure le premier ;
et on peut ramener les autres cas à celui-là, en se
servant de la réduction des angles au plan horizontal ,
enseignée dans le n° 62.

La solution graphique de> ce cas consiste à décrire
«ur les lignes AD et AC,fig. 20, qui joignent les trois Fig.20,
points don-nés A, В, С, deux segmens de cercle
capables des angles BDA, CD A, observés au point
Cherché D, entre les points A et В, A et C. Les cir-
conférences des cercles se couperont d'abord au point
9iui leur a été rendu commun par la construction , et

4..
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ensuite au point'/? , qui sera évidemment le point dé-
mandé.

Je n'entrerai point dans la discussion des diffé-
rens cas que peut présenter le problème, relativement
aux diverses Mtüätions respectives des points donnés A,
В , С , et du point cherché D; je me bornerai à faire
remarquer que la somme des angles observés BDA ,
CD A , indique si l'on est placé dans le triangle ABC ,
on en dehors. Dans le premier cas , elle surpasse deux
droits-, dans le second , elle est moindre ; et si elle
était précisément égale à deux droits , on serait plaça
sur la ligne BC. Cela est trop facile à prouver pour
que je m'y arrête.. .

Voici une des manières d'appliquer à ce problème
le calcul trigonométrique. Les données sont les parties
du.triangle ß^C, et les angles observés BDA et CD A :
je ferai en conséquence
AB~a,AC—b, BDA— CL, CDA=ß, BAC=y ,
et je prendrai pour inconnues

ABD=x, ACD=y,
parce que ces angles étant trouvés , on en connaîtra
deux avec un côté , dans chacun des triangles BAD et
D AC dont on pourra alors calculer tontes les parties

. Cela posé, le* triangles BAD et D AC donneront
sin BDA : sin ABD \\ AB \ AD ,
sin CDA : sin A CD :: AC : AD ,

ou sin et : sin x ''. a ' AD =

smß
on conclura de là l'équation

a sin л b sin y
am Ä sin /3 '
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qui revient à

a sin ß sin x — Ъ sin л sin у = о.

Mais, dans le quadrilatère ABDCr on a

ACD = 4 a ngl. drohs—ADB—AD C—BAC—ABD,

à.' oùy = 4 angl. droits—a—$—y — x;

faisant pour abréger

4 angl. droits — *—ß — 7=^1

il viendra ^==^—x, et par conséquent

a sin/S sina: — b sin л (sin <Г cos a:—cos<S"sin;r)=:o;

divisant tout par sin x, on obtiendra

• я L • f • \ct№& р\a am/2—о sin а l sin**- cosj )=o,
\ sino; J

d'où ou conclura

cosa; a sin (8 + usin*cos9
= COt X = j—i : i .

sin x b si n a. siti e

Si on partage cette expression en deux parties, on aura

a sin (8 cos í1

i sin asinif sin «Г '

cosi/ o sin/3 . \
OU bien C0tor=-: PIT": ъ~Г г } >sm еГ \ô sm «t cos еГ /

ou enfin

.Voilà la question résolue, puisqu'avec l'angle x,
on a l'angle y.

Note sur le Nivellement.

Il est mile de remarquer comment, par le moyen du triangle
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Fig. to. rectangle AB A', fig. 19, on a de'ierminé, dans le n» 43, la baa-
teur AA' du point A au-dessus du point jf qui lui correspond
dans le plan A'CB; parce que si ce dernier est horizontal,
la ligne AA' est alors la différence de niveau entre le point A
et le теше plan, et par constituent aussi entre le point A et le
point B.

L'opération qui fait connaître cotte différence, est nommée
nivellement : clic s'exécute de plusieurs maniérée, suivant la na-
ture des inslrumens qu'on y emploie, et l'étendue des espaces que
l'on considère; mais son but est toujours de déterminer de com-
bien un point est plus élevé ou plus bas qu'un autre, dans
le sens vertical, ou perpendiculairement à la surface ter-
restre. Il existe des traites spéciaux de nivellement, auxquels je
renverrai le lecteur; mais je dois dire ici que depois qu'on possède,
dans le cercle répétiteur, on instrument portatif propre í mesu-
rer les angles avec la plus grande exactitude, on peut, comme
je l'ai indiqué n° 43 , trouver immédiatement: la difference de
niveau Je deux points, par la mesure de l'angle que fait avec la
verticale passant par,l'un de ces points, la droite qui les joint.

J'ai suppose' dans le teste les deux droites J)B et A A' paral-
lèles entre elles j mais cette circonstance n'a lieu pour les verticales
que dans un espace assez petit, à cause de la convexité de la sur-
face terrestre. En la supposant sphcrique, ce qni est Ь très-peu
près ex.ict, les verticales concourent an centre C, comme lu

Fie. ai niarquem les lignes AC et BC, fig. ai ; la ligne SA, perpendi-
culaire à £D, sera seulement tangente au point В Me la surface
terrestre, et la différence de niveau, «uivant la définition donnée
cr-dessus, «era Ал et non pas AA' j c'est-à-dire la différence entre
les'côtés .ßCet AC du triangle ABC, dans lequel on connaît
le côtii AB mesuré, le cûlé £Cégal au rayon moyen de la terre
et de 6 366 198 mètres, enfin l'angle В compris entre ces côtés,
et supplément de l'angle observé DBA- Cela pose, si on prend

BC=a, АС<=Ъ, AB = c,

on obtiendra (36)

й= l/rtj -f. c» — iac cos Ä;

et comme с est toujours fort petit à l'égard de a,' je donne à cette
expression la forme

( e=—ancrosAU ( ас / с д^"
£ = ач i-i !-- = л.;1-( ( cos B }\ .

\ л* j l а \за /J

Faisant ensuite, pour abréger, cos5=m, puis développant,
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la formule du binôme, il viendra

ста , e'm»

et la ligne cherche'e A*, étant e'gale à b — a, je supposerai 4 = a+f,
d'où il résultera , après la réduction ,

. cam»
f = cm — j h etc.

La quantité' m et ses puissances se calculeront facilement par

les logarithmes, en prenant — = cos ff, parce qu'alors

~ — cos В = cos B'— cos В = 2sin '••( В 4-Ä')sini (Д _ В').

Quand l'angle В est droit, la ligne BA se confond avec BA',-
«t si on considère alors le point «.', intersection de BA' et du
rayon AC, on a с =*. Ba.', et f devient лл', c'est-à-dire la distance
entre le point л' pris sur la tangente et le point л qui lui cor-
respond sur la surface terrestre, on la différence entre le ni-

veau apparent et le niveau réel. Dans ce cas m = — ; ainsi

c> r<
•Г=з __4.etc.,

20 о«'

ce qui fait connaître la quantité dont la snrface icrrestre s'abaisse
au-dessous de sa tangente, à une distance с du point de contact.

Le plus souvent on rapporte d'abord le point A en A', sur la
tangente В A', puis, a cause de la petitesse de l'angle C, on
regarde les droites AA' et Ал' comme se confondant, et on prend
pour Лл\а. somme des droites A A' et лл''.

On peut se passer de mesurer la distance AS, pourvu qu'on
observe l'angle EAB en même temps que l'angle DBA. On con-
naît alors , dans le triangle ABC, les deux angles A et A, sup-
plémens des angles observés , et on a (35)

Ъ — а_ tang Т ( А — В)-
6-r-íT

Faisant, pour abréger,'-^-i

trouve

or —— = i -b m + m1-)- etc. ( Elém. a'Algèb. ) :
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donc f — -iam í I -f- m -f- m' •+• etc. T.,

série très-convergente quand les angle« A et Iß approchent d'êtr«
droits. Le premier terme iam , suffira le plus souvent.

Quand on opère avec exactitude, il faut corriger les angles
E AB et DB Л de la réfraction «ru 'éprouvent les rayons de lu->
mière en traversant l'air, de^ jusqu'en В ï mais j'ai prirrcipale-
rnent rapporté les deux questions procedeu tes pour servir d'exemple
de l'application dec series à la resolution approches de certains cas
des triangles,
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CHAPITRE IL

De la Trigonométrie sphérique.

'/(S. J-JES triangles sphériques que l'on calcule ordi-
nairement , sont ceux que forment, sur la surface de
]a sphère, trois grands cercles qui se coupent deux
à deux. Un tel triangle détermine toujours un angle
trièdre j et réciproquement, d'un pareil angle on déduit
aussi un triangle sphérique. En effet, soit ABC,fig. 22, Fig. aa.
un triangle sphérique quelconque , et que l'on ait
mené de chacun de ses angles, au centre delà sphère
dont il fait partie , les rayons AS, BS , CS; les plans
jÎBS , ACS, BC$ , seront ceux des grands cercles sur
lesquelssont pris lesar es A B, AC, BC, côtés du triangle
proposé, et ces arcs mesurent les angles rectilignes
compris sur chacune des faces de l'angle trièdre S ABC,
entre ses arêtes SA et SB, S A et SC, SB et SC. L'in-
clinaison de deux plans se mesure, comme on sait, par
l'angle rectiligne formé par deux droites menées dans
chacun de ces plans , par un même point de leur com-
mune section, perpendiculairement à cette ligne: ilsuit
de là que si, par le pointé, on tire les droites AI&AK,
perpendiculaires l'une et l'autre z^AS, mais la première
dans le plan CAS et la seconde dans le plan BAS,
l'angle rectiligne IAK mesureraFinclinaison de ces deux
plans. Il est d'ailleurs aisé de voir que la ligne AI sera
tangente à l'arc AC, et que AK sera tangente à l'arc
ЛИ ', et comme on prend pour l'angle que forment deux
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lignes courbes, celui que comprennentles tangentes me-
nées au point où elles se rencontrent, l'angle JAK sera
donc, aussi la mesure de l'angle fait par les arcs AC et
AB. II en serait de meme.de chacun des deux autres
angles du triançle; les inclinaisons des faces de l'angle
trièdre S AB C ont donc la même me.-ure que l'angle cor-
respondantdu triangle sphérique BAC. Le triangle sphé-
rique et l'angle trièdre sont composés par conséquent de
six parties qui se correspondent, savoir : les trois côtés
du trianglequi répondentauxanglesdesarêtes de l'angle
trièdre,"et les trois angles du triangle qui répondent aux
inclinaisons réciproques des faces de l'angle trièdre.

Euler, qui s'estoccupéà plusieurs reprises de la Trigo-
nométrie sphérique, pour la présenter sous des pointsde
vue nouveaux, adonne, en 1779 (*), un Mémoire que
l'on peut regarder comme un traité complet de cette
branche de mathématiques. Sa forme, entièrement
analytique, m'a engagé à le présenter à mes lecteurs ,
en y faisant les changemens nécessaires pour ne l'ap-
puyer que sur un seul principe, et simplifier quelques
résultats.

47. Tout ce que j'ai à dire sur les triangles sphéri-
ques 'repose uniquement sur la construction suivante ,
qu'il est par conséquent important de bien saisir.

De l'angle С du triangle ABC, on abaisse une per-
pendiculaire CD sur le plan ASB, du coté В A opposé à
cet angle ; du point D on mène les lignes ED , DF, res-
pectivement perpendiculaire?, sur S.^ et SB; on tire les
lignes CE et CF, qui seront respectivement perpendicu-
laires aux lignes SA et SB (Geomét. ). Il suit de là

(*) Acta Academics Scieiitiarum Petrnpnlitanai, nnno i"9 5
pars prior ; voyez ausù Je Développement de la partie élémen-
taire des Matlièmatii/ues, par Bertrand. Genève, 1778. (ï. II j
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que les angles CED, et СИ? mesurent les inclinaisons
des plans CSA et CSff, sur le -planASB , ou, ce qui
est la même chose, donnent la valeur des angles A et В
du triangle sphérique AB С. Je désignerai dorénavant
les angles de ces triangles par la lettre placée à leur
sommet, et les côtés qui leur sont opposés, par'une
lettre semblable, mais prise dans le petit alphabet; ici,
comme dans le numéro 3i,le côté В С opposé à l'angle
•A, sera nommé a, etainsides autres. Le rayon des tables
étant supposé égal à l'unité, on aura alors

CE=.unCA=&mb, SE — cosCA=casb,
Cf=sm CB •= una , SF = cos CB ==з cos a.

Dansle triangle rectiligne ££>.£, rectangle en D, etdont
l'angle CED=A, on trouvera

CD = CE sin CED = sin b sin A,
DE = CE cos CED = sin Ъ соа А.

Par le triangle rectiligne CDF pareillement rectangle
enD, et dont l'angle CFD = В, on obtiendra

CD = CF sin CFD = sin a sin В ,
DF = CF cos CFD — sin a cos B.

Les deux expressions de la ligne CD, étant égalées
entre elles, donnent d'abord

sin b sin A — sin a sin В (А) ,

résultat qui est, par rapport aux triangles sphériques,
l'analogue de celui du numéro За.

Il est évident qu'on doit avoir de même Jes deux
équations suivantes :

sin с sin A=x sin a sin С ,
sin с sin В = sin b ein С,

Maintenant, par le point E , }e mène EG perpen-
diculaire sur SB, et parle point D, je tire DH parallèle
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à SB • ie forme de cette manière un triangle rec-
tangle HDE, dans lequel HBD •=. ASB, puisqu'on
retranchant l'angle CES de l'angle dcoit SED, on a
pour reste HED, et que l'angle ASB on ESG estaussi
la différence entre un angle droit et l'angle GES. De
la résolution du triangle EHD, on déduira par con-
séquent

HD = DÊ sin DEH=: DE sin с = cos A sin b sin с ;

mais 5^ = cosa = SG+ GF=SG + HD, et SG
= S£ cos ESG = cos b cos c : on aura donc

cos a — cos b cos c + cos A sin b sin c,

équation qui exprime la relation qui existe entre le
côté a, les deux autres côtés ò et c, et l'angle -qu'ils
comprennent.

liest é-vident qu'en considérant en particulier chacun
de ces derniers , on trouvera.de même deux équations
semblables á la précédente; et l'on formera de cette
manière, entre les six parties du triangle ABC, les
trois équations

cos q. = cos b cos c -f- cos A sin b sin c J
cos b — cos a cos c + cos B sin a sin! c \ (B).
cos c = cos a cos b -f- cos C sin a sin b)

48. Ces trois équations renferment implicitement l'é-
quation (A). Pour s'en convaincre, il suffit de prendre
les valeurs qu'elles donnent pour cos A , cos Б, соз С,
et les substituer dans les équations

sin Л* = ï — cos A1

sin B* = г — cos Ä'a

sin С" = i — cos О.

On trouve par la première de celles-ci,
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; yo cosa2 — o cos a cos è cos c -J- созЬа cose»
sin 6a sin c2

sin &' sine' — cos a* -f- я соз a cos b cos с — cos Ъ* cos с*

sin Z»a sin са

í-' COSA") (i-, cose»-) — соаб'созс3 — cosa'-f-acosgcos&cosc
sin è2 sin с*

l — cos a" — cos ia — cos c* -f" 2 cos a cos b cos c
sin 6a sin c" , '

multipliant les deux termes de cette fraction par sin a",

et prenant ensuite la racine quarrée ; on obtiendra

gin á _ .,:__ ., Vi — cosa* — cost" — cosc"-f-3cosacoeècosc
sin a sin b sin с

Si , pour abréger , on représente par M la quantité qui
multiplie sin a dans le second membre de cette équation,
on aura sin A = M sin а :

on trouvera de même

sin 5 =: Д/ sin & , sin С = Л/ sine;

et par l'élimination de M, on retombera sur les équa-
tions(A). Il est à proposde remarquer que les trois côtés
a, b , с, entrent tous de la même manière dans l'expres-
sion de M, car c'est pour cela qu'elle est commune aux
Valeurs des sinus de chacun des angles (*).

Les équations (5) suffiront donc pour résoudre Un

(*) En désignant par N \e numëratenr de la quantité M , par y,
f ,A , trois arêtes continués d'un tétraèdre quelconque , et par a , b,
c, les trois angles qu'elles foi ment , il rcsuhe d'un Mémoire
rt'Euler, que le volume de ce tétraèdre est égal à .%a,ßy x ^N , et que
j 7V revient a

\Ain j (и-Цб+с) sin j (я-Ь Ь — c)sin}(a + c — b]sm \(b-\-c — a).

Dans le tetrai'-dre SAHC, a =^ =•).= i ; son -volume est donp
*gal ii i JV( Voyez Jps Novi Commentera Acad. Petrnpolilanœ ,
T. IV, pag. 160 , et 6« gabier du Journal de CEcole Polytech-
nique, pag. 370 ).
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triangle sphérique quelconque , lorsqu'on connaîtra troi*
de ses parties, en observant que le sinus et le cosinus ne
doivent être regardés que comme une seule inconnue ,
puisqu'on peut toujours exprimer l'un par l'autre.

L'application des équations (.0) aux difierens cas qui
peuvent se présenter , devient plus facile , au moyen de
quelques'transformations que je vais effectuer.

49. On peut y changer les angles dans les côtés qui
leur sont proposés, et respectivement , en observant de
donner le signe — -aux cosinus. Pour le prouver , il faut
éliminer cos a des deux dernières , au moyen de la pre-
mière ; on trouvera

cos b = cos £cosc"-f- cos Акт b sin с cosc-f-cos .ßsinasinc

En substituant dans ces résultats j — sin c3 à cos c2,
i — sin è" à cos b", ils se réduisent; le premier devient
divisible par sin с , le second par s'm b , et ils peuvent
ensuite s'écrire ainsi :

cos ß sin с = cos Ъ sin с — cos A sin 6 созс •)
cos Csina = sin ÃCOSC — cos A cos ò sin c j*

Si oumultiplie la deuxième de ces équatione par
qu'on l'ajoute à la première , et que l'on substitue
ï — sin A* au lieu de cos A1, on obtiendra

sin a ( cos B -f- cos A cos С ) = sin A* cos Ъ sin c j

maisilsuitdee équations (Ä) que sin csmA= sin a sin С;
faisant la substitution de cette valeur dans le second
membre del'équation ci-dessus, elle deviendra divisible
par sin a , et on aura pour résultat

coe B -f- cos A cos С = cos Ъ sin A sin С ,

ou , ce qui est la même chose ,

cos В — — cos A cos С + cos Ь sin .//sin С.
En rapprochant cette équation des équations (B) , ou
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voit qu'elle se déduirait immédiatement de la seconde ,
en changeant les grandes lettres en petites, et récipro-
quement, et en affectant tous les cosinus du signe—.Eu
efEet, en opérant ainsi, il vient

— cos В i= cos A cos С— cos Ъ sin A sin С,

équation qui rentre dans la précédente lorsqu'on en
change tous les signes.

La relation qu'a l'angle В avec les deux angles A, С,
et le côté b qu'ils interceptent, existe nécessairement
dans chacune des combinaisons semblables d'angles et
de côtés : on a donc en même temps les trois équations

cos A = — cos B cos C -f- cos a sin В sin C\
cos В =— cos ̂ cos С -f- cos b sin A sin C> ... (B').
cos С = — cos A cos B -f- cos с sin A sin В)

5o. Il fautremarquer qu'en prenant les cosinus néga-
tivement , on passe des arcs a, bt c, et des angles A, B, Ct

à leurs supplémens, puisque — cos A= cos ( 2'— A ) ,
— cos a := cos (a*—a), et ainsi des autres (a3). Si on
substitue ces valeurs dans les équations ci-dessus, en fai-
sant , pour abréger ,2' — A = A', 2'— о = a', etc. elles
prendront la forme

cos A' = cos B' cos C' -f- cos a' sin B' sin С"}
cos В' = cos A' cos C' -f- cos V sin A' sin С > ;
cos С =cos^' cos S' -f- cos c' sin ̂ sin ß'j

équations parfaitement semblables aux équations (Б), et
qui appartiennent par conséquent à un triangle sphérique
dont les côtés sont A' , B', С , et les angles a', b'', cr.
Un tel tr iangle a donc ses angles mesurés par les supplé-
mene des côtés du triangle AfiC, et ses côtés mesurent
les suppJémens des angles du même triangle : il est dési-
gné , dans les livres de Trigonométrie, sous le nom de
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triangle supplémentaire ; et on prouve que les sommet*
de ses angles sont les pôles des côtés du premier, et
vice versa.

5i. Les équations obtenues dans le n° 49 , sous la dé-
signation (C), qui renferment cinq parties du triangle
sphérique ABC, peuvent se transformer en d'autres qui
n'en contiennent plus que quatre. Il faut pour cela subs-

,. j . j i ., sin b sin A
tituer, au heu de sm a, dans la première, :—-^—,

. j , j sin с sin A.. . cos p
et dans la -seconde. —:—-— (47), et comme -—- =

sm С ' sm p
cot p, (fn trouvera alors

cos b sin с — cos A sin b cos t\
cot B = •- . • .— 1

sm A sm b l - -^
_ sin b cos c — cos A cos Ъ sin ci ' '

COt С = : —. l
sin A sin c j

II est facile de former, à l'inspection de ces valeurs,
toutes celles qui leur sont analogues, en y permutant les
lettres d'une manière convenable j mais il importe sur-
tout de remarquer que puisqu'elles sont déduites des
équations (B), on y pourra changer de la même manière
que dans celles-ci, les côtés en angles, et réciproquement .
en effectuant les cosinus et les cotangentesdu signe con-
traire à celui qu'ils ont, et il viendra

. cos B sin C+' cos n sin B cos
cot b = ^ r—=

sm asm В , ,
sin В cos C-4- cos a cos В sin C(' ""* ''

COt С = :-• . ,, : »
sin a sin 6

5a. Les cinq systèmes d'équations (A), (B), (B'),(D),
(D'), donnent immédiatement la résolution de tous les
casquepeut offrir un triangle sphérique quelconque. Lç>

premier
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premier exprime la relation qui existe entre les angles
«t les côtés opposée.

53. On tire du second , les formules suivantes :

cos a = cos b cos c -f- cos A sin Ъ sia c "j
cos Ъ •=. cos a cos с -4- cos В sin a sin c V ,
cos с = cos a cos ô + cos С sin a sin Ъ )

cos a — cos Ъ cos сч

: j—.
sm 6 sin с

cos Д — cos a cos cT
: —.

sin a sin с
cos с — cos a cos ti\

cosC=
nin a sin b

dont les trois premières font connaître un côté par le
moyerï de deux autres et de l'angle qu'ils comprennent ,
et dont les trois dernières donnent les angles par le
moyen des côtés.

б^. Le troisième système produit , de même que le
précédent, six formules, qui sont :

cos A-=. — cos B cos C -f- sin B ain С cos a
cos B = — cos A cos C -f- sin Л? sin C cos Ъ
cos C = — cos A cos B + sin A sin В cos c

cos A -t- cos B cos С
сое а —

сое £> =

cos с =

tin JS sin С
cos £ -f" cos -A cos C

sin A sin C
coe C -f- cos .y/ cos Â

sin A An ß

Les trois premières feront trouver un angle, lorsque
l'on connaîtra les deux autres et le côté qu'ils com-
prennent; les trois dernières donneront chacun des côtés,
lorsque tous les angles seront connus.

Trigonométrie. 6* édition. 5
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55. Le quatrième système, en y faisant toutes le»
permutations possibles, donne les six formules

. cas a sin b—cos C sin, a cos Ъ
COt í = —

cot B =

cot A-=.

cot C =

cotB =

sin C&inA
sin a cos Ъ — cos С cos a sin &

sin C'sin Ъ
cos a sin с — cos A sin a cos с

sin 5 sin a
sin n cos (±— cos B cos c sin с

sin /Ï sin с
cos Ъ sin c— cos A sin Ь соя с

sin ./Í sin b
f, sin Ъ cos с — cos Л сов Ъ км с
• ~~r sm A sin с . '

par le moyen desquelles on déterminera deux de» angles
d'un triangle sphériqúe, lorsqu'on connaîtra le troisième
angle et les côtés qui le comprennent.

56. Le cinquième système enfin conduit aux six for-
mules suivantes :

сое A sin B + cos c sin A cos В
cot cr = r1—: ;—

sm c sin A
, sin Л cos B -f- cot ecos A siri Z?

cot Ъ = . . òsin с ьт ß
cos vi sin C-f- cos Ъ sin >í cos С

cot a = -̂ T--—;em o sm Л
sin ^í cos C 4- cos Ь cos Л sin С

cot с = . . , . ^
sin о sin С

*, cos5 sin C+cos a einBcosu
cot b =

cote =

sin a sin В
sin .ßcos C-\-

sin a sin С



DE T R I G O N O M É T R I E . G/

qui serviront à déterminer deux des côtés d'un triangle,
lorsqu'on connaîtra le troisièhie et les deux angles entra
lesquels il est compris.

67. Les formules conclues des systèmes, (Zî) (Z?') i
(D) et (£>'), (53 — 56), méritent la plus grande at-
tention , tant par leur élégance que par la propriété
qu'elles ont de faire connaître si l'arc ou l'angle qu'elles
expriment est moindre ou plus grand qu'un quadrans
ou qu'un angle droit, propriété que n'auraient point
les expressions des sinus des тегцез arcs. En effet,
le sinus d'un arc étant le même que celui du supplé-
ment de cet arc , tant par sa valeur que par son signe,
toutes les fois que l'on ne connaît que le sinus d'un
arc, il n'est pas possible de savoir si cet arc doit être
plus petit ou plus grand qu'un quadrans ; mais lors-
qu'on a le cosinus ou la cotangente, et qu'on saitd'ailleurs
que cet arc ne peut être égal à la demi -circonférence ,
ce qui est le casdes côtés des triangles sphériques et des
arcs qui mesurent leurs angles, on voit par le signe du
résultat, si l'arc cherché est compris ou non entre ï ' et tf :
le cosinus et la cotangente ont le signe — dans le pre-
mier cas, et le signe -f- dans le second. Si donc on a soin
de donner aux quantités connues qui entrent dans les
formules rapportées ci-dessus, les signes qui doivent les
affecter, d'après la valeur des arcs auxquels elles ap-
partiennent , le signe du résultat fera connaître l'espèce.
du côté ou de l'angle cherché ; c'est-à-dire s'il est plus
petit ou plus grand qu'un quadrans, s'il est aigu ou
obtus.

58. Ces mêmes formules se simplifient beaucoup lors-
que le triangle proposé est rectangle ; c'est-à-dire lors-
qu'un de ses angles est droit. En effet, si l'on suppôt*
que С = ï*, on -aura

5..
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et il viendra

cos c := cos a cos b (53)
cos Л cosß . ,_ ,.

cos с =: - — -—. — - = cot A cot B f 54)
sm A sin B ^ *'

cos A = sin B cos a ï .
cos B = sin ji cos ô j
sin с = sin с sin A , sin 6 = с sin 2? (4?)

, cos B
cot 6 =

cot a =

cot c =

cot с =

sinusin ß
cos A

co&b ccisA
sin b

cosa COSA
sina

(56), d'où

tange = sin a tangi?

tang a= sin b tang^

tang b = coarA tang c

tang a = cos B tange

et en ne prenant, parmi ces formulée, que celles qui
diffèrent essentiellement, on aura le» six que voici :

cos c = cos a cos b
cos c = cot A cot B
ein a •=. sin c sin A
tang a = sin b tang A
tang a =± cos B tang c
cos A = sin Б cos a,

qui, par les renversemens dont elles' sont susceptibles,
suffiront pour résoudre les triangles sphériques rec-
tangles en C, et dans lesqueble côté c}1opposé à l'angle
droit, se nomme hypoténuse, aussi bien que dans les
triangles rectilignes. On obtiendrait des formules ana-
loguespour lle cas où le triangle sphérique proposé au-
rait un de ses côtés égal au quadransj mais je ne m'y
arrêterai pas.
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5g. Pour pouvoir appliquer commodément les loga-
rithmes aux calculs des triangles sphériques, H faut trans-
former les formules des n°' 53 et 54 , en d'autres dont le
numérateur et le dénominateur soient décomposés en
facteurs ; et c'est ce qu'Euler a fait d'une manière aussi
simple qu'élégante.

» TV « . t cosa — cos b cos c
i . De l expression cos Л = - : — r—, - — — .

5Ш08ШС

comprise parmi celles du n° 53 , on tire
c o s f b — c) — cos'
- ^ — r*-.

sm о sin с
cosa — cos f t-4-c)

, c o s f b — c) — cos'a , .
ï — cosA = - ^ — r*-. -- (u)sm о sin с

. .
i -f- cos A = . -,

sm b aia c

d'où il suit . à cause de -- 3 =; tans. î A* (27).ï + cos A ° '
, . cos (A— c) — со? e

tang i A1 = - ^ - - LTT~, — ч i&" cosa — cos (i -f- c)
maiscosp — coso= —

an» ' J— \ /ainJC*— -c+a) sin ï 0>— c— a)an e ̂ л =\/ -: — r-, — , , , — r~: — p; - . • ^.°* V gin£(a+6-f c)emi(a— 6— c)
En opérant ainsi sur lea autres expressions du même
n" 53 , on parviendra à des résultats semblables.

a". Prenant dans le n° 54 1 l'expression
cos A -f- cos B cos C

COS a =S - ; - =— : — TÏ - *em B «n C
on en déduit

cos ( В + C) -f- cos Л
sin j5 sin С •*

cos Л -f- cos (В — С )
l -f COS О = - : - D . X - - ,sm B sm C '

,, , . V cos (^+ Q-f cos^
d'où tai)giaä = -- ^P ^ T - vi• ° cos (Â — Q + cos ^í л
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donc tanz '«-* /donctan6ï«_

formule que le signe — du numérateur ne rend pas ima-
ginaire, parce que l'arc A -f- B -f- C surpassant un qua-
drans , a son cosinus négatif (*) .

3°. Les expressions du n° 53 donnent aussi

cos a — cos b cos с =г sin Ь sin с cos А
cos ô — cos a cos с — sin а sin c cos 5 ;

et divisant la première de ces équations par la seconde,
en observant que , d'après les équations (A) , on a

sin b sin В
sin а sin A'

с - • - ; -
(*) Euler, pour donaer plus d'uniformité k ses résultats, em-

ploie toujours les langeâtes desates 'л déterminer ; mais on peut ,
dans ce qui precede ', arriver un peu plus simplement au sinus.

1°. On a ï — cos A= a sin - A* (aj), et par la formule

cos p — cos g = -~ a sin ±(p + q ) sin i (p — < / ) ,
on »опте

cos( Ь — с) — соаа = — asin ^ ( Ь. — с+а~) «in i (Ь—с — а) ;
on, en changeant le signe de Гэг(: Ь — с — a et de sou sinus,

cos (Ь • — с) — cos tf= a íin 5 (й-г-4 — с) sin í (а-t-c — Ь) ;

mettant ces valeurs dans celles de ï — cos A , et prenant la racine
quarre"e de chaque membre, il vient

t /»'"К — с.) «in т (a-hc — Ь)
'«in i sin с

a°. Si on observe de même que
i — cos a = a sin -J a»,

tt que l'expression de cos д-í- cos q donne

cos (B+C) -f cos A = a cos j (B+C+A) -t- cos • (B+C—A),

un trouvera

sin i a = »/ :—=—;—7,
siu B sm C
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on trouvera

eos a — cos b cos с sin В cos A
cos b — cos à cos c sin A cos B

Sil'on ajoute ensuite l'unité à chaque membre de cette
dernière, elle deviendra

cosa—cos Ъ сое с . sin B cos A .
l -J ; = l H- ; V 5 >

COS О — COS Я COS С МП Л COS D

et on la changera facilement en

(cos a -f- cos и) (ï — cos с) sin ( A-\-B~)
cos 6 — cos a cos c sin.//cos jß

par la réduction des deux termes de chaque membre au
même dénominateur.

En retranchant l'unité au lieu de l'ajoute*, on aura

cos.q-—cos b cos с • , ain .gcoe A-
cos b — cos a cos с sin A cos 9

d'où l'on tirera , , - , , . r

(cos <z — cos £) (ï -f- cos c) sin (4?r— -^ )
coa 6—-; cos a cos с. sinjicosß

Divisant ça résultat par Je précédent, il viendra

cos a -r~ со* i . • »i -4- P0*1 e яй C ̂ -" А •) '_г

cos a -f- coe.Ã

çps a — cos b
cos g. -J- cos b

i + cos c

et comme, d'après le tableaQ de la page 3o,

- = tang l (& -fa) tang \ {b—а) ,

• = cot i с»,
l - COS C

bin j г=

ou trouvera
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tang { (b — tz) tang i (b + à) cot i c»
_ sin | ( B— A} cosl(B — Ã) . .
~~ sin i "" ^-

Maisenajontant et en retranchant successivement l'unité
i ï л , ч „, „. ein ô sin B
á chacun des membres de 1 equation r-"- =-т^— ;,1 sin а пи А
puis divisant les deux résultats l'un par l'autre , on
parvient à Téijuàtiotf

sin b — sina sin В — sin A
sin b + sin a sin B -f- sin A '

qui peut être transformée ainsi:

par les formules-dû tableau dé la page Зо : multipliant
donc entre elles, membre à membre , cettfr équation et
l'équation (a) , en observant que

on obtiendra

extrayant la racine de chaque membre, il viendra

et divisant l'équation Ça) par cette dernière , on aura

En se rappelant que. -^-i-rîAtaDg^ (9), on déduira des

deux équations ci-dessus , les expressions
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qui feront connaître deux côtés d'un triangle sphérique ,
dont on aura le troisième côté et les deux angles entre
lesquels il est compris, puisqu' en désignant par V et a',
les valeurs des arcs b + a et b •— a , il en résulte

4°. En prenant encore dans le n° 54 , les équations
cos A + cos B cos C = sin B sin С cos a.
cos 5 -f- cos A cos С = sin A sin C cos b ,

et divisant la première par la seconde , on trouvera

cos A -f- cos B cos C sin B cos a sin i cos а
cos Z? + cos ̂  cos C sin A cos 6 sih а cos ô*

Ajoutant et retranchant successivement l'unité à chacun
des membres de celle-ci , puis divisant les résultats l'un
par l'autre , on en conclura comme ci-dessus ,

cos A — cos B - i — cos C s i n ( & — а)
cos А + соя Б ï •+- cos С sin ( b -f- а ) '

tangi ( В— А ) tang i ( B -f А ) tangi С*
_ sin И б— а) cos j ( b — a)
"~ sin £-- Л ' '

„ , ^ sin b — sin a sin B — sin A
et comme l equation - — ; — — : -- = -r — •%-- — : - ;

sin b -\- sm a sm B -f- sm л

employée dans la transformation précédente , peut
s'écrire airjsi ,

tang Ä(Ä-,0 cot0
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eu multipliant et en divisant par cette dernière, l'a-
quation (A)-, on trouve enfin

formules qui remplaceront les précédentes , lorsqu'on
connaîtra deux côtés et l'angle qu'ils comprennent.

Go. En prenant toutes les variations dont les formules
trouvées ci-dessus sont susceptibles, on aura

t.ne , * _ . /«". j- (a
б » V sin iC

sin

;—a) sin £ (e -f-è—c)

с—а)

cos +£—

, , . /—
г O —V - С"— iT)COíi(/f+fi--C)

t, . _, У-cosi (^+ А'— ОсоцК^+ '̂+с
taDg ' c - V ^^K^+c-^cosKß+C'-^)

(*) Ponr tirer ces formules de li-jirs analognes du numéro prece-
dent , il faut 'observer que л — ß — y = л — ( ß -+y }, etíjue
»in (p — <?)=; —sin ( ï?—/)) , cos (p —i)= cos ( ? — P ) -
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b — a
tang

b+a л соз1(Я
tang —•— = ta»"T - *• î-i—

с __i sin i ( С—
tang — = tang ia_

,tang — = tang ia cos

a— с
tang_ =

_ _ _ _

= co4C!iLK^>
а . sm ^ (o 4r a)

5+^/ , r o s i —tang — -!-— = cot l C -0 a

C— B ,tang - = cot 1
2 sin |

C-f-fi , _ cos

: , n cos KC— O
tang —— = cot i 5 - - г--э a cosi

Des douze dernières formules on déduit les suivantes ,
qui servent à trouver le troisième angle ou le troisième
côté d'un triangle dans lequel on connaît. deux cô.tés et
les angles opposés.
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«í «=

Si l'on joint à ces équations , les équations (A), qui
lervirontdansle cas où l'on connaîtra deux côtés et l'un

(*) Ce« formules, et les précédentes, sont connues soûl le nom
A' analogies de Népei; parce qu'elles se déduisent des règles donnée«
par ce géomètre pour résoudre les triangle« &y\KW{aiis(Logarilhmo-
rum canonis descriptio ).
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des angles opposés à ces côtés , ou bien deux angles et
l'un des côtés opposés à ces angles , on aura tout ce qu'il
faut pour résoudre un triangle sphérique : ce qui précède
peut donc être regardé comme formant un Traité com-
plet de Trigonométrie sphérique. En combinant entre
elles les diverses formules obtenues successivement ,
on en pourrait déduire beaucoup d'autres d'un usage
très-fréquent dans les calculs astronomiques : on doit ,
dans ce genre à M. Delambre , des résultats très-
élégans et très-nombreux , et des applications impor-
tantes des méthodes approximatives , ou des séries. , aux
cas qui en sont susceptibles.

Récapitulation des formules nécessaires pour résoudre
un triangle sphérique quelconque.

Ci. En négligeant les variations que peut présenter
un même cas . on ne trouve que les six suivans :

1°. Connaissant les trois côtés ( a , b, c) trouver
un des angles (A).

' A - t Л1"И« + 6-фтКа+с-6).
î —V eini<ft + c — a)8itiA(a+i-f-c)*

a°. Connaissant les trois angles (A , В , С ), trouver
un des côtés (a).

i a- 1 /
а V — В)

.
^ J'

(*) An lieu de cette formule et de la précédente, on emploie
souvent celles-ci :

(in -1- A => i /s'°^(" +Ь— сЬ'п^(д-Нс — Ь)
V sin b bin с

sin I a = y/I

obtenue» dans la note de la page 70, et qui «ont analogues à cell»
dont on fait usage pour le cas semblable de la Trigonométrie ttc-
tiligne (38).
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3°. Connaissant deux côtés ( b , c ) , et l'angle corn—

pris (A) , trouver les autres angles ( В , С ).

Pour trouver ensuite le Ъ'т''со1е (а) , voyez la for-
mule du 6"°e cas.

4°. Connaissant deux angles (В, С) , et le côté com-
pris (a) , trouver les autres côtés ( b , c ).

Pour trouver ensuite le 5eme angle (A) , voyez la for-
mule du 5eme cas.

5°. Connaissant deux côtés ( a , с ) et un angle ap-
posé (C) , trouver l'autre angle opposé (A).

sin a sin С
sm

sin с

6°. Connaissant deux angles ( A , С ) et un côtéop-
jsé (c) > trouver l'autre côté opposé (a).poíé

sin c sin А
sm a ~ •

sin С

Pour trouver ensuite , dans ces deux derniers cas ,
Tangle (B) et le côté (b) compris l'un entre les côtés ,
t autre entre les angles , donnes ou calculés, on chan-
gera dans les formules du 3<me,et du 4'mt cas i b en a,
В en A, et réciproquement; il viendra
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où tout est connu , à l'exception de cot £ 5 et de
tangj 6 , qui seront par conséquent déterminées.

Au moyen de cette récapitulation et de celle qui
se trouve sur la page 68, rien n'est plus aisé que de
résoudre un triangle sphérique quelconque , en appli-

quant, d'après les énoncés ci -dessus, les lettres^,
В, С, а, b, с, aux angles et aux côtés donnés et
cherchés. Le Calcul arithmétique s'effectue par l'addi-
tion et la soustraction des logarithmes , de la manière
indiquée dans les exemples rapportés au n° 3g ; seule-
ment on n'y emploie que la table des logarithmes des
lignes trigonométriques , puisqu'il ne s'agit que d'arcs
de cercle.'

Lorsque , dans les quatre premiers cas , les cir-
constances de la question laisseront douter si les arcs
ouïes angles cherchés valent plus ou moins du quadrans
ou d'un angle droit , on lèvera la difficulté en recourant
aux expressions des cosinus et des cotangentes des incon-
nues (67). Mais dane les deux derniers cas, il peut ar-
river que la question proposée soit susceptible de deux,
solutions, et l'on s'en assurera aisément en étudiant la
manière de construire un angle trièdre , lorsqu'on con-
naît deux de ses faces et l'inclinaison de l'une d'elles sur
la troisième , ou bien lorsqu'on connaît les inclinaisons
de deux faces sur la troisième, et l'angle des arêtes
qui déterminent l'une des premières. Je ne saurais en-
trer ici dans ces détails (*) ; mais en voici du moins
les résultats. _

(') II faut ' consulter le Développement nouveau de la partie
élémentaire de Mathématiques de Bertrand, tom. II , Trigono-
métrie, section V, ou se» Elément de Géométrie, 3*ms partie.
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i°. Le triangle sphérique ne peut exister que d'une

seule manière avec les données a, с et С,
lorsque С = if

С < if, a < if, с > a
С < if, a > !», с > з'— a
С > if, a < i», c < а» —о
С > !f, ' û > if. с < а,

et il est susceptible de deux formes,
lorsque C < if, e < if, c •< a

С < ï», a > if, ' ç < af—e
С > ï», a < ï», с > af— a
С > il, a > i», , с > a
С <ou> i» a = if.

а°. Avecles données.^, Cetc, il ne peut avoir qu'une
forme,

lorsque с = il
с > if, A > i», C < Л
с > if, Л < ï», С < af — Л
с < if, Л > 1% С > af — A
с < if, Л < И, С > Л

et il en a deux quand

с > ï», А > i», С > Л
с > if, Л < ï«, С > af— Л
с < И, Л > ï', С < af— A
с < ï», Л < ï», С < Л
С <OU>lf, Л = 1».

6а. Pour donner une application de la Trigonométrie
sphérique , je choisirai le problème suivant : connais*-

Fig. aï. sont un angle M SN, fig. a3, mesuré dans un plan incliné,
et les angles que font avecuneverticaleSS', les côtés SM
et SN dupremier, trouver tangle M'S'N' /ormii Wr le
plan M'S'N',' horizontal ou perpendiculaire à S S', .par
les projections M'S' ei N'S' ci« ugn« MS eî-NS.

Les
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Les trois lignes SS', S M et SN ' , déterminent un angle
trièdre dont le point S est le sommet, dans lequel on con-
naît les trois angles plans MSN, MSS'et NSS'\ et puisque
la droite SS' est perpendiculaire sur le plan N'S'M', elle
est aussi perpendiculaire sur chacune des lignes M'S',
NS', situées respectivement dans les р!апзУ5Лг, S' SM,
etformantparconséquententfle ellesunàngle égal àcelui
qui mesure l'inclinaison de ces plans: le problème proposé
revient donc à déterminer cette inclinaison. C'est ainsi
qu'il se trouve résolu par des opérations graphiques, dans
l'Essai deeéomélrie s>ur les plans et lessurfaces, ou Com-
plémentdes Elément de Géométrie , n° 41.

Mais on peut obtenir l'angle cherché en le considérant
comme faisant partie du triangle sphérique BAC formé
parles cercles résultans dessections que les trois plana
MSN, S'SM, S'SN, feraient dans une sphère dont la
centre serait en 5 , et dont le rayon serai t égal à celui des
tables. On a dans ce triangle les côtés Л fi , AC, DC, qui
sont les mesures respectives des angles donnés I\'SSr,
MSS', MSN; et l'angle demandé e,-t précisément
l'angle A : il se trouvera donc par la première règle
du numéro précédent.

Comme exemple de calcul , je suppose qu'on ait
observé

l'angle MSN de o'.ySg/ = BC ,
l'angle S'SM de o',5.qi3 = AC,
l'angle S'SN de о*,654а = Aß.

Ces angles représentant les côtés d'un triangle sphé-
rique dont on cherche l'angle A , je fais ,

a =0^,7597, А=

et j'emploie la formule

Trigonométrie. 6* édition,
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(a + b — с) sin ̂  (a+c — S)
Sin ï Л — \/ - : — г— : ---

sm o sin с
ï ^ . /sin i
ï Л — \/

V

("note , page 77 ).

Les arcs £ (ú -f- и — с), i (л -f- e — è) se forment en
faisant d'abord la demi-somme des trois côtés a , b ,
с , et en retranchant ensuite chacun des côtés qui ren-
ferment l'angle cherché (38) ; puis on prend les lo-
garithmes des sinus de ces côtés, les complémens arith-
métiques des logarithmes des sinus des restes , comme
le montre l'opération ci-dessous.

0^7697
o,5gi3
о ,654з

Somme. 2^0062
Demi-somme. i',oos6 i',oos6

o,5gi3 0,654»

ï" reste. o»,4n3 a"11' reste. o',3484
1. sin oi,4ii3= 3,7796340
1. sin 0^3484 = 9,7162989

Compl. arith. du 1. sin o',5gi3= 0,0964168
Coiupl. arith. du 1. sin o?,654s = 0,0674914

Somme. 19,6698411

log sin ; Л — 9,8299206,
qui, dans la table , répond à o',47254 = ï -d; et
en doublant cet arc on trouve A =o',g45o8 , ou seu-
lement ̂ / = 0^,9451 , en se bornant à quatre déci-
males : tel est l'angle M'S'N' correspondant à la va-
leur donnée pour l'angle MSN.
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CHAPITRE III.

De f application de l'Algèbre a la Géométrie.

63. .L/APPLICATION de l'algèbre à la géométrie a d'a-
bord pour but de faire servir les opérations algébriques
à combiner ensemble plusieurs théorèmes de géométrie
pour en déduire des conséquences. C'est ainsi que dans
les deux chapitres précédens }e suis parvenu aux prin-
cipales formules de la trigonométrie rectiligne et de la
trigonométrie sphérique. Un théorème qui établit une
relation entre plusieurs lignes d'une grandeur définie ,
jAut toujours s'exprimer par une équation; et toutes les
transformations qu'on opère sur cette équation , étant
•traduites en tangage ordinaire, donnent des énoncés qui
sont des conséquences duthéorèmeduquelon^st parti :
mais ce point de vue n'offre qu'une très-petite partie de
ce que doit embrasser l'application de l'algèbreàla géo-
métrie. Cette branche des Mathématiques , considé-
rée en général, ne ее borne pas à la recherche des pro-
priétés de l'étendue par le moyen des procédés algé-
briques ; on y voit encore comment on peut repré-
senter par ces propriétés tout ce que signifie une
expression algébrique quelconque, ramener aans cesse
les constructions des figures aux opérations de calcul et
revenir de celles-ci auxpremières: c'est ce que montre-
ront successivement les diverses questions traitées dans
ce chapitre.

L'écriture algébrique, si utile pour exprimer les con-
6...
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ditions des problèmes qui regardent les nombres, n'estpas
moins commode pour ceux qui ont rapport à la géomé-
trie. Ces derniers peuvent se mettre en équation comme
les premiers , dès qu'on est parvenu à trouver dans leur
énoncé la relation des inconnues et des données ; mais il
faut pour cela appeler à son secours quelques-unes des
propriétés de l'espèce de grandeur que l'on considère.

64. Par exemple , puisqu'un triangle est déterminé
par la connaissance de ses trois côtés, son aire doit l'être
aussi par ce moyen, et l'on peut se proposer cette ques-
tion :

Connaissant les trois côtés d'un triangle, trouver Г ex-
pression de son aire.

L'aire d'un triangle étant égale à la moitié du produit
de sa base par sa hauteur, on voit d'abord que la ques-
tion se réduit à déterminer la hauteur-, et en abaissant

Fig. 14. dansle triangle ABC,Jig 14, une perpendiculaire surMe
côté AC, on forme deux triangles rectangles , qui fcmr-
nissent des relations ejitre les côtés AB, BC, la per-
pendiculaire BD, et les segmens AD et CD , faits par
cette perpendiculaire.

En effet, si on désigne par с, с', с", les côtés AB, BC,
AC, du triangle , par t le segment ./ÍDetpar u la per-
pendiculaire BD , les triangles rectangles ABD , BDC
donneront

AB = ББ*+ AD, ~BC*= !w*+ DC,

on observera en outre que dans le premier triangle de
la figure.

DC — AC— AD=.c"~ í,

çt dans le second,

DC=AD—.AC=t~c".

En mettant au lieu des lignes les lettres qui lesrepré-
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eentent , et faisant attention que (c"— í)a= (í— с")* ,
on formera, pour l'un et l'autre triangle, les équations

ca = u* + F, c"- = ua + (c" — t )%
qui , ne renfermant que deux inconnues £ et u, en déter-
minent les valeurs.

Si on développe la seconde équation , et qu'on la re-
tranche de la première, les termes u3 et t1 disparaîtront ;
il viendra

ca— c'2— 2c"í— c"a(*),

d'où on tirera

et l'équation c5 = u* + í", donnant

on en déduira, par la substitution de la valeur de í,
celle de

ou
__ ± V/4cac"a— (ca —"?Г+ c"a)a

ц_ _ ,

On peut, au moyen de cette formule, trouver la hauteur
d'un triangle quand on connaît ses trois côtés ; et comme
l'expression de son aire se mesure par la moitié de sa
base par sa hauteur, on déduira de ce qui précède l'aire
d'un triangle , lorsqu'on connaîtra les trois côtés.

La lettre и désignant la perpendiculaire abaissée sur
le côté c" du triangle proposé , l'aire de ce triangle sera

(*) Je ferai remarquer que cette équntion, mise ous la forme
e'5 = c' +c"a—ac"i, présente, par rapport au côté с , ou BC,
le thcoicme da n° 76 des Eltme/is de Géométrie.
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1 f"n ' u/ /,.2„"a / _i Jí ï f"ã\i-a C U j V 46 С (_ С С -f- C j ,

en mettant pour u la valeur trouvée ci-dessus.

Telle est l'expression de l'aire d'un triangle par se»
trois côtés. En la considérant avec attention , il est fa-
cile de voir qu'elle n'est pas présentée ici sous Ja forme
la plus élégante qu'on puisse lui donner, car elle ne pa-
raît pas symétrique parrapportàchacun des côtés c,c',c",
ce qui pourtant devrait être , puisqu'en y changeant ces
lettres les unes dans les autres , elle ne doit pas changer
de valeur. Il suit évidemment delà qu'elle peut être ra-
menée à ne contenir que des combinaisons semblables
des lettres qu'elle renferme ; et l'on atteint ce but en
observant que la quantité 4cV'a— (ca—c'H- с'*У, étant
la différence de deux quarrés, se décompose dans les
facteurs

2CC" + ca 4- c"2— c'\ ace" — c" —• c"a + c",

qui reviennent à

(с+с"У—с'*, _(с_с")'+</',

et se décomposent eux-mêmes dans les quatre suivans.

c + c'-f-c", c-f-c"— c', c-f-c'—c", c'+c"— c i

on aura donc

1 V/(c + c'+c') (c'+ c"_ r) (c+ с"—с') Cc+ c'—c").
Maintenant si l'on fait attention que

c' _|_ с"— с = (с 4- c'+ с") — ас

с 4_ c"_ t'= (c + c'+ c") — 2c'
с 4- c'_c"~ (c -f. c'+ c") — ас",

et que l'on pose c -f- c' + с" == af, on trouvera enfin
que l'aire du triangle ./4.6 С est exprimée par

i• vV.a(/--c).a C/-O-2C/-C«),
et se réduit à
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formule aussi remarquable par l'utilité dont elle peut
être pour évaluer l'aire d'une figure plane quelconque ,
que par son élégance : elle montre que l'aire d'un triangle
est exprimée par la racine quarrée du. produit de la
demi-somme des trois votés, multipliée par les diffé-
rences entre cette demi-somme et chacun des côtés,

65. Le procédé indiqué dans les Elémens de Géo-
métrie'), numéros a34 et 268 , pour trouver la hauteur
entière d'une pyramide ou d'un cône , tronqués
par un plan parallèle à leur base , étant réduit en.
formule, conduit à une expression remarquable du
volume de ce corps.

Si on désigne par a et b , les deux côtés homo-
logues des bases d'un tronc de pyramide , ou les rayons
de celles d'un tronc de cône , par g la hauteur de ce
tronc, par h la hauteur de la pyramide ou du cône
entiers , on aura la proportion,

a — b - . a ' . l g l h , d'où h—-^L

La hauteur de la portion retranchée, étant h — g,
aura pour expression

Cela posé , les bases du tronc étant semblables ,
seront entre elles comme les quarrés de leurs lignes
homologues ; ensorte que, nommant S la base .inférieure
et S la base supérieure , on aura

С • о • • ~a • La /V11 о • „л •• 0 » LiО • £ , , (Z , D , OU & 9 U • • £ • £ ' •

Désignant ensuite par m le rapport des grandeurs 5 et
a", U viendra
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5 = c?m , s = b"m ;

et les volumes du corps entier et du corps retranché
seront exprimés respectivement par

l , „ ï mga3 ï ,

en mettant au lieu de S , s , h et h — g , les valeurs
trouvées ci-dessus. Retranchant enfin la seconde ex-
pression de la première , on aura pour le volume du
tronc

Or ma* et mb* sont déjà les bases inférieure et su-
périeure du tronc; et si l'on fait ab = c% c= Y ab
désignera une, moyenne proportionnelle entre les lignes
a, b, et par conséquent таЬ = тсл, exprimera l'aire
d'un polygone semblable aux bases du tronc et cons-
truit sur le côté с , ou d'un cercle de rayon c.

Il suit donc du résultat précédent, que le 'volume
d'un tronc de pyramide ou de cône est égal au tiers
de sa hauteur, multiplié par la somme des aires de
ses deux bases et d'une figure semblable , construite
sur un côté ou sur un rayon, moyen proportionnel

entre ceux de. ces bases; et comme mab= \/ma*.mb*,
on voit que l'aire de cette figure est moyenne propor-
tionnelle entre celles des bases. Si on élève aur ces
trois figures des pyramides ou des cônes de même hau-
teur que le tronc proposé, la somme de leurs volumes
sera équivalente à celui de ce tronc.

66. Dans les questions précédentes, on avait en vue un
résultat numérique- quelquefois on cherche des lignes.

Qu'on se propose , par exemple , d'inscrire un quarre
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DEFG, dans un triangle ABC,ßg. 24, il faudra Tig. 34.
supposer la question résolue, et chercher ensuite entre
les lignes données immédiatement par le triangle et le
côté du quarré , une relation qui puisse s'exjprimer al-
gébriquement.

Pour cela, on abaissera la perpendiculaire BH , que
l'on regardera comme connue , puisqu'on sait la mener ;
et comparant les triangles semblables BAC et BDE ,
BAH et BDI, on formera les proportions

AB: BD\ :AC : DE,
AB : BD::BH: BI ,

qui conduisent à

AC : DE :: BH : BI.
Cette dernière donne une relation entre les lignes con-
nues AC, BH, et les lignes inconnues BI, DE; mais
BI dépend de BE, car BI=BH — IH, et par la défi-
nition du quarré , 1H=DE : désignant donc par a et b
les données AC et BH, et par or l'inconnue IH ou DE,
on aura

a:x :: ъ : Ь— ж,
d'où bjc = ab —ах.

De cette équation du premier degré, on conclut

_ ab
x — a+ b'

Lorsque les droites a et b sont rapportées aune com-
mune mesure, ou exprimées en nombres, la formule ci-
dessus donne , par des opérations arithmétiques , le
nombre qui exprime la longueur de la droite IH ;
prenant ce nombre sur la droite BH , on aura le point
/, par lequel il faudra mener la droite DE.

Il n'est pas' nécessaire, pour déterminer le point /, de
recourir aux nombres, parce que les opérations indi-
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qiiées dans l'expression de x peuvent s'eÉFectuer sur les
lignes. On voit en effet que cette inconnue est le qua-
trième terme de la proportion suivante :

a + b: a :: b: x,
et que par conséquent tout se réduit à trouver une
quatrième proportionnelle aux trois lignes

a + b, a et 6.

On regarde en général comme élégant de lier avec la
figure qui contient les données du problème, les opéra-
tions qu'il faut effectuer pour en obtenir la solution; on
peut en conséquence, dans la question présente, em-
ployer l'angle droit CHB à la détermination delà qua>-
trièmeproportionnelle à trouver. On portera donc, sur
HC prolongée,

ï". HL — a^AC, 2°. LK=b= BH;

tirant BK, puis menant IL parallèlement à BK, lepoint
I, pour lequel on aura

HK-. HL :: BH'.m,
appartiendra au côté DE au quarre DEGF.

67. On peut atteindre de la même manière à de»
questions d'un degré supérieur au premier.

On sait que diviser une ligne en moyenne et extrême
raison , c'est la partager de manière que l'un dessegmens
soit moyen proportionnel entre la ligne entière et l'autre
segment ; pour résoudre algébriquement ce problème ,
on désignera laligne entière par о, le segment inconnu.
par x, l'autre segment sera a—x , et l'on aura

a'.x ;'. x : a — x,

d'où l'on conclura
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en résolvant cette équation, on en tirera

Les opérations indiquées dans cette solution peuvent
«'effectuer sur les lignes, au moyen du triangle rectangle?
carc" -f-j a" étant la somme des quarrés des lignes
a <Л~а, le radical \/ aa + \а* est l'hypoténuse AC,
fig.a5,dv. triangle rectangle construit sur les côtés Fig.
AB— a, БС=%а. Il ne s'agit, pour obtenir les deux
valeurs de a;, que de combiner, par soustraction et par
addition , la ligne AC avec la ligne BC = $а, ce qui
s'effectuera en portant В С de С en D sur AC ' t et de С
en D' sur son prolongement ; car on aura

AD'=AC+DC = v/o'TX-Ha , d'où x—— AD'.

La droite AD rapportée en E , sur AB , par un arc
de cercle, est la solution donnée dans le n° i3a des
Elémens de Géométrie ; et en mettant sous la forme

l'équation du problème , on en tire la proportion

x + a : a Г.а'.х,
qui revient à

AD': AB :\AB :ADf
puisque

AD' =AD+ aBC= AD -f AB.

Il suit de là , que la ligne AD' est aussi partagée en

moyenne et extrême raison au point D , et que le plus
grand segment DD' est égal à la ligne donnée AB. On
verra plus loin (77^) l'énoncé auquel répondent en
même temps les deux valeurs de x , et ce que signifie
le signe — qui affecte la seconde.
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Les exemples précédens suffisent pour montrer

que la résolution algébrique des problèmes déterminés
de géométrie , présente des circonstances analogues
à celle des problèmes relatifs aux nombres. Il faut
d'abord mettre la question en équation, tirer l'expression
de l'inconnue; mais au lieu d'employer le calcul arith-
métique pour évaluer cette expression, il faut effectuer
sur les lignesconnues, des opérations graphiques, corres-
pondantes á celles qui sont indiquées par les signes algé-
briques. Dans la question du n° 6S , dont l'équation n'é-
taitque du premier degré, c'est par les lignes propor-
tionnelles qu'on a déterminé l'inconnue , et pour la
question ci-dessus, dont l'équation montait au se-
cond degré, on a eu recours à la propriété du triangle
rectangle. Ces déterminations sont ce qu'on appelle la
construction des valeurs de l'inconnue;, et je vais en
exposer les 'principes, qui sont communs à toutes les
questions de ces deux degrés.

68. C'est une remarque générale, et qu'on aura son-
vent occasion de vérifier, que lorsqu'il n'entre que des
lignes dans l'énoncé d'une question, et que la quantité
cherchée est elle-même une ligne , son expression ren-
ferme toujours un facteur de plus dans le numérateur
que dans le dénominateur j et chacune de ces quantités
est composée de termes homogènes entre eux. L'ex-
pression de t, trouvée dans Je numéro 64, remplit
cette condition :les termes da son numérateur ont deux
facteurs, et son dénominateur, un seul.

Il suit de là que lorsque l'expression d'une ligne quel-
conque ne contient point de radicaux, on peut, en repré-
sentant toutes les quantités qu'elle renferme par des
lignes, obtenir la longueur de la première sans recourir
aux nombres, et seulement en cherchant avec la règle et
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le compas, des quatrièmes proportionnelles à des lignes
données. Pour le prouver, il suflirade l'exemple suivant,

Soit . t=-

cette expression , dont le numérateur est composé de
termes contenant chacun trois facteurs, tandis que les
termes du dénominateur n'en ont que deux, appartient,
d'après la remarque ci-dessus, aune ligne. Si l'on fait

abc ~ M1, e*f= li'd*, •

on aura
— k ' )_d(k + d— k")

on obtiendra donc í en cherchant une quatrième propor-
tionnelle aux trois lignes fe"+ k" t k + d — k' et d,
lorsque les lignesinconnues, représentées par Ã, k', k", k",
seront déterminées. Les équations posées ci-dessug ,
conduisent à

-•
d'

Valeurs qui se forment par les proportions suivantes :

ab , ab
-d d ' - c : ' - - d

j . . , . ab , ab abc ,ã : a :: b : — j : c :: : -jr = k,
«f > ef e'f ,,

'. —• d l e ',' -4- '. —j-—li
a d d*

d : g :: h : &=k", d : f ;-. i : ^=A":
d d

d : . : : / : 7

cherchant donc les quatrièmes termes de chacune par
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les lignes proportionnelles , on aura successivement les
longueurs des lignes représentées par

ab abc ef e*f gh i*
~ d ' ~ S r ' ~ d ' ~ d * > ^ d ' d i

qui donneront
k , k', k" et k";

et avec celles-ci on trouverai.

On reconnaît sans peine que l'esprit de la méthode
dont je viens de faire usage pour construire une ex--
pression algébrique, consiste à transformer le numé-
rateur et le dénominateur de l'expression proposée ,
en produits d'un certain nombre de facteurs simples ou
du premier degré , ce qui est toujours possible parles
moyens que j'ai employés.

Il y a des cas où cette transformation peut s'effec-
tuer immédiatement, sans qu'il soit besoin d'y intro-
duire des indéterminées : tel est celui de l'expression

dont le numérateur équivaut à

C(a + 3)(a— i),
et dont le dénominateur peut s'écrire ainsi

V/aa-H>> X V
il vient alors

ce qui s'obtient par les proportions
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Le radical employé dans ce calcul se construit facile-

ment, caril exprime l'hypoténuse d'un triangle rectangle
dont les côtés sont a et h.

6g. Le triangle rectangle et le cercle fournissent les
moyens de construire la racine quarrée d'une quantité
quelconque exprimée en lignes. L'usage du premier est
évident, lorsque la quantité comprise sous le radical est
la somme ou la différence de deux quarrés. En effet, on

a, dans ce cas, \/ a? -\-№ et \/ u? — ó2; l'une de ces
expressions peut être regardée comme l'hypoténuse d'un
triangle rectangle dont les côtés sont a et b , et l'autre
comme l'un des côtés adjacens à l'angle droit , dans un
triangle de même nature, dont l'hypoténuse serait a ,
et le troisième côté b,

On construira, par une suite de ces triangles, l'expres-

sion l/V-f-^-f-^-j-d" Payant obtenu d'abord У V-f-Л1,
on représentera cette ligne par a. , ce. qui donnera

et la quantité proposée deviendra

on construira le radical l/«2-+-ca comme le précédent;
et nommantjS le résultat de cette opération , on aura

il ne restera pins qu'à trou ver {/ß'+d*, ce qui se fera
en prenant l'hypoténuse du triangle rectangle dont les
côtés sont $ et ri. ,11 est facile d'étendre ce procédé au cas
où le radical à construire contiendrait un nombre quel-
conque de quarrés.

70. Je passe maintenant à l'emploi du cercle dans
l'extraction des racines quarrées. Од sait que la per-
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pendiculaire élevée sur un diamètre est moyenne pro-
portionnelle entre les deux segraens de ce diamètre
( Géom. i3o); on obtiendra donc \/ab en faisant,

Fig. •iß.f'g- 26, AP=a, ВР=Ь, et décrivant un cercle
sur la somme AB de ces deux lignes , prise pour dia-
mètre : la perpendiculaire PM, élevée sur le point P ,
étant moyenne proportionnelle entre AP et BPt sera

On peut encore trouver une moyenne proportionnelle
entre deux lignes quelconques a et b , en prenant la
plus grande des deux pour le diamètre AB du cercle ,
et portantl'autrede A en Р; élevant'ensuite l'ordonnée
PM, et tirant la corde AM, on aura la moyenne pro-
portionnelle demandée ( Géom. i3i).

A l'aide de ces méthodes, on construira tous les
radicaux du apcond degré, quelle que soit la quantité
qu'ils renferment. Soit pour exemple

/T—1Ж
Va+ c

 B '•
def

on fera bc •=. ak, —^~ — ak' ; l'expression propo-

sée deviendra

ak' = \/(a+k — /i')a,

et pour l'obtenir, il suffira de prendre une moyenne pro-
portionnelle entre deux lignes , respectivement égales à
c-f-A — k' et a : il est d'ailleurs évident que les quantités
fi et k' se détermineront par les lignes proportionnelles,
d'après ce qui a été dit , n° 68 , puisque les équations
dont elles dépendent, donnent

,
a ag '

et conduisent par conséquent à ces proportions :
a'.b
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a : b :: с : k ,

,
а ° J a ag

71. La quantité que l'on se propose de construire
pourrait ne pas être homogène; mais cela n'arrivera que
lorsqu'on aurafait quelques lignes égales àl'cnité, ou que
l'on aura représenté un nombre par une lettre, ou une
ligne par un nombre jet les méthodes indiquées ci-dessus
ne seront pas arrête'es par cette circonstance , pourvu
qu'on fasse reparaître, dans tous les termes où elle devait
se trou-ver , et avec des exposans convenables , la ligne
prise pour unité.

Si l'on avait\/ a -f- -jj- , et que l'on sût par l'é-,

nonce deiaquestionqtu aurait conduit à cette expression,
qu'elle doit appartenir à une ligne , on verrait que
chacun des termes compris sousle radical devrait être
du second degré , et que par conséquent en désignant

l'unité par n , il faudrait écrire an au lieu de a, et — jj

au lieu de-i-3 , ce qui ne change rien à la grandeur ab-

solue de ces quantités, puisque «= ï = n3, et en général
nm = ï, quelle que soit m. On aurait de cette manière

. /
V

bcn* ~ bcn

qui se construirait facilement,

J'observerai que, d'après ce qui précède , on pour-
rait extraire , par une opération graphique , la racine
quarrée d'un nombre quelconque, en prenant une
moyenne proportionnelle entre deux lignes, dont l'une
représenterait l'unité , et l'autre aurait avec celle-ci le

Trigonométrie. 6e édition. 7



g8 A P P L I C A T I O N DE L 'ALGÈBRE
rapport marqué par le nombre proposé. \/i, par exem-
ple , s'obtiendfrait en prenant une moyenne proportion-
nelle entre deux lignes , dont une serait les | de l'autre ,
puisque V/| — /ï X|-

ya. Rien n'est plus facile maintenant que de „cons-
truire l'expression des racines de l'équation du second
degré íc" — ax=b*t qui peutreprésenter toutes celles
de ce degré. En* effet , en tirant la valeur de x , on a

il ne s'agit que de construire le radical l/^a" -f-
et de prendre ensuite la somme et la différence du ré-
sultat et de la ligne £ a , pour obtenir la grandeur de
chacune des racines de la proposée.

Si cette équation était de la forme x2 — ax=. — b*,
on aurait

sa construction, dans ce cas , ne différerait de celle du
précédent, qu'en ce que le radical serait exprimé par
l'un des côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle, au
lieu de l'être par l'hypoténuse , et que ce triangle ces-
serait d'exister sil'onfivait^fK^ b, parce qu'alors ayant

. 37. pris sur l'un des cotés d'un angle droit ABC jßg. 127 ,
une grandeur АВ^==.Ъ, le cercle DE, décrif du point A
comme centre, avec un rayon qui serait moindre que^Zi,
n'atteindrait pas l'antre côté BC. Cette circonstance
s'accorde avec la théorie des-équations du second de-
gré, qui donne des racines imaginaires pour le cas dont
il s'agit.

On pourra*appliquer ce qui précède àla question sui-
vante : Etant donnée la somme ou la différence des deux
cotés contigus d'un rectangle et son aire, construire ce
rectangle.
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En effet , soient b* la surface du triangle demandé ,

a la somme ou.la différence de ses côtés contigus.et x l'un
, d'eux; l'autre 'sera exprimé par a — jrd^ns le premier
cas, et par a-\-x dans le second; la surface sera
(n — x) x pour le premier cas , et (a-\-x}x pour le se-
cond ; ensorte qu'on aura ces deux équations :

ax — x2 = b3, ax + x1— Ъ\

lesquelles étant résolues, donneront des valeurs de a;
constructibles par la méthode précédente.

уЗ. Il n'est pas nécessaire de résoudre les équations
du second degré, pour trouver graphiquement les ra-
cines; on les obtient immédiatement, par les propriétés
des lignes droites qui se coupent dans lejcercle.

L'équation x* -f- ax= ia étant mise sous la forme

хО + а)=/Л

se rapporte à la propïiaié des sécantes et des tangentes
qui partent d'un même point(Gc'o7n. 128); carsiondé-
crit,Jlg. a8,sur un rayon -ßC=~<z un cercle, qu'onlui Fig. 28.
mène une tangente AB dontlalone;ueursoit Ь et que par
les points Л et С on tire une sécante AC, en nommant x
la ligne AD , on aura évidemment

AU — AD--+- DD'*= AU-{- uBC = x -f a ,

et la propriété citéeplus haut,
il en résultera

ce qui est l'équation proposée.

Si l'on avait x* — ax = ia, il faudrait faire x •= AD'
on aurait alors

AD — x — a , et x (x — а) = Ъ*.

La construction présente , n'étant sujette à aucune
exception , montre que tant que b" sera positif dans

7- -
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le second membre, en même temps que x* l'est dan»
le premier, les ra'cines de l'équation proposée seront
toujours réelle».

L'équation .r"—ax= — A2 se change enax —0;'= Ъ1,
et peut alors s'écrire ainsi :

a; (a— x~) = b*.

Sous cette dernière forme elle se rapporte à la propriété
des cordes qui se coupent dans le cercle; car si l'on

Fig.39 décrit sur un diamètre AB=:a,Jîg 29, un cercle,
qu'on élève au point A une perpendiculaire AC-=^b ,
qu'on tire ensuite CM parallèle à AB , et que par les
points M et M', où CM rencontre ]e cercle, on. abaisse
sur AB , les peependiculaires PM et P'M', on aura

AP X BP^=AP {AB— AP~}~IPM,
ou

AP (ci— АР ) ж Ь1,
puis

AP1 X BP' — 4P' ( AB — AP'} —~W'W,
ou

AP' (a — AP' ) =s è" :
d'où l'on Voit qu'en prenant successivement pour x les
droites AP et^P', on retombera surl'équationproposée

ax — x1 = i1 ,

et que par conséquent les droites APetAP', obtenues
par les procédés ci-dessus, sont les valeurs de l'in-
connue x.

Il est visible que quand AC surpassera le rayon du
cercle ou \ a, la droite CM ne rencontrera plus le cercle
et ne fournira par conséquent aucune détermination ;
mais alors les racines de l'équation proposée seront
imaginaires.

Les racines de l'équation дг2+ ах •==.—b* nediffèrent
de celles de l'équation ла — ах•=:— Z>% que parce
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qu'elles sont affectées du signe ï— ; mais leur grandeur
s'obtiendra toujours par la construction que je yiena
d'indiquer.

y4- Dans l'application de l'Algèbreà la Géométrie, le
signe—s'interprète en général comme à l'égard des
nombres, en renversant d'une certaine manière l'énoncé
de la question, ou en prenant les lignes qui en sont affec-
tées, dans un sens contraire à celui où on les avait sup-
posées d'abord.

Avant d'allerplus loin, je dois rappeler que les quan-
tités négatives tirent leur origine des soustractions qui
ne peuvent s'effectuer dans l'ordre où elles sont indi-
quées, parceque la quantité à retrancher se trouve plus
grande que celle dont on doit Ja retrancher. On recon-
naît par cette circonstance, qu'il y avait erreur dans l'é-
noncé de la question, ou aumoinsdans son application
au cas particulier que l'on a eu en vue ; et en redressant
cette erreur, c'est-à-dire en modifiant l'énoncé de ma-
nière à rendre possiblela soustraction qui n'a pu s'exécu-
ter, on parvient à un résultat positif; mais pour certaines
questions,pour toutes cellesqui mènent à des équations du
premier degré, par exemple, on n'apas besoin deprendre
cette peine. Le signe du résultat indique lui-même le ren-

' versement dont l'énoncé est susceptible; et les valeursné-
gatives,employéesconformémentauxrègles établies pour
effectuer les opérations sur les quantités affectées du
signe —, satisfont aussi bien aux questions que cellesqui
sont positives : c'est pour cela que l'on a changé la
dénomination de racines fausses, que les analystes don-
naientautrefois aux racines négatives des équations.

C'est donc aussi parla soustraction que l'on doit expli-
quer, sur les figures géométriques , les valeurs négatives
que l'Algèbre donne à certaines lignes; et pour soustraire
une ligne d'une autre, il suffit de porter la première sur la
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seconde, à partir de l'une des extrémités de celle-ci:mais
ilya, sur cette opération graphique, quelques observa-
tions à faire, qui tiennent à la manière dont les lignes se
décrivent.

Fig. 3o. Soit d'abord CD,ßg. 3o, la ligne àsoustraire de AB;
comme la première est moindre que la seconde, en
portant cette première de D en с , leur différence lésera
placée à la droite du pointé; mais si l'on avait à retran-
cher C'D', plus grande que AB, et qu'on portât toujours
sur AB, àpartirde la même extrémité B, laîigne àre-
trancher, la différence des deux droites proposées serait
marquée en Ac', sur le prolongement de AB , et serait
placéeà gauche du point A, c'est-à-dire d'un côté op-
posé au résultat Ac de la première opération : c'est à ce
changement de situation que répond le signe —.

Il semblerait, au premier coup-d'œil ,'quel'on devrait
effectuer la soustraction indiquée sur les lignes C'D' et
AB, en portant la plus petite sur la plus grande, car c'est
ce que l'on fait sur les nombres , lorsqu'on ôte le plus
petit du plus grand ; mais il faut observer, à l'égarddes
lignes , qu'elles sont en général employées à marquer
des distances à un certain point auquel on en rapporte
d'au tres,et qu'on regardecommefîxe;elles prennent donc
leur accroissement par l'extrémité opposée à ce point ,
et alors la soustraction, qui, par sa nature, est inverse de
l'addition de laquelle résultent en général les accroisse-
mens, doit s'opérer aussi en sens inverse de celle-là, et par
conféquenten allant vers le côté oùleslignesdiminnent.
Delà vient que si le pointé sur la droite AB est le point
fixe dont je parle, la soustraction de CD ou de C'D'
doit s'opérer à partir du point B. Lacontinuité deslignes
et la possibilité de les prolongerindéEnimentdanslesdeux
sens, donne à ^leur égard le moyen d'opérer , comme on
vient de le voir, la soustraction de la même manière,
quoique la quantité à soustraire soit devenue la plus
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grande des deux. Voici un problème fort simple qui
confirmera ce qu'on vient de lire.

y5. Mener dans un triangle donné ABC , fig. 3i, F'g- 3i.
parallèlement au côté AC, une ligne DE qui soit égale à
une ligne donnée MN.

Les côtés du triangle étant donnés, je ferai

AB —a, AC — b, MN=c;

et je prendrai pour inconnuela distanced/?, parce que
Ja position d'une ligne parallèle à une ligne donnée ,
est déterminée par un seul de ses points. En faisant
AD -=x , j'aurai BD =a — x , et les triangles sem-
blables BAC et BUE donneront

AB : AC :: во ,: DE,
ou

a : ъ :: a—^x : с -}
donc

ab — bx = ас,
ab —ас a (b—с)

x— g —^-ь .

La valeur de x se construit (68) , en retranchant de
A С ==. b, la droite CF= с , puis tirant FD parallèle à
CB; car la similitude des triangles ABC, AFD, four-
nit cette proportion :

АС: АВ \ \ A F \ A D

, , n (b — c~)Ь: a :: ь — с : x = -±—,—-.
b

Si la ligne MN devenait plus grande que AC, elle ne
pourrait plus trouver place dans l'intérieur du triangle
ABC: il faudrait prolonger les côtés AB et-SC; mais
alors le point D passerait ènD' de l'autre côté du point
A, et c'est précisément ce qu'indiquent le calcul et la
const çuctioD.
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En effet, si l'on a M'N' > AC, il en résultera c> Ъ ;

la quantité b — с sera par conséquent négative -, mais .en
faisant la soustraction des lignes, connue il a été indiqué
dans le numéro précédent, le point F passera en F1, et la
ligne F'D', menéeparle point F' parallèlement à В С, ne
pourrarencontrer que le prolongement du côté AB en D'.

76. En général, toutes les< fois qu'il s'agif de distances
rapportées à un peint fixe et comptées sur une même
ligne, ou sur des lignes parallèles, celles qui sont affec-
tées du signe — doivent se prendre dans un sens-opposé
à celles qui-sont effectues du signe +.

En effet, si .l'on considère la situation respective de
deux points dont les distances à une droite quelconque
soient exprimées par a+£ et a — c , il est évident.
que la distance mutuePle de ces points esto -fr с, puis-
que Q + A — (a — с) =з h -f- c} et pour les placer de
cette manière par rapport à une droite quelconque A1 В ,

Fig. За.,7%- Зз , il faut tirer d'abord , soit d'un côté, soit de
l'autre de cette ligne, à une distance AA'= a, une pa-
rallèle AB, puis mener ensuite deux autres lignes paral-
lèles à celles-ci, l'une CM, en dehors des premières et à
une distance AO = b, l'autre Ç'M' en dedans et à
une distance АО'— с. Par ce moyen, tous les points, tels
que M et M1, placés aux rencontres des dernières pa-
rallèles et d'une perpendiculaire à la ligne A'B', auront
entre eux la distance exigée, et se trouveront dans une
situation opposée par rapport à la parallèleintermédiaire
Aß, de laquelle leurs éloignemens respectifs sont mar-
qués par -f- è et — c. Il est facile de voir qu'ils seraient
tous deux du même côté de AB , si leurs distances à la
ligne A'B' étaient exprimées par a -f- Ъ et a -f- c, parce
qu'alors leur distance mutuelle serait è — c.
C'est ainsi que Jes sinus, qui sont Jes distances desextré-

mités,des arcs au diamètre A A', Jlg* ю , et les posinus
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qui sont les distances au diamètre BB', changent de
sign e en passant d'un côté à l'autre de ces diamètres (a3).
La tangente suit la même loi à l'égard du diamètre AAZ>t

et p^ir la même raison.

77. Ces considérations ne s'appliquent pas aussi im-
jnédiatementà la sécante, parce que sa direction chaqge
à chaque instant : cependant elle n'en a pas moins un
eigne propre à ses diverses situations, et qui se tire de son

Aa

expression analytique sec a = j mais ce n'est, en

général, que par rapport aux lignes qui conservent la
même Direction, que le changement de signe répond
toujours immédiatement au changement décote (*).

Lesdroi* JS AD et AD', fig. a5, qui représentent les Fig. a5.
racines de 1 équation du second degré a*—ах — хг (67),
quoiqu'appartenant à des valeurs de signes différens,
ne sont pas. opposées ; mais s'il s'agissait de les appliquer
à la solution d'un problème où elles seraient considérées
comme des distances à un point tlxe , mesurées sur une
ligne de direction constante, il faudrait les porter de
différens côtés de ce point , d'après larègledù n° 76.

En effet, le problème du n° 67, par exemple, peut
être énoncé ainsi :

Trouver sur la droite AB = a, un point E, tel que sa
distance AE au point A, soit moyenne proportionnelle
entre sa distance à l'autre extrémité B et la ligne en-

(*) On peut, ce me semble, donner une explication assez naturelle
îles changement de signe de la sécante, en observant que cette ligne
prend réellement uue «itualion oppose'e , lorsqu'elle atteint la tan-
gente par l'extrémité oppose'e & celle où elle y arrivait d'abord. En

-effet, dans les arcs ВЛ' et *fB', pour lesquels l'expression analy-
tique de la sécante est négative, oc n'est plus le rayon
itiut la laageruo 1Y1V, mais le rayon oppose'.
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tière AB. Les deux valeurs de l'inconnue étant alors
AD et AD' , la dernière , qui se trouve affectée du
sjgne — j doit être portée en AE , au-delà du point A,
par rapport au point B. Cette conclusion est facile à
vérifier, car la valeur de AD' répondant à — x dans
У équation a1 — ax=x*, vérifie l'équation aa-f-aj; := i*,.
qui résulte du changement de •+- x en — x; et cette
dernière équation fournit la proportion

a -j- x ', x '.'. x\ a,'
qui revient à

AB -f- AE't ou BE' : AEf : : AE : AB.
*

Le problème suivant est encore très-propre à faire
connaître comment il Faut interpréter les diverses solu-
tions qu'offre une même équation.

Fig. 33. 78. Par un point E , fig. 53, placé comme on voudra'
à l égard de deux droites AB et AC , perpendiculaires
entre elles, mener une droite de manière que la partie
I)'F' de cetje droite , interceptés entre les deux lignes
proposées , soit d'une grandeur donnée m.

Pour connaître la position de la Vigne D' F' dé")à assu-
jétie à passer par le point donné E, il ne faut qu'en dé-
terminer un autre point , qu'on peut choisir comme on
voudra; je prendrai pour cela AD', et puisque le point
E est donné, je supposerai connues lés lignes GE et
'HE, menées de ce point parallèlement aux lignes AB
et AC: je ferai en conséquence

b, AD'— y.

Cela posé, les triangles semblables EGD' et FAD'
donnent

GD' : GE::AD': A f -,
mais

GD'— AD'—AG := AD'— HE == y — b\
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dcmc

Le triangle F" AD' étant rectangle en A , fournit l'équa-
tion

qui, par la substitution des valeurs de AD' ', AF* et
D'F1 , devient

et

y_ й1у3+(Ь*+ал--т^ул+йЪту—Ъ*тл— о (i) ,

lorsqu'elle est développée et ordonnée.

Cette équation monte au quatrième degré , parce que
la question proposée a , en général, quatre solutions. On
voit en effet, par l'inspection de la figure , que l'on peut
remplir de quatre manières différentes les conditions du
problème proposé , savoir :

Par les deux lignes D'F' et D"F", menées dansTangle
droit BAC , où M trouve placé le point E ;

Puis par les deux lignes TTF" et D""F"" , menées
dans les angles CAD' et BAC', adjacens à l'angle BAC.

Il n'est pas difficile de voir que les solutions de l'angle
BAC peu vent de venir impossibles, Jorsque la grandeur m
est au-dessousd'unè certaine limite qui dépend de la posi-
tion du peint E, à'I'égarddesdroites^fi et AC, mais que
les deux autres solutions seront toujours réelles ; car les
lignes F"D° et F""D'i", peuvent passer par le point A ,
ce qui 1еЪ rendrait nulles , ou devenir parallèles , l'une
à AB , l'autre à AC , et par conséquent inÇmes.

Il n'est pas moins évident que la question se simpli-
fierait, sans perdre aucune de ses solutions, si on pré-
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riait le point E à égale distance des droites AC et AB ;
car il suffirait alors de connaître une de celles de l'angle
BAC et nne des deux autres , pour les obtenir toutes
les quatre.

Si on savtît mener DT'; par exemple , on en conclu-
rait D"F", en prenant AF"=AD', à cause que le point
E serait semblablement placé à l'égard des deux droites
AC et AB; et on déduirait, par la même raison,
D'̂ F"" de D"F", en prenant AF""=ADa.

D'après cette remarque, je ferai GE=.HE, oua=6;
et l'équation proposée deviendra

y* — aoy3+ a«y — m1 ( y1 — aoy -f- a" ) = о ---- '. (а).

On ne voit pas encore comment cette équation peut
être résolue plus facilement que la précédente ; mais la
relation observée ci-dessus, entre les diverses solutions ,
та mettre la chose en évidence.

Les triangles D'AF et D" AF" , D" AF" et WAP11",
étant égaux, il s'ensuit que les angles ТУ F' A et D"F"A,
D"F"A etD""F""A, sont coruplémens l'un de l'autre,
et que par conséquent, dès que l'on connaîtra les angles
ТУР'А,и"РшА, on aura les deux autres, et toutesfes
solutions de la question seront connues. Mais puisqu'on

' n'a de cette manière que deux solutions à trouver immé-
diatement , il estavantageux de déterminer l'angleque la
droite , comprise entre les lignes AB et AC, doit faire
avec l'une de ces lignes avec АД , par exemple.

En prenant pour inconnue la.tangente de cet angle, le
triangle D'EG montre que

V — "~ CE
Si on taii- - — z> on aura

a
_y = es -f а ,
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et substituant cette valeur dans l'équation (a) , il vien-
dra , après les réductions ,

so,

ou »* +2Z3 + ^" ~"l-!-tf +uz + 1=0. (3)

II est maintenant visible que si la quantité &' satisfait

cette équation , la quantité -7 y satisfera pareille-

ment (*) ; et en l'écrivant ainsi :

on reconnaît sans peine qu'en ajoutant za à chaque
membre , le premier devient un quarré parfait ,

a*-f.2z,3+ sa» -f az + ï +2a=(za + z+ l )a:
. • •

en a donc

(»•+» + 0« = «•+»•,

ce qui revient à

a

Cette équation doit être considérée comine équivalente à
deux équations du second degré, á cause des deux
formes dont le coefficient de son second teime cet

(*) Celle équation est de celles qu'on nomme réciproques. On
trouve dans le Complément des Elémens d'Algèbre, la manière
de les abaisser autant qu'il est possible ; et par la transformation
indiquée h cet effet, la proposée se réduit eur-le-сЬашр au «ccond
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susceptible ; et faisant, pour abréger , у/тп"-|-
elle donne successivement

Si on désigne par z' , z', les deux racines de la pre-
mière , et par z,*, z"", celles de la seconde , on aura , en
vertu du dernier terme égal á l'unité ,

z'z" =i, z'" z"" = ! ;
et comme z exprime la tangente d'un angle, prise pour
un rayon := ï , il s'ensuit que les valeurs z' et z" appar-
tiennentà deux angles complémens l'un de l'autre , et
qu'il en est de même de z"etz"" (9), conformément à ce
qui a été remarqué, page 108.

En résolvait les équations ci-dessus , il vient par la
première ,

2==_±HU±£. V/(a— n)a— 4a%
на aa ^ ^ '

par la deuxième ,

aa 20
mais

\/(a— ,Г/ — 4a' = l/(n-fa)Q— За),

\/ (a + n? ~- 4a* = \/(n — а)

et puisque 71= V/ma+ a2 surpasse nécessairement a,
on voit que les deux dernières valeurs de 2 seront
toujours réelles /tandis que les deux premières devien-
dront imaginaires , lorsqu'on aura » < За.

Avant de parvenir à ce -terme, les mêmes valeurs
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deviendront égales si n =; За , c'est - à - dire si
1/та4- а2г=3а; et faisant évanouir les radicaux,
il vient

ma + a" = да2 ;
d'où

т2= 8а% ou m = V/ 8а" ̂ = за 1/2 ,

ce qui prouve qu'onne pourra mener dans l'angle BAC,

•par le point E, aucune droite moindre que 20 V/2-

La quantité n étant alors \/Ъа? + а!' = За, lea
deux premières valeurs de z deviennent égales ai,
et les deux autres sont — a ± \/Ъ. Il suit de là
que les deux lignes Djf et D"F" se confondent, en
faisant avec AB un angle dé o',5.

Dans le cas général, si l'on fait

' \/(а--n)'— iff-•=. V/Ог+я) (n— 5a}—p

ф! viendra, pour les quatre valeurs de z,

, n — n — p „ a—n -\-p

'-ia

Connaissant les tangentesz', z", z'",z""} an en con-
clura les valeurs de y , au moyen de l'équation

y t= az + a ( page 108 ),

Ces valeues seront respectivement
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Elles se construiront aisément ; car la quantité n est
l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont les côtés sont
a et 771 , les lignes p et q s'obtiennent aussi par le>
triangles rectangles (69), on par les moyennes pro-
portionnelles (70) j et lorsqu'on aura les longueurs
des quatre -droites ci-dessus, les p'ojnts D', D", D"t

D"" , seront donnés (*) .

79. Au lieu de prendre pour inconnue l'angle que
doit faire avec AB , la droite demandée , on eût pu
chercher à déterminer la distance entre le point donné
E et le point К , milieu de la ligne D'F't pour en con-
clure D'E. En faisant EK = x, et posant, pour abréger,

F* К =±= D'K = -=l, on aurait eu

et le» triangles semblables D'GE , EH F' auraient

Si on compare l'analyse que je viens de faire des diverses
circonstances de la question ci-dessus , avec celle que l'on trouve
dansl'AIgobredeBezout(3e vol. du Cours à Pusagede la marine,
édition de 1781 , pag. 334 ), en verra combien cette dernière est
incomplète et fautive ; elle n'indique que les deux solutions repré-
sentées par les lignes VF' et D"F".

doune
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äonne

D' E ï EG :: EF' : F'H,
ce qui revient à

/ -f- о? : a : : l — x :
d'où on aurait déduit l'équation

a(l — x= ( l + x ) l/(/— V)" — í,

qui , par l'élévation au quarre et le développement ,
serait devenue

orf — ( a/a -f ааа )xa -f- Z* — aa"? — о ;

et pouvant la résoudre comme celle du second degré ,
on en aurait tiré d'abord

x* = P + a" H= Va4 -f-
puis

expressions faciles à construire, d'après ce qu'on a vu
dans les numéros 69 et 70.

Cette solution , bien remarquable par son élégance ,
est tirée de l'Arithmétique universelle ; Ne-wron l'a
donnée pour montrer comment un heureux choix d'in-
connues simplifie la'solution d'un problème- Celui qu'il
a fait, dans la question qui m'occupe, lui a sans doute
été suggéré par la consitföcajfcm que la distance EK ne
peut avoir que deux grandeurs différentes, l'une relative
aux deux solutions D'F" et D"F", et l'autre aux solu-
tions D'"F'° et П*"Р"", et que par conséquent ses quatre
\aleurs doivent , abstraction fajje du, signe , être
égales deux à deux. Je conclurai de là que, pour
se déterminer dans le choix de l'inconnue , il fautcher-
cher celle qui, dans les diverses circonstances quépeut
offrir la question , subit le moins de changeniens.

Trigonométrie. 6e édition, 8
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80. Le petit nombre de questions résolues precedem^

ment, suffit pour montrer comment l'Algèbre peut s'ap-
pliquer à la solution des problèmes. On a dû reconnaître
par ces exemples,que les circonstances relativesà la situa-
tion des lignes, peuvent toujours être déduites de la con-
sidération des triangles, et, mo3'ennantles propriétés de
ces figures, s'exprimer algébriquement. L'art de former
les triangles dont il s'agit , et qui résultent , soit expli-
citement, soitimplicitement,des conditions du problème
proposé , ne peut, comme la facilité de mettre en équa-
tion les problèmes numériques , s'acquérir que par l'ha-
bitude^).

Les diverses expressions construites dans ce qui pré-
cède , ne se rapportent qu'à des lignes, parce que les
problèmes qui'les ont amenées n'ont pour .but que des dé-
terminations de lignes, et c'est cequi arrive le plus sou-
vent, puisque la détermination des figuresse réduit tou-
jours à celle de leurs dimensions. Cependant il peut se pré-
senter quelque cas où l'on cherche immédiatement une
aire ou un volume; l'expression à laquelle on arrive doit,
si elle est homogène , avoir dans le premier cas à chaque
ternie de son numérateur, deux facteurs de plus qu'à ceux
«3e son dénominateur , et trois dans le second cas.

в . ., —
Par exemple, 1 expression - — • — -= - peut de-

., . a'+PS — dr
eigner une aire , et 1 expression - ГТГА* - ' un vo~

(*) I/'Arithmétique universelle (Je JVewton contient une col-
lection de problrrfWs, a^áíii précieuse рлг I'e'lc'gance des solutions
que par la variété dos énoncés ; la Gèntnétrie de position , par
M- Cafftrit , en renferme de tres-rnte'ressajis, et rrui conduisent à des
propr i i t i s de 14'lrndnc tics-remarquables. La lecture de ces ouvrages,
«t de ceux de Thomas Simpson, sera tres-ntilc aux personnes cjui
voudront s'exercer à la résolution des questions.
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Kirne. Dans l'expression finale du n° 65 , la lettre
m ne doit point compter , parce qu'elle exprime un
rapport et non pas une ligne.

Construire ces expressions, «'est faire un rectanglédont
l'aire soit équivalente à la première , et un parallélépi-
pède rectangle dont le volume soit équivalent à la se-
conde; et pour cela on prépare , par l'artifice analytique
du n° 68, la première formule, de manière qu'elle se ré-
duise à un produit de deux facteurs, la seconde, de ma-
nière qu'elle devienne un produit d« trois facteurs.

En eflet , si on prend

c* — mli', ad^=mk"",
la quantité m demeurera arbitraire , les quantités ,
h , k', k", fi", k"", se détermineront par les lignes pro-
portionnelles, et on aura

mk' — mk""

— ka+k"" ~ k" + k"a '

résultat qui peut être regaf dé comme l'aire d'un rectangle
dont la base serait m , et dont la hauteur serait la ligne
représentée par la formule

unik" + k"
\

Puisqu'on est maître de prendre â volonté la ligne m,
on peut la faire égale à l'une des quantités employées
dans l'expression à construire , ou bien à l'unité, si
l'on en a choisi une. L'exemple ci-dessus se simplifie
lorsqu'on prend m =: a ; il vient alors

Ь'с—аЧ, rf==A'. Л—в1*",
rf = A"",

8.,
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a3 (k — d+k")

„_
-ax (

Ce procédé s" applique facilement à la seconde expres-
sion proposée

En prenant tout de suite a au lieu de la quantité ar
bitraire m , on fera

= ask , a1 = a?kf, M = a?k",

«t il viendra

V _(_ èV— & __ d + aek —ask'
a+ + b* ~

La dernière formule peutêtre évidemment prise pour le
volume du parallélépipède rectangle dont la base est le
quarré construit .sur la ligne a , et dont la. hauteur est
2a ligne représentée par la formule

— /;')
a -f- k" '

81. L'Algèbre sert ноп-seulementà trouver la gran-
deur des lignes et des parties de l'étendue, comparées les
unes aux autres , mais eue fournit encore le moyen de
déterminer les figures qu'affectent ces lignes, et en gé-
néralles formesde l'espace. Descartes, en remarquantle
premier, que ces ligures et ces formes établissent des re-
lations de grandeur entre des droites, est parvenu à ap-
pliquer l'Atgèbre. à lalhéorie des lignes en général ; et
par cette découverte , les Mathématiques ont entière-
ment changé de face.
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Si l'on conçoit, par exemple , que de tous les points
d'une ligne quelconque DE,Jlg.34> on ait abaissé t'ig. 34;
^es perpendiculaires PM, P'M', P"M",etc., sur une
ligne droite AB, donnée de position, et qu'à partir d'un,
point yipris à volonté sur cette ligne , on ait mesuré les
distances APtAP',AP", etc., chacune de cesdistances,
et la perpendiculaire qui lui correspond , seront liées
entre elles de manière que l'une se conclura nécessaire-
ment de l'autre. En effet, quand la grandeur de AP
sera fixée, la rencontre de la courbe DE avec la perpen-
diculaire élevée par le point P, sur la ligne AB, donnera
la grandeur de P M ; et quand on aura cette grandeur ,
que je supposerai représentée par ab, on obtiendra
AP en prenant sur AC , perpendiculaire à AB , une
partie AQ — ab , et en menant ensuite la droite
CM parallèle à AB , qui rencontrera la ligne DE
dans un point M, pour lequel on aura nécessairement
РМ=аЪ.

Rien n'empêche d'imaginer que les lignes AP, PM,
soient rapportées à uneligne commune prise pour unité,
et que, sous ce point de vue, elles ne soient représentées
pardesnombresou par des lettres. Si la relation qui est
entre AP et PM^entre AP' et P'M', etc. peut être ex-
primée par une équation algébrique, cette équation ca-
ractérisera la ligne DE, et pourra en faire connaître suc-
cessivement tous les points; c'est ce qu'on va voir sur
deux exemples trèsrsimples.

82. Je prends pour le premier la droite AE ,ftg. 35, Fig. 35.
menée parlepoint A; toutes les perpendiculaires PM,
P'M', P"-M",etc., abaissées de chacun de ses points sur
la ligne AB, détermineront une suite de triangles APMr

AP1 M', AP"M", etc., tous semblables entre eux, etqui
donneront

\\ áP":P"M", etc.
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ou ce qui revient au même ,

P M P'M' P'M"

La relation de toutes les distances AP aux perpendî-
си1аие^РД/ estiei bien facile à saisir j elle consiste dan»
le rapport constant que chacune des premières a avec
celledessecondesqui lui correspond; et si l'on désigna
ce rapport par a , on aura

PM=aX.AP, P'M'=aX.AP', P"M"~a^AP", etc.

Toutes ces équations , qui semblent particulières à
chaque point de la droite A E , peuvent être comprise»
dans une seule , en désignant la distance du pied de la
perpendiculaire au point A , quelle qu'elle soit, par x ,
et en représentant la perpendiculaire elle-même par y;
car on aura alors v =.ax. Cette équation, qui renferme
deux inconnues, x, y, ne peut donner la valeur que
d'une seule, et cela après que l'on a fixé arbitrairement la
valeur de l'autre : lorsqu'on, assigne à x une valeur quel-
conque AP,y prend la valeur correspondante PM. Si
l'on a , par exemple , a— i , on trouve PM-=. \ AP ,
c'est-à-dire qu'en prenant jPM, égale à lamoitiéde APt

le point M est sur la droite AE , et non ailleurs.
La ligne AE ne se termine pas brusquement au point

A ; on doit , pour embrasser touta son étendue , la con-
cevoir prolongée en AE1 ', au-dessous de la ligne AB , et
à gauche de la ligne AC. Cette dernière partie est com-
prise aussi dans l'équation^y =^ax : car on peut donner
à 07, dans cette équation , des valeurs négatives, et ces
valeurs exprimant lesdistances à la ligne AC, doivent être
prises du côté opposé à celui où l'on a porté les valeurs
positives (76) : elles donneront donc des point« tels que n,
placés en arrière du point A. Mais les valeurs corres^
pondantes de y étant aussi négatives , doivent être prises
du côté oppose à celui où l'on a portelos valeurs positives
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c'est-à-dire au-dessous de AB, commepm1, et il est visible
d'ailleurs que , si Ap est prise égale à AP,pm sera pa-
reillement égale à PM:on tombera donc de cette manière
sur les points du prolongement AE' as ladroiteyi£.

83. Je considère en second lieu le cercle décrit du
point A , Jig. 36 , comme centre, et d'un rayon égala Fig. 36.
la ligne AD. Ce qui distingue les points de la circon-
férence des autres points du plan, c'est d'être tous à une
distance du centre A qui soit égale au rayon AD ; et par
conséquent quelque part que l'on prenne le point Msur
cette courbe, les droites AP et PM seront les côtés d'un
triaag-l& rectangle , dont l'hypoténuse AMsKia. égale à
AD. En faisant donc

xt PM=y ,
on aura

et on tirera de là

équation au moyen de laquelle, en sedon^nt arou AP,
on aura, par le secours du calcul, et sans qu'il soit be-
soin de construire la figure, y ou PM, ou du moins le
rapport de cette ligne avec le rayon. En prenant, par
exemple , x =^r , il viendra

/ — /— a V/3
3

On concevra sans peine que l'on peut déduire de
la même expression , les lignes P M pour tous les points
de la ligne AB , compris entre A et D. L'équation
y — V/r1'— x* prouve aussi bien que la description
géométrique de la circonférence du cercle , que-cette
courbe ne doit pas s'étendre au-delà du point D; car
pour prendre le point P au-delà de celui-ci, il faudrait
supposer x > AD, ou>r, et dans ce cas, la. valeur
de y deviendrait imaginaire.
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Quoique je n'aye considéré que le q'uadrans DE f

les trois autres, qui complètent la circonférence , sont
compris dans l'équation д;а + у* =r*; car l'ordonnée y
ayant, pour une même valeur de x, deux valeurs, savoir :

+ l r * — -r" et — lra — ~x,

la seconde doit être portée du côté opposé à la pre-
mière (76) , et fournit par conséquent tous les points du
quadrans DE'. Mais on peut aussi donner à ж des va-
leurs négatives qui doivent se porter de A en D' , puisque
les valeurs positives ont été portées de A en D ; et à
chacune de ces valeurs répondront deux valeurs de v :
la valeur positive donnera les points du quadrans D'E,et
la valeur négative les points du quadrans D'Ë ' .

84. Quoiqu'on ne tire des équations

y— ах, y = ± V/r" — ^ ,

que des valeurs appartenant à des points toujours dis-
joints , néanmoins la continuité qui résulte de ladescrip-
tion de Ja ligne droite et du cfercle , représentés respec-.
tivementpar ces équations, n'est point violée , parce
qu'on peut toujours déterminer par leur moyen deux

•points aussi voisins l'un de l'autre qu'on voudra, puis-
qu'il suffit pour cela de prendre pour x deux valeurs
consécutives presque égales, et que rien ne limite lape-
îitesje de la différence qu'on peutmettre entreelles.

85. Cette manière de représenter le cours des lignes,
c'est-à-dire les circonstances de leur forme et de leur
situation, en les rapportant à une droite, par des perpen-
diculaires, mérite la plus grande attention; on voit qu'elle
revient à déterminer laposition d'un point quelconque ,
par le moyendesa distance à deux droites AB et4C r

. 34. perpendiculaires entre elles. Le point M,jîg. 3^, est en
effet déterminé lorsqu'on a les distances AP et
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puisqu'il se trouve à l'intersection des lignes PMet QM,
menées par les points P et O, parallèlement aux droites
ABrtAC.

Les lignes AP et AQ , ou leurs égales, CM et PM,
ее nomment des coordonnées. On se sert ordinairement:
du mot abscisse pour désigner celle qu'on suppose con-
nue , et l'on donne à l'autre le nom d'ordonnée. Ainsi,
dans les exemples précédens , où j'ai toujours exprimé)
les lignes PM par les lignes AP, PM était l'ordonnée,
et4P l'abscisse. Les lignes AB et AC, qui déterminent
la direction des coordonnées, se nomment les axes des
coordonnées.

Il faut bien observer que pour les points situés sur la
ligne AB} la distanced Ç ou PM est nulle, et que par
conséquent, sion la représente par y, on a pour tous ces
points, y=o ; par la même raison, on a CM ou AP,
oux=o , pour tous ceux qui sont placés sur l'axe^Cj
et enfin au point A, qu'on nomme Corisinedes coordon-
nées , on a en même temps

x = o , y = o.

En ne donnant que les valeurs absolues de l'abscisse
AP et de l'ordonnée PM, le point M reste encore indé-
terminé à quelques égards ; car on ne connaît nlors que
les distances de ce point aux droites indéfinies BB' et
CC,fig. 3y -, et en conservant ces mêmss distances
pourrait se trou ver indifféremment dans l'un quelconque
des quatre angles droit's BAC, B'AC, B'AC', BAC' ;
mais les combinaisons des signes affectés aux coordon-
nées ./4P et PM, f ont connaître dans lequel de ces angles
ее trouve le point «proposé. En effet, étant convenu
de donner le signe -f- aux parties de la ligne AB, en
allant de A vers B, le signe — sera celui qu'il faudra
assigner aux parties de AB', en allant de A vers B''. De
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même, si L'on a donné le signe + aux parties de AC ;
en allant de A vers С, les parties de AC' en allant de A
vers С', seront nécessairement affectées da signe —.
Cela posé, on. aura

pour le point M
de l'angle

Le choix des lignes AB et AC, perpendiculaires entre
elles, n'est pas le seul qu'on puisse faire pour.déterminer
sur un plan la position d'un système quelconque de points;
toute combinaison de lignes capable de fixer la position
d'un point, ses distances à deux points donnés , par
exemple, serait également propre à cet usage ; mais dans
le plus grand nombr^decas, les coordonnées perpen-
diculaires sont celles dont l'emploi présente leplusde
facilité ; et on verra plus loin plusieurs exemples de Ja
manière dont on passe de ces coordonnées à diverses
manières d'assigner sur un plan la position despoints.

86. L'équation qui exprime lés relations entre les AP
et les РД/, pour une ligne donnée, s'appelle Y équation
de cette ligne , et celle-ci se nomme à son tour le lieu
de l'équation qui lui appartient.

Il est visible que toute question géométrique indéter-
minée , renfermant deux inconnues , conduit à un heu
géométrique. S'il s'agissait, par exemple , de former
tous les triangles rectangles que l'on peut construire sur
une hypoténuse donnée a, en nommant a; et_y les côtés
de l'angle droit de ce triangle, l'équation du problème se«
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rait'a;0-}-Va — <?> et on satisferait à laquestion en décri-
vant sur un rayon égal à a un quart de cercle, et en abais-
sant de tousles points de ce quart de cercle des perpen-
diculaires sur son rayon: le quart de cercle serait le heu.
de tous les sommets de Гид des angles aigus de ce»,
triangles.

L'équation d'une courbe s'obtient toujours en expri-
mant analytiquement, ou l'une quelconque de ses pro-
priétés , comme on l'a fait pour la ligne droite , ouïes
circonstances de sa description, ainsi qu'on en a usé
à l'égard du cercle. Réciproquement , une équation
quelconque, considérée en elle-même, donne aussinais-
sance à une courbe dont elle fait connaître les propriétés.
Ce dernier point de vue étant le plus général et le plus
fécond, c'est désormais de la considération des équa-
tions que je déduirai les lignes.

87. De tontes les équations à deux indéterminées, la
plus simple est celledu premier degré; et elle appartient
à la ligne droite, la plussimpledetoutes le? lignes. Cette
équation peut être représentée par Cy=Ax-^~ .ßj'mais
en la divisant parC, elle ne perdra rien desa généralité,

// n

et deviendra y = 7^+77? ou_y —ax+b,; en faisant

A В . , „ . „ . . .
•̂ •=a, -т; —о : с estsous cetterormequejel emploierai

désormais.

Supposant d'abord que b soit nul, on aura

y —eu; , ou -2-= a ;

c'est-à-dire quedanstoutel'étenduedeladroite, lerap-Fig. 35.
port de PMà.4P,fig. 35, sera constant. Cette pro-
priété , qui n'est que l'expression de la similitude des
triangles АРЫ, АР'M etc., et de laquelle il résulte que
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PM P'M' , , i • *.
—p- — —fjy , etc., quelque part qu on prenne les pom»

P , P', etc. , sur la ligne AB , ne peut appartenir qu'à
la ligne droite AE , menée par le point A , origine
des coordonnées.

Le rapport •<- , ou le coefficient a , dépend de l'angle

que fait la droite AE avec l'axe des abscisses AB ; mais
dans le triangle АРМ , que je suppose rectangle en
P, le rapport de P M à AP est égal à la tangente de
l'angle PAM(5o) : «représente donc la tangente de
cet angle.

En considérant l'équation y — ax -f- b , on voit que
la nouvelle ordonnéiy ne diffère de la première , y=zaxt

qu'en ce qu'elle la surpasse de la quantité b; d'où il suit
que si on prend AD = b, et qu'on mène la ligne DFpa-
rallèle .à AE , elle sera le lieu de l'équation у=ах-{-Ь ,
puisqu'on aura

PN — PM + MN — PM + AD,

Р'РГ = P'M' -h MN' = P'M' 4- AD , etc .

et il faut bien remarquer que le coefficient a restera le
mê'nne pout toutes les droites parallèles à AE.

Il est aisé de voir querien,dansl'équationj'— a.r-{-&,
ne limite les valeurs que l'on peut donner à x, et que par
conséquent celles de y deviendront aussi grandes qu'on
voudra; mais en même temps, rien ne bornant le cours
de la ligne DFàans l'espace indéfini BAC, on trouvera
toujours des abscisses et des ordonnées assez grandes
pour représenter les valeurâde y et de x, qui satisferont
à l'équation proposée.

Faisant x =o, onavray = b , et cette valeur ap-
partiendra au point D, où la droite DF rencontre l'axe
AC des ordonnées. Lorsque x sera négatif, on trouvera
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У = — or -f- b,

et ax étant moindre que Ъ, у sera encore positif, mais
moindre que b ou AD. Le cours de la ligne DF
montre que cette circonstance, ne peut avoir lieu que
dans la partie DF*, correspondante à des abscisses Apt

situées du côté opposé aux abscisses AP , que j'avais
choisies pour représenter les valeurs positives de .t ;
c'est donc de ce côté qu'il faut prendre les valeurs né-
gatives de д:.

Pour trouverla valeur de x, qui répond au point^où la
ligne ÜFrencontre Taxe AB des abscisses, il faut faire
У — О , ce qui donne

ax + b = о , et 0; = —-'=: Af.

Lorsque x, restant toujours négatif, sera devenu plus

grand que la quantité ~,y lui-même deviendra négatif j

mais au-delàdupoint/) la ligne £>Fse trouve au-dessous
de la ligne AB ; l'ordonnée p'n' tombera donc d'un côté
opposé à celui où elle était située d'abord, etpav consé-
quent les valeurs négatives dey doivent se porter d'un
côté de la ligne AB, opposé'à celui qu'on a adopté pour
les valeurs positives.

Ces remarques, qui confirment ce qui a été dit dans
le n° 76, ne sont pas particulières à la ligne droite. On
ne saurait y faire trop d'attention ; car c'est de l'usage
des quantités négatives dans les figures, que dépendent
•en grande partie , les diverses formes qu'affectent les
lignes courbes.

L'équation y r= a.r-f-^ne renfermant que deux cons-
tantes, a et ò, dont la valeur particularise la droite qu'on,
considère, en la distinguant de toute autre , il s'ensuit
que deux conditions suffisent pour déterminer cette
droite. Celles qui s'offrent Jes premières, sont de l'assu-
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jétir à passer par deux points donnés, ou bien à être pa-
rallèle ou perpendiculaire á une autre droite donnée, et
à passer en outre par un point donné. On aura besoin
dansla suite de connaître la forme que prend l'équation
y=ax-\-b , pour satisfaire à ces diverses conditions;
c'est pourquoi je vais les examiner chacune en par-
ticulier.
. 88. Si on cherche l'équation de la ligne droite qui
passe par deux points , dont les abscisses soient a et л ,
et les ordonnées /3 et ß',on mettra successivement л et л'
â la place de x, ß et ß' à celle de y , et on aura , pour
déterminer a et b , lês deux équations

, .
dont on tirera

i\
J

et il en résultera

]
•(
>
i\
J

/S' — /3

•pour l'équation de la droite cherchée.

On peut donner ace résultat une forme plus simple;
car ei on retranche dé l'équation y — aa: -f- b, l'une des
deux équations ci-dessus, !a première ,_par exemple ,
b disparaîtra , et il viendra

y— ß=a (л — л) :

cette dernière équation sera celle d'une droite assujétie
à passer parle point dont les coordonnées sontaetjSj et
faisant d'ailleurs avec l'axe AB un angle quelconque : en
y mettant , an lieu de a , la valeur trouvée précédem-
ment, on aura

La distance des points proposés, ou la partie qu'ils
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interceptent sur la droite cherchée, aura pour expres-
sion

cela se voit évidemment, en supposant que Net N' re-
présentent ces points; car leur distance NN' éfantl'hy-
poténuse du triangle rectangle NRN', il s'ensuit que

89. Pourobtenirl'équation de la ligne droite qui pas-
serait par le point dont les coordonnées sont л et/2 , et
qui serait paralleled la ligne représentée par l'équation
y=dx-{- b',\\ suffira de substituer a' au l ieudea dans
l'équation y—/3=с(лг—л), qui satisfait déjà à la pre-
mière condition, puisque , d'après len°87, le coefficient
de x est le même dans les équations des lignes droites
parallèles entre elles ; on aura donc pour celle qu'on
cherche

y — в=а' (х —л).

90. Enfin , si AE et AI ,ßg. 38, sont deux droites F;g. 33.
perpendiculaires entre elles , passant par l'origine A,
et que sur l'abscisse AP, on élève les ordonnées PM
eiPM',on trouve, en comparant les triangles АРМ
et АРМ', que le rapport de AP à P M est inverse du
rapport de AP à PM'-} ensorte que si a est le coefficient
de x dans l'équation de AE (87) , ce coefficient sera

- dans celle de AI. Mais les ordonnées de cette der-a
nière , tombant au-dessous de ./45 doivent, par le n'yff,
être affectées du signe — : les équations des droites AE
et Al seront donc

У • G f y - — J* \ ) •

(*) On parvient aussi i ce résultat sans s'apppycr sur le n° 76 j
car l'inclinaison des deux droites AM cl AM', /îg. 3g, passant
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Considérant ensuite les droites DF et GHt respecti-

vement parallèles aux droites AE et AI , et par con-
séquent perpendiculaires entre elles, on trouvera pour
leurs équations

y = ax-{-b 'et y=. -- x + b' ( n° précéd.)-

Si la seconde doit passer par un point dont les coor-
données soient« et /3, son équation deviendra

. /

91. Deux lignes qui se coupent ont à leur point

par l'origine , détermine la forme du triangle compris entre les
points Mel M' , correspondans à la même abscisse A P , cl l'ori-
gine Л , triangle dont les côtes sont faciles à calculer , par les équa-
tions de ce&droiles , cpe je suppose

En effet, s\AP = x., ona PM—ax

MM' = PM— P M'— ax — a'x ;
les triangles rectangles АРМ , АРМ', donnent

AM'= АР ч- PM'=

tt qnancl ces droites deviennent perpendiculaires enire elles , lo
triangle MAM' devient rectangle en A; MM.', (jui en est alors
l'hypoténuse, doit satisfaire ii IVcjnaiion

que les valeurs ci-dessns changent en
(äx — а'зс)* = ъх' +a'3.-' +я'алга.

De'veloppe'e , réduite et divisée pai- за:1 , elle revient à — aa' = ï,

d'où l'on conclut a' = -- , comme ci-dessns.
a

II est bon d'observer qne le signe — indique ici le changement
que doit subir la figure, quand l'angle MAW devient droit, cir-
constance qui ne permeiplus que les deux lignes AM et AM'
soient du méme'cole dcl'axe AB, ainsi qu'on l'avait suppose' d'abord J
l'algèbre opère donc sur la s i tuat ion décès lignes 1111 redressement
analogue h celui qui a lieu par les solutions négatives , dans les
questions numériques. (Voyez les EUmens d'Algtbre.)

d'intersection
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d'intersection les mêmes coordonnées; ensorteijue pour
trouver celles du point tk rencontre des deux droitea
données par les équations

y=.ax -f- b,
y = a'x-\-b',

il n'y a qu'à supposer que les inconnues x et y ont la
même valeur dans l'une et dan» l'autre équation : on
aura ainsi

яд; -J- b = a'x -f b't
ce qui donnera

a'b — ab'
y ±= —т -J
^ a — a '

On volt par ces valeurs que le point de concours est
d'autant plus éloigné des axes AB-et AC, que la quantité
a'— a est plus petite, efqu'enfin x et_y deviennent inlinis,
lorsque a'=«, c'est-à-dire lorsque les droites proposées
cessent de se rencontrer, ou sont parallèles.

92. Il peut être utile de connaître la longueur de la
perpendiculaire abaissée d'un point donné sur une ligne
donnée ', et on y parviendra en cherchant les différences
entre les. coordonnées de ce point et celles du pojnt où
la droite donnée rencontre la ligne qui lui est perpen-
diculaire.

L'équation de la première étant
y = ax + b,

celle déjà seconde sera

3,—/3=— I(a;_a),

si « et jS désignent les coordonnées du point donné; mais
on peut mettre l'équation^ = ax-\- Ъ sous la forme

jr —/3 = ax -f-b — /3 — ал + ал,

qui revient à
y — ß = a(x — «) -f- b — ß + ал,

•Trigonométrie. 6e édition. 9
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et , jointe à ̂  — /3 = -- (ж — л), elle donnera

a(ß — ал — b) „ ß — аи. — Ъ
x — а==— - - — -- — -, у — ß= -- - — — .

i -f- a» J i -j- а"

Substituant ces valeurs dans l'expression

l/(a._e). + ( iy_ß)' (88) ,

on aura , pour la longueur de la perpendiculaire cher-
chée ,

ß _ aa _ Ьт

дЗ. Ce qui précède conduit à l'expression du sinus ,
du cosinus et de la tangente de l'angle que forment
entre elles deux droites données. Soient .

y «= ax -f- Ъ , y = a'x

les équations des deux droites proposées; il est évident
que l'angle qu'elles font entre elles ne» changerait point
si on les faisait mouvoir toutes deux parallèlement à
elles-mêmes jusqu'à ce qu'elles passassent par l'origine
des coordonnées j et alors leurs équations se réduiraient à

y — a x , y = a'x (87).

C'est dans cet état que je les considérerai et je les
Fig. 40. représenterai par les lignes AM et j4M',Jlg, 4°-

Ayant pris sur l'une d'elles un point M', dont les
coordonnées soient désignées par л et ß , la perpen-
diculaire MM' abaissée de ce point sur l'autre ligne

AM , sera exprimée par — - -- , à cause de b = о

(да) ; mais si l'on fait AM' = r, les coordonnées du
point A étant nulles , on aura
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et parce que le point M1 est sur la ligne AM, dont
l'équation est y = a'x, il s*fensuivra /3 = a'л. £ette
équation combinée avec la précédente, donnera

substituant ces valeurs dans celles de la perpendiculaire,
on trouvera

r(»' — q) t

V/ 1 + a1 V/ 1 + a'1

et si l'on donne à la perpendiculaire MM' le nom de
sinus, qu'on lui a assigné dans la trigonométrie , on
aura

sin MAM' =^.=ä£=lÜ= ,
t/ 1 + of 1/1.+ ""

en prenant r pour rayon.

Si on retranchede r" le quarre de cette expression, on

aura celle de AM , ou du quarre du cosinus de l'angle
МАМ', savoir :

(cos M AM' ')» =
r°(i+Q°) Çi+t/Q— ̂ Ço'— a)" __ r'Çi+

et prenant la racine quarrée, il viendra

enfin, faisant r= ï, on tirera de-ces deux expressions,

_ un M AM' _ a'— a
~cos MAM' i + aaf'

J'aurais pu déduire immédiatement cette dernière
râleur de la formule

9-
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rapportée dans le tableau âe la page 3o , puisque l'angle
МАМ' est la différence des angles ВАМ' et B AM, et
que par conséquent , si l'on désigne ces derniers par p
et q, on aura

= a, et — --;,

comme ci-dessus; mais cette formule repose sur celles
du numéro 1 1 , obtenues par le moyen d'une construc-
tion, et je me suis proposé de tirer des seules équations
des lignfe, tout ce qui est nécessaire pour l'application
de l'algèbre à la géométrie.'

g4- L'équation du cercle obtenue dans le n° 83 , n'est
que particulière , parce qu'on a donné au centre une
situation déterminée , en le mettant à l'origine des coor-
données. Pour généraliser l'équation de cette courbe,

fig. 36. il faudra avoir l'équation du cercle DED'E', fig. 36 ,
en prenant pour origine des coordonnées le point A" ',
placé d'une manière quelconque par rapport au centre A;
et pour cela , il suffira d'écrire analytiquement que la
distance de ce centre à chacun des points de la circon-
férence, est égale à r. Or si l'on désigne par p et^, les
lignes A* A' et A A , qui serontalors les coordonnées dû
centre Л j par rapport aux ax.es А"Б' et ^"C'.etquel'on
fasse A" Q = x , QM=y , on aura (88)

AM = r =

d'où on tirera, en quarrantles deux membres et en dé-
veloppant ,

ас» — apx-j-pa+j* — a<jy -f- ç1 = r».

Cette dernière équation est la plus générale que l'on
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puisse obtenir pour le cercle', en le rapportant à des coor.
données rectangles : elle ne peut être particularisée qtte
par la détermination des trois quantités Constantes p, q
et r, dontles deux premières fixent la position du centre,
et la troisième représente le rayon. Il suit de là qu'il faut
trois conditions pour déterminer la position et la gran-
deur d'un cercle; et c'est aussi ce qu'on a vu dans les
Elémens de Géométrie.

Si on voulait déterminer le cercle qui passe par trois
points dont les coordonnées soient

л et ß, л' et |3', «" et /2",

on mettrait «, л', л" à la place de x, et /2, /3', ß" à
celle dey ; on formerait ainsi les trois équations

a» — zpa -Ьра + P — Щ& Ч- <? — r%
«" — ара' +p* + P* — 29/6' -f ç» = r,',
«"' — ара" +р* + /3" — zqß" + <7" = r%

qui ne renferment que trois inconnues, savoir, p> (/ et r.

Si on retranche successivement la- première de la
deuxième et de la troisième, on aura, en effaçant les
termes qui se détruisent,

ces deux équations ne contenant p et q qu'au premier
dagré, font voir que le centre du cercle demandé ne
peut avoir qu'une seule position -t et quant au rayon,
comme on a immédiatement

т— \/*2 —

il n'est susceptible que d'une seule grandeur : on ne:
peut donc faire passer par trois points qu'un seul cercle.

Les résultats de la résolution des équations ci-
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dessus étant mutiles pour ce qui doit suivre, je ne l'a-
ehèverai point, mais je ferai remarquer qu'elle pour-
rait s'abrégerpar l'effet de la symétrie de ces équations,
qui mènerait aisément à la construction donnée daps
les Elémens de Géométrie.

g5. L'équation générale du cercle

or* — ßpx + p* -f- У* — .ЩУ + <7* = J*

se simplifie de plusieurs manières, qui méritent d'être
remarquées, parce que les formes qu'elle prend alors
sont employées fréquemment dans l'analyse.

Si l'on y fait p=o, </=o, on retombe sur x*+y*=r*.
Pour placer l'origine des coordonnées sur la circonfé-

rence du cercle, il suffit de faire p' + ç'̂ r*, puisque
1/рг Ч- q* exprimant alors la distance du'centre à l'o-
rigine, il s'ensuit que cette distance est égale au rayon :
l'équation du cercle se réduit dans ce cas, á cause de
celle qu'on vient de poser, à

Xa — apx +У — zqy — o.

Enfin si, pour plus de simplicité, on prenait l'ori-
gine à l'extrémité D'du diamètre, le centre se trouvant
alors sur l'axe des abscisses, son ordonnée deviendrait
nulle, son abscisse p serait égale au rayon r, et l'équa-
tion ci-dessus se changerait en

xs — UTX Ц-уа = o.

Cette dernière et la première, /.r'-f-y"—r", sont celles
des équations du cercle dont on fait le plus fréquent
usage.4

06. Ce qui précède étant bien compris, toutes les
questions que l'on peut proposer sur la ligne droite et
sur le cercle , se ramènent facilement à l'algèbre, sans
qu'il soit besoin de recourir à d'autres propriétés des
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figures, qu'à la relation qui existe entreles trois côtésd4m
triangle rectangle (*). Soit, pour premier exemple,
cette question :

Deux lignes droites, AE et DE, fig. 41 ï étant don- f
nées par les angles qu'elles fontavec une troisième AB, et
par la partie AD qu'elles interceptent sur cette troisième,
trouver sur une ligne AC, perpendiculaire à AB, un
point G, par lequel, menant une"droite GK, parallèle à
AB, la partie HK, comprise entre AE et DE, soit d'une
grandeur donnée.

Pour former les équations des droites AE et ED, je
nomme a et a' les tangentes des angles E AD et EDA,
qu'elles font respectivement avec la droite Aß; je
prends celle-ci pour l'axe des 4bscisses 'dont je place
l'origine au point A, ainsi que celle" des ordonnées
v que je conçois parallèles à AC; et je fais AD = et.
La première droite aura pour équation^ =«лг, puis-
qu'elle passe par le point A ; la seconde devant passer
par le point D, pour lequel on a

sera
y =s о (85) et x = л ,

en observant que jr diminue tandis que x augmente , 'et
que par conséquent a' doit être pris négativement : on
aura donc ces deux équations :

y= — a ' (x— л).

(*) Dans les notes qu'il a placées h la suite de ses Elémens de
Géométrie, M. Legendre déduit cette relation des premières consé-
quences de la superposition des triangles egaui, par un moyen très-
éle'gant; mais Jesconsidérations qu'il emploie pour cela sont malheu-
reusement trop abstraites pour pouvoir servir de base h un 'livre
élémentaire, et porter clahs l'esprit cette conviction intime qui
mult« des notions reçues immédiatement ряс les sens.
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Pour obtenir les points H et К , où les droites qu'elles;

représentent rencontrent la ligne GK , parallèle à ЛВ ,
il eufÇt d'y faire^y = AG ; si donc on pose ЛС=<,
on aura

prenant la valeur de x dans chacune de ces equations t

il viendra

Ces expressions sont celles des abscisses Ali et j4k, dont
la différence donne hk = ЯА, à cause des parallèles ;
et désignant par m la grandeur que doit avoir HK, on
trouvera

_ *a>~ г *

d'où l'on tirera

aam' = &ad —ta — ta',

et par conséquent
( « ~ m ) aaf

*=• 0-fa'~~'

Telle est la valeur de ЛО, qui satisfait à Ia quesito»
proposée.

97. Je suppose qu'au lieu de donner à la ligne HK.
une grandeur connue, on demande qu'elle soit égale à la
ligne A G, ce qui revient à inscrire vin quarré dans ou
triangle (66). Dans ce cas, au lieu d'égaler à m l'ex-
pression de ИК, il faudra l'égaler à t, ce qui donnera

d'où Гон déduira
aaa'

t := —p~r :—r«aa •+• a -4« a
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98. Soit encore le problème suivant, déjà, résolu
au n°j8:D'unpointE, fig.53, placé comme o n voudra, Fig. 33«
tnenerune droite de manière gué lapartieD'f, de cette
droite, interceptée entre deux lignes qui forment entre
elles un angle droit BAC, soit d'une grandeur donnée.

Si a et /2 désignent les coordonnées du point donné E ,
y — (3 =— a(x—a) sera l'équation delà droite EO'>
menée par ce point. Pour obtenir la longueur de D'P*, il
suffit de déterminer AD' et AF*t c'est-à-dire la yaleur
àey lorsque or=o, et celle de x lorsque^ = o, hy-
pothèses qui fournissent les equations

y— j3 = a*. —/2 = —0(0: — e t ) ,

desquelles on tire

et comme FT? = VAD'*+ AF1 *, il en résulte

ал а

posant'FD' = m, et élevant au quarré pour faire dis-
paraître le radical, il vient

Cette équation étant développée et ordonnée par
rapport à la lettre at se changera en

Я* з, /ЗЧ-А"— m» , , a/3 ía

et monte, comme on voit , au quatrième degré; mais si
l'on fait |3=A, c'est-à-dire, si l'on prend le point £ à
égale distance des deux axes AC et AB , elle devient

да + i=
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et rentre dans l'équation (3) dû n° 78, lorsqu'on change
a en z et a en a.

99. Je fais maintenant l'application des formules que
j'ai trouvées pour la ligne droite, à la recherche des
principales propriétés du triangle. Je prends à cet effet

Fig. 4a 'deuxpoints M etM" ,ßg. 42, formant, avec l'origine A,
un triangle quelconque -, je désigne les coordonnées du
premier point par л, ß ,
celles du second par л', ß':
les distances AM., AM', MM', qui forment les côtés de
ce triangle, seront, d'après le numéro 88, exprimées
respectivement par

— *)' H- (#' — W-

Si l'on fait XM=a c, AM' = с', MM' = e"-, on aura
ces équations :

c"> •=. et'a — 2*'* + Л1 + |3'z

et si on retranche la dernière -de la somme des deux
premières, il viendra

o

Les éqnations-des lignes AM et AM' seront

(3 /S'

le cosinus de l'angle qu'elles forment entre elles aura
pour expression (g3),
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' ) Г

En faisant la rayon r= ï , comme celui des tables des
sinus, et 'substituant à la place des quantités a1

*"+ g", A*'+№, leurs valeurs с», с'\

il viendra

c'+c>~ c *

cos MAM' = " т"', C"a,
2CC

équation qui donne une relation entré les trois côtés du
triangle MAM' et l'un de ses angles. Si l'on fait atten-
tion que l'angle MAMr est opposé au côté MM' — c",
on sera convaincu qu'on doit avoir pour les angles AMM'
AM'M, respectivement opposés aux côtés AM' = c't

f= c, les équations

cos^M'= ,2cc'

En désignant donc par y", y', y, les angles MAM't
AMM', A M'M, on obtiendra les trois équations sui-
vantes :

ca 4. c'» — 2cc' cosy =c"a }
c* 4- c'" _ ace" cos>' = с'1 [. (A).
с'* 4- с"* — 2c'c" cos 7 = c» J

Sil'on ajoute ensemble la première et la seconde de ces
équations, pjiis la première et la troisième,, puis la se-
conde et la troisième, on obtiendra trois résultats qui
deviendront respectivement divisibles par ас, ос', ас";
lorsqu'on aura effacé les termes communs aux .deux
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membres de chacun, et qui donneront ainsi

с — с' cosy" — с" cos у' = о "J
с' — с cosy"— с" cos у —о > (В).
с" — с cos^y' — с' cos у = о }

II est bon d'observer que ces équations s'obtiennent
immédiatement en abaissant successivement de chaque
angle du triangle, une perpendiculaire sur le côté op-
posé, et calculant les segmens de ce côté,

g. 14. On a dans la figure i4

AD = AB cos A, CD=BCcosC
AC — AD + CD = AB cos A -f BC cos C.

FaisantAC= с, AB = c', БС=с", et conservant
les dénominations des angles , il viendra

c —c'cos}/'-f-c"cos>' ou с—c' cos y"—с" соз y'=o.

On parviendrait de même aux deux autres équations (B).

100. Quoique ces équations soient *u nombre de trois,
elles ne peuvent cepeadant faire connaître les côtés lors-
que les trois angles sont donné»; car ai on cherchait
les valeurs de с, с', с", au moyen, des expressions géné-

, raies des inconnues, déterminées par trois équations du
premier degré, on trouverait о, à cause que le terme
connu manque. Mais ces mêmes équations se changent
en

ï —p cosy — q cosy' = о
p —• cos y" — q cos j/ = o
q— cos>'—p cosy =o,

c' c"
lorsqu'on fait — = p, — = q; elles donnent alors le

rapport des côtés du triangle proposé, et il reste de plus
une équation de condition, qu'on obtient en éliminant
p et 9. Cette équation est
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* I — COSJ/" — COSy - COSJ,* — acOSycOSJ/COS}- = O J

et son premier membre est précisément le dénominateur
commun des valeurs des inconnues с, с' , с", déduites
des expressions générales citées plus haut. En égalant
cette quantité à zéro, les valeurs des côtés с, с', с",
deviennent f , et les côtés demeurent par conséquent
indéterminés, comme le prouve la transformation opé-

, rée sur les équations (B).
L'équation de condition que l'on vient d'indiquer

renferme la relation que doivent avoir entre eux les
trois angles y , y' et y" , pour que leur somme soit
égale à deux droits , ainsi que l'exige la nature du
triangle rectiligne. Pour s'en assurer, il faut, à l'aide
des valeurs desin(prt 9), cos {p±.q} (11), dévelop-
per l'équation cos (a' — y" — y' ) =cos^ : on trou-
vera d'abord

— - cos ( y" + y' ) = cos y ,

en observant que sin 2' — о , et que cosa' = — ï •, puis
il viendra

— cos y" cos y' + siri^" sin y' = cos y ,
d'où

cos^y -f- cosy" cosy'=siny" sin^/j
(cosy-f-cos/ cosy)a=sin>"2sin>'a=(i -cosyXi -cos/"),

et après les réductions, on retombera sur l'équation
ci-dessus;

11 est à propos de remarquer que les équations (A)
sont, par rapport aux triangles rectilignes, ce que les
équations (B) du numéro 47 sont à l'«gard des triangles
sphériques, et conduiraient, par de simples transforma-
tions , aux formules de la résolution des premiers
triangles.

101 . Pour avoir l'aire du triangle MAM! ,fig. £p , ij Fig. 43.
faudra , du point A , abaisser une perpendiculaire AD
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sur le côté MM' qui, passant par les points M et
M', dont les coordonnées sont respectivement « et ß,
л' et ß'} a pour équation (88)

• • «•_*
En comparant cette dernière équation avec la formule

y — ax -f- b , on trouvera

_ß' — ß L _ *'/3 — ff*
a — «.'—*.' *—'*.' — *. '

mais en observant que dans le numéro ga les lettres
л et /3 désignent-les coordonnées du point d'où part la
perpendiculaire, coordonnées qui sont nulles dans le cas
actuel , puisque ce point est l'origine , l'expression de la
perpendiculaire se réduit à

— b tt'ß — ft' л __

et mettant с" au lieu de l/(«' —• • *Y + № —
viendra

Avec cette valeur, on aura pour l'aire du triangle МАМ',

MM' X4D_ aß''— äfft
' ~

expression bien remarquable, en ce qu'elle donne l'aire
de tous les triangles qui ont leur sommet au point A , au
moyen des coordonnées des sommets des angles adjacens
à leur base.

, On peut la changer en une autre qui ne dépende que
dea côtés. Pourceîa, il faut multiplier entre elles les
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deux équations

Л retrancher du produit le quarre de

«*' + ßß'= c* + c"+c*' Yie
a

з= cV» —
4

prenant les racines quarrées , et réduisant tous les termes
du second membre au même dénominateur, on trouvera

et l'aire du triangle МАЪТ aura pour expression

dont le développement s'accorde avec le résultat du n° &4-

102. Si l'on conçoit maintenant un quatrième point
M", dont les coordonnées soient a", /s", et que. l'on
représente par d , d', d", les distances AM", MM"
M'M", on aura

**• + /3"' = d«

08" — (S')" = d"a.

Eu développant ces équations , et'subsîituant dans les
deux dernières, à la place des quantités л^+уЗ", c
a'"- + ß"1, leurs valeurs c% c'i et à2, on obtiendra

e -f- d" — a (**" + /з'/з") = d/a

c'»+ d"_3 (*'»"+ /3'/3")=,d"»j

si, pour abréger, on fait
c» 4- d* _ rf'1 , c'a 4- fia — î "1 _,

~ ã -- = d" - 1 - =<d

on aura

Prejiant dana ces tquationsla valeur de a" et celle de ß",
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qui sont

_ ffdf-ßd. _ ri, — J d,
~~ aß' — a'ß' ft — aß' — aß '

pourles mettre dansa"" -J- ft"*=d!i, en ayant égard aux
équations *", -f- ß1 = с", *'*'+ ß'* = t'a, on trouvera

f .
Remplaçant ensuite les quantités лл'-^-ßß' et ctfl'— ct'ß ,
par leurs valeurs

obtenues ci-dessus , et remettant

pour tî, , rf,, л cette équation ne renfermera plus que leg
six distances

, AM, AM', MM', AM", MM", M'M",
qui forment les quatre côtés et les deux diagonales du
quadrilatère AMM'M' . Quand les quatre cotés de ce
quadrilatère et l'une de ses diagonales seront connus ,
on pourra trouver l'autre diagonale.

io3. Si l'on voulait déterimnerle point M" par les
conditions que les trois distances A M", MM", M'M"t

fussent égales, ce point serait alors le centre du cercle
circonscrit au triangle proposé, et l'on aurait

d=d' = d",
ce qui donnerait

r* r'3 '

l'équation (C) deviendrait
Cac'4+ C'V — 2Cac'a(ct*'+ /3/3') =

et se réduirait à

en
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en mettant pour ал' + /2|3' sa valeur , et en observant
que si on désigne par S la surface du triangle AMM't
. «ff — a'ß
«gale a-^-1 - (1O1)> °и aura

On tire de là
CC'C»

expression très-simple du rayon du cercle circonscrit au
ea c'a

triangle proposé ; et en écrivant — et — au lieu de dt

et du , dans les valeurs de a-" et de &", on a les coor-
données du centre de ce cercle.

104. Il ne sera pas plus difficile de trouver les coor-
données du centre du cercle inscrit, et le rayon de ce
cercle. Dans ce cas, le point M", Jig. /ß, se trouve au-FjS-
dedans du triangle , et dans une situation telle , que les
perpendiculaires abaissées de ce point sur chacun dès
côtés AM, AM, MM*, sont égales entre elles. Pour
exprimer analytiquement cette circonstance, il suffit de
former les équations des trois lignes ci-dessus , et d'en
déduire , par la formule du n° 88, les longueurs
des perpendiculaires menées du point M", dont les coor-
données sont л et ß. Or ces équations sont respecti-
vement

$ &

;у = ̂ *+'1г*(«р,

les perpendiculaires abaissées sur chacune d'elles auront
pour expression

Trigonométrie. 6e édition. ю
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' a! ff' — а'У

(»' — «) g" — «У — g) g" + «y — «'

!/(*'— «J'

et pourront s'écrire ainsi :

— (ag"— H/8)— (*"£'— a'g") + (*£'— *'D
;c"

en niettant pour lès radicaux leurs valeurs с, с', с''.

Simaintenant on se rappelle que la formule (juidonne
la perpendiculaire abaissée d'un point sur une ligue , a
été obtenue par une extraction 'de racine quarre«, et
qu'elle est pur conséquent susceptible d'être.prise positi-
vement ou négativement , OQ- en conclura que chacune
des expressions ci-dessus-a deux valeurs. Pour n'employer
que celles qui sont positives, il faut observer que, d'après
la figure, la ligne AM s'écartant р!цв de l'axe., des
abscisses ЛВ que la ligne 4M. t et le point M" étant
oom|>ris'eni;re la première-et la dermère-, од. doit. avoir' " '
ou , ce qui «st la même chose-,

_

d'où il suitque, pour donner une valeur positive, l'ex-
pression de la seconde perpendiculaire doit être prise
avec des signes èontrair'es à ceux qu'elle a bi-dessus.

De plus le point M" sfftrouvant au-dessous de la droite
MM ', dont l'équation est

У = — X + —;J
 a.' -*.« a. —
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r« ^c u q u e ^ <__,

ce qui donne

ou bien

condition d'après laquelle l'expression de la troisième
perpefldiculaire est positive.

Si d'après ces considérations , on fait

— off)
- - __. - -— •

et que l'on ajoute les produits ec , e'c'} é"c" , il viendra
par les réductions ,

Cette équation est facile à- vérifier j car les produits
ec, éV, e"c"j exprimeutles aires, des triangles AM" M j
AM" M' tMWf" M' , m\)lupliées par 2 ,• la somme de ces
aires est égale à celle du triangle total AMM' , qu'on
a désignée par S', etoo a

«£'— a'/S c=25(ioi ).

Lorsque e = e' = e\ on obtient sur-le-champ

et quand c = c' =. c"} il vient

La première de с es exprewioas est celle du rayon, du
IO. .
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cercle inscrit; et la seconde fait voir que si d'un point
quelconque pris dans l'intérieur d'un triangle equi-
lateral, on abaisse une perpendiculaire sur chacun des
cotés de ce triangle, la somme de ces trois lignes sera
égale à sa hauteur, puisqu'on prenant le côté с pour
base , et nommant h la hauteur , on a S =£ ch , ce
qui donne e -f- e' +e" = h.

On pourrait encore tirer un grand nombre de consé-
quences de la théorieque je viens d'exposer; mais ce qui
précède suffit pour cet ouvrage ; et j'observerai qu'il
existe pour les polygones rectilignes quelconques des
équations analogues aux équations (A) et (B) du nu-
méro 99 , qui s'obtiennent de la même manière, et qui
conduiraient aux propriétés de ces polygones, comme
celles-ci mènent aux propriétésdu triangle. M.Lagrange
a donné, sur les pyramides, unMémoireauquelcecipeut
servir de préliminaire, et qu'on étendrait aux polyèdres
en faisant usage des formules rapportées dans le cin-
quième chapitre du premier volume de mon Traité du
Calcul différentiel et du Calcul intégral (*).

io5. La combinaison de l'équation de la circonférence
du cercle avec celle de la ligne droite , 'conduit aux
diverses propriétés qui résultent de la rencontre de ces
lignes, et donne la solution de toutes les questions dans
lesquelles l'inconnue ne passe pas le second degré.

Soient жа + у=г", y — /3 =я (x — a) , ces deux
équations ; les employer н la détermination de x et de_y,
ou les considérer comme renfermant les mêmes incon--
nues , c'est supposer que les points auxquels appar-

(*) Voyez aussi la Polygonométrie de l'Huilier, sa PolyédfO'
ntétrie insérée dans le premier volume des Mémoires présente!
e l'Institut, par des Savons étrangers ; la Géométrie de posi'
tion de Carnot, son Mémoire sur la relation qui existe entre
If i distances de cinq points quelconque* pris dans feipace.
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tiennent lea coordonnées x,y , sont situées en même temps
sur la circonférence du cercle et sur la ligne droite pro-
posée, c'est-à-dire, sont les intersections de ces lignes:
et en général , îl est évident que pour trouver les points
de rencontre de deux lignes quelconques , il suffit de
supposer que leurs équations ne contiennent que les
mêmes inconnues.

En chassant d'abord y, par le moyen de sa valeur
prise dans la seconde équation , on trouvera

xa -f- ( ax + /3 — a&Y = ;•".

Cetteéquationduseconddegré, étant développée, don-
nera deux valeurs pour x , parce qu'en, effet la ligne
droite doit rencontrer en géjiéral le cercle en deux points;
mais on peut arriver à des résultats plus simples , en.
prenant pour inconnue la distance du point dont les
coordonnées sont л et ß, à l'un des points d'intersection
de la droite et du cercle. Si on désigne cette distance
par z , on aura (88) ,

d'où l'on tirera

et mettant pour_y — /2 sa valeur a ( x — A) , il viendra

«•=(*— *)•(!+ a«),
/

d'où l'on -déduira
az

й _~ ~

ce qui donnera

-;— - -, . — ,
\ X i - f - a " J y / i + a »

Substituant ces dernières valeurs dans l'oquatioa
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*==?*, on la changera en cette autre :

qui se réduit à

et qui fera d'abord connaître z , et ensuite x et _y, au
moyen des expressions précédentes.

. H est visible que sue point E,ßg. 44, est celui dont
les coordonnées sont* et ß , djue MNM' et .ЕЛ/ soient
le cercle et la droite proposée, a exprimera la tangente
de l'angle EeB , et les deux râleurs de z appartiendront
aux droites E M et ЕАГ.

106. On «ait, par la théorie des équations, que le der-
nier terme est le produit de toutes les racines ; si donc
on nomme z' et z," celles de l'équation ci-dessus, on aura

expression qui , ne dépendant point de Ja quantité a ,
demeurera la même quelle que soit cette quantité ,
c'est-à-dire , quel que soit l'angle EeB dont elle est la
tangente; et comme z' et *" représentent les deux lignes
EMet FM' , il suit de là que le produit ЕМхЕМ'еы
le même pour toutes le.s lignes menées par le point E ,
ou, que si l'on tire une seconde sécante Ern , on aura

E M'— Em X Em',

d'où il résulte que les sécantes EM' et Emf sont réci-
proquement proportionnelles à leurs parties extérieures
EM et Em, ainsi qu'on le prouve dans lesElémens.

Lorsque le point E est en dehors du cercle , on a

puisque ла + ß' exprime le quarre de la distance du
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point E au centre A ; mais quand ce point est intérieur
au cercle, comme le montre la figure 45, z' et z" Fig.
sont de signes différens , parce que le dernier terme
<*a + /3* — r1 devient négatif à cause de eta+ /3a < r*.
D'ailleurs le produit EM x EM' demeure indépen-
dantdel'mclinaisonde la ligne MM', par rapport à AB;
et en menant par le point E une seconde corde mm', on
a encore

EM X EM' = Em X Em',

d'où il résulte , comme on le prouve dans les Élémens,
que les cordes d'un même cercle se coupent en raison
réciproque ; et l'on voit que ce théorème et le précédent
n'en font, à proprement parler , qu'un seul, puisqu'ils
se déduisent de la même équation.

En tirant de l'équation

la valeur de z , on trouve

— (ß —

telles sont les expressions des lignes £M et EM'.

Elles peuvent être simplifiées en changeant les coor-
données , de manière que les abscisses x et * soient
prises sur la droite AE,ßg. 44, qui joint le point £ Fig. 44-
avec le centre A du cercle proposé, en partant toujours
de ce point, et que les ordonnées _y soient perpen-
diculaires à cette droite : on aura alors
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/ б = о , 0.—

t/ ï +«"
l'équation au cercle ne changera point , mais celle de la
droite EM deviendra

y=a(x — л).

107. En supposant que le point £ soit extérieur ав
cercle , on obtient

MM' = ЕМ>-ЕМ= ,
V/n-o«

mais il est visible que cette ligne diminue à mesure que
la ligne EM , tournant autour du point E , tend à sortir
du cercle , et que les point M et M' finissent par coïn-
cider en N , lorsque cette ligne n'a plus avec le cercle
qu'un simple contact : à ce point, on a donc MM' = о ,
et par conséquent

r*(l -f л2)— а*ла = о,

r
a :

V/ла— г»"

Voilà l'expression de la tangente trigonométrique
de l'angle quedoit faire avec la ligne ЛЕ, une ligne EN,
menée parle point E, de manière à toucher le cercle ;
et par conséquent la solution algébrique de ce pro-
blème : Mener par un point pris hors du cercle, une
tangente à ce cercle.

108. Les mêmes considérations serviront aussi à
déterminer la tangente menée par un point pris eur 1«
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circonférence du cercle j et pour plus de généralité ,
je placerai ce point d'une manière quelconque. En.
désignant toujours par л et ß ses coordonnées , on
aura par l'équation du cercle, à laquelle ces quantité«
doivent satisfaire ,

ce qui réduira l'équation

V/

V/i -f-a»

et dans cet état elle se décompose en

, a (« + /3n)
*=o, *+-7===^=

V/j +o»

ses deux racines seront donc

г,_0 .„- *(a — o z — — —

et la différence de ces valeurs , ou la longueur de la
partie de la sécante comprise dans le cercle , sera

a (et

Pour que cette quantité s'évanouisse, il faudra qu'on ait

0. + @a = o , ou a= — -,

résultat qui s'accorde avec ce qu'on démontre dans les
Ëlémens; car la droite menée par le centre du cercle et
par le point dont les coordonnées sont л et ß , ou le

a
rayon AN , aurait pour équation y = -1(87); l'équa-
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t iony—ß—a(x— л) devenant, par là valeur de в

trouvée ci-dessus, y — ß=—~(x— л), représentera
p

la droite perpendiculaire à ce rayon, et passant par le
point dont les coordonnées sont a et ß, c'est-à-dire par
son extrémité Ar(go).

Si l'on voulait connaître la distance del'origine Л des
coordonnées, au point où la tangente NT rencontre
l'axe des abscisses, il faudrait, dans l'équationde cette
tangente , faire y = о , ce qui donnerait

à cause de a? -f. j8» == f.

loq. On peut', par ce qui précède, rçsoudre la
question suivante : Trouver lapositionque doit avoir la
ligne EM , menée par le point donné E , pour que la
partie MM'de cette ligne, comprise dans le cercle , soit
d'une grandeur donnée m. Afin de parvenir à des
expressions plus simples, je prendrai, comme à la
fia du numéro 106, la ligne AE pour axe des abscisses,
et en égalant à m la différence des valeurs de z, obtenues
dans le numéro 107, .j'aurai

m

faisant disparaître les radicaux , il viendra

m« (ï + О ~4r'( ï + О - №*•

d'où je tirerai

substituant cette valeur dan s^== a (x — «), j'obtien-
drai l'équation de la droite cherchée. •
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Ce n'est encore là que la solution analytique du
problême qui m'occupe ; il faut maintenant construire
l'expression ci-dessus. Pour y parvenir , on observera

d'abord que le numérateur V fa* — "*" exprime le
côté d'un triangle rectangle dont ar est l'hypothénuse, et
m le troisième côté. On donnera ensuite au dénomina-

teur V/4a' — 4ra 4- m" la forme V/4*a— (4^ — "*" ) >

équivalente à \/ fa* — ( k/4r" — m")' et qïii fait voir
que ce dénominateur est aussi le côté d'un triangle rec-
tangle ayant pour hypothénuse 2«, et pour troisième
côté le radical \/ ÁJ* — m* , ou le numérateur dont je
viens d'indiquer la construction.

En désignant' par q et par p les deux lignes qu'où
obtiendra par ces opérations , j'ai

Г équation^/ = a (лг — a) devient

У = р^-л^

et il en résulte que si l'on prend sur AE> à partir du
point E f "une distance EF=p, et que par l'autre extré-
mité de cette distance , on élève une perpendiculaire
FG ^=q , la droite qui joindra l'extrémité de cette per-
pendiculaire avec le point E , jouira de la propriété
comprise dans l'énoncé de la question, puisque l'angle

FEG aura pour tangente trigonométrique a = - = -j-r^-

1 10. Il doit être évident, d'après ce qui précède, que
les quostionsde géométrie peuvent être traitéespiudeux
rnéthodesbien distinctes : l 'une roiislste à déterminer les
équatione des lignes qui contiennent Jes peints cherchés,
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en partant des propriétés de ces lignes; et l'autre, à dé-
duire immédiatement de la considération des triangles
semblables et des triangles rectangles que présente la
figure résultante du problème supposé résolu , en s'ai-
dant mêmedequelques constructions préparatoires, le«
relations des droites qui déterminent la position de ces
points.

La première de ces méthodes, quelquefois plus élé-
gante que la seconde , est toujours plus générale; mai»
la seconde est souvent plus simple ; et cela doit être,
puisque par celle-ci on prend les choses de moins haut,
et qu'on part de propriétés plus voisines de celles qu'on
cherche à découvrir (*).

i i i . Li'équation du premier degré n'a donné qu'une
seule espèce de lignes, savoir laligne droite; l'équation
du cercle s'est trouvée du second degré ; mais cette
équation , obtenue dans le numéro д4 sous ^a forme
la plus générale, n'est encore qu'un cas particulier d»
ce теше degré, dont ta formule est

Лу-1гВху+Сх* + Оу + Ез: = F (i) :

il reste donc à découvrir les courbes qui répondent aux
autres cas de cette formule. J'observerai d'abord qn'on
peut, sans en diminuer la généralité , l'écrire ainsi :

= 0.5 -L. — — 1L•* + ~jy + -2 x— A'»

(*) J'ai trace Ia marche féconde et uniforme de la première dece«
méthodes dans la Préface de mon Traité du Calcul différentiel et
du Calcul intégral; et les lecteurs qui voudront en connaître pin»
particulièrement l'application, troitveront de quoi satisfaire leur goût
dans la 2e édition du Recueil des diverses propositions de géomé-
trie, etc. publié par M. Puissant, savant très-recommandahle ,
maintenant attaché au »rps des Ingénieurs-Géographes.

ï»
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et faisant pour abréger

B C D . E F f_ = &, -=c - = «1, - = e ~ =/,

il en résultera

y" -f- Ьху + еж* •^-dy-\-ex^=f.

Le moyen qui s'offre le premier pour déterminer le»
circonstances du cours des courbes cherchées , c'est
d'examiner la marche des valeurs de l'ordonnée , par
rapport à celles que l'on peut assigner aux abscisses ,
et pour cela de résoudre l'équation ci-dessus , par rap-
port à y. En opérant ainsi , on trouve

y=-{(bx+d)±{ \/4(f— ж.— ex*) + (bx + dy.

Développant la quantité qui est sous le radical , et l'or-
donnant par rapport à x , il viendra

— a(ae— Ы)х— (4о- aa)r'
a

Faisant pour abréger

4f+a* = /j, 2e — bd=n', 4e — i*=m,

•n aura

_ bx-^-d , \ / p — anx — mx*
У 2 2

On voit d'abord que la valeur de vest composée de
,, . / bx + ddeux parties , dont 1 une , exprimée par -- , est

l'ordonnée d'une ligne droite ayant pour 'équation
y= — ±bx — {d, qui se construit en prenant sur f '=• 4°*
l'axe AC, au-dessous de AB t Jlg. 46 , une partie
AD = ^d> et irrenantparle point Dune droite DE, fai-
«ant du côté des x négatifs un angle DE A, dont la tan-
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gente soit égale à £ b (87) ; ensorte que AP étant x ,
_,, bx-\-d T. , . , .
PJ\ sera --- . II est évident maintenant que pour

avoir les points qui appartiennent à la courbe cherchée,
il faut .porter dans la direction de PN, tant an - dessus
qu'au-dessous de la droite DE, des parties .NM et
égales à

y V/ p — 2ПХ — mx* ,

puisqu'on aura par ce moyen

PM =— i (bx + d) + i {/р—лпх — тх* ,

PM'— — i (Ãx+d) + i V P— znx — mx*.

La droite DE jouit ainsi de la propriété remarquable
de partager en deux parties égales les lignée menées pa-
rallèlement à ACt entre deux points de la courbe cher-
chée , et c'est pour cela qu'on lui a donné le nom de
diamètre ; «mais il y a cette différence entre la ligne DE
et les diamètres du cercle, que ceux-ci rencontrant à
angle droit toutes leslignes qu'ils divisenten deuxparties
égales , tandis que la première le t'ait obliquement '.ce-
pendant on verra bientôt que ces deux circonstances
dérivent d'une même loi.

на. L'équation ci- dessus se simplifierait beaucoup
en prenant pour ordonnées les droites NM et NM't
c'est-à-dire "en faisant

mais les abscisses AP ne seraient plus compt4es sur la
ligne de laquelle partent les ordonnées. Pour les rame-
ner à cet état, il faut les prendre sur le diamètre DE :
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c'est ce qu'on effectuera en posant DN=s ; et en ob-
servant que si l'on tire DG parallèle à AB, -on aura

DG = DN cos D = s cos D.

L'angle D est le même que l'angle E , dont la tangente

est si, son cosinus est — = - - (p.3i);
/i+i*" 1/4+6*

et puisque AP = 'DG , i'1 en résultera

x — — — ou x =

en faisant , pour abréger ,

La valeur de x étant mise dans celle de í , on trouve

t= ±1 V/p — 2n?i — niç"*' ,

relation qui doit exister entre í et í, ou entre les droites
DN etAftV, pour chaque point delà courbe , et qui est
par conséquent son équation rapportée aux coordonnées
DN et NM. Celte-ci , quoique plus simple que

y* + bxy + ex" -f- dy + eX:=f,

est aussi générale., puisque les transformations effecr-
tuées jusqu'ici, n'ont introduit aucune condition par-
ticulière.

L'expression de t étant affectée en général d'un radi-
cal du second degré , ne saurait avoir' de valeur réelle
qu'autant que la quantité p — zqns — m(/V sera .po-
sitive. L'examen de cette circonstance présente plusieurs
cas que je discuterai siïccessivement.

ii3- Je suppose d'abord, que la; quantité désignée
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par m dans le n° 111 , soit positive, et je mets l'ex-
pression p — Qnqs— mgV sous la forme

/p an \
<? (—. s—s*} ,
^ \möa 7710 Jiq mq

pour n'avoir plus à considérer que celle-ci :

P 2П а
mg" mq '

de laquelle on peut faire disparaître le terme où s n'est
qu'au premier degré , en prenant

í = ы , ( Elém. d'Aïs. 209.) ;
7710

et après la substitution et la réduction , elle devient

PTJI —f- na

Pour savoir ce qu'est и , il suffit de construire sa va-
leur en s j et l'expression

7Z 71

mq mq

montre que l'origine des и doit être placée en arrière

de celle des 5, à une distance OD = , parce
mq c

qu'alors

DN=ON—OD = u -
mq

Cela fait, on a

et



A LA G É O M É T R I E . l f > t

et on voit que l'expression de í sera réelle , tant que

qu'elle sera nulle quand

u = ±^
ou

771*9"

Ces dernières valeurs indiquent donc les intersections
de la courbe avec le diamètre DE ; et en les portant
de chaque côté du point O, à cause de leurs signes,
on obtiendra les points / et /' placés à égale distance
du premier.

Au-delà de ces points , la quantité

deveaant négative , les ordonnées t seront imaginaires ,
la courbe n'aura aucun point correspondant aux abs-
cisses plus grandes que OI et OI' ; elle sera donc
renfermée dans l'espace compris entre les lignes Iff
et f H' , menées par les points / et /', parallèlement
aux ordonnées.

1 14. Les deux valeurs de í en u ne différant que par
leur signe et demeurant les mêmes soit qu'on prenne и
positif ou négatif, il s'ensuit qu'à l'abscisse ON' •=. ON,
répond l'ordonnée N'M " égale à NM' et placée en sens
contraire , ensorte que les triangles M"N'O , et M'NO,
sont égaux , et que par conséquent la droite M' M" est
partagée en deux parties égales au point O, Cette pro-
priété dont le point O iouit par rapport à tous les
points de la courbe, lui a fait donner le nom de centre ,
par analogie avec le centre du cercle ; mais pour les

Trigonométrie. 6"édition. n
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autres courbes les rayons ne sont égaux que deux à
deux, parce que les diamètres sont inégaux.

11 5. La forme de la courbe que représente l'équa-
tion entre t et u, se reconnaît aisément par la construc-
tion de cette équation; et pour l'effectuer, je fais d'abord

il vient

í =db i

Prenant alors a' pour le rayon d'un cercle ayant son
centre au point О , и pour l'abscisse , le facteur

V/a'a — ua exprimera l'ordonnée de ce cercle , élevée
perpendiculairement à OJ. A l'égard du facteur

i\/mq*, il ne doit représenter qu'un rapport, si l'on
veut avoir égard à l'homogénéité des expressions (71) ;

lr

je le désignerai donc par — , et j'aurai par conséquent

i ' > = , d'où j e tirerai

On voit ainsi que l'ordonnée NM s'obtiendra en
cherchant le quatrième terme de la proportion

a' : Ь' :: v/Va— u1 : t.

Lorsqu'on aura déterminé la grandeur de t , on la por-
tera le long de la ligne MM', tantaiî-dessus qu'au-des-
eousde DE , à cause du signe J;.

Il est évident que la courbe résultante de cette cons-
truction sera fermée comme le cercl», et ne s'étendra
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qtre dans l'espace compris depuis и = a' jusqu'à u = ,
— -a' , puisqu'au-delà 'de ces limitée, Ге radical ou l'or-
donnée du cercle sera imaginaire.

La plus grande valeur que puisse avoir l'ordonnée t ,
est visiblement celle qui répond au point О , pour lequel
и = о ; on a dans ce cas

prenant donc les droites OL et OU égales à b' , le»
points L et Lf seront les limites de la courbe dans le
sens de ses ordonnées , comme les points / et /' le
sont dans celui des abscisses.

116. Il est important de remarquer que si la quantité

représentée par a!'̂  était négative, le radical y л'* — u*
demeurerait toujours imaginaire , et Г équation proposée
ne saurait exprimer alors aucune ligne. En remontant á
i i i t ртв + л* , ,,la valeur de a , qui est*- — — — , on verra qu elle serait

négative sip était, affecté du signe — , et qu'on eût en
même temps pm > rea.

Quand dans ce cas pm = n", il vient (i 1 5) a' = о ,
т/ _ _^_

b'= о ; mais on a toujours —, = ± \/nvf > ** par con-

séquent

t = ±.i\/~inq\ {/—u'= ±L^qu V/— m ,

équatiofi à laquelle on satisfait en posant í =o , и =о :
on peut donc dire que la courbe se réduit alors au -seul
point О , où í =o, ur=o, et que ce point est la limite
vers laquelle tendent , à mesure que les diamètres 1Г
etjLI/ diminuent j les courbes données par l'équation
ct-dessus.

u. .
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En élevant au quarre les deux membres de l'équation

elle se change en

et en 4mt'-\- m'q'u* — pm — и* = о.

Lorsque p est négatif ( elle devient

m2qau* -f pm — n" = о ;

et quand ртп>ла , son premier membre étant la somme
des trois quantités essentiellement positives , puisqu'on
suppose que m est aussi positive, il ne peut devenir nul
que dans le cas où l'on aurait séparément les trois
équations

4mf = о , nftfu* =o, pm — n* = о.

On peut satisfaire aux deux premières en faisant í =o,
и = о ; mail la dernière exprime une condition sans
laquelle la proposée est tout à-fait absurde.

117. Je suppose à présent quem soit négative; la
quantité p — znqs — nufs* deviendra

on fera disparaître le terme -- s , en prenant

s=uH -- -. et la quantité — . qui représente DO ,
/ mq ^ „mq

Fig. fa-ßg- 47 > ayant ici le signe -f-, se portera sur la partie DF,
affectée aux abscisses positives. On aura ainsi le centre O,
et l'équation proposée deviendra
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posant í-———= aza", selon que la quantitépn—n*

sera positive ou négative, et faisant toujours £ тда=—a,

on obtiendra

Cette équation paraît renfermer deux cas distinct« :
elle n'en contient cependant qu'un 'seul; car si on élève
ses deux membres au quarré , on ев déduira

d'où o'2ta — VW = a'W*,
Ьг*и*—а'Ч* ^=Ь"а'*,

équations qui ne diffèrent l'une de l'autre que parce
que dans la seconde ,. a' et t tiennent la place qu'oc-
cupent b' et и dans la première , et réciproquement j
1Г suffit donc d'examiner ce que signifie l?une d'elles.

Je considérerai en particulier la seconde : on ea
tire

l'ordonnée í se construit en cherchant ипе quatrième
proportionnelle aux trois lignes

а',Ъ' et \Л* — в">"

dont la dernière est une moyenne proportionnelle entre
»— û' et u + o'i et ne se trouve réelle qu'autant que-
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u^> a'. La courbe cherchée n'adonc, depuis u = ojus-
qu'àu=a'j et depuisu = о jusqu'àц=-»а', aucune
ordonnée réelle ; et comme ü = a'et u =—a' donnent
également t = о , il en résulte qu« cette courbe ren-
contre le diamètre DE aux points /et/, où se terminent
les abscisses OI et O/ égales à a', mais qu'elle ne,
e'étend point entre les droites Ш et 7'iT.

Au-delà de« points / et /', on a и >• я', soit positi-
vement, soit négativement, l'ordonnée í augmente sans
cesse, et rien ne limite la grandeur à laquelle elle peut
atteindre. D'après ces considérations, il est visible
que le cours de'la courbe est pareil à celui des lignes
Klk, K'I'k', séparées par l'intervalle //', et dont les
branches IJÍ et ïk, Г К et ï k' s'étendent à l'infini.

Si l'on considérait cette courbe par -rapport à la
droite LL', c'est-à-dir« en prenant t pour l'abscisse ,
et и pour l'ordonnée , son équation donnerait

Dans cette forme , и ne saurait devenir moindre que
OI et OI' , et la courbe ne rencontre point son dia-
mètre LL'.. H est évident par là que l'équation

conduisant aussi à

doit appartenir à une courbe Ç£<7 , Q^L'tf de la même
espèce que /v'/A , K'fk', mais tournée par rapport au
diamètre LU des t, comme ce\le-ci Test par rapport
au diamètre II' des ц.
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1 1 8. Si l'on avait ci = о ou pm — n* = о (ну) ,
l'expression de í se réduirait à t = ± ~ y mfu? , et
donnerait les deux équations distinctes

qui ne représentent que deux lignes droites menées
par lepointO. Pour les construire on prendra à volonté
une abscisse ОЯ; il viendra

t=±i OR.q\/ m

et portant ces valeurs de R en S et en 5', on tirera
OS et OS' , qui seront les droites demandées.

Je vais comparer à ces droites la courbe Klk , en
prenant pour une abscisse quelconque ON = u , la
différence Д/T^des ordonnées correspondantes NM et

^. La première étant exprimée par

. tfif — a'1 ou £ ça \/m . t/i — ^

et la seconde par

| qu
j'obtiendrai

La différence ï — 4/i -- - devient pius facile â

apprécier lorsqu'on développe l'expression \J \ — °"— :
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or la racine du premier terme ï, étant ï , on fera

et on aura
a'3

ï— — =i-f-az-ba2
;

mais plus on supposera и considérable , plus la fraction
a'"
— 5 sera petite , et moins la vacine i -+- a différera de

l'unité: en négligeant donc , suivant la méthode don-
née en Algèbre , n° ai5 , z.1 dans l'équation ci-dessus ,
on aura

Pour approcher ensuite davantage de cette va-
<z'a

leur, on feraz= -- -4-z,',eton calculera sembla-

blement z't qu'on trouvera — ̂ -7, et ainside suite (*).
• ' OU*

On aura donc

d'où on voit que plus u augmentera , plus M f dimi-
nuera , mais sans pouvoir jamais devenir nulle.

Il suit de là que plus la courbe s'éloigne du point O,
plus elle s'approche des droites OS et OS', sansnéan-

(*) On peut aussi tirer c« développement de U formale du
biDame.
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moins pouvoir les rencontrer; .ensorte que ces droite«
sont les limites des parties Klk, K'J'k', de la courbe
proposée , qui ne peuvent jamais sortir de l'anglei'OS',
et de son opposé par le sommet.

ng. Dans le cas où m= o, on a simplement

f = -±.\\/p — 271(75 :

on réduit la quantité qui est sous le radical à un seul
terme, en faisant

A-ISBÎanq

et par ce moyen il vient

î~±:£ \/nnqii) ou í = ±. \/éu

en' représentant-j nq par e'. On voit aisément que cette
équation donne í = о en même temps que и = о , et
que par conséquent le point du diamètre DE, Jig. 48, Fig. 48-
eur lequel on a pris l'origine des u, appartientàla courbe
cherchée. Pour trouver ce point il faut faire и = о
dans l'équation

„ = -£.-,,
znq

posée ci-dessus; on obtient J = -í—, et en portant cette

quantité sur DE, du côté des abscisses positives, on aura
Je point /, où la courbe proposée rencontre DE.

Si la quantité e est positive, on ne pourra prendre и
que positivement ; mais rien ne limitera sa grandeur ,
non plus que celle de t, ensorte que ia courbe doit
s'étendre à l'infini de ce côté seulement, ainsi que
le marque la ligne Rfr. Elle serait tournée du côté opposé
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si e' était négatif, parce qu'il faudrait alors prendre ы
négativement.

L'équation t = ± \/e'u se construit en prenant une
moyenne proportionnelle entre l'abscisse JN~u et une
droite égale à e'; le résultat est l'ordonnée NM, qu'il
faut, ici comme dans les cas précédons, porter tant au-
dessous de DE qu'au-dessus.

Il faut remarquer que l'équation primitive

í — =t 5 J/—

ae réduit à t ̂ rh^V^ , quand nr=o, parce qu'alors
la courbe considérée dans cet article , se change eri
deux lignes droites , menées parallèlement à l'axe des
J , à une distance i \/p , tant au-dessous qu'au-dessus
de cet axe. Ces deux lignes se rapprochant de l'axe
à mesure que p diminue , se réunissent sur cet axe
quand p — о , et il devient dans ce cas le lieu de
l'équation projpsée.

120. D'après ce qui a été trouvé dans les numéros
précédens , l'équation

y* -f Ъху + ex* + dy 4- ex =/

ne peut prendre que l'une de ces trois formes :

b'

í 5= dt /e'e'u

ou, en faisant
disparaître

les radicaux,

selon que m est positive, ou négative, ou nulle -f elles
répondent au cas о ц la quantité 4c—r b*, qui revient i
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/АС В1

- - -fr -- (in),etquiestdemêmesigneque4^C — Л%

est positive , négative , ou nulle ; elles sont comprises
aussi dans la seule équation

t ~±L i Vp — 2nqs—

Les courbes représentées par la première % qui
rentrent sur elles-mêmes , et qui .comprennent un es-
pace fermé de toutes parts (11 5), sont désignées sous le
nom d'ellipses. Celles que donne la seconde , compo-
sées de quatre branches infinies formant deux parties
séparées (117) , se nomment hyperboles, et les droites
entre lesquelles elles sont renfermées (118), asymp-
totes. Enfin la troisième équation est celle des para-
boles (119).

Pour achever la discussion de tous les cas compris
dans l'équation générale

il ne reste plus à considérer que celui où les deux
coefficiens víet C sont nuls ; car quoique les transforma-
tions opérées jusqu'ici deviennent illusoires , quand
-4 = o, l'équation contenant ж", quand С n'est pas
nul, peut être résolue par rapport à cette quantité,
et les formules des numéros précédons servent encore ,
en y changeant y en x et x en y , c'eet-à-dire, en fai-
sant de l'axe des ordonnées celui des abscisses ; mais
le cas où A et С sont nuls tous deux, échappe en-:
tièrement à ces formules , parce que l'équation (l) ,
réduite alors à la forme

* / • » / • '

n'est plus que du premier degré, par rapport à cha*
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сипе des coordonnées x et y : il mérite donc un
examen à part.

Je mets cette dernière équation son» la forme

ce qui n'en diminue en rien l'étendue, et j'en tire

f——-J
ex

V —-J _ _

У— x+d •

l'ordonnée ne devient donc jamais imaginaire.
Si l'on fait d'abord_y = о , on trouve

УС Sï-.
e

Telle est l'abscisse du point E ,Jig. 49 > °û la courbe-
cherchée coupe l'axo dès abscisses AB , et elle passe
ensuite au-dessous , puisque y devient négatif quand!

f fx *2>J-, Quand x = o, il vient y = 4 , valeur qui in-

dique le point F où la courbe rencontre l'axe AC
des y,

- En passant dans la partie négative de l'axe des x,
1'ordoníiée v continue à croître , parce que le déno--
minateur x -f- d diminue par la soustraction de x, et
deviento, lorsque x =—• d. Dans ce cas, la valeur
infinie qu'on trouve pouf y, montre que la courbe
ne saurait atteindre la droite GS menée sur l'abacisae
AG-=.—d, perpendiculairement à l'axe AB,

Lorsque x, continuant à être négatif, l'emporte
eur d, la valeur de y change de signe , mais en com-
mençant par être plus grande que telle quantité qu'on
voudra ; on voit donc par là qu'il faut prendre au-
dessous de AB, de l'autre côté de GS, une branche
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КГ semblables à Kl, mais ea allant en sens inverse ,
c'est-à-dire se rapprochant de AB à mesure que l'abs-
cisse augmente négativement.

Il reste à savoir ce que devient y à mesure que x
augmente , soit positivement , soit négativement ; et
pour cela, je divise par x les deux termes de l'ex-
pression de y : il vient

résultat qui tend sans cesse vers y = —• e, à mesure

que les fractions ̂  et - diminuent, ou queo; augmente.

Tirant donc à une distance AH = e, au - dessous
de AB, HS' parallèle à cet axe, on aura une lir
mite de laquelle les branches 1k et fk' s'approche-
ront sans cesse j et par conséquent les parties Klk et
K'fk' de la courbe cherchée ne sortiront jamais de
l'angle SOS' et de son opposé.

Ce qu'on vient de voir suffit pour montrer l'ana-
logie qu'il y a entre la courbe que je considère main-
tenant, et celle qui est nommée hyperbole; il serait
même facile de changer l'équation de celle-ci dans la
proposée , en prenant pour axe des coordonnées les
asymptotes indiquées dans le n° 118. Je ne m'arrêterai
point à ces détails, devant revenir sur ce sujet par une
méthode plus générale (129), Je me bornerai à mon-
trer que si on prend, dans l'exemple actuel, des coor-
données partant du point О, • où se rencontrent le«
asymptotes GS et HS', en faisant

x .= t—d, ^ = ы — e,
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l'équation proposée devient

11*=/+A,

forme sous laquelle on voit bientôt que les deux
branches sont semblables.

121, Chacnne de ces équations paraît réduite à la
forme la plus simple ; mais les coordonnées n'y sont
pas perpendiculaires entre elles comme dans les équa-
tions de la ligne droite et du cercle, dont j 'ai'fait
usage jusqu'à présent : cependant la situation des or-
données est liée à celle des abscisses par la condition
que les premières sont parallèles à la droite qui touche
Ja courbe à l'extrémité de son diamètre. Pour s'encon-
vaincre, il suffit d'observer que les points M et M',

Jlg. 46, 47 et 4^j se confondent en un seul, au point /,
circonstance qui forme le caractère essentiel des points
de contact (107)- En effet, la somme des deux or-
, données , ou la distance des points M et M' étant

üb'
exprimée par —f \/a*— u2 pour l'ellipse , par

2£' ^ __
,—7- y'u*—n'1 pour l'hyperbole, et enfin par з у eu

pour la parabole , devient nul au point /', où l'on a
и = a' pour les deux premières courbes , et и = о pour
la troisième.

L'équation des ellipses étant symétrique par rap-
port aux deux indéterminées £ et и , de manière que
l'expression de u en í a la même forme que celle de
í en и , on pourrait prendre aussi les t pour abscisses,
et les и pour ordonnées, et on verrait que le diamètre

Fi". 46. V »_/%• 4^> est lui-même parallèle à la tatigente menée
parle point L. Les droite^ //' et LL'', jouissant toute*
deux des mêmes propriétés, se nomment pour cette
raison diamètrei conjugués. Il est éviderrt que dans le
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cercle, lea diamètres conjugués doivent être perpendi-
culaires entre eux, puisque la tangente menée à l'ex-
trémité d'un diamètre quelconque lui est perpendicu-
laire : le nombre des diamètres qui jouissent de' cette
propriété est infini pour le cercle. Il n'en est pas de
même pour l'ellipse ; mais quoique , pour cette courbe,
l'analyse précédente n'ait fait découvrir que deux dia-
mètres conjugués , se coupant obliquement , elle en a
néanmoins toujours deux qui se rencontrent â angle
droit, ainsi qu'on le verra plus bas.

Si l'on rapproche ce que je viens de faire sur l'é-
quation générale du second ordre , de ce qu'on, a vu
dans les numéros 87 et g4, pour la ligne droite et
pour le cercle, on reconnaîtra que l'éqoation d'une
même ligne prend des formes très-différentes, suivant
les coordonnées auxquelles on la rapporte. Il peut donc
être utile de savoir changer ces coordonnées, afin
de pouvoir passer à celles qui donnent pour la ligne
proposée, l'équation la plus simple ; et je vais cher-
cher en' conséquence les formules générales pour chan-
ger les coordonnées d'une courbe en d'autres situées
d'une manière quelconque , tant par rapport aux pre-
mières qu'entre elles.

122. Le plus grand changement qu'on puisse appor-
ter dans le système des coordonnées , sans cesser de les
prendre droites et respectivement parallèles à deux
lignes fixes, consiste à leur donner une nouvelle ori-
gine et d'autres directions. J'embrasserai tout de suite
ce cas général, et je supposerai qu'on se propose d'ex-
primer les valeurs des coordonnées AP =:x, PM=y,

Jig. 5o, relatives aux axes AB et"AC, par deux autres Fig. 5o.
coordonnées Ы"Р" = t, P"M=u, rapportées aux
axes^-ß", A"1 С", dont on connaît la position à l'égard
des premiers.
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Ayant mené par la nouvelle origine A", les droite«
A"B' et A" С ' , respectivement parallèles à AB et à AC,
les distances A A' et A' A* seront données par l'Hypo-
thèse; et en les représentant par л et par Й, on aura

AP = Á' P + A A' = A"P'+ » ,
= P'M + A'A' = P'M+ /3.

Tirant ensuite parle pied de-la nouvelle ordonnée P"M,
les lignes P"Q et P"R, l'une parallèle à AB et l'autre à
AC, on observera que puisque les axes AWB" et AaC1 ' ,
sont donnés de position à l'égard de AB et AC, on doit
connaître tous les angles des triangles A"PHR, P"MQ ,
ou , ce qui revient au même , les rapports dé leurs côtéi
homologues :, faisant donc

A" R _ P"R _ P"Q_ QM _
- S i r — m, -jfp;,— », р«м—р' P"M~~ q >

on aura

A"R = m.A aP"~mt,
P"Q = p.P"M^ pn,

d'où on tirera

A"P' = A" R +P"Q= mt -{-pu. ,
P'M=P"R+ QM=nt+qu ,

et enEn

x — AP =A"'Pf+ a = m t + p u + a t

y =PM=P'M + ß=nt -f- qu + ß.

Telles sont les valeurs les plus générales que poissent
prendre les Coordonnées x et y, faisant^ntre elles un
angle quelconque , lorsqu'on les exprime par d'autres
coordonnées du même genre t mais situées comme ou

Voudra.
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voudra. Voici maintenant comment on en déduit celles
qui conviennent aux différens cas particuliers qui
peuvent se présenter.

1°. Si on supposait les nouvelles coordonnées paral-
lèles aux premières , et qu'on ne fit que changer là
position de l'origine , les lignes A'"C' et A"С se con-
fondraient , ainsi que A"B" et AmB' ; on aurait par
conséquent

m = ï , n=o, p = o -et <7 = 1

et il en résulterait

x — t - ^ л , y=u+$,

ce qu'il est facile de voir à priori, puisqu'alors AaP"
et A"P' se confondraient, ainsi que P"M et f M.

En égalant à izéro ou л où ß , on conservera dans sa
place ou l'axe AC, ou l'axe AB.

a° Si on ne voulait changer que la direction des axes
AB et AC, et qu'on laissât toujours l'origine au point
A > les lignes A"B' et A'"C' tombant dans ce cas sur
AB et sur AC, on aurait en même temps

л =o et j8=o ,

ce qui donnerait

ÎK ==. mt 4- pu , y =nt +qu.

On voit qu'en supposant m=z ï et тг = о, d'où il
résulterait x = t + pu , y = qu', on ferait coïncider
la ligne A"B" avec A"B', et que par conséquent on
n'aurait changé que la direction de l'ordonnée; on
prouverait de même que я =/n£ et^ =nt -f- u sont
les valeurs de x et de y, relatives au changement de
la direction des abscis-ses.

Trigonométrie' 6e édition. ia
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ia3. Il faut observer qu'il y a entre les quantités m,
n, p et g, qui dépendent de la direction des nou-
velles coordonnées , une relation nécessaire , ensorte
qu'on ne peut les prendre toutes les quatre arbitrai-
rement ; car si , connaissant l'angle des axes primitifs
A"B' etA'"C', on se donnait encore les angles B"A"B'
et C"A"B"', la position des nouveaux axes A"B" et
A"C" serait entièrement déterminée par ces trois
choses : ainsi, lorsque les quantités 7», n , p e t q , sont
connues, on construit aisément les axes des deux sys-
tèmes de coordonnées.

En effet, soient données 77?j netp; on tirera d'abord une
ligne quelconque, pour représenter l'axe A"B'', et prenant
sut cette ligne, une grandeur arbitraire A"R, on cons-
truira un triangle A*RP", dont les côtés A^R, P"R et
A*P", soient entre eux connue les quantités m, n et ï ;
le côté P"R sera parallèle à l'axe A"C, et le côté A'"P"
donnera l'axe A"B".

Prenant ensuite* un point quelconque Д/, et menant
MP1, parallèle à P"R, il ae restera plus qu'à détermi-
ner la coordonnée P"M parallèle à A"C", ce qui s'ef-
fectuera en tirant P"Ç) parallèle à AmB", et en obser-
vant que P"Q : P"M:: p : ï. La droite P"Métant
ainsi trouvée, on-achevera le triangle P"'CM , dont le
côté P"M sera parallèle à l'axe A"C" ; et le rapport
des côtés P"M et CM donnera la quantité q.

Lorsqu'on passera d'un système connu de coordon-
nées à un autre système également connu , les quan-
tités m, n, p et <jT, calculées suivant leurs définitions ,
auront entre elles la relation dont on vient de parler j
mais il suit de ce qui précède , que la position de
l'origine étant donnée, on ne peut déterminer la direc-
tion des nouveaux axes , de manière à satisfaire à plus
de deux conditions différentes, et que dans les ex-
pressions x = 7nf +/ЭИ-f-*i V = ní + 9"-b/3, les
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quantités a: et y, têtu, ne sauraient être les coordon-
nées d'un même point , relativement à deux systèmes
de coordonnées droites et parallèles, tant que m ,n ,p
et q seront quelconques. Voici un moyen très-simple
de trouver la relation qui doit exister entre ces quantités.

Si on mène par le point M les droites MG et MH ,
respectivement perpendiculaires à A*B' et Л"/?", et
qu'on suppose connus les angles MP'B' — CA'B' et
MP"B" = C"A'B" , on aura le rapport de P'M à
P'G,- et celui de P"M& P"H. Nommant g. le pre-
mier et h le second, il en résultera

P'G=P'MX.g et

tirant ensuite A"M , et représentant A'P' et P'M
parx'ety, lestrianglesobliquangles A"P'Met A"P"M
donneront

— P+u* + shtu.

En égalant ces deux expressions de A" M , il viendra
x" -r-ya + zgx'y' = ia + u3 + a htu ;

mettant pour a/ et y' leurs valeurs mi-f-puet
on aura

("ia + n« + ugmn) Î3

-f s[>/j + n<7 + g (np

Cette équation devant avoir lieu, quelle que soit la
position du point M, il faut qu'elle se vérifie toujours
indépendamment de í et de u , condition qui donne les
trois équations

m» 4- ,1=" + ngmn _= ï , p" +9" +2^9 =.i ,
mp + nq +g(np4-m<7)= A.

En chassant g- des deux premières , le résultat
13. .
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(ms-f- n") pq — (p» +.<7*)тга =p<7 — mn ,

exprimera les conditions auxquelles doivent satisfaire
les quantités m , n , p et q.

. On suppose le plus souvent que les nouvelles
coordonnées u et t se rencontrent à angle droit , ainsi
que les premières; dans ce cas, les équations ci-dessus se
simplifient beaucoup. Les angles MP'B et MP"B"
devenant droits, P'G ou gy et jP"Hou hu, s'éva-
nouissent ; ensorte qu'on a seulement

d'où on tire

'= ï —
'л= ï

et à cause de mp = — nq , il vient

Comparant ce résultat avec l'équation
ou trouve q -=.m , ce qui donne p = — n ; on a
donc enfin

x' =mf — nu, j'

en observant que les quantités m. et n dépendent l'une
de l'autre, en vertu de l'équation m" -j- п*=1.

Fig. 5t. La* figure 5i , construite pour* ce cas particulier,
fait voir que m est le cosinus de l'angle BfA"B"t que
n en est le sinus , et qu'on a
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уГР' — A™ R — P" Q = mt — им,
P'M = Р"Д 4- Q M = 7zí + mu,

conirae je viens de le trouver (*).

(*) Rien ne serait plus a;sé. que de changer , non-seulement ici,
mais encore dans tout fe qui précède, les dénominations des lettres
m , rt, p et *7 , en sinus ou cosinus des angles compris enire les axes
des coordonnées \ et on aurai t alors les formules rapportées d a us plu-
sieurs ouvrages, qu'on a publiés aprestes premières KI],lions île ce-
lui-ci : mais la notation que j'ai adoptée, abiòge 1rs express'ons, et
conserve mieux IVlr'gancc* analytique. C'est sans doute par cette
raison que MM. Laprange et IVIonpe ont pénérali-ment préfère',
dans les transformations des coordonnévsquc renfermentleursécrits,
de simples dénominations litleridi'S , 8'JX lignes Iri^onométriques ,
que d'ailleurs Euie-r avai t introduites dans ces calculs dès 1^4^'

La position respective des quatre axes qui se coupent au point
A*, étant déterminée par trois des angles qu'ils font deux il di-ux ,
on peut choisir de plusieurs manières 1еь données delà question:
la suivante me paraît assez simple.

Je pose, ßg. 5o,

d'où
CA"B" = <• — *, C"Aaiï = a. — 4 ;

pois faisant attention qu'en vertu du parallélisme des droites P"R,
CM et A"C', P"M et A'"C'\ P" Ç et A" 11', les angles À"ЯР"
eiP"-QM sont suppléttu'iis de CA"R', les angles AmP"R et

CA"B", MP"Q<* C'/l1*!}', P"MQvi C'A" G1 sont égaux-,
j'aurai, d'après le n° 122,

_Л*.Я _ sin C'A" В" _ t \ n ( « - < t )
m ~ A'"P" ~ »MI C'.,"'ß' ~~ sm . '

P"R __ staff1 A"Ji' sin ф

_P"Q únCjff?1 _ » n 4
P~~ P"M =sin C',i'"li' ~~ b.i i a '

_ Q M _*\пС"Л'"Б' _ sin (a— 4)
9 ~~ P"M ~~ sin С Л"В' ~ sin «

II tciulte de la que
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Pour changer à-la-fois, dans ce cas l:origine des
coordonnées et la direction de leurs axes , il faudra
donc prendre

or = 77iî — nu-j-ct, y = ni + mu

en ayant égard à l'équation

et on ne pourra disposer alors que de trois quantités,
savoir , л , ß et l'une des quantités m , n.

sine

II n'est plus besoin de considérer aucune équation de condi-
tion , puisqu'il n'y a dans le calcul que les quantités nécessaires
a la détermination des systèmes de coordonnées.

Si Ton suppose que l'angle С?Л"В' des axes primitifs soit droit,
on aura sin a = ï , et il viendra seulement.

x' = í cos <f 4- u- sin 4 ,
y' = t sin (j> -f- U COS "I'-

ll est visible que l'angle C"Ä°E" des axes des nouvelles coor-
données est exprimé eu général par ш — <p + 4 i s'i' devait cire
droit en même temps que celui des axes primitifs , on aurait

JT — <j, -- f / s = i i , d'où. 4= — <pf
et

sin4 = — sin Ф, cos •]• = cos <fi (î3).

et par conse'quent
a'zzr í cos $ — к sin л,
у' = t sin if -f- u cos <f> ,

ainsi qu'on le déduirait immédiatement de la figure 5i où 1 .ivo
j4"C" tombe de l'autre côté de l'axe sf*C', par rappoit ù Taxe
Л"'В' , circonstance exprimée pnr le cliangemenl du siguc île
l'angle 4-,
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is5. Je vais exposer maintenant les simplifications
qu'on peut apporter à l'équation générale

Ay* -f Bxy + Co?+Dy + Ex=F (ï),

par le moyen de la transformation des coordonnées ,
en ne cessant pas de les prendre perpendiculaires
entre elles.

Si l'on fait

x •= m t — n u - j - œ , y=nt -j- mu+ß,

le résultat de la substitution de ces valeurs dans l'é-
quation (ï) sera encore une équation complète du se-
cond degré, en u et t ; mais comme on y aura in-
troduit trois quantités arbitraires, on pourra s'impo-
ser autant de conditions, qui simplifient ce résultat,
égaler, par exemple , à zéro, les coefficiens des quan-
tités ut, t et u, afin de faire disparaître les termes
qui en sont affectés : on obtiendra alors une équation
de la forme

A'l*+ C'u*=zF',
semblable aux deux premières du n° 120. Cette forme
est remarquable, t° en ce quêtes deux valeurs de í,
étant égales , et de eignes différens , il s'ensuit que
l'axe des nouvelles abscisses и est un diamètre ( i ix ) ;
3° en ce que chaque valeur de и, prise positivement
et négativement, donnant les mêmes valeurs pour t ,
il en résulte que l'origine des и , placée sur le milieu
du diamètre , est le centre de la courbe (n4)-

Le calcul devient plus simple, lorsqu'au lieu d'ef-
fectuer en même temps , par les expressions ci-dessus,
les changemens d'origine et de direction des coordon-
nées , on transporte d'abord les axes parallèlement à
eux-mêmes. Si, pour cela , on prend'
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l'équation (ï) deviendra

'\ (з).
4- Л/Ц-Яа|в-[- Сл'+Dß +Ел —F )

Les quantités « et ß étant toutes deux arbitraires ,
on peut en disposer pour faire disparaître les termes
affectés de x et de y', en posant les équations .

sAß + ßa-+-D = o, zCa + ßß + E—o, (a)

desquelles on tire

BD—zAE BE — aCD

II ne reste plus après cela dans l'équation (s") , que
les termes affqctés de y'*, x'y' ', x'*, et des termes in-
dépendans des coordonnées '• x et y' ; ces derniers se
réduisent à l'aide des équations (a). En effet, multi-
pliant la première de celles-ci par ß, la seconde par л,
et retranchant leur somme de l'équation (2), après y
avoir supprimé les termes qui doivent s'évanouir, il
viendra

^y'2+ B'x'y'+ Cx"1— AP— BAß—Ccf^F... (3) .

Je place à présent les axes des coordonnées dans
une nouvelle direction, mais toujours à angle droit,
en prenant ( n° précédent)

or' =mt — nu, y '=nt+mu\
et ces valeurs étant substituées dans l'équation (3) ,
la changent en

О/л* -f- Bmn + Cm"'] V

— Ар — В Aß —
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Les deux quantités m et n ne devant satisfaire qu'à
l'équation тп2 + iia = ï , il en reste une à déterminer,
et j'en dispose pour ôter le produit ut, en égalant à
zéro son coefficient , ce qui fournit l'équation

з.(А — Qmn + B(m* — n2) =o ..... (m).

Faisant ensuite , pour abréger

An* -f- Bmn •+• Cm* = A'
Anf—Bmn+Crï1- =£'
Afr + Beiß +€*.* + F—F",

l'équation (4) devient

et prend ainsi la forme demandée , en supposant toute-
fois qu'on puisse trouver des valeurs réelles pour m
et re , qui sont données par des équations du second
degré.

126. Ces valeurs se déduisent de la combinaison des
équations

2 (A — Qmn + B(m* — л2)— о ,
m2 + n a =i.

La première donne
В (m2 — тг3)

тп==-^с^7Г'
si on fait _ - — - = y, qu'on élève au quarré la

a ( с — A )
valeur de mn , qu'on en chasse n% au moyen de l'é-
quation ma + да = ï , il viendra
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d'où on tirera

m ï -ь < /i _ "У i-i- *

puis

mettant au lieu de y la quantité qu'il représente , et
substituant les valeurs de m? et de n* dans l'expres-
sion de mn , on trouvera, en n'ayant égard qu'aux
signes supérieurs des radicaux ,

-•=1+
С — А

'(С-,
В

ОТ ЛГ=

а »/(С-,

Les valeurs de m et de тг, tirées de celles de m*
et de 7ia seront affectées des signes ±; mais on voit
par l'expression de mn , que ces signes doivent être
choisis de manière que le produit mn soit de même
signe que -#(*).

(*) Si , comme il est indique dans la note, page 181 , on fait
Б"А"Б' => <s , on aura

d'où
mn = sin $cos<p =^sinaq> f"),

та1 — n1 =^ cos <f » — sin ç1 =cos 39,

et par consequent

formule qui donne tout de suite l'angle que fait l'axe dos г avec
celui des x.
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En substituant les valeurs d« m3, л" et mn, dans'
Jés expressions de A' et de С , et 'en réunissant les
termes qui ont le même dénominateur, on verra,
avec un peu d'attention , que leur numérateur sera

divisible par \/(C — Af + ~B* , et que

A' = 'ï (C +

L'examen de ces expressions conduit aux consé-
quences suivantes.

a°. Les quantités A! et G sont toujours réelles.

5e. Si A et С ont le même signe , qu'on peut alors
supposer +, en changeant, s'il le faut, le signe de
tous les termes de l'équation (ï) ( page i83), ./i'sera
toujours positif, et C' le sera seulement quand

С +A >

condition qui revient à

on à
. ou à 4AC > B*.

et de laquelle il résulte que ^AC — B* est une quantité
positive.

3°. Si A et С sont de signes différens , ou que A
étant positif, ou rendu tel , С soit négatif , il viendra

alors Л' sera positif et G négatif; mais à cause du signe
— dont est affecté ^AC , la quantité 4AC— 51 ,e»t,
négative.
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II suit de là que 1еч signe de С dépend de celui de

la quantité ^AC — Б*.

4". Enfin si 4AC = П*, il viendra С = о , cir-
constance lemarqùable non-seulement perce qu'elle
réduit à Л'^ =Flatransformée^'i4- C'u"=F', roais
encore parce qu'elle rend infinies les expressions de «
et de @ (. page 184)-, on ne peut doiic , dans ce cas ,
faire disparaître à- la-fois les termes affectés de y et
de x' ' , dans l'équation (я).

la/. Pour parera cet inconvénient, je ferai immé-
diatement dans l'équation (ï)

x = mt — nu , y = iit -j- mu. ,

ce qui donnera

[An* -J-' Bmn + Cm"'] £"
-f [2(^— O«n+ B (m*—

— Bmn + £V>a í ^ ;

-f (Dn+Em") t + (Dm — En)u= F)

Je poserai l'équation

л(А— С} m»v+ 5 (mä— n1) = o. . . . ,(m) ,

.pour faire disparaître Je produit ut; les valeurs de m
et, de n , ainsi que celles des coefïiciens de Í1 et de u\
sevont donc le» mêmes que dans le n° précédent, et
la transformée deviendra

A'f + CV+ (Dn+Em) t + (Dm— En} u — F (6).

Pour achever de la simplifier , il reste à changer l'o-
rigine des coordonnées, en faisant

f =/'

et on obtiendra
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A Ya -fCV'-b (uA'a!+ D,i+ Em}tr \

-f (эС'/S + Dm •— En}ur [.
-f A1 V-f-CTH- (Dn+£7nX+ (£>щ— £n) /3'=FJ

II est encore évident, sous cette forme, que le terme
affecté de u' ne peut disparaître quand Cr •=. о , car
^équation

zCß + Dm — En~o,

qu'il faudrait poser dans ce cas , donnerait ß infini ;
je disposerai donc des deux quantités arbitraires *'
et Ê', pour óter le terme affecté de í et ceux qui
sont indépendans des coordonnées u' et í', ce qui eu-
traîne les équations.

2,4V 4- Dn -f- Em = o,

Faisant ensuite, pour abréger,

aiT/S'

j'aurai l'équation

Pour reconnaître tous les cas embrassés par cette
transformation , il faudrait chercher quand ai et /2'
peuvent être déterminés parles deux premières équa-
tions posées ci-dessus ; mais il suffit , à l'objet présent ,
de considérer le seul cas où C* — o(*), ce qui réduit

(*) Tous les antres étant compris dans IVquauon

A't* -t- C"u' = f,

qu'on change aisément en
A't* + Си'' — E' и' =- о ,

«n faisant u =
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ces -mêmes équations à

Л'*'* + (Dn+Em)*' -f ( Dm— En~) ß'— F = o ,

et la transformée en tf et u', á

On simplifie encore les équations entre *' et ßr, en
retranchant la seconde de la première multipliée par
л', et en observant que l'hypothèse Cf = о donne

il vient alors
2,A & —r™ Dit -f— Em, ^^ o

Enfin l'hypothèse 6" — о, qui répond à ^AC =/?%
étant établie dans les résultats du n° précédent , les
change en

A' — C-\-A ,

C A \/~AC
*

Lorsque Vm — En-=o, on a E' = o , et les équa-
tions (a') ne renfermant plus que l'inconnue л ', peuvent
ne pas s'accorder-, maispar cette hypothèse et en y
faisant C'= o, la transformée en í et u (p. 188 ) ,
prend la forme

et ne contient plus que la coordoauée £.

ia8. Tous les cas de l'équation générale

Ay* -f- Bxy -f CV -f Dy + Ex — F,
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»ont donc compris dans les trois transformées

A'P + Cu'^F',
A't'*= E'uf,

les deux dernières répondant au seul cas où
et la première à tous les autres.

Les trois formes indiquées dans le n° 120, se re-
trouvent dans les deux premières équations ci-dessus ,
avec la seule différence que les coordonnées sont main-
tenant perpendiculaires entre elles ; et pour cette rai-
son on appelle axes les diamètres auxquels sont alors
rapportées les courbes que représentent ces équations,
dont je vais rappeler les circonstances principales.

i°. Si les quantités A' et Cf sont toutes deux posi-
tives, ce qui répond aux cas de l'équation générale,
dans lesquels ^AC — Bf- a le signe -j- , la transformée

donnant

A'

appartient à une ellipse (120).

On en trouve les demi - axes OI et OL , fîg. 5a ,Fig. fa.
en cherchant la valeur de и lorsque í = о , et celle
de t , lorsque и = о : on obtient ainsi

et représentent ces lignes par a et b , on en conclut



^=a',

£-*•A'

F'
d'où C' — ~,

.. ..A'-F'ó1'

résultat qui est semblable à celui du n° n5, et qui
se construit de même.

Le cas actuel comprend aussi l'équation du cercle ,
qui se présente quand C''=A', puisqu' alors la trans-
formée devient

Л (? + *) = F, ou t>-f-u*=J„

et que les coordonnées sont à angle droit.

L'équation A?P-\- C'u2 = F' devient absurde quand ,
A' et G demeurant positifs „F' est négative ; mais
elle peut se vérifier en faisant f = o, u=o, lorsque
F' = o, et ne représente alors que le point où est
l'origine des coordonnées : c'est l'ellipse réduite à son
centre (ï 16). Enmettant dans la valeur def'(pag. i85)
celles de a et de ß , on exprimera sans peine , par les
coeffîciens de l'équation ( j ) , la condition qu'elle doit
remplir pour signifier quelque chose.

a°. Si A' et С sont de signes différens , ce qui ré-
pond au cas où ^AC — B* a le signe — , l'équation
en í et u prend nécessairement une de ces formes :

A'P— Cu*=F',

et &i on met pour A' et С leurs valeurs en a et b ,
il
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»l \ient , après les réductions ,

Ces deux équations appartiennent à des hyperbole»
(ião); mais lav première est traversée par l'axe des t
et non par celui des ы , parce qu'on ne peut y avoir
í = о : le contraire a lieu pour la seconde.

Il faut remarquer que quoique la valeur í — \/ — 6U>
qui répond à и = о , dans la seconde , soit imaginaire ,
on ne laisse pas d'élever au centre O ,ßg. 53 , une per- Fig. 53.
pendiculaire OL= \/ b* = b , et que , par analogie
avec l'ellipse, on appelle second axe la ligne LU
double de OL; mais on en distingue , par le nom d'axe
transverse , la ligne //qui rencontre la courbe, ce que
ne saurait faire la ligne LL'.

Lorsque Cf •=. A' les axes deviennent égaux, et l'hy-
peibole est équilatère.

Il est visible que quand F'=.o , les équations de
J'hyperbole se réduisent à

A '? — Сил=о, ou í— ±u— ,

«t ne représentent plus que deux lignes droites (118),

3°. Quand on a ^AC =z B1, la transformée étant

appartient à une parabole qui rencontre son axe IB '
Jig. 54, à l'origine des coordonnée» í' et z/.

Trigonométrie. 6e édition i3
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Quand £'== o et que les équations (a') ( page 190)1

s'accordent, il vient A' t' "=o, résultat qui , donnant deux
fois ï' =o, indique l'axe IB sur lequel les branchée de
)a parabole tendent à se réunir , lorsque £' diminue.

La dernière transformée

ne donnant aussi pour í que deux valeurs déterminées,
indique deux droites parallèles à l'axe des H.

Enfin il est à propos de remarquer que l'équation

A't!* + C'u'*— E'uf =o (127) ,

est commune à l'ellipse , à l'hyperbole et à la para-
bole ; on a la, première de ces courbes quand A' et
С sont de même signe, la seconde, lorsqu'ils sont
de signes difFérens, et la troisième, lorsque C' = o.

Le point sur lequel se trouve l'origine des coordon-
nées étant placé à l'une des extrémités de l'axe , se
nomme le sommet. Dans l'ellipse et dans l'hyperbole ,
il y a deux sommets marqués / et Г , fig. 5a. et 53 ;
}a parabole n'en ayant qu'un seul , fis. 5^ , n'a point
de centre , et c'est pour cela que son équation ne
saurait prendre la forme

A' P + C'u*=F'.

iag. Après avoir reconnu par les formules des n"
précédens, à quelle espèce de lignes se rapporte tel
cas particulier qu'on voudra de l'équation générale, on
a encore besoin , pour tracer cette ligne , d'établir le»
axes des coordonnées de la transformée, par rapport
aux axes primitifs , et de construire les quantités Af,
С ', F' ou £'; c'est àqnoi.le lecteur tant soit peu ha-
bitué à particulariser des formules générales, ne sau-
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rait éprouver de difficulté : aussi je ne pense pas qu'il
soit nécessaire, pour des opérations qui ne sont point
de celles qu'on pratique souvent , d'entrer dans une
enumeration de règles presque toujours effacées de la
mémoire lorsqu'il arrive d'en avoir besoin ; et l'exemple'
suivant , quoique très-simple , suffira d'ailleurs pour
en montrer l'inutilité.

Soit l'équation
xy+ Dy + Ex — F-t

en la comparant à l'équation (ï) , on en conclura

A — o , ß=i , C=o,

et puisque ^AC n'est pas égal à B* , c'est à la trans-
formée

A '? 4- CV = F'

que se rapporte le cas que l'on considère. On trouve
ensuite (pag. i?4et i85),

л— — D, ß = —E, F/

puis (page i85) ,
— _ t .— . - T,

et par conséquent

ou
la courbe cherchée est donc une hyperbole dont les
deux demi-axes sont égaux à \/a (F -\-DE) , et tra-
versée par celui des í (128). En remontant aux
transformations opérées par Les valeurs .

ж=Х + л, . y =У + /3,
x =mf — nu, y' •=. nt -f- mu ,
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on voit d'abord que l'origine des í et des и répond au.

Fig. 55. point où х=л, y = 8 ; prenant donc ,ßg.. 55 , les
distances AA' = — D, AA"=— E, le point A" sera
cette origine. Calculant ensuite la valeur de m , ' o u
du cosinus de l'angle que forme l'axe des í avec ce-

lui des x, on trouvera le nombre —- , qui répond
V/2

ào',5; et faisant l'angle A"AWB", égal à o',5 , puis
menant A'"C' perpendiculairement à A"B", on aura
Jes axes des t et des u ; prenant enfin A"I et

A" F t= \/a(F -+• DE), on déterminera les sommet»
/ et /' de l'hyperbole qui est le lieu de l'équation
proposée.

La même .marche conduira toujours .eu résultat,
pour quelque exemple que ce soit; et j'ai choisi le
précédent, déjà traité dans le n° 120, aSn de prouver
que la courbe indiquée dans ce, numéro, par ses
asymptotes, est une hyperbole, et d'en trouver les
axes (*).

Souvent aussi on cherche quelle est la courbé
douée d'une propriété particulière , qu'on ignore ap-
partenir à une courbe déjà connue; mais alors! équa-
tion relative à cette propriété rentre dans quelques-
unes des équations qui ont été discutées : c'est ce que
montreront les questions suivantes.

(*) On pourrait déduire immédiatement de l'équation ge'ne'rale
des lignes du second oidre , l'équation de l'hypcibole, par rapport
i ses asymptotes, en transformant les coordonnées rectangles en
d'autres dont l'angle soil indetermine. On in traduirait alors quatre
quantités arbitraires (ia3) dont on disposerait pour faire disparaître
le» termes affectés de Ia, u* élu, ce qui réduirait l'e'quation ge'-
ne'rale du deuiième degré à la forme.S'u/ =F j mais on trouverait
que les quantilc's m et n n'ont des valeurs j celles que dans le cas
GULfAC — £• a le signe—, c'cii-à-dire pour l'hyperbole seule-
ment.
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l3o. Trouver l'équation d'une courbe telle que si
f on mène de chacun de ses points M , fig. 5s, à deux Fig. 5л.
points fixes ,'f et F', les droites MF et MF', la somme
de ces lignes soit égale à une ligne donnée.

Si on représente par за la ligne donnée, par 2cla
distance FF' des points fixes , en prenant pour origine
des coordonnées le point О , milieu de FF*, ensorte
que OF=.0F' = c, et faisant OP=x, PM=y,
on trouvera

FP — c— x, F'P = c + x.

Les triangles PMF, PMF', rectangles en P donnant

on obtiendra

MF= ̂ (c—xy+* , MF' —

mais en posant MF= z , il viendra MF'=aa — z -r

puisque par l'énoncé on a , sur toute la courbe
cherchée ,

et par conséquent

En élevant au quaraé , pour faire disparaître les ra-
dicaux, il en résultera

a3 = ca — 2cx -f- x''

retranchant la seconde de ces équations de là pre-
mière, il restera

— 4аа -f- 4az = — 4GJC >
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d'où

substituant enfin cette valeur de z dans la première
expression de aa, on parviendra à l'équation cherchée ,
qui sera , après les réductions ,

Cette équation n'étant que du second degré , mon-
tre que la courbe cherchée ne peut être que l'une
de celles qui ont été discutées précédemment; et pour
reconnaître à quelle espèce elle appartient , je donne
à »on équation la forme

= a*ey+(a*_c*).r' = a<

En la comparant alors avec A'? + Cfu? = F', après
avoir écrit dans cette dernière y et x pour í et и , on
aura

A'=a\ C'=oa — ca, F' = a* — aV= aa(aa— c").

d'où l'on conclura qu'elle est celle d'une ellipse,
puisque , с étant moindre que a, les quantités A , C',
f, sont essentiellement positives (128). En posant,
pour abréger , aa — ca = &a, il .viendra

d'où l'on tirera

y = ±- V<?— x\

Les demi-axes OI et OL de cette ellipse sont res-
pectivement a et b ; et comme 3s = aa — c% on tire
de là
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ее qui fait voir qtie lorsqu'on ne connaît que les
ахез //' et LL' d'nne ellipse, on peut trouver sur le
plus grand des deux , les points F et F' pour les-
quels MF -f- MF'^IF, en décrivant du point Z/ ,
comme centre et d'un rayon égal à la moitié du grand
axe 77', un arc de cercle ; car aux intersections F et
F' de cet arc de cercle avec l'axe //', on a,

OF= O F ' — F L * — ÕL — V/a2 —

L'énoncé du problème que je viens de résoudre ,
offre donc une propriété commu'ne à toutes les ellipses,
savoir : que la somme des lignes MF et MF', qu'on
nomme rayons vecteurs , menées aux points fixes F
el F', pris sur le grand axe , et qu'on appelle foyers ,
est toujours égale au grand axe.

i3i. Cette propriété donne un moyen très-simple
.de trouver autant de points qu'on. voudra des ellipses,
ou même de les décrire d'un mouvement continu. En
effet, si l'on prend à volonté une ouverture de compas '
FM, moindre que OI, que du point F, comme centre,
on décrive un cercle avec cette ouverture de compas ,
et qu'ensuite, prenant pour centre le point F' et pour
rayon la différence F* M entre le premier rayon FM et
l'axe //', on décrive un second cercle , il coupera le
premier en deux points M et M', qui appartiendront à
l'ellipse. En répétant ce procédé avec diverses ouver-
tures de compas , on obtiendra de nouveaux points de
l'ellipse demandée ; et si ces points sont un peu mul-
tipliés , on pourra , en les joignant par un trait libre
de la main , achever la courbe d'une manière d'autant
plus exacte, que les points déterminés seront en plus
grand nombre.

Lorsque l'ellipse doit être fort grande , on la trac«
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par un mouvement continu , en fixant aux points F
et F', les extrémités d'un cordeau dont la longueur
est celle de l'axe II' ; on tend ce cordeau par le moyen
d'un piquet M que l'on fait glisser le long du même
cordeau , jusqu'à ce qu'il se trouve au point d'où il
est parti : alors il a tracé l'ellipse demandée.

Il est utile aussi de se rappeler que la distance c,
d'un foyer au centre , se nomme excentricité.

b _
L'équation y = ±. - y a? — x" fournit une cons-

truction par points , très-commode dans la pratique.
Fig. 56. Ayant décritdu centre O de l'ellipse demandée, Jig. 56,

deux demi-cercles, l'un sur le grand axe et l'autre sur
le petit , pris pour diamètres , et mené un grand
nombre de rayons ON , ON', etc. , on abaissera sur
l'axe //', les perpendiculaires PN, P'N', etc. , et on
mènera par les points R , К ' , etc. , où les rayons ON,
ON', etc. rencontrent le plus petit des deux cercles,
les droites RM , KM', etc. parallèles à 1Г; les points
M , M' , etc. que ces parallèles détermineront sur les
perpendiculaireë PN, P'N' , etc. appartiendront àl'el-
]ip?e cherchée. Par l'opération que je viens d'indiquer ,
on n'obtient que la moitié de cette courbe ; mais ел
répétant la construction au-dessus de l'axe II', on
l'aura toute entière.

Pour reconnaître l'exactitude de cette construction,
il suffit d'observer qu'en vertu du parallélisme de»
droites RM et //' , on a

ON: OR :: PN:PM-,
et puisque ON =. a , OR=:b, OP = x, И en ré-
sultera

a: b :: v/a2— or1 : PM}
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â'où

г, _

i32. Je modifierai dans cet article le problème
que j'ai résolu dans le numéro précédent, et je de-
manderai qu'on ait MF' — MF= H' = за ,Jlg. 53 , Fig. 535«
au lieu de MF-\-MF'=. на • c'est-à-dire que la diffé-
rence des rayons vecteurs soit constante. En gardant
d'ailleurs les dénominations de l'article cité , on aura

MF = -t- PM = z = l (c— a

MF' = V F7? "+ PM "= 2a + z = у/ (с +ООНУ »

d'où on tirera

za = с4 — зсдг + жа

4аа + 4az + *•* — cï -f- aço: -f- я?

retranchant la première de ces équations de la se-
conde , on obtiendra

/ « , / / cx — ft*4a' + 40« = ífx ou « = - ;
а

et par cette valeur de z , 'on parviendra à l'équation

a

qui ; par le développement , se réduit à

Dans le cas actuel, où с>я, il faut prendre Ь*—с*
ce qui donne

équation appartenant à l'hyperbole ; cette courbe
jouit donc de la propriété , que la différence de
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ses rayons vecteurs MF et MF', est égale à l'axe trans-
verse H', sur lequel se trouvent les foyers F et E'.

J'ai déjà fait remarquer que l'hyperbole n'avait,
à proprement parler, qu'un axe (128) , mais que pour
conserver l'analogie , on concevait un second axe LU
mené parle point О , perpendiculairement au premier;
Ъ exprime la longueur OLde la moitié de cet axe , et
l'équation ia = ca — aa, donnant c= V/aa 4- 6~ , fait
voir que pour trouver les foyers F et F', il faut prendre
les distances OF et OF* égales à l'hypoténuse du
triangle rectangle construit sur les deux demi-axes OI
et OL.

i33. La propriété dont jouissent les foyers F et F*
peut servir à la construction de l'hyperbole par pointa.
Pour cela, du'point F, comme centre, et d'un rayon
FM , qui ne soit pas moindre que IF, mais d'ailleurs
quelconque , on décrira un arc de cercle, puis on pren-
dra un rayon F'M plus grand ou moindre que le premier
d'une quantité égale à II', ot le cercle décrit sur ce der-
nier, dupoint F1'comme centre, coupera le premier dans
deux points M et M' appartenans à l'hyperbole.

Pour décrire une portion quelconque d'hyperbole
par un mouvement continu , on assujétit une règle à
tourner autour du point F", on fixe à l'extrémité R de
cette règle et au point F , un fil dont la longueur soit
moindre que F'R de la quantité II' \ on fait ensuite
tourner la règle en appuyant contre elle, avec un style
M, le fil RMF, de manière qu'il demeure toujours
tendu : le style Jtftrace ainsi un arc de courbe qui ap-
partient à l'hyperbole dont l'axe est II', et dont les
foyers sont F et F'.

i34- Je me proposerai encore de trouver l'équation
d'une courbe telle, que chacun de ses points soit autant
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éloigné de la droite AC , donnée de position , fig. 54» f 45- 54-
que d'un point fixe F , également donné de position.

Si l'on prend sur la droite AB , menée par le/point
F , perpendiculairement à AC, un point /situé au mi-
lieu de la distance AF , ce point appartiendra néces-
sairement à la courbe cherchée , puisqu'il sera autant
éloigné de la droite AC que du point F. Faisant

IF=AI=c'} IP = x, PM=y,

on aura, pour un point quelconque M, la distance

QM = AP ^AI+IP=c + a; ;

et le triangle rectangle FPM donnera

MF = F

puisque FP-=-IF — IP. En développant, on trouvera

MF = V/c'" — zc'x 4- д» + y ;

mais par l'énoncé de la question , QM= MF; donc

c' + x—

En élevant au quarre et réduisant , on obtient

sc'x = — 2c'a;-j- va ou y* = íp' x ,

équation à la parabole (128).

' i35. Pour construire la courbe, d'après la propriété
que je viens d'employer à la recherche de son équa-
tion , il faut , d'un rayon FM pris à volonté , décrire
un cercle , faire AP = FM , et mener par le point P,
parallèlement à la ligne AC , une droite P M ' : le point
Д/où cette ,droite coupera le cercle appartiendra à la
parabole demandée ; caril est évident que la droite QM
étant parallèle et é^ale à AP , sera égale à FM.
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Cette même propriété donne lieu à un mouvement

contînu par lequel on trace la courbe. Pour cela, on
place le long de AC , une règle sur laquelle on fait
mouvoir une équërre dont l'un des côtés représente la
droite QE; on Rattache au point F l'extrémité d'un fil
dont la longueur est égale à QE , et dont l'autre ex-
trémité est fixée au point JE ; on tend ce fil par un style
en l'appliquant contre le côté QE , et le style décrit
une portion de parabole.

i3f>. La question qui a conduit ci-dessus à l'équa-
tion de la parabole , peut être modifiée de manière
à embrasser les trois courbes du second degré. Il suffit
pour cela de l'énoncer ainsi : Trouver l'équation d'une
courbe dans laquelle la distance entre un point quel-

Fig. 57. conque M et le point fixe F , fig. 5/ , soit à la dis-
tance M Q entre le même point M et une droite AC ,
donnée de position, dans un rapport constant.

Soit ï : и ce rapport ( et que l'on tire du point F
sur AC la perpendiculaire AB; il est évident que la
courbe cherchée rencontre cette droite dans un point
J, tel que

IF; AI\: \ : n\
ensorte que si on désigne IF par c', il en résultera

AI = ne'.

Faisant IP = x , PM =y , il viendra en vertu du
triangle rectangle PMF , de même que ci-dessus ,

MF — \/(c' — x
et comme QM = AP — AI -f- JP = nc'+ x, on aura

V/V— jO'-hy": ^ + x '•'• * • n *
d'où on tirera
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ne' + x == • n Vх (с' — x)" -f y* :

élevant au quarre , on obtiendra enfin
ПУ* + (У — О*"— 2 (n -f- ï) nc'x ~ o.

Cette équation, d'une forme absolumentsemblable
à l'équation 4't'* •+• CVa — E'u'=o, du numéro 128,
i^partiendra à l'ellipse , à l'hyperbole ou à la para-
bole , selon qu'on aura n^> ï , n < ï , ou n. := ï , et
montre par conséquent que la propriété qui fait le
sujet de la question proposée, est commune aux trois
courbes du second degré , par rapport auxquelles la
droite AC est nommée directrice.

En, donnant à l'équation ci -dessus la forme

et en remarquant que plus n augmente , plus les frac-

tione — et - diminuent, on verra que dans la sup-
ra" n

position de n infinie, elle doit se réduire à

équation qui est celle d'un cercle dont le rayon est cf,
et pour lequel l'origine des abscisses est placée à l'unç
des extrémités du diamètre (g4)-

137. On a vu dans le TI° 128 , que l'ellipse, l'hy-
perbole et la parabole, peuvent être données par une
seule équation -, et il est remarquable que celle-ci peut
aussi se déduire immédiatement de l'une quelconque-
dés équations

У = ("'-*'), * = £(*'-«'),
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qui , se rapportant au centre , semblent particulières à
l'ellipse et à l'hyperbole. Pour cela , il suffit de trans-
porter l'origine des coordonnées, à l'un des sommets-
dés courbes que représentent ces équations. En effet,

p;„ g,, si dans les figures 5a et 53 , on fait , IP= x' , on aura
•t 53: par la première ,

x ou OP= 07 — IP — a— x'.

et par la seconde ,

x ou

La substitution de ces valeurs changera les équations
rapportées ci-dessus en

qui reviendront à

Í- ж"1, Va = рж' 4- -£- a:'3,
за ^ r sa

.si l'on pose - =p; et l'une ne .différera de l'autre

que par le signe de a : l'inspection de la figure 53
montre aussi que l'abscisse IP étant regardée comme
positive, l'axe //' est nécessairement négatif.

•"En mettant pour Z>a sa valeur , relative tant à l'ellipse
qu'à l'hyperbole, il vient

z (a*— ca) , , . 2 (c* — я") к-^ — '

mais il est à propos d'introduire la distance /F1 à la
place de с qui représente la distance OF; et en fai-
sant IF= c', on trouve , par la figure 5a ,
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с ou OF=OI—IF=a—c't

par la figure 53 ,

с ou OF= OI+IF=. a + e' :

ces valeurs donnent

expressions qui ne diffèrent encore que par le signe de a.

Toutes les deux étant réunies dans la formule

4ac' =F
P- - -

ent également pour limite

lorsqu'on suppose a infini; mais dans ce cas les équa-
tions

ma
se réduisent à

y* = px' ou y = 4c'x,

par l'anéantissement de la fraction — . et donnentc aa
ainsi l'équation de la parabole (i34).

L'équation

est donc propre à représenter chacune des lignes du
second ordre : elle appartiendra à l'ellipse quand a
•era positif , et au cercle «i p = aa; à l'hyperbole
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quand a sera négatif, et à la parabole lorsque a sera
infini (*).

i38. La quantité p se nomme le paramètre ; c'est
dans l'ellipse et clans l'hyperbole une troisième pro-
portionnelle aux deux axes, puisque sa valeur

__ _
a aa

conduit à la proportion

:p;
et dans les trois courbes , elle exprime la valeur de
la double ordonnée qui passe par le foyer. Eti effet ,
lorsqu'on piend x' = c', il vient

r 20

d'où on conclut

i3g. Les équations

. = г, et 2J=

на

(*) L'expression p =5^ -C~—, qui se rapporte à l'ellipse, pren-

drait nne valeur négative, si l'on y supposait if > aa, et l'e'quation

y*=px' — --- x1' , se changeant en

appartiendrait a l'hyperbole; mais c' exprimerait alors la dis-
tance entre le sommet et le foyer le pins éloigne, ou If, Jig. 53,

étant
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«tant mises sous la forme

x") ,

on en déduit les suivantes

У* P У = P ,
a/ (aã— x') 2<z* ж' (aa-f-x') 2а'.

desquelles il résulte que le quarre de l'ordonnée P~M
est dans un rapport constant avec le produit des lignes
JP et f P t qui sont respectivement x' et за- — л/ pour
l'ellipse, ßg. 5a , x' et за -f- x' pour l'hyperbole,

^g. 53. Ces distances du pied de l'ordonnée à chacun
des sommets de la courbe , étant nommées abscisses ,
on dit que dans l'ellipse et dans l'hyperbole, les quarrés
des ordonnées sont entre eux comme les produits des
abscisses correspondantes.

En effet , si on désigne par X' une abscisse différente
de x', mais toujours comptée du même point, et par
Y l'ordonnée correspondante , on aura

y* — JL («йГ — X a) , F" = f- .(aaX' + JK'«) ,

d'où on tirera,

y : P :: x' (за— *') : x' (за— X')
pour l'ellipse ,

y* :F":: xf&a+x") : X?(za-\-Xr)

pour l'hyperbole, en supprimant toutefois dansl« dernier
rapport de chacune de ces proportions 4e facteur com-

mun J—,
aa

L'équation de la parabole y* z=px' ,. étanf- traitée
Trigonométrie, 6e édition. 14
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de la même manière, donne seulement

Vs l F? :: x' '. X'

ce qui fait voir que dans la parabole , les quarrès des
ordonnées sont comme les abscisses correspondantes-

i4o. Il suit de la comparaison des formules rap-
portées dans les numéros ião et 128, qu'il y a pour
chaque courbe du second degré , au moins deux sys-
tèmes de coordonnées dans lesquels l'équation de cette
courbe ее présente sous la forme la plus simp Ц : l'un.
de ces systèmes est celui des axée , et Vautre celui de
deux diamètres conjugués ; et je vais montrer qu'il y л
un nombre infini de systèmes de coordonnées quijouis-
sènt de la même propriété. Pour le faire, •j'appliquerai
la transformation des coordonnées aux équations re-
latives aux axes.

6"
Soit premièrement celle de ГеШрвеу*=— (о* — x"),

qui revient à
„y 4. Ъ*з? = а*Ь* ;

j'observed'abord, qu'il est iputil.e de déplacer l'origine
des coordonnées, qu'il faut laisser au centre ; et n'ayant
á changer que la direction des axes, je prends seulement

Je laisse indéterminé l'angle que les nouvelles coor-
données doivent faire entre elles, et dont le cosinus est
représenté par A(ia5), et je ne tiendrai par consé-
quent aucun compte de l'équation

mp+nq+ g(np + ma) = h ;

il n'en sera pas de même des équations

2g/nit=i
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parce que les coordonnées x et y étant réciproquement
perpendiculaires , il en résulte g- = о , d'où

des quatre quantités m , n , p et (j , il n'en restera donc
que deux dont il soit possible de disposer. En faisant la
substitution des valeurs de x et de y , dans l'équation

on obtiendra

et pour simplifier cette dernière , je poserai

a'nq -f- b"mp = о ,

ce qui la réduit à

(aan2 + i>2ma) ia -K<aaça + iapa)ua= a'i".

Pour comparer cette équation avec

on les mettra sous la ferme

— '

elles ne pourront alors devenir identiques, indépendam-
ment de t et de u , que par la supposition de

_i_ _ яап -f Ьлтп? i _
6/!à aa£a ' õ7»

ce qui donnera
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Pour s'assurer de la possibilité de cette transforma-

tion, il faut voir si la détermination des quantités m , n,
p et q , n'est sujette à aucune exception. L'équatioa

a*nq -f- b*mp = о ,

mise sous la forme

;i q __ b*
m p ã?'

fera toujours connaître le rapport de n à q . ou celui
de m à n. Si on en tire

b
"

et si , pour abréger , on fait

q __ b3 m
p ~~"~"^ ~n'

il viendra
q=pr;

substituant dansp* + q2= ï , on en déduira

p«( i+ r« )= i ,

d'où l'on 'conclura

expressions qui demeureront toujours réelles, quelle que
soit r. L'équation m" -f- n* = ï ne pouvant déterminer
qu'une des deux quantités m et n , laisse absolument in-

déterminé le rapport — qui entre dans les expressions

de p et de q, lesquelles, par cette raison , deviennent
susceptibles d'une infinité de valeurs différentes : il y a
donc -en effet une infinite de systèmes de coordonnées
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dans lesquels l'équation de l'ellipse á la forme

a'^-fi'V^a'"^2,

absolument semblable à celle de l'équation aux axes

«y + b*x*=a*b*.

141. En opérant sur l'équation de l'hyperbole

i2

У = - (я"— a2) ou cy — b*x2= — a2Z>3 , '

comme je viens de le faire sur celle de l'ellipse, on
aura successivement

ua=
= о

et comparant la dernière équation à

'on troavera

"~ «V —

Les expressions dep et de q seront de la même forme
dans ce cas-ci que dans le précédent , et pourront don-
ner 'par conséquent une infinité de valeurs, d'après celles

qu'on assignera au rapport — : on sera donc fondé à

tirer pour l'hyperbole une conclusion pareille à celle
qui vient d'être énoncée pour l'ellipse.

142- Je passe àla parabole -} son équation y*=4c'jc}

ne peut être transformée en une autre qui lui soit sera-
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ЫаЫе , par lee formates

x = mt + pu , y = nt + qu.

On obtient en effet la résultante
!' = 4c' (mt + pu) ,

de laquelle il faudra faire disparaître les termes
affectés de ia, ut et и, ce qui s'effectuerait en posant
n = o, p = o; mais il s'ensuivrait 771=1, q=i ,x=t,
y = u, et l'on retomberait surles coordonnées primitives:
il n'en sera pas ainsi en déplaçant en même temps l'ori-
gine. Si l'on substitue à a; et а у leurs valeurs les
plus générales,

mf-j-pu-f-«, nt^qu-^ß (юз),

il yient alors

2,S(7zf -+- qu) — 4c'( mi + pu )I-
Pouvant disposer maintenant de quatre quantités, à
cause des deux nouvelles indéterminées л et ß , on
fera disparaître les termes affectés de ut, de í , et
les ternies indépendans de í et de и , en posant

anç = o, а/Зтг — ^с'тп^=о, ß* — 4АС' — °-
La première de ces équations peut être satisfaite de

deux manières : soit par n =o, soit par q = Oj mais
n = o donne тп=о, dans la seconde équation , ce qui
ne saurait s'accorder avec l'équation m" -f- n* = ï . En
adoptant la valeur g=o, le terme ç"u* s'évanouit,
et il ne rests que

équation semblable à celle qui se rapporte à l'axe de fa
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courbe. La supposition de <7=o, introduite dans l'é-
quation p" -f- <7a= ï , donne

p = ± i j

de 2/Зя — 4c'm = о , on tire

n se'
m ~ß '

et cette équation, combinée avec ma -}- n* = ï , déter-
mine ra et m. L'équation ß* — ^O.C'-=.Q, détermine
aussi*, lorsque /3 est connu -, mais cette dernière quantité
reste susceptible de telle valeur qu'on voudra.

i43. Les remarques précédentes conduisent à cette
question : un diamètre quelconque étant donné, trouver
la position de son conjugué. On la résoudra en obser-
vant que lorsque dans la figure 5o du numéro юз ,Fig.'5e.
l'angle CAB , ou celui que font entre eux les axes des
coordonnées primitives x , y , est droit , les triangles
P"A"R et P"MQ deviennent rectangles , l'un en R ,

l'autre en Q ; d'où il suit que m = - ш ̂  représente

le cosinus de l'angle P"A"R ou .B"A."'Br, et que
P"R , . P"Q , „

n= jv-niï en est 'e sjnus; que p = , ^ représente

le cosinus de l'angle MP" Q ou С'Л'В', et que g^-nrj .

en est le sinus.

Si l'on rapporte ces mêmes dénominations sur les
figures 58 et 5g , en .prenant If pour l'axe des x , Fip. 5Í
OF pour celui des í , et OH pour celui des и , il et 5a'
viendra

n sin FOI

^
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et comme les équations

tfnq + Ъ*гпр=. о,

obtenues d'ans les n°* 1^0 et 141 , peuvent être niise»

sous la forme
n Я_.
m p - • a""

il en résultera
b*

tarig FO/tang HOI= qr- ,

le signe supérieur se rapportant à l'ellipse , et l'infé-
rieur à l'hyperbole : on déterminera donc aisément
l'un desangles FOI et HOI , quand l'autre' sera connu.

Fig- 58. i44- On peut substituer dans l'ellipse, fig. 58, aux
angles FOI, HOIt les coordonnées des points F et
H, car si l'on désigne

OE par л, £Fpar ß ,
OG par*', СДраг/3*,

il viendra

et par conséquent

^__i!
л л ~~ а? '

ce qui donne
a'ßßr+b**it' = o,

équation qui , jointe à celle de l'ellipse .,
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fera connaître soit a. et ß, soit л' et (3', c'est-à-dire
l'un des points F, H, quand l'autre sera donné.

Dans l'hyperbole ,fig. 5g , л et/3 n'appartiendront Fig. 5g.
plus à un point de la courbe puisque le diamètre
OF ne la traverse pas; mais comme il ne s'agit ici
que de la direction de ce diamètre , on peut prendre
au lieu du point F, le point R , correspondant à l'ab-
scisse OI, et faire en conséquence

л~О1=а, ß~IR,
ce qui donnera

tangFO/=-, et - Ç=^,
a а л а '

d'où
aßß'—Ь'л'—о.

En déterminant /8 par son moyen , cette équation
fera connaître le point R, mais il faudra la combiner
avec

aa|2'a —iV2 = — aaZ>2,

ei c'est le point H que l'on cherche.

i45. Dans la parabole, on a q r= o ; il suit de là que
l'axe des u, OH,Jig. 60, est parallèle à celui des a:,Fig.6e-
et que sa position ne dépend que du point О, où il ren-
contre la courbe. Ce point se trouve déterminé par
la quantité л, laquelle représente évidemment l'ab-
ecisse IG, qui répond, sur l'axe IB, au point delà
courbe où l'on a en même temps t — o , u — o - , et

l'équation —=-=-donne alors la tangente trigonomé-

trique de l'angle compris entre l'axe des í et celui des ы.
Je ferai remarquer en passant , que lorsqu'on a

trouvé la position du diamètre qui est le conjugué
d'un diamètre donné , on a celle de la tangente de la
courbe , au point où elle rencontre ce dernier , point
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qu'on peut prendre arbitrairement. En effet ( 121 }#
dans l'ellipse et l'hyperbole ,^/fg. 58 et 5g , le diamètre-
OF est parallèle à la tangente HT; et dans la para-
bole , Jig. 60 , ce diamètre est lui-même tangent à la
courbe en O.

Réciproquement, quand on sait mener la tangente
dans un point quelconque de la courbe, on en conclut
eur-le-champ la position du diaenètre conjugué.

146- Dans les équations

a"/a -f b'W —a'W, nV— Ь'*и* = — а'*Ь'*,

dont la première appartient à l'ellipse, et la seconde à
l'hyperbole, les lettres a' et b' représentent les deux
demi-diamètres conjugués j en effet , quand i=o, il
•vient

u=sot' ou OH = a', fig. 58 et 69 ;

et lorsque u = о, il vient

t* = b'\ ou ia = — b",

ce qui donne, pour l'hyperbole comme pour l'ellipse r

OF—b' (»28).

Il est faciledevoirquelesquaritités7n.,n,p,<7,peuvent,
au moyen des équations m2 -f- n" = ï , p^-^-^a= ï ,
et de celles qui résultent des expressions de a'3 et de-
b'*, être éliminées de l'équation dé condition qui
détermine la position respective des diamètres conju-
gués , et qu'on doit parvenir à une relation entre ces
lignes et les demi-axes. Le calcul s'effectue fort sim-
plement de la manière suivante :

On tire d'abord des expressions de a!1 et è'1, rela-

tives à l'ellipse (i4°)> 1e* éqeations

e"a -i- а'*Ъ = a*b*, Ъ'лагп* -f i'
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et en y joignant respectivement

q*+p>= ï , n s+m a=ri;
on aura deux systèmes d'équations , l'un en q* et p* ,
l'autre en n" et m'. Le premier système donne sur--
le-champ ,

^ _aïZ>a — a'aia_ Ъ* (a
s
— u'

3
)

~~ ~

pour obtenir n" et m% il suffit de changer a' en £' dans
ces valeurs , et il vient

771
'>2— 6a )'

Cela posé , l'équation de condition (i/{o)

a^Tzç + е3тпр = о
revient à a*nq= — b'mp ,

et en la quarrant , on obtient

Si l'on substitue dans cette dernière, les valeurs de я*,
m", ça, pa, on pourra «fFacer les dénominateurs ; car
ils seront les mêmes dans les deux membres ; et on aura

Développant, réduisant et décomposant en facteurs,
il viendra

= о ;

puis supprimant le facteur commun а*— Ьл , on trou-
vera enfin

£"= a« + ia, ou "
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Les expressions de a'a et de è'3 , relatives à l'hy-
perbole 040 > conduisant aux équations

et l'équation de condition étant

= о

on voit qu'il suffira d'affecter 6s et è'2 du signe —,
dans le calcul précédent, pour l'approprier au cas
actuel , et qu'on en tirera par conséquent

a'1 — V* =«2 — u", ou ÕF— Ш= —

donc /a somme des quarrés des demi-diamètres conju-
gués dans l'ellipse, ou leur différence. dans f hyperbole,
est égale à la somme des quarrés des demi-axes, ou à
leur différence.

i^j. Si on multiplie entre elles les expressions de
a'" et de b'* dans l'ellipse , on obtiendra

_ . _
a*n Y + а'б'ну + o262m Y + ̂ У '

mais en quarrant l'équation а*лс + i'm/j = "о , il vient

* — о ,
ou

et avec cette valeur on fera disparaître le premier et le
dernier terme du dénominateur de l'expression de a'ao'a,
qui deviendra

а'3Ь'"=
á-frrfp* — 2a*b*mnpq + a^frr

prenant de part et d'autre la racine quarrée, on aura
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a' b' = -- ou a'fb' ( np — ma ) =: ab.
np-— m«/ v r ^ '

II est important de remarquer que la quantité np — mq
n'est autre chose que le sinus de l'angle que font entre
eux les deux diamètres conjugués ÔFet ÔHfig. 58; Car FiB-
ft et m étant le sinus et le cosinus de l'angle FOI, q
*t p le sinus et 1« cosinus de l'angle HOI, la formulé

sin FOH = sin ( FOI -f HOI )
s= sin FOI oos HOI + cos FOI un HOI (n) ,

donne
sin FOH = np — mq ,

si l'on fait attention que l'angle HOI tombant au-des-

sous de l'axe //' a un sinus négatif , q = -- ~ ,

qu'il faut rendre positif dans cette formule , et prendre
par conséquent — q au lieu de + q : on aura donc

а'Ъ' síaFOlIízzab.

Il «et facile de voir que ei du point F ou. abâisn sur OH
la perpendiculaire FO , on aura

FQ =' ÖF sin FÔff= У

et que par conséquent l'aire du parallelogratnm*

FH «s: ОЯ X f Q =* a'i

on doit donc conclure de cequi précède, que le rectangle
formé sur les demi-axes a et b , ou 01 et OL , est égal
au parallélogramme FH , formé sur lea deux demi-
diamétreâ conjugués OF et OH.

On reconnaîtra que la même propriété a lien daf»
l'hyperbole, en formant de même le produit c'*A'a;mais
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Fig. 5g. il faudra prendre garde que dans la figure 5ç) , l'angle

FOH=.fOI— HOL

On déduit de là cette propriété remarquable : que
les parallélogrammes construits sur des diamètres con-
jugués y soit de l'ellipse , soit de l'hyperbole , sont
égaux au rectangle des axes , puisque ces parallélo-
grammes , ainsi que le montrent les figures , sont com-
posés de quatre autres parallélogrammes égaux , cha-
cun , au quart du rectangle des axes.

148. Si on désigne par s le sinus de l'angle FOU, on
aura l'équation

que l'on combinera avec

а'» + о'»

dans l'ellipse, et avec

dans l'hyperbole, pour trouver les demi-axes et et 6,
lorsqu'on ne connaîtra que deux demi-diamètres con-
jugués, et l'angle qu'ils font entre eux. Quand on aura
les axes , on arrivera facilement aux angles qu'ils font
avec les diamètres conjugués, en se servant des expres-
sions de <;*, p% m", n% rapportées dans le n° 146- Ces
expressions donnent

9
a __ Ъ* ( a' — a") n" _ Ъ* (a° — У3)

f ~а?(а!* — è2) ' ^ " ß" ( ô" — b" ) '

et par l'extractionde laracine quarrée , on parvient aux
tangentes des angles HOI, FOI.

Une remarque qui se présente aisément , et que je
ne dois pas omettre , c'est qu'il y a dans une ellipse
quelconque deux diamètres conjugués égaux entre eux.
En effet , si dans les équations
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а'1+Ъ'л=ая + Ъ1, ab's—аЪ,

en suppose a = b', on en tire les valeurs

ab zab

tjui font connaître la grandeur de ces diamètres et
l'angle qu'ils comp-rermunt entre eux. La supposition
de Q' = b', dans le«, valeurs de «p% p2, na et1 лг2, rend
égales la première et la troisième, la seconde et la
quatrième ; on a- donc tout ce qu'il; faut pour déter-
miner , par rapport aux axes, la position de ces dia-
mètres. ,

Lorsqu'on y rapporte l'équation de l'ellipse, elle
prend la forme

i24-aa=:a'a,

et devient semblable à celle du cercle ; la seule diffé-
rence qui subsiste est l'obliquité des coordonnées t
et u; aussi peut on construire cette ellipse, en incli-
nant les ordonnées du cercle sous l'angle que font les
diamètres dont je parle : de là résulte un procédé assez
simple pour tracer une ellipse par points , lorsque l'on
connaît ses diamètres conjugués égaux.

Je laisserai au lecteur le soin d'effectuer les cons-
tructions des expressions rapportées ci — dessus. Ce que
j'ai dit me paraît remplir le but qne je m'étais pro-
posé, savoir, de montrer comment on peut déduire
les principales propriétés des lignes du second degré ,
par une méthode vraiment analytique , et indépen-
dante des constructions géométriques.

149- Ce n'est pas seulement en les rapportant à un
axe des abscisse^, par des ordonnées parallèles entre
elles , comme on l'a vu jusqu'ici , que les courbes
peuvent être définies par des équations ; il est à propos
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de remarquer que tout système de lignes, propre à
déterminer les différens points d'une courbe , peut
également en fournir une équation caractéristique.

La relation
(r— ex ex

2= = a

obtenue dans len° i3o, entre le rayon vecteur FM=z,
Fig. 5*-Jïg. 5a , et l'abscisse OP = x , peut être considérée

comme telle , par rapport à l'ellipse. On en déduit
une construction très-simple de cette courbe ; car en
se donnant x , он obtiendra par des lignes proportion-

nelles la quantité — , et retranchant cette quantité

de a , on aura z ou FM ; ensuite , du point F, comme
centre, et d'un rayon égal à FM, on décrira un arc
de cercle qui coupera la perpendiculaire PM dans
un point M appartenant à l'ellipse. Si l'abscisse tom-
bait dans la partie OI' de l'axe, x devenant négatif,
., . , . . exu viendrait pour ce cas z, = a -\ .

Cette équation diffère des précédentes en ce que
l'ordonnée, au lieu d'être constamment parallèle à une
même droite, change sans cesse de direction , et n'est
assnjétie qu'à passer par un point donné -} aussi l'équa-

cx . . .
tion z = a , quoique du premier degré , n ap-

partient plus à une ligne droite, comme lorsque вез
coordonnées sont respectivement parallèles à des axes
fixes.

Dans le système que je considère maintenant, il est
assez naturel de placer l'origine des abscisses au point
F, duquel partent les nouvelles ordonnées ou les
rayons vecteurs , et de remplacer , en conséquence,
OP = x par FP = x', ce qui donne

x
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* OU OP = OF— FP—c — x',

C\C^~X) CL —-• С . CX

ã õ ' a *

mettant b* au lieu de a"—c", on aura
_ b* -f- ex'

a
Enfin le plus souvent, on introduit Tangle 1FM à

la place de l'abscisse ж', ce, qui se fait en observant
Tjue dans le triangle rectangle FMP on a

FP = FMcos PFM, d'où x' = —z cos IFM

nommant donc <p l'angle f FM, on obtiendra

6a—es cos p i2

z — . ou z =
« -+• c cos ip'

Cette dernière équation est d'un grand usage dans
l'application de l'analyse à l'Astronomie : on la nomme
équation polaire, comme toutes celles dont les or-
données partent d'un même point qu'on appelle le
pôle de la courbe,

ex—au

L'équation 2 = — ,relativeàrhyperbole(i3a),

étant spnmise aux transformations précédentes, de-
vient successivement

a ' a -f- c cos f

Dans la parabole, en faisant FM= z, ßg. 54, et
à cause que FM— QM(i34), on a

2 = c' + * '>
Trigonométrie- 6* édition. i5
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mais x représentant IP , il vient

x=.IF— FP = c — x',
d'où x — se' — xf,

z — ас' — zcosç, ou z =
ï -f- cos ç

i5o. Les trois équations polaires obtenues ci-dessus
peuvent se lier entre elles, en introduisant dans 1ез
deux premières, au lieu du second axe b , le para-
mètre , d'après lequel on a o'= { ap (i3y). Par cette
substitution , l'équation de l'ellipse, se changeanten

,_ i "P _ i P
u -f- c cos e> c '

i + -cosa
а

devient celle de l'hyperbo le, quand a est négatif et c^> a
(*) , celle de la parabole , quand on fait c~a et a ,
infini j cas où p = 4e'-

On peut encore faire - = e , ce qui donnera

= 2aCi — e*, z ~ e— - -.
i -j- e cos /f

Sous cette forme , on aura l'ellipse quand e <^ \ , le
Cercle, si e = o; l'hyperbole, si e> ï , et que a soit
négatif; la parabole , si e= ï , et que a soit infini.

Enfin si l'on veut chasser a du résultat précédent ,
et le remplacer par la distance du sommet au foyer,
on emploiera la relation c=a — «/(iSj) qui donne

ae = a — c, d'où я = — '• — ,

(*) 9 doil ctre pris alors pour le sirpplcmcul de IFM ,ßg. 53.
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.
1 -j-e cos ip

i5i. Les propriétés fondamentales de l'ellipse, de
l'hyperbole et de la parabole , énoncées dans le n° i3q,
et qui ont lieu, soit par rapport aux axes, soit par
rapport aux diamètres , se retrouvent dans les diffé-
rentes courbes qui résultent de l'intersection de la
surface conique par un plan quelconque. En voici
les démonstrations synthétiques.

Soit ASB , Jig. 61 , un cône quelconque à base cir- Fig. Ci.
culaire, c'est-à-dire le corps terminé par la surface
qu'engendré, en glissant sur la circonférence du cercle
ACBD , une droite assujétie a passer par le point S ,
dans toutes les positions qu'elle prend. 1°. Il est évident,
que si l'on coupe ce cône par un planquelconque C'SD,
mené par son sommet S , on obtiendra deux lignes
droites qui répondent aux deux positions prises par
la droite génératrice , lorsqu'el le est parvenue suc-
cessivement aux points С et D , dans lesquels le plan
CSD rencontre la circonférence ACBD. 2°. Si le plan
coupant est A ' C 'B 'D' ', parallèle au plan de la base
ACBD , la section sera un cercle , ainsj qu'il est aisé
de s'en convaincre , en concevant qu'on ait mené parle
point S et le centre de la base Y axe SO du cône pro-
posé , et que l'on ait fait passer par cet axe deux plans
quelconques ASB et CSD , dont les intersections res-

pectives avec ACBD, X A'CB'D', soient AD et A'B't
CD et CD' ; car on aura alors les triangles semblables

COS, C'O'S
qui donneront

со : со' г. so: so1,
et les triangles semblables AOS, A' O' S, qui donneront

АО :А'О' :: so: so'-,
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et puisque par construction АО— СО , on aura

ce qui prouve que tousles rayons de la section A'C'B'D'
sont égaux, qu'elle est par conséquent un cercle.

Il est à propos d'observer que la surface du cône
b'étend indéfiniment, soit au-dessous du plan de la base
ACBD , soit au-dessus de son sommet S , puisque
rien ne limite la longueur de la droite génératrice ; et
il est aisé de sentir que la partie Sb du prolongement
de la droite SB , décrit un second cône , placé dans
une situation inverse du premier.

i5a. Ces préliminaires étant posés, concevons que
le plan coupant ne soit plus parallèle à la base ACBD
du cône, mais qu'il rencontre cette base suivant une

Fig. 62. droite GH, fig. 62, ; j'abaisse sur cette l igne , du
centre O, la perpendiculaire OG , par laquelle je fais
passer le plan triangulaire ASB. Il est visible que si le
plan coupant rencontre en même temps les deux côtés
SAe\SB , et que par conséquent il n'entre point dans
le cône supérieur aSB , la section JMI'm sera une
courbe fermée ou rentrante en elle-même.

Cela posé , je mène, parallèlement à ACBD, deux
plans EMFm, E'M'F'm', qui rencontreront en même
temps le plan coupant IMJ'm: les communes sections
des deux premiers avec le troisième , représentées par
Mm, M'rri , seront parallèles à GH , et par conséquent
perpendiculaires aux lignes EF et E F', qui sont pa-
rallèles entre elles , comme étant les communes sec-
tions des plans EMFm, E'M'F'm , par le plan ASB.
Lei courbes EMFm , E'M'F'm' étant des circonfé-
rences de cercle (n° précéd.) , on aura

PM — EP X FP, P'M' — E'P' X F'P' ;
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mais la ligne //', commune section des plans ASB et
IMl'm, formant avec les lignes EF, E'F' et les côtés
du cône, les triangles EIP , E'IP', semblables entre
eux, et les triangles FI'P, F'í P', aussi semblables
eux, les deux premiers donneront

EP : E'P' :: IP: rp,
et les deux autres,

FF : Fpf :: r p \ ГР'-,
multipliant ces proportions par ordre, on aura

FF : E'P' x F'P' :: IP x r p : IP' x ГР'\

et substituant à EP X FP et E'P' X F'Pr, leurs va-

leurs PM et P'M' , on obtiendra

P M : P'M' :: IP x J' P : IP' x i'P',
proportion qui exprime la propriété caractéristique de
J'ellipse, énoncée dans le n° i3g.

1 53. Il est à propos de remarquer que si le triangle
SU' était semblable au triangle S AB , sans que la ligne
//' fût parallèle à AB , ce qui aurait Heu si l'angle SU'
était égal à S AB , alors SI' f\ e serait à SB A , les trian-
gles EPI et FI'P, devenant aussi semblables entre eux,
comme les précédens, donneraient

EP : i'P:: JP\FP, ou
et parce que dans le cercle EMFm on a

*= £ÏP X ~FP ,
on aurait aussi

La section IMIm' seraitdonc elle-même un cercle dans



а З о A P P L I C A T I O N D E L ' A L G È B R E
ce саз , si les ordonnées PMétaient perpendiculaires aa
diamètre //'; mais pour que cette dernière condition
soit remplie, il faut que la commune section GH du
plan coupant et de la base du cône, soit perpendiculaire
à-la-fois sur la droite G A et sur la droite G J, c'est-
à-dire , qu'elle soit perpendiculaire au triangle SAB
mené par l'axe, et que par conséquent celui-ci soit lui-
même perpendiculaire au plan de la base du cône et au
plan coupant. Lorsque ces circonstances se rencontrent
ensemble , Je plan coupant est dit antiparallèle à celui
de la base j et il en résulte que dans un cône à base cir-
culaire , la section antiparallèle à cette base est un
cercle, de même que la section parallèle.

164. Si le plan coupant était, par rapport aux côtés
Fig. 63.du cône, dànsla situation que représente la figure 63,

c'est-à-dire qu'il pût rencontrer en même temps les
deux cônes opposés, il formerait dans chaque cône une
courbe infinie, puisqu'une fois entré dans le cône ,
ce plan ne saurait plus en être dégagé. Les deux cônes
opposés ne formant, à proprement parler, qu'une seule
surface, les deux courbes KJk et K'I'k1 doivent être
regardées comme n'en composant qu'une seule. 11 est
facile de. reconnaître déjà une ressemblance marquée
entre cette courbe et l'hyperbole ; mais pour prouver
leur identité, il faut de plus retrouver dans la pre-
mière une des propriétés caractéristiques de la seconde.
En supposant que le plan ASB soit déterminé comme
dans le numéro i5a, qu'on ait mené le plan EMFm
parallèle à ÀCBD, et tiré les droites 77', Mm, M'm\
qui sont les communes sections du plan coupant avec
les trois plans ASB, EMFm, ACBD , on comparera
les triangles EJP, AIP', qui donneront

EP :
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et lea triangles semblables FI'P, ВГР', qui donneront

FP ;BP' ::J'P:I'PI;
multipliant ces deux proportions par ordre, il viendra

£PX,FP: AP1 x BP1 :: ÍP x i'P : IP1 x i'P' -,
mais à cause que les sections EMFm et ACBD sont
des cercles, dont les diamètres EF et AB sont per-
pendiculaires aux lignes Mm et M'm', par construc-
tion . on aura

•EP XFP = PM, AP' X BP' = P'M',

et par conséquent

PM{ : p'Mf :: IPX r p : IP' x J'P',
proportion dans laquelle se trouve exprimée la propriété
caractéristique de l'hyperbole , énoncée dans le n°i5g.

i55. Il me reste encore à examiner le cas où le plan
coupant serait parallèle à l'un des côtés du cône, ainsi
que le montre la figure 64- И ne pourrait alors rencon-Fig, 64.
trer qu'un seul des deux cônes opposés; mais il ne s'en
dégagerait jamais , ensorte que la section Itffm serait
une courbe ouverte et infinie , comme la parabole ,
avec laquelle ja vais prouver qu'eue est identique. Les
plans ASB, EMFm, ACBD, étant menés dans les
mêmes conditions que ci-dessus , le parallélisme des
lignes IP' et SB, donne

FP^BP';

d'un autre côté , les triangles EIP , AIP', étant sem-
blables , conduisent à

E P \ A P ' \ \ I P \ fP f;

multipliant l'un dea termes du premier rapport par Fft
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l'autre par BP' , il viendra

P x FP : P' xp' :: IP : /P' ;
mais dans les cercles EMFm et ACBD , on a toujours

=£PX FP, P'M' — AP' X BP' :
on aura donc

pTf: p'Hi'*: : IP -. IP',
proportion qui n'est quel'expression delapropriété ca-
ractéristique de la parabole , énoncée dans le n° i3g.

i56\ Les circonstances dans lesquelles les lignes du
second degré changent de nature , peuvent aussi se voir
dans le cône. En effet , si le plan coupant passe par Je
sommet, sans entrer dans le cône , la section se ré-
duit à un point qui correspond à celui qu'on a re-
marqué dans le n° 116.

Quand le plan coupant, passant toujours par le som-
met, entre dans le cône, on a deux lignes droites; et
si on écarte ensuite le plan coupant du sommet du
cône , en faisant mouvoir ce plan parallèlement à lui-
même , on obtiendra une suite d'hyperboles , ayant

.pour asymptotes les droites ci-dessus, rapportées, ou
projetées, sur le plan de la courbe, par des perpen-
diculaires à ce plan (u8et 128).

Enfin quand le plan coupant est parallèle au côté
du cône, s'il passe par le sommet , il ne fait plus
que toucher le cône suivant une ligne droite , mais
qu'on doit regarder comme double ; car elle est Ja
réunion des deux parties de la parabole , qui s'appro-
chent sans cesse par le rétrécissement que subit cette
courbe, à mesure que le plan coupant s'approche de
son contact avec le cône (119 et 128).

D'un autre côté , plus on éloigne du sommet du
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cône, mais toujours parallèlement, à son côté, le plan
coupant, plus la parabole s'ouvre où s'élargit vers son
sommet , et tend par conséquent à s'approcher de la
ligne élevée par ce point, perpendiculairement à son
axe.

167. Je vais examiner à présent les propriétés des
lignes droites qui coupent ou qui touchent les courbes
du second degré. Pour suivre la méthode que j'ai em-
ployée à l'égard du cercle en particulier (io5) , on
prendra l'équation

y — & = A(x — «),

qui appartient à la droite passant par le point dont les
coordonnées sont л e tß , et faisant avec l'axe des abs-
cisses un angle dont la tangente trigonom étriqué est A\
on la combinera avec l'équation ya = ma: + nor* , qui
rentre dans A't'1 + CV — E'u = о (128), et qui
comprend par conséquent les trois courbes du second
degré. En faisant, comme dans le n° io5,

on aura
Az

y

et posant pour abrécer • ••• = A' '. il viendra
\Л-г-Л3

se = о. -\- A' z , y — ß -f- A1 Az, ;

substituant ces valeurs da n s l'équation y~
on obtiendra cette transformée

, . .
-f- ;ia2-f- znAttz -f nA*tf.

Passant tous les termes dans un seul membre, etordon-
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nau! par rapport à a,, on trouvera

(A1— п)Л'*2?+($Л— im— лфЛ'а+/За— тл— л*'=о,

ce qui revient à

>-д« g' -ma -и*'

Dans cette équation , l'inconnue z représente la dis-
Fig.65. tance EM,Jlg. 65 , entre le point donné E, et l'un

des points d'intersection M et M' de la droite proposée
EM y avec la courbe ЛС1; parle moyen de sa valeur,.
on parviendra facilement à celles des coordonnées de
cette intersection.

Il est évident , par ce qui précède , qu'une ligne
droite ne saurait rencontrer en plus de deux pointa >
une courbe du second degré.

i58. En raisonnant ici comme pour le cas du cercle
(107) , on verra que les deux valeurs de z doivent
devenir égales lorsque la ligne proposée ne fait plu»
que toucher la courbe, comme en N, parce que les
points M et M' se rapprochent de plus en plus , à
mesure que la ligne EM s'approche de EN. La diffé-
rence des deux valeurs de z comprises dans la formule

étant exprimée par

I i^A—jm — n*\* P—ma.— no*
V V (^—n)T~) ~ (4*—n)4~'

et donnant toujours la longueur de la corde MM'} de-
vient nulle lorsque les points M et Д? coïncident , et
fournit par conséquent , pour le point de contact N,
l'équation

'1— ma.
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En la développant, A"- disparaîtra comme diviseur

commun à tous les termes , et la résultante sera l'équa-
tion qui doit donner A , et faire connaître par consé-
quent la position de la droite £ЛТ , menée par le
point E , tangentiellement à la courbe AC.

Ne voulant considérer que les cas les plus simples ,
je supposerai que le point E soit pris sur l'axe des
abscisses AP , fig. 66 ; il résultera de là 0= o,

(jm4- na)a ma. 4- na.1 __
(A*—ny + A*— n ~"°'

équation qui se réduit , après le développement , à

\ ma + тлА*+ лл2Ла= о ,
et donne

_ -- .
y — ТПА — na?

Cette expression se présente sous une forme imaginaire,
mais elle peut devenir réelle par les valeurs particulières
que recevront les quantités m, л et«., et cela arrive
pour tous les cas où la position du point E et la nature
de la courbe , permettent de lui mener une tangente
par ce point.

i5g. Il y a encore un cas dans lequel la condition
de contingence se simplifie beaucoup, c'est celui où
le point donné étant sur la courbe même , se confond
avec le point de contact. En effet, si le point E. passe
en M, ß%. 65 , il y aura alors entre л et /S la même Fig. 65.
relation qu'entre x et y , sur la courbe AC , c'est-à-
dire que

/2a = met -t- i*a ou (Sa — met — mts=: о :

ce qui réduira l'équation (ï) à la suivante :

ßA — ~ m — пл = о ,

,, < . . ïm -4-пА
à ou on tirera A= - — 5- — •
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Telle est l'expression de la tangente de l'angle qne
doit faire avec l'axe des abscisses, la droite TM, pour
toucher la courbe AC.

La position de cette droite serait donnée d'une ma-
nière plus commode, si l'on en connaissait un second
point; et celui qui s'offre le plus naturellement, est le
point T , où elle rencontre l'axe des abscisses , et pour
lequel^ =o , dans l'équation y — ß =.A(x — «) (85).
Il résulte de là

— @>=.A(x — л) et x — л = — -j\

la quantité x — «étant la différence des abscisses des
points M et T, désigne la portion PT de l'axe AB '.
mettant donc pour A sa valeur , on aura

La ligne PT se nomme la soutangente; et lors-
qu'elle est construite, on obtient la tangente, enjoi-
gnant le point Д/et le point Т par une droite.

160. Pour connaître l'expression de la soutangentû
dans cliacune des courbes du second degré en parti-
culier , il suffit de comparer successivement les équa-
tions

avec l'équation y" = ma: -f- nx*. En observant comme
ci-dessus, que л et $ , désignant les coordonnées du point
de contact situé sur la courbe, ont entre eux les mêmes
relations que a; et y , et substituant en conséquence pour

* (*) Dans la figure, P T est la somme des lignes A T et AP, parce
Agl'abscisse ATàu point T'est négative par rapport à l'abscisse AP
du point^/(76).
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.$* sa valeur, on trouvera, par la première équation,
appartenant à l'ellipse ,

Jn n==_ __ p_ ,, _
20' p(« — л)

par la seconde , appartenant à l'hyperbole ,
p ,, ,m =p3 n =-i-, d où
20 р(а-{-а) | a 4- л

par la troisième enfin , appartenant à la parabole,
зба

m= p, п = о , d'oùPT"= --- = — 2*.
p

Cette dernière expression, la plus simple des trois ,
fait -voir que dans /a parabole, la soutungente est
double de l'abscisse. Le signe — qui l'affecte , ainsi que
les autres , montre qu'elle doit être prise sur Taxe AB ,
à partir du point P , vers le côté où se portent les x
négatifs; mais comme la forme des courbes indique suf-
iisamment de quel côté doit tomber la soutangente, ]e
ferai désormais abstraction du signe de son expression.

La construction des premières expressions n'offre
pas beaucoup plus de difficulté : on a pour l'ellipse

a — л ' . ъ а — л :: л : — — ~ - =PT ,
a — я.

pour l'hyperbole
2ß«-J- к2

a -4- a l 2a + л I ! a ', - — P l ;
а-^-л

ainsi , tout se réduit à trouver des quatrièmes propor-
tionnelles.

Il est bien remarquable que le second axe b n'entre
point dans ces expressions ; il en résulte que pour une
même abscisse, la boutanpente est la même dans toutes
les ellipses qui ont le roe;ue grand axe , et qu'il en
arrive autant aux hyperboles. L'ellipse se changeant
en cercle lorsque 6^=ß, on peut mener Ja tangente à
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la première de ces courbes par le moyen de celle de

Fig. 56. la seconde; car si l'on prolonge l'ordonnée pm, fig. 56,
jusqu'à la rencontre du cercle décrit sur le grand axe ,
et qu'on tire la droite nT tangente à ce dernier, au
point n, la soutangente pT conviendra aussi, d'après
ce qui précède , au point m de l'ellipse, dont la tan-
gente s'obtiendra par conséquent en joignant le point Т
et le point m. On aurait une construction semblable
pour les hyperboles quelconques, en partant des sou-
tangentes de l'hyperbole équilatère (128).

161. Quand on a la soutangente , il est facile d'en
déduire les expressions de la tangente, Ae la sou-
normale et de la normale ; ce sont les noma qu'on

Fig. 65. donne aux lignes ТЫ, PR et MR,Jïg. 65. La première
est la portion de' la tangente comprise entre le point de
contact et l'axe des abscisses -, la seconde est la partie
de l'axe des abscisses comprise entre le pied de l'or»
donnée PM et le point R, où une «Droite menée perpen-
diculairement à la tangente par le point Л/, rencontre
cet axe1, enfin la troisième est la longueur même de
cette perpendiculaire , mesurée depuis le point M jus-
qu'à l'axe des abscisses.

1°. Par le triangle TMP , rectangle en P , on a

a". Les triangles PMT, PMR, semblables entre eux
comme étant formés parlapei-pendiculaire-PA/, abaissée
de l'angle droit du triangle TMR , rectangle en M,
donneront

PM"
PT : PM :: PM : PR, d'où PR = —,.

3°. Il résulte du triangle MPR, rectangle en P ,

MR = V PM + PR.
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tl est visible que ces formules conviennent à toutes
les courbes ,'et que pour les appliquer à l'ellipse , par
exemple , il faut mettre dans la première et dans la
seconde , au lieu de PM et de PT, les valeurs relatives
à cette courbe , puis avec la valeur qu'on obtiendra
pour PR et celle de PM , on formera celle de MR ;
51 faudra opérer de même pnr rapport à l'hyperbole et
à la parabole. Je me bornerai à rapporter ici les résul-
tats de ces substitutions , qui n'ont par elles-mêmes
aucune difficulté. Pour l'ellipse

j,
a— a.

РД = ( * — 0, M R = \ a * - u . > ) + (a - * )•,

pour l'hyperbole

a+a. ' ai \ a •+• л

pour la parabole

On obtient desrésultats un peu plus simples, à l'égard
des deux premières courbes , lorsqu'on compte les abs-
cisses à partir du centre , ce qu'on ne peut faire pour la
troisième , qui en est dépourvue (ia8). Pour parvenir à
ces résultats, il suffit de faire eu=i a — a, dans l'ellipse ,
etttrrrst' — a dans l 'hyperbole (iS?);«.' sera la nou-
velle abscisse prise à partir du centre : ces substitutions
et les réductions qui s'ensuivent étant etfectuées , il
viendra pour l'ellipse ,
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pour l'hyperbole ,

162. Quelqu'élégante que doive paraître la méthode
employée ci-dessus , pour mener les tangentes aux
courbes du second degré , je crois ne pas devoir passer
sous silence les.solutions synthétiques que tes Anciens
ont données de ce problème, et je vais les exposer
succinctement.

Fîg. 5a. ï °. Par le point M, pris sur l'ellipse, fig. 5з, onmènera
les deux rayons vecteurs FM et F' M; on prolongera
l'un d'eux , F'M par exemple , d'une quantité MG
égale à FM; on tirera ensuite FG , et la droite MH
perpendiculaire sur le milieu de FG , sera tangente au
point M ; car elle n'aura que ce point de commun avec
la courbe. En effet , si l'on prend un autre point quel-
conque .Arsur cette droite , et qu'on tire les droites FN,
F'N , on aura

ce qui revient à

F'N-\- FN > F'M + FM> II' ;

car par la construction MG = FM , NG = FN; et
comme il est aisé de voir que pour les points placés
au-dedans de l'ellipse, la somme des distances à chacun

de?
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ries foyers est moindre que le grand axe, il suit de
ce qui précède que le point Лт est hors de l'ellipse,
puisque la somme de ses rayons vecteurs'est plus grande
que l'axe //',

Cette construction montre aussi que les angles FMH,
F'MN, formés par les rayons vecteurs et la tangente,
sont égaux, et que la normale au point M, diviserait
en deux parties égales l'angle FMF''.

2°. Lorsque le point proposé M est sur l'hyperbole,
fig. 53 , il faut porter le plus petit rayon vecteur FM, Fig. 53.
sur le plus grand F'M, et non pas sur son prolonge-
ment; achevant la construction comme ci-dessus, on,
aura pour ce cas

F'N< F'G + NG < F'G + FN,

d'où il suit

F 'N—FN<F'G<F'M—FM,

ce qui prouve que le point AT n'est pas sur l'hyperbole.
Il n'est pas placé dans l'intérieur de cette courbe , car
il faudrait, pour que cela fû t , que la différence des
distances á chacun des foyers surpassât le grand axe.
En effet, si on tire F'm, on a

F'm — Fm = F'm + Mm — FM,

et comme F'm + Mm surpasse F'M, il s'ensuit

F'm — Fm> F'M — FM.

L'égalité des angles FMH et F'MH, ou RMN, ré-
sulte encore de cette construction.

3°. Lorsque le point M est sur une parabole^g. 54 Fig- 54-
il n'y a plus qu'un rayon vecteur, mais l'autre est rem-
placé par la droite ()M parallèle á l'axe IB, et le point
О tient lieu du point G, puisque QM—FM. Considé-
rant ensuite un point N placé avant ou après le contact,

Trigonométrie. Coédition. 16
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on a en même temps QN et FN > ON*, le pofnt N
est donc hors de la courbe.

De la construction ci-dessus on déduit l'égalrté des
angles FMH , QMH; et il faut observer que te dernier
est égal à.NME, formé par la tangente et la droite
ME parallèle à l'axe IB.

Si on appliquait le calcul à ces constructions, on
trouverait les résultats obtenus dans le numéro pré-
cédent.

i63. La considération des tangentes de l'hyperbole
conduit à une particularité très-remarquable, de la-
quelle il résulte que quoique son cours s'étende à l'in-
f in i , chacune de ses branches demeure néanmoins tou-
jours renfermée -entre les côtés d'un certain angle,
sans pouvoir jamais les atteindre , ainsi qu'on le voit
dans la fig. 67. Cette circonstance, qui s'est présentée
d'une autre manière dans le n° 1 1 8 , se retrouve en-
core en observant la marche de la soutangente PT, à
mesure que le point de contacté/ s'avance sur la courbe
et s'éloigne du point/, ou, ce qui est la même chose,
à mesure que l'abscisse ÜP augmente. En désignant

д-а _ i
OP par x , on a ( i S i ) PT-=

OT—OP — PT, il vient

о т = * — x" ~ "2 = -.
o; x'

On voit évidemment par ce résultat que plus x croît
plus ОТ diminue, et plus le point Т s'approche du
point О , qu'il ne peut cependant jamais atteindre ,
puisqu'une fraction ne peut jamais devenir absolument;
nul!« , tant que son numérateur ne s'anéantit pas; le
.point О doit donc être regardé comme la limite v«-"
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laquelle le point 7' tend sans cease par le progrès de
l'abscisse. II faut examiner maintenant les changemen»
qu'éprouvé , dans les mêmes circonstances , l'angle
MTP qui détermine la situation de la tangente par
rapport à l'axe des abscisses. La tangente trigonomé-
trique de cet angle a pour expression

Ьх

et prenant la forme -- , loraqu'on divise se«

deux termes par x, elle tend nécessairement vers la
b «a

quantité — à mesure que la fraction — diminue , ou
a ^ x*

à. mesure que x augmente; l'angle MTP ne peut
donc diminuer indéfiniment, et la limite qu'il "ne sau-
rait atteindre, mais dont il s'approche s3bs cesse, est

l'angle EOI t dont la tangente trigonométrique est - ;

l'hyperbole ne peut donc jamais parvenir à toucher Jar

ligne EO, quelque prolongées qu'on les suppose l'une
et l'autre.

Pour construire l'angle EOI, il faut prendre sur
J ' axe / / ' une abscisse à volonté, le demi-axe OI,
par exemple ; et le triangle rectangle EOI donnant
EI= O/tang£O/, on aura

El = 01 X - = b ,

puisque OI=(i. Élevant donc au point/ la perpen-
diculaire EI=b, la droite OE, qui joindra les points
O et Et sera la limite de toutes 1ез tangentes de la
.branche JK de l'hyperbole : j'ai déjà dit que cette

16..
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limite se nomme asymptote. Il est évident qu'il en
existe une seconde, Oe, placée au-dessous de l'axe //',
faisant avec cet axe le même angle que la première, et
servant de limite aux tangentes de la branche Jk.

164. Il ne sera pas inutile démontrer comment on
passe de l'équation de l'hyperbole relative à ses axes,
à celle qui a lieu par rapport aux asymptotes. Pour cela,
que l'on mène par le point M, parallèlement à l'asymp-
ptote Oe, une nouvelle ordonnée QM, et que l'on
fasse ÇO ={, СД/ = ы- l'angle EOI compris entre
l'axe âes t, QO , et celui des a;, H', aura évidem-'

0 1 . T E
ment pour cosinus -=r-r,, pour sinus--=, et comme

OI=a, IE = b,

il en résultera (122),

b
m = —- •_. . /i = •

0"-f-^

Considérant ensuite l'axe des и, Oe, on trouvera

«t comme Oe = OE, Je — — IE, il viendra

a —b

et par les formules générales

x = ml -f- pu, y = 7t

on obtiendra



A L A G É O M É T R I E .

Substituant ces valeurs dans l'équation

elle se changera , après les réductions , eu

_ = 1, ou iu=

Cette dernière éqiTation , semblable à la transformée
de la page 174, met bien en évidence la propriété
dont jouissent les asymptotes; car on en tire

ou

ce qui moritre que l'ordonnée С)Л/ va toujours en di-
minuant à mesure que le point Q s'éloigne du point O,
mais qu'elle ne peut jamais devenir nulle.

Lorsque l'hyperbole proposée est équilatère (128),

b = a; la tangente de l'angle EOT, exprimée par -,

se réduit alors à ï ; chaque asymptote fait par consé-
quent avec l'axe //' un angle égal à o',5 , et les deux
comprennent entre elles un angle droit. L'équation
iu = i (a° + è2) devenant fii = ia% montre que le
produit des coordonnées í et и est alors égal à la moitié
ilu quarré du demi-axe transverse О/.

Il est à propos de remarquer que si l'on mène par le
point / les droites ID et Jd , respectivement parallèles
à Oe et à OE , on formera un losange dont les côtés
J D et Id seront, par rapport aux asymptotes, les
coordonnées du point / si lué sur l'axe; on aura par
conséquent'

ЯГх Id = 7ü = -- £*},
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d'où on tirera

/D = iV?T*s
et en général

çox QM=To*
Dans le cas de l'hyperbole équilatèr,e , le losange Dd

devient un quarre, puisque l'angle DOd est droit.

Le quarré ID , équivalant au quart de la somme des
quarrés des demi-axes de l'hyperbole, est ce que les
anciens géomètres désignaient sous le nom de puissance
de l'hyperbole.

i65. 11 est visible que si l'on prolonge les lignes MP
et PM' ', ordonnées relatives à l'axe //', jusqu'à la ren-
contre des asymptotes OE et Oe , les parties MR et-
M'R' de ces ordonnées, interceptées entre chaque
branche de courbe et son asymptote, sont égales entre
elles : la même propriété a lieu par rapport à une droite
quelconque, menée par un point quelconque de l'hy-
perbole. Si l'on tire , par exemple , MN' ' , on aura
GM= G'N't quelque position qu'ait MN' . Pour s'en
convaincre , on commencera par observer que

РП. == PR' = — ,
a

MR = PR — PM =-(x —

' = PR' + PM = - (x + V/í3^^ ),

MR x MR' = i".

On mènera ensuite par le point N' , la droite SS' pa-
rallèle à MM'; les triangles semblables RMG , SN'G,
donneront
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см : GN' :: MR : ws-,

les triangles semblables G'N'S' et R'MG', donneront

G'M : G'N' :: MR' : N'S';

multipliant ces deux proportions par ordre, il viendra

GM X G'M : GN' x G'N' : : MR X MR' : N'S X N'S'-f

et comme en vertu de ce qui précède, on a

MR X MR = b", N'S X N'S' = fr,

on en conclura

GM x G'M— GN'X G'N'.

Mettant à la place de G'M et de GN', leurs valeurs
G'N' + MN', GM + MN', faisant les réductions qui
se présentent après les multiplications indiquées, on
aura enfin

G M X MN' — G'N' X MN', ou GM = G'N'.

166. Avec le secours de la propriété qui vient d'être
démontrée, on décrit bien simplement l'hyperbole par
points, lorsqu'on a les asymptotes et un seul point M.
On tire par ce point un très-grand nombre de droites
comme MN', on prend la partie GM comprise entre
le pointai et l'asymptote qui en est la plus voisine,
pour la porter de G en .ZV', ce qui donne un nouveau
point N' de la courbe cherchée.

Quand on a les asymptotes, on trouve la direction
de l'axe //' en divisant en deux parties égales l'angle
qu'elles forment; et comme la tangente de Tangle
EOI donne le rapport des demi-axes a et b (i63), il
est aisé dedétenuiner ces quantités dès qu'on connaît un
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pointde l'hyperbole. L' équation PM — — ( OP — a"

, , , —
donne sur-le-champ a2 = - , --- , en repré-

sentant par A la quantité -.

167. Outre l'hyperbole dont les branches sont Klk
et K'J'k', les lignes OS et OS' comprennent encore
une autre hyperbole HLh , H'L'h' ', décrite dans les
deux autres angles que forment ces droites , de ma-
nière que l'axe transverse //' de la première est le
second axe de la deuxième, qui a pour axe trans-
verse LL', second axe de la première. La relation
qu'ont entre elles ces deux courbes , les a fait nommer
hyperboles conjuguées ; elles ont même puissance , et
par conséquent, leur équation est la même à l'égard
des asymptotes : seulement, l'angle de ces lignes , ou
des coordonnéesMifFère de l'une à l'autre.

168. On a vu par la forme de l'équation du cercle,
qu'il fallait trois points pour le déterminer : la même

• considération s'applique à une courbe quelconque ; et
il est évident qu'il faut en général autant de points
que l'équation de la courbe demandée renferme de
coeffîciens nécessaires. L'équation

Лу* •+- Bxy + Cr* + Dy + Ex = F,

qui appartient aux courbes du second degré en général,
étant mise sous la forme

У" + bxy + ex' + dy + ex —f,

ne contient plus que cinq coefficiens b, c, d, e et f-t

il suffira donc de cinq points pour particnJariseï' ja
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courbe du second degré qu'elle représente. En effet»
si les coordonnées de ces points sont respectivement

л,1 .' l «" l f l л"" l
í J' &• J ' /3" J ' (E'" J ' /2"" J '

on formera les cinq équations suivantes :

(3? + baß -f- ca2 + djg + ел = /,
/3" + А*'/3' + сл'а + äff + e*! "= f,
/3'" + èa"/3" + ел"2 -(- Ho" + ел" = /,
(S"a + W/3" + ca'"2 + dB" + ел'" = f,

N'ayant pour but que de démontrer la possibilité de la
détermination des lettres b, c , d, e , f, et le nombre
de conditions qu'elle exige , je ne m'arrêterai pas à
effectuer les calculs qu'entraînerait cette opération,
pour lesquels on peutconsulterl'ouvrage d»M. Puissant,
cité à la page i56, et où l'on trouvera sur ce sujet
et eur ses applications, les détails les plus importans;
je me bornerai à faire observer que ces équations
peuvent devenir contradictoires entre elles dans cer-
tains cas particuliers. S'il arrivait, par exemple , que
trois des points donnés fussent en ligne droite, il ne
serait pas possible de faire passer une courbe du se-
cond degré par ces points, puisqu'aucune courbe de ce
degré ne peut avoir plus de deux points communs avec
une même droite (167).

On conçoit que quand la courbe est donnée d'espèce
et de position , il faut moins de conditions pour la dé-
terminer. Par exemple, pour achever de particulariser
une ellipse dont le centre et le grand axe sont donnés de
position, on n'a besoin que de deux points ; car
on peut alors prendre ce centre pour l'origine des
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coordonnées, et ce grand axe pour celui des abscisses,
et l'équation я2уа-}-е2л;!'=: a"èu, relative à ce cas , ne
renferme que deux coefïiciens , я , b , qui se déterminent
par les équations

iGo,. J'ai démontré dans le numéro уЗ, que l'équa-
tion du second degré se construisait par le moyen
d'une circonférence de cercle et d'une droite, et dans
le numéro io5, que les deux racines étaient données
par les deux intersections que peuvent avoir entre
elles ces lignes , ensorte que l'on considérait l'équa-
tion proposée comme résultant de l'élimination d'une
inconnue entre deux équations à deux indéterminées ,
l'une appartenant à la droite , et l'autre au' cercle ; fi
l'on généralise ce point-dé- vue , on aura le moyen de
construire des équations d'un degré quelconque.

En effet, si l'on a, par exemple, l'équation

x \— £v + c?x — d* = o,

qui peut représenter toute équation du quatrième de-
gré , dont on a fait disparaître le second terme, il est
permis de la supposer produite par l'élimination d'une
inconnue y , entre deux équations du second degré ,
renfermant en jnéme temps x et y , et appartenant
par conséquent à deux courbes. Trouver ces équa-
tions est un problème indéterminé, car il y a une
infinité de systèmes d'équations qui peu vent conduire
à la proposée ; on en prend donc une arbitrairement.
Soit x*=py; on aura

a* ару,

et substituant dans l'équation proposée , il viendra

p'yz — Ьг1у -f- csx — d4 = о ,
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ou

Vs V -f X = 0.J pj p* u*

II est aisé de reconnaître que cette équation appar-
tient à une parabole (128) ; et pour la mettre sous
la forme la plus simple, il suffit de faire disparaître
le terme multiplié par_y, ce qui s'effectuera en pre-

, , A»
nant y = y H .

•> J zp

On aura, après la substitution ,

ce résultat peut s'écrire ainsi :

y ~~P' l 4^
montre que la parabole à laquelle il appartient, a

c3

pour paramètre la quantité —, et que les abscisses

comptées à partir de son sommet , sont égales à la.

différence entre la quantité —~ъ— et les ordon-
4e1

nées de la première parabole, dans laquelle х* — ру.
En effet, si l'on porte perpendiculairement à l'axe AB
des abscisses , ßg. 68 , et du côté des ordonnées po- ^45-

la
sitives, «ne distance AA' =—-, la droite A'B', me-

ap
née parallèlement à AB, sera l'axe à partir duquel
on doit prendre les V. Le sommet de la parabole
dont y' désigne l'ordonnée, correspondant au point

, ,, , . . j.où 1 on ay =. о, ce qui arrive quand x = — 3
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il faudra faire AD = — ~/~Ъ~ ' et a7ant élevé Dl à

angle droit sur AB , le point / sera le sommet de la
seconde parabole GIH , A' I en sera l'axe ; et connais-
sant son paramètre , rien ne sera plus facile que de la
construire parpoinls, suivant le procédé du numéro i35,
Quant à la première parabole EAF , donnée par l'é-
quation a:2 — py, il est visible qu'elle a son sommet à
l'origine A des coordonnées , et pour axe celui des y,
AC. Lorsqu'elle sera construite, les points M, M',
M", M'", où elle rencontrera la parabole GIH , au-
ront des abscisses égales aux racines de l'équation
proposée, puisqu'à ces points les valeurs de x satis-
font en même temps aux deux équations

desquelles résulte la proposée.

La quantité p , introduite par l'équation de lapre-
ruière parabole, demeurant indéterminée , peut , pour
simplifier la construction , recevoir telle valeur qu'on
voudra lui 'assigner, excepté zéro.

Pour représenter le cas le plus général , j'ai disposé
l'équation proposée et la figure, de manière que les
deux courbes se rencontrassent en quatre points ; mais
cette circonstance n'aura lieu qu'autant que l'équation
proposée aura ses quatre racinesróelles. Si, par exemple,
l'axe A'I de la jjarabole GIH tombait au-dessous de
AB, ce qui arriverait si le terme b^py avait le signe -f- ,

i2

puisqu'il faudrait faire alors y =y' -- -, il n'y auraitJ J 2/>
que deux intersections au plus, car il e.at bien clair que
la branche /// ne pourrait plus rencontrer la para-
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bole EAF ; àans certains cas même, la courbe G/ff
se trouvera toute entière au-dessous de EAF , et
alors les racines de la proposée seront imaginaires.

On voit au reste par cette construction , comme par
la théorie des équations , que l'équation du quatrième
degré ne peut avoir qu'un nombre pair de racines
réelles, puisque les deux paraboles EAF et G/Я ne
peuvent se couper qu'en deux ou en quatre points.

170. Il suit aussi de laque le cercle et la ligne droite
ne se rencontrant pas en plus de deux points, ne
peuvent résoudre que des problèmes susceptibles d'être
ramenés à des équations du second degré , et ne sau-
raient par conséquent suffire pour ceux qui passent ce
degré , tels que les problèmes de la duplication du
cube et de la trisection de l'angle , si fameux dans
l'antiquité.

Parle premier, il s'agit de trouver le côté d'un cube
dont le volume soit double de celui d'un autre cube
donné.' Si a est le côté de celui-ci , et a: le côté de
l'autre , on aura cette équation :

ors=2a3, ou x3 — 2a3= o.

Pour la comparer à la proposée , il faut l'amener
au quatrième degré , ce qui se fera en la multipliant
par x , et on aura ~

о ;

comparant avec x* — b1^ -f- c3x — ctt^=: o, il viendra

£>=o, c3 = — 2a3 , d^= o.

Les équations des paraboles à construire , seront par

conséquent x1 =py , Vs = -7 x ; et si Гон prend.
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= a, elles deviendront

x1 = ay , У

la seconde courbe aura un paramètre double de celui
de la première. Ces courbes passeront toutes deux

Fig. 6g. par l'origine A , Jig. 69 , puisqu'on aura x = o ,
y.=.o, dans l'une et dans l'autre en même temps;
elles s'y couperont , et cette intersection donnera лг=о,
racine qui vient du facteur introduit pour élever au
quatrième degré de l'équation à construire. La figure
montre que l'on ne peut avoir en outre qu'une seule
racine réelle AP ; et en effet , on a vu , dans les Élé-
mens d'algèbre, que l'équation uc3 — 20* = о , n'en a
pas davantage.

171. Le problème de la trisection de l'angle a pour
objet de partager un angle ou un arc en trois partie»
égales , ce qui s'effectuerait sans peine , si , connaissant
la corde ouïe sinus d'un arc, on obtenait la corde ou
le sinus de son tiers. Cette question n'est qu'un cas
particulier de la théorie de la multisectiondes angles,
que je ne saurais exposer ici, mais dont on trouvera

•les bases dans l'Introduction au Traite du calcul
différentiel et du Calcul intégral; elle se met en
équation par le moyen des formules du numéro 1 1 ,
qui donnent

4cos ЛР — З
cos ô A = - -

Si l'on regarde cosS^commedonné , et que l'on prenne
cos ./4 pour l'inconnue , on aura, en faisant cos oA=.a
et cos A = x , cette équation :

a:3



A LA G E O M E T R I E .

qui , étant multipliée par x et comparée à l'équation

a;« — b*x* -f c3x — í/í = o ,
donnera

On aura encore ici une intersection au point A
correspondant à la racine x-=o} et les trois autres
points d'intersection donneront les trois racines de
l'équation

II semble au premier coup-d'œil qu'on ne devrait
avoir qu'une racine réelle , et qu'il n'y a qu'une seule
manière de partager un arc en trois parties égales ; niais
en y réfléchissant avec un peu d'attention , on recon-
naît qu'il y a trois arcs qui doivent satisfaire à la ques-
tion proposée , car les arcs ЗА, ятг -\-ЪА, Ар-^ЪА ,
qui ont le même cosinus (a3) , étant divisés par 3,
donnent les valeurs

essentiellement différentes (*). On ne p«ut en avoir
d'autres , parce que les arcs GTT -f- ЪА , Sw -f- ЪА , etc.
qui ont encore le même cosinus que A , étant divisés
par 3 , conduisent aux arcs 297 -\-A , атг-^-?; -r-\-A, etc.
et que

etc.

172. Avant que les méthodes d'approximation eussent
atteint le degré de perfection où elles sont portées au-

(f) L'équation oi-dcssus tombe eu effet dans le cas irréductible,
í Voyez le Complément des Élénicns d'Algèbre.)
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jourd'hui , les géomètres s'appliquaient beaucoup à
la construction des équations, et faisaient tous leurs
efforts pour l'effectuer par les courbes les plus simples ,
ou les plus faciles à décrire. C'est ainsi que Halley
donna une méthode pour construire les équations du
troisième et du quatrième degré par le cercle et la
parabole •, et cette méthode a quelque avantage sur
celle du numéro 169, en ce que le cercle qui remplace
une des paraboles , se trace par un mouvement continu :
mais le peu d'usage que l'on fait à présent des cons-
tructions, dispense des détails à cet égard, je n'en
indiquerai en conséquence que l'esprit.

En posant l'équation d'une parabole, sous la forme
x*= ту, et l'équation générale du cercle

si l'on développe cette dernière , et que l'on en chasse y
Л7*

par sa valeur — , tirée de la première, on obtiendra

l'équation

a^ — 771(09 — mX1 — 2т*рх — (r2 — p" — q^m'1— о ,

semblable à l'équation à construire

et l'on aura, pouf déterminer les quatre quantité*
inconnues m, p , q et r, les trois équations

/У = m (ас — m) ,

on pourra par conséquent disposer de l'une de ce'
quantités pour simplifier les calculs.
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Si Д^оп fait , par exemple , m = b , il vieadra

valeurs aisées à construire, et qui donneront la posi-
lion du centre et le rayon du cercle à décrire con-
jointement avec la parabole que Fournit l'équation.
a:a=6y. Je n'entrera! point dans la discussion des
cas qui pourraient exiger un autre choix dans la valeur
assignée à l 'une des inconnue?; et je terminerai ceTraité
par l'exposition d 'une méthode qui réuiïit à l'avantage
de s'appliquer aux équations d'un degré quelconque, ce-
lui de peindre les résultats obtenus analytiquement par.
la théorie de la composition des équations.

17%. Pour fixer lesidées, je supposerai que l'équation
à construire soit seulement a -f- bx-\- ex1 -f- dx* = о ;
et je ferai

y -^ a + bx -f- ex* -f- dx3.

Puisque dans les points où la courbe représentée par
cette dernière équation , rencontrera l'axe des abs-
cisses, onaura y — o, il s'ensuit que les abscisses de ces
points seront les racines de l 'équation proposée ; la
question sera donc réduite à construire la courbe dont
il s'aait , ce qui est facile , après avoir rendu son équa-
tion homogène, en y restituant les puissances de l'u-
nité (71). On obtiendra en effet

bx r.r1 rf.r3

v= я Ч ---- -- г- т -- r>
J ' - JП 71-

résultat dont chaque terme se construirait séparément
par les lignes proportionnelles (68) ; mais voici un
moyen de lier entre elles d'une manière commode ce»
tlifférentes opérations.

Trigonometrie. 6e édition, 17
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. 7°- On mènera , ßg. 70 , l'axe AB des abscisses; par

l'originel , on élèvera perpendiculairement à cet axe,
la droite AC , qui sera celui des y ; et ayant pris
sur le premier la partie AD = n, et mené DE pa-
rallèle à AC , on portera sur c'ette dernière des
parties

AF=.a, FG=b, GH = c, 'HI=d;

on tirera ensuite IK parallèle à AB ; on joindra les
points H et A par une ligne qui coupera 'en L la ligne
PR élevée perpendiculairement à AB , sur l'abscisse
A P — x ; on mènera ML parallèle à Aß , pour déter-
miner sur DE le point M , que l'on jpindra avec le
point G ; par le point N, où MG rencontrera PR , .
on tirera ON parallèle encore à AB , et joignant le
point О avec le point F , la droite OF donnera sur
PR un point Ç , tel que PQ =y.

En effet , on a , par les triangles semblables IKH
etH'LH,

IK (n) : и L (x) :: я/ (rf) : яя' = ̂  ,
d'où

GH'= GH + НИ' = с + ~;

des triangles H' MG et G'NG, il résulte

et par conséquent

FG' = FG + GG' = b + ^+-J- í

enfin des triangles C'CF^QF, on conclut

croc«) :
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ее qui donne pour dernier résultat ,

PQ -AFf = ÄF+FF' — a + ~+~ +
n na ra

On étendra sans peine ce procédé au cas où l'équa-
tion proposée aurait un nombre quelconque de termes;
et lorsqu'on aura obtenu assez de points pour caracté-
tiser la marche de la courbe, on reconnaîtra aisément
de combien de racines réelles cette équation est sus-
ceptible.

174. Si le cours de la courbe est tel que le repré-
sente laligneXJîG/LF, Jig, 71 , elle rencontrera cinq Fig. yr.
fois l'axe des abscisses , et indiquera par conséquent
que l'équation dont elle dérive a un pareil nombre
déracines réelles : cette équation ne pourra être d'un
degré inférieur au cinquième. L'équation proposée
sera

G+ bx~\- СУ? -\- d j? -\-eoc*' +/-rs + etc.= o,

et celle de Ja courbe à construire ,

y = a -f- bx + car2 -f- ir3-4- e^-f-^c5 -f- etc.

Il est évident que les valeurs numériques de l'or«
donnée y , ne sont autre chose que les résultats qu'on
tire de l'équation proposée, en donnant à x Jes va-
leurs correspondantes aux différentes abscisses qu'on
a choisies arbitrairement : la courbe XEGJLY offre
donc en quelque sorte l'équivalent du tableau dans
lequel ces résultats seraient inscrits , mais avec cet
avantage, qu'en vertu de là loi de continuité, qu'on
sent bien mieux dans les lignes que dans les nombres ,
.le? intervalles entre deux substitutions successives se
remplissent ayec la plus grande .facilité, Ayant cal-

17..
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culé, par exemple, lea ordonnées P'P, Q'Q, R'R,
fort proches les unes des autres , et joignant leurs ex-
trémités par un trait continu, sans angles ni jarrets ,
on a d'une manière assez exacte les ordonnées in-
termédiaires.

On observera, 1°. que puisque l'équation de la
courbe ne renferme que des puissances entières et
positives de x, chaque valeur de cette indéterminée
ne donnera pour y qu'une seule valeur qui sera finie
ou limitée tant que x le sera, mais que y sera suscep-
tible de prendre des accroissemens illimités, lorsque
x eu recevra de tels , et que par conséquent la courbe
XEGJL1''doit s'étendre à l'inlini, de chaque côté de
l'axe AC des y.

2°. L'inspection seule de la figure fait voir que la
courbe XEGILY ne saurait passer d'un côlé de l'axa
AB à l'autre , sans rencontrer cet axe , ou analyti-
quement parlant, que l'ordonnée y ne peut changer
de signe sans devenir nulle (*) j d'où il suit que si deux
substitutio7is faites dans l'équation proposée, donnant
deux résultats désigne contraire , il y a nécessairement
lins racine réelle comprise entre les valeurs de x em-
ployées dans ces substitutions.

3°. Si l'on prend suf Да même courbe deux points
placés du même côté pal' rapporta l'axe AB , Л у aura
toujours entre eux ид nombre pair d'intersections de

(*) Cela est vrai dans ce cas, parce que l'expression de r est sans

dénominateur j. mais si on avaitj-=; _ la succession des valem*

*'— 4- ï, ar=oet:r=— •-!, <îonnerait^=-(-(7, y = -, ou infini,

elf= — a. C'est ainsi que les branches de l'hyperbole, cuasido''
rtie entre s« asymptotes, sont liée« entte elks (tao)."
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la courbe et de cet axe : on en voit en effet deux entre
К et 7, quatre entre £ et F, on entre X et L, etc.
ou bien il n'y en aura aucune , ainsi que cela arrive
entre P et /. Au contraire, il v aura certainement
»m nombre impair d'intersections, si les points que
l'on considère sont placés de différens côtés, comme
le sont AT et E , X et / ,. X et Y, etc. De là, résulte
cette proposition analytique : entre deux valeurs de xt

qui, par leur substitution dans l'équation proposée,
donnent deux résultats de même signe, il ne peut y
avoir qu'un nombre pair de racines réelles, et il y en,
aura .un nombre impair si ces résultats sorit de signes
différens.

4°. Enfin il arrive quelquefois que par suite des re-
lations que peuvent avoir entre eux les coefficiens a,
b, c, d , e , f , etc. deux intersections consécutives,
comme K et M, se rapprochant continuellement,
viennent à se confondre , et la partie IKLMY de ]a
courbe prenant la forme du trait ponctué IL'Y, ne
fait plus que toucher l'axe AB; alors les deux racines
représentées par AK et AM, deviennent égales entre
elles et à l'abscisse AL'. On voit facilement que si
l'équation proposée n'avait pas d'autres racines réelles,
la courbe qui en dérive ne couperait son axe nulle
part, et qu'on ne pourrait par conséquent fairechan-
ger de signe le premier membre de cette équation ,
par aucune substitution. Il n'en serait pas de même
dans le cas où trois intersections se réuniraient : la
courbe couperait au moins une fois l'axe, soit avant,
soit après ; et pour s'en convaincre , il suffît de voir
ce qui resterait d,e cette courbe si les trois points
H, К et M, ou F, Я et A', venaient à se confondre.
En suivant сез considérations , on reconnaîtra que ,
par la réunion d'ua nombre pair d'intersections, la
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courbe dérivée de l'équation proposée , peut se trouver
toute entière d'un même côté de l'axe, mais que
cette circonstance n'a jamais lieu lorsque le nombre
des intersections , confondues en une seule, est im-
pair ; et on conclura de là que, lorsqu'une équation
n'a pour racines réelles qu'un nombre pair de racines
égales, il est impossible d'en reconnaître l'existence
par aucune substitution.

Souvent l'inspection d'un petit nombre de points de
la courbe , suffit pour indiquer l'espace où elle s'ap-
proche le plus de l'axe des abscisses ; alors multipliant
dans cet espace le nombre des points déterminés t on
parvient à s'assurer s'il y a un contact ou bien des
intersections, et si par conséquent l'équation propo-
sée a des racines rigoureusement égales, ои seulement
peu différentes les unes des autres : dans ce cas, la
construction de la courbe sert autant à faciliter la ré-
solution numérique qu'à en éclairer la marche.
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Contenant les premiers Principes de

Г Application de t Algèbre aux Sur-
faces courbes et aux Courbes à double
courbure.

OBSERV. Je crois devoir prévenir les
Lecteurs peu habitués à ce genre de consi-
dérations , qu'ils trouveront dans le Com-
plément des Élémens de Géométrie, les
notions préliminaires indispensables pour
l'intelligence de ce qui va suivre.

Équation du plan et de la ligne droite.

175. JUA manière la plus commode de fixer la
position d'un point quelconque 3/dansl'espace,/tg. 7%, Fig.
est de le projeter d'abord sur un plan BAC douné de
position, en abaissant sur cç plan la perpendiculaire
MM', et de rapporter ensuite la projection M', à,
deux axes AB et AC, perpendiculaires entre eux,
par les coordonnées AP et PM'. Cela revient à rap-
porter le point lui-même, aux troisplans BAC, BAD
et D AC, perpendiculaires entre eux; car les coordon-
nées AP et PM', situées dans le plan BAC, repré-
sentent les distances MM" et МЩ" du point propo-
sé M, aux deuxautresplans D4C et BAD. Les droite?
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AB, AC, AD , suivant lesquelles les plans coordon-
nés BAC', BAD, D AC, se coupent doux à deux, sont
les axes des coordonnées; et on lesdi.-itingue entre elles
pav la lettre qvii marque la coordonnée qui leur e&t
parallèle. Ainsi , en faisant AP = x, PM'— y ,
JlfM—z, la ligne AB sera l'axe des x , la ligne
AC, celui des_y, et Îa ligne AD , celui des a.

Les plans coordonnés reçoivent eux-mêmes des dé-
nominations semblables. Le plan BAC s'appellera le
plan des x et y , parce qu'il contient les coordonnées
x etj. La projection M" du point M , sur le plan
BAD , étant rapportée aux deux axes AB et AD ,
par les coordonnées AP = x et PM" = M'M^=z t

ce plan sera désigné sous le nom de plan des л: et z.
Enfin la projection M'" du point M, sur le flan D AC,
étant rapportée aux axes AC et AD , par les ci
données AQ = PM' —y et Q M1" — M'M = &,
plan sera désigné sous le nom de plan desjy et z.

Il faut observer , 1°. que les coordonnées y et z sont
nulles en même temps pour tous les pointa de l'axe
des x, ALI ; qu'il en est de même de x et de z; relati-
vement à l'axe des a , AD,

a". Oue pour tous les points du plan БАС, la coor-
donnée z. est nu l le , et qu'elle a une. valeur constante
dans tous ceux d'un plan quelconque , parallèle à ce
premier; ensorfe que cette équation, 2 = с , lorsqu'elle
est seule et qu'on n'a aucune autre détermination rela-
tivement aux deux coordonnées restantes x e\y , doit
être regardée comme désignant tous les points du plan
mené parallèlement à BAC, à une distance égale à c.
On -verra de même que v est nulle pour tous les pointa
du plan BAD , et que l'équation du plan qu'on mène-

coor-
ce
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rait parallèlement à ce premier, à une distance b> se-
raity — b.

Si on réunit ensemble les deux équations s = c et
y = b, c'est-à-dire, si on suppose qu'elles aient lieu en
même temps, elles désigneront une droite parallèle à.
l'axe des x , et menée par le point du plan des y et z,
dont les coordonnées sont с et b ; car il est facile de
fair que cette droite peut être regardée comme l'in-
tersection de deux plana respectivement parallèles aux
plans BAC, BAD.

Enf in , dans ]e plan D AC, }a coordonnée x sera
toujours nulle ; et ,т= a sera l'équation du plan mené
parallèlement à ce premier, à une distance égale à a.
Les trois équations z, = с , y — Ъ , x — a, étant réu-
nies , ne peuvent plus appartenir qu'au point qu! se
trouve dans l'intersection des trois plans respective-
ment parallèles à chacun des plans coordonnés.

176. Je vais examiner maintenant ce que signifierait
une seule équation , entre deux des trois indétermi-
nées x, y et z ; et je prends pour exemple z,— Ax.
On voit d'abord (87) que cette équation appartient à
«ne droite A A'", fig. j'S , menée dans le plan des я: Fig. ?3.
et z, BAD • maisei le a encore un sens plus étendu ;
car si on conçoit que la droite AN" se meuve paral-
lèlement à elle-même le long de l'axe AC, des y,
dans quelque position qu'elle s'arrête , ('ordonnée z ,
ou M'm , prise au point quelconque M1 situé sur la
droite PM'', parallèle à AC , sera égale à l'ordonnée
Pm", correspondante , dans le plan BAD , à l'abscisse
AP^= QM'. La droite AN", par le mouvement que
je lui suppose , décrit le p'an JN"AC , passant parles
droites AN" et AC; on aura donc z •== Ax pour tous
les points de ce pîan.
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On trouverait des conséquences analogues pour les
autres plans coordonnés , en prenant des équations
entre les indéterminées qu'il contiennent; mais il vaut
mieux passer tout de suite à un cas plus général , et
considérer l'équation z = Ax -j- By.

En y faisant y = о , il viendra z = Ах , d'où l'on
conclura que là droite AN" , qui se trouve com-
prise dans cette dernière, renferme teus les points,
communs à la surface représentée par l'équation
z — Ax + By , et au plan coordonné BAD , sur
lequel y est toujours nul , et que par conséquent cette
droite AN" est l'intersection de ce plan , avec la sur-
face proposée.

Lorsqu'on fait je = о , on obtient z — By , équa-
tion qui appartient à une droite AN" menée par l'o-
rigine A, dans le plan D AC , et qui est l'intersection
de ce plan , avec la surface représentée par l'équation
z, = Ax -f- By.

Si maintenant on conçoit que la ligne AN'" se
meuve parallèlement à elle -même le long de AN",
elle décrira le plan N'"AN"; et quand elle sera parve-
nue dans une position quelconque m" M, la portion Mm
de l'ordonnée HfM' sera égale et parallèle à Qm" : on
aura par conséquent

M' M = Pm" + Qm!"=Ax-t-By=-.z;

cî'oùil résulte que le plan N'"AN", passant parles lignes
AN" et AN'", dont les équations sont

a lui-même pour équation

z = Ax -f- By.
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Sî le plan proposé , an lieu de passer pat l'origine A,
ее trouvait dans une position G" EG", déterminée1 par
les lignes EG", EG", respectivement parallèles à AIN"
et à AN", il serait parallèle à N"AN" ; et en prolon-
geant l'ordonnée de celui-ci jusqu'à ce qu'elle ren-
contrât le premier , on aurait

M' L = MM +ML = M' M + AE :

en nommant donc D la distance A E , et z l'ordonnée
M' L , il viendrait , d'après ce qui précède ,

z = Ax + By + D.

Telle est l'équation d'un platt mené dans une po-
sition quelconque : il est aisé de se convaincre qu'elle
représente l'équation générale du premier degré à
trois indéterminées j car cette dernière ne peut Être
que de la forme

их + ßy -f yz + f = о ,

et en la divisant par y, elle rentrera dans la première,
lorsqu'on aura posé

On voit donc que le coefficient y n'ajoute rien à la
généralité de l'équation : je conserverai néanmoins
pour rendre les formules plus symétriques , et je re-
présenterai l'équation d'un plan quelconque par

Ax-\- By + Cz+D=o;

maïs il faudra se rappeler que , dans tous les résultats,
il y aura une des constantes qu'on pourra supposer
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égale à l'unité, ou déterminer par des conditions par-
ticulières.

177. En faisant successivement x, y et z nuls , dans
l'équation de ce plan, on trouvera qu'il coupe celui des
yetzdansune ligne dont l'équation estBy-\-Cz-\-D=o,
celui des ;c et z , dans une ligne dont l'équation est
Ax-{- Cz,-\-Dr=o, et enfia celui des a; et v dans
une ligne ayant pour équation Ax -f- By -j- D = о.

L'étendue de? plans étant indéfinie , il faut concevoir
que le plan G"EG" soit prolongé derrière les plans
coordonnés BAD , D AC; il rencontrera alors le plan
BAC, et passera dessous. Toutes ces circonstances
peuvent se lire dans son équation , en observant que
chacune des indéterminées x, y et z, doit être prise
positivement et négativement, et que sues parties-<i/?,

Fig. 73. AC et AD, fi.gr. 72 , des axes des coordonnées , ré-
pondent aux valeurs positives de ces quantités, les
parties opposées АЪ, Ас et Ail, répondront aux va-
leurs négatives. Cela peut se prouver immédiatement
par le cours des lignes situées dans les plans BAC ,
.BAD elDAC; on y parviendrait encore en trans-
portant chacun décès plans para l lè lement à lui-même,
de manière à rendre positives les ordonnées négatives
qui lui sont perpendiculaires, et on raisonnerait alors
comme on Га fait à l'égard des lignes (76).

Il suit de là qu'on peut distinguer dans lequel des
huit angles trièdres que les plans coordonnés forment
autour du point A, tombe un point proposé, par
le moyen des figues dont ses coordonné» sont af-
fectées ; il suffit pour cela de remarquer que lors-
qu'on prend
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+ я, + У> + s) dans l'angle, ABCD , on a
-Ha;, + y, — г, dans l'angle ЛВСЛ,
4- ce, —y, + z, dans l 'angle ABDc,

— ж, + y, + z, dans l 'angle ACDb,
-f- j:, — _y, — z, dans l 'angle ABcd ,
— x, — y, -f- z, dans l'angle -4OZ>c,
— a;, -f- _y, — z, dans l'angle ACbd,
—\x, — y, — z, dans l 'angle Abcd.

178, Une lia;ne droiteest donnée toutes les fois qu'on
connaît deux plans qui la contiennent, et dont elle est
alors l'intersection , parce que les coordonnées de ses
points sont communes aux équations de ces plans.
Soient donc

Ax +ßy + Cz + D =o (ï) ,
A'x + B'y -f- Cz +£>' = о (s),

les équations des plans donnés -} en rrgardant les in-
déterminées x, y et a, comme ayant la même va-
leur dans ces deux equations, il n'en restera qu'une
qu'on puisse prendre arbitrairement, et les deux autres
calculés en conséquence clé la première, feront con-
naître la position des différens points de la droite
proposée.

Les équations (t) et (a) ne sont pas les seules qui
puissent représenter la droite proposée; car elle se
trouve dans une inimité de plans difTerens : mais on
choisit ordinairement parmi toutes les équations qu'elle
pourrait avoir , celles qui ne renferment que deux des

•coordonnées x, y et г.

En éliminant successivement x, y et z, entre les
équations (ï) et (a) , on obtiendra les trois suivantes:
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{AB'—ÄE)y — CC A'— CA} z -f AD' — A'D^o,
{BÖ^B'C)z—(AB'—A'B)x-\- BD' — B'D—o,
(CA1— CA) x— (BC —B! C) y + CD' — CD=o.

qui deviendront

7.У — 0a+i=o ...... (3),
AS — yx-\- e — о ...... (4) ,
ft*— *y + Ç=o ...... (5),

en faisant, pour abréger ,

AB' — A' В = yf ÇA'— C'A — ß , BC -,B'C =«,
AD'—A'D = è-, BD' — ß'D = e, CD'— CD = ^.

Deux quelconques de ces équations suffisent pour
remplacer les équations (.1) et (2), et comprennent
implicitement la troisième. En effet , si on multiplie
l'équation (3) par a. , l'équation (4) par ß , l'équation
(5) par y , et qu'on ajoute les produits, on trouvera

résultat que la substitution des valeurs de a, (S , y , «F",
* et Ç , rendra identique , ou qui exprimera la condi-
tion que doivent remplir ces quantités , pour que les
équations (3), (4) et (5), étant données à priori,
puissent apjSèwtenir à la même ligne droite.

L'équation (5) qui renferme la relation que doivent
avoir entre elles les coordonnées jy et s, pour tous les
points de la droite proposée , appartient à l'ensemble
des projections de ces points sur Je plan des y et z , et
est par conséquent l'équation de la projection de la
droite proposée, sur ce plan (Cornu/, des Élém. de
Géom. ,n°4)- On verra de même que L'équation (4)
appartient à la projection de cette droite , sur le pian
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des x et z, et que l'équation (5) est celle de sa
projection sur le plan des x et y. Deux quelconques
de ces- projections étant données , la droite est entiè-
rement déterminée; cela est évident par l'analyse pré-
cédente , et parce que la droite proposée n'est autre
que l'intersection de deux quelconques des plans pro-
jetans ( Compl. 5), plans dont l'équation est la même
que celle de la projection sur -laquelle ils sont éle-
vés (176).

179. L'équation générale du plan ne renfermant que
trois constantes nécessaires , il suffit d'un pareil nombre
de conditions pour la particulariser. J'indiquerai suc-
cessivement celles de ces conditions qui se rencontrent
le plus fréquemment , et je traiterai en même temps
les questions analogues , relativement aux lignes
droites.

Lorsqu'il faut faire passer un plan par trois points,
dont les coordonnées sont

on met successivement

a/, x", x", au lieu de x,

У> У» У"> au lieu de У >
z', z" , z", au lieu dé z ,

dans l'équation générale du plan ,

Ax + By + Cz+D = о ;

et il vient les trois équations suivante? :

' +By'
Ау" -f Cz"4- ö = o,

Ax"+ By"+ Cz"+ D = o ,
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J

au moyen desquelles on détermine les quantités -^ ,

В С
jj , — , et on trouve

^__ *' (У -.Л - »' (У -У") + *" ( y-y") ,
д-л.'СУ^-уо-х^'-У^+л-су^-уа'У
Д __ ж' (а"— д") — хи (г!— z'") + д"(а'— а")
D - ar'0'"^-^V')-^"(y'i-''-tyV)+^(J'S"-yV)'

С _ У (̂ '- '̂") - j"(^- О +УУ- т")

II est aisé devoir que si on voulait déterminer les
équations des projections d'une droite qui passe par
deux points donnés , on y parviendrait d'une manière
analogue , en substituant les coordonnées de ces points
dans les équations générales a: = az +it , y =Í2,-|-,3-
et on trouve ainsi

i8o. Pour reconnaître quand deux lignes données
sontdansun même plan , ou, ce qui revient au même,
se coupent, il faut s'assurer si les indéterminées x,
y et г, peuvent être communes aux quatre equations
des projections, de ces droites ( Conipl. 19) ; or il est
évident qu'en éliminant x, y et z , il restera une équa-
tion qui exprimera la condition sans laquelle les équa-
tions des droites proposées ne sauraient avoir lieu pour
le même point. Soient

x — az •+- M ~l x = о т. -f- a!
y — bz -f- /3 J y rr: b'z -f» ß'

les équations de ces droites; on en tirera sur''e

champ
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champ

да + <* = c'a + «', bz. + & = b'z + F,

Et éliminant z , il viendra

<V — «0 (V — i) — (0' — Й) (a' — a) = o.

181. Deux plans qui sont parallèles ont leurs com-
munes sections, avec chaque plan coordonné, respec-
tivement parallèles entre elles (Compl. i5); mais si

Лх+Ву+ Cz+D=o , A'x+£'y+C'z+D'=: о ,

représentent les équations de ces deux plans, leurs
communes sections respectives avec les plans des x et
я y et des y et z , auront pour équations

AX + Cz + D — o,
By + Cz + D = ot B'y-i-C'z+D' —a ,

et ne seront parallèles deux à deux que lorsqu'on aura

A Л' В

Tirant de ces dernières les valeurs de A' et de B' ', on
obtiendra pour l'équation du plan parallèle au premier ,

~(Ax + By -Ь Сь) + D' = о.

Il reate Z/ à déterminer dans ce résultat •, or en suppo-
sant que le plan cherché doive passer par un point dont
les coordonnées soient a/, y' et z.', on aura

{A* +ВУ + &') + ТУ = о;

retranchant cette équation de la précédente , D' dispa-
Trigonométrie. 6° édition. 18
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С
raîtra, et divisant alors par -~^, il viendra

A(x-x'} + B(y -/) + C(a - О = о

II ertàproposde remarquer qu'en regardant j4,B,C,
comme.des quantités quelconques, l'équation ci-dessus
sjera commune à tous les plans qui passent par le point
propose.

Puisque deux droites son* parallèles lorsque leurs
projections, sur chacun ces plans coordonnés, sont res-
pecUverae.nt parallèles ( Compl. so ) , leurs équations
seront, dans ce cas, de la forme

x — az -f- a > x^= az-^-a!
y = iz -f /3 J y~bz,-£ß'

Si la seconde dort passer par le point dont les coor-
données sont x', V et. à', on aura, pour déterminer
A' et ß1, les équations

x' = aa' -f *' et j' — bz.' + ß',

dont on tirera, en opérant comme tout-à-1'heure ,

; os'« a fszafz -zfj, y —y = 5(« — **);

i8a. Pour trouver l'équation d'un plan perpendi-
culaire à une droite don^éjvil faut se rappeler que les
communes sections de ce plan, avec chacun des plans
coçrdonnés, sont perpendiculaires aux. pjQJççtions de
la droite donnée (Compl. За). Soient •

x = az -f- л t y — bz -f- ß,

les équations de cette droite, et
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celle du plan cherché; les comnjunfs sections de ce
dernier, sur le plan des x et z., et àesy et z, seront
représentées par

Ax+Cz + D = o ou • x- CZ D—~ ,
Л JÏ

Cz D

tt pour que ces droites soient perpendiculaires aux
projections de lÄ'ttroite donnée, il faudra qu'on ait

A В
a ~C' С ^'

Substituant les valeurs de A et de Bt tirées de ces
équations, dans celle du plan cherché , on aura

C(ax + by + z) +;D = су

et si ce plan doit passer par le point dpnt les coordon-
nées sont яг', y' et z', son equation: deviendra

ц(х~ -л') 4- Ъ(у— <У: ) -Ji-«'̂  Л'-й±; b.

Si l'équation du plan était donnée, -et qu'en deman->
dât celle de Ja dfoite qui l«i est perpendiculaire , il
Faudrait alors remplacer a et b par les valeurs indiquée«
ci-dessus ; il viendrait

x— ж'==-;<в— a'), _y— y=='-g(z — a'), '

pour les équations de la droite perpendiculaire a« plan
représenté par Ax-}- By + Cz + ,0 = о , et assujétie
4 passer par le point dont les coordonnées sont x't yr

et a'.

ï 83. La distance du point M, ßg^, 72, dont les coot- Fig.
18..
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données sont x, y et z, à l'origine A, a pour ex-
pression

^ (Compl. 24).

Celle de deux points qi?e)conques M et m, s'obtient
en prenant PO =pm',"M'N •=. m m, et en considé-
rant les triangles m'OM' et mNM j rectangles l'ua en,
O, l'autre en N : it en résulte

rrí M' = m'O -f M'O , mM = mN -j- МЛ' ;

mais en désignant par x',y', z', les coordonnées du
point m, il. vient

то' О = л? — x', M'O =:y —y', MN = z — z',

et observant que miV= m' M', on trouve

i84- Ceci mène á l'équation de la sphère, puisque
tous les points de sa surface devant être également
éloignés de son centre , si on suppose d'abord qu'il soit
à l'origine et que le rayon soit r, on aura dans tou»
r.e5 points,

a-

et n les coordonnées du centre sont x',y, г!, il viendra

i85. Ce qui précède fait trouver d'une manière rrès-
timple l'expression du cosinus, de l'angle compris entre
deux droites données. Soient
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les équations des projections de ces droites, qui se
coupent au point dont les coordonnées sont я^,у' et z' ;
si on imagine qu'elles se meuvent parallèlement à elles-
mêmes, jusqu'à ce- que leur point d'intersection soit
à l'origine, leur angle ne changera pas, et les équations
ci-dessus se réduiront à

x •=. az)
y=bz)

x = a'zl
y = b'z )'

Si l'on conçoit ensuite une sphère qui ait son centre
à l'origine , et dont le rayon soit représenté par r,
la distance des points où sa surface coupera chacun
des côtés de l'angle cherché, sera évidemment la corde
de cet angle. On trouvera les coordonnées du point de
rencontre de la première droite avec la surface de la
sphère, en déterminant x , y et z, par les équation»
de cette droite, et par celle de la sphère; on aura
ainsi

ar br r
~

nommant a:', y' et *', les coordonnées du point de
rencontre de la seconde droite avec la surface de la
sphère , on aura de même

a r

L'expression du quarre de la distance de ce point au
précédent , sera (ж — x )* + (y — y' )a + (z — z' )2 ;
et en y mettant pour x — x', y — y', z — z', leurs va-
leurs, où trouvera, après les réductions,

а-
V (i
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Mais en nommant ^l'angle cherché, sa corde sera

$ désignant le rayon; et faisant ce rayon = ï , on aura
pour le quarre de Ja corde 2.(i — cos/7); puis comparant
avec l'expression trouvée ci-dessus, dans laquelle on,
fera aussi r = ï , il viendra

* ÍI sera facile de déduire de là

Pour que les deux droites proposées soient perpen-
diculaire.», il faudra qu'on ait coaF=o, et par consé-
quent ï -f- aa' -f- bb' = o.

186. C'est ici le lieu de parler des relations qui
existent entre les angles que fait une droite quelconque
avec les axes des coordonnées, parce qu'on les a in-
troduites depuis avec beaucoup de succès dans la mé-
canique, et qu'elles donnent plus de symétrie aux
équations de 'cette droite.

Pour y parvenir par le moyen des expressions du
n° précédent, je suppose -qire la seconde droite don-
née soit l'un des axes , celui des ' x , par exemple :
dans ce cas, on aura_y = o, quel que soit x ; ainsi
b' — o. Observant ensuite que d'après l'équation
a: — a'z, a' désigne la tangente de l'angle que fait
avec l'axe des я (86) la projection de la ligne dont
il s'agît, angle qui est droit quand cette ligtfè coïn-
cide avec l'axe des x, on verra que a est infini (.s/Ç)-
La supposition de b' =o réduit d'abord l'expression
de cos V à
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l + aã'

et en divisant ses deux termes par a', on lui donnera
la forme

puis en y faiwnt a iiiEni, elle deviendra

Telle est l'expression du cosinus de l'angle que la pre-
mière droite donnée fait avec l'axe des a;.

On trouvera de même pour l'axe des y, par rapport
'auquel a' — о , et b' est inf ini ,

V/ l -f- n1 + 6a'

Pour l'axe des z, par rapport auquel a' = o et
b' = o, on obtiendra

En désignant respectivement par л, ß, y, les trois
angles dont je "viens d'indiquer les Cosinus, on aura
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Si l'on quarre ces trois équations et qu'on les ajoute,

il viendra

сое ce* 4- cos/3* -f cos Y ~ ^ , ай_7"^ = '•>

comme on l'a remarqué dans le n° 5g du Complém,
des Elém. de Géom.

187. L'expression de cosy donnant

cosy

si l'on substitue' cette valeur dans celles de cos a. et
cosßt on en tirera

cos я cos (S
а'̂ = -- , 0 = -- :

cosy cosy

et les équations de la première droite donnée deviendront

(ж — д/ ) cosy яг. (z — «') eos л,
(_y — У' } cosy = (z — г') cos/S.

Si l'on substitue les valeurs de a et de и dans l'é-
quation du plan perpendiculaire à cette droite , sa-
voir , dans

on obtiendra ce résultat très-symétrique ,

(x — x' ) cos а + (.y— У ) coa 184- (z — z ) cos 7 = о.

Enfin si l'on désigne par «', /3', ^Л les angles qu'une
seconde droite fait avec les axes des coordonnées, ce
qui donnera

, _ cos «' , , _ cos К

cos у' ' cos у"*
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l'expression qui désigne le cosinus de l'angle que
cette seconde droite fait avec la première (186), se
changera en

r-= COSrt COS<t'+ COS /3 COS/3' -f- СОЗ-у COSy',

si l'on fait attention que

cos*"-f-cos/3a-|-cos3/a:=: ï, cosa'*+cosj8/a+cos3/a= ï.

188. L'utilité de ces formules peut faife désirer
de les obtenir immédiatement, ce qui est facile par
les considérations géométriques.

1°. En supposant que la droite donnée soit trans-
portée parallèlement à elle-même à l'origine des coor-
données, et représentée par AM, Jig. 74, on obser-Fig• 7-i
vera que Je triangle АРМ est rectangle en P, puis-
que le plan M'PM" est perpendiculaire à l'axe AB,
et on en conclura

_ .... AP x a
co*PAM=~-m = -^

en mettant pour AM=. V^+yH-a1 (i83) et pour
x etj leurs valeurs az et bz.

On trouverait de même'

Cos = =

cos RAM = ~„~
а» • l/1 + яа

Ainsi on parviendrait sur-le-cbamp, par ce moyen,
à la relation

cosPAM -f- соаЦАМ+ cosRAM ̂  ï.
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2°. Le triangle АРМ donne АР == ЛД/ cos РАМ i
оо aurait de mêrae AR —AM cosRAM, et comme

= PM", il viendrait

cos РАМ ,, , а: cos «
~ ~ ~ '

en représentant par a. et y le? angles que la droite
AM fait avec l'axe des x et celui des z. On aurait
de même

v •cos В
í, cosy'

ß désignant l'angle compris entre la droite proposée
et l'axe des y.

5°. Enfin on indique quelquefois une droite par
l'angle MÀW qu'elle fait avec sa projection sur Je
plan des je, y, tt par l'angle M'AP que fait cette
projection avec l'axe des x. Soit ô le premier angle,
et ç> le second, on aura

MM' — AM sin MAM'., ou z = AM sin 9,

PM', — AM' sin M'A P ,ou y — AM cos ô sin ç,..
AP - = AM'tosM'AP ,ou x— AM cos í cos <t.

Si l'on rapproche ces dernigrj^ expressions de a-,
de y et de s, de celles qui résultent des équations

ж cos a. v cos &
cos y ' z co> y '

en Faisant attention que y, désignant l'angle RAM, est
la complément de MAM' on de fl, il viendra

cos/? — cosfl sini> , cosa— cos8

En quarrant ces dernières équations et les ajoutant ,
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,ori retrouverait encore comme ci- dessus,

COS y* -f- COS/S" ~\- COS A* = 1 .

Je terminerai cet article en faisant remarquer que
tonte? ces relations rentrent dans des résolutions de
triangles sphériques rectangles (58);

189. Le cosinus de l'angle que deux plans quel«
conques font entre eux ,;se déduit immédiatement du
n° i85j car cet angle est égal à celui que font deux
droites, meneies perpendiculairement à chacun des
plans proposés , par un poirjt quelconque de leur
commune section ( CompIémJafB ). Ces plans étant
représentés par les équations

^: o, A'x-±B'y+Cz+D' = о ,

si on conçoit qu'ils se meuvent parallèlement à eux-
mêmes, jusqu'à ce qu'ils soient parvenus à l'origine
des coordonnées , leur angle ne changera pas, et leurs
équations se réduiront à

Ax + By + Съ — о , A 'x + B'y + Ci — о ;

celles des droites qu'on mènera perpendiculairement
à chacun d'eux, par ce point, seront (182)

A A'
^--сг> x- cz>

E R'

substituant donc dans l'expression de cos V, nu lieu
de a et b , de a' et b' , les valeurs que donnent ces
equations, il viendra

A A' + BB' + CC'
V/ ( Лг+ .04- Ca
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Si l'un des plans proposés, le second, par exemple,
était celui des x et y, pour lequel on a toujours
2 = o, il est évident que A' et B' deviendraient nuls
dans cette supposition, et que cos/^se réduirait à

On trouvera de même que le cosinus de l'angle formé
par le premier plan proposé , avec celui des x et z,
pour lequel on a_y=o, Л' = о et С — о, sera

В

j?» + С'

et que le cosinus de l'angle du même plan avec celui
des y et z , pour lequel x — о , Б' = ол С' = о, sera

А

В* +

Dans le cas où les deux plans proposés seraient per-
pendiculaires entre eux, on aurait со8У=о, et par
conséquent AÄ + BB' + CC = o.

Des surfaces du second degré.

190. Les surfaces, de même que les lignes, se
divisent en ordres, suivant le degré (fi leurs équations.
Le plan est la surface d,u premier ordre , parce que
son équation ne monte qu'au premier degré. Les sur-
faces du second ordre sont toutes comprises dans
l'équation

,-i _ ,
í ~~ '

la plus générale qu'on puisse former dans Ь second
degré, avec les trois indéterminées х-, у et z.
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En résolvant cette équation par rapport à l'une de
ces lettres, par rapporta z, par exemple, on trouvera

i ,/{ (А — CG}x+u(FK— CH) y

Ce résultat fait voir qu'au même point du plan des x
et _y, répondent deux points sur la surface proposée ,
et que par conséquent chacune des valeurs de г produit
par la substitution de toutes les valeurs possibles de x
et de y , une portion de surface qui est, par rapport à
la surface totale , ce que sont les branches d'une courbe
à l'égard de cette courbe : on donne à ces portions le
nom de Nappes.

On remarquera d'abord que la partie rationnelle de
la. valeur de ъ exprime l'ordonnée d'un plan tel ï que
si Von en faisait partir les ordonnées de la surface ,
en posant

Ex + Р + К

l'indéterminé* и aurait deux valeurs égales, l'une po-
sitive et l'autre négative : le plan dont il s'agit est donc
à l'égard des surfaces du second degré , ce qu'eut un
diamètre par rapport aux courbes de ce degré. '

On se ferait difficilement l'idée de la forme que
doit affecter une surface dont on a l'équation , si
on n'en considérait que des points isolés; niais au
lieu de cela , on imagine une inlinité de sections
faites dans cette surface par des plans , que pour plus
«le simplicité on prend parallèles à l'un des plans coor-
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donnés : le cours de ces diverses courbes étant conn« ,
leur, continuité rend sensible la forme de la surface
proposée.

Tous les points d'un plan mené parallèlement à
celui des x et y , à une distance désignée par a, ét/mt
compris dans l'équation a = a, si on substitue cette
•valeur dans l'équation générale des surfaces du second
degré i le résultat ,

exprimera la relation qu'ont entre elles les coordon-
nées du plan des x et y t pour les points de la 'sur-
face proposée , -distans de ce plan de la quantité a ,
et appartiendra donc sur le plan des a; et y, я la
projection de la courbe, dam laquelle le plan dont
l'équation est z = a, rencontre la surface du second
degré; et comme ce plan est parallèle à celui des os
et y, il est évident que la section faite dans la surface
même ne différera pas de sa projection sur le plan dont
il s'agit.

, En prenant pour a diverses valeur«, -on iaura diverses
sections parallèles au plan des x , y} si l'on fait a = o,
l'équation résultante

By* -f __
'

donnera la courbe du second degré , dans laquelle la
surface rencontre ce plan. On déterminerait de la même
manière les équations des sections parallèles au plan
des x et a et à celui des y et-г.

On conçoit facilement, et on en a d'ailleurs vu
l'exemple eux la .sphère (ï 8/0, que les surfaces, stu-
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vant qu'elles sont placées d'une manière plus ou moins
symétrique par rapport aux axes des coordonnées, ont
des équations plus ou moins .simples, et que par
conséquent pour analyser les différentes espèces de
surfaces, que peut représenter l'équation générale
de celles du'second degré, il faut d'abord la débar-
rasser des termes qui ne dépendent que de la situation
particulière des axée des coordonnées , ce qui peut se
faire, soit en discutant le radi.oaj, d'une manière ana-
logue à ceîle qu'on a suivie powr les lignes du second'
degré, dans les nos 111 — 120, soit en construisant
des formules générales pour ,îa transformation des
coordonnées dans l 'ef-pace, et en employant, comme
dans ; les n°s 126-— 127 , les quantités relatives à la
position des axes, à simplifier autant qu'il est pos-
sible l'équation générale. On peut consulter pour ces
détails, qui sortent entièrement des Élémens , le pre-
mier volume de mon Traité du Calcul différentiel et
du Calcul intégral.

j g i . Je ferai remarquer seulement qu'on peut ti-
rer du n° i85, l'équation du cône droit , placé
dans une situation quelconque par rapport «цх plans
coordonnés.

En effet, le cône droit étant engendré par le mou-
vement d'une droite assujétie à tourner autour d'une
autre, en faisant avec elle un angle constant, si on
désigne par a,, ß, y, les coordonnées du sommet,
qu'on prenne pour la droite fixe ou l'axe du соде ,
les équations

x — л—а(ь— 7),
y — ß = b (z— 7),

pour la droite mobile ou le côte du cône, les équations
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le cosinus de l'angle de ces droites sera

_ i+aa' + W ___ _

V/(i +04- b'Xi -J^T^5) '

comme il doit être constant, on le représentera par с ,
puis on observera que a, b appartenant à l'axe du
cône, désignent des fffefltités connues , et que

z — У 2 — 7

En substituant ces valeurs, on formera l'équation

qui se réduit facilement à

a (у.-*) + Ъ Çy-fl + (s-gQ = д

m V/ (ж — -)•+ (y— £)*+ (a — 7)"

en faisant, pour abréger, */ ï -f- a3 -4- Z>" = m.

(f) II est aisé de voir qne si Ton faisait 2= о , dan« cette équation ,
le îésulm , qai appaiùtmdrail il la section du cône par le plan des x
et y, prendrait la forme de l'équation générale da fécond degré' à
deux inconnues, et qu'on pourrait par ce moyen montrer aleébri-
quemcnt l'identité des courbes du second degré avec les sections
faites îans un côoe droit par un plan; mais cette voie serait beau-
coup plus compliquée et moins ge'ne'raje que celle qu'on a suivie dans
les nmn. i5a — l56, puisqu'on y a considéré un cône quelconque.
D'ailleurs, le calcul pour an vône obliejae a base circulaire, se trouve
dans V Appendix de superficiebus, placé à la fin dn second volume de
Vlntroductio in analysin inßnitorum d'Ealer, imprimée eo 1 748.

Si
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Si on place le sommet à l'origine des coordonnées ,

«tt-auna

«t

Si on Fait coïncider l'axe du сбпе avec l'axe des«;
il vittrte=o, A = O , m = i f puisqu'on a sur cet
axe , y = о , ;r= о, quel que soit ъ -} et l'équation «i-
dessuj se réduit à

ai

de laquelle on tire , par l'élévation au quarrê,

- n?(i — *") = ca (Xя +y) .

En faisant dans cette équation z =s n , elle devient

équatimn qui appartient à un cercle dont le centre est

n t/i — — ~c"
dans l'axe des z, et dont le rayon est— - - • — -II suit

de là que toutes les sections faites par un plan paral-
lèle à celui des x et y , dans le cône proposé , sont
clés cercles, ce qui est d'ailleurs évident par la aatar*
de ce cône-

On lire de l'équation ci-dessus ,

il «t facile de voir que l/i — c» est le sinus de l'angU
que fait le côté du cône avec l'axe des 2 , et que par

Trigonométrie. 6e édition. 19
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conséquent "~7= j est la cotangente de cet angl*

ou la tangente de celui que la même droite fait avec
le plan des x et y.

Si on voulait que le sommet du cône fut à un point
quelconque de l'axe des z , cet axe-coïncidant toujours
avec celui du cône, on aurait

En faisant z = о, on obtiendra l'équation de la
courbe suivant laquelle le cône rencontre le plan
des x, y , et qu'on peut regarder comme la base.
Cette équatioti sera

?!=?
OU

elje appartient à un cercle dont le rayon est

с

Si oa reprfeenta par r m rayon ,'ОБ aura

cr

í—c*

l'équation

se ehangeant alors en
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cr с

V/ 1 — c»

peut être mise sous la forme

zl/i — ca— cr=

dans le cas où с = ï , elle se réduit à

ï ga. Cette dernière équation , qui ne contient plus
que deux des trois coordonnées, appartient néanmoins
à la surface cylindrique dans laquelle se transforme
le cône lorsque son sommet s'éloigne à l'infini ; car e
désignant le cosinus de l'angle formé par la droite
génératrice du cône et son axe , l'hypothèse c = j ,
Tend cet angle nul et établit le parallélisme des deux
droites dont il s'agit : la première en tournant autour
de la seconde j décrit donc la surface d'un cylindre
droit , perpendiculaire au plan des x et y, et ayant
pour base , sur ce plan , le cercle dont I« rayon
est r , et dont le centre est à l'origine des coor-
données,

Ceci conduit à remarquer qu'une équation quel-*
conque qui ne contient que deux des trois coordon-
nées , et qoi ne désigne qu'une courbe sur le plan
de ces coordonnées, appartient , dans l'espace , à un»
surface, puisque la coordonnée qui n'entre point dans
cette équation , se trouvant indépendante des deux
autres, a une infinité de valeurs pour chaque point du
plan cité ; et ces valeurs répondent à tous les points
de la droite élevée perpendiculairement au plan coor-
donné par le point que l'on y considère.

L'ensemble de toutes les droites élevées ainsi sur
ebaque point de la courbe , constitue une surface cylln-
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drique , en prenant cette dénomination dans toute Ге--
tendue qu'on lui assigne dans le Complément des Elé-
ment de Géométrie.

Des courbes considérées dans l'espace.

ig3. Lorsqu'on envisage les courbes dans l'espace;
elles résultent toujours de l'intersection de deux sur-
faces , de même que la ligne droite résulte de la ren-
contre de deux plans (178). On peut , par exemple ,
indiquer un cercle , en donnant la sphère dont il
fait partie et le plan qui la rencontre. En suppo-
sant que la sphère ait son centre à l'origine des coor-
données, et que le plan soit quelconque, le système
des équations

Съ=П ..... (a),
appartiendra au cercle suivant lequel se rencontrent
ta sphère et re plan proposé , puisque ce système ne
conviendra qu'aux points qui se trouvent en теш«
temps sur l'une, et l'autre surface.

Il est visible qu'on peut transformer le système
des équations (ï) et (a) en une infinité d'autres qui
soient équivalons; mais le plus souvent on élimine alter-
nativement une des. trois indéterminées x , y ou z ,
et l'on obtient , entre ces quantités combinées deux
à deux , trois «quatipfls gui .appartienne^ aux projec-
tions de la courbe" cherchée , sur chacun des plaqi
coordonnés.

Dans l'exemple ci-dessus , on a



A P P E N D I C E . 2g3

deux quelconques de ces équations donnent la troi-
sième : elles appartiennent (128) à des ellipses qui <
sont les projections du cercle , sur chacun des plane
coordonnés ( Compl. 63).

Pour concevoir nettement de quelle manière une
courbe est représentée par les équations de ses projec-
tions , il faut considérer que ces équations appar-
tiennent à des surfaces cylindriques élevées perpen-
diculairement sur les projections (192) , de même que
les équations des projections d'une droite désignent
aussi ses plans projetans.

Il suit de là , que la courbe proposée résulte de
l'intersection des surfaces cylindriques élevées sur deux
de se» projections ( Compl. 77).

ig4- Dans le plus grand nombre de cas , l'inter-
«ection de deux surfaces courbes ne saurait avoir
tous ses points dans un même plan, et forme alors
u,ne courbe à double courbure ; telle est , par exemple,
l'intersection d'une sphère et d'un cylindre droit ,
lorsque l'axe du cylindre ne passe pas par le centrede la .
«phère.

Si l'on suppose que la sphère ait son centre à l'ori-
gine , et que l'axe du cylindre étant parallèle à celui
des z , sa base , sur le plan des д; et y , soit un cercle
passant par l'origin.e et ayant pour diamètre l'axe des
xt les équations des surfaces contenant la courbe
proposée, seront

zax — x* ~y*,

tt l'on aura pour les projections en x } y et en x , 2^

пах — Xa =y,
Яах -f- z' = r\
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Le centre de la sphère se trouvant sur la surface da

cylindre, h courbe proposée pourrait se décrire en
fixarit нпе pointe de compas sur cette surface, et
faisant tourner l'autre sur la même surface , avec une
ouverture égale au rayon de la sphère ( Compl. 77).

Pour en trouver tant de points qu'on voudra, il faut
déterminer les coordonnées y et г au moyen de
l'abscisse x,. par les équations des projections, qui
donnent

y •=. y 2007-—-Л-,

On reconnaît l'étendue de la courbe proposée en
assignant les cas dans lesquels ces coordonnées de-
viennent imaginaires ; or , on ne trouve de valeurs
réelles pour y que depuis x = о jusqu'à x = 20 , et

pour z , depuis x = о jusqu'à x = —, dm côté po-

sitif, et depuis x= о jusqu'à VinGnidu côté négatif;
mais il est évident qu'il ne faut prendre que la partie
de l'abscisse x, commune aux deux projections, puis-
qu'il suffit qu'une des cordonûées devienne imaginaire
pour que la courbe ait atteint sa limite : elle ne s'é-

tendra donc que depuis x = о jusqu'à x = —.

La considération des projection» вНет-mêmes con-
firme ce résultat. L'èquàttonf'en x et y appartenant au

Fig,75. cercle AE'F'e', fig. 76, qui sert de base au cylindre,
et celle qui renferme o;etz, appartenant à la pa-
rabole H" ï h", dont le paramètre = за , et la distance

Aï = —, il est évident qu'on ne pent employer à
за

}a description de la courbe proposée que les portions
E'Aé et H"]'h", de ses projections, correspondantes
sur l'axe AB à la partie AI'.
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1 96. Enfin , pour s'assurer analytUpiettient que la

courbe proposée a est pas plane, il faut chercher si elfe
ne peut être l'intersection de l'un des cylindres élevés
sur ses projections, par aucun plan. En désignant par

Ax + By -f- Cz = D

l'équation d'un plan quelconque , son intersection avec
le cylindre élevé sur la parabol* H"fh"t wiaieptésen-
tée par les équations

Ах + Ву+Съ—D,
=ra-,

la projection de cette intersection aura pour équation
«ur le plan des y et ь ,

f fí _ ,2l

ад

et devra coïncider dans tous ses points , avec celle de
la courbe proposée, sur le même plan des^ et z, qui
est

or on tire de la précédente ,

__ saD — Ai*—
y ~ zab

il faudra donc que pour toutes les valeurs de z, on ait

__ . „ (r*
\ ^ß ~^ Z 40?

En développant ce résultat, on lui £ета prendre la
forme

* Sa -f T= о,
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les lettres P, Ç, R, S, et f, désignant des coemciens
formés des quantités A, B,C, D; et pour que cette
équation soit vérifiée indépendamment des, il faudra
qu'on ait séparément

P = o, С==о, Л = о, 5=о, Т—о.

On s'assurera par l'élimination, qu'aucune de ces cinq
équations ne rentre dans les autres, et que par con-
séquent on ne peut déterminer les quatre coefficiens
A, B, C, D, flé manière à satisfaire à toutes en теше
temps : il n'y a donc aucun pîan qui puisse comprendre
la courbe proposée ; et si on voulait déterminer z par
J'équation ci-dessus , on ne pourrait avoir au plus que
quatre valeurs , ensorte que la courbe proposée ne peut
être coupée par un plan, eu plus de quatre points.

fis.
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