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CHAPITRE PREMIER.

De la Trigonoméirie rectiligne.

On considére six choses dans un triangle rectiligne , trois angles
et trois cOtés. Avec trois de ces six choses, on détermine tou-
jours un triangle, pourvu qu’il s’y touve un cdi€, page 1

Si on avait une suile de triangles calculés sur tous les angles

‘possibles , il se trouverait nécessairement dans celte suile un
triangle équiangle avec un triangle quelconque donné, 2

Le sinus est la perpendiculaire abaissée de Vextrémité d’un arc
sur Je rayon qui passe par Pantre extrémité; Je cosinus est la
pattie du rayon comprise entre le pied du sinus et le centre;
le sinus verse est la partie du rayon comprise entre I'arc et le
pied du sinus; la tangente estla perpendiculaire élevée i Vex-
trémité d’un arc, el lermiude au sayuu pralongé gui passe par
Tautre extrémité ; ce rayon prolongd s’appelle sécante, fet

On appelle complément d’un arc, ou d’un angle, ce qu’il faut ajou-
ter ou retrancher & cet arc, ou & cet angle, pour en faire le quart

de Ia circonférence, ou un angle droit, 4
Les cosinus, cotangentes et cosécantes sont les sinus, tangentes
et sécantes des arcs complémentaires, feth
Lie cosinus et le rayon ont le méme rapport que le sinus et la
tangente , on que le rayon et la sécante, 6
Le rayon est moyen proportionnel entre la tangente et la cotan-
gente, ou entre-la sécante et lecosinus, . ibid.
Le qnarré du rayon est égal A la somme-des quarrés du sinus et dn
cosinus, ' . : : 7

Le sinus de la somme ou de Ia différence de deux arcs, est ¢gal
an sipus du premier multiplié par le cosinus du second , plus on
moins le sinus du d2cond par le cosinus du premier, le tout di-
visé par le rayon, : ibid,

Le cosinns de la somme ou de la.différence de deux arcs, cst égal
an produit des cosinus de chacun de ces arcs, moins ou plus
le produit des sinus, le tout divisé par le rayon, ibid.

De ces expressions on déduit le sinus d’gnare multiple d’un autre, 9

Etant donné le sinns d’an axc , on trouve le sinys de sa moiti¢, 10
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On appelle supplément d’un arc ou d’un angle ce qu’il faut y
ajouter, ou en retrancher , pour fairc la demi-circonférence, ou

deux angles droits, page 12
Un angle obtus a le méme sinus que son supplément, ibid.
Ce ne sont pas les valeurs absolues des sinus qu’on calcale, mais

lear rapport avec le rayon, ibid.
La longueur d’un arc est plus grande que celle de son sinns, et

moindre que celle de sa tangente, ibid.
Le rapportt de ces deux lignes a pour limite Panité, 13

HYote. Les lignes qui sont partout convexes dans le méme sens,
sont d’autant plas longues qu'clles s’ccartent davantage de la

ligne droite, ibid.
Comment ou peut trouver d'une maniére assez approchée, la lon -
gueur de I'arc qui répond i un sinus wés-peiit, ibid.
Wote. Série qui exprime la tangente par le sinus, 14
Le sinus du quadrans n’est autre chose que le rayon, et le sinns
du tiers de cet arc est égal 4 Ia moiié da rayon, ibid.
De la division du cercle, i 1
Le sinus de la moitié dn quart de cercle est dgal 4 1y 2, | 16
Dela constraction des [Lables trigonoméuiques, ibid.
Leur usage, 18
Les sinus et les cosinns changeut de signe, lorsqu'ils passent dans
le demi-cercle opposé a celui oh ils se trouvaient d’abord, a3
Les tangentes prennent leur signe conformement A leur relation
avec les sinus et cosinus, a4
Un arc négatif a son sinus de signe contraire a celui de Parc positif
de méme grandeur, et son cosinas da raéme signe , 25

Recherche de diverses relations des lignes trigonométriques,  ibid.
Le rapport de la somme 2 la différence des sinus de deux ares est
le méme que celui des tangentes de la demi-somme et de la demi-
difference de ces mémes arcs , 28
Table des formules trigonométriques les plus usitées , 30
Dans tout triangle rectangle, le rayou est au sinus d’un des angles
aigus, comme I’hypoténuse est au cHté opposé 4 cet angle, 3a
Le rayon est h la tangente d'un des angles aigus, comme le coté de
Pangle droit adjacent & cet angle est au ¢Hté opposé, ibid.
Comment on calcule un c6ié quelconque d’un triangle rectangle
quand on conualt les deux autres, 33
Dans un triangle quelconque, les sinus des angles sont entre eux
comme les cOtés opposés, 36
Rapport entre les cdtés d’un triangle et les sinus de cos angles, 37
Par la proportion énoncée plus haut, on résaut tous les cas d'un
triangle quelconque , ‘excepté celui danms lequel on conmnalt
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deux ctés et Pangle compris, et celui dans lequel on connatt
les trois coies, page 38
La somme de deux cdtés d’an triangle est a leur différence, comme
la tangente de la demi-somme des angles opposés A ces cotés
est 4 la tangente de leur demi-différence, 39
Comment on trouve immédiatement lz troisitme cété, 4o
Le sinus de la moitié d’un angle est €gal A la racine quarrée du
produit des différences entre la demi-somme des trois céiés du
triangle et chacun des cétés qui comprennent Pangle cherché,
divisé par le produit de ces deux cdtes, le rayon étant pris pour
unité, 2
Esxemples de résolution de triangles rectangles et obliquangles, 43
Applications de la Trigonométrie 4 Part de lever les plans, ou
détermination des points situcs soit sur un plan, soit dans Pes~
pace, par rapport & une ligne donnée, soit horizontale, soit
inclinde, qu’on appelle base, 46
Vote. Comnent on peut mesarer un angle, : 47
Ce que c’est que la réduction des angles au plan borizontal, 5o
Détermination d’un point par les angles compris entre les droites
menées de ce point & trois autres, pris dans le méme plan, 51
Vote sur le Nivellement, 53
La différence de nivean de deux points est la quantité dont Pun
est plus élevé ou plus bas que Vautre, dans le sens perpend;cu—

laire A la surface terrestre, 54
Ce que ¢’est que la différence entre le niveau apparent et le ni-
veau réel , 55
Dela résolmion des triangles par les séries, ibid.

CHAPITRETIILI
De la Trigonométrie sphérique.

Un triangle sphérique est celui que forment sur la surface de Ia
‘sphére, trois grands cercles qui se coupent deux i deux, 59
Construction sur laquelle repose toute la trigonométrie sphérique , 58
quations qui renferment implicitement toutes les relations qu’ont
entre elles les six parties d’un triangle sphérique, 6o
dVate. Expression du volame d’un téiraédre, par les angles com-
Ppris entre ses arétes, 61
Préparation des équations précédentes pour les appliqner immé-
diatemaent & la résolution des criangles sphériques , 6a

[7 3
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Ce que C’est que le triangle supplémentaire, page 63
Simplification des formules pour le cas ol le triangle est rec-
tangle, 68

T ransformation des équations fondamentales, ponr y appliquer
commodément le calcul des logarithmes, ‘ 69
Formules qui renferment toutes les combinaisons des angles et des

cdiés d’on triangle sphérique, 74—56
Formules de Neper, ’ 75
Reécapitnlation des formules nécessaires pour résoudre un triangle

sphérique , 77

Observation sur les diverses conditions qui doivent se trouver rem-
plies pour que les mémes données conviennent & un ou 4 deux

triangles sphérigues, 8o
Application de la trigonométrie sphérique A Ia réduction des angles
au plan horizontal , ibid.

CHAPITRETIIIL
De Z’applica.tl"on de ' Algébre ¢ la Géométrie.

1dce générale de Papplication de I'Algébre A la Géométrie, 83
Comment V’Algébre sert pour combiner des théorémes de génmétric,
powr metire en équation et pour résoudre les problémes relatifs
A Pétendue, : ibid.
L’aire d’un triangle est exprimée par la racine quarrée du produit
de la demi-somme des trois c6tes, multipliée par les différences

entre cette demi-somme et chacun des cbics, 87
Fxpression du volume d’un tronc de pyramide ou de céne droit
4 hases paralléles, 88

Questions du premier et du second degré, dans lesquelles les lignes
ne sont pas évaluées en nombre , mais sont considérces en elles-
mémes, ibid.

Ce que c'est que ja construction des expressions algébriques, 92

Comment on eftecine celle des quantités homogénes, qui se rap-~

portent b des lignes, ou du premier degré, ibid,
Construction des racines quarrées , o5
Ce qu’il faut faire gnand la guantité n’est pas homogéne, L g7
Construction des racines des équations du second degré A une seule
inconnuoe, . 98
Résolution graphique de ces ¢équations, 99
De la signification des signes -+~ et — , par rapport aux lignes,
et de lenr usage dans la résolntion des questions, : 101

Toutes les fois qu'il s’agit de distances rapportées & un point fixe,
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et comptées sur une méme ligne on sur des lignes paralléles,
celles qui sont affectées du signe —, doivent se prendre dans
“un sens apposé A celles qui sont affectées du signe +-,  page 1o}
Remargque sur les signes de la sécante, et note sar le mémesujet, 105
.Analyse compléte du probléme oi il s'agit de mener par un point
- pris dans un angle droit, une ligne dont la partie interceptée entre
les ¢Btés de cet angle, soit de grandeur dounée, 106
Résolution de ce probléme par Newton , ponr le cas olt le point par
lequcl doit passer la lignede grandeur donnee est A ¢égale distance

des cotés de angle droit, 11z
Construction des expressions algébriques qui appartiennent a des
aires-ou A des volumes, 184

Idée fondamentale de 'analyse de Descartes, par laquelle on re-
presenlc les courbes au moyen des équations & deux indéter-

, minées, 116
Equation d’une ligae droite, 1y
d’un cercle, 119

Ce gne c’est que les coordonnées, leurs axes, laur origine, 12
Comment on distingue par les signes +- et —, les quatre angles que

forment les axes des coordonnées, 122
Ce que ¢’est que le lieu d'une équation, et comment s’obtient celle
d’une courbe quelt‘nnqnﬂ_ thid.
L'¢guation générale du premier degré A deux indétermindes appar-
tient & une ligne draite, 123
Il faut deux conditions pour déterminer cette ligne, 125
Equation d’une droite qui passe par deux points donnés, 126
Expression de la distance de ces deux points, ibid.
Equation d’une droite gni, passant par un point donné, serait pa-
_ ralléle 3 une droite donnée,’ 127
Equation de la perpendiculaire abaissée sur une ligne donnée, par
nn point donné, ibid.
N¥ote. Sur le signe que doit porter la tangente de Vangle formé par
cette perpendiculaire et ’axe des x, thid.

Pour troaver le point de rencontre de deux droites qui se coupent,
il fautsupposer que les coordonndes deI’unc soient les mémes que

celles de Pautre, 128
Expression de la longueur d’une perpendiculaire abaissce sur une
droite donnée, par un point donné, 120
Expressions du sinus, da cosinus ct de la tangente de Pangle qne
. deux droites font entre elles, 130
Iiguation générale dn cercle , gue 'on obticnt en plagant 'origine
des coordonnées d’nne maniére queleenque, 132

Comment on détermine celui qui passe par trois points donnés, 133
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Equations da cevcle, les plus simples, page 134
Problémes qui se rapportent A des lignes dreites, comprenant ceux
des pages 88 et 106, . 135
quations qui donnent la relation qui existe entre les angles et Ics
cdtés d’un wiangle, 139
Expression de I’aire d'un triangle, au moyen des coordonnées des
sommets de ses angles, 142

L’aire d’un triangle ne dépend nullement de sa position par rap-
port aux axes des coordonnées, on trouve en effct une autre

expression qui ne dépend que des cotés, ibid.
quation gui fait connaltre la relation entre les cétés d'un quadrila-
tére et ses diagonales, ) . 44
Expression du rayon du cercle circonscrit 2 un triangle, 145
Expression du rayon du cercle inscrit 4 un triangle, 147

Si dans Pintérieur d’un triangle équilatéral on abaisse une perpen-
diculaire sur chacun des c6iés de ce triangle, la somme de ces

lignes sera égale A sa hauteur, 148
En combinant les équations de la droite et du cercle , on détermine
les proprictés résultantes de la rencontre de ces lignes, ibid.
Application de Péquation qui résulte de cette combinaison 2 Ia
recherche de' plusieurs théorémes de géomelrie, 150
Détermination analytique des tangentes mendes an cercle par on
point cxtérieur, ct par un poins de sa circonférence, 152

Comment on trouve la position que doit avoir une ligne menée par
un point donné, pour que sa partie comprise dans nn cercle

donné, soit aussi donnée, 154
quation générale des courbes du second degré, 156
Leurs diamétres , 158

Simplifi-ation de I'équation quand on Ia rapporte i ces lignes, ib/d.
Examen des valenrs que peut prendre Pexpression gcnéralé des or-

donndes davs le cas olt la quantité m est positive, 100
Ce que c’est que le centre de la courbe, 161
Construction et forme de la courhe relative & ce cas, 162
Elle se réduit & un point, avant de devenir imaginaire, 163
Examen du cas o m est négative, ' 164
Da s ce cas, la courbe a encore un centre, ibid.
Construction et forme dc la courbe, 165
Quand la conrbe se réduit & deux droites, qui sont en géneral scs

asymptotes., 167
Examen dun cas oum =o, 160
Forme et construction de la courhe, ibid.

Rapprochement des équations des trois conrbes reconnues pricddem-
ment : la premidre se nomme ellipse, la scconde by perbole, et
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troisitme paradole, page 1j0
Examen dn cas dans lequel les quarrés des coordonnées munquent,
tous denx dans Péquation, . 173
Ce que sont les diamétres conjugués, 174
Transformation des coordonudes d'une courbe, 175
IVote. Sur Pemploi des angles dans ces formules, 181

Application de cette transformation A I’équation générale du second
degre, pour la ramener aux axes des courbes qu’elle représente, 183
Premitre transformée, 185
Deétermination de ses coefliciens et des cas qu'elle embrasse, 187
Deuxiéme transformée, comprenant Pautve cas de Véquation géw
nérale, - ) 189
Ces deux transformées ne donnent que les trois formes déjh re-
marquées ( page 70); la premiére transformde comprend el
lipse, dont le cercle est un cas particulier, et I’hyperbole, rap-

portées & leurs axes, - 191
Ce qu’on entend par le second axe et Vaxe transverse, dans
Phyperbole, 193
Ce que c'est que Phyperbole équilatére, ibid.
La seconde transformde convient 4 la parabole, ) ibid.
Llellipse et Phyperbole ont deux sommets, 194
Lia parabole n’en a qu’un et n’a point de centre, ihid.
Equalion A trois termes dans laquelle la parabole se trouve aussi
comprise et rapportée A son axe, ibid.

Application des transformations précédentes, par laquelle on recon-
nzit que 'équation du second degré ol les quarrés des coordonnées
manguent tous deux, appartient & une hyperbole dont on déter-

mine les axes, de grandeur et de position, 195
WNote. Sur Péquation de I'byperbole par rapport A ses asymptotes,
dédnite de I'équation gencrale du deuxitme degré, 196

Trouver 'éqnation d’nne courbe telle, que sil’on méne de chacun de
ses points it deux points fixes, ou foyers, des droites, la somme
de ces lignes, que 'on nomme rayons vecteurs, soit constam-

ment ¢gale i une ligne donnée, 197
Cette courbe est Dellipse ; sa construction par points, ¢t moyen mé-
canique pour la décrire par un mouvement continu, . 198
Ce que c’est que Pexcentricité, 200
Autre construction de Uellipse par points, ibid.
Trouver ’équation dela courbe dans laquelle la différence des rayons
vecteurs, est ¢gale & une ligne donnée, 201
Cette courbe est 'hyperbole; sa construction par points, et moyea
médcanique pour la decrire, thid.

Tzouver 'équation d’une courhe telle, que chacun de ses points soid
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autant ¢loigné C"une droite donnée de position, qae d'un peine
fixe on foyer aussi donné de position, page 03
Cette courbe est la parabole ; sa construction par points et sa des-
cription par un mouvement continu, 203
Problime genéral qui conduit successivement 4 chacune des courbes
du secoml degré, rapportees A leur directrice, 204
Equanomdee courhes du second degré, rapportées an paramétre, 205
Dans Vellipse ¢t Uhyperbole, le paraméire est une troisiéme pro-
poruonnelxe aux denx axes, et il est aussi la double ordonnée
menée par le foyer, 208
Dans Vcllipse et 'hyperhole, les quarrés des ordonnées sont entre
eux comme Jes produits des abcisses correspondantes, et dans la
parabole, comme les abscisses correspondantes, 200

. Application de la transformation des cooydonnées i la recherche
des diamétres comjugueés, aro
Un diamétre guelconque étant donné, tromver la position de son
conjugné , . nb
La somme des quarrés des demi-diamétres conjngués dans Uellipse ,
ou lenr différence dans Phyperbole, est égale & la somme des
quarrds des. demi-axes , ou A leur différence, . 220
Les parallélogramines construits sur des diamétres conjugaés, soit
de Yellipse , soit de Phyperbole, sont tous égaux au rectangle des

axes, 222
Equanons qui font troaver les demi-axes, lorsqu on connalt les
demi-diamétres conjugués et Pangle qo 1ls forment, idid,
Dans une ellipse quelconque, il y a deux diamétres conjugucs
égaux, ibid,
"I'out systtme de lignes propre & déterminer les poiants d'une courhe,
peut en fournir une équation caracteéristique , 223
Excmple tiré de I'eHipse , 23}
Equations polaires de cete courbe de Vhyperbole et de Ja para-
bole, 25
Equation polaire qui les comprend tontes trois, 226

Démonstration de Videntité des courbes dn sccond degré avec les
sections faites dans un cdne par un plan, et ce qu'on entend par

la section arti-paraliéle 227
Détermination des lignes droites qui coupent ou qui touchent les
courbes dn second degré, 233

Expression de Ia tangente de Pangle que doit faire avec Paxe des
abscisses une droite, pour toncher une courbe du second degré, 335
Expressions de la soutangente dans chacune des courbes du second
degré, . 236
PDans la parabole, 1a soutangente eit double de abscisse, 237
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Construction de Ta tangente A Pellipse, page 238
Lixpressioms des normales et sounormales pour toutes les courbes, ibid.
Yxpressions des soutangenics, tangentes, sounormales et normales,

particuliéres aux courhes du second degré, 239
Détermination synthétigue des tangentes aux courbes du second
degré, 240

Relation des angles que la tangente forme avec les deux rayons
vectears, dans V'ellipse et I’hyperbole, et avec le rayon vectenr et
une parallele 3 Paxe, dans la parabole, 24t

LChaque branche de Pbyperbole demeure toujours renfermée entre
les cOtés d’un certain angle, sans jamaié pouvoic les aueindre,

242
Equation de Phyperbole rapportée 4 ses asymptotes, 244§
€¢ que c’est que la puissance de Phyperbole, 246

Si on méne nae droite quelcongue par un point de I'hyperbole,
les parties de cette droite, interceptées enmtre chaque branche de

la courbe et son asympiote, sont égales entre elles, ibid.
Lonstruction de I'hyperbole, par points, lorsqu'on a les asymp-
totes et un point, afy
Pes hyperboles conjuguées, 248

Pu nombre de points qu’il faut pour déterminer d’espice, de
grandear et de position, une courbe du second degré,  ibid.
De la consteuction des éqguations des degrés supérieurs, par les

&ourbes, 250
Application au quatri¢me degré, ibid.
Probléme de la daplication du cube, 253
———— de la wisection de angle, 25§

Méthode générale pour construire les dquations d’un degré quel-
conque, et qui regrésente les divers principes sor lesguels re-
pose {a résolution numérigue des équations, i by

IVote. Une expression fractionnaire peut changer de signe, en
passant par iufini, aussi bien gu’en passant par zéro, a6o

Comment la construction graphique peuat éclaircic et faciliter la
résolution numeérigue des égunations, ibid.

APPENDICE

Contenant les premiers principes de I'application de
P Algébre aux surfaces courbes et aux courbes @
double courbure.

Equatibns du plan et de la ligne droite, 263
Des coordunnées d’un point de Pespace, ibid-
Fquation géncrale du plau, ab5
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Désignation des huit angles tri¢dres formes par les plans coordonnés

_ an moyen des signes - ¢t —, page 269
Equations de la ligne droite, ibid.
Equation du plan qui passe par trois points donnés, 271

Comment on reconnait que deux droites sont dans iin miéme plan, 372
Equation du plan paraliéle & un plan donné, etqui passe par un point

donné, et celles des droites paralléles dans I’espace, 273
quations d’une droite et d’uh plan, respectivement perpendi-
culaires , ‘ 274
Expression de la distance de denx points de Pespace, et éguation
de la sphére, a75

Détermination de I'angle que font deux lignes dans I’espace, 276
Des relations qui existent entre les angles qu’une droite fait avec les
axes des coordonnées, et leur introduction dansson équation, 278

Dérermination de I’angle de deux plans, 283

Des surfaces du second degré, 084
Equation geénérale de ces surfaces, ibid.
Ce qu'on cntend par nappes et par plans diamétres, 285

Equations des ‘sections faites par un plan paralitle 2 P'un des plans

. coordonnés , 286
Equations particulitres du cérie droit, a8y
Comment une équation contenant seulement deux des coordonnées,

appartient dans I’espace & une surface cylindrique, 291
Des courbes considérées dans Lespace, 292
Equation du cercle donné par Pintersection d’une sphére et d’un
plan, ibid.
Camuwent une courbe est représentée par des équations de ses
projections, 2
Des courbes 3 double courbure, et de celle qui yésulte de Vinter-
section d’une sphére et d'un cylindre droit, ibid.

Comment on peut reconnalire si une courbe donnée dans I'espace
par les équations de ses projections est plane ou nonj; et si
elle est & double courbure, comment on détermine le nombre
deg points dans lesquels elle rencontre un plan, 295

FIN DE LA TABLE.
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TRAITE ELEMENTAIRE

DE

TRIGONOMETRIE RECTILIGNE

ET SPHERIQUE,
ET DAPPLICATION DE L’ALGEBRE

A LA GEOMETRIE.

CHAPITRE PREMIER.

De la Trigonométrie rectiligne.

1. DA NS un triangle rectiligne, il y a six choses a
considérer, savoir : trois angles et trois c6tés; mais il
sullit de connaitre un certain nombre de ces diverses
parties pour déterminer les antres. 11 suit en effet des
propositions démontrées , relativement aux triangles
égaux, que l'on peut toujours construire un triangle
lorsqu’on connait trois des six choses qui le constituent,
et que, parmi les choses connues, il se trouve au moins
un cOté. Pour ne rien laisser a desirer sur la théorie
des triangles, il faut pouvoir appliquer le calcul aux
counstructions géométriques , parce que lexactitude

de ces dernitres est limitée par Vimperfection des
Trigonoméirie. G édition, 1
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instrumens, tandis que rien n’arréte le calcul, qu'on
est toujours maitre de pousser jusqu'a tel degré de pré-
vision qu'ofi-veut. Tlel est I'objet qu'on se propose dans
la Trigonomeétrie rectiligne.

Ceux qui ont entrepris les premiers de développer,
par une suite d’opérationsnumériques, oun par des-for-
mules algébriques, les relations qu’ont entre elles les
différentes parties d'un triangle, ont dii se trouver ar-
rétés par la difficulté de faire entrer dans le calculla
grandeur des angles, qui, mesurés par des arcs de
cercle, ne peuvent étre comparés avec les lignes
droites : mais ils ont bientdt reconnu que s'ils pouvaient,
parun moyen quelconque , calculer une suite de trian~
gles dont les angles eussent toutes les valeurs possibles,
cette suite en renfermerait nécessairement un qui serait
semblable au triangle que I'on aurait a déterminer, quel
qu'il fiit ; et qu'alors de simples proportions suffiraient
pour déduire les parties du second de celles dn premier.
L’exemple suivant éclaircira ce que ces notions peuyent

avoir d’abstrait.

a. Jesuppose que , dans le triangle ABCf 1", on
connaisse I'angle B, 'angle C et le c6té BC: on cher-
chera dans la snite des triangles calculés, celui qui a
deux angles b et ¢ respectivement égaux aux angles
B et C; il sera nécessairement semblable au triangle
proposé ABC et puisque toutes ses parties ab, ac, bé
sont connues, on aura les proportions.

be tab 2 BC. AB, bc iacii BC: AC,
dans chacune desquelles les trois premiers termes sont
donnés. On trouvera par conséquent
BCXa BC X ac
AB __ BCXab pad

bc AC = b’

et comme on -a d'ailleurs £==a, toutes les parties da
triangle A8C seront déterminées.
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3. Maintenant qu'on voit le parti qu'on peut tirer
d'une suite de triangles faits sur tousles angles possibles,
et dont les cotésseraient calculés, il est naturel de cher-
cher lesmoyens de former une pareillesuite. Pour consi-
dérer d’abord le cas le plus simple, je suppose que les
triangles qu’on se propose de diterminer sojent rectan-
gles ;il est facile de voir qu’on pourra les construire tous
dans un quartde cercle, en abaissant de chacun des points
de Yarc 4B, fig. a, des perpendiculaires MP, M'P’,
M'P", etc. sur le rayon 4C, et tirant les rayons MC,
M'C,M"C, etc.,estriangles MPC, M P'C,M"P"C, etc.
formés ainsi, seront rectanglesen P, P’ P”, etc., et les
angles MCP, M'CP’, M"CP", etc. auront successive-
ment toutes les valeurs possibles : enfin les angles CM P,
CM'D'| CM"P", etc. qui, avec les précédens, forment
vnangle droit, seront ausi tels que P'exige la nature des
triangles rectangles, et il ne saurait exister de triangle
.rectangle qui ne soit pas équiangle avec quelgu’un de
ceu¥-que fournit]a constroction présente. llest apropos
de remarquer que ces derniers ont tous une méme hy-
poténuse, égale au rayon de I'arc 48,

4. On peut encore former une suite de triangles
rectangles, ayant tovs un des co1és de Vangle droit égal
au rayon du cercle;, il suffit , pour cela, d'élever la tan~
gente indcfinie A7, & Vextrémité du rayon 4C, et de
mener par le centre C et par les points M, M'M", etc.
les sécantes CIV, CIV', CN, etc. 11 est évident que les
triangles CAN, CAN', CAN", etc. auront successive~
_ment toutes les combinaisons d’angles qui peuvent exis~
ter dans un triangle rectangle’, et parmi ces triangles,
il s'en trouvera nécessairement un semblable & tel
triangle rectangle qu'on voudra. -

5. Dans les h-iang]eg CPM, CP'M’, CP”M", e(é.,
. lea

Fig-

2



4 TRAITE ELEMENTAIRE

dont l’bypoténuse ne change pas, les cétés PM, P’
P"M’, etc. qui croissent en méme temps que Ies angles
ACM, ACM', ACM", etc., et que les arcs AM, AM',
AM', ete. qui meeurent ces angles, ont regu un nom &
cause de cette dépendance : la ligne PM s appelle le
sinus deVarc AM; laligne PM’ estde méme le sinusde
Tarc AN, et ainsi des autres. 11 suit de 1 que le sinus-
d’'un arc est la perpendiculaire abuissée de Iune des
extrémités de cet arc, surle rayon qui passe par l'autre
extrémité. Les lignes CP, CP’, CP”, etc. qui diminuent
lorsque les arcs AM, AM’, AM", etc. augmentent,
sont respectivement égales, comme paralléles com—
prises entre paralléles, aux perpendiculaires MQ, M’ (',
M'Q", etp. abaissées des points M, M, M", etc. sur
le rayon CB, perpendiculaire ay rayon CA; et il
est évident que les lignes MQ, M'Q’, M"(Q", etc.
sont, par rapport aux arcs BM, BM', BM", etc. ce
que sont PM, P'M’, P'M", etc. par rapport aux
arcs AM, AM’ AM’, etc et que par conséquent M Q)
est le sinus de BM, M’Q celui de BM’', M"Q" celui
de BM", etc.

Deux arcs qui, pris ensemble ou soustraits!'un del'an-
tre, donnent le quart de la circonférence , sontdits com-
plémens Vun de I'autre. Les arcs BM,BM', BM", etc.
sont respectivement les complémens de 4M, 4M',
AM’, etc.Onadésigné les lignes MQ,M' Q',M" Q" etc.,
ainsi que leurs égales CP, CP',CP’, etc. , sousle nom
de cosinus des arcs AM, AM', AM", etc D’aprés ces
notions , le cosinus d'un arc quelconque est le sinusdu
complement de cet arc, et est égal ¢ la partie du rayon
comprise entre le centre et le pied du sinus.

Les triangles rectangles CPM, CP'M’, CP"M’, etc.
qui ont tous une méme hypoténuse , sont donc formés
par le rayondu cercle, et par le sinus et le cosinug
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de celui de leurs angles aigus qui a son sommet au
centre (*),

6. Je passe aux triangles CAN, CAN', CAN', etc.
Leurs hypoténuses sont les sécantes des arcs AM, AM,
AM’, etc., parce quon nomme sécante d’un arc le
rayon mené par une des extrémités de cet arc; et pro-
longé jusqu'a la rencontre de la tangente menée par
Vauire extrémité. Les portions AN, AN, AN", etcl
prises sur la tangente A7, sont les tangentes des arcs
AM, AM', AM’, etc., parce que I'on est convenu d’ap-
peler tangente d’un arc la partie qu’interceptent, sur
la tangente menée par L'une des extrémités de cet arc,
les deux rayons qui le terminent (**).

7- i, par P'extrémité Bdel’arc 4B, fig. 3, onméne
la tangente Bn prolongée jusqu’a ce qu’elle rencontre
1a sécante CIV, la ligne Cn est la sécante de I'arc BM,
complément de 4M , et senomme la cosécante de 4 M
la ligne Bn, tangente de BM, est la cotangente de AM;
parce qu'on appelle cotangente et cosécante d'un arc,
la tangente et la sécante de son complément. La cotan-
gente et la cosécante, comme on voit, ne font pas partie
des mémes triangles que la tangente et la sécante, ainsj
que cela arrive pour le sinus et le cosinus.

8. Les tangentes et les sécantes ont ayvec les sinus et

(*) La partie AP du rayon 4C, comprise entre le pied du sinus
etextrémité de I’are, se nomme sinus verse. Cette ligne , d’ailleurs,
n’est d’ancun usage en trigonomeélrie.

(**) On voit ici les mots sécante ct tangente,. pris dans une ac-
ception différente de celle qu’on leur donne dans les Elémens de
Géométrie. Dans cette partie des mathématiques, la sécante et la
tangente sont des droites indéfinies, dont l’une coupe le cercle, et
Paotre le touche ; mais en trigonométrie , les mémes dénominations
s’appliquent toujours A des lignes d’une grandeur déterminée : quand
il peut y avoir équivoque , on appelle ces dernitres tangenies et
&écantes trigonomeétriques.

Fig. 3.
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les cosinns desrelations tres-simples, an moyen desqu_enes
on peut trouver les unes lorsqu on connait les-autres. Les
triangles CPM et CAN étant semblables , donnent

RS "PMxCA

CP:PM:.CA: AN,d’oiYontire 4N — o
mettant, au lieudes lignes CP,'PM et AN, leur désigna-
tion, savoir: cos AM, sin AM et tang A M, et représen—

RsindM
tant le rayonr C.4 par R, on aura tang AM = ~o A

Des mémes triangles CPM et CAN , on dédnit aussi
. o C CA4
CP1CHM:: CAICN, ce qui conduita CN= 2272,
mais CN=séc AM, CM=—=CA=R, CP=cos AM :
] Rﬂ
donc .SEC AM = mﬁ.

9. Si V'on compare entre eux les triangles CAN et
CBn, qui sont encore semblables, puisgu’ils sont tous
les deux rectangles, et que l'angle 4CN=.CnB,
comme alterpes internes par rapport & la sécante Cf »
on avra la proportion

AN :CA . CB ou CA ! DBn,

“I"i donne

—_—2

A o s R
B":ﬂ' ce quirevientd cot AM=

tangAM

, Cette prapnrtinn et celle qui a été trouvée pour la
sécante , font voir que le rayon esf moyen propnrtion-'
nel eitre la secante et & cosinus , entre la tangente
et la cotanqent. , pni~qu'on a

cos AMXséc AM=1*  tang AM < cot AM—=R>.

10. Avec re qui precélde, il ne manque plus, pour
étre en ¢tat de construire les tables nécessaires & la
trizconometeie, que de connaitre leg ioyens de caleuler
les sinus et les cosinus seulement. Le cosinus méme se
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déduit immédiatement du sinus; car le triangle rec~
tangle CPM, qui les contient I'un et lautre, et quia
pour hypoténuse le rayon, donne

PM+ CP== CMou (sin AM)* - (cos AM) =R,

c est-a—-(hre que le quarrédu rayon est egal a Ja somme
des quarrés du sinus et du cosinus, d'ou il suit

cos AM =\ R* — €sin AM )*.
La propositionsuivante , qui donne I'expression du
sinus et du cosinus de la somme ou de la différence de

deux arcs, mérite la plus grande attention, parce qu ‘elle

renferme implicitement toutes les propriétés des sinus
et des cosinus,

11. Sotent deux arcs quelconques aet b ; on aure

sin{azeb)== sina.cosb i sinb. cosa,
~cos (a'ﬁ:b) . o8 arcosbq;‘sin a.sin b.
£

Pour le prouver , je prends sur le cercle AM8#, fig 4,
Iarc AM =a; je porte de chaque <6té du point A7 les
arcs MN et MN', égaux 4 b je tire la corde VIV’ ;
des points IV, M, V', §’ abaisse sur le rayon AC, les
perpendlculaxres N Q, MP, N'Q';par le point M
je 'méne le rayon MC, et du point E, ot il rencontre
la corde NIV, j'abaisse sur AC la perpendiculaire EF;
par les poxnts E et V' je méne les droites ED , N'G pa-
ralleles a AC.

Cela fait, je remarque, 1°. que NQ est le sinus de
Yarc AN = AM 4 MN=a-4b, et que CQ est le
cosinus du méme arc; 2°. que V' Q' est le sinus de
Parc AN' =AM — MN' =a—Db, et que C(Q’ en est le
cosinus. Maisla corde JVIV' étant nécessairement par~
tagée en deux parties égales au point E, puisque le
rayon -CM passe par le milieu de I'arc JVV', d'apres

Fig. 4. ’ %
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la construction, il suit de la similitude évidente des
triangles NED, NNV'G, que NG est aussi divisée en
deux parties égales au point D, et que DN==DG.
De plus, DQ=EF, GQ=NQ, DE=FQ, &
cause des paralléles; et comme DE est la moitie
de NG, FQ sera la moitié de Q'Q; ensorte que
QF = QF=DE. Enfin
N Q=DQ-+DN=EF+DN,
NQ=6Q=DQ—DG=EF—DN,
CQ=CF— FQ =CF —DE,
CQ=CF4-FQ'=CF+4DE;

mettant pour NQ, N'Q', CQ, CQ’, leurs désigna-
tions respectives, savoir :
sin (@~b), sin (a—b), cos (a-b),cos (a—b),
} aurai
sin(ab)=EF-}DN, cos(a+b)—= CF—DE,
sin(a—b&)=EF-—DN, cos (a—b) = CF 4 DE.

1l ne reste plus qu'a calculer les quatre lignes EF,
‘CF, DN et DE ; les deux premiéres s’obtiennent par les
triangles semblables CMP et CEF, dont on tire

CM:PM::CE:EF, CM:CP..CE: CF.

Or, puisque 4AM—aq, j'ai PM=sina, CP=cosa;
il suit aussi des définitions du sinus et du cosinus (5)
que EN est le sinus de Y'arc MN, que CE en est le co-
sinus, et que par conséquent EN=sinb, CE =cos b;
d'ailleurs CM = R : substitunant ces valeurs dans les
proportions ci-dessus, je trouve
_PMXCE__sinacos b

EF=—m— ="k
_CP X CE _cosacosh
CF— T =R "

Je compare ensuite les triangles CMP |, DEN, qui
sont semblables, parce que les c6tés du second sont
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perpendiculaires 4 ceux du premier, et je déduis de ces
triangles,

CM:EN::CP: DN, CM:EN..PM:DE.
Substituant aux trois premiers termes de chacune de ces
proportions, leur désignation rapportée ci-dessus, elles
donnent

. .
DN:EZ\ X CP _sinbcosa

cM R
__ PMXEN__gnasinb
PE=—Fy—=" R *

Réunissant , ces valeurs aux précédentes pour former

celles de sin (@~4-b) et de sin (e~ b), il vient les quatre
equations

sinacosb4-sinbcosa

sin (a=-b) = = )
{ sin (a—b) __%inacos b ;{_ sin ‘bicos a
cos (a-} b)=°°sacos b ;{_ sin a sin b.
{ cos (a—b)= cosacosb-4 sin @ sin b’,

qui se réduisent aux deux qui composent I'énoncé de la
proposition.

- Avec ces équations, on peut trouver le sinus et lo
cosinus d’un arc double, triple, et en général multiple
de celui dont on connait le sinus et le cosinus, En effet,
st I'on prend successivement b = a, b==2a, on aura
2sinacosa

R >
cos a* — sin @*
R ]
. sinacosea-}-sin2acosa.
sin 3a= ;‘{- ;
cosacos 2a—sin asin ag
"R ;

sin 2@ ==

cos2a =

cos3g—=




Yo TRAITE ELEMENTAIRE
et on tirera des deux derniéres équations sin 3z et cos 3a,
lorsque sin 22 et cos 2a seront calculés. -

g sin‘acosa . .
Y " conduit aussi

du sinus d'un arc a, a 'expression dusinus de sa moitié.

SiTon remplace cos @ par sa valeur VRE saa(®™,
il vient alors '

12. L'équation sin 2a—=

25sin @ \/R’.—— sin g®
R

et en ¢levant au quarré, on trouve

sin 2q =

3 o Py 2 o} 2 H .
R sin sa2=4R"sin a*— 4 sin a*;

prenant sin @ pour l'inconnue dans cette équation qui
peut se résoudre 4 la maniére de celles du second degré, -
on obtient
sin @ ==& \/ﬁ R*=*=1RV R*—¢in aa*.
Sil'on faitea==a’, onauraa ==} &', et par conséquent
c oy or R
sinia’ == \/tR* 1RV R —sind?,

ou sinja’==zt} ‘/QR".."“:.SH cosd,

en mettant cos o> au lieu de R*—sin a2 (10), en multi~
‘pliant les quantités sous le radical par 4, et en divisant
au-dehors par 2, ce qui ne change rien i I'expression.
Telle est la formule qui donne le sinusde la moitié d'un
arc, lorsqu’on a celui de cet arc. :

13. On peut arriver a ce résultat par une construc—

tion trés-simple.
Fig. 5. Silon diviselarc AM, fig. 5, en deux parties égales,
la corde AQM se trouvera également divisée en deux

(%) Le Lecteur est prévenn que dorcnavant je désignerai le quarré
du sinus de Pare 2 pur sin a», expression qu'il ne fant pas prendre
pour le sinus da quarré de urc a, ainsi sin ¢2=(sin a)?,
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_parties égales, et QM sera le sinus de MN ou delamoitié
de 4M; le triangle 4MP , tectangle en P, donnera

AM=VPH '+ 4P’
et comme AP == A(C— CP = R—cosAM=R—cosd,
que d'aileurs PM = sin AM=—=<ind’, on aura :
AM—= ‘,/sina"‘—}- R*—aficosa’-cosa’*= \/‘2_[1’_”—23('0511',

4 cause que sin @’ +-cosa@’*=R* (10); et on en dé-
duira '

OM=,4AQM=; vV 2li*=2Rcosa.

On ne trouve de cette maniére que la deuxiéme
valeur de sin ] a’: auntre est MQ)’; car Varc MN' 4',
qui compose , avec 'arc AM, la demi-circonférence, a
aussi pour sinus PM, puisque cette ligne est bien en
effet la perpendicnlaire abaissée de I'extrémité M sur
le rayon CA’ qui passe par 'autre extrémité (5) ; et rien
dans I'équation d’onl I'on est parti, ne faisant connaitre
Jequel de ces deux arcs on se propose de diviser, on
doit trouver en méme temps le sinus de la moitié du
premier et celui de la moitié du second. Suivant la
constructlon, on aurait '

A M

l

Vit + 7 =V DM+ (AC+ CP)
Visind* + (R + cos o’)® *

V sind’* & R* 4 oR cos @’ +4-cos o>

V/ oR* 42K cos &,

et par conséquent

fl

Il

M) =sin}a’=1V 2K+ 2R cos a,
resultat qui et la premiére valeur de sin 1 o',
I} fant bien observer que , quoique sin @’ soit le méme
dans les denx va'eurs desin ! @', I'arc @’ et différent ;
pour I'une d'elles, cet arc est 4M, et pour l'autre 4’ M,
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qui est le supplément de 4M, car on entend par le
supplément d'un angle ou d’un are, ce qu’ilfaut ajouter
@ cet angle ou a cet arc pour en faire deux droits,
ou la demi-circonférence. On conclura aussi de ce qui
précéde, que le sinus du supplément d'un arc est le
méme que celut de cet arc. Je donnerai plus loin des
notions générales sur les différens arcs qui peavent avoir
le méme sinus, la méme tangente ; etc.

14. 1l suit de ce qui préceéde , que le sinus d’un arc
quelconque AN est la moitié de la corde A de l'arc
double ANM, et que la corde AM est le double du
sinus de I'arc AN, moitié de ANM; de maniére que
lorsque les sinus sont connus, on en déduit les cordes,
et vice wversd. ‘

15. Ce ne sont pas les valeurs absolues des sinuns
que Y'on a hesoin de calculer, mais seulement leur
rapport avec le rayon; puisqu'il suffit de connaitre

Fig. a dans tous les triangles CPM, CP'M, etc., fig. 2, les

T 6.

rapports que les c6tés ont entre eux. On peut en con-~
séquence, pour plus de simplicité, prendre le rayon
pour unité, et exprimer les sinus PM, P'M’, etc. en
partiesdécimales de cette unité, ou, comme on le faisait
autrefois , supposer ce rayon divisé en 100 000 parties.

16. 1l @st & propos d’observer que la longueur d'un
arc est toujours moindre que celle de sa tangente, et
plus grande que celle de son sinus. En effet, si on
prend au-dessous du rayon AC, fig. 6, Varc AM' =
AM , que Ton tire de Ja corde MM’, et que l'on méne
les tangentes MT', M'T, il est facile de voir que ces
tangentes deivent rencontrer toutes deux le rayon AC
dans un méme point, puisque les triangles CMT et
CM’'T', sont égaux. Les lignes MT et M' T étant égalas
aussi bien que les lignes PM et PM, et les arcs AM et
AM', on aura 3.4M <aMT et 24AM>2PM, parce
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que la longueur d’un arc de cercle est comprise enfte
celles des portions correspondantes des polygones ins—
erit et circonscrit [Géom. 1517 (*); et I'on en con-
clura AMZMT, AM > BM.

Je ferai remarquer a cette occasion, que le rapport
entre la tangente et le sinus d'un arc tend sans cesse
vers Punité, a mesure que I'arc diminue; en effet ; de

sin @ .
tanga— , on tire
cosa

— cos a; et comme
tang a '
cos @ approche sans cesse de I'unité, il s'ensuit que la
tangente et le sinus approchent aussi de plus en plus
de D'égalité, parce que la limite (Alg. 234) de leur
rapport est l'unité.

17. Ilsuit évidemmentde 14, quesila valeur dela tan-
gente et celle du sinus d'un petit arc 4M, ne différent
point dansun certain nombre de leurs premiers chiffres,
ces mémes premiers chiffres donneront aussi une va~

leur approchée de Yarc. En prenant, par exemple
PM=o0,0001, on trouve

cP =V CH—PM=0,939 399 995,

C .
et MT:-—Z’LEISJ—}E-{:o,ooo 100 ogo 002 5,

(*) La proposition rappelée ci-dessus est un cas particulier de
cetie autre : Les lignes qui sont partout convexes dans le méme
sens, sont d’autant plus longues qu ‘elles s’écartent davantagede
la ltgne droite. En effet, si 'on méne i la ligne courhe 4CB, fig. 7,
intéricure A la courbe 4B, une tangente DE, cette tangente sera
plus courte que I’arc DME, et on anra ADER < AMB. Tirant
ensuite par les points Het L ; intermédinires entre AL et C, Cet B, les
tangentes F'G, IK, onformera™tine nouvelle ligne briscc #FGIKB,
qui sera moindre que la premidre, puisque FG < FD + DG,
IK < IE - EK. 1l est évident que I’on construira de Ja méme ma~
nilre une suite indéfinie de lignes brisées qui iront sans cesse en di-
minuant A mesure qu’elles approcheront de se confondre avec la
courbe 4B, qui sera done non-seulement plus peme que AMB,
mais encore que toutes les Jignes brisées dont on vient de patler.

Fig- 7-
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valeur qui ne différe de PM qu'au treiziéme chiffre ;
on peut donc pxendre ce nombre pour la valeur de
Varc AM exprimé en parties du rayon (*).

18. Pour appliquer les f&mules des n°* 12, 11 et 10,
il faut connaitre au moins le sinus de I'un des ares com=
pris dans le quart de cercle; or il y a deux de ces arcs
dont le sinus est facitement connu, savoir, le quadrans
et son tiers. En effet, le sinus du quadrans n’est autre
chose que le rayon, et le sinus du tiers de cet arc est
égal a la moitié du rayon.

La premiére de ces valeurs est évidente parla figure 3;
et la seconde résulte de ce que le coté de 'hexagone
inscrit, ou, ce qui est la meme chose, la corde des §
du quadrans, fig. 8, est égale au rayon (Geom. 146); la
moitie de cette corde sera donc le sinus de § du qua=
drans (14).

Ea partant du guadrans entier, la formule

sinta =% v/ aR*—2Hcosd
donne le sinus de la moitié, puis celui de la moitié de
cette moitié ou du quart du gnadrans, et conduit &
toutes les fractions comprises dans la suite
1

p | 1 1 U
33 A2 B35y Fao ete,

(*) La méme chose se prouve en réduisant en série I’expression de
sina sin a

la tangente. En effet, on a tang a= -~ == (8,10);
cosa /1 sin as
. sin @ . . —t .
mais —--———=sina (1—sin a?) *; développant la derniére
1—sin a2

quantité, par la formule du binome, on trouvera
. - -— -
tang ¢ ==5in @ =3 sina® <+ 3 sin a5 - ete.

11 est évident que tant qque sin « sera une petite fraction décimale ,
le terme ] sin o3 ne pourra influer que sur les dernjers chiffres de
Pexpression de tang a, et que dans les premiers on aura tanga==sin a,

Pour sin 4 =o0,00071, on a 2 5in a3 ==0,000 000 000 000 5, résul-
tat qui ne peut changer que le treizi¢me chiffre.
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La méme formule, lorsqu'on part du tiers du qua-
drans, détermine successivement le sinus des fractions

L Jou S

1 1 1
€32 122 342 2182 5679 etc.
de cet arc.

On voit par }a que s'il était divisé en un nombre de
parties égal 3 quelqu’un des dérominateurs des fractions
ci-dessus, on trouveraitdirectement le sinus de chacune
de ses parties, et on en formerait une table, en les
inscrivant 4 cété des arcs auxquels ils appartiennent ;
mais il n’en est pas ainsi : les astronomes Indiens seuls
paraissent avoir divisé le quadrans en 24 parties, pour
en calculer les sinus. Un usage trés-ancien, et ensuite
d’autresraisons, ont fait adopter des divisions différentes
des progressions indiquées ci-dessus.

1g. On divisait autrefois la circonférence entiére en
360 parties gu’on appelait degrés ; on subdivisait ensuite
chacun de ces degrés en 6o parties appelées minultes,
" chacune de cesminutes en 6o parties appelées secondes ;
chacune de ces secondes en 6o parties appelées tier-
ces, etc. La marque des degrés est le caractére ° placé
a ladroite du nombre et au-dessus, celle des minutes’,
celle des secondes ”, celle des tierces ”, etc., ensorte
que 42° 31" 14" 5" signifie 42 degrés 31 minutes 14 se-
condes 5 tierces.

Puisque dans la mesure des angles on n’a aucun égard
a la valeur absolue des arcs, mais seulement & leur
rapport avec la circonférence entiére, il semblerait
fort naturel de la prendre pour I'unité, et d'exprimer
les arcs par des fractions, soit quelconques , soit dé~
cimales. Cependant quelques considérations particuliéres
ontdéterminé les Savans chargés de laréforme des poids
et mesures, & prendre I'angle droit pour l'unité des
angles, et par conséquent le quart de cercle ou qua-
drans pour I'unité des arcs. Ils I'ont divisé en cent
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parties- égales qu'ils ont nommées grades, et qu'ils
ont substituées aux anciens degrés; puis chacun de ces
grades en cent parties égales. Ces derniéres divisions
remplacent les minutes, et peuvent &tre subdivisées
autant qu’on le voudra, suivant la progression décimale.
En employant dans le cours de cet ouvrage la nou—
velle division du cercle, j’exprimerai les arcs par des
nombres décimaux écrits a 'ordinaire ; mais je placerai
au-dessus du chiffre des unités , et & droite, la lettre 9,
pour désigner que I'unité est le quart de cercle , et pour
empécher qu'on ne confonde les mesures d'arcs avec
les autres nombres, 07,435, par exemple, représentera

Parc égal & A% ou 2322 du quadrans, et sera par

conséquent composé de 43 grades et bo minutes (*).

20. Le rayon du cercle sur lequel on se propose de
construire les tables étant 1, et sa circonférence étant
désignée ordinairement par o7, le sin de 4B, fig. g,
ousin : #==1; on ad’ailleurs cos { = =o : faisant donc

—_—
o'—=%w laformulesin $a'=} V2R* — 2R cos d’ (13)
fait voir que le sinus de la moitié du quart de cercle ou

de 1 7 est Y2 ().

{*) 11 parait que les principales raisons qui ont fait choisir l'angle
droit pour unité, sont, 1°. que le cercle entier, & proprement parler,
ne mesure point un angle, puisqu’alors le rayon mobile CM, fig. a,
est revenu s’appliguer sur le rayon €A ; 30, que le sinus, auquel on
rapporte toutes les antres lignes trigonométriques, prend dans Pé-
tendue du quart de cercle, ou de P’angle droit, toutes les valeurs
dont il est susceptible,

(**) On peut anssi s'en convainere & priori, puisque le triangle
CMP, fig.g, est alors isoscéle, et que I'on a par conscquent
-— —_—
aPM = CMe=1,
d’olt
ot § I \' ""
PM =iz, a PMVI=Vaxi=:Va
L'are
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L'arc AB—1w, étant pris pour unité, 4M sera
de o7,5: on aura donc

sin of ,5==c0s 07,5 =4 /2 ==0,7071067811&6.
Maintenant si on fait 07,5 = q, on trouvera
sin £ @’ ==sin ¢, 0b == 0,382683432365,
, €083 a’==c0s07,25=0,923879532511 ;
mais en continuant ainsi de partager chaque arc en deux
parties égales, on ne tombera sur aucune des partie
décimales du quadrans : on parviendra seulement & des
arcsde plus en plus petits, et qui par cette raison appro-
cheront sans cesse d’étre égaux a leurs sinus (17).
A la quatorziéme division, par exemple, on arrive 4
‘un arc qui n'est que t3y; du quadrans, et dont le
sinus est 0,000 095 873 799, moindre par censéquent
que 0,0001 : la petitesse de cet arc est donc. telle,
qu'il ne différera point de son sinus dans les 12 premiers
chiffres décimaux.

A plus forte raison en sera-t-il de méme pour les
arcs moindres; or il est visible que tous les arcs qui se
confondent avec leurs sinus et leurs tangentes, sont
proportionnels 3gges lignes : il vient done

A LR L L

: sin b :
16584 100000 " 16384 * 100000°

- ou { 100000 ¢ 16384,

sin

dott
T
| 16384sin ——ne
63
! 84:0,000 o15 707 963,

lin07,00001=

100000

au moins dans les douze premiéres décimales. On trou~
yera par la méme raison
sin of,00002 == 2 sin of,00001
sin ©%,00003 == 3 sin of,cocot
sin 0f,00004 == 4 sin o%,coo01
etc.
Trigonométrie. 6° éditions a
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Ayant soin de calculer en méme temps le cosinus etla
tangente de chacun de ces arcs, on verra gu'on peut suivre
cette voie jusqu’a I'arc dont le sinus et la tangente se con-~
fondent encore dans les douze premiéres décimales.

SiT'on ne voulait avoir les valeurs approchées que jus-
qu’a la huitiéme décimale, on pourrait pousser ainsi
jusqu'a Yarc de of,001.

Pour s’élever ensuite a des arcs plus grands, on se
servira des équations

sin 2¢ = g sinacosa
€os 2a == cos @*~~sina®
sin(a?=)) = sin acos b*=sinbcosa
' cos (et b) =cos acos b = sinasin b;
faisant successtivement a=—o?,001 , a==07,002, etc. dans
les deux premlers on en dedmra
8in 07,002, cos 09,002, sin'0f,004, .cos 0,004, etc.,
et prenant ensuite a=0f,001, b=0%,008, a=of, 002,
b=01,003, etc., on ohtiendra, par le moyen des deux
derniéres,
sin o7,003, cos 07,003, sin 0f00b, &os of,cob, etc.
Cet exposé suflit pour faire concevoir commenton a
puformer les tablestrigonométriques. Il existe d'ailleurs
des m<éthodes plus expéditives pour calculer les sinus des
arcs quelconques, par le moyen de séries convergentes
qui se déduisentdeséquations du numero 11. Onlestrou-
vera dansi'Introduction de mon 7raité du Caleul diffs-
rentiel et du Calcul integral.

“21. Pour faciliter les calculs on a substitué depuis
long-temps aux valeurs des sinus, cosinus, tangentes et
cotangentes, leurs logarithmes ; et dans la plupart des
tables, on ne trouye plua que ces derniers; ensorte que ,
par lear moyen, on résout toujours 'une ou l'autre de
ces questions :
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t*. Un arc étant donné, trouver le logarithme de son
sinus, ou de son cosinus, ou de sa tangente, ou de
sa colangente.

2°.Connaissant le logarithme du sinus, ou du cosi-
nus, ou de (a tangente, ou-de la contangente d'un arc,
trouver cet arc.

La solution de ces questions tient a la disposition des
tables , disposition qui n’est pas la méme dans toutes, et
qui se trouve toujours expliquée en tete de. chacune
d’elles; c’est 'pourquoi je n’en parlerai point ici. Je
me bornerai a indiquer les tables de Callet , coritme lés
meilleuresrelativement  'ancienne division, et céllesde
Borda, ou celles de MM. Hobert et Ideler, par rappott a
Ia nouvelle.

Lestablestrigonométriquesn’embrassent queI'étendug
du quart de cercle; mais elles donnent malgré cels les
sinus et les cosinus, les tangentes et les totangentes, pour
tous les arcs, quelque grands qu'ils sojent , ainsi que je
vais le faire voir en examinant la marche des lignés
trigonomeétriques par rapport aux divers degrés de gran~
deur par lesquels peut passer un arc de cercle.

2a. Pour hien comprendre ce qui va suivre, il faut s¢
peénétrer d’avance de la continnité qui régne touvjourd
entreles différens résultats qu'on déduit d’une méme ex-

pression algcbrique , oud'une méme construction géomé-.

trique, et quiconsiste en ce que chaque valeur que prend
Pexpression dont il s'agit, est toujours précédée ou suivie
de valeurs quidifférent auss¥peun qu’on voudradelapie-
miére, et én ce que , dans quelque partie qué ce Joit d'une
ligne , on peut toujours ¢oncevoir dex points qui sofent
aussi voising I'un de "autre qu’on voudra. Cela posé, st
on congoit que le rayon MC, fig. 16, d’'abord councké
sur 4 C, tourne autour du point C, conyme sur tne char-
niére , ce rayon formera sutcessivetient , avec AC  tous
les angles possibles; et lé point M, situe & son extrétuité
2.

Iig. 1e.
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passera sur tous les points de Ia circonférence du cercle
ABA' B A,o0u, cequiest laméme chose ;ladécrira. En
euivant avec attention le mouvement que je viens d’indi~
quer, on voit d’abord qu’au point .4, oi2 I'arc est nui, le
sinus est mil aussi, et le cosinus ne différe pas du rayon
AC. Lorsque le rayon CM ¢'est détaché de AC, le sinus
P M augmente & mesure que le point M, que j’appellerai
désormais le point décrivant, s’avance vers B et guand
il y est parvenu, PM devient égal a CB, ou au rayon,
Dans les mémes circonstances, le cosinus PC diminue
sans cesse, et devient nul lersque le point M esten 83
Yangle ACB est alors droit, et Varc 4B =1%. Le point
M continuant son mouvement au-dela du point B, le sinus
décroit, et le cosinus , qui tombe maintenant sur le dia—
metre A4, d'an c6té du point C, opposé a celui ot il
était avant le point B, augmente. C’est ce que prouve la
seule inspection de la figure - P’ M, sinus de ABM’, est
moindre que BC, sinusde 4B, et CP’, cosinus du pre~
mier de ces arcs, surpasse le cosinus du second, qui est
oul. 1] est & propos de remarquer que P'M’ et CP’ sont
respectivement le sinus et le cosinus de P'arc A'M,
compté du point 4’ et supplément de 4BM'; d o il suit
qu'un angle obtus a le méme sinus et le méme cosinus
gue son supplément.

Lorsque le point M’ est parvenu en 4’ le sinus est nul
comme au point 4, et le cosinus est encore une fois égal
au rayon. Au point 4’;Tarc ABA' est égal a la demi-~
circonférenco, on & o ; Pangle ACM a atteint sa plus
grande limite,, mais rien ne s‘oppose a ce que le rayon
L Metlepointdécrivantne continuentleur mouvement,
en passant au-dessous du diamétre 4.4, Le sinus, qui
devient alors P'A{", tombe aussi an-dessous du dia-
métre, et augmente a mesure que le point M" s’approche
de B', tandis que le cosinus CP” diminue. Au point B,
oi l'arc ABA'B estleai de la circonférence, ou i,
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T est égal au rayon CB’, et l'autre est nul. Enfin»
depuis B’ jusqu'en A, le sinus P*M”, toujours au-des-
gous de 4 4’, diminue sans cesse, et lé cosinus CP?, qui
se trouve alors duméme c6té o il était-dans le premier
quartde cercle 4B | augmente et devient égalau rayon
en 4. A ce point le sinus est nul, le point décrivant a
achevé unerévolation, maisil-erpeut recommencer une
autre; et considérant toujours comme un seul arc la to~
talité du chemin parcouru par ce point, depuis le com-
mencement du mouvement, il en résultera des arcs plus
grands que la circonférenee, et qui auront les mémes
sinus, cosinus, tangentes, cotangentes, que ceux qui
ont été décrits dans la premiére révolution. Ces considé-
rations ménent a des conséquences trés-importantes pour
Yanalyse, et que j'ai développées dans mes Traités de
Calcul différentiel et de Calcul intégral.

3. 11 faut chercher maintenant comment les expres—
sions algébriques des sinus et des cosinus répondent aux
diverses circonstances que je viens d’exposer. Pour
cela, je fais d’abord a=% 7 dansles éguations

cos (az=b)=—=cosa cosbsinasin'b A

sin (2=5) = sin @ cos b == sin & cosa } rere (A
En observant que éos fx=o0, et que sin z7==1, ch
trouve

cos ($7kb)=csind,
sin (37 £b)==cosh.

11 faut remarquer deux choses dans ces expressiens,
savoir , leur valeur absolue, et le signe dont elle est
affectée.

Cette valeur se vérifie sur la figure; car 4B étant
37,4 on prend larc BM’ pour b, Varc AM' sera
ix-b; mais P’M' étant le sinus de A’ M’ aussi bien
que de AM’, sera le cosinus de BM’ ou de b, tan=
dis que CP’ en sera le sinus. '
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Quant au signe — qui affecte cos (17 -+5) il en
résulte que si I'on regarde comme positifs le sinus et le
cosinus d’un arc moindre que le quart de la circonfé-
rence, le cosinus d'un arc plus grand sera negatif,
tandis que son sinus sera positif. Sil'on fait aussi b—=; 7,
On-aura cos 7==—1, sin ¥ == 0.
Supposant ensuite que, dans les équations (A),
e==x, on obtiendra, d’aprés ce qui précede,
cos (r=b) =—cos b
sin (7 b) == sin b.
La valcur absolue de ces formules pent se vérifier
aussi facilement que celle des -précédentes : leur
signe montre que tout arc compris entre x et 2 »
aura son sinus et son cosinus négatifs; et lorsque
b=imw,ona
'cbs"';r-—o sin S o=,
Enfin quand ==, les- equatlons (A) se réduisent,
en vertu des valeurs precedentes
cos ($x £ b) = sin b,
sin (37 2=b)==—cosd,
et il s’ensuit que tout arc compris entre £ 7 et £ 7 ou 2w,
agon cosinus positif et son sinus négatif.
En récapitulant ces résultats on verra,
1°. Que depuis le point 4 jusqu’au point A’, ot I'arc
ABA' =, les sinys sont pasitifs;
2° Que depuis le point 4" jusqu’an point 4, oi I'arc
ABA B' A=uw , ¢est-a-dire de o jusqu’a ax, les sinng
sont négatifs; K
3°. Que depuisle point 4 jusqu’au point B, ou l'arc
AB="_=%, les cosinus sont positifs;
4° Que depuis le point B jusqu’au point B, ot Farc
ABA' B =}m,Cest-a-direde } wain les cosmuasont
negatlfs ;
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5% Enfin, que depuis le gmnt B )usqu au poipt .4, o
Tarc ABA'B’ 4—=aw, c'est-a-direde & 7 i 277, les cosi~
nus sont positifs :

Et I'on remarquera sans peine que les sinus changent
de signe lorsqu'ils passent au-dessous du diamétre 4.4,
et les cosinus, lorsqu'ils passent d’'un coté & V'autre du
point C, vu qu’ils tombent en-dega ou en-dela du dia-
métre BB, perpendiculaire an premier.

Avec ces attentions, on étendra les formules du
n° 112 toutes les grandeurs possibles des arcs 4 et
MN, fig. 4; et les valeurs conclues de ces formules s’ac- Fig. 4
corderont avec celles qu'on déduirait de la construc—
tion et des raisonnemens du n° cité, si on les appli-
qualt immédiatement aux arcs proposés, exercu;c
qui peut étre utile au lecteur.’

24.Ensuivantle coursdes tangentes on trouvera qu’elles
augmentent sans cesse depuisle point 4, fig. 10, jusqu’au Fig. 104
point B, oi arc 4 est devenu égal 3 $#. A ce point,
la sécante NC, se confondant avec CB, est paralléle a
latangente 4NV, et ne larencontre par conséquent plus;
‘ensorte que I'arc AB n'a point, & proprement parler,
de tangente irigonométrique. On dit cependant que sa
tangente est infinie ; mais par cette expression, il fant
entendre qu'en prenant le point M aussi prés du point B
qu'il sera nécessaire, on trouvera une tangente AV
plus grande que telle quantité qu'on voudra. C’est aussi

. sin @ .
ce (ue prouve l’équatlon tang a = cona’ qui donne

pour tang a une valeur d'autant plus grande , que cos a
est plus petit, ou qu’on approche davantage du point B.
Loreque ag=01,50, il vient cos a==sina et par
conséquent tang of,50 = 1.
On prouve la méme chose par le triangle CAN, fig. g, Fig. g
qui devient isoscéle dans ce cas, puisque l'angle ACN
dtant @gﬂl a la maiti¢ d'un droit, il en est nécessairement
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de méme de l'angle ANC; la tangente AN est donef
égale an rayon.

Fig.xo.  Quand Yarc AM, fig. 10, est plus grand que 1 =, le
rayon €M ne rencontre plus la ligne 4V au-dessus du
diameétre, mais au-dessous, La véritable tangente AN"
st égale, ainsi qu'il est facile de le voir , & 4’n’ tangente
de I'arc 4'M’, supplément de 4 H’, mais se trouve pla-
cée dans un sens opposé. Dans le troisiéme quart du cer--
cle, la tangente, qui 2 été nulle an point 4, repasse au~
dessus du diamétre 4.4, et AV est encore la tangente
de l'arc 4.4'M". Le rayon devenant encore paralléle &
AN, au point B, la tangente est encore infinie & ce
"point, passé lequel elle revient au-dessous du diamétre;

» effet, Varc A4'M*, par exemple, a évidemmentponr

‘tapgente AN,
25. Je vais examiner maintenant ce qui résulte de
Pexpression algébrique tang ¢ — sin @
8¢ = a

11 est visible que sa valeur sera positive dans tous les
cas on le sinus et le cosinus seront de méme signe, ce
qui a lieu depuis o jusqu’a i, et depuis # jusqu'a 2 7
elle sera par conséquent négative depuis = jusqu’d 7,
et depuis $ 7 jusqu'a a7 3 d’on) il suit que, pour les tan-
gentes comme pour lessinus et pour les cosinus, les chan~
gemens de signes correspondent aussi aux changemens
de situation. On trouverait de méme -que les cotan—
gentes sont positives depuis 0° jusqu'a i, depuis =
jusqu'a 1# , et négatives depuis 17 jusqua =, depuis
27 jusqu'a 2.

26. Dans le calcul on rencontre quelquefois des arcs
négatifs : leur sinus et leur cosinus peuvent apssi se
déterminer par les formules du n° 11. L'expression de
sin { — b) changeant de signe quand ony changeaend
et ben a, fait voir que sig (b —a) == —sin (@ —b}3
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ainsi quand @ > b, 'arc négatif 5 — q a un sinus néga-
tif. : '

Si I'on construisait la figure £4* dans cette hypothése, Fig, 4%
en prenant AM=>b, MN=—a, et portant ce der-
nier arc au-dessous du point M, pour opérercemmeila
été ditdans le numéro 11,'arc AN setrouverait au-des-
sous de 4C au lien d’étre au-dessus : le sinus ¢’ V' chan~
gerait donc de co6té, ainsi que Y'arc. Quant au cosinus,
il demeurerait du méme cdté; et par les formules on
trouve aussi que cos (b—a) =cos (e —b).

27. La proposition démontrée dansle n®11 a encorede
nombrenses conséquences, dont quelques-unes seront
nécessaires dans la suite; c’est pourquoi je les place-
raj ici,

1°. En ajoutant entre elles les deux équations

sin @ cosb-sin b cosa

sin (@=-b8) = 7

., Tyl - singcosb—sinb cosa
sin (@=—b) = R ’

on aura
asinacosh,

sin (@ +B) +sin (a—b) = ol

d’ou
sine cos b — %sin (e4-b) 4 -g sin (@—b).

2°. En retranchant la seconde équation de la pre~
miére , on aura

sin (a+b) —sin (a— %) 23_21%_535_3’
d’ou
sinbcosa =§— sin(a 4 b) — % sin (@—1D).
Lorsque g=25, cette formule etla précédente donnent

. R ..
cosasing= ~sin 2a,
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3°. En ajoutant entre elles les deux équations
cosacosb—sinasin b

cos (ab) = T ,
cos (a_b)=cosa cos b;{}-sin asinb ,
on aura

cos(a4-b) + cos {a— b= _2__00_52_02_5_ ,
d'oit |
cosecosb= i:- cos (a+b)-+ % cos (a—b).

Lorsque a=25, cette formule donng
R R
cos @® == — cos 2a 4 —
2 + a2’
en observant que le cosinus est égal au rayon, lorsque
Yarc est nul.
4°. En retranchant la premiére équation de la se-
conde , i3l viendra
ssinasind
cos (a—b)—cos(a+4b)= —
d’on e
. R R
sinasinb = 5 cos fa—b) — - cos (a+b).
Lorsque a=b4, cette formule donne
. R2 3 .
sin @*="—— —cos2a.
2 a . B
50. 8i l'on fait a+b=d',a—b ="V, on trouvera,
en ajoutant ces deux équations, se=2a'-}-b", et en
retranchant la seconde de la premiére, 2b—=d —b';
. ! ' 4 4
. . L. . @b a —b
il suit de I que @ = -, b—==v—,
2 [ 2
- Mettant ces valeurs de a et de b, dans les expres—
stons de sin @ cos b, sin b cos e, cosacos b, sinasind,
obtenues précédemment , on trouvera
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sin § (¢ + b) cos (@ —-b')-——(sma - sin %)

cos L (@’ 4 &) sin £ (¢’ — &) =—I-:— (sin@’ ~=sinb")
cos 2 (@' 4 &) cos (@' — b) :.:% (cos a’ -=cos &)

sin £ (¢’ -+ ) sin 3 (@ — b") =§— (cos b’ — cos a’),
Divisant la seconde des formules précédentes par la
premiére, on aum
cos 3 (¢ 4 b)sin} (& —b)
sin+ (@ +b)cos,(a —b’)
sin § (¢/ — ') cos} (a' + 6y _ sina’—sin b’
cosy (o' —b) sin k(@4 b)) sind +suﬁ
sin4 __ tang A
cosd R

Observant ensuite que

conséquent =82 4
sin A4
tang 3 (@' — &) sing’ —sind’
tang L (@’ 4= 6)" sina’ <4sind’”’
On conclura de min ~.des deux derniéres formules
rapportées ci- dessus , qi‘.‘e
cos b’ —cosa’ tang (a’'+b") tang L (¢’ —b’)
cos @’ 4 cosb’ R
6°. En divisant T'expression de sin (azb) par celle
de cos (a==5), on aura
sin (@£6) __sinacosh =sinb cosa
cos (@£b) " cosacos b sin @ sin b’
divisant ensuite le numérateur et le dénominateur de
1a fraction du second membre par cos a cos &, elle de-
viendra

(8), et quepar

-:-_i%z, on obtiendra

. .
sin a__t sin b
cosa” cosb

sinag sin b'

13 .
=+ Cosa " cos b
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., . 8in 4 A
et comme en général — . — tang
c

(8), on obtien—

08 A R
dra par ce moyen

tang a__tang &
tang(a+4) "R ~ R _ R(tanga=tangd)_

R | —-tang a tang b~ Re-tangatangb °
TR TR
R* (tang a *=tang b)

B — .
et enfin tang (a—-b) — "R oF tang a tang b

Ra
En se rappelant que cot .4 == m(g), on tronyera

g R? 2 — tang atang b ;_

eot )_tang.(a:t:b)— tang a = tangb ~
| g BB
* cota’cot b

cota” cotd

et en réduisant, on parvient «

cotacoth -t R*

Ay —
cot (e 5)= cot b X cota

tang & (@' —b") _sin o/ —sin b’ de
tang 3 (¢ +6) " sina’ +sind”
laquelle il résulte que la somme des sinus de deux arcs
est ¢ leur différence, comme la tangente de la de.ml—
somme de ces arcs estd la tangente de leur demi-diffé~
yence, s'obtient immédiatement par une construction
géométrique fort élégante.

AM et AN, fig. 11, étant les deux arcs o’ et &', on
avra MP —sina’, NQ==sinb’; menant NC pa-
talléle au diamétre 4B, prolongeant MP jusqu’en M,

28, L’équation

Fig. 11
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A en résultera
MR=MP — NQ =sinad’ —sin b/,
MR=MP+4NQ=sind' +sind’ (14).
Cela fait, si du point C, comme centre, et d'un rayon
CD, égala celuidu cercle ACB, on décrit un arc EDG,
que I'on méne au point D de cet arc une tangente ter-
minée parles droites CM et CM', il est visible que DF
et DH seront les tangentes des arcs DE et DG, qui me-
surent les angles MCV et NCM'; et comme ces angles
ont Jeur sommeta la circonférence du cercle £CB, ila
aurdnt aussi pour mesure la moitié de
NM=AM — AN=d =V,
et celle de
NM =AM 4+ AN=—d 4-b':

.on aura donc

DF=tang 1 (a'—b), DH=tang} (a'+ ).
Mais 3 cause des paralléles MM et FH, on aura cette
proportion

MR: MR::DF : DH,
sina’—sind’ :sina’~-sind’ :: tangi(a’—b"): tangi(a’+ b’),
ce qui revient a I'équation proposée.

1l serait facile de modifier ]a construction ci-dessus de

maniére 4 en dédnire les diverses équations analogues a
celle qu'on vient de démontrer, .

2g. Comme on a souvent occasion de faire usage
des formules auxquelles je suis parveny précédem-
ment, je les ai réunies dans le tableau suivant, avec
d’autres qui s’en déduisent par des procédés faciles a.
imaginer. Les numéros qu'on lit aprés chaque formule
marquent les articles ou elles ont été trouvées, om
desquels on peut les conclure..
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Tableau des formules trigonométriques les
plus usitees.

sin @* -} cosa*=R* (10)
sina cos b sinb cosa

sin (et b) = R
cosacosb zmeinasin b (11) L
cos(atb)= i

cosasinb= LR[sin (a<4-b)—sin (a— b))
cosacosb=  1R[cos(a-b) 4 cos(a—b)]

sin acosb= lR[sin (@4 b) 4 sin &a—b)]
} (27)
sin @ sin b =—=— 'R[cos (a+b) —cos(a—b)]

sing 4-sin b= 2 sin 1 (a4 b) cos L (a—b)
os } (a4 b) sin : (a—1b)

cos I (a4 b)cos i (e —b)

sin @ —sin b =

cosa -+ cosb=

(27) '

mbalw D:!w ‘.:ol

cosa—cosb——-— sin 1 (a458)sin L (a—0)

,'m

. 2sinacosa . e
sin 2g—= (11,) sinte=1y aR*—2Rcosa (13) I
cos a*—sina® _ acosa-—I®
cos sa== = (11)

R - R
sin a*=={ R (R —cos 2a) (27)
cosa*=%1 R (R4 cos 2a) (27)
sina’-—snnb"—cosb‘—com“——sm(a+b)sm (a—0b) (11, 10)
cosa®—sin b*=cos (a4 b) cos (@—b) (11, 10)
Bama . R* R(Osa()

tanga = — (8), cota=: =
. a8 cosa ®), tnga sina

2 .
séca———, coséca: -
- cosa
Rsin(a=b) R“(fanqa"‘tanvb)
cos(ab)~ R tangatangh

C———

tang (a &= b) =

(2 )
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Suite du Tableau des formules trigonométriques.

 r— e et l
__ Resin(a4-b)

tanga-}-tang b = ms—b_
tang o — tang b = R sin (a—b)f

cos @ cos b &(8 1)
cota- cotbh= B sin (a +b) ’

. “Jr.lasmb
cot g — cotb:-—w

sin a sin b

Rt sin (a4 b) sin (a—b)
cos a* cos b*
Rt sin (@4~ b) sin (a—b) G, 1)

sin g¢* sin H*

tang a® — tang b* =

cot €*— cot b* ==

sina--sinb . tangi (a+b)_

sina—sinb tang £ (a—b) .
sina+-sinb tancr; (a4-b) . sina _ tangla
cosa—cosh ™ R ' R4—cosa. A
sina+sinb__ . catd(a—b) sina _cotiaf
Cosa—coxh R # R—cosa- R
sing—sinb__ tang 3 (a—b) > (27)
cosa—cosbh R
s$in a—sin b cot £ (a+b)
cosa—cosh ! .
cosa+cosh  cot —_(_a_—_—ﬁ)_ _séca4-séch
Cosa—cosh Ttang L (a4b) T seca—sec b J
. R ta R?
sma:——-——'—_ﬂ__ , €08 =—=——--o (8, 10)
V/ R*+tanga® -V R:d-tanga®

BR=sin 19 =c05 07 = tang M== cot }¥ ==sic cI==coséc 17
=3 séc 37 (23, %4)

sin ¢ ==} corde 2a (14)
sin (17428)=--cos b, cos (192=b) = ==sin b
sin (29726) === sin b cos (o9£b) == — cos b

sin (39=b) =~ cos b cos (31+=b)y—=*sin b (2%)-
_sin. (44+b) =sind, cos(4'Eb)y=-4cosb) -
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Bo. Je vais parler maintenant de I'application des
tables trigonométriques 4 la résolution des triangles,
pour laquelle il faut se rappeler que , par le moyen de
ces tables, lorsqu’un angle est connu, la valeur de son
sinus, celle de son cosinus, celle de sa tangente, et celle
de sa cotangente sont connues aussi, et que, récipro-
quement , quand la valeur de I'une de ces lignes est don-
née, celle de l'arc doit étre regardée comnme donnée,

Soit CDE, fig. 12, un triangle rectangle en D; de
I'un des angles aigus C, ondécrit, avec un rayon égal &
celui des tables, I'arc 4M, on abaisse PM perpendi~
culaire sur 4C; enfin on éléve la tangente AV, pour for-
mer les deux triangles des tables, savoir , CPM qui sera
celui du sinus et du cosinus, et CAN celui de la tan—-
gente et de la sécante. L’un et I'autre seront semblables
au tnangle propose et en les comparant successwement
avec celui-ci, on en tirera’

CM :PM:. CE: DE R:sinC:: CE; DE
CM:CP :: CE: CD } R:cosC:: CE: CD
CA: 4N 2 CD:DE ou R :tangC::CD:DE,

L’angle E étant complément de I'angle C, on aura

. €os C=sin E; les deux premiéres propositions peuvent

se réunir dans une seule et s'énoncer ainsi: Le rayon
est au sinus de l'un des angles aigus du triangle rectangle
proposé, comme L'hypoténuse est au c6té opposé a ces
angle. '

La troisi¢me montre que e rayon est @ la tangente
de lun des angles aigus du triangle rectangle propo-
sé, comme le coté de l'angle droit, adjacent a cet angle
aigu, est au c6té opposé.

Le rayon étant toujours donné, il suffira de connaitre
deux des trois autres termes de chacune des proportions
que je viens d’'énoncer, pour trouver celui qui reste.

Ainsi
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Aifsi, par-la premiére on déterminera toujours unede
ces trois choses: L' rypoténuse , un cdté et un angle aigu,
lorsqu’on en connaitra deux.

Je mets simplement nn angle aigu, quoique la pro-
portion  eXige que cet angle soit opposé au cété donné
ou cherché, parce qu'un des angles aigus fait trouver
V'autre sur-le-champ; et que par conséquent si celiii
qu’on connait ou qu'on cherche, ne remplit pas cette
condition, on peut employer son complément.

Par la seconde proportion on déterminera toujours
une de ces trois choses : les deux cétés d'un angle droit
et un angle aigu lorsqu'on* en connaitra deux.

1l suit de 14 1°. que, connaissant un- c6té et un angle
d'un triangle rectangle on peut calculer les deux autres
cotés; 2°. que, connaissant deux quelconques des cotés,
on peut calculer ies angles zigus.

Ces deux cas ne comprennent pas celui ot 'on a deux
cotés quelconques d’un triangle,’et’ot I'on cherche le
troisiéme ; mais celui-ci se résout immédiatement par
la propnete connue du triangle rectang]e, qui donne

CD +DE— CE etd'oul’ on tire CE== ,\/CD +DE~

SiT'on connaissait I hypoténuse CE, et I'un des cétés
de l'angle droit, DE, par exemple, on aurait

" cp=ViE—DE.
En observant que Cli—D E—(CE-+DE)(CE—DE),
et en prenant les logarithmes des deux membres de-

lequatlon CD = V(CEF+DE) (CE — DE), on
trouverait

- 1CD=1[1(CE +DE) 41 (CE——-DE)].
Lorsqu'dn construit des formules qui doivent servir

a des calculs numériques, il faut toujours tacher de les
Lrigonométrie. 6¢ édition. 3
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préparer de maniére, qu'on puisse y appliquer les lo=
garithmes commodément; c’est-a-dire qu'on ne soit
obligé de passer des logarithmes aux nombres, et de
repasser de ceux-ci aux premiers, que le moins qu'il
est possible. En appliquant les logarithmes & la re-
cherche de CD, au moyen de sa premiére expression,
on sentira bien évidemment'objet de cette remarque.

Je terminerai cet exposé des principes qui servent
a résoudre les triangles rectangles, en observant que les
deux cus traités en dernier lien, se résolvent anssi par
les deux proportions rapportées au commencement de
cet article ; car, 1°. si, connaissant CD et DE, on
veut trouver CE, on pourra calculer I'un des angles
aigus, C, par exemple, par la proportion R : tang C
1t CD : DE; ayant trouvé cet angle, on calculera
T'hypoténuse CE par la proportion R ! sin C:: CE
t DE, dans laquelle on connaitra les trois termes R,
sin C et DE. 2°. Lorsque l'on connaitra 'hypoténuse
CE et I'un des autres cétés, CD, par exemple, on
calculera I'angle aign opposé au c6té chercheé, parla
proportion R : sin E ou cos C :: CE : CD; puis on
trouvera le c6té DE par la proportion R £ #in'C ;; CE
:DE, '

31. On peut résumer ce qui vient d’étre dit sur les
triangles rectangles d'une maniére commode , en dési-
gnant leurs angles par 4, B, C, A étant I'angle droit;
et nommanta, b et c les cotés qui sont respectivement
opposés & chacun de ces angles, ainsi que le montre

Fig.13.]a figure 13. On aura d’abord par le premier principe

R:sinC:atc, R:sinB:a:b,
d'ou l'on tirera

sinf .

b
=
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Chassant a de ces deux équations , ce qui se fait ¢n di-
visant chaque membre de la premiére par sou corres-
Pondant dans la seconde,’ on trouvera
¢_sinC
"B 5B’

sinC__tangC
et comme sin B—cos C, et que —— = —=>—, il en
q os C R ?

c , . . , '
résulter a-l; }% » équationqui représente le second

principe énoncé dans le numéro précédent. -

Enhn, si l'on quarre chaque membre des deux pre-
miéres équations, et qu'on ajoute ensuite, membre &
membre, les ¢quations résultantes, en observant que

sin C* 4 sin B*==sin C*~4- cos C*=R* (10),
on aura

S
;;-}- S=1, oub’+a’=a"i.
11 suit de 12 que les deux équations

c smC b sinB

a R a K

suffisent, conjointement avec la relation qui existe entre
les angles B et C, pour résoudre tous les cas des trian—
gles rectangles.

3a. Le principe sur lequel est fondée la résolution des
triangles rectangles, conduit a celle des triangles quel~
conques, En abaissant de I'angle B du triangle 48C,
fig. 14, une perpendiculaire BD, on formera deux Fig. 14
triangles 48D, BDC, rectangles en D;on aura dans
le premier

R:snd:i 4B BD,

et dans le second

R:sinC:BC: BD,

(321
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ce qui donnera

B> BD=—sin A AB R BD=sin CxX BC,
et d’ou il suit par conséquent
sin A X AB=sinCx< BC, ousin.4 : sin C::BC: 4B,

Lorsque a perpendiculaire tombe en dehors, 'angle C
n'est pas commun au triangle 4BC et an triangle BCD ;
mais I'angle BCD et I'angle BCA, valant ensemble:
deux angles droits, ont le méme sinus (22).

La proportion obtenue ci-dessus peut se convertir
en principe général, et s'énoncer ainsi : Dans un
triangle quelconque, les sinus des angles sont entre eux
comme les cités opposes ad ces angles.

33. La méme proposition se démontre aussi de la
maniére suivante, qui parait plus analogue a I'idée que
j'aidonnée de Ia Trigonométrie , dans lesnuméros 1 et 2.

Fig. 15. ‘ Ayant inscritle triangle ABCfg 15, dans un cercle,

' si I’on décrit du centre O de ce cercle, et avec un rayon

Oa, égal A celui des tables, un cercle abc, puis quon

joigne par des droites ub, Be et ac, les points ou les

rayons A0, BO, CO ,rencontrentle cercle des tables,

on formera un triangle a/c semblable au triangle pro-

posé, et dont les cbtés ab, be et ac, se dcduxront des
tables.

La similitude des deux triangles 4 BC et abe devient
évidente lorsque 1'on remarque que les droites a0, 50
et cO, étant égales comme rayons d'un méme cercle,
ainsi que les droites 4O, BO, CQ, les triangles /0B,
BOC et AOC, ont leurs cotés £ O et BO.,, BO et CO,
A0 et €O, coupés proportionnellement aux points ¢
eth, betc,aetc, et que par conséquent les droites
ABetab, BC et bc, AC et ac, sont respectivement
paralléles : on a donc

AB: BC:4C:% ab 1 bc % ac,

on wwiabiibeitac
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Cela posé, les angles dy triangle ‘abc, ayant leur
sommet placé a la circonférence , sbnt mesurés par la
moitié de 1'arc que soutend le c6té qui leur est opposé,
et chacun de ces arcs a évidemment pour sinus la
moitié de ce méme coté (14) : donc
lagb=sinc=sin C,
1 bc==sina=—=sin 4,
1 gc =sinb=sin B,
et par conséquent
AB :BC: AC::sinC :sind :sin B.
La comparaison des triangles /OB et aOb montre
de plusque 4B tabi: 40 : a0 ,0uque 4B : asin C::
A0 : aQ,; c'est-a-dire que chaque c6té dutriangle ABC
est au double du sinus de angle qui lui est opposé,
comme le rayon du cercle circonscrit est a celui des
tables ().
34. En désignant, comme dans le n°® 31, les trois
angles par 4, B, C, etles c6tés respectivement opposés
a chacun de ces angles, par a, &, ¢, fig. 16, on aura, Fig. 16.
d’aprés ce qui précede, les proportions
sin 4 isinBiaih,
sind sinC:ia:c,
sinB isinCitb ic,
desquelles on déduira les équations

b _sinB c__sinC sinC
a” sind’

c
— e » T — [ \ ]
a sind b sinB

(*) On pourrait considérer les lignes ab, bcet ac, comme les sinus
mémes de ces angles 4, B, C,en prenantpour unité le diamétre du
cercle abe; c’est ainsi que M. Carnot los a presentées dans<louvrage
intitulé Genmetrie de Positinn, Ou 'y trouve, Faprés ceule déli-
nilion, une démonstration trés-simpic et trés-élégante de Ja propo-
sition du no 11 ct de 8¢s conséquences les plus.importantes.
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On résondra immédiatement par ces proportions un
tnang\e S A lorsqu ony connaitra deux angles et um
cbté, puidqu’alors tous les angles seront donnés, et
que Tes cotés cherchés seront nécessairemet opposés &
deux de ces angles ; si, par exemple, a est donné , ainsi
que les angles B et C, on retranchera la somme de ces
angles de deux droits, pour avoir 'angle 4, et les deux
premiéres proportions feront connaitre les cotés cher-
chés b et e : 2°. quand on aura un angle et deux cotés
dont Lug soit opposé a langle donné; si c'est, par
exemple, I'angle A avec les cbtés a ét b, on calculera
Yaogle B par la premiére proportion, et connaissant
alors deux angles, on retombera dans le cas précédent.

1l y a deux cas qui, n'étant pas compris dans ceux
que je viens d’examiner , semblent échapper a la mé-
thode : ce sont ceux dans lesquels on connaft deux
cités et l'angle compris, ou bien les trois cétés; je vais _
m’en occuper successivement.

35. Je suppose d’abord que I'on connaisse les deux
cotés a et b, et I'angle compris C. En mettant les
€quations

¢ _sinC c_ 8inC
o smd’ b sinB’
sous la forme

asin C=—=csin 4, bsinC=csinB,
pour les ajouter membre & membre, et ensuite les
yetrancher l'une de l'autre, on trouve
(a4 b) sin C=c( sin A + sin B),
(a—b) sin C=c( sin 4 — sin B);
divisant le dernier résultat par le prenuer le coté in=
connu ¢ disparait , et on a
a—b_sind—sinB
a5 sin A sin g
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Mais on a vu (27) que
sin 4 —sin B__tang } (4 —B)
sin 4 + sin B~ tang { (44 B)’
on en concluwra donc
a—b _tangi(4d—B)
a-b " tang} (44 B)
d’oit I'on déduira la proportion
a+bia—b:itangl(A-4-B):tang} (4 —B),

- quis’énonceainsi: Lasomme desdeux ctés d’untriangle
esta leur différénce, commela tungente dela demi-somme
des angles opposés @ ces c6tés, est d la tangente de leur
demi-diffeérence.

Tout est connu dans cette proportion, a I'exception
de 4— B; car si on retranche de deux quadrans la
mesure de l'angle connu C, le reste sera celle de
4 4 B; prenant par conséquent la valeur de
tang 1 (4—B), il viendra

*

+Il:><tang (44 B).

Connaissant alors les angles
3 (4+B)ety (A—B), sionles ajoute, on aura
3 (A+B)+3 (A—B)=u
et si on retranche le second du premier, i viendra

1 (A+B)—} (4—B)=B;

—

tang § (4 —B) =

(*y t aussi, pour plus de briéveté, faire la proportion
s altbiisind: B (32),
dc laquelle on tire immédiatement
a+d L a—biisin A4-sin B : sin A —sin B;
et on en conclura, par le ne 28,

a-kbia—b:itang I (4+B): tang i (A~D).
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c’est-a-dire, que le plus grand angle s'obtiendra en
ajoutant la moitié de la somme a la moitie de la diffé-
rence, et le plus petit, en dtant la moitié de la différence
de la moitié de la somme. '

Lorsqu’on aura calculé tous les angles, on trouvera
le troisieme cété par la régle du n® 32.

56. On peut aussi trouver immédiatement le troisieme
c6té , en abaissant une perpendiculaire surl'un des cotés
donnés; de l'angle 4, par exemple, surle coté donné

ig. 14. BC, fig. 14. Onaura, parla propriété cannue des trian-
gles obliquangles, 4B == AC +4- BC == a4C X DC,
le signe supérieur ayant lieu quand la perpendiculaire
tombe en dedans du’ triangle, et le signe inférieur
dans le cas ou elle tombe en dehors; de.plus, dans
le triangle rectangle BDC, on a (30) DC=BCX
sin DBC=BC><cos C, en faisant R==1: on conclura
de la ABZ::_;{—C?—{:EE_Z?——Q.A CXBCxcosC, et que par
‘conséquent ‘

AB =V 4C+ BC—24C.BC.cos C,

formule qui revient, suivant la notation établie, a

c= V'a* 4 b*— 2ab cos C,

et donnera le coté c par le moyen des deux autresaet b,
et de I'angle C. Un seul signe suffit au terme aab cos C,
parce que quand I'angle C est obtus, son cosinus est
négatif, et change par conséquent le — en ~jgy comme
Yexige la construction géométrique.

37. Cette formule ne se préte pas commodément an
calcul logarithmique ; mais comme on a

cos 2C =1 — 2 5in C*(27),
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on aura aussi

cos C—=1—2(sin} C),

en écrivant ¥ Cd laplace de C; et par cette transfor~
mation on obtiendra

c=V/a* + b'— sab -+ 4ab (siny C =
v/ (a— b)Y <4 4ab (sin L C)*

2sin: C

a—b

Faisant ensuite V/ab = tang «, il en résultera

a—b .
, puisque cosa =

c=(a—b A
( ) V1 tanga —

=== On calculera facilement tang « par la pre-

Vis tang o
miére formule ; et lorsqu’on sera parvenu a I'angle 2,
a—b

cosa

on aura par la seconde ¢ ==

88. L’équation ¢ = V/@* 4-b°— 2ab cos C fait con-
naitre l'angle C, lorsque les trois cotés a, &, c, sont
donnés ; car en élevant chacun de ses membres au
quarré , on en tire '

@ b*— c*=2qb cos C,
d'on ‘
Q40—

N e

cos C=
) 2ab

mais cette expression étant pen commode pour le cal-
cul logarithmique, il faut en chercher une autre.
. Silon écrit 2C’pour C, et qu'on mette 1 — 2 sin £
2 la place de cos C(27), on aura cette expression :
Pogiy, e P at b* 4~ oad

2ab . oab —
c—(a—b)y (ct+a—b)(c—a+b)
ey R S

2ab aab '

asin C* ==y 4.
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et par conséquent
sinC"—(c+a—b) (c—a-+5)
- 4ab
(c+a—>b) (c—a+b

2 2 .

ab !
mais il est facile de voir que

c+a—b c+a-b —5

_—

2 o 2
c—a+t+b_ t4a-+d —a:
P} - 2 )

§i donc on fait c4~a 4~ b = f, onaura, en prenant la.
racine quarrée ¢t en remettant ; C au lieude '

C_\/( f——a)( i/—8)

formule qui conduit i la régle suivante:

Pourtrouver un angle dun tnangle lorsque Ies trois
cdtés sont connus, de la demi-somme des trois cOtés re-
tranchez.successwement chacunde ceux quicomprennent
Fangle cherché ; multipliez les deux resles entre eux ;
divisez ce produit par celui des c8tés qui comprennent
Langle cherché, et prenez la racine quarrée du quotient,
wous aurez le sinus de la moitié de cet angle.

39. La solution de tous les cas des triangles, obli-
quangles ne dépend, comme on voit, que des trois
- régles énoncées dans les numéros 3a , 35 , 38, etre~
pose sur le principe dont on a tiré la solution des
triangles rectangles dansle numéro 30 : il sera donc fa-
cile, avec un peu d’attention, de retenir ces régles; et
le ca]cul des exemples que je vais donner suffira pour
mettre le lecteur en état de les appliquer.
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Exemples de la résolution des triangles rectangles.

1%, Connaissant dans le triangle rectangle BAC,
JSig. 13, I'hypoténuse a et un cbté c , trouver I'angle Fig. 13,
opposé C & ce cOté; et soit!’hypoténuse a=13"4",178,
le coté ¢==19m" 357. On aura (31), pour déterminer
sin C, 12 proportion- _

arctRsinC,

d’ou, ,
RXxc

sin C= s

et prenant les logarithmes,
lsin C=IRle—1la.

Pour plus de simplicité, on fait presque toujours le
rayon égal a I'unité : son logarithme est alors zéro, il
n’en faudra par conséquent tenir aucun compte ; et au
liewd’effectuer les soustractions, on emploie les com— -
plémens arithmétiques dont la théorie est exposée & la
fin de mes Elémens d’Algébre. Voicil'opération :

le=l7357—=... ..o i .. 0,8667008
comp. arith. la== comp. arith.113,178=8,8801505
sommeoulsinC—................... 9,7468513

qui, dans les tables ,répond a 09,377 = C.

2¢. Connaissant I'angle C== 09,5837, I'hypoténuse
a =33™,953, trouverle c6té b. On aura (31)

R:sinB ou cosC:ia’b,

d'ont
pe=C >.cos C
=——F
16 =lagw-1cos C~1R=la4-1lcos C:
or,la=133253=.................... 1,5218308
leos C=lcos 09,5837 = ................ 9,7841210

somme ou JB==.......0iiviiiiiiines.1,3059518
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qui répond, dans les tables, a 20™,2a8==5, amoins
d’un 1000° prés.

3°. Connajssant le c6té ¢ — 5391, l'angle
B = ¢9,3502 , trouver le c6té b. On aura
R:tangB:iic:b,

don
p—© > tang B
= yi i
16 =lc+1tang B —IR;
or, le=l153g1= ..........c........ 0,731669’5
Ttang B=ltang o,3502=..............9,7875255
somme onlem=s .. ...ttt 0 5199—19_45 _

qui répond , dans les tables, 4 3™,306 = c.

Exemples de la résolutwn des triangles obliquangles.
Fig.16. 1°*, Connaissant dans le triangle ABC, fig. 16,
le c6té c, les angles A et B, trouver le coté b. -

Soit 4=19,2805, B==0",5879, c¢=27"348;
Yangle Cserao! — (A 4 B) =29 —19,8684 = 07,1516,

et on aura(32)
sinC:sinBiic: b,

d’oll

_cXsinB

T snC !

1b=lc41sinB —lsin C;

or, le=127348=................... 1,4369256.
1sin B=1sino?,587g=................ 9,9718394
comp.arith.lsinC—=comp. amh lsinc?,1316=0 6877217
somme oulb=......... ... i iel.., 2 0264867

qui répond, dans les tables, & 106™,28¢ = b.

o2°. Connaissant dans le triangle A8 C les deux cotés
@, b, et Vangle compris C, trouver le troisiéme ¢6ts c.
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Soit a=—=08m 442, b=17",80c3, C=07,8426; on

commencera d’abord par trouver les autresangles. On
aura (35) .

AL B A—2B
2

a5 la—b ::tang —— *tang

d'ott

-
L

A+ B
A_B_(tang_ —2’- )(a—b)
2 a—+b .

tang

et

A—B 44 B
=ltang

2 ——+l(a—~b)—1(a-+b);

or , A -+ B=ol — Co=209—0",8406=17,1574 , et
A+ B - '

1tang

= 09,5787,

a~+b = 28,442 -+ 17,803 = 46,245,
a — b =128,442 — 17,803 = 10,639,

| tangA -; 5 ltango,b787=........ ..0,1084874
le—b)=110,63g=....... e 1,0269008
comp.arith.1(a+-5)=comp. arith. 146,245—=8,53493b2
somme ou log tangA : B =... e .9,4703234

qui répond a 07,1828 :

Donc

A+4+B  A-—B
P + Py = A=01,7615,
et A5 _A:li-;B:o?,SgSg.

Maintenant pour déterminerle coté ¢, on aura la
Proportion .
_ sinBisin Ciihic,
doit
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__b><sin cC

sin B’
et le=1b41sin C—1sinB;
or, b=11783=.......... weveees.1,2504933
IsinC=1sino9,8406—=................ 9,9865885

comp. arith.lsinB==comp.arith.lsino?,3¢59=0,2346572

sommeonlc=................ e . 1,4717389
qui répond , dans les tables, a 2g™,630=c.

3e. Connaissant, dans le triangle 4BC, Iestrms chteés
e, b, c,trouver I'angle 4.
_ Smt a=29™,037, b= 18'",743 , c=13",782.
Suivant le numéro 38, on ajouterales trois c6tés a,
b, ¢,entre enx, ce qui donnera 61,562 et de1a moitié
30,781 on retranchera successivemerit & , c; il viendra
pour restes 12,038 et 16,999 : on aura ensu)te

116,990 == .. vvriniiie e 1,2304234
112,038 —. ... i e 1,0805543
comnp. arith. 1 18,743 =............:..8,7271609
comp. arith. 1 13,782 = ............... 8,8606878
somme. ... . e 19,8988264
dont la moijtié oul'sinf 4= ........... 9,9494132

]
qui , dans la table, répond 4 07,6987 =14 : donc

= 17,3974.

4o0. Un ouvrage de la nature de celui-ci ne saurait
compter le détail des applications dont la trigonomé-
trie rectiligne est susceptible; je me bornerai i indi-
quer la solution de trois questions que I'on peut re-
garder comme la base de I'art de lever les plans.

"Voici I'énoncé de'la premiére.
FEtant donné de grandeu: et de position, sur un plan,

Fig. 17. une ligne AB » Jig. 17" déterminer , par rapport a cette
ligne, lapmmond un point G, situé dans le méme plan ,



PE TRIGONOMETRIE: 4,

ou, ce qui revient au méme, frouver les distances
AC et BC.

Pour la résoudre, il faut mesurer la ligne 4B, qui
est la base de I'opération, et les angles C4Bet CBA
conipris entre cette base et les lignes qui en joignent
les extrémités avec le point inconnu C; les distances
cherchées AC et BC, se caltuleront alors d'aprés la
régle énoncée dans le n°®32; et lorsqu'on les aura
trouvées, on construira, au moyen d'une échelle de
parties égales, sur les trois cotés donnés, le triangle
ABC, qui fera connaitre la position respective des
trois points A4, B ét C (*).

On pourra ensuite , par la résolution du triangle ree~
tangle .[4CP, dang lequel on connaitra le coté 4C et
I'angle CAP, trouver la longueur de la perpendicy-
laire CP, abaissée sur 4B, ou de la plus courte ¢is-

“tance dupoint C 4 la ligne 4B, et la grandeur du seg-
ment A4P. Ces données serviront aussi a marquer la
position du point Ca I'égard de la ligne 448, On trou-
verait de méme la situation d’ua point D, qu’on pour-
rait appercevoir en méme temps de deux quelconques
des trois points £, B, et C,

(*) Je n’insiste point sur Popération de laj h}fsg;e des angles,
parce qae lavue des instrumens gue Fon y emploie en apprend plus
que tout ce qu’on pent dire i cet égard; et que potr concevoir la pos-
sibilité de cette mésure, il suffit d’imaginer gue l'aun ait.placé sur le
point A le centre d’un secteur de cercle, don}(ie{s rayons soient
dirigés suivant les cdiés AB et AC de I'angle qu’on se propose _d_B
connattre. Ceux qui voudront se livrer 4 la pratique fle la levée des
plaus, pourront consulter le Traité de Trigonométrie de Cagholr,
Yariicle Levee des plans , dans le Dictionnaire “de Mathématiques
de I’Encyclopédie méthodique, le Traité d’(&i'l'pznt‘age de M. Le-
fevre, etenfin les Traités de Géodésie théorique et pratique‘ de
M. Puaissant, dans lesquels se trouvent les métlhodbs lesvplus exactes
et les plus propres aux grandes opérations trigonometriqucs, ainsi
qu’aux. operations de détail.



48 TRAITE ELEMENTARE

41. Lorsqu'on a déterminé immédiatementle point I}
par rapport alaligne. 4B, en mesurantles angles DAB,.
DB A, on atout.ce qu'il faut pour connaitre la distance
réciproque des points Cet D;car ayant résolu letriangle
D.AB, deméme queletriangleCA B,etretranché ensnite
P'angle DAB de I'angle CAB , on connait alors, dansle
triangle CAD, lesdeux cs 4C et AD, etl'angle CAD
qu’ils comprennent : I'application des régles du n® 35
donnelesdeux autres angles DCA, CD A, etle troisiéme
coté CD, quiest la distance cherchée. L’angle DCA
donne laposition de la droite CD; et en considérant 4C
comme sécante, la comparaison desanglesDCAet CAB
fait voir quelle est Pinclinaison de CD a I'égardde AB.

' En partant des points C et D, et considérant alorsla
droite CD comme une nouvelle base on pourra déter-
mifer de nouveaux pomts , que T'on n’appercevait pas
des deux premiers A et B; etcontinuant ainsi de proche
en proche, on hxera la pO&lthB respective de tous les
points d'un pays c'est ainsi qu'a été construlte la carte
de France, dirigée par Cassini.

42 La secnnde question dont j’ai & m’occuper, 'n’est
que la prelmere rendue plus generale » €n supposant
que le point a déterminer soit situé hors du plan sur
lequel se trouye la ligne 4B. Soit C ce point , et ABC

Fig. 18. le plan qui contient la ligne 48, fig. 18 : la position
du point C sera connue,si 'on a celle du pied C'dé la
perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan ABC,
‘et Ja longueurdela perpendiculaire CC/, qui marque de
combienlepoint Cest élevé au-dessusde C',qu’on nomme
sa projection. Dansce cas, les angles ¢’ AB et C'BA ne
sont plus ceux qu’on mesure, mais on*prend a leur place
les angles CAB et CBA , situés dans le plan CAB ,
passant par les lignes 4C et BC , menéesdes points don-
nés A et B, aupoint demandé ; et pour fixer la position

de
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d.e Ce plan, on mesure en outre P'angle DBC que fait la.
ligne CB avec laligne BD, perpendiculaireau plan 48C’,.
et par conséquent paratléle a ladroite:CC’ (*). On résout
le triangle. CBA comme dans le n° précédent, puis-
qu'on y a encore les mémes données ; ensuite, daus le.
triangle C'BC, rectangle en C’, on connait I'hypoté-.
nuse CB et l'angle C'BC, qui est la différence entre
I'angle droit DBC’ et I'angle mesuré DBC: on calcule
les cotés CC' et C'B. Le premier est la hauteur du point
C au-dessus du plan C' 4B, et sert, conjdintenient -
avec le coté AC, a déterminer 4C’ par le moyen du
triangle CAC’, rectangle en C’. Cela fait, on a les
trois cotés du triangle C' 4B, et le point C’ est par
conséquent donné,
_ 43. C'est pour plus de simplicité que j'ai supposé la
ligne 48 dans le plan auquel on rapporte les points &
déterminer; lorsqu'elle ne s'y trouve pas, il faut ob-
server de plus Vangle DBA, fig. 19, quelle fait Fig. 19¢
dans ce cas avec la ligne DB perpendiculaire au plan
A'BC', sur lequel on veut rapporter le point C. Cela
fait, on calcule d’abord, comme ci-dessus, les cétés
AC et BC dn triangle ABC, les cotés CC' et C'B,
du triangle rectangle ¢'BC; puis dans le triangle
BA' A4, rectangle en A', oti on connait 4B, et I'angle
ABA’, complément de 'angle chservé DBA, on cal-
cule BA et AA'. '

Maintenant, si I'on congoit AC" paralléle & A'C/,

(*) Liorsqu'il s"agit des points placés sur la surface de la terre, on
choisitpour le plan 4B’ un plan horizontal ; les lignes CC' et BD
sont alors verticales; leur direction est donnée par celles du fil~
a-plomb; le plan C'CB qui passe par tes lignes est vertical, et
se trouve ddierming par le point C, quon appercoit du point B,
et par la ligne DB. La ligne C'B est une ligne borizontale gom<
prigg dans ce plan,

Tﬁgonométrié. 6¢ édition. 4
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il en résultera le triangle 4C"C, rectangle en (7,
“dans lequel on connaitra AC, c6té calculé du triangle
ABC, et CC*, différence entre les lignes CC’ et
C'C" ou AA', calculées précédemment ; on pourra par
conséquent calculer AC" ou 4'C'. Voila donc le
triangle B.A4'C’ déterminé par ses trois cbtés, comme
Pest le triangle BAC’, dans le n° precédent.

44. Eu prenant arbitrairement les cotés BC et B.A,
et suivant la marche que je viens de tracer, on peut
calculer fé“triangle 4'C'B, dans la vue de connaitre
Pangle C'BA’, formé par les lignes BC' et BA' qui
sont, surde plan 4'BC’, les projections des rayons visuels
BC et B.4 menés du point B aux points A et C..

L’angle C'B.A’ compris entre ces projections, est
I'angle CBA réduit, du plan incliné dans lequel il
se trouve, au plan A4'BC’ sur lequel on rapporte les
objets , et gqu’on choisit communément horizontal. Je
donnerai dans la suite (62) une seconde maniére de ré-
duire un angle d’un plan a un autre ; mais le plus sou-
vent, comme les deux plans que I'on considére sont,
peu inclinés entre eux, on fait cette réduction par
des méthodes approximatives beaucoup plus courtes :
on en a méme dressé des tables.

Pour le present je me bornerai a faire remarquer
que si on observait aussi au point A, les angles £A4C,
EAB, et que Pon réduisit par leur moyen l'angle
CAB a langle U'4'B, puis que 'on calculit 4B,
en multipliant 4B par le cosinus de 'angle 48B4
ou le sinus de I'angle DA, connaissant alors immé-
diatement les angles C'B.4’, C' 4'B et la droite A'B,
la détermination du point € rentrerait dans ce qui
a été dit an n° 4o. i

La réduction au plan horizontal, n'est pas la seule
qu'on ait a faire aux angles obseryés : il arrive rarement
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qu'on puisse se placer aux points remarquables qu'on
choisit pour sommets des angles, et qui sont ordi-
nairement des pointes de clochers, des tours : il nait
de ld une nouvelle réduction qu'on appelle réduction
des angles au centre de la station. 1l faut consulter
sur ce sujet, comme sur toutes les attentions minu-
tieuses qu’exigent les - grandes opérations trigonomé-
triques, I'Ouvrage de M. Delambre , intitulé Methodes
unalytiques pour la détermination d'un arc du méri=
dien, et les Traités de M. Puissant, déja cités,

" 45. La troisitme question que je dois résoudre ici, a
pour objet la determination d'un point par lobser-
vation des angles compris entre les droites menées de
ce point & trois points donnés; et elle se présente
comme un des moyens les plus commodes pour placer
Sur un plan ou sur une carte, un point qui ne sy
trouve pas marqué.

Lorsqu’en la considére dans le cas le plus général,
elle se rapporte 4 la géométrie dans Pespace, et j'en
ai donné la solution graphique dans le Complément
des Elémens de Géométrie; mais quand les trois angles
sont dans un méme plan, il y en a toujours un qui est
la somme ou la différence des deux autres , ensorte qu'il
suffit d’observer ceux-ci pour en conclure le premier;
et on pent ramener les autres cas a celui-1a;, en se
servant de la réduction des angles aun plan horizontal ,
enseignée dans le n° 62.

La solution graphique de ce cas consiste 4 décrire
tur les lignes 4B et AC, fig. 20, qui joignent les trois Fig, 20,
Points donnés A, B, C, deux segmens de cercle
tapables des angles BDA4, CDA, observés au point
therché D, entre les points A et B, A et C. Les cir-
conférences des cercles se couperont d’abord au point
Qui leur a été rendy commun par la construction, et

4 -
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ensuite au point’ D', qui sera évidernment le point de-
mandé.

Je n'entrerai point dans la discussion des diffé-
rens cas que peut présenter le probléme, relativement
aux diverses situations respectives des points donnés A,
B, C, et du point cherché D} jé me bornerai a faire
remarquer que Ja somme des angles observés BD A,
CD A4 , indique si 'on est placé dans le triangle ABC,
ou en dehors. Dans le premier cas, elle surpasse deux
droits; dans le second, elle est moindre; et si elle
était précisément égale 3 deux droits, on serait placé
sur la hgne BC. Cela est trop facxle a prouver pour
que je m'y arréte.

Voici wne des manieres d’appliquer a ce probléme
le calcul trigonométrique. Les données sont les parties
dutriangle BAC, et les angles observés BDA et CD A :
je ferai en conséquence
AB=a, AC=b, BDA=a, CDA=8, BAC=y ,
et je prendrai ponr inconnues

ABD =z, ACD=y;
parce que ces angles étant trouvés, on en connaitra
deux avec un coté | dans chacun des triangles BAD et
DAC dont on pourra alors calculer toutes les parties
(34). Cela posé, les triangles BAD et D AC donneront
sin BDA isinABD . AB : AD,

sin CDA :sin ACD (i AC; AD
on sinae ssinxila’ AD_aem x,:
sin a
beiny.

sinf ’

sin 8 :siny s2b: AD—=

on conclura de 1a I'équation
asinz b sin y
sine  sinB '’
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qui revient a

a sin B sin x —b sin a sin y=o.
‘Mais, dans le quadrilatére 4BDC, on a
ACD = 4ang). droits— ADB—ADC—BAC—~ABD,
d'oity =4 angl. droits — & —fB—7y —x';
faisant pour abréger |
; 4 angl. droits—a—f—y =7,
il viendra y=4&—=x, et par conséquent

asinf sinx— b sin « (sin £ cos x —cosdsinx) =o0;

divisant tout par sin x, on obtiendra

-—~cosd )=so0,

. " . T COsXxT
asinB—bsina (sm ;=
: sin x
d’ AY
ol on conclura

cos x asin @4 bsinacosd
- =cotx— - -
sin & - bsinasingd

Si on partage cette expression en deux parties, on aura

a sin @ cos ¢
bsinasind ' sind’?

cot x —

ou bien cotxr=—=—

cos & asinf o+ )

sin d \&sin « cos &
ou enfin

cotm:coté‘(——q-smg 1 )

bsin ¢ cosd

Voila 1a question résolue,  puisqu’avec Vangle =,
on a langle y.

Note sur le Nivellement.

1 est wiile de remarquer comment, par le moyen du triangle
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Fig. 1g. rectangle ABA’, fig. 19, on a déterminé, daps le n* 43, Ia hau-
teur 44" du point A4 av-dessus du point 4" qui lui correspond
dans le plan #'C'B; parce que si ce dernier est horizontal,
la ligne AA est alors la différence de niveau entre le point A
et le méwe plan, et par conséquent aussi entre le point A et le
point B.

I’opération qui fait connaitre cette différence, est nommée
nivellement : elle s'exécute de plusieurs maniéres, suivant la na-
ture des instrumens qu’on y emploie, et I'étendne des espaces que
Ton considére; mais son but est toujours de déterminer de com-
bien un point est plus élevé ou plus bas gu’un autre, dans
le sens wvertical, ou perpendiculairement a la surface ter-
vestre. Il existe des traités spéciaux de nivellement, avxquels jo
renverrai le lecteur; mais je dois dire-ici que depuis qu’on posstde,
daus le cercle reépétiteur, un instrument portatif propre & mesu-
rer les angles avec la plus grande exactitude, on peut, comme
je D'ai indiqué ne 43, trouver immédiatement la différence de
nivean de deux points, par la mesore de I'angle que fait avec la
verticale passant par,I'un de ces points, la droite qui les joint.

J'ai supposé dans le texte les deux droites DB et 4.4 paral-
léles entre elles ; rnais cette circonstance n’a lieu pour les verticales
que dans un espace assez petit, A cause de la convexité de la sur-
face terrestre. En la supposant sphérigue, ce qui est & trés-pen
prés exact, les verticales concourent an centre €, comme le

Fig. o1, marquent les lignes 4C et BC, fig. a1 ; la ligne BA, perpendi-
calaire 2 BD, sera seulement tangeate au point 3 de ta surface
terrcstre, et la différence de niveau, suivant la définition donnée
ci-dessus, sera A« et non pas A4’ ; c’est-d-dire la différence entre
les cdtés BC et AC du triangle ABC, dans lequel on connait
le céié AB mesuré, le chié BC égal au rayon moyen de la terre
et de 6 366 198 matres, enfin I'angle B compris entre ces cdtés,
et supplément de angle observé DB.A. Cela pos¢, si on presd

BC=sa,  AC=b, AB=c,
on obtiendra (36)

b=V a2 -+ ¢* — 3ac cos K;
el cnmme c est tonjours fort petit 3 égard de ¢, je donne A cette
expression la forme

b=a{]+c=_—2accnsB ?=a{l+¥(;‘:;—605.8)}’-

a?

Faisant ensuite, pour abréger, E—cosB:m, puis développant,
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par la formule da hinome, il viendra

. cm c*m?
b:a{ x+3%':_‘}:=a {1 +T—-§_T+etc.};

ct Ia ligne cherchée 4a étant €gale 3 & — d, je supposerai b = a4,
d’olt il résultera , aprés la réduction ,
cna

~+-ete.
a

La quantité m et scs puissances se calcaleront facilement par

J‘=cm——§

M <
les logarithmes, en prenant 7o == cos B', parce gu’alors

;L:;*cos B = cos B'~ cos B == asin } (B+ B')sin; (B—B').
Quand Vangle B est droit, la ligne BA se confond avec BA';

€t si on considére alors le point ', intersection de B.A" et du
rayon AC, on a ¢ =Ba’, et & devient aa’, c’est-A-dire la distance
catre le point &’ pris sur la tangente et le point « qui loi cor-
respond sur la surface terrestre, oun la différence entre le ni-

L4 ..
veau apparent et le niveau réel. Dans ce cas m =;&-; ainsi

c? Pi3
§ = - e etc.
2a a3 + ’
ce qui fait connaltre la quantité dont la surface terrestre s’abaisse
an-dessous de sa tangente, & unc distance ¢ du point de contact.

Le plus souvent on rapporte d’abord le point A en 4, sur la
tangente BA/, puis, Acause de la petitesse de Pangle €, on
regarde les droites A4 ct 42" comme se confondant, et on prend
pour Awla somme des droites .AA' et aa’.

On peat se passer de mesurer la distance 4B, pourva gqu’on
observe 'angle £EAB en méme temps que I'angle DB.A. On con-
nalt alors , dans le triangle ABC, les deux angles B et A, sup-
plémens des angles observés, et on a (35)

b—a__tngi(A—B)
b-a twngl(A+4+B)
tang (A4 —2B)
tng ; (A+5)

Faisant, pour abréger, =m,etb=a-4J, on

trouve
4 on & aam
———— oz T T ————
2a+ ¢4 ? 1—m’
or

Y —7n

=14 mm? et ( Elém. &’ Algéb. ):
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donc J‘:nam{l-{-m-}-m’—i—e;c.},

série trés-convergente quand les angles .4 et B approchent d*ére
«droits. Le premier terme 2am , suffira le plus souvent.

Quand on opdre avec exactitude, il faot corriger les angles
EAB et DBA de la réfraction qu’éprouvent les rayons de lu-
miére en traversant I'air , de  jusqu’en B mais j’ai principale-
_ment rapporté les deux questions précédentes pour servir d’exemple
de I'application des séries A la résolutiorr approchée de certains cas
des triangles,
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CHAPITRE IL

De la Trigonométﬁe sphérique.

45. LEs triangles sphériques que I'on calcule ordi-
nairement , sont ceux que forment, sur la surface de
la sphére, trois grands cercles qui se coupent deux
a deux. Un tel triangle détermine toujours un angle
triédre ; et réciproquement, d’un pareil angle on déduit
aussi un triangle sphérique. En effet, soit 4BC, fig. 23, Fig. 2a.
un triangle sphérique quelconque, et que lon ait
mené de chacun de ses angles, au centre dela sphére
dont il fait partie, lesrayons A4S, BS, CS; les plans
ABS , ACS, BCS , seront ceux des grands cercles sur
lesquelssont prislesarcs 4 B, 4 C, BC, cotés du triangle
Proposé, et ces arcs mesurent les angles rectilignes
compris sur chacune des faces de I'angle tri¢dre SABC,
entreses arétes S et SB, SA4 et SC, SB et SC. L'in-
clinaison de deux plans se mesure, comme on sait, par
Fangle rectiligne formé par deux droites menées dans
chacun de ces plans, par un méme point de leur com-
mune section, perpendiculairement a cette ligne : il suit
_de laquesi, parle point 4, on tire les droites Af et 4K,
perpendiculaires I'une et I'autre 4,4 S, mais la premiére
dans le plan CAS et la seconde dans le plan BA4S,
Pangle rectiligne 74X mesureral’inclinaison de ces deux
Plans. 1! est d’ailleurs aisé de voir que la ligne 47 sera
tangente a I'arc 4C, et que 4K seratangente a Parc
Al et comme on prend pour 'angle que forment deux
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lignes courbes, celuique comprennentles tangentes me~
nées au point ol elles se rencontrent , I'angle 74K sera
donc, aussi la mesure de l'angle fait par les arcs 4C et
AB. 1l en serait de meme .de chacun des deux autres
angles du triancle; les inclinaisons des faces de V'angle
triedre SABCont donc laméme me:ure queI'angle cor-
respondantdu triangle sphérique BAC. Le triangle sphé-
rique et l’angz,le triédre sont composeés par conséquent de
six parties qul se coxrespnndent , 8aVOIr : 1es troiscotés
du triangle qui repondentauxanglesdesaretes de l'angle
triédre, et les trois angles du triangle qui répondent aux
inclinaisons réciproquesdes faces de I'angle triedre.

Euler, quis’estoccupéa plusieurs reprises dela Trigo-
nométrie sphérique, pour la présenter sous des pointsde
vue nouveaux, adonné, en 1779 (*), un Mémoire que
I'on peut regarder comme un traité complet de cette
branche de mathématiques. Sa forme, entiérement
analytique, m’a engagé a le présenter & mes lecteurs,
en y faisant les changemens nécessaires pour ne 1'ap-
puyer que sur un seul prmmpe et simplifier quelques
résultats.

47. Tout ce que j'ai & dire sur les triangles sphéri-
ques repose uniquement sur la construction suivante ,
qu’il est par conséquent important de bien saisir.

De P'angle Cdu triangle 43C, on abaisse une per—
pendiculaire CD sur le plan 458, du coté B.A4 opposé a
cet angle ; du point D on méne les lignes ED, DF, res~
pectivement perpendiculaires, sur $4 et SB; on tireles
lignes CE et CF, gui seront respectivement perpendicu-
laires aux lignes SA et SB ( Géomét. ). 1l suit de 1a

— e—

(*) Acta Academice Scientiarum Petropalitane , anno 1559,
pars prior; voyez aussi le Développement de la partie élémen-
1aire des Mathématiques, par Bertrand. Genéve, 1778. (T. 11
vag. 576 )
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que les angles CED , et CFD mesurent les inclinaisons
des plans CSA4 et CSB, surle plan 4SB, on, ce qui
-est la-méme chose , donnent la valeur des angles £ et B
du triangle sphérique ABC. Je désignerai dorénavant
les angles de ces triangles par la lettre placée a leur
sommet, et les cotés qui leur sont opposés, parune
lettre semblable, mais prise dans le petit alphabet; ici,
comme dans le numéro 31,le c6té BC opposé a 'angle
A, sera nommé a, etainsides autres. Le rayon des tables
etant supposé égal & I'unité, on aura alors

CE=sinCA=sinb, SE=cosCAd=cosbh,
CF=sin CB =sina, S8F=cosCB=xcosa.

Dansle triangle rectiligne CDE, rectangleen D, etdont
Yangle CED=A , on trouvera ‘

CD = CE sin CED —sin bsin A4,

DE = CEcos CED=—=sin bcos 4.
Par le triangle rectiligne CDF pareillement rectangle
en D, et dont Vangle CFD = B, on obtiendra

CD = CF sin CFD =sina sin B,
DF = CF cos CFD —sin acos B.

Les deux expressions de la ligne CD, étant égalées
entre elles, donnent d’abord

sin b sin 4 =sin asin B..... A,

résultat qui est , par rapport aux triangles sphériques,
Yanalogue de celui du numéro 3a.

Il est évident qu'on doit avoir de méme les deux
équations suivantes :
sin ¢ sin A == sina sin C,
sin ¢ sin B = sin b sin C,

Maintenant , par le point E, je méne EG perpen-
diculaire sur $B, et parle point D, je tire DH paralléle
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a SB; je forme de cette maniére un triangle rec-
tangle HDE , dans lequel HED = A4S$B, puisquen
retranchant I'angle GES de l'angle dwoit SED, on a
pour reste HED , et que I'angle ASB ou ESG estaussi
la différence entre un angle droit et 'angle GES. De
Ja résolution du triangle ZHD, on déduira par con-
séquent

HD = DE sin DEH—DE sin ¢ == cos 4 sin b sin c ;

mais SF=—=cos a=8G~+4 GF=SG 4 HD, et SG
= 8& cos ESG = cos b cos ¢ : on aura donc

cos a==cos b cos c ~cos 4 sin b sin ¢,

équation qui exprime la relation qui existe entre le
coté a, les deux autres cotés b et ¢, et l'angle gu'ils
comprennent,

Il est évident qu’en considérant en particulier chacun
de ces derniers , on trouverd de méme deux équations
semblables 2 Ja précédente; et I'on formera de cette
maniére, entre les six parties du triangle 4BC, les
trois équations

cos @ = cos b cos ¢ -} cos A4 sin b sinc

cosb =cosa cos ¢~ cosBsinasincg.....(B).
cos c==cosa cos b 4 cos Csinasind

48. Cestrois équations renferment implicitement I'é-
quation (A). Pour s’en convaincre, il suffit de prendre
Yes valeurs qu'elles donnent pour cos £, cos B, cos C,
et les substituer dans les équations

sin A% = 1 — c0s A*
sin B° =1 —cos 5*
sin C* =1 — cos C*.

On trouie par la prentiére de celles-ci,
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gin Ao, _ COS@*—3COSGCOS beosc+-cosbicoses
sin b* sin ¢*
sin b2 sin e2— cosa® +-acosacosbcosc—cosb*cosc® __
sin b*sin ¢®
.(.’:COSI’Z) ( L—cosc?)—cosb*cosc®—cosa*4-acosacoshcosc _
_ sin b*sinc® -
1—cos a®—cos b* — cosc? +acosacos b cosc
sin 4% sin ¢? .
multipliant les deux termes de cette fraction par sin a?,
et prenant ensuite la racine quarrée ; on obtiendra

#in .4 —sinq % V 1=—Cosa*— cosb*—cosc*+200s @ cos beos ¢
sin @ sin b sin ¢

Si, pour abréger , on représente par M la quantité qui
multiplie sin e dans le second membre de cette équation,
on aura sin.d== A sin a: ’

on irouvera de méme
sin B=Msinb, sinC= Msinc;

et par I'élimination de M, on retombera surles équa-
tions(A). Il est 2 proposderemarquer que les trois cotés
a, b, c, entrent tous de la mémeimaniére dans I'expres-
sionde M, car c’est pour cela qu’elle est commune aux
valeurs des sinus de chacun des angles (*). _
Les équations (B) suffiront donc pour résoudre un

—

(*) En. désignant par I¥ le numératenr de la quantité M, par 9,
R, &, trois arétes contignés d’un tétraédre quelcongue , et par a, b,
c, les trois angles gquelles forment, il résulie d'un Mémoire
A'Eafer, que le volume de ce tétraddre est égal 34 afy x § IV, et que
1 IV revient A

V/sin L (lad-b—+c) sink (a—+ b —c) sin & (a—c— b} sin }(b4-c—a)-

Duns le tétraidre §ABC, @ ==f==9==1; son volume est done
égal b ! NV (Vayez)es Novi Commentarii Acad. Petropolitance ,
T. IV, pag. 160 , et 6¢ cabier du Journal de P Ecole Polyteche
nique, pag. a0 ). ' :
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triangle sphérique quelconque , lorsqu’on connaitra trofs
de ses parties, en observant que le sinus et le cosinus ne
doivent étre regardés que comme une seule inconnue ,
puisqu’on peut tovjours exprimer Y'un par I'autre.
L’application des éguations (B) aux différens cas qui
peuvent se présenter , devient plus facile , an moyende
quelques transformations que je vais effectuer.,

4g. On peut y changer les angles dans les ctes qui
leur sont proposés, et respectivement , en observant de
donner le signe — aux cosinus. Pour le prouver, ilfaut
éliminer cos a des deux derniéres, au moyende la pre—
miére ; on trouvera

cosbh = cos bcosc®4- cos.Asin b sin ccosc-}-cos Bsinasine
€08 c== cosb*cosc 4~casAsin b sin ¢ cosb~4-cos Csinasind,

En substituant dans ces résultats 1 —sin ¢* 4 cos 2,
1 —sin 424 cos b%, ils se réduisent; le premier devient
divisible par sin ¢, le second par sin b, et ils peuvent
ensuite s'écrire am51

€0s Bsina==cos b sin c=—cos 4 sin b cosc ©
cos Csina = sin b cosc—cos A cos b sinc } ’

Si onmultiplie la deuxicnie de ces ¢quations par cosd,
qu'on I'ajoute & Ja premiére, et que l'on substitue
1 —sin .4 au lieu de cos 4%, on obtiendra

sin @ ( cos B 4~ cos A cos C) ==sin A*cos b sinc;
maisil suit des équation’s (4) quesin ¢ sin.A =< sin asin C;
faisant la substitution de cette valeur dans le second
membre del'équation ci-dessus, elle deviendra divisible
par sin a, et on aura pour résultat

cos B~ cos .4 cos C=cos b sin £sin C,

ou, ce qui est la méme chose ,

€08 B == - cos 4 cos C - cos & sin Asin C.
¥n rapprochant cette équation des équations (B), ou
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voit qu'elle se déduirait immédiatement de la seconde,
en changeant les grandes lettres en petites, et récipro-
quement, et en affectant touslescosinusdusigne —. En
effet, en opérant ainsi , il vient

—cos B = cos.4 cos C— cos b sin Asin C,

équation qui rentre dans la précédente lorsqu'on en
change tous les signes.

Larelation qu'a I'angle B avec les deux angles 4, C,
et le coté b qu'ils interceptent, existe nécessairement
dans chacune des combinaisons semblables d’angles et
de cbtés: on a donc en méme temps les trois équations

cos A == — cos Bcos C -} cosasin B sin C
cos B =—=-—cos Acos € 4 cos b sinAsin C;...(B).
€08 C =—cos A4 cos B - cos ¢ sin 4 sin B

5o. Il fautremarquer qu’en prenant les cosinus néga-
tivement, on passe des arcsa, b, ¢, etdes angles 4, B, C,
i leurs supplémens, puisque — cos.4=cos (29— A4 ) ,
—cos a=cos (2f—a ), et ainsi des autres (23). Sion
substitue ces valeursdans les équations ci-dessus, en fai-
sant , pourabréger , 21 — 4 =4, 29—a=—=a’, etc. elles
prendront la forme '

cos A’ = cos B’ cos C' 4 cosa’ sin B sin C’
cos B’ —cos A’ cos €' 4 cos b sin A'sin C'} 5
cos C' =cos A’ cos B 4 cos ¢’ sin A sin B’

équations parfaitement semblables aux équations (B) , et
qui appartiennent par conséquent dun triangle sphérique
dont les c6tés sont A’ | B, (', et lesangles o, &, ¢'.
Un tel triangle a donic ses anglesmesurés par les supplé-
mens des cOtés du triangle 4BC, et ses cétés mesurent
les supplémens des angles du meme triangle : il est dési=
gné, dans les livres de Trigonométrie, sous le nom de
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triangle supplémentaire ; et on prouve que les somniets
de ses angles sont les poles des c6tés du premier , et
wice versd.

b1. Les équationsobtenues dans le n° 4g , sous la dé-
signation (C), qui renferment cinq parties du triangle
sphenque ABC, peuvent se transformer en d’autres qui
n’en contiennent plus que quatre. Il faut pour cela subs-

sin b sin A4
tituer, au lieu de sin @, dans la premiére, s
in
sin csin.A co
et dans laseconde, —-—-—-——C (47), et comme = P —
cot p, on trouvera alors
cos bsinc~—cos Asin b cos e
cot B = =z - - :
., sinAsinb .
.- ; ...(D).
sin b'cos ¢ — cos A cos b sin ¢
cot C — - -
sin A sin ¢

1} est facile de former, & I'inspection de ces valeurs,
toutes celles qui leur sont andlogues en y permutant les
lettres d’une maniére convenable; mais il importe sur—
tout de remarquer que puisqu’elles sont déduites des
équations (B), on y pourra changer de la méme maniére
que dans celles-ci, lescotésen angles, et réciproquement .
en effectuant les cosinuset les cotangentesdu signe con-
tralre a celui qu’ils ont, et il viendra

cos Bsin C+ cos a sin Bcos C

cot b ==
sin g sin B ! )
sin B cos C~f~cosacos BsinC( " ""* :
cot ¢ == g =
sinasin C

5a. Les cinq systémes d’équations (A), (B), (B"), (D),
(D), donnent immédiatement la résolution de tous les
casque peut offrir untriangle sphérique quelconque. Le

premier



PE TRIGONOMET RIE. 65

premier exprime la relation qui existe entre les angles
©t les cOtés opposes.

53. On tire du second , les formules suivantes :

c0s @ ==cos b cos c - cos 4 sin bsinc
cos b —cosacos ¢ 4-cos B sinasinc } ,
cos c ==cosacosb 4-cosCsinasinb
cosa— cos b cos ¢

co0s.d—= - .
sin bsin ¢
cos B — cosacosc
cos B—= ——— R
sin g sin ¢
cosc—Cos A cos b
cos C= - 5
sinasin b

dont les trois premiéres font connaitre un c6té par le
moyen de deux autres et de I'angle qu'ils comprennent,
et dont les trois derniéres donnent les angles par le
moyen des cotés.

54. Le troisi¢me systéme produit, de méme quele.
précédent , six formules, qui sont :

cos A =—=—cos B cos C+smBain Ccosa
€08 B =—-~—cos A cos C -} sin Asin Ccos b
cos C—=—cos A cos B ~-sin Asin Bcosc
cos 4 ~ cos Bcos C 7

#in Bsin C
__ o8B +4-cos A4 cos C
cos b= — sin Asin C

cos C - cos A cos B

Cos ¢ == - -
sin A4 sin B *

cos g =

Les trois premléres feront trouver un angle, lorsque
'on connaitrales deux autres et le c6té qu'ils com—
prennent; les trois derniéresdonneront chacun des c6tés,
lorsque tous les angles seront connus.

Trzgonoméme. 6* édition. 5
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55. Le quatriéme systéme, en y faisant toutes les
permutations possibles , donne les six formules

cosasin b—cos Csin acos b

cot A= - -
Td sin Csin A
. sing cosb ~vcosCcosasink
cot B= e
sin Csin b
cos asin ¢ — cos Bsinacosc
cot A= —~ -
sin Bsin g

¢in a cos ¢— cos B cosasinc
cot C = . -
. sinBsinc
€08 b sin c~— ¢cos A sinb cosc
cot B — = <
sin A sinb
sin b cos c— cos £ cos b sin ¢
cot C = + - =y
) sin Asinc .

par lemoyen desquelles on déterminera denx des angles
d'un triangle sphérique, lorsqu’on connaitra le troisiéme
angle et les cotés qui le comprennent.

56. Le cinqui¢me systéme enfin conduit aux six for-
mules suivantes:

R co8 A sinB <-cos csin 4 cos B
cota= - -
sin ¢ sin A
sin.A4 cos B4-comccos Asin B
sincsin 8
cos.A sin C 4 cos bsind cos C
sin b sin 4
sin A cos C 4-cos beos Asin C
cot c= - -
sin bsin C
. cos B sin C~cos a sin Beos C
cot b= - -
sin a sin B
sin B cos C + cosacos BsinC
sing sin C e

cot b—

cotg=

cotec =
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qui serviront A déterminer deux des c6tés d'untriangle,
lorsqu’on connaitra le troisi¢ine et les deux angles entre
lesquels il est compris.

57. Les formules concluesdes systémes, (B) (B) ;
(D) et (D), (53—056), méritent la plus grande at-
tention, tant par leur élégance que par la propriété
qu’elles ont de faire connaitre siI'arc ou I'angle qu’elles
expriment est moindre ou plus grand gu'un quadrans
ou qu'un angle droit, propriété que n’auraient point
les expressions des sinus des mémes arcs. En effet,
le sinus d’'un arc étant le méme que celui du supplé-
meunt de cet arc, tant par sa valeur que par son signe,
toutes les fois que Yon ne connait que le sinus d'un
arc, il n'est pas possible de savoir si cet arc doit étre
plus petit ou plas grand qu’un quadrans; mais lors—-
‘qu'ona le cosinusounla cotangente, et qu'on saitd’ailleurs
que cet arc ne peut étre égal d la demi - cfrconférence ,
ce qui est le casdes cotés des triangles sphériques et des
arcs qui mesurent leurs angles, on voit par le signe du
résultat, sil’arc cherché est comprisou non entre 19 et 27:
‘le cosinus et la cotangente ont le signe — dans le pre-
mier cas, et le signe < dansle second. Sidonc on a soin
de donner aux quantités connues qui entrent dans les
formules rapportées ci-dessus, lessignes qui doivent les
affecter, d'aprés lavaleur des arcs auxquels elles ap-
partiennent , le signe du résultat fera connaitre l'espéce
du c6té ou de I'angle cherché ; c’est-a-dire 5'il est plus
petit ou plus grand qu’un quadrans, s’il est aign ou
obtus.

58. Ces mémesformules se simplifient beaucouplors-
que le triangle proposé est rectangle ; c’est-a-dire lors-
qu'un de ses angles est droit. En effet, si I'on suppose
que C = 1Y, on -aura

5..
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sinC=1, cosC=o0;
et il viendra

cos ¢ == cosa cos b (53)

cos ¢ = cos 4 cos == cot A cot B (b4)

sin A sin B
} 54)

cos4 =sinB cosa

cos B—sin 4 cos b

sin @ ==sincsin 4, sin b ==csin B (47)
cos B - [

cot b == m tangb = Ssmna tangB

) ' cos o .
cot @ == _cosAd .. | tang a=sin b tangAd

sin b sin 4| .
cosh cnsA> (56),d ou{

sin b
cosacosB
sing |

cot ¢ = tang b — cos 4 tang c

cot ¢ =

Itauga — cos B tang ¢
et en ne prenant , parmi ces formules, que celles qui
différent essentiellement , on aura les six que voici :

cos ¢ — cosacosh
€os' ¢ == cot A cotB
sin a = sin c¢sin A
tanga = sin b tang A
tang e == cos B tang ¢
cos A — sin Bcosa,

qui, par les renversemens dont elles sont susceptibles,
suffiront pour résondre les triangles sphériques rec-
tanglesen C, et dans lesquelsle coté c, opposé a 'angle
droit, se nomme hypoténuse, aussibien que dans les
trizmgles rectilignes. On obtiendrait des formules ana-
loguespour e casou le triangle sphérique pr0poae au~
rait un de ses coOtés égal au quadrans mais je pe m'y
arréterai pas.
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5g. Pour pouvoir appliquer commodément les loga-
rithmes aux calculs des triangles sphériques, il faut trans-
former les formules des n* 53 et 54, en d’autresdont le
numérateur et le dénominateur soient décomposés en
facteurs ; et c'est ce qu’Euler a fait d’une maniére aussi
simple qu’élégante.

cosa—cos bcos ¢

sinbsinc
comprise parmi celles du n° 53, on tire
cos (b—c)—cosa

1°. De l'expression cos 4 =

>

1—cosd= sin b sinc ()
_ cosa—cos (b 4c)
1+ cosd= sin b sin ¢ '
I — cos .A

d’ott il snit, & causede TR A =tang { 4*(27),

cos (b—c)—cosa_
cosa—cos(b+c)’
maiscos p— cos g=-—2 sin L (p ¢ )sin (p—q) (27):

' sin 2 (b——c+4a) sin§ (b—c—a
donctang ;.4 =\/ sin & Ea +bi c; sin L ((a —b—c ;'
En opérant ‘ainsi sur les autres expressions du méme
n® 53, on parviendra 3 des résultats semblables.

tangt A* =

2°. Prenant dans le n° 54, I'expression

cos A -} cos B cos C
sin B sin C ’

cos @ =

on en déduit

cos (B4~ C)4-cos 4
sin B sin C »

cos A 4 cos (B— C)
sin B sin C

__cos (B4 C)+cos A4

= cos (B~ C) +~cos A*

1 = CO8 @ == »=

1 <} cosa=

d'oll tangiae’=
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mais cos p - cos§ == 2cos3 ( pH¢) cosi (p— q)(27):

donc tang ja— —e0si(B+C-d) cosy(B+C—) ,
cos;(B—C4A) cost(B—~C—A)

formule que le signe— du numérateur ne rend pasima-

ginaire, parce que 'arc 4 4 B 4 C surpassantun qua-
drans , a son cosinus négatif (*).

3°. Les expressions du n° 53 donnent aussi

cos @ — ¢0s b cos ¢ = sin b sin ¢ cos A4
€08 b ~— Cc0s @ Cos ¢c = sina sin ccos B ;
et divisant la premiére de ces équations par la seconde,
en observant que , d'aprés les équations (A), on a
sinh __sin B
sing  sin A’

S .
(*) Evler, pour donner plus d’upiformité A ses résultats, em-
ploie touiouls les l.angentes des arcs & déterminer; mais on peut,
dans ce qui precéde » arriver un pen plus .mnplemeut au sinus,

¥°. Ona 1 —cos « ==asin - 4 (ay), et par la formule
cosp—cosgq=~—2asinz(p~4q)sini(p—q),
on trouve
cos( b—c)—cosa——nsm (b =—ca) sin; (b—-c—-a) 3
on, en changeantle sigoe de l’arq. b—.c—aetdeson sinus,
€0s (& — ¢)== c08 g==1 sin ; (a+§—c) sin ; (a-+c—~b);

mettant ces valers dans cellgs de x — cos 4, et prenant la racine
quarrée de chaque membre, il vient

sin a(ﬂ ~~b-—~c)sin % (a +c—-b)
“v sm dsin ¢
29. Si on observe de méme que
1-——cosa=2asinta*,
et que Pexpression de cos p~+.cos ¢ donne
c0s (B+4-C) 4~cas A= acos I (B4-C--.A) - cos (B+C’-—A) .

0D trogvera

sin ! g = V-—cos ¥ (J+§ ~+C) cos (B+(,—A‘
4= sin Bsin C

sin )} A==
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on trouvera

cosqg — cos b cosc sinBcosA
cosbh— cosacos ¢ “snAdcos B

Sil’on ajoute ensuite 1'unité achaque membre de cette
derniére , elle deviendra

4. Eosa —cos beosc__ - sin Bros 4 .
cosb——cosacosc . simAcosB’
et on la changera facilement en

(cos a + cosh) (1-—cos ) __ sin (A+B)

COsb —=CO5 @ COS C ~ sin A cesB’

par la réduction des deux termes de chaque membre au
méme denommateur.

En retranchant Punite an heu de I'ajouter, on aura

cosa-—cosbcosc . sinBcasA

— ————— e a— ] *

cosh — cosacesc TsnAdcos B

d’on Von tirgra

(cosa— cc;s’b)\(l-f-cos ¢) _ sin (Bw-—A_)

cos b-—cosacosc - smAcosB :

S
e e ) [T P

Divisant ca xésultat par r le precedent, il viendra

cos a—cosh . 2:i-008e sm(B-H-A)
coaa+cosb><r-—-,qosc sm (B+A)
et comme , d’aprés le tableagde la page 30,

€08 a~—=cos b
cosa - cos b

=tangi (77;"-{-(1) tang 1 (& —'d)i

sin p==agsin 3 p-L0s { P,

on trouvera
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tang 3 (b—a)tang L (b4a)cot }¢e*

__sin ; (B—A) cos 1 (B—A) ‘(a)'

sm Y (B4A)cos L (B+4)"
Mais enaj outant et en retranchant successivement 'unité

sin b sin B B
3 chacun des membres de lequatmn S

puis divisant les deux résultats I'un par lautre, on
parvient a ec;uatlon“

sin b—-sma . sin B——gin A4

sin b+ema “snBFend’

qui Peui étre transformée ainsi:
am,(B—-A)cos (B4+4)
sin & (B 4 4) cos § (B—A)"

par les formutes: du tablean de la page 3o : rhultipliant
donc entre elles, membre a membre , cette équation et
I'équation (a) . en observant que

tang': (b+a) cot3 (b+a)=1(9),

on obuenira

tang (b—a)cot (b4a) =

(sin ( B—A))*
it (@+4))r -
extrayant la.racine de chaque membre, il viendra

(tang, (b—a))’cot =

tang ; T b—a) cot} 30 V;:: gg:::))
et di\cisant_ ]'équation ‘(’,"‘) par cette derniére,, on aura
‘ _cos}(Bmed)

tang ; (a4 ) cot i

os ; (B4 4Y
k. _
En se rappelant que.;a—t-—ﬁ_tang p (9), on déduira des

deux équations ci-dessus, les expressions -
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tang } (b—a)=tang i c ':%E—E(Ti’—:-—ﬁ%
cost(B—d)
tang%(‘b-{-a):tang%ca%-_k—dg.

qui feront connaitre deux cotés d’un triangle sphérique ,
dont onaura le troisi¢éme cété et les deux angles entre
lesquels il est compris, puisqu’en désignant par &’ et a’,
les valeursdes arcs b -+ a et & — a, il en résulte

b=3(V4<d), a=1i(d¥—d).

4°. En prenant encore dansle n° 54, les équations
cos.A4cos BecosC—=sinBsinCcosa
cos B cos Acos C—=sinAsinCecos b,

et divisant la premiére par la seconde, on trouvera

cos A -~ cosB cos C__sin Bcosa__sin bcosa
cosB 4 cos 4 cosC™ sinAcosb™ sina cosh’

Ajoutant et retranchant successivement 'nnité a chacun
des membres de celle-ci, puis divisant les résultats ’'un
par I'antre, on en conclura comme ci-dessus,

cos A—cosB . _1—cosC_sin(b—a)
cosA+cosB>< 1 +4cos ™ sin(b-fa)’

tang i (B— A ) tang 1 (B-[—A)tanvg‘; o
_ _sink(b—a)cosi(b—a)

T sini(b4ta)cosi(b+a) " -.(b);

sin b—sina___s'in B — sin 4
sinb4-sina ~ sin B +sin 4

et comme 1’équation

employée dans la transformation précédente, peut
&'écrire ainsi,

in 1 (b—a)cos L (b4
tang } (B—) cot 1(B+4) = = ;((b-i-:;:ssi ((b-zg
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en multipliant et en divisant par cette derniére, ['3-
quation (b), on trouve enfin
. sin L (b—a).
tang 3 (B— 4)==coti C -—————=
ga ) *“sni(4a)
: » cos+ (b—a)
tang 1 (B4 A)=cotl C—1—
.gﬂ( + ) 2 COS.‘;‘(b-l-G),
formules qui remplaceront les précédentes , lorsqu'on
connaitra deux cétés et 'angle qu’ils comprennent.

60. Enprenant toutes les variations dont lesformules
trouvées ci-dessus sont susceptibles, on aura

sin £ (@4-b—c) sin t(a4-c—b)

A=Y e am i (et b E )
/s i(bqo—a) sni(atb—o)
tang : B=V Gt (ao—h) s 2(a-FbFo)
s [t (ado—b)ein 2(b+c—a)
tang 3 C TV sint(a4-b-=c)sin ; (a+b4-c)
Y cosi(B4-C—A)cosi (A+B+C)
gz a == co8 L(A+B—C)cosz( A4 C—5B)
tane 2 b et/ — COS%(A+C—B)C°%"?+B+C’)
—CosL e o (A48 z—
tang 2 ¢ =/ oot (At B—ChcondH 2

" cosy (A4C—B)cos,(B+(—4)

T

(*) Pour tirer ces formules de legrs analogues du numéro précé~
dent, il fant ‘obsetver que a—-f—y =a — (f—+7¥ )s etque
sin (p—g) =mesin (—p), cos (P =)= c0s (4 —P):
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b—a , sini(B—dA)
tang —=tang ;¢ m—m
b+ a © . cost(B—A)
tang == tang 3 C———,-(—mj'
c—b . _sin 1 (C—B)
tang — —=tangza ——T‘(m
c+b , cost (C—B)
tang P =tang—a (C+B)
a—c sin L (A—C
tang =tang‘;b sin & ((A+C))
a-c cos 3 (4 A-—
B—d sin (b—a)
tang 2 ‘=cot; n~(b+a)
B A . cosi(b—a
tang-—-—g—— =coty C—= o -(b+a;
: — cot sin —(c —b)
ang == cots sin (c+b)
¢ B , 4 €08 -(c——b)
ang ___COt-? m
—C sin 1 (a——c)
tang 7 = cot; B ——— Wi (a¥9
A+C . cos —(a—c)
tang —— == cots cos+ (a+ &)

Des douze derniéres formules on déduit les suivantes |, )
qui servent & trouver le troisiéme ang]e ou le troisiéme
cété d'un triangle dans lequel on connait deux cotés et

les angles opposes.
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Q(B+A)
sin % (B'—A)
tang,c—'taDSn(l"’" )COS ((’;-*-j;
sin 3 ( C+B)
sin } (C— B)
cosy(C+ B)
cosi(C—B)
tang ; b==tang j(a—c) S:E‘E—Egi_g%
cosg(,4+0)
cos 5 (A—C)
sm,(b+a)

ni(b—a)
cos,(b+a)
cos‘(b—a)

,(c+b)

—b)
(c-!-b)
(v—b)

cot { B==tang } (A—C) Eﬁff;
1(etc)

it A St nk P,
cosg (a~—c)

tang: c =tang 3( b— )

tang 3+ a—tangi(c—b)

tang } a=tangi(c+ b)

tang + b —tang i(a+-c¢ )
cot 3 C—=tang i (B—d )
cot C=tang-}; (B}-4)

cot L A=—=tang (C— B)

cot ; A=tang L (C+-B )

cot L B=—tang }(A4+4C)

Si 'on joint & ces équations , les équations(A), qui
servirontdansle cas ol I'on connaitra deux cétés et I'un

(*) Ces formaules, et les précédentes, sont cobnucs sous le nom
d’ analogw.r de Néper, parce quelles se déduisent des rigles données
par ce geome tre pour résoudre les triangles sphtnques(Lagamhmo-
rum canonis descriptio).
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des angles opposés a ces cotés , ou bien deux angles et
Yun des cotés opposés & cesangles, on aura tout ce qu'il
faut pour résoudre un triangle sphérique : ce qui précéde
peut donc étreregardé comme formant un Traité com—
plet de Trigonométrie sphérique. En combinant entre
elles les diverses formules obtenues successivement,
on en pourrait déduire beaucoup d’autres d’un usage
trés-fréquent dans les calculs astronomiques : on doit,
dans ce genre 3 M. Delambre, des résultats trés—
élégans et trés-nombreux, et des applications impor-
tantes des méthodes approximatives , ou des séries , aux
cas qui en sont susceptibles, ;

Récapitulation des formules nécessaires pour résoudre
un triangle sphérique quelconque.

61. En négligeant les variations que peut présenter
un méme cas , on ne trouve que les six suivans :

. Connaissant les trois cétés (a, b, ¢) trouver
un des angles (A).

tang: 4 = sin (a4 b—c)sint{a+c—b)
Ty 4 = sint (b 4 c—a) sinl(a-i-b-{—c)'
Connaissant les trois angles (A, B, C), trouver
un des cétés (a).

v o [ —Cc085(B+C—A)cos (A4 B+C) ‘
tangs a= o051 (A+-B—C) cosi(A+C—15) "

(*) Au lica de cette formule et de la précédente, on emploie
souvent celles-ci :

'in_:_A=VSin—;(u-l—b—c)sin-',—(n+c—b)

sin b sin c

sinl g =.\/— cos 5 (A+B+(’)cns —(B+C.,_A)
sin B sin O
obtenues dans la note de la page 70, et qui sont analogues 4 celle

dont on fait usage pour le cas semblable de Ia Trigonométrie rec:
tiligne (38).
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3°. Connaissant deux cdtés (b, c), et Langle com=
pris (A), trouver les autres angles (B, C).

cos,(b c)cot ,

tan B4+O)=
ez B+ O =7
L (B —C)— (b—c)
tang 3 (B C) = Sl_-—_(z_:'-_——) cot 1 A
Pour trouver ensuite le 3em¢'¢cjté (a), voyez la for-
mule du 6°@° cas.

wi=f |- nl

4°. Connaissantdeur angles(B,C), et le c6té com-
pris (a) , trouver les autres cétés (b, c).

sy (B—
tang & (b‘+ c) = C—O—LEIT-_{-S tang &

3 (B—

tang;‘-(b— )’-;m—(ﬂ_c) tang,

Pour trouver ensuite le 3™ angle (A) , voyez Ja for-
mule du 5™ cas,

5. Connaissant deux ctés (a, c) et un angle cp~
posé (C), trouver Lautre angle opposé (A).

sin a sin C
sinc

sin 4 —

6°. Connaissant deux angles (A , C) et un cétéop-
posé (c) , trouver l'autre cité opposé (a).

sin ¢ sin A4
=

sing = -
sin C

Pour trouver ensuite , dans ces deux derniers cas ,
Iangle (B) et le c6té (b) compris 'un entre les cités ,
Pautre entre les angles , donnés ou calculés, on chan—
gera dansles formules du 3¢™¢et du 4™ cas, & en a,
Ben A4, et réciproquement; il viendra
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cos;(a—c

tang § (4+ )= oty cotiB,
tang f (et c)= 9—01-—%—3—4_—8 tang % b

ol tout est connu, a l'exception de cot 1B et de
tang} b, qui seront par conséquent déterminées.

Au moyen de cette récapitulation et de celle qui
se trouve sur la page 68, rien n'est plus aisé que de
résoudre un triangle sphérique quelconque , en appli-

.quant, d’aprés les énoncés ci-dessus, les lettres 4,
B,C,a, b, c, aux angles et anx cdtés donnés et
cherchés. Le calcul arithmétique s'effectue par I'addi-
tion et la soustraction des logarithmes, de la maniére
indiquée dans les exemples rapportés an n° 39 ; seule—
ment on n'y emploie que la table des logarithmes des
lignes trigonométriques, puisqu'il ne s’agit que d’arcs
de cercle.’

Lorsque, dans les quatre premiers cas, les cir-
constances de la question laisseront douter si les arcs
ou les angles cherchés valent plus ou moinsdu quadrans
ou d’un angle droit , onlevera la difficulté en recourant
aux expressions des cosinus et des cotangentes desincon-
nues (57). Mais dans les deux derniers cas, il peut ar-
river que la question proposée soit susceptible de deux
solutions, et I'on s’en assurera aisément en étudiant la
maniére de construire un angle triédre , lorsqu’on con-
nait deux de ses faces et V'inclinaison de 1'une d'elles sur
la troisiéme , ou bien lorsqu’on connait les inclinaisons
de deux faces sur la troisieme, et angle des arétes
qui déterminent 'une des premiéres Je ne saurais en-
trer ici dans ces détails (*); mais en voici du moins
les résultats.

(*) 1l faut’ consulter le Développement nouvcau de la partie
€lémentaire de Mathématiques de Bertrand, tom. II | Trigono=
métrie, section V, ou ses Elémens de Geométrie, 3eme partie.
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i . ’ . .
1°. Le triangle sphérique ne peut exister que d’une
seule maniére avec les données a, c et C,

lorsque € == 19

C < 19, a1, .c>a
C < 19, a > 19, c > aol—a
C >, a L 19, c < a'—a
C>19, " a>0, c < a,
et il est susceptible de deux formes,

lorsque C << 19, a < 11, cLla
c<v, a>1, < a—a
C>11, a<9, c > 2l—a
C >, a>11, c>a

C <ou>11 a=19.

2°. Avecles données 4, Cetc, il nepeutavoirqu’'une

forme ,
“lorsque ¢ = 17
c >, A > 11, cC<L 4
c > 1, AL, . CLaied
c<Z 19,  Ad>1, C>al—A
] c < 17, A < 17' C > A
et il en a deux quand
c > 19, A > 1, cC> 4
c > 1, A < 19, C > a9— 4
c < 1, A > 19, C L2l A
c < 19’ A < 1', C < A

¢ <ou_>19 A =11,

62. Pour donner une application de la Trigonométrie
sphérique , je choisirai le probléeme suivant : connais-

Fig. a3. sant un angle MSN, fig. 23, mesuré dansun planincliné,
et les angles que font avecuneverticale SS', les ctés SM

et SN dupremier, trouver angle M'S'N’ formé sur le

plan M'S'N’ ;' horizontal ou perpendiculaire d 8§, par
lesprojections M’S’ et NS’ des lignes MS et-NS.

' Les
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Les troislignes $8’, SM et SNV, déterminent un angle
triédre dontle point § est le sommet, dans lequel on con=
naitles trois angles plans M8V, MS5S’et NSS; et puisque
ladroite §S” est perpendiculaire sur le plan V'S"M, elle
est aussi perpendiculaire sur chacune des lignes M'S’,
N'§’, situées respectivement daps lesplans S’SN, S'SM,
etformant parconséquent entre ellesunangle égal acelui
quimesurel'inclinaison de ces plans: le probléme proposé
revient donc a déterminer cette inclinaison. C’est ainsi
qu’il se trouve résofu pardesopérationsgraphiques, dans
I Essai degéometrie sur les plans et les surfaces, ou Coms
plément des Elémensde Géométrie ,n° 41.

Mais on peut obtenir 'angle cherchéen le considérant
comme faisant partie du triangle sphérique B.4C formé
par les cercles résultans dessections que les trois plans
MSN, §'SM, S'SN, feraient dans une sphére dont la
centre seraiten S, etdont le rayon seraitégala celuides
tables. On a dans ce triangle les cotés 4B, AC, BC, qui
sont les mesures respectives des angles donnés NSS’,
MSS’, MSN; et 'angle demandé e-t précisément
Yangle 4 : il se trouvera donc par la premiére régle
du numéro précédent.

Comme exemple de calcul, je suppose qu'on ait
observé

Tangle MSN de of,»bg7 — BC,
Vangle §'SM de 09,5913 = A4C,
Yangle 'SV de 07,6542 = 48.

Ces angles représentant les cotés d'un triangle sphé=
rique dont on cherche I'angle A, je fais, -

a=0,7597, b=07,5913, c=076542,
et j'emploie la formule

Trigonomeétrie. 6° édition. 6
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. sinl (a4b—c)sini(a+c—b
gin A= \/ z (e+ ) sin & ( )

sin & sin ¢

('note , page 77 ).

Les arcsi{a - b~—c), ; (@4 c—0b) se forment en
faisant d'abord la demj-somme des trois cbtés a, &,
c, et en retranchant ensuite chacun des ¢6tés qui ren—
ferment I'angle cherché (38); puis on prend les lo-
garithmes des sinus de ces c6tés, les complémens arith-
métiques des logarithmes des sinus des restes, comme
le montre I'opération ci-dessous.

o*,7697

0,5913

0,6b49

Somme. 27,0052
Demi-somme. 19,0026 19,0026
0,bq13 0,6542
17" reste. 09,4113  2°™¢ reste. 07,3484
L sin 01,4113 == g9,7796340
1. sin 09,3484 = g,7162989
Cowpl. arith. du 1. sin 09,5913 = 0,0964168
Compl. arith. du L. sin 09,6542 = 0,0674914

Somme. 19,65698411

logsint A= g, 8299205
qui, dans la table , répond a o9,47254 = 1 A4; et
en doublant cet arc on trouve 4 == 07,94508 , ou seu-
Iement 4 == 09,9451 , en se bornant & quatre déci-
males : tel est I'angle M'S'V' correspondant ala va- .
leur donnée pour l'angle MSN.
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CHAPITRE I111.
De Lapplication de ' Algebre a la Géométrie.

65. Liapsricamion de I'algébre 4 la géométrie a d'a-
bord pour but de faire servir les opérations algébriques
a combiner ensemble plusieurs théorémes de géométrie
pour en déduire des conséquences. Cest ainsi_que dans
les deux chapitres précédens je suis parvenu aux prin~
cipales formules de la trigonométrie rectiligne et de Ja
trigonométrie sphérique. Un théoréme qui établit une
relation entre plusieurs lignes d'une grandeur définie ,
PRut toujours s'exprimer par une équation ; et toutes les
transformations qu’on opére sur cette équation , étant
traduites en langage ordinaire,, donnent des énoncésqui
sont des conséquences du théoréme duquel on est parti -
mais ce point de vue n'offre qu'une trés-petite partie de
ce quedoit embrasser 'application de I'algebreala géo—
metrie. Cette branche des Mathématiques , considé~
rée en général, ne se borne pas 4 la recherchedes pro-
priétés de I'étendue par le moyen des procédés algé-
briques; on y voit encore comment on peut repré—
senter par ces propriétés tout ce que signifie une
expression algébrique quelconque, ramener sans cesse
les constructions des figures aux opérations de calcul , et
revenir decelles-ci aux premiéres: c’est ce que montre-

ront successivement les diverses questions traitées dans
ce chapitre.

L’ ¢criture algébrique, siutile pour exprimerles con-
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ditions des problémes qui regardent lesnombres, n’est pas
moins commode pour ceux qui ont rapporta la géomé-
trie. Ces derniers peuventse mettre en équation comme
les premiers , dés qu’on est parvenu a trouver dans leur
énonce la relation des inconnues et des données ; mais il
faut pour cela appeler 4 son secours quelques-unes des
propriétés de I'espéce de grandeur que 'on considére.

64. Par exemple , puisqu’un triangle est déterminé
par la connaissance de ses trois c6tés, son aire doit I'étre
aussi par cemoyen, et I'on peut se proposer cette ques=
tion :

Connaissant les trois cOtésd'un triangle, trouver lex—
pression de son aire.

L’aire d’un triangle étant égale  la moitié du produit

de sa base par sa hauteur, on voit d’abord que la ques-
tion se réduit a déterminer la hauteur; et en abaissant

Fig. 14. dansle triangle ABC, fig 14, une perpendicnlaire surte
c6té AC, on forme deux triangles rectangles , qui four-
nissent des relations entre les cotés 4B, BC, la per-
pendiculaire BD, et les segmens 4D et CD , faits par
cette perpendiculaire.

Eneffet, sion désigneparc, ¢, ¢’, les cotés 4B, BC,
AC, du triangle , par ¢ le segment 4D et par ula per-
pendiculaire BD , les triangles rectangles 48D, BDC
donneront

AB=BD+ AD, BC=BD+DC,
on observera en outre que dans le premier triangle de
la figure,

DC=AC— 4D =" —1t,

¢t dans le second,

DC=AD—AC=t—~".

En mettant au lieu des lignes les lettres qui les repré-
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sentent, et faisant attention que (¢"— t)’=(t—c¢")*,
onformera, pour I'un et 'auntretriangle, les équations

= ute 1 r=ut (" —t ),
qui, ne renfermant que deux inconnuest et , en déter-
niinent les valeurs.

Si on développe la seconde équation , et qu’on la re~
tranche de la premiére, les termes u* et £* disparaitront;
il viendra

cg— c/g — 20" t'— c”g (*) ,

d’oul on tirera

’ [/
cn_cn+cla
PV H

2c
et I'équation ¢ = u® -}~ #*, donnant
==k ‘/ ¢t —1 ?

on en déduira, par la substitution de la valeur de ¢,

celle de
Y S G
46”2
ou
N e G T
= ac” -

On peut, au moyen de cette formule, trouverla hantenr
d'un triangle quand on connait ses trois ctés ; et comme
Vexpression de son aire se mesure par la moitié de sa
base par sa hauteur, on déduira de ce qui préceéde l'aire
d’un triangle , lorsqu’on connaitra les trois cotés.

La lettre u désignant la perpendiculaire abaissée sur
le c6té ¢” du triangle proposé , aire de ce triangle sera

(*) Je ferai remarquer que cette équation, mise ons la forme
1= 1 4”2 —oa."¢, présente, par vapport au cbté ¢ , ou BC,
le théeréme dn n° 76 des Elémens de Géomeétrie.
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ru=—3% V4™ — (¢t — * F+ BY,
en mettant pour u la valeur trouvée ci-dessus.

Telle est I'expression de I'aire d’un triangle par ses
trois cotés. En la considérant avec attention, il est fa-
cile de voirqu’elle n'est pas présentée ici sousla forme
1a plus élégante qu’on puisse lui donner , car elle ne pa-~
rait passymétrique parrapportachacundes cétés c,c’,c”,
ce qui pourtant devrait étre , puisqu’en y changeant ces
lettres les unes dans les autres , elle ne doit pas changer
de valeur. Il suit évidemment dela qu’elle peut étre ra-
menée A ne contenir que des combinaisons semblables
des lettres qu’elle renferme ; et I'on atteint ce but en
observant que la quantité 4¢*c"*— (c*%—c'*<4- c™)*, étant
la différence de deux quarrés, se décompose dans les
facteurs

acc” = * o "= "%, acc’— ¢ == " - 2,
qui reviennent &
(c+ c")g_ c’g‘ ——(C —_")? +clg’
et se décomposent eux-mémes dans les quatre suivans,
c + cl + c", ¢ + C” —— c’, P + c/— cll, c’+ C”-— Ci
on aura douc
_‘!‘: ‘/(C +C’+C~) (CI+ C”——- t‘) (C—'l— C”—-—C') (C+ C?__cll).
Maintenant si 'on fait attention que
q

C'+C”-—C:(C+G,+C”)—2c

¢ +c'—d=(c+H"y—ac

¢ o & —c"=(c 4 '+ c") =2c’,
et que I'on pose c =+ ¢’ 4 ¢"==2f, on trouvera enkin
que l'aire du triangle 4B Cest exprimée par

PVl a([—q).a ([—c).2 (/=)

et se réduit a




‘A LA GEOMETRIE. 27

ViT—0 U=~

formule aussi remarquable par I'utilité dont elle peut
étre pour évaluer l'aire d’une figure plane quelconque,
quepar son élégance : elle montre que I'aire d'un triangle
est exprimée par la racine quarrée du produit de la
demi-somme des trois obtés, multipliée par les diffé-
rences enire celte demi-somme et chacun des cotés.

65. Le procédé indiqué dans les Elémens de Géo~
métrie ), numéros 234 et 268, pour trouverla hauteur
entiere d'une pyramide ou d'un coéne , tronqués
par un plan paralléle a leur base, étant réduit en
formule, conduit & une expression remarquable du
volume de ce corps.

Si on désigne par a et b, les deux cotés homo—
logues des basesd'un tronc de pyramide , ou les rayons
de cellesd’un tronc de céne, par g la hauteur de ce
tronc, par h la hauteur de la pyramide ou du cdne
entiers , on aura la proportion

. ag
a—biai.g:h, dou hA——2,
R a—b
La hauteur de la portion retranchée, étant b —g,
aura pour expression
bg

a

a—b

Cela posé ,les bases du tronc étant sémblables,

seront entre elles comme les quarrés de leurs lignes

homologues ; ensorte que, nommant S labase inférieure
et S la base supérieure , on aura

S‘S:: n-bz ou Soasz:sobl
Désignant ensuite par m le rapport des grandeurs § et
a*, il viendra



88 APPLICATION DE LALGEBRE
S=ea*m, s=b'm;
et les volumes du corps entier et du corps retranché
seront exprimés respectivement par
3 3
s
en mettant au lieude §, s, & et h— g, les valeurs

trouvées ci-dessus. Retranchant enfin ]a seconde ex—

pression de la premiére , on aura pour le volume du
tronc

1mg(a®—5%) 1

5

—gmg(a’+ab+b“)= %g(ma’-{-mab—{-_ mb*).

a—b

Or ma® et mb* sont déja les bases inférieure et su-
périeure du tronc; et si Pon fait ab = c* c= V/ab
désignera une, moyenne proportionnelle eritre les lignes
a, b, et par conséquent mab=rmc*, exprimera Vaire
d’un polygone semblable aux bases du tronc et cons~
truit sur le c6té ¢ , ou d’un cercle de rayon c.

Il suit donc du résultat précédent , que le volume
d'un tronc de pyramide ou de cdne est égal au tiers
de sa hauteur, multiplié par la somme des aires de
ses deux bases et d’une figure semblable, construite
sur un cdté ou sur un rayor moyern proportionnel
entre cenx de ces bases; et commemab =V ma*.mb*,
on vait que l'aire de cette figure est moyenne propor-
tionnelle entre celles des bases. Si on éléve sur ces
trois figures des pyramides ou des cones de méme haun-
teur que le tronc proposé, la somme de leurs volumes
sera équivalente  celul de ce tronc.

66. Dans les questions précédentes, on avaiten vue un
résultat numérique; quelquefoison cherchedes lignes.

Qu’on se propose, par exemple , d’'inscrire un quarré
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DEFG , dans un triangle 4BC, fig. 24, il faudraFig. 24.
supposer la question résolue, et chercher ensuite entre
les lignes données immédiatement par le triangle et le
cbté du quarré , unne relation qui puisse g’exprimer al-
gébriquement.

“Pour cela, on abaissera la perpendiculaire BH , que
I'on regardera comme connue , puisqu’onsaitla mener ;
et comparant les triangles semblables BA4C et BDE,
BAH et BDI, on formera les proportions

AB: BD:.AC : DE,

4B BD :; BH: BI,
qui conduisent &

A4C : DE :; BH : BI.
Cette derniére donne une relation entre les lignes con-
nues 4C, BH , et leslignes inconnues BI, DE ; mais
BIdépend de BE , car BI— BH —IH , et par la défi-
nition du quarré , JH == DE : désignant donc par aet b
les données AC et BH, et par x l'inconnue IH ou DE,
on aura

aixlbib—mx,
d’ott bx—=ab —ax.
De cette équation du premier degré, on conclut
__ab
s
Lorsque les droitesa et b sont rapportées a une com—

mune mesure, ou exprimées en nombres, la formule ci~
dessus donne , par des opérations arithmétiques , le
nombre qui exprime la longueur de la droite 7H ;
prenant ce nombre sur la droite BH , on aurale point
I, par lequel il fandra mener la droite DE.

Tl n'est pas nécessaire, pour déterminer le point 7, de
recourir aux nombres, parce que les opérations indi-

x
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quées dans I’expression de x peuvent s’effectuer sur les
lignes. On voit en effet que cette inconnue est le qna-
triéme terme de la proportion suivante :

atbiaiibizx,
et que par conséquent tout se réduit a trouver une
quatriéme proportionnelle anx trois lignes

e-b, aetb

Onregarde en général comme élégant de lier avec la
figure qui contient les données du probléme, les opéra—
tions qu'il faut effectuer pouren obtenir lasolution; on
peut en conséquence, dans la question présente, em-
ployer 'angledroit CHB & la détermination dela qua-
triéme proportionnelle a trouver. Onportera donc, sur-
HC prolongée ,

1°. HL=—=a=AC, o°. LK=b—BH,;
tirant BK, puis menant /Z parall¢lement a 8K, lepoint
I, pour lequel on aura -
HK : HL .. BH{IH,
appartiendra au c6té DE du quarré DEGF.
67. On peut atteindre de la méme maniére d des
guestions d'un dégré supérieur au premier.

On sait que diviser une ligne en moyenne et extréme
raison , €'est la partager de maniére que I'vn dessegmens
soit moyen proportionnel entre laligne entiére et l'autre
segment ; pour résoudre algébriquement ce probleme ,
on désignera laligne entiére par @, le segment inconnu
par =, l'autre segment sera a— x , et I'on aura

a.xixiq—x,
d’ott 'on conclura

Q' =—ax = %%;
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en résolvant cette équation, on en tirera
x==—1tax Vatia
Les opérations indiquées dans cette solution peuvent
g'effectuer sur les lignes, aumoyen du triangle rectangle;
car a® 41 a® étant la somme des quarrés des lignes
@ etia, le radical Y a* 4 1a* est I'hypoténuse 4C,
JSig. 25, du triangle rectangle construit sur les cbtés Fig.25.
AB==a, BC=%a. 1l ne s'agit, pour obtenirles deux
valeurs de x, que de combiner, par soustraction et par
addition , la ligne 4C avec laligne BC =1} a, ce qui
s'effectuera en portant BC de C en D sur AC, etde C
enD’ sur son prolongement ; car on aura
AD = 4C—DC = Y a*41a*—la,dob x=—AD
AD'=AC+DC =V a*Fia*}dta, don x=—AD'.
La droite 4D rapportée en E, sur 4B, parun arc
de cercle, estla solution donnée dans le n° 132 des
Elémens de Géomeétrie; et en mettant sous la forme
a@*=ax -4z,
Yéquation du probléme, on en tire la proportion
x~4aiaila.zx,
qui revient a
AD": AB 11 AB : AD,
puisque :
AD' = 4D 4 2BC— AD -+ AB.

11 suit de la, que la ligne 4D’ est aussi partagée en
moyenne et extréme raison au point D, et que le plus
grand segment DD’ est ¢égal 4 la lignedonnée 4B. On
verra plus loin (77) I'énoncé auquel répondent en

méme temps les denx valeurs de x, et ce que signifie
le signe — qui affecte la seconde,
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Les exemples précédens sulfisent pour montrer
que la résolution algebrique des problémes déterminés
de géométrie , preésente des circonstances analogues
a celle des problémes relatifs aux nombres. II faut
d’abord mettre la question enéquation, tirer I'expression
de I'inconnue ; mais au lieu d’employer le calcul arith-
métique pour évaluer cette expression, il faut effectuer
sur les lignes connues, des opérations graphiques, corres-
pondantes a celles qui sontindiquées par les signes algé—
briques. Dansla question dun® 66, dont I'équation n’é~
tait que du premier degré, c’est par les lignespropor-
tionnelles qu’on a déterminé I'inconnue , et pour la
question ci-dessus, dont I’équation montait an se-
cond degré, on a eu recours a la propriété du triangle
rectangle. Ces déterminations sont ce qu’on appelle la
consiruction des valeurs de l'inconnue; €t je vais en
exposer. les ‘principes, qui sont communs & toutes les
questions de ces deux degrés.

68. C’est une remarque générale, et qu'on aura sou-
vent occasion de veérifier , que lorsqu’il n’entre que des
lignes dans 1'énoncé d’une question, et que la quantité
cherchée est elle-méme une ligne , son expression ren-
ferme toujours un facteur de plus dans le numérateur
que dansJe dénominateur ; et chacune de ces quantites
est composée de termes homogénes entre eux. L'ex—
pression de ¢, trouvée dans le numéro 64, remplit
cette condition : les termes de son numérateur ont deux
facteurs, et son dénominateur, un seul.

11 snitdela que lorsque I'expression d’uneligne quel-
conque ne contient point de radicaux, on peut, enrepré-
sentant toutes les quantités qu'elle renferme par des
lignes, obtenir la longueur de la premiére sans recourir
aux nombres, et seulement en cherchantaveclaregle et
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le compas, des quatriémes proportionnelles & des lignes
données. Pourle prouver, il suffirade I'exemple suivant,

Soit \ E= e+~ +d3—e’f,
gh+ v
cette expression , dont le numérateur est composé de
termes contenant chacun trois facteurs, tandis que les
termes du dénominateurn’en ont que deux, appartient,
d’aprés la remarque ci-dessus, dune ligne. Sil'on fait

abc == kd?, ef=~rd,-
gh==~4d, r=kd,
on aura

& d—) _ d(k4d=K)
- d(/{” kw - k” + km -

on obtiendra donc ¢ en cherchant une quatriéme propor-
tionnelle aux trois lignes A"+ k%, k 4+ d—FK et d,
lorsque les lignesinconnues, représentées park, k', k", k",
seront déterminées. Les équations posées ci-dessus ,
conduisent a

abc _ab _c ef ef
"—f @ X K=g=0xg

n___g;h_ ‘ o la

v=E, =%
valeurs qui se forment par les proportions suivantes :

cg o p . ... OB, abc

(l.d..b.—— d.C..‘a‘.?—-—-k,
d:e::f:% d:e::%f:e—f—_-k’
dig: h:%]-’-:k”, d iz d*“klr

cherchant donc les quatriémes termes de chacune par
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les lignes proportionnelles, on aura successivement les
longueurs des lignes représentées par
ab abc ef e&f gh 12
TEF L E DD
qui donneront
B, K, 1" et k%;
et avec celles-ci on trouvera ¢.

On reconnait sans peine que 'esprit de laméthode
dont je viens de faire usage pour construire une ex--
pression algébrique, consiste a transformer le numé—
rateur et le dénominateur de Pexpression proposée ,
en produits d’un certainnombre de facteurs simples ou
du premier degré, ce qui est toujours possible parles
moyens que j'ai employés. . :

Il y a des cas ou cette transformation pest s’effec-
tuer immédiatement, sans qu'il soit besoin d'y intro-
duire des indéterminées : tel est celui de I'expression
gn € (a*—b?)

e !
dont le numérateur équivaut a

¢ @+b) (a—b),
et dout le dénominateur peut s'éorire ainsi,
VEFrs < VEF
_ (a—b(a+b)c
TVErEVer
ce qui s'obtient par les proportions
pearny <P Gike sl D L
Vot b ad-biic: Vel
(a+b)c (a-—b) (a4-b) c '
‘/az+bn' ‘/aa+ba‘/aa+b2'

il vient alors

Vatbia—b::
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Le radical employ¢ dans ce calcul se construit facile-

ment, caril exprime I'hypoténuse d’un triangle rectangle
dont les cotés sont a et b.

6q. Le triangle rectangle et le cercle fournissent les
moyens de construire la racine quarrée d'une quantité
quelconque exprimée en lignes. L'usage du premier est
¢évident, lorsque la quantité comprise sous le radical est
la somme ou la différence de deux guarrés. En effet, on
a, dansce cas, V a*J 0% et YV u*— b*; 'une de ces
expressions peut étre regardée comme ’hypoténused’un
triangle rectangle dont les cotés sont aet b, et L'autre
comme I'undes c6tés adjacens a I'angle droit , dans un
triangle de méme nature , dont I'hypoténuse serait @,
et le troisiéme coté b.

On construira, par vpe suite decestriangles, I'expres-
sion V/ @*4-b*~+c*Fd- ‘ayant obtenud’dbord V' a*~-b%
on représentera cette ligne par « , ce qui donnera

a* + ba. — d.‘,

et la quantité proposée deviendra
‘/a“ + 4 d* 5
on construira le radical {/«* 4 c* comme le précédent;:
etnommant 3le résultat de cette opération , on aura
=

il ne restera plus qu'a trouver {/ B4 d*, ce qui se fera
en prenant I'hypoténuse du triangle rectangle dont les
cttessont B etd. [ est facile d’étendre ceprocédé au cas
ot le radical a construire contiendrait un nombre quel-
conque de quarrés.

70. Je passe maintenant & 'emploi du cercle dans
P'extraction des racines quarrées. On sait que la per-
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pendiculaire élevée sur un diamétre est moyenne pro-
portionnelle entre les deux segmens de ce diamétre
( Géom. 130); on obtiendra donc V/ ab en faisant,

Fig. 26.fig. 96, AP —a, BP =01, et décrivant un cercle
sur la somme 4B de ces deux lignes, prise pour dia-
métre : la perpendiculaire PM, élevée sur le point P,
étant moyenne proportionnelle entre AP et BP, sera
V ab.

On peut encore trouver une moyenne proportionnelle
entre deux lignes quelconques a et 5, en prenant la
plus grande des deux pour le diamétre 4B du cercle,
et portantl’autrede 4 en P; élevant ensuite I'ordonnée
PM, et tirant Ja corde AM, on aura la moyenne pro-
portionnelle demandée ( Geom. 131).

A V'aide ‘de ces méthodes, on construira tous les
radicaux du second degré, quelle que soit la quantité
quils renferment. Soit pour exemple

def
2 b._..__:
\/a—}-c z

on fera bc = ak, i;‘fzak'; Pexpression propo-

sée deviendra

Vatak—akl = V(e k—K)a,

et pour I'obtenir, il suffirade prendreune moyenne pro-
portionnelle entre deux lignes, respectivement égales a
a+k—K eta: il estd ailleurs evident que les quantités
k et k' se détermineront par les lignes proportionnelles,
d'aprés ce qui a ¢té dit, n° 68, puisque les équations
-dont elles dépendent, donnent

k:[—f, K= ﬂ,
a ag

et conduisent par conséquent a ces proportions :
ab
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atbitctik,
atdile: — ‘f"—E:d-—eJ—.—::k’

, 5 it

71. La quantité que 'on se propose de construire
pourrait ne pas étre homogéne ; mais celan’arrivera que
lorsqu’on aurafait quelques lignes égales al'nité, ou que
I'on aura représenté un nombre par une lettre, ou une
ligne par un nombre ; et les nréthodesindiquées ci~dessus
ne seront pas arrétées par cette circonstance, pourvu
qu’on fasse reparaitre, dans tons les termes o elle devait

se trouver , et avec des exposans convenables, la ligne
prise pour unité.

- . be Ve '
SiYon avaxt\/a+ i et que Pon siit par Te-,
noncé dela question quiauraitconduitd cette expression
qu’elle doit appartenir 4 une ligne, on verrait que
chacun des termes compris sonsle radical devrait étre
du second degré, et que par conséquent en désignant

bend
L'unité par a, il faudrait écrire an au lien de a, et —; =

ay lieu de -(—ia , ce qui ne change rien a la grandeur ab-~

soluedeces quantités, puisque n== 1 == n’, eten général
n™ = 1, quelle que soit m. On aurait de cette maniére

Vart B =/ (e 55,

qui se construirait facilement,

Jobserverai que, d’aprés ce qui précéde, on pour-
rait extraire , par une opération graphigue, la racine
quarrée d'un nombre quelconque, -en prenant une
moyenne proportionnelle entre deux lignes, dont 'une
représenterait l'unité , et 'autre aurait avec celle-cile

Trigonomsirie. 6¢ édition. 7
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rapport marqué par le nombre proposé. V1, par exem-
ple, s'obtiendrait en prenant une moyenne proportion-~
nelle entre deux lignes, dont une serait les  de I'autre ,

puisque ‘/%: V1x L.

732 Rien n'est plus facile maintenant que de cans-
truire l'expression des racines de I'équation du second
degré x* — ax=— b%, qui pentreprésenter toutes celles
de ce degré. Ei effet, en tirant la valeur de =, on a

x:lai'\/m

il ne s’agit que de construire le radical V/'1a* + & b’(69),
et de prendre ensuite la somme et la dlfference du re-
sultat et de la hgne 3 @, pour obtenir la grandeur de
chacune des racines de 1a proposée.

Si cette équation était de la forme x*—ax =—b°,
on aurait
: N
x=iax \/ﬁa"— b*;

sa construction , dans ce cas , ne différerait de celle du
précédent , qu'en ce que le radical serait exprimé par
Yun des cotés deV'angle droit d'un trianglerectangle, au
lien de I’étre par I'hypoténuse, et que ce triangle ces-
serajt d’exister sil'enavaitfa<? b, parce qu'alors ayant
pris sur 'un des cétés d’un angle droit 4BC, fig. a7 ,
une grandeur 4B ==b, le cercle D £, décrit’ du peint A4
comime centre,avec un rayon qui serait moindre que 45,
n’atteindrait pas antre coté BC. Cette circonstance
s'accorde avec la théorie des.équations du second de-
gré, qui donne des racines imaginaires pourle cas dont
il s'agit.

On pourra®appliquer ce qui précédeila-question sui-
vante: Etant donnée la somme ou la différence des deux
cétés contigus d’un rectangle et son aire , construire ce
rectangle.
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En effet, soient 5 la surface du triangle demandé,

alasomme ouladifférence de sescotés contigus,etx'un

.d’eux ; Pautre'sera exprimé par a— x dgns le premier

cas, et par @ -x dans le second; la surface sera

(a— x) x pour le premier cas, et (@-}-x)x pour le se-
cond ; ensorte qu’on aura ces deux équations :

ax — x* = b?, ar 4 = b,

lesquelles étant résolues, donneront des valeurs de
constructibles par la méthode précédente.

73. Il n’est pas nécessaire de résoudre les équations
du second degré, pour trouver graphiguement les ra-
cines; on les obtient immédiatement, par les propriétés
des lignes droites qui se coupent dans lecercle.

L’équation x* 4- ax = b* étant mise sous la forme

x (x4 a) = b2,

se rapporte & la propri&jé des sécantes et des tangentes
qui partent d’'un méme point{Geéom. 128); carsi on dé-
crit, fig. 28, sur un rayon 8C=1a uncercle, qu’onlui Fig. 18.
méne unetangente .48 dontlalongueursoit &, et que par

les points 4 et C on tire une sécante .4C, en nommant x
la ligne AD , on aura évidemment

AD = AD4DD' 2= AD 4 2BC —==x 4 a,
etla propriété citéeplus haut, donnant ADxAD’::—dZ';
il enrésultera

x {x-{ya) =0,
ce qui est P'équation proposée.

Si I'on avait x* — ax =—b?, il faudrait faire x == A D’
on aurait alors

AD—=x —a, et z(r—a)==5

La construction présente , n’étant sujette & aucune
exception , montre que tant que b* sera positif dans

7.
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le second membre, en méme temps que x* 'est dans
le premier, les racines de I'équation proposée seront
toujours réelles.
L’équation a*—ax==— b°se change enax —x*=1>?,
et peut alors s'écrire ainsi:
x(@a—x) =20
Sous cette derniére forme elle serapportea la propriéte
PP prop
des cordes qui se coupent dans le cercle; car silon
décrit sur un diamétre 4B—=ua, fiz 29, un cercle
» JIg 29, ’
qu'on éléve au point 4 une perpendiculaire 4C=5,
qu'on tire ensnite CHM paralléle & 48 et que parles
points M et M’, ot CM rencontre Je cercle, on abaisse
sur A8, les pevpendiculaires PM et P'M’, on aura

AP ¢ BP == AP (4B— AP)=PM ,

ou
AP (d— AP) =b*,
puis - .
AP X BP' = AP’ ( AB — AP Y=P'M’,
ou

AP (@~ AP )==b*:
d’oit on voit qu’en prenant successivement pour x les
droites AP et 4P’ on retombera surl’équation proposée

ax —x*==b*

et que par conséquent les droites A/Pet 4P’, obtenues
par les procédés ci-dessus, sont les valeurs de l'in-
connue x.

Il est visible que quand .4Csurpasserale rayon du
cercle on L a, ladroite CM nerencontrera plus le cercle
et ne fournira par conséquent aucune détermination ;
mais alors les racines de I'équation proposée seront
imaginaires.

Les racines de I'équation x°+- ax =~ b* nedifférent
de celles de I'équation x*— qx:=~— 0% que parce
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qu'elles sont affectées dn signe —; mais leur grandeur
s'obtiendra toujours par la construction que je viens
d’indiquer.

74. Dans’applicationde I’ Algtbrea la Géomeétrie, le
signe —g'interpréte en général comme & I'égard des
nombres, en renversant d’'une certaine maniére I'énoncé
de la question, ou en prenant leslignes quiensont affec—~
tées , dans un sens contraire a celui ot on les avait sup-
posées d’abord.

Avant d'aller plus loin, je dois rappeler quelesquan~
tités négatives tirent leur origine des soustractions qui
ne peuvent s’effectuer dans l'ordre ou elles sont indi-
quées, parceque la quantité a retrancher se trouve plus
grande que celle dont on doit la retrancher. On recon—
nait par cette circonstance, qu'il y avait erreur dansl'é-
noncé de la question, ou an moinsdans son application
au cas particulier que 'on a eu en vue ; et en redressant
cette erreur, c’est-a-dire en modihiant I'énoncé de ma-
niérea rendre possiblela soustraction qui n’a pus’exécu—
ter, on parvient dun résultat positif ; mais pour certaines
questions,pour toutes celles quiménenta des équations du
premier degré, par exemple, on n’apas besoindeprendre
cette peine. Le signe du résultat indique Iui-mémeleren-
'versement dont 1'énoncé est susceptible; et les valeursneé~
gatives,employéesconformément auxrégles établies pour
effectuer les opérations sur les quantités affectées du
signe —, satisfont aussi bien aux questions que cellesqui
sont positives : c'est pour cela que l'on a change la
deénomination de racines fausses, que les analystesdon-
naientautrefois aux racines négatives des ¢quations.

C’estdonc aussi parla soustraction que I'on doitexpli-
quer, sur les figures géométriques , les valeurs négatives
que PAlgébre donne & certaineslignes; et pour soustraire
une ligne d'une autre, il suffit de porterla premiéresurla
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seconde, A partir de 'une des extrémités de celle-ci:mais
il ya, surcette opération graphique, quelques observa-
tions & faire, qui tiennent a la maniére dont les lignes se
décrivent,

Soit d’abord CD, fig. 3o, laligne asoustraire de 4B;
comme la premiére est moindre que la seconde, en
portant cette premiére de B en ¢, leur différence Acsera
placéealadroite du point £ ; maissi 'on avait a retran-
cher C'D’, plus grande que 4B, et qu’on portét toujours
sur AB, a partirde la méme extrémité B, ladigne are-
trancher, la différence desdeux droites proposées serait
marquée en Ac’, sur le prolongementde 4B, et serait
placéea gauche du point 4, c’est-d-dire d’un c6té op-
posé au résultat Ac de la premiére opération : c’esta ce
changement de situation que répond le signe —.

Ilsemblerait, au premier coup-d’eeil ,"que’on devrait
effectuer la soustraction indiquée sur les lignes C'D’ et
AB, enportant la plus petite snrlaplusgrande, car ¢’est
ee que l'on fait sur les nombres, lorsquon 6te le plus
petit du plus grand ; mais il faut observer, a 'égard des
lignes, qu’elles sont en général employées a marquer
des distances a un certain point augnel on en rapporte
d’autres,et qu'on regarde commefixe; elles prennent donc
leur accroissement par Pextrémité opposée & ce point ,
et alors la sounstraction, qui, par sa nature, est inverse de
P'addition de laquelle résultent en général les accroisse-
meus, doits’opérer aussien sensinverse de celle-13, et par
conséquent en allantvers le c6té ot les lignesdiminuent.
De la vient que si le point A surla droite 4 Bestle point
fixe dont je parle, la soustraction de CD ou de C'L/
doit s’'opérer apartirdu point B. Lacontinuité deslignes
et la possibilité de les prolongerindéfiniment danslesdeux
sens, donne a Jeur é¢gard le moyend’opérer , comme on
vient de le voir, la soustractionde la méme maniére ,
quoique la quantité & soustraire soit deverue Ja plus
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grande des deux. Voici un probléme fort simple qui
confirmera ce qu'on vientde lire.

75. Mener dans un triangle donné ABC, fig. 31, Fig. 31.
parailélement au c8té AC, une ligne DE qui soit égale d
une Ligne donnée MN.

Les cdtés du triangle étant donnés, je ferai
AB—a, AC=0b, MN =c;

et je prendrai pour inconnuela distance 4D, parce que
Ja position d'une ligne paralléle a une ligne donnée,
est déterminée par un senl de ses poinis. En faisant
AD —=x, jAurai BD =a—ux, et les triangles sem-
blables BAC et BDE donneront
"AB i AC :: BD : DE,
ou
a.bilae—xc;
donc
ab—bxr =ac,
_ab—ac _a (b—c)
- b T 6
La valeur de x se construit (68), en retranchant de
AC =0, ladroite CF= ¢, puis tirant FD paralléle a
CB; car la similitude des triangles ABC, AFD, four-
nit cette proportion :

AC 4B :: AF 1 AD
ab—c)
—

bratb—c I x==

Sila ligne MN devenait plus grande que AC, ellene
pourraitplus trouver place dansI'intérieur du triangle
ABC: 1l faudrait prolonger les cotés 4B et BC ;mais
alorsle pomt D passerait en D’ de I'autre coté du pomt

A , et c'est précisément ce qu'indiquent le calcul et la
construction.
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En effet, si l’on aM'N' > AC., il enrésulterac>b;
la quantité b-—- csera par consequﬂnt négative ; mais .en
faisant la soustraction des hgnes, commeil a été indique
dansle numéro précédent , le point F passeraen ', etla
ligne F'D’, menée par e point F” parall¢lement 4 BC, ne
pourrarencontrerquele prolongementdu cété ABenD’.

76. En général, toutes les fois qu'il s’agit de distances
rapportées a un peint fixe et-comptées sur une méme
hgne ou sur des lignes paralléles, celles qui sont affec—
tées du signe — doivent se prendre dans un sens opposé
a celles qui-sont affectées du signe .

En effet, si)on considére la sitvation respective de
deux points dont les distances & une droite quelconque
soient exprimées par a+b et a—c, il est évident.
que la distance mutuefle de ces points est & ¢, puis-
que @ - b = (@ —c) == b+ c; et pour les placer de
cette maniére par rapport 4 une droite quelconque A4'5’,

Fig. 32.fig. 3a, il fant tirer d’abord, soit d’'un cété, soit de
Pautre de cette ligne, aune distance 44’ = a, une pa-
ralléle 4B, puis mener ensuite deux autres lignes paral-
léles & celles-ci, I'une QM , en dehora des premiéreset a
une distance 4Q =5, l'autre Q'M’ en dedans et 2
unedistance 4 Q'= c. Par ce moyen, tous lespoints, tels
que M et M, placés aux rencontres des derniéres pa-
ralléles et d'une perpendiculaire alaligne 4'B’, auront
entre eux la distance exigée, etse trouveront dans une
situation opposée par rapporta la parall¢leintermédiaire
AB, de laquelle leurs #loignemens respectifs sont mar-
qués par + b et — c. Il est facile de voir qu'ils seraient
tous deux du méme coté de 4B, siJeurs distances 4 la
ligne A’ B’ étaient exprimées par a4 b et a 4 ¢, parce
qu’alors leur distance mutuelle serait b —c.

C’est ainsi que les sinus, qui sont les distances des extré~
mitég des arcs au diamétre 44’, fig. 10, et les gosinus
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qui sont les distances au diamétre BB’, changent de
signeen passant d’'un c6téa l’autre de ces diamétres (23).
La tangente suit la mémeloial'égard du diamétre 4.4,
et par la méme raison.

77. Ces considérations ne s’appliquent pas aussi im-
médiatementa la sécante, parce que sadirection change
2 chaque instant : cependant elle n'en a pas moins un

signe propre a ses diverses situations, et qui se tire de son
. . R* . . .

expression analythue séca= E—— ; mais ce nest, en

08 a

général , que par rapport aux lignes qui conservent la
méme direction, que le changement de signe répond
toujours immédiatement au changement de c6té (*).

Lesdroi* :8 4D et AD', fig. a5, quireprésentent les Fig. 25.
racines de I équation dusecond degré a*—ax = z* (67),
quoiqu’appartenant & des valeurs de signes différens,
ne sont pag opposées ; mais s'il s’agissait de lesappliquer
a la solution d'un probléme ot ellesseraient considérées
comme des distances & un point fixe , mesurées sur une
ligne de direction constante, il faudrait les porter de
différens cotés de ce point , d’aprés larégledu n° 76.

Eneffet, le probléme du n° 67, par exemple, peut

tre énonceé ainsi:

Trouver surla droite AB ==a,un pointE, tel que sa
distance AE au point A, soit moyenne proportionnelle
entre sa distance d 'autre extrémité B et la ligne en-

(*) On peut, ce me semble, donner une e:ﬁplication assez naturelle
des changemens de signe de Ja séeante, en obsetvant que ceite ligne
prend réellement uue situation opposée , lorsqu’elle atteint la tan-
gente par Vextrémité opposée & celle ol elle y arrivait d’abord. En
-effet, dans les arcs BA" et .4'B’, pour lesquels I'expression analy~
tique de la sécante est négative, ce n’est plus le rayon CHM quiat-
scint la tapgente JVIY?, mais le rayon opposé.
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tiére AB. Les deux valeurs de Yinconnue étant alors
AD et AD', la derniére, qui se trouve affectée dn
sjgne — , doit étre portée en AE’, au-deld dupoint 4,
par rapport au point B. Cette conclusion est facile a~
vérifier, car la valeur de 4D’ répondant 3 —x dans
Yéquation a®— ax = z*, vérilie I'équation a’+f-axr = a*,
_qui résulte du changement de 4~ x en —x; et cette
derni¢re équation fournitla proportion
__ atzixiizxia,
qui revient &
AB+ AE', ou BE:AFE::4E:4B.
-
Le probléme suivant est encore trés-propre a faire

connaitre comment il faut interpréter les diversessolu-
tions qu’offre une méme équation.

78. Par iin point E , fiz. 33, placé comme on voudra
a légard de deux droites AB et AC, perpendiculaires
entre elles, mener une droite de maniére que la partie
D'F’ de cette droite, interceptée entre les deux lignes
proposées |, soit d'une grandeur donnde m.

Pour connaitre la position delaligne D' F’ déja assu-
jétie a passer par le point donné E, il ne faut qu'en dé-
terminer un autre point, qu'on peut choisir conne on
voudra; je prendrai pour cela 4D, et puisque le point
E est donné, je supposerai connues lés lignes GE et

"HE , menées de ¢e point parallélement aux lignes A5

et AC: je ferai en conséquence
GE=a, HE=b, AD'=y.

Cela posé, les triangles semblables EGD’ et FAD/
donnent : .
GD' : GE:: AD': AF';
mais :
GD' = AD' — AG = AD' — HE = y — b3
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donc

a
y,-b:a::y:AF'=F_lZ.

Le triangle F”. 4D’ étant rectangle en 4, foprnit I'équa-
tion

AD" 4 AF =D'F" .
qui, par la substitution des valeurs de AD', AF’ et
D'F’, devient

R ey o
—t __—m?,.

)’ + ( y — b)s
et
yh—2by? (B +a>—m*) yif2bmly—bmi=0 (1),

lorsqu’elle est développée et ordonnée.

Cette équation monte au quatriéme degré , parce que
la question proposée a , en général, quatre solutions. On
voit en effet, par 'inspection de la figure, que I'on peut
remplir de guatre maniéres différentes les conditions du
probléme proposé, savoir:

Par les deux lignes D' F’ et D"F", menées dansl’angle
dioit BAC, ot sa trouve placé lepoint E;

Puis par les deux lignes D"F" et D""F" , menées
dans Jes-angles CAB et BAC, adjacensa I'angle BAC.

1l n’est pas difficile de voir que les solutions d¢ 'angle
B AC peuvent devenirimpossibles, lorsque lagrandeur m
est an-dessousd’une certaine limite qui dépend de la posi-
tiondu paint E, al'égarddesdroites 4B et AC, mais que
Jesdevx autres solutions seront toujours réelles; car les
lignes F*D™ et F"" D", peuvent passer par le point A,
ce qui les rendrait pulles, ou devenir paralléles, 'une
A 4B, lautred AC, et par conséquent infinies.

Il n’est pas moins évident que la question se simpli-

fierait, sans perdre aucune de ses solutions, sion pre-
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nait le point £ a égale distance des droites 4C et 4B ;
car il suffirait alors de connaitre une de celles de I'angle
B A€ et une des deux autres, pour les obtenir toutes
les quatre.

Si on saviit mener D'F”, par exemple , onen conclu-
rait DF", en prenant AF"=— 4D’ i cause que le point
E serait semblablement placé & I'égard desdeux droites
AC et AB; et on déduirait, par la méme raison,
D"F"" de D"F”, en prenant AF"=— AD".

D’aprés cette remarque, je ferai GE=HE, oua=b;
et I'équation proposée deviendra '

yt— aay’4-3a’y*~m* ( y*—aay+a*)==o0...." (2).

On ne voit pas encore comment cétte équation pent
étre résolue plus facilement que la précédente; maisla
relation observée ci-dessus, entre les diverses solutions ,
vamettre la chose en évidence.

Les triangles D' AF" et D" AF", D" AF" et D" AF",
étant égaux, il s’ensuit que les angles D'F' A et D"F" A,
D"F" A4 et D" F" 4, sont complémens I'un del'antre,
et que par conséquent, dés que 1'on connaitra les angles
D'F'4,D"F" A, on aura les deux autres, et toutesles
solutions de la question seront connues. Mais puisqu’on

‘n’ade cette maniére que deux solutions & trouver imme-
diatement , il estavantageux de déterminer 'angleque la
droite , comprise entre les lignes 4B et AC, doit faire
avec 'une de ces lignes avec 45, par exemple.

En prenant pour inconnuela tangente de cet angle, le
triangle D'EG montre que _

DG _y—b_y—a

tangD'F'A:tangD’EG::—G-E__ — =

) .Y —a
Si on talty =%z, on aura
a b

y=ata,
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et substituant cette valeur dans I'équation (2) , il vien-
dra , aprés les réductions ,

aizt 4 20iz3 4 (2at — a*m*)z* 4 2aiz +-at=o0,
(22— m?)

ou z.4+2z3+——‘-1-a———z’+ 2z 4 1=<0. 3

Il est maintenant visible que si la quantité 2" satisfait
S oy 1 . .
cette équation, la quantité — y satisfera pareille~

ment (¥) ; et en I'écrivant ainsi:
m’
zh e 9284 222 "0z -1 = ?—z’,

on reconnait sans peine qu'en ajoutant z* a chaque
membre , le premier devient un quarré parfait,

24023 - 92° 4= 22 4= 1 F 22 = (2P 5= 1)
S . 1
en a donc .
mﬂ
Etabr =",
d’'on
m2
B2zd1=t2 -Ea—+1,
ce qui revignt a )
— 2 2
z3 +____a_,_ \/_m_'__-}—a z41=o0.
a

Cette équation doit étre considérée comme équivalente a
deux équations du second degré, & cause des deux
formes dont le coeflicient de son second terme est

(*) Cette équation est de celles qu’on nomme réciproques. On
trouve dans le Complément des Elémens &’ Algébre, 1a manidre
de les abaisser autant qu’il est possible ; et par Ja transformation
indiquée & cer effet, la proposée se réduit sur-le-champ au sccond
degré. ’
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susceptible ; et faisant, pour abréger ,{/ m*4- a*~=n,
elle donne successivement

a—n
24 z-1=0,

w2t

Si on désigne par z’, 2", les deux racines de la pre-
midre , et parz”, 2", celles de laseconde, on aura, en
vertu du dernier terme égal & l'unité,

z+1:=o

22" =1, 2z =1,

et comme z exprimela tangented’un angle, prise pour
unrayon =1, il s’ensuit que les valeurs 2" et 2" appar-
tiennenta deux angles complémens 1'un de I'autre , et
qu'il enestdé méme de 2”etz" (g), conformément & ce
qui a été remarqué, page 108. ,
En résolvaht les équations ci-dessus, il vientpar la
premiére ,
a—n

z=— i".—lz \/(a—n) — 4a*

2a
par la deuxiéme ,

atn

2a

L=

=L VT

mais

V(a—n)y—4a* = V/(n4d) (n—3a),
V(@ +n) i da* =/ (n—a) (n-+3a);

et puisque n = Vm’+ u® surpasse nécessairementa,
on voit gue les deux derniéres valeurs de z seront
toujours réelles , tandis que les deux premiéresdevien—
dront imaginaires , lorsqu’on auran < 3a.

Avant de parvenir a ce-terme, les mémes valeurs
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deviendront ega]es si n =3z, cest~i-dire si
l/m—&z' et faisant évanouir les fadlcanx ,
il vient
m? <4 a®=ga*;
d’otx

mi= 8a’; ou m=V 8d*= aa ‘/5, _
ce qui prouve qu'onne pourra mener dans I'angle BAC,
‘par le point £, aucune droite moindre que 2¢ Va.

La quantité n étant alors V8a*+a*= 3a, les
deux premiéres valeurs de z deviennent égales & 1,
et les deux autres sont— 2 == /3. 1l suit de la

que les deux lighes D et D"F" se confondent, en
faisant avec 48 un angle dé o,5.

Dans le cas général, si 'on fait

Va—ny—4e= V{te) (n—3a)=
ViaFn) —4a =V (n—a) (n+oa)—q,

o viendra , pour les quatre valeurs de z,

/O . a—nhp

L == oy
2a 2T 2a ’
ZM__ a+ 71"""7 - a+"+q
T 2a

Connaissant les tangentesz’, 2", 2, 2", on en con-
g > ’ ) 3
clura les vileurs de y , au moyen de 'équation

y=az-} a(page 108).

Ces valeuss seront respectivement
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a 9

AD" a=ndp 4 o 0kr—P
2 2

- a+n-—yq __a—n-gq
A > -+ a = 5

AD— . 2F¥ntq , _ e—mn—g

Elles se construiront aisément; car la quantite n est
I'hypoténuse d'un triangle rectangle dont les cotés sont
aetm, les lignes p et g s'obtiennent aussi par lés
triangles rectangles (69), ou par les moyennes pro-
portionnelles (70) ; et lorsqu’on aura les longueurs
des quatre -droites ci-dessus, les points D', D", D",
D" , seront donnés (*).

79. Au lieu de prendre pourinconnue 'angle que
doit faire avec 4B, la droite demandée , on eiit pu
chercher & déterminer la distance entre le point donné
E et le point K , milieu de laligne D'F’, pour en con-
clure D"E. Enfaisant EK = x, et posant, pour abréger,

FK=DK= ’-:- = I, on aurait en
D' E=D'K4-EK=l+4z, FE=FK—EK=I—z,

FH=VEF—EH =V (I—z)—a*;
et les triangles semblables D'GE , EHF’ auraient

————

Si on compare Panalyse que je viens de faire des 'diverscs
circonstances de la guestion ci-dessus, avec celle que I'on trouve
dans’Algébre de Bezout (3¢ vol. du Cours & lusage de la marine,
édition de 1781, pag. 334 ), on verra combien cette derniére cst
incompléte et fautive ; elle n’indique que les deux solutions repré-
sentées par les lignes ZVE' et D"F™, ’

donné
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donné
D'E :EG :: EF’ . FH,
ce qui revient &
l+zxtal—x: V(I—z) —a,

d’oti on aurait déduit I'équation
a(l—zx=(l4+=z) V{I—=x) —d,

qui, par I'élévation au quarré et le développement,
serait devenue

bt — (2l 4 oa@® )t i —2alf=0;
et pouvant la résoudre comme celle du second degré,
on en aurait tiré d’abord

=P+ a*= Vo + 4l

puis

x=V g o ot jart =\ F-at Y a4,

expressions faciles a construire, d’aprés ce qu’ona vn
dans les numéros 6g et 7o.

Cette solution , bien remarquable parson élégance ,
est tirée de D' Arithmetique universelle + Newton l'a
donnée pour montrer comment un heureux choix d'in-
connues simplifie la'solution d’'un probléme. Celui qu'il
a fait, dans la question qui m’occupe, lui a sans doute
été suggeré par la co_r_lsig\émﬁon que la distance EK ne
Ppeut avoir que deux grandeurs différentes, I'une relative
aux deux solutions D'F’ et D"F", et lautre aux solu-
tions D"F” et D" F", et que par cons{quent ses quatre
valeurs doivent, abstraction fajte du signe, étre
égales deux a deux. Je conclurai. de la que, pour
se déterminer dans le.choix de Vinconnue , il fantcher—
cher celle qui, dansles diverses circorstances quepeat
offrir la question , subit le moins de changemens,

T'rigonométrie. 6¢ édition, 3
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80. Le petit nombre de questions résolues précédema
ment, suffit pour montrer comment I’ Algébre peut s'ap-
pliquer a la solution desproblémes. Ona di reconnaitre
par cesexemples,queles circonstances relativesa la sitna-
tion deslignes, peuvent toujours étre déduites de la con-
sidération des triangles, et, moyennantles propriétés de
ces figures, s'exprimer algébriquement. L’art de former
les triangles dont il s'agit , et qui résultent , soit expli~
citement, soitimplicitement,des conditionsdu probléme
proposé , ne peut, comme la facilité de mettre en équa-
tion les problémesnumériques , s'acquérir que par I'ha-
bitude (*). ’

Les diverses expressions construitesdans ce quipré—
céde , ne se rapportent qu'a des lignes, parce que les
problémes quiles ontamenées n’ont pour but que des dé-
terminations de lignes, et c’est ce qui arrivele plus sou-
vent, puisque la détermination des figures se réduit tou-
joursacelle deleurs dimensions. Cependantil peut se pré-
senter quelque cas ol Uon cherche immédiatement une
aire ou un volume; I'expression i laquelle on arrive’doit,
si elle est hbmogene , avoir dans le premier casa chaque
terme de sonnumérateur, deux facteursde plus qu'd ceux
de son dénominateur , et trois dans le second cas.

. . abc—a’d+dt .
Par exemple, Pexpression __—1——_—’_—__. peut dé-
, ¢t 4 ad
. . T . @ b —dr
gigner une aire, € expression ———‘1—4—_—‘_'1)4— ur,l vVOo-—

(*) L Arithmétique universelle de Newton contient une col-
lection de problinfes, alfédi précieuse par I'élégance des solations
que par fa varicté des énoncés; la Geométrie de position , par
M. Campot , en renferme de tris-intéressans, ct qui conduisent a des
proprictes de I'étendue trés-remarquables. La lecture de ces ouvrages,
et de ceux de Thomas Simpson, sera trés-utile aux personnes gut
voudront s'exercer A la résolution des questions. ’
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fume. Dans Pexpression finale du n° 65, la letire

mne doit point compter, parce qu’elle exprime un
rapport et non pas une ligne.

Construire ces expressi®ns,c’est faireun rectangledont
'aire soit équivalente & la premiére, et un parallélépi~
pede rectangle dont le volume soit équivalent a la se~
conde; et pour cela on prépare, parl'artificeanalytique
dun° 68, la premiere formule, de maniére qu'elle seré-
duise & un produit de deux facteurs,laseconde, de ma-
niére qu'elle devienne un produit de trois facteurs.

En effet, si on prend
ab’c=m’k, dd=ml, = d=m}’,
c=mk", ad =mk"",
Ia duantit¢ m demeurera arbitraire , les quantités,
k, K, k", k", k", se détermineront par les lignes pro-
portionnelles, et on aura

ab’c —a’d4-dt __ mPk < m*'+m %’
¢*+ad - mhk™ — mk*"
_mk—K4+k) mh—K 4K
- klll+ kl/ll —_— >< klll+ k””
résultat qui peut étreregardé comme aired’unrectangle
dont labase serait m , etdont la hauteur serait la ligne
représentée par la formule

mkk—k 4+ k")
O X 2 N
R4k .

Puisqu’on est maitre de prendre a volonté la ligne m,
on peut la faire égale a 'une des quantités employées
dans l'expression & construire, ou bien a Vunité, si
I'on en a choisi upe. L’exemple ci-dessus se simplifie
lorsqu’on prend m == a; il vient alors

be=gk, d=l, di= k",
¢ =ak”*, d=k",
8. .
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¢ abc—a’d4-dt__ &’ (h—d+ k)
€ ¥ ad . d+d)
a(hk—d4k")
=a ——T T
*TwEED

Ceprocéd¢ s’applique facilement & la seconde expres-

sion proposée

a 4 b5t —d’
at-} b0t
En prenant tout de suite a au lieu de la quantité ar-
bitraire m, on fera '
Bcr==atk, d =d¥, b=dk’,
etil viendra
@bt~ d o+ adtk — a5k

atb T atak”
_dla+h—Fk)_ 2Xa(a—}-k—k’)
= Td @ty ¢ ak "

La derniére formule peutétre évidemment prise pour le
volume du parallélépipede rectangle dont la base est le
quarré construit sur laligne @, et dont la hauteur est
laligne représentée par la formule

a(ad-h—1~")

BT

81. L’Algebre sert non-senlementa tronver la gran-

deur deslignes et des parties de1’étendue, comparcées les
unes aux autres , mais elle fournit encore le moyen de
déterminer les figures quaffectent ces lignes, eten gé-
néralles formesdel'espace. Descartes, en remarquant le
premier, que ces Bgures et ces formes ¢tablissent desre-
lations de grandeur entre desdroites, est parveru & ap-
pliquer I'Algéhre a lathéorie des lignes en général ; et
par cette découverte , les Mathématiques ont entiére-
ment changé de face. '
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SiT'on congoit, par exemple, que de tous les points
d’une ligne quelconque DE, fig. 34, on ait abaissé Fig. 34
des perpendiculaires PM, P'M’', P'"M", etc., sur une
ligne droite 4B, donnée de position, et qu'a partir d'un
point 4 pris 4 volonté sur cette ligne , on ait mesuré les
distances AP, AP, AP?, etc., chacune de cesdistances,
et la perpendiculaire qui lni correspond , seront liées
entre elles de maniére que I'une se conclura nécessaire~
ment de l'autre. En effet, quand la grandeur de 4P
sera fixée, la rencontre de lacourbe DE avecla perpen-
diculaire elevee par le point P, sur la ligne 4B, donnera
la grandeur de PM ; etquand on aura cette grandeur ,
que je supposerai représentée par ab, on obtiendra
AP en prenant sur AC, perpendiculaire 3 4B, une
partie AQ'—-ab et en menant ensuite la droite
QM parallele & 4B, qui rencontrera la ligne DE
dans un point M, pour lequel on aura nécessairement
PM—=ab.
Rien n empeche d'tmaginer que les Ilgnes AP PM
soient rapportées a unehgne commune prise pour unité,
et que, sous ce point de vue, elles ne soient représentées
par desnombresou par des lettres. Si la relation qui est
entre AP et PM entre AP" et P’ M, etc. peut étre ex—
primée par une équation algébrique , cette équation ca-
ractétiserala ligne DE, et pourra en faire connaitre suc-
cessivement tous les points; c’est ce qu’on va voir sur
deux exemples trés-simples.

82. Je prendspour le premier ladroite 4E, fig. 35, Fig. 35.
menée par le point 4 ; toutes les perpendiculaires P,
P M, P"M' etc., abaissées de chacun de ses points sur
laligne 4B, détermineront une suite de triangles 4P,
AP'M | AP" M, etc., tous semblables entre eux, etqui
donneront

APPM . AP . P'M . AP".P"M, etc.
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ou ce qui revient au méme ,

PM_PM __P'M

AP = P = p o

Larelation de toutes les distances 4P aux perpendi-
cula, e PM estici bien facileasaisir; elle consiste dans
Te rapport constant que chacune des premiéres a avec
celle des secondesqui lui correspond ; et si I'on désigne
ce rapport pare, on awra

PM=aXAP, P'M —=ax AP, P"M'=aX AP", etc.

Toutes ces équations, qui semblent particuliéres a
chaque point de la droite AF, peuvent étre comprises
dans une senle , en désignant la distance du pied de la
perpendicalaire an point A, quelle qu’elle soit, par =,
et en représentant la perpendiculaire elle-méme par y;
car on aurh alors y ==ax. Cette équation, quirenferme
deux Inconnues, x, y, ne peut donner la valeur que
d’une seule, etcela aprés que V'on a fixé arbitrairement la
valeur de l'autre : lorsqu’on assigne & x une valeur quel-
conque 4P, yprend la valeur correspondante PM. Si
T'on a, parexemple,a==}, ontrouve PM =1 4P,
c’est-a-dire qu’en prenant P}, égale a lamoitié de AP,
le point M est sur la droite AE , et non ailleurs.

La ligne AL ne se termine pas brusquement au point
A ; on doit, pour embrasser toute son étendne, la con-
cevoir prolongée en AE’, au-dessous de la ligne 4B | et
a gauche de la ligne 4C. Cette derniérepartie est com-
prise aussidans I'équation y =ax : car on peut donner
a z, dans cette équation , des valeurs négatives, et ces
valeurs exprimant lesdistancesa laligne 4C, doivent étre
prises du c6té opposéd celui onl'on aporté les valeurs
positives(76) : elles donneront donc des points tels que p,
placés en arriére du point A, Mais les valeurs corres~
pondantes de y etant aussi négatives, doivent étre prises
du c6té opposéa celuiotil'ona portéles valeurs positives
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c’est-a-dire au:dessous de 4 B, comme pm; et 1l est visible
d'ailleurs que, si Ap est prise égaled 4P, pmserapa-
reillement égale a PM:ontomberadonc de cette maniére
sur les points du prolongement AE’ de ladroite 4E.

83. Je considére en second lien le cercle décritdu
point A, fig. 36, comme centre, et d’un rayon ¢gala Fig. 36.
laligne AD. Ce qui distingue les points de la circon-
férence des autres points du plan, c’est d’étre tous a une
distance du centre .4 qui soit égale au rayon 4D ; et par
conséquent quelque part que I'on prenne le point M sur
cette courbe, les droites AP et PM seront les cotésd’un
triangle rectangle , dont 'bypoténuse AM sera égale a
AD. En faisant donc

AP =z, PM=y, AD=r,
on aura
. xﬂ +y2= rﬂ;
et ontirera de la

y= \/7"‘-—— X,
équation aumoyen de laquelle, en se donnant x ou 4P,
on aura, par le secours du caleul, et sans qu'il soit be-
soin de construire la figure, y ou PM, ou du moins le
rapport de cette ligne avec le rayon. En prenant, par
exemple , x =37, il viendra
' 2y 2

y:\/r“—%ﬁ \/%—r“;—_rx 3"

On concevra sans peine que 'on peut deduire de
la méme expression, les lignes PM pour tous lespoints
de la ligne 4B, compris entre 4 et D. L'équation
y= V/ ¥ — x* prouve aussi bien que la deseription
géométrique de la circonférence du cercle, que cette
courbe ne doit pas's’étendre au-deld du point D; car
pour prendre le point P au-deléde celui-ci, il faudrait

supposer £ > 4D, ou>r, et dans ce cas, la valeur
de y deviendrait imaginaire,
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Quoique je n'aye considéré que le quadrans DE;
les troisautres, qui complétent la circonférence, sont
compris dans I'équation x* 4 y* ==r*%; car 'ordonnée y
ayant, pour une méme valeur de x, deux valeurs, savoir :

-+ ‘/7"‘— x* et —_ ‘/r’— xt,

la seconde doit étre portée du c6té opposé a la pre-
miére (76), et fournit par conséquent tous les points du
quadrans DE’, Mais on peut aussi donner a x des va—~
leurs négatives qui doivent se porter de 4 en [)', puisque
les valeurs positives ont été portées de 4 en D; et &
chacune de ces valeurs répondront deux valeursde y +
la valeur positivedonnerales points du quadrans D'E, et
la valeur négative les points du quadrans D'E’,

84. Quoiqulon ne tire des ¢quations
y=axr, y==== ‘/r“——a?,

que des valeurs appartenant & des points toujours dis-
joints, néanmoins la continuité qui résulte de ladescrip~
tion de laligne droite et du cercle, représentés respec~.
tivement par ces équations, n’est point violée, parce
qu'on peut toujours déterminer par leur moyen deux
-points aussi voisins I'un de I'autre qu’on voudra, puis—
qu’il suffit pour cela de prendre pour x deux valeurs
consécutives presque égales, et que rien ne limite la pe~
titesse de la différence qu’on peutmettre entre elles.

85. Cette maniére de représenter le cours des lignes,
c’est-a~dire les circonstances de leur forme et de leur
situation, en les rapportant a une droite, par desperpen-
diculaires, méritela plus grande attention; on voit qu’elle
revient & déterminer lapositiond'un point quelconque ,
par le moyende sa distance i deux droites 48 et AC,

tig. 34. perpendiculaires entre elles. Le point M, fig. 34, est en
effet déterminé lorsqu'on a les distances AP et AQ,
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puisqu'il se trouve d Uintersectiondes lignes PMet QM,

menées par les points P et Q, parallélement aux droites
AB et AC.

Les lignes AP et 4Q, ou leurs égales, QM et PM,
se nomment des coordonnées. On se sert ordinairement
da mot ebscisse pour désigner celle qu'on suppose con-~
nue, et l'on donne a Pautre le nom d’ordonnéde. Ainsi,
dans les exemples précédens, on j'ai tonjours exprimé .
les lignes PM par leslignes AP, PM était I'ordonnée,
et AP I'abscisse. Les lignes 4B et AC, qui déterminent

la direction des coordonnées , se nomment les axes des
coordonnées.

Il faut bien observer que pour les points situés sur la
ligne 4B, ladistance 4Q ou PM est nulle, et que par
consequent sionla represente pary, onapour tous ces
poiats, y =—o; par laméme raison, on a QMou AP,
oux==o0, pour tous ceux qui sont places sur Paxe AC;
et enfin au point 4,qu’onnomme L'origine des coordon-
nées , on a en méme temps

X = o, y = 0.

En ne donnant que les valeurs absolues de I'abscisse
AP etde V'ordonnée P M, le point M reste encore indé—~
terminé & quelques égards; car on ne connait alors que
les distances de ce point aux droites indéfinies BB’ et
CC', fig. 37 ; et en conservant ces mémes distances, il Fig. 37.
pourrait setrouver indifféremment dans 'un quelconque
des quatre angles droits BAC, B'AC, B'AC', BAC ;
mais les combinaisons des signes affectés aux coordon—
nées AP et PM, font connaitre dans lequel deces angles
se trouve le pmntapropose En effet, étant convenu
de donner le signe 4 aux parties de la ligne 45, en
allant de A4 vers B, le signe — sera celni qu'il faudra
assigner aux parties de 45, en allantde A vers B’. De
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méme, sil'on a donné le signe 4 aux parties de A4C ;
en allant de A vers C, les parties de AC’ en allant de £
vers (', seront nécessairement affectées du signe —.
Cela posé, on aura

BAC, ..... i’;‘;{ ou _'::;

pour le point M BAC, ... } : ;21:1 :;
de angle BAC, } — ;21; :,;
BAC’,.....}i';]I:I i;

Le choix des lignes 48 et AC, perpendieulaires entre
elles, n’est pasle seul qu’on puisse faire pour déterminer
surun planlaposition d un systéme quelconque de points;
toute combinaison de lignes capable de fixer la position
d'un point , ses distances & deux points donnés, par
exemple, serait également propre a cet usage ; mais dans
le plus grand nombrg de cas, les coordonnées perpen—
diculaires sont celles dont P'emploi présente leplus de
facilité ; et on verra plusloin plusieurs exemples de la
maniére dont on passe de ces coordonnées & diverses
maniéres d'assigner sur un plan la position despoints.

86. L’équation qui exprime lés relations entre les AP
et les PM, pour une ligne donnée, s’appelle I'équation
de cette ligne , et celle-ci se nomme ason tourle liew
de l'équation qui lui appartient.

11 est visible que toute question géométrique indéter-
minée , renfermant deux inconnues , condnit & un e
glométrique. S'il s'agissait, par exemple, de former
tous les trianglesrectangles que I'on peut construire sur
une hypoténusedonnéea, en nommant x et y les cotes
delangle droit de ce triangle, I'équation du probléme se~
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rait'z*+4 y* == @*; eton satisferait a laquestion en decri~
vant sur un rayon égal 3¢ un quartde cercle, et en abais~
sant de tous les points de ce quart de cercle des perpen—
diculaires sur sonrayon: le quart de cercle serait le lieu
de tous les sommets de I'un des angles aigus de ces.
triangles.

L’équation d’une courbe s’obtient toujours en expri-
mant analytiquement, on 1'une quelconque de ses pro~
priétés , comme on I'a fait pour la ligne droite , oules
circonstances de sa description, ainsi qu'on en a usé
a I'égard du cercle. Réciprogquement , une équation
quelconque , considérée en elle-méme, donne aussinais-
sance & une courbe dont elle fait connaitre les propriétes.
Ce dernier point de vue étant le plusgénéral et le plus
fécond, c’est désormais de la considération des equa—
tions que je déduirai les lignes.

87. De toutes les équations a deux indéterminées, la
plus simple est celledupremier degré ; et elle appartient
a la ligne droite, Ja plussimplede toutes les lignes. Cette
équation peut étrereprésentée par Cy == Ax 4~ B;mais
en ladivisant par C, elle ne perdrarien desa généralité,

. A .
etdeviendra y—= ol +g » ouy == ax - b,-en faisant

A , C o _—
o= T= b:c’estsous cette formequeje 'emploierai

désormais.
Supposant d'abord que & soit nul, on aura

., y:[la:, on %:a;

c’est-a-dire que dans toutel’¢tendue deladroite, le rap- Fig. 35.
portde PM a AP, fiz. 35, sera constant, Cette pro-
priété , qui n'est que I'expression de la similitude des
triangles AP M, AP’ M’ etc. , et delaquelle il résulteque
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PM PM , .
=P = qp etc., quelque part qu’on prenne les points

P, P, etc., sur laligne 4B, ne peut appartenir qu'a’
la ligne droite AE, menée par le point 4, origine
des coordonnées.

Le rapport%—g , ou le coefficient a , dépend de l'angle

que fait la droite 4F avec I'axe des abscisses 45 ; mais
dans le triangle 4PM, que je suppose rectangle en
P, le rapport de PM a AP est égal a la tangente de
Yangle P.AM (30) : areprésente donc la tangente de
cet angle.

En considérant I'équation y = ax +- b, on voit que
lanouvelle ordonnéey nediffére delapremiére,, y=az,
qu'en ce qu'elle la surpasse de la quantité b; d’ou il suit
que si on prend 4D =1, et qu'on méne la ligne DF pa-
ralléle & 4E , elle serale lien de I'équation y=ax+-b,
puisqu’on aura

PN =PM 4 MN —PM 4 4D,
PN=PMA+MN=PM -+ AD,etc.’
et il faut bien remarquer que le coefficient a restera le
méme pout toutes les droites paraliélesd AE.

11 est aisé de voir querien, dansl’ équation y =ax4-b,
ne limite les valéurs que 'on peut donner a , et que par
conséquent celles de y deviendront aussigrandes qu'on
voudra ; mais en méme temps, rien ne bornantle cours
de laligne DF dans V'espace indéfini B4C, on trouvera
toujours des abscisses et des ordonnées assez grandes
pour représenter les valeursde y etde x, qui satisferont
a ’équation proposée.

Faisant x==o0, onauray =25, et cette valeur ap-
partiendra au point D, ol ladroite DF rencontre 'axe
AC des ordonnées. Lorsque x seranégatif, on trouvera -
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y=—ar-b,

et ax étant moindre que b, y sera encore positif, mais
moindre que b ou 4D. Le cours de la ligne DF
montre que cette circonstance ne peut avoir lien que
dans la partie DF, correspondante & des abscisses A4p,
situées du coté opposé aux abscisses AP, que j'avais
choisies pour représenter les valeurs positives de x;
c'est donc de ce coté qu'il faut prendre lea yaleurs né~
gatives de x.

~ Pourtrouverlavaleur de x, quirépond au point fotila
ligne DF rencontre I'axe 4 Bdes abscisses, il faut faire
Yy =o, ce qui donne
b .
caxr4b=o, et Z=—- = Af.
Lorsque x, Testant toujours négatif, sera devenu plus
) N . L

grand que la quantité oY lui-méme deviendra négatif ;

mais au-deladupoint f; laligne DF se trouve au-dessous
dela ligne 4B ; Vordonnée p'n’ tombera donc d’un cété
oppos¢ a celui ot elle était située d'aliord, et par consé~
quent les valeurs négatives de_y doivent se porter d’un
cotédela ligne 417, opposéa celuiqu'on a adopté pour
les valeurs posmve:

Ces remarqttes, qui confirment ce qui a été dit dans
len°® 76, ne sont pas particuliéres a la ligne droite. On
ne saurait y faire trop d’attention; car c’est de P'usage
des quantités négatives dans les figures , que dépendent
-en grande partie , les diverses formes qu’affectent les
lignes courbes. :

L’équation y — ax+-bne renfermant que deux cons~
tantes, aet b, dont la valeur particularise la droite qu’on
considére, en la distinguant de toute autre, ils’ensuit
que deux conditions suffisent pour déterminer cette
droite. Celles quis’offrent les premiéres, sont de I'assu~
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jétir & passer par deux points donnés, ou biena étre pa-
ralléle ou perpendiculaire a une autre droite donnée, et
a passer en outre par un point donné. On aura besoin
dansla suite de connaitre la forme que prend I'équation
y=ax+b, pour satisfaire a ces diverses conditions;
c’est pourquoi je vais les examiner chacune en par—
ticulier.

88. Sion cherche I'équation de la ligne droite qui
Ppasse par deux points, dont les abscisses soient « et e,
etles ordonnées B et & ,on mettra successivement a et &
alaplace de x, 8 et £ a celle de y, et on aura , pour
déterminer @ et b, les deux équations

f=uwa b z:i,:f
. >dont on tirera ¢ o é——d g
f=a2'+b b= T

et il en résultera

8 /B — aff )

= x
y o — et + & —a

pour I'équation de la droite cherchée.

~On peut donner & ce réspltat une forme plus simple;
car si on retranche de I'équation y =ax +- b, 'unedes
deux équations ci-dessus, la premiére , par exemple,
b disparaitra , et il viendra

y—8=a(x—a):

cette derniére équation sera celle d’une droite assujétie
@ passer parle point dont les coordennées sonta et 8, et
faisantd’ailleurs avec 'axe 4B unangle quelconque : en
¥ mettant, an liende ¢, la valeur trouvée précédem-—
ment, on aura

B —
y—B:d—,-__—é(x-—a).

La distance des points proposés, ou la partie qu'ils
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interceptent sur la droite cherchée , aura pour expres—
sion

Vi — o)+ (F—8):
cela se voit évidemment , en supposant que Net N’ re-
présentent ces points; car leur distance NV’ étant!’hy-
poténuse du triangle rectangle NRN', il s'ensuit que
NNV =NR4 VR =(A4P'— APy 4 (P'N'— PN ).

89. Pour obtenirl’équation de la ligne droite qui pas-

serait par le point dont les coordonnées sont « etg, et
qui serait paralléled la ligne représentée par l'équation
.y —a'x - b, il suffira de substituer @’ au lieudea dans
lequatlon y—B_a(x—-aL), qm satisfait déja a la pre-~
miére condition, puisque , d’aprés len° 87, le coeflicient
de x estle méme dans les équations des lignes droites
paralléles entre elles; on aura donc pour celle qu'on
cherche

_y—B:a’ (x—a).

9o. Enfin, si AE et 4], fig. 38, sont deux droites rig. 38,
perpendiculaires entre elles, passant par l'origine 4,
et que sur 'abscisse AP, on éléve les ordonnées PM
et PM', on trouve, en comparant les triangles 4PM
et APM’, que le rapport de 4P 4 PM est inverse du
rapportde 4P & PM’; ensorte que si a est le coelficient
de x dans I’équation de AL (87), ce coefficient sera

—dans celle de 41. Mais les ordonnées de cette der—-

niére , tombant au-dessous de 4 B doivent, par le n° 76,
étre al‘fectees du signe — : leséquations des droites AF
et AI seront donc

y=ax, y:—%x *).

(*) On parvient anssi & ce résultat sans s’appryer surlene 76 ;

car l'inclinaison des deux droites AM ct 4N, fic. 39, passant
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Considérant ensuite les droites DF et GH, respecti~
vement paralléles aux droites 4E et A, et par con-
séquent perpendiculaires entre elles, on trouvera pour
leurs équations

y=axr-b ‘et y= —-:—lx - b’ ( n° précéd.).

Si la seconde doit passer par un point dont les coor-
donnéessoient ¢ et 8, son équation deviendra

y—B:—i(x—d).

gt. Deux ]ignés qui se coupent ont & leur point

par Porigine , détermine la forme du wiangle compris entre les
points Met M’, correspondans 3 la méme abscisse AP, et Pori-
gine A , triangle dont les cdiés sont faciles & caleuler , par leséqua-
tions de cesdroites , que je suppose
-y ==ax, y=ax.
Encffet, siAP=x, ona PM=ax ,PM =d'z,
MM =PM—PM=—ax—a'x,;
les triangles rectaugles APM , APM’, donnent
P - S——
AM = AP 4 PM =x* -+ a x>
A.M’:—- Aj—l—’—;— FI—FI_}: 21 +4a’2x2;
¢t quand ces droites deviennent perpendiculaires entre clles , le
triangle M. AN’ devient rectangle en o ; MM, qui en est alors
Thypoténuse, doit satisfaire & Pégnation
—_—2 —_—2
M =AM + AN,
que les valeurs ci-dessas changent en
(4x— a'x)2==2x3 4~a2z? ~-a'1x2.
Deéveloppee , réduite et divisée par 2x*, elle revientd — aa’ =1,

1 .
d’ot1 Pon conclut @/ =— -, comme ci-dessus.
a

11 est bon d’observer qne le signe — indique ici le changement
- que doit subir la figure , quand 'angle M.4H’ devient droit, cir-
constance qui ne permet plus que les deux lignes AM er AMM
soient dumémecbté del’axe 4 B,ainsi qu’on "avait supposé d’abord;
Palgebre opére donc sur la situation deces lignes un redressement
analogue A celui gui a licu par Jes solutions négatives , dans les -
questions numériques. ( Voyez les Elémens d’ Algibre.)
d’intersection
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Y'intersection les mémes coordonnées; ensorteue pour

trouver celles du point de rencontre des deux droites
données par les équations

y=axr + b,
y=dzx+4V,
il 'y a qu'a supposer que les inconnues x et y ont la

méme valeur dans I'une et dans 'autre équation: on
aura ainsi

ax 4 b=dz + ¥,
ce qui donnera

a ~- a

On volt par ces valenrs que le point de concours est
d’autant plus éloigné des axes 4 B-et 4C, que la quantité
a'— a est plus petite, et'qu’enfin a et y deviennent infinis,
lorsque o’=a , c’est-d-dire lorsque les droites proposées
cessent de se rencontrer, ou sont paralléles.

g3. 1l peut étre utile de connaitre la longueur de la
* perpendiculaire baissée d’un point donné sur une ligne

donnée etony parviendra en cherchant lesdifférences
entre les coordonnées de ce point et celles du pojnt oix

la droite donnée rencontre la ligne qui lui est perpen—
diculaire.

L’ equatwn de la premxere étant
=azx-4b,
celle dela seconde sera

—

x—b_b' et. db—ab’
- Y a—a’

'y-—ﬂ==—§<x-u).

si « et 4 désignent les coordonnées du point donné; mais
on peut mettre I'équation y = ax -} b sous la forme

- y—f=ar-b—pB—az+ae,
qui revient &

y—B=a(z—a)+b—pB+4aa,

Trigondmeétrie. 6° édition. 9



Fig. 4o.

130 APPLICATION DE L'ALGEBRE
1 :
et, jointe ay—B:-—E(x—az), elle donnera

_B—aa—b

14 a*

__a(f—aa—Db)
- 1+4at
Substituant ces valeurs dans I'expression
Ve—a)y+(y —£)* (88),

on aura, pour la longueur de la perpendiculaire cher-
chée,

s _}"—B=

T——d

B — aa — b.
\/ 1+a®
93. Ce qui précéde conduit a T'expression du sinus,

du cosinus et de la tangente de I'angle que forment
entre elles deux droites données. Soient.

ys=ax+b, y=dz4¥,
les équations des deux droites proposées; il est ¢vident
que I'angle qu’elles font entre elles ne. changerait point
si on les faisait mouvoir toutes deux parallélement &
elles-mémes jusqir’a ce qu’elles passassent par 1'origine
des coordonnées; et alors leurs équations se réduiraient a

y=ax, y=dx (&)

C'est dans cet état que je les considérerai et je les
représenterai par les lignes AM et AM’', fig. 4o.
Ayant pris sur l'une d’elles un point M, dont les
coordonnées soient désignées par « et 8, la perpen-
diculaire M@’ abaissée de ce point sur I'autré ligne

B—aa
—, & cguse de b —o

V14a?
(92) ; mais si I'on fait A3’ —=r, les coordonnées du
point A étant nulles, on aura

“a_'_ Bn — T‘,‘

AM | sera exprimée par
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et parce quede point M’ est sur la ligne 43, dont
I'équation est y=qa'x, il s'ensuivra 8 == o’a. Lette
équation combinée avec la précédente, donnera

7 ar

=, B=

V1 +a'“, Vi+4-a"?

substituant ces valeurs dans celles de la perpendiculaire,
on trouverg

H

r(w —a) .
Vida yVi+ad*
et si 'on donne & la perpendiculaire MM’ le nom de

sinus, qu'on lui a assigné dans Ja trigonomgtrie, on
aura

sin MAM =TT —2)
Vida Vi+d®

en prenant r pour rayoun.

- Sionretranchede r* Je quarré de cette expression, on
aura celle de 4/ ", ou du quarré du cosinus de I'angle
MAM, savoir: '

. (cosMAM'y* =
r’(14a?) (14a®)—r*(d'—a)* _ r*(1+424a0d’4-a%a")
Oa G+ (1+a90+a% 7

et prenant la racine quarrée, il viendra

cos MAM = r(1+aa) o
V(1+a) (1 +a*)

»
enfin, faisant r—=1, on tirera de ces deux expressions,

sinMAM o' — a
cos MAM' ™ 1 4 ad”

J'aurais pu déduire immédiatement cette derniére
valeur de la formule

tang MAM —
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tangp = tangq |
oo —. 2T oI
tang (p =+ q) 1= tangp tang g’
rapportée dans le tableau de la page 30, puisque P'angle
MAM est la différence des angles BAM’' et BAM , et
que par conséquent, si I'on désigne ces derniers par p
et g, on aura '

tangp;:a’, tarlnga, et wtang(p— q)-—~ 1+aa
comme ci-dessus; mais cette formule repose sur celles
du numéro 11, obtenues par le moyen d’une construc-~
tion, etje me suxs proposé de tirer des seules équations
des lign.a, tout ce qui est nécessaire pour V'application-
de l'algebre a la géométrie.’

94.L’équation du cercle obtenue dans le n° 83, n’est
que particuliére, parce qu'on a donné au centre une
situation déterminée, en le mettanta l'origine des coor-
données. Pour généraliser 'équation de cette courbe,
il fandra avoir I'équation du cercle DED'E’, fig. 36,
en prenant pour origine des coordonnées le point 4",
placé d’une manieére que]conque par rapport aucentre A4;
et pour cela, il suffira d’écrire analynquement que la
distance de ce centre & chacun des points de la circon-
férence, est égale a r. Or si Pon désigne par p etg, les
lignes A" A’ et 4’4, qui serontalors les coordonnées du
centre A, parrapport aux axes 4”B’ et 4”C’,etquel'on

fasse 4°Q =x, QM =y, on aura (88)
»
AM=r= 1V (x—p)*+4 (y — )%,
d’oil on tivera, en quarrant les deux membres et en dé-

ve]oPPant .
x* —opx —4-p* - y*—oqy 4 g* =1

Celte derniére équation estla plus générale que I'on
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‘puisse obtenir pour le cercle, en le rapportant 4 des coor-
données rectangles : elle ne peut étre particularisée que
par ladéterminationdes trois quamtités Constantesp, g
etr, dontles deux premiéres fixent la position du centre,
et la troisi¢éme représente le rayon. Il suit de 1a qu'il fant
trois conditions pour déterminer la position et la gran—-
deyr d’un cercle; et c’est aussi ce quon a vu dans les
Elémens de Géométrie.
Si on voulait déterminer le cercle qui passe par trois
points dont les coordonnées soient

aetfB, o etfh, o etf,

on mettrait «, «', «” i laplacede x, 818, £, 8" a
celle de y ; on formerait ainsi les trois équations

> —aopa pr B —2gB g =1,
/2 — opa’ —-p* o= §/* — 2gf’ - q* =71,
“llg_gpall+Pg+ﬂ”n__.2q ll+qn=r2,

qui ne renfefment que trois inconnues, savoir, p;get r.

Si on retranche successivement la. premiére de la
deuxiéme et de la troisiéme, on aura, en eﬁ'agant les
termes qui se détruisent,.

f (e Yt (B— ) g} — (P — o) — (@) =0,
8{ (a—aYp+ (B— ) g }—(— ") — (F— =0 ;
ces deux équations ne contenantp et ¢ qu’au premier
dsgré, font voir que le centre du cercle demandé ne
peut avoir qu'une seule position ; et quant au rayon ,
comme on a immédiatement

= V&' — 2patp* + & — 298 + ¢*,

L 2
il n’est susceptible que d'une seule grandeur:on ne
pevt donc faire passer par trois points qu'un seul cercle..

Les résultats de la résolution des équations ci~
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dessus étant inutiles pour ce qui doit suivre, je ne l'a-
ehéverai point, mais je ferai remarquer qu'elle pour—
rait s’abréger par 'effet de la symétrie de ces équations,
qui ménerait aisément & la construction donnée -daps
les Elémens de Géométrie.

g5. L’équation générale du cercle

a*—opr-p* -y —aqy 4 ¢*=r"

se simplifie de plusieurs maniéres, qui méritent d’étre
remarquées, parce que les formes qu’elle prend - alors
sont employées fréquemment dans I'analyse.

Sil'on y fait p==0, g=o0, on retombe sur x*>+-y*=r*.

Pour placer l'origine des coordonnées sur la circonfe-
rence du cercle, il suffit de faire p* - g>=r*, puisque
V/p* + ¢* exprimant alors la distance du’ centre & I'o-
rigine, il s’ensuit que cette distance est égale au rayon:
I'équation du cercle se réduit dans ce cas, a cause de
celle qu'on vient de poser, a

x* — 2px - y* —2qgy = o.
Enfin si, pour plus de simplicité, on prenait 'ori-
' P P p ’ ‘
gine a I'extrémité D’ du diameétre, le centre se trouvant
alors sur 'axe des abscisses, son ordonnée deviendrait

nulle, son abscisse p serait égale au rayon r, etl'équa-~
tion ci-dessus se changerait en

X% — 2rx+y’ —o0.
Cette derniére et la premiére, .x*--y*==r, sont celles

des équations du cercle dont on fait le plus fréquent
usage.:

96. Ce qui précéde étant bien compris, toutes les
questions que 'on pent proposer sur la ligne droite et
sur le cercle, se raménent facilement 4 T'algebre, sans
qu'il soit besoin de recourir a d'autres propriétés des
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figures, qu’a la relation qui existe entreles trois c6tésdun
triangle rectangle (*). Soit, pour premier exemple,
cette question :

Deux lignes droites, AE et DE, fig. 41, étant dor— Fig. 4.
nées par les angles qu’elles fonttzvec unetroisiéme AB,et
par lapartie AD gu’elles interceptent sur cettetroisiéme,
trouver sur une ligne AC, perpendiculaire ¢ AB, un
point G, par lequel , menant une'droite GK , parallélea
AB, la partie HK , comprise entre AE et DE, soit d'une
grandeur donnee.

Pour former les équations des droites 4E et ED, je
nomme a et o’ les tangentes des angles EAD et ED A,
qu'elles font respectivement avec la droite AB; je
prends celle-ci pour axe des abscisses dont je place
V'origine au point 4, ainsi que celle des ordonnées
¥ que je congois paralleles a £C; et je fais AD=aq.
La premi¢re droite aura pour équation y == ax, puis~
qu'elle passe par le point .4 ; la seconde devant passer
par le point D, pour lequel on a

‘_y:::o(85) et x=—a,
sera
y==—d(x—2a),

en observant que y diminue tandis que x augmente, et
que par consequent o' doit étre pris négativement : on
aura donc ces deux équations :

y=eax, y=-—ad(x—a).

(*) Dans les notes qu’il a placées & la suite de ses Elémens de
Geéométrie, M. Legendre déduit cette relation des premidres consé-
quences de la superposition des triangles égaux, par un moyen trés.
élégant ; mais les cohsidérations qu’il emploxe pour cela sont malhen-
rensement trop abstraites pour pouvoir servir de base a4 un llvre
€lémentaire, . et porter dahs Pesprit cette conviction intime qui
résulte des notions recues immédiatement par les sens.
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Pour obtenir les points H et K , ot les droites qu’elles
represententrencontrent la ligne GK , paralléle a 48,
il suffjt A’y faire y = 4G ; si donc on pose 4G=1,
on aura ,

t—ar, t=— o (2 —a):

prenant la valeur de x dans chacune de ces équations,
il viendra _
e ua’ —t
X == .-1‘ ) X = -—*—c?-——'.
Ces expressions sont celles des abscisses Ahet Ak, dont
la différence donne hk == HK , a cause ‘des paralléles ;
et désignant par m la grandeur que doit avoir HK, on
trouvera
- ed—t ¢
== 7 1

aQ a

d'oit 'on tirera
aom’ = aad' — ta ~td’,

et par censéquent
X »
y— (a2~ m)aa

a4

Telle est la valeur de 4G, gui satisfait 4 la question
proposée, :

97- Je suppose qu'au lien de 'doﬁngr ala ligne HK
une grandeur connue , on demande qu’elle soit égale a la
ligne AG, ce qui revient 4 inscrire un quarré dans un
triangle (66). Dans ce cas, au lien d’égaler a m I'ex~
pression de HK , il faudra I'égaler i ¢, ce qui donnera

aa —t

—
— 7

[4)

¢
a y
&'ou I'on déduira ,

: aqo
Tad Fatd’
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58. Soit encore le probléme suivant, déjd. résolu
aun®y8: D'unpoint £, fig.33, placé comme on voudra, ¥ig.33.,
menerune droite de maniére que lapartie D'F’, de cette
droite, interceptée entre deux Lignes qui forment entre
elles un anglé droit BAG, soit d'unegrandeur donnée.

Si« et B désignent les coardonnées du point donné E
y — B=— a(x~—«) sera 'équation de la droite ED',
menée par ce point. Pour obtenirla longnenr de D'F, il
suffit de déterminer 4D’ et AF, cest-a-dire la valeur
dey lorsque x==o0, et cellede x lorsquey....o hy~
pothéses qui fournissent les équations

y—EB=az, —f==—a(x—0a),
desquelles on tire

y—-B+a¢_AD' m=ﬁ+adiAF"

et comme F'D' =— \/AD’ -+ AF’ 11 en resulte

FW=M@wmqﬂww=ﬁfvﬁa

posant F'I)’ == m, et élevant au quarré pour faire die~
paraitre le radical , il vient

i — B + aa\*
- a

(+aY)

Cette équation étant développée et ofdonnée par
rapport 4 la lettre a, sg changera en
+a’—m

¢4+ 2E g 4.8 e+ Zasl=o

et monte, comme on voit , au quatriéme degré; mais si

I'on fait B==«, c’est-a-dire, si 'onprend le point E &
égale distance des deux axes 4C et AB, elle devient

a4+za+ a’+ga+ 1=o0,
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et rentre dans I'¢quation (3) dun°78, lorsqu’on change
aenzetacena.

99. Je fais maintenant I'application des formules que
j'ai trouvées pour la ligne droite, & la recherche des:
principales propriétés du triangle. Je prendsa cet effet

Fig. 43.deux points M et M, fig. 42, formant, aveclorigine 4,
un triangle quel’conque; je désigne les coordonnées du
premier poiot par. . ., B,
celles du second par. N
lesdistances AM, AM’, MM’, qui forment les cotés de
ce triangle, seront, d’aprés le numéro 88, exprimées
respectivement par

Ve, V& +E, Vi(—ay+E—8)y.
Silonfait AM=c, AM = ¢, MM' = c", on aura
ces équations :

¢ = F Bn,

clg_ __;dlg +£/A,

= a? —gd'd e ot = 12— 283 4 2,

et si on retranche la derniére .de la somme des deux
premiéres, il viendra

A" =a(ax - £F),
. cFct—="

2

d’on

ad’ =k B =

»

Les équations-des lignes 4M et AN seront

BI
.}':%x’ =;—,x(87);

le cosinus de P’angle qu’elles forment entre elles aura
pour expression (93),
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o
’("*"") R )

‘/( _,_ﬁ’)( +/3) Vet @+

En faisant le rayon r=—=1, comme celui des tables des
sinus, et substituant a la place des quantités a* - £2,

& 3 "8
«/* 8", aa'-Bf, leurs valeurs ¢, ", -i—;-—-—-—,
il viendra
L
(—
cos MAM' — ———- ,

acc

équation qui donne une relation entre les trois c6tés du
triangle M A M’ et I'un de ses angles Si P'on fait atten—
tion que I’ angle MAM est oppose au cété MM’ =<',
on sera convaincu qu’oa doit avoir pour lesangles 4AMM'
AM' M, fespectivement opposés aux cdtés AM =,
AM = c, les équations

e ("2 = "3
cos AN =575 T °C s

2cc”
- Cln. c"z -— 2
Cos AM’M: —-I:'E:T_" —

En désignant donc par 5", 3, ¥, les angles MAM,
AMM', AM'M, on obtiendra les trois équations sui~
vantes :

¢* 4 ¢* ——2cc’ cosy” ="

e =" —2cc” cosy/ =™ » (A).
’ )

€2 ¢" —ac’c” cosy = ¢*

Sil'onajoute ensemble lapremitre et la seconde de ges
équations, pnisla premiére et la troisiéme, puis la se-
conde et la troisidme, on obtiendra trois résultats qui
deviendront respectivement divisibles par ac, o¢/, ac”;
lorsqu'on aura effacé les termes communs aux .deux
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membres de chacun, et qui donneront ainsi

¢ —¢ cosy” —c"cos)’ =o
¢’ —c cosy” —c"cosy =0, (B).
¢"—¢ cosy’ — ¢’ cosy =o)

Il est bon d’observer que ces équations s'obtiennent
immédiatement en abaissant successivernent de chaque
angle du triangle, une perpendiculaire sur le c6té op~
posé, et calculant les segmens de ce coté.

Fig. 14.  On a dans la figure 14

"AD=—=—AB cos A, CD=B8CcosC
AC=A4D +~ CD —= AB cosA4 -+ BCcosC.

Faisant /C—=c, AB=¢', BC==c", et conservant
les dénominations des angles , il viendra
L .

c=¢" cos) "4 c" cosy’ ou c—c’ cosy"—c" cosy’=o.
On paryiendrait de méme anx deux autres équations(B).

100. Quoique ces équations soient #u nombre de trois,
elles ne peuvent cependant faire connaitre les cotés lors-
que les trois angles sont donnés; car sl on cherchait
Ies valeurs de ¢, ¢/, ¢”, au moyen des expressions géné-

. rales des inconnues, déterminées par trois équations du
premier degré, on trouverait o, a cause que le terme
connu manque. Mais ces mémes équations se changent

en
1—pcosy”—gqcosy’ =o
p— cosy'—gq cosy =o
g— cos)/ —pcosy ==o0,
’ n
lorsqu'on fait % =p, Z==gq; elles donnent alors le
c

rapport des cotés du triangle proposé, etil reste de plus
une équation de condition, qu'on obtient en éliminany
p et g. Cette équation est
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" 1==c0s),"* — cos)"* — cos)* — 2c0s) "cosy cosy =0

et son premier membre est précisément le dénominateur
commun des valgurs des inconnues ¢, ¢/, ¢’, déduites
des expressions générales citées plus haut. En égalant
cette quantité a zéro, les valeurs des cbtésc, ¢, ¢,
deviennent 2, et les cotés demeurent par conséquent
indéterminés, comme le prouve la transformation opé-~
. Tée sur les equanons ®.

L’équation de condition que I'on vient dmdlquer
renferme la relation que doivent avoir entre eux les
trois angles 9, 9" et 3", pour que leur somme soit
égale & deux droits, ainsi que ['exige la nature du
triangle rectiligne. Pour s’en assurer, il faut, a l'aide
des valeurs desin (p = q), cos (p == ¢) (11), dévelop-
per I'équation cos (27 — 5" — ') ==cosy : on trop-
vera d’abord

—cos{ 9"+ 9 )==cosy,
en observant que sin 27 == o0, et que cos2 = — 1 puis
il viendra
~ cos )’ cosy’ +-siny" siny’ == cosy,
d’oit :

cosy -+ cosy” cosy’==sin9y" siny/,
(cosy--cosy” cosy’) =siny "*siny *=(1~cosy *)(1~cos) %),
et aprés les réductions, on retombera sur I'équation
ci-dessus.

1] est & propos de remarquer que les équations {A)
gont, par rapport aux triangles rectilignes, ce que les
equatlons (B) du numéro 47 sont a I'égard des tnangles
sphériques, etconduiraient, par de simples transforma~
tions, aux formules de la résolution des premiers
triangles.

101. Pour avoir l'aire du triangle MAM , fig. 43, | Fig. 4a.
faudra, du point 4, abaisser une perpendiculaire 4D
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sur le cdté MM’ qui, passant par les points M et
M, dont les coordonnées sont respectivement ¢ et g,
&’ et @', a pour équation (88)

fF—g
y—ﬂ:-d"-—d(x_d),.
g —g f— e
ou: _y:a,_a.z:ﬂ— 7 —

En comparant cette derniére équation avecla formule
y=ax -+ b, on trouvera

& —a’ o —a

a'p—fa
?

a=

mais en observant que dans le numéro g2 les lettres
a et @ désignent-les coordonnées du point d'our part la
perpendiculaire, coordonnées qui sont nulles dans le cas
actuel, puisque ce point est I'origine , I'expression de la
perpendiculaire se réduit a

=b 2p—pe .
Vita V@ —a)y+ (F—8)*

et mettant ¢” au lieu de /(& — 2)* + (@ — B)*, il
‘viendra
AD = il

Ul

Avec cettevaleur, onaura pour 'aire du triangle MAM',
MM < 4D _ . off — a'f

]
2 2

expression bien remarquable, en ce qu’elle donne 1'aire
de tous les triangles qui ontleur sommet au point 4, aa
moyen des coordonnées des sommets des angles adjacens
a leur base. ‘ B

, On pent la changer en une autre qui ne dépende que
des cétés, Pour cela, il fant multiplier entre elles les
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deux équations
a.’-'— B = C’, a2 +ﬂln.____. C”',
@ retrancher du produit le qparré de

. (3 UL .
aa! 4 p'= f-’j—fg—i-c—- ; il viendra
£ g
a8t e o/ 23 R AR = (2P — @t C;_ Ll :

prenant les racines quarrées, etréduisant tous lestermes
du second membre au méme dénominateur, on trouvera

dﬁ,-—- ¢Iﬁ= % V4Cgclg__ (Cg+ clz:;cun),’
et Iaire du triangle M43 aura pour expression
WG,

dongledéveloppements’accorde aveclerésultatdun® 64.

162. Sil'on congoit maintenant un guatriéme point
M?, dont les coordounées soient ", g8, et que.l'on
représente par d, d, d', les distances AM", MM"
M'M°, on aura

¢l/a + ﬁ"z — dﬂ

(@ —a) 4 (' —p)Y==d*

(2" — &' W (6" — @) = d".
En développant ces équations, et substituant dans les
deux derniéres, a la place des quantités a>4-g*, a"*4%,
a" - @, leurs valeurs c?, ¢'# et d°, on obtiendra

>+ d*— 2 (22" 4 g =d"

c"+ dt—o (“/“n_}_ ﬁ’p")::,d"’;

si, pour abréger, on fait

cn+dn_d’z— C'n+dn__dﬂ's
\""T—'—'—" s 2_——__.._,0 03
on aura
" . Al
,—=a +,Gﬁ", d":a.a"—f-ﬁ,@.

Prenant dans ces equationsla valeur de«” et celle de 87,
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qui sont '
o ,B'd,-—-ﬁd!_ . ad, — ¢_’¢_i_,
af — a'g’ T af — '’
pourles mettre dans e 4+ g"=ds, en ayant égard aonx
_équations a® 4 g*=c*%, a'*-}- g'* = ('3, op trouvera
cd 4 c*d —ad d (aa'pE )=d*(2p'—a'8)> (C).

Remplagant ensuite les quantités aa'4 8’ et af'= 2’8,
par leurs valeurs

2 /3 ¥a

=, W,

-obtenues ci-dessus, et remettant

epd? — d'® - dp—d"

—= " T
pour d,, d, . cette équation ne renfermera plus que les
six distances

., AM, AM', MM', AM", MM", M'M",

qui forment les quatre cotés et les deux diagonales dun
quadrilatére AMM M". Quand les quatre cbtés de ce
quadrilatere et 'une de ses diagonales seront connus ,
on pourra trouver l'autre diagonale.

103. Si I'on voulait détermiﬁé% le point M" par les
conditions que les trois distances AM", MM", M'M",
fussent égales, ce point serait alors le centre du cercle
circonscrit au triangle proposé, et I'on aurait

.  d=d =4,
ce qui donnerait
c* ,
d/"—" 2? dn = o 3
Y'équation (C) deviendrait
4 '2ct — 20 (e 4 BR) = 4d*(ag’ — 4’ 8)%,
et se réduirait a -
c2c’2c" = 16d°8%,
en
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en mettant pour aa’ -4 A sa valeur, et en observant
que si on désigne par S la surface du triangle AMM’,

egale h—ﬁ-—;—g(lox), on aura

(a8 —/B) = 45",

On tire 'de la

CC C
d— —ZT
expression trés-simple du rayon du cercle circonscritaun

2 /2
. . o' .
triangle proposé; eten écrivant Set— an lien de d,
etd, , dans les valeurs de «” et de 2", ona les coor-
données du centre de ce cercle.

104. 11 ne sera pas plus difficile de trouver les coor-
données du centre du cercle inscrit , et le rayon de ce
cercle. Dans ce cas, le point M”, fig. 43, se trouve au- Fig. §3.
dedansdu triangle , et dans une situation telle , que les
perpendiculaires abaissées de ce point sur chacun des
cotés AM , AM', MM, sont égales entre elles. Pour
exprimer analytiquement cette circonstance, il suffit de
former les équations des trois lignes ci-dessus , et d'en
déduire , par la formule du n° 88, les longueurs
des perpendiculairesmenées du point M”, dont les coor-~

données sont 2 et 8. Or ces équations sont respecti-
vement

y=éﬂ y=ﬂxww.

— ‘8
y—i_f +f¢, ' (89);

les perpendiculaires abaissées sur chacune d’elles auront
pour expression

Trigonométrie. 6° edmon 10
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¢Bll;aﬂ@ a‘an_._zuB't ‘
(4/__“) ,3" ( / B) a”‘+¢ﬁ’ _;»_dlg
Vi —ap+@E—8

et pourront s'écrire ainsi :

¢B —-a.”,@ d.’B"-——dng""
e e
— (af'— a'B)— (2"8'—2/8") +- (al'—a'B)
-CII

en mettant pour les radicaux Jeurs valeurs-c, ¢, ¢
Simaintenant on se rappelle que la formule quidonue
la perpendiculaire abdissée d’uin pomt sur une hgue a
été obtenue par une eXxtraction de racine quarrec. et
qu'elle esi par conséquentshsceptible d'étre prise positi-
vement ou neganvement on' en conclura que. chacurde
desexpressions ci-dessus:adeux valeurs. Pourn ‘employer
que cellesqui sont posmves, il faut observer que, d’aprés
la figure, la ligne 42 s'écartant plus de l'axe. des
abseisses AR que la ligne AM; et le point M" étant
.oomprisentre la premiereet 1a derniére, " .on. doit avoir
’ LA 4 . {/ .
%>§' L f?.>§..;.?t %>"§’.
ou; ce guicest la méme chose:,
”ﬁ/> /Ell 4‘Bl> /ﬂ tl.ﬁ” > as”
d'ott il suitque, pour donnerune valeur posmve,l ex-
pression de la seconde perpendlcu]alre doit étre prise’
avec des signes Eontraires a ceux qit'elle a oi-dessus.
De plusle point M setrouvant au-dessousde la droite
MMM, dont I'équation est
— {7 4
=l o 8o

& -

il faut que
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ll ’ . ’
g,,<B ﬁl,,+¢B-—-aﬂ

— dl——d

ou que e 'G Bl' ,,+ aff— o8 .

—_—
ce qui donne

af! — ' a" " S aff — A8,
ou bien '

a2’ — 2B <L 2 — 28,
condition d’aprés laquelle I'expression de la troisi¢me
perpendiculaire est positive.

Si d’apres ces considérations, on fait

B’ — '8 "ﬂ’ 2B
=e, =,
. c ) c .
_ (dB_"f" u-"ﬁ) —( d':ﬁ’— A'.’r@") -+ (28 .—d ﬁ) "::é” )

et que V'on ajoute les produxts ec, e'c’, €'¢”, il viendra
par les reductmns

ec+elcl + el/ ”_‘—-'d/B,-'u,B.
Cette -équation est facile & vérifier ; car les produits

! 7 it

ec, &'c’, e'c", expriment les aires des triangles 4M"'M |
AN , MM "M, multipliées par 2 ; la somme de ces
aires est égale a celle du triangle total AMM', qu'on
a désignée par S, eton a

_aff ——a,@—~2$ (101).
Lorsque e ==¢’ = ¢, ou obtient sur-le-champ
1. oS
E=Tx el

et quand c = ¢ = ¢”, il vient
[ +‘e, +e" "_'-"—C—'.

La premiére de ces expressions est celle du rayon du
10..
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cercle inscrit; et la seconde fait voir que si d'un point
quelconque pris dans lintérieur d’un triangle équi-
latéral, on abaisse une perpendiculaire sur chacun des
cbtésde ce triangle, la somme de ces trois lignes sera
égale @ sa hauteur , puisqu’en prenant le coté ¢ pour
base, et nommant 4 la hauteur, onaS=3}ch,

qui donne e 4 ¢ +-¢' = h.

On pourrait encore tirer un grand nombre de consé-
quences de la théorieque je viens d’exposer; mais cequi
précéde suffit pour cet ouvrage ; et jobserverai qu'il
existe pour les polygones rectilignes quelconques des
équations analogues aux équations (A) et (B) du nu-
méro gg, qui sobtiennent de la méme maniére, et qui
conduiraient aux propriétes de ces polygones, comue
celles-ciménent aux propriétésdutriangle. M. Lagrange
a donné, sur les pyramides, un Mémoire auquelcecipeut

- servir de préliminaire, et qu'on étendrait aux polyedres
en faisant usage des formules rapportées dans le cin-
quiéme chapitre du premier volume de mon Traité du
Calcul différentiel et du Calcul intégral (*).

105. Lacombinaison del'équationdela circonférence
du cercle avec celle de la ligne droite , ‘conduit aux
diverses propriétés qui résultent de la rencontrede ces
lignes, etdonne la solution de toutes les questions dans
lesquelles I'inconnue ne passe pas le second degré.

Soient x* + y*==i*, y — B =a (x—a), ces deux
équations ; lesemployer a la détermination dex etde y,
ou les considérer comme renfermant les mémes incon~
nues, c’est supposer que les points auxquels appar-~

—

(*) Voyez aussila Polfgonometrze de PHuilier, sa Pol_yedrof
melrla insérée dans le premier volume des Meémoires presentt-'

& llinstitut, par des Savans étrangers ; la Géométrie de posic
llon de Carnot, son Mémoire sur la relation qui existe entr®
les distances de cing points quelconques pris dans Pespace.
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tiennentles coordonnées x, y, sont situées enméme temps
sur la circonférence du cercle et sur la ligne droite pro-
posée, c’est-a~dire,sont lesintersections de ces lignes:
et en général, il est évident que pour trouver les points
de rencontre de deux lignes quelconques, il suffit de
supposer que leurs équations ne contiennent que les
mémes inconnues.

En chassant d’abord y, par le moyen de sa valeur
prise dans la seconde équation, on trouvera

x4 (ax+ B — a=x)® =%

Cette équation duseconddegré, étant développée, don—~
nera deux valeurs pour x, parce qu'en effet la ligne
droite doit rencontrer en général le cercleen deux points;
mais on peut arriver & des résultats plus simples , en
prenant pour inconnue la distance du point dont les
coordonnées sont « et 8, a 'un des points d’intersection
de la droite et du cercle. Si on désigne cette distance
par z , on aura (88),

2=V (x—ay+4 (y—~8)*,
d’ou 'on tirera
B=(x—a)+(y—8);

et mettant pour y— £ savaleura (x —a), il viendra

2= (x — @)’ (2 0%,

d’ou P'on déduira

:C—d:——_z__, _)"—'B= i =
\/11—}- a* V 1 4 a®
ce qui donnera
F4 az
Xr= ———, - ————
a4 arprac y B+‘/__1+aa,

Substituant ces dernieres valeurs dans l'équation
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- y*=r* on la changera en cette auire :

2faz a’z*

Vike e

’+"7 ~~_+1 wrepe — At

1
qui se réduit a

g(m +B¢z)
Vl

et qui fera d’abord connai‘tre z, et ensuite x et y, au
moyen des expressions précédentes.

11 est visible que sile point £, fig. 44, est celoi dont
les coordonnées souta et 8, dque MINM’ et EM soient
le cercle et la droite proposée, a exprimera la tangente
de 'angle EeB , et les deux valeurs de zappartiendront
aux droites EM et EM,

106. Onsait, par la théorie des équations, que le der-
nier terme est le produit de toutes les racines ; si donc
on nomme z’ et z* celles de’équation ci-dessus, onaura

Z'Z.” — a? + Ba —_— ,.s‘
expression qui, ne dépendant point de la quantité a,
demeurera la méme quelle que soit cette quantité,
c’est-a—dire , quel que soit 'angle EeB dont elle est la
tangente ; et comme =’ et 2" représentent les denx lignes
EMet EM’ il suit de 1a que le produit EM X EM'est
le méme pour toutes les lignes- menées par le point E |
ou, que si 'on tire une seconde sécante £m’, on aura

EM>< EM— Em > Ew/,

d'on il résulte que les sécantes EM’ et Em’ sont réci-
proquement proportionnelles  leurs parties extérieures
EM et Em, ainsi qu'on le prouve dans les Elémens.
Lorsque le point £ est en dehors du cercle, on a
¢2+ ﬁﬁ > ’-2’

puisque 2* 4 £ exprime le quarré de la distance du

Lz 2* + B —r==o0,
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point E au centre 4 ; mais quand ce point est intérieur
au cercle, comme le montre la figure 45, 2z’ et z"Fig 45
sont de signes différens , parce que le dernier terme
! -}~ 8* — r* devient négatif 4 cause de a®-} £* <.
D'ailleurs le produit EM > EM' demeure indépen-
dantdel'inclinaison de la ligne MM, parrapporta 48 ;
et en menant par le point E une seconde corde mm’, on
a encore

EM X EM = Em> Em’,

d’oil il résulte, comme on le prouve dans les Elémens,
que Jes cordes d’'un méme cercle se coupent en raison
réciproque ; et I'on voit que ce théoréme et le précédent
n'en font, a proprement parler, qu’un seul, puisqu'ils
se déduisent de la méme équation.

En tirant de I'équation
2 (a 4 Ba)

2 +________

* \/1 ~+a®

Ia valeur de z , on trouve

z2 4 at e f2—r*=o0,

, —(d-l-ﬁa)-}-\,/r’(l—}-a*);_.(g__au)s
7 = (14¢

Vl —+ a?
o= (248a) ~V7A(1 +a) — (B —aa)*

Vx -+ a*

telles sont les expressions des lignes EM et EM'.

Elles penvent étre simplifiées en changeant les coor-
données , de maniére que les abscisses x et « soient
prises surla droite AE, fig. 44, qui joint le point EFig. 44
avec le centre .4 du cercle proposé, en partant toujours
de cepoint, et que les ordonnées y soient. perpen-
diculaires a cette droite : on aura alors
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8 =o, e—=— AF
r _—at V(1 +a*) — a'a?

* Vite
ot e V(1 a*) —d%t
B Vitd '

P’équation au cercle ne changera point , mais celle de la
droite EM deviendra
y=cac(x—a).

107. En supposant que le point E soit extérieur au
cercle, on obtient

MM = Emr— a2V F O —aw

Vita
mais 1] est visible que cetteligne diminue a mesure que
la ligne EM, tournantautour du point £ , tend a sortir
du cercle, et que les point M et M’ finissent par coin—
cider en [V, lorsque cette ligne n’a plus avec le cercle
qu’unsimple contact : a ce point, on a donc MM ' =o,
et par conséquent

(1 4+ a®)— ala’*=o,
. .
Va—r

Voila I'expression de la tangente trigonomeétrique
de I'angle quedoit faireavec laligne 4E, une ligne EN,
menée parle point £, de maniére a toucher le cercle;
et par conséquent la solution algébrique de ce pro-
bléeme : Mener par un point pris hors du cercle, une
tangente a ce cercle.

a—=

108. Les mémes considérations serviront aussi a
déterminer la tangente menée par un point pris sur la
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circonférence du cercle; et pour plus de généralite,
je placerai ce point d’'une maniére quelconque. En
désignant toujours par « et 8 ses coordonnées, on

aura par I'équation du cercle, a laquelle ces quantites
doivent satisfaire,

a? + Bn -— T’,
ce qui réduira I'équation
oy 2(24HBa)
R Vaw= V 14 at
s 2(a—4Ba )
* ST V'1+a

etdans cet état elle se décompose en

2 (ac -+ Ba)
V14 a*
ses deux racines seront donc
Z':O z,,=__2(¢+ﬁd)_
Vite

et la dlﬁ'erence de ces valeurs, ou la longueur de la
partie de la sécante comprise dans le cercle sera

2 (a +Ba)
\/1 -+ a?

Pour que cette quantité s’é vanouisse, il faudra qu’onait

ztar e

=0,

z—o, 2 ——.

a4 fa=o0, ou a__—-B-,
résultat qui s’accorde avec ce qu'on démontre dansles
Elémens; car la droite menée par le centre du cercle et

par le pomt dont les coordonnées sont 2 et B, ou le

rayon 4N, aurait éour équnation y =§ x(87); 'équa-
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tiony —f== g (x— «) devenant, par 1a valeur de &

. [
trouvée ci-dessus, y — 8—=— 7 (& — a), représentera

la droite perpendiculaire  ce rayon, et passant par le
point dont les coordonnéessont « et B, c'est-a-dire par
son extrémité IV (go).

SiT'on voulait connaitre la distance del'origine A des
coordonnées, au point oii la tangente N7 rencontre
I'axe des abscisses, il faudrait, dans I'équationde cette
tangente, faire y=o, ce qui donnerait
atp

o

——
== »

-—B:—-‘E(z—-a) et x= p

a4 cause de a® - B* = > ,

109. On peut, par ce qui précéde, résoundre la
qQuestion suivante : Trouver la position que doit avoir la
ligne EM , menée par le point donné E | pour que la
partie MM'de cette ligne , comprise dans le cercle , soit
d'une grandeur donnée m. Afin de parvenir a des
expressions plus simples, je prendrai, comme a la
fin du numéro 106, laligne AE pour axe des abscisses,
et en égalant & m la différence des valeurs de z, obtenues
dansle numéro 107 , j’aurai

2V P (L &) —a** |
Vi
faisant disparaitre les radicaux, il viendra
m? (1 a2) =4 (1 4 a?) — fatet;
d'on je tirerai
VP
Via— 4+ m*

substituant cette valeur dansy ==a (z~a), j'obtien-
drai 'équationde la droite cherchée. - -

m —=

G =
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Ce n’est encore 1a que la solution analytique du
probléme qui m’occupe ; il faut maintedant construire
Yexpression ci-dessus, FPour y parvenir, on observera
d’'abord que le numérateur V4 —m? exprime le
cdté d’un triangle rectangle dont arest 'hypothénuse, et
m le troisiéme c6té. On donnera ensuite au dénomina-
teur ‘/4a’—4r“+_7;’ laforme V/ 4a*— (47 —m*)»
équivalente & 1/ 4a* — (V 4° —m*)* et qui fait voir
que ce dénominateur est anssi le c6té d’un triangle rec-
tangle ayant pour hypothénuse 22, et pour troisiéme
coté le radical |/ 47*—m*, ou le numeérateur dont je
viens d'indiquerla coustruction.

En désignant par ¢ et par p les deux lignes qu'on
obtiendra par ces opérations, j'ai

a—= 2,
P
Téquation’y = a (z— «) devient
y :;’ (x— 2);

etil en résulte que si I'on prend sur 4£, a partir da
point Epune distance EF —=p, et que par 'autre extré-
mité de cette distance, on ¢léve une perpendiculaire
FG =g, la droite qui joindra I'extrémité de cette per-
pendiculaire avec le point E, jouira de la propriété
comprise dans |'énoncé de la question, puisque I'angle
FEG aura pourtangente trigondmétrique a = I—= —F;G—
p LF

110. Il doit étre évident, d’aprés ce qui précéde, que
les questionsde géométrie penvent etre traitéespar deux
méthodesbien distinctes : I'nne congiste & déterminerles
équations des lignes qui contiennent les points cherchés,
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en partant des propriétés de ceslignes; et I'autre 4 dé-
duire immédidtement de la considération des triangles
semblables et des triangles rectangles que présente la
figure résultante du probléme supposé résolu, en s'ai-
dant méme de quelques constructions préparatoires, les
relations des droites qui déterminent la position de ces
points,

La premiére de ces méthodes, quelquefois plus élé-
gante que la seconde , est toujours plus générale; mais
la seconde est souvent plus simple ; et cela doit étre,
puisque par celle-ci on prend les choses de moins haut,

etqu'on part de proptiétés plus voisines de celles qu'on
cherche & découvrir (*).

111. L'équation du premier degré n'a donné qu'une
seule espéce de lignes, savoir laligne droite ; I'éguation
du cercle s'est trouvée du second degré ; mais cette
équation , obtennue (Lans le numéro g4 sous la forme
1a plus générale, n’est encore qu'un cas particulier de
ce méme degré, dont Ia formule est

Ay—i—Bx_y+Cx’+Dy+Ex=F.....(l):

il reste donc & découvrir les courbes qui répondent aux
autrescas de cette formule. J'observerai d’abord qu’on
pent, gans en diminuer la généralite , V'écrire ainsi :

g B ¢C ., D E__F
y ‘f‘z“{}"‘i’z? +27}’+71x~—x,

(*) J’ai tracé la marche féconde et uniforme de la premiére deces
méthodes dans la Préface de mon Traité du Calcul différentiel et
du Calcul intégral; et les lecteurs qui voudront en connalire plus
particulidrement Papplication, trotveront de quoi satisfaire leurgotit
dans la 20 édition du Recueil des diverses propositions de géomé-
trie, etc. publié par M. Puissant, savant trés-recommandable ,
maintenant attaché au aprps des Ingénieurs-Géographes.
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et faisant pour. abréger
B C

D
A:b, :2__0 Z:d,

A
1
o
Al
il
""3

il enrésultera
¥+ bxy 4+ cx* d-dy L ex=1.

Le moyen qui 'offre le premier pour déterminerles
circonstances du cours des courbes cherchées, c'est
d’examiner la marche des valeurs de I'ordonnée, par
rapport & celles que T'on peut assigner aux abscisses,

et pour cela de résoudre P’équation ci-dessus , par rap-
port a y. En opérant ainsi, on trouve

y=—i(bx+d)£iV 4(f— ex,—cz*) + (bx + d)'.

Développant la quantité qui est sous le radical , et I'or-
donnant par rapport 4 x , il viendra

ybztdEY, @ Fd) —s(ae—bd)r—(de—b)=

2

Faisant pour abréger

ff+d'=p, 2e—bd=n, fc—b=m,

€n aura

__bx+ d__‘_“/p—sna:——mx‘
= S+ 5 .

On voit d’abord que la valeur de yest composée de

. , . bxd4-d -
deux parties , dont I'une, exprimée par— :- , est
V'ordonnée d’une ligne droite ayant pour: équation '
y:—';bx—’; d, qui se construit en prenant sur Fig. 464
Yaxe AC, au-dessous de 4B, fig. 46, une partie
AD =1 d, et menantpar le point Dune droite D[, fai-
sant du coté des « négatifs un angle DE 4, dont la tan-
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gente soit égale a 1 b (87) ; ensorte que AP éant x,

PNsera— bx

d . o
~. Il est évident maintenant que pour

avoir les points qui appartiennent a la courbe cherchée,
il faut.porter dans la directionde PN, tant au - dessus
qu’au-desseus dela droite DE, des parties VM et NM'
égales a

H ‘/P — anx — mx? ’
puisqu’on aura par ce moyen

PM =—1(bx+d)+ i Vp— anz—mz*,
PM =—1(@(z+d)+ Ly p—anz—mz.

La droite DE jouit ainsi de la propriété remarquable
de partager endeux patties égales les lignes menées pa-
ralléelementd AC, entre deux points de la courbe cher-
chée, et c'est pour celaqu'on luni a donné le nom de
diamétre ; maisil y a cette différence entre laligne DE
et les diamétres du cercle, que ceux-ci rencontrent a
angle droit toutes leslignes qu'ils divisenten deux parties
égales , tandis que la premiére le fait obliguement : ce-
pendant on verra bientot que ces deux circonstances
dérivent d’urre méme loi.

112. L’équation ci- dessus se simplifierait beancoup
en prenant pour ordonnées les droites NM et N,
c’est-a-dire en faisant

il viendra alors
t=x1V p— anz —mx*;

‘mais les abscisses 4P ne seraient plus comptées sur la
hgne de laquelle partent les ordonnées. Pour les rame-
ner a cet état, il faut les prendre sur le diamétre DE :
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c'est ce qu'on effectuera en posaut DIN==s; et en ob-
servant que si l'on tire DG parallélea .48, on aura

DG = DN cos D —=scos D.
L'’angle D est le méme que angle £, dont la tangente

(p.31);

est1 b, son cosinus est

1 2
Vi Vi+e
et puisque AP ="DG, il en résultera

2s
T=———= ou xT=gs
Vi+b R
en faisant, pour abréger,
D)
‘/ 4 -+ be by q'v

La valeur de x étant mise dans cellede ¢, on trouve

t=1y p— angs—mg’s*,

relation qui doit exister entre s et ¢, ou entre lesdroites
DN et MN, pour chaque point dela courbe, et qui est
par conséquent son équation rapportée aux coordonnées
DN et NM. Celle~ci, quoique plus simple que

y* +bxy + cx* + dy 4+ ex=f,

est aussi générale, puisque les transformations effec-
tnées jusqu'ici, n’ont introduit aucune condition par-
ticuliere,

L’expression det étant affectée en gépéral d'un radi-
cal du second degré, ne saurait aveir de valeur réelle
qu’autant que la quantité p — agns — mq*s* sera po-
sitive. L'examen de cette circonstancs présénte plusieurs
cas que je discuterai siiccessivement.

113. Je'suppose d'abord, ‘que la guantité désignée



160 APPLICATION DE L'ALGEBRE

par m dans len® 111, Soit positive, et je mets I'ex-
pression p — angs— mq®s® sous la forme

q( _.ﬂs_sﬂ)'
mq mq

pour n’avoir plus & considérer que celle-ci :

P an
mq* mq

H

de laquelle on peut faire disparaitre le terme ot s n’est
qu’an premier degré , en prenant

s=u— ;ln—q » ( Elém. d'dlg. 209.);

et aprés la substitution et la réduction , elle devient

Pour savoir ce qu’'est u , il suflit de construire sa va-
leur en s; et 'expression

um=s+ == DN+ ——
mq ‘7
montre que Yorigine des u doit dtre placée en arriére
. n
de celle des 5, & une distance OD = my parce

qu’alors

DN =ON — OD —=u— =~
mq
Cela fait, on a
e )

mq

et
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et on voit que l'expression de ¢ sera réelle , tant que

ut < pm—+ nt

~ msqa

H

qu'elle sera nulle quand

m - n* m —- n*
ur =P , ou u==:t il

m'.qu. \ maqa

Ces derniéres valeurs indiquent donc les intetsections
de la courbe avec le diamétre DE ; et en les portant
de chaque c6té du point O, A cause de leurs signes,

on obtiendra les points I et I’ placés a égale distance
du premier. :

Au-dela de ces points, la quantité

 diihn

a
mzqn U,

devenant négative, les ordonnées ¢ seront imaginaires ,
la courbe n’aura aucun point correspondant aux abs-
cisses plus grandes que O et OI ; elle sera donc
renfermée dans l'espace compris entre les lignes TH

et I'H', menées par les points I et I', parallélement
aux ordonnées.

114. Lesdeux valeurs de ¢t en 2 ne différant que par
leur signe et demeurant les mémes soit qu’on prenne u
positif on négatif, il g’ensuit qu'al’abscisse ON' = ON,
répond I'ordonnée N'M" égale &4 NM' et placée en sens
contraire, ensorte que les triangles M'IV'O, et M'NO,
sont égaux, et que par conséquent la droite M'M" est
partagée en deux parties égales au point O, Cette pro-
priété dontle point O jouit par rapport a tous les
pointsde la courbe, lui a fait donner le nom de’ centre ,
par analogie avec le centre du cercle ; mais pour les

Trigonométrie. 6°édition. 11
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autres courbes les rayons ne sont égaux que deux &
deux, parce que les diamétres sont inégaux.

115. La forme de la courbe que représente I'équa-
tion entre ¢ et u, sereconnait aisément par la construc—
tion de cette équation; et pour I'effectuer, je fais d’abord

Pm+n’2 —aglas
nlnqz - M

il vient

S ———
::i% qu (@*—u) =1 ‘/mq Vi =u.
Prenant alors o pour le rayon d'un cercle ayant son
centre an point O, u pour Vabscisse, le facteur

V@ — u* exprimera I'ordonnée de ce cercle, élevée
perpendiculairement 4 OJI. A Yégard du factenr

1y/mq*, il ne doit représenter qu'un rapport, si V'on
veut avoir égard a I'’homogénéité des expressions(71)

b
je le désignerai donc par —; , et y'aurai par conséquent

b/’ 1 a /o mP + n? N . . .
s —amq, b _T’ d’ott je tirerai

b
—-iz ‘/a’“-—-u’.

On voit ainsi que 'ordonnée INM s’obtiendra en
cherchant le quatriéme terme de la proportion

b \/a —u? Lt

Lorsqu'on aura déterminé la grandeur de ¢, on la por-
tera le long de la ligne MM, tantad-dessus qu’au-des-
sousde DE , & cause du signe =z,

11 est évident que la courbe résultante de cette cons—
truction sera fermée comme le cercle, et ne s’étendra
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que dans I'espace compris depuis & = o jusqu'a u =.
—a’, puisqu’an-deli de ces limites, [e radical ou I'or-
donnée du cercle sera imaginaire.

La plus grande valeur. que puisse avoir I'ordonnéet,

est visiblement celle quirépond au point O , pour lequel
u=o0; on a dans ce cas

t==xb:

prenant donc les droites OL et OL/ égales a 0, les
points L et L' seront les limites de la courbe dans le

sens de ses ordonnées , comme les points 1 et I’ le
sont dans celui des abscisses.

~

116. Il estimportant de remarquer que si la quantité
représentée par o’* était négative, le radical V'a® —u*
demeurerait toujoursimaginaire , et I'équation proposée
ne saurait exprimer alors ancune ligne. En remontant a

. m =4~ nt , .
la valeur de &'*, qui esw_ﬁ%'_ » on verra qu’elle serait

négative si p était. affecté du signe—, et qu'on efit en
méme temps pm > n®.
Quand dans ce cas pm ==n*, il vient (115) &’ =o,

- Y —
b'= o; mais on a toujours —; =3 V' mg*, et par con~-

séquent

t==% %‘/E? \/—u’:."_-—;fqu\/——m,

équatiof & laquelle on satisfait en posantt =o,u=o0:
on peut donc dire que la courbe se réduit alors au seal
point O, ot £ =0, u==0, et que ce point est la limite
vers laquelle tendent , & mesure que les diamétres II”
et LL' diminuent; les courbes donuées par P'équation
ci~dessus.

11..
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En élevant au quarré les denx mambres de I'équation-

t=—= %\/mq\ —- ——-u’),

elle se change en

*= lmg*

m~-n*
pmtn_ ua),
m*q*
et en 4mt*~~ m*g*u® — pm—-n®=o. .
Lorsgue p est négatif , elle devient
4"1" + maqnua + Pm ] 03

et quand pm>n?, son premier membre étant la somme
des trois quantités essentiellement positives, puisqu’on
suppose que m est aussi positive, il ne peut devenir nul

que dans le cas ou I'on aurait séparément les trois
équations

4mi* =o, m*¢*u*=o0, pm —n*=o,

On peut satisfaire aux deux premiéres en faisant £ =—o,
‘u==0; mais laderniére exprime une condition sans
laquelle la proposée est tout-a-fait absurde.

- 117, Je suppose & présent que m soit négative; la
quantité p — angs — mq*s* deviendra
n}.
’

p
. an '
on fera disparaitre le terme —— -nT&: , €n prenant

p—2angs~-mg*s*=mqg* { g

. ., n .
u+ ; etla quanme;l— qui represente DO ,

Fig.47. fig. 47, ayant ici la signe~}-,se portera sur la partie DF,
affectée aux abscisses positives. Onaura ainsile centre O,
et ’équation proposée deviendra
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‘=i__§\/;(pm—ns )

m —n® ) e
4 = Zza", selon que la quantité pm— n*

posant
- ‘ "
sera positive ou négative, et faisant toujours ; mg*= —7ar

on obtiendra

o3

Z‘t——,‘/u"“"a .

Cette équation parait renfermer deux cas distincts :
elle n’en contient cependant qu’un‘seul; carsi on éléve
ses deux memmbres au quarré , on en déduira

(£
=7 (wtad?),

don a2 — byt —a"b",

but—a* =1b'%a"
équations qui ne différent I'une de 'autre que parce
que dans la seconde , a’ et ¢ tiennent laplace qu'oc~

cupent b’ et u dans la premiére, et réciproquement ;
il suffit donc d’examiner ce que signifie I'une d’elles.

Je considérerai en particulier la seconde : on en
tire

¥
t=ia Vur—=a3;

Yordonnée ¢ se construit en cherchant une quatriéme
proportionnelle aux trois lignes

a, b et Vui—d?,

dont la derniére est uné moyenne proportionnelle entre
u-—a et u-a, et ne se trouve réelle qu'autant que
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u > a'. Lacourbe cherchée n’adonc, depuis u — ojus—
quau=a’, et depuisu=—o0 jusqu'du=—=-~a’, aucune
ordonnée réelle; et commnie & = a’et u—=-—a’ donnent
égalementt==o0, il en résulte que cette courbe ren—
contre lediamétre DE aux points Tet I’, ou seterminent
les abscisses O et OI' égales & o', mais qu e]le ne
g'étend point entre les droites TH et I'H'.

Au-dela des points I et I’, on au>>a’, soit positi-
vement, soit négativement, 'ordonnée ¢ augmente sans
cesse, et rien ne limite la grandeur a laquelle elle peut
atteindre. D’'aprés ces considérations, il est visible
que le cours de la courbe est parella celui des lignes
KIk, K'I'l, séparées parlmtervalle II', et dont les
branches IK et Ik, 'K’ et I'l’ s’étendent a Vinfini.

Si Pon considérait cette courbe par -rapport a la
droite LL’, c’est-a-dire en prenant ¢ pour I'abscisse ,
et u pour l'ordonnée , son équation donnerait

u=1= Vt‘ b2

Dans cette forme , 1 ne saurait devenir moindre que
OI et OI', et la courbe ne rencontre pointson dia-
meétre LL'. Il est évident par 1a que 'équation

a’*t* — b*ut = a’*h’?,

conduisant aussi 4 .
b ee——
t= _“t'.-[—l; Vut +a?,

doit appartenir a une courbe QLg, Q"L’q’ de laméme
espece que KTk, K'I', mais tournée par rapport au
diamétre LL' des t, comme celle-ci Y'est par rapport
au diamétre JI' des u.
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118. Si l'on avait & =ooupm —n*=—o0 (117),

Pexpression de ¢ se réduirait @ =2} Vmgu®, et
donnerait les deux équations distinctes

t=§qu\/;, =—1qu Vm,

qui ne représentent que deux lignes droites menées
par le point O. Pourles construire on prendra a volonté
une abscisse OR; il viendra

t==+2%OR.qyVm,

et portant ces valeurs de R en § et en &, on tirera
OS et OS', qui seront les droites demandées.

Je vais comparer i ces droites la courbe KJk, en
prenant. pour une abscisse quelconque ON =—u, la
différence M7 des ordonnées correspondantes N et
NZ. La premiére étant exprimée par

—_— e _ 73
3 ‘/mq’. Vu"-—a”ou%qu Vm. ‘/ 1-—-‘—;-;

et la seconde par

'g qll ‘/;)
j' obtiendrat

’

=i/t gi V7 1= G,
=}q.u. “/;{1 -— \/1-—-7%;},

La différence 1 — ‘/1 —-a—l; devient plus facile

apprécier ldrsqu'on développe I'expression \/ 1— e :

u*
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or la racine du premier terme 1, étant 1, on fera

"
VimZ=rte
u

/3

a
1 -—?::l—i-azﬂ-z“;

et on aura

mais plus on supposera u considérable , plus la fraction
/3

—; Sera petite , et moins la racine 1 -z différera de

l unité : en neghgeant donc, suivant la méthode don-
nee en Algébre, n° 215 z* dans 1'équation ci-dessus,
on aura

a’?

PR

uﬂ

-]

Pour approcher ensuite davantage de cette va-
/9

a
leur , on feraz —'— vl <+ 2z', eton calculera sembla-

bletgént z’,quon tfouvera — et ainside suite ™.

8 e
On aura done

MV—_,qu‘/m{ 1 — 1+»—-+8u*+ etc.}
=tgvm{E S tec],

d’ol1 on voit que ‘plus u augmentera, plus M¥ dimi-
nuera, mais sans pouvoir jamais devenir nulle.

11 suit de 1a que plus la courbe s'éloigne du point O,
plus elle s’approche des droites OSet OS’, sans néan-

(*) On peut aussi tirer ce développement de fa formale du
binome.
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moins pouvoir les rencontrer; ensorte que ces droites
sont les limites des parties KIk K'I'K, de la courbe
proposée , qui ne peuvent jamais sortir del’ angle $OS',
et de son opposé par le sommet.

119. Dans le cas o m= 0, on a simplement

t= VP —angs :
on réduit la quantité qui est sous le radical & un seunl

terme, en faisant

- —STTU;
an

et par ce moyen il vient

= ‘/anqu, ou f=zk Veu

en' représentant; ng par e’. On voit aisément que cette
équation donne ¢t == o0 en méme temps que u=o0, et

que par conséquent le point du diamétre DE , fig. 48, Fig. §8.
sur lequel on a pris I'origine des u, appartientala courbe
cherchée. Pour trouver ce point il faut faire u=o

dans I'équation

£
ang

U=

—-s,

posée ci~dessus; on obtient s == 5%—, eten portant cetts

quantité sur DE, du cotédes abscisses pdsitives, on aura
le point 7, ou la courbe proposée rencontre DE.

Si la quantité ¢’ est positive, on ne pourra prendre u
que positivement ; mais rien ne limitera sa grandeur ,
non plus que celle de ¢, ensorte que la ‘courbe doit
s'étendre & l'infini de ce coOté seulement, ainsi que
le marque laligne R1r. Elle serait tournée ducoté opposé
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si ¢ etait négatif , parce qu'il faudrait alors prendre u
négativement.

L’équation £ == =1/ ¢’y se construit en prenant une
moyenne proportionnelle entre 'abscisse IN=—=u et une
droite égale d¢'; le reésultat est Pordonnée NI , qu'il
faut, ici comme danslescas précédens, porter tant au-
dessous de DE qu’au-dessus.

11 faut remarquer que 'équation primitive
t== 1 ‘/p—— angs

seréduit At == 4y p, quand n==0, parce qu'alors
la courbe considérée dans cet artlcle, se cthange en
deux lignes droites , menées parallélement & I'axe des
s, dune distange 1 }/p , tant au-dessous gu'an-dessus
de cet axe. Ces deux lignes se rapprochant de I'axe
a mesure que p diminue, se réunissemt sur cet axe
qucmd p=o, et il devient dans ce cas le lien de
Véquation proposée.

120. D’aprés ce qui a été trouvé dans les numéros
‘précédens , I'équation

¥y +bxy fcx* 4 dy 4 ex =

ne peut prendre que V'une de ces trois formes :

= :!:. ‘/a —u @ 4-b"*u*= a'*p"
b , ou, en faisant .
= - Vu’— a3 disparaitre bayteag tt—a 3 l*
o les radicaux,
t=x t==¢'y,

selon que m est positive, ou négative, ou nulle ; elles
répondent au cas oi la quantité 4c~—5, quirevient &



A LA GEOMETRIE. 171

4—AC—A——_—— (131),etquiest de méme signeque 44 C—B?,

est positive , négative, ou nulle; elles sont comprises
aussi dans la seule équation

&

t ==L {/p—2ngs— mqg’s*

Les courbes représentées par la premiére ., qui
ventrent sur elles-mémes , et qui comprennent un es—
pace fermé de toutes parts(115), sont désignées sous le
nom d'ellipses. Celles que donne la seconde , compo--
stes de quatre branches infinies formant deux parties
séparées (117) , se nomment hyperboles, et les droites
entre lesquelles elles sont renfermées (118), asymp-
totes. Enfin la troisi¢éme équation est celle des para-

boles (119).

Pour achever la discussion de tous les cas compris
dans I'équation générale

Ay* + Bry +Cz* + Dy+ Ex=F, (1)

il ne reste plus & considérer que celui ot les deux
coefficiens A et C sont nuls ; car quoique les transforma-
tions opérées jusqu'ici deviennent illusoires, quand
A—=o, léquation contenant x°, quand € n’est pas
nul, peut étre résolue par rapport i cette quantité,
et les formules des numéros précédens servent encore,
en y changeant y en x et xen y, c'est-a-dire, en fai-
sant de I'axe des ordonnées celui des abscisses; mais
le cas ot 4 et C sont nuls tous deux, échappe en-
tiérement & ges formules , parce que I'équation (1) s
réduite alors a la forme

Bxy +Dy+ E.?:F',

n'est plus que du premier degré, par rapport & cha-
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cune des coordomnées x et y : il mérite donc un
examen a part.

Je mets cette derniére équation sous la forme

zy+dy +ex=f,

ce qui n'en diminue en rien 1'étendue, et j'en tire

Yordonnée ne devient donc jamais imaginaire.
Si I'on fait d’abordy = o , ontrouve

f

X ==
[

Telle est Vabscisse du point E, fig. 49, on 1a courbe
cherchée coupe 'axe des abscisses 4B, et elle passe
ensuite au-dessous , puisque y devient négatif quand

x >f Quand x=o, il vient y = L valenr qui in~

dxque le point F ot la courbe rencontrelaxe AC

des y.

. En passant dans la parne négative de l'axe des x,
Yordonnée y continue a croitre , parce que le déno-
minateur x -} d diminue par la soustraction de x, et
deviento, lorsque x==— d. Dans ce cas, la valeur
infinie qu’on trouve pour y, montre que la courba
ne saurait atteindre la droite GS menée sur l'abacisie
AG = —d, perpendiculairement a I'axe 4B.

Lorsque x, continuant & étre négatif , I'emporte
sur d, la valeur de y change de signe , majs en com-
mengant par étre plus grande que telle quantité qu’on
voudra; on voit donc par la qu'il faut prendre au-
dessous de AB, de lautre c6té de GS, une branche
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K'I’ semblables & K1, mais en allant en sens inverse ,
c'est-a~dire se rapprochant de 4B & mesure que I'abs-
cisse augmente négativement.

Il reste 4 savoir ce que devient y & mesure que x
angmente, soit positivement , soit négativement ; et
pour cela, je divise par x les deux termes de Vex-
pression de y : il vient

~ —e

résultat qui tend sans cesse vers y = —e, a mesure
que les fractions S et— diminuent, ou quex augmente.
: x

Tirant donc 4 une distance AH=— e, au-dessous
de 4B, HS parallele a cet axe, on aura une li-
mite de laquelle les branches Jk et I'k’ s'approche-
ront sans cesse ; et par conséquent les parties KJk et
K'IFK de la courbe cherchée ne sortiront jamais de
Tangle SOS’ et de son opposé.

Ce qu'on vient de voir suffit pour montrer I'ana-
logie qu'il y a entrela courbe que je considére main-
tenant, etcelle qui est nomwmée hyperbole; il serait
méme facile de changer I'équation de celle-ci dansla
proposée , en prenant pour axe des coordonnées les
asymptotes indiquées dansle n® 118. Je ne m’arréterai

oint & ces détails, devantrevenir sur ce sujet par une
méthode plus générale (129). Je me bornerai a mon-
trer que si on prend, dans l'exemple actuel , des coor-
données partant du point O, ou se rencontrent les
asymptotes GS et HS', en faisant

x=t—d, y=u-—e,
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Véquation proposée devient

ut:f+ t[e,

forme sous laquelle on voit bient6t que les deux
branches sont semblables.

121, Chacune de ces éqnations parait réduite a la
forme la plus simple; mais les coordonnées n'y sont
pas perpendiculaires entre elles comme dans les équa-
tions de la ligne droite et du cercle, dont j'ai-fait
usage jusqu'a present : cependant la situation des or~
données est liée a celle des abscisses par la condition
que les premiéres sont paralléles ala droite quitouche
la courbe a Yextrémité de son diamétre. Pour s’encon-
vaincre, il suffit’ d’observer que les points M et M',
Jig. 46, 47 et 48, se confondent en un seul, au point 7,
circonstance qui forme le caractére essentiel des points
de contact (107). En eflfet, la somme des deux or~
,donnkes , ou la distance des points M et M’ ttant

. ob’ o L
exprimée par — {/a*— u* pour lellipse , par
a

4
.2?% /1>~ d’* pour Ihyperbole, et enfin par 2 Veu
pour la parabole , devient nul au point I, ot l'on a
1 = o’ pour les deux premitres courbes, etz =o pour
Ia troisiéme.

L’équation des ellipses étant symétrique par rap-
port aux deux indéterminées ¢ et 1, de maniére que
I'expression de u én ¢ a la méme forme que celle de
t en u, on pourrait prendre aussi les ¢ pour abscisses,
et les » pour ordonnées, et on verrait que le diamétre

Fig. 46. 11’ , fig. 46, est lui-méme parall¢le ala tangente menée
parle point L. Les droites I’ et LL', jouissant toutes
deux des mémes propriétés, se nomment pour cette
raison diamétres conjugués. Il est évident que dans le
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cercle , les diamétres conjfugués doivent étre perpendi-

culaires entre eux, puisque la tangente menée a l'ex~.

trémité d'un diamétre quelconque lui est perpendicu-
laire : le nambre des diamétres qui jouissent de’ cette
propriété est infini pour le cercle. Il n’en est pas de
méme pour I'ellipse ; mais quoique , pour cette courbe,
I'analyse précédente n’ait fait découvrir que deux dia-
meétres conjugués, se coupant obliquement , elleen a
néanmoins: toujours deux qui sé rencontrent a angle
droit, ainsi qu’on le verra plus bas.

Si I'on rapproche ce que je viens de faire surl’é«
quation générale du second ordre , de ce qu'on a vu
dans les numéros 87 et g4, pour la ligne droite et
pour le cercle, on reconnaitra que Yéquation d'une
méme ligne prend des formes trés-différentes, suivant

les coordonnées auxquelles on larapporte. Il peut donc.

étre utile de savoir changer ces coordonnées, afin
de pouvoir passer a celles qui donnent pour la ligne
proposée , I'équation la plus simple; et je vais cher-
cher en' conséquence les formules générales pour chan-
gerles coordonnées d'une courbe en d'autres situées
d’une maniére quelconque , tant par rapport aux pre-
miéres qu'entre elles.

122. Le plus grand ‘changementqu’on puisse appor-
ter dans le systéme des coordonnées, sans cesser de les
prendre droites et respectivement paralléles 4 deux
lignes fixes, consiste & leur donner une nouvelle ori-
gine et d’autres directions. J'embrasserai tout de suite
ce cas général , et je supposerai qu’on se propose d’ex—
primer les valeurs des coordonnées AP —x, PM=y,

Jig- 5o, relatives aux axes 4B et A4C, par deux autres
coordonnées W4"P" ==t, P"M=—u, rapportées aux
axes A“B", A*C", dont on connait la position & I'égard
des premiers.

Fig. 5a.
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Ayant mené par la nouvelle origine A, les droites
A"EB et A"C', respectivement parali¢lesa 4B et 4 AC,
les distances 4.4’ et A’.A" seront données par 'hypo-
thése; et en les représentant par « et par 8; on aura

AP —= A'P + 44 — A"P'+}«,
PU=PM4 A A" =P M4 8.

Tirant ensuite parle pied dela nouvelle ordonnée P’ M,
leslignes P’Q et P"R, 'une paralléle a 4B et I'autre a
AC, on observera que pulsque les axes A“B" et A"C"
sont donnés de position i I'égard de 4B et AC, ondoit
connaitre tous les angles des triangles 4"P'R, P"MQ,
ou, ce qui revient au méme , les rapportsde leurs cotés
homologues : faisant donc

A"R P'R P’ M
TP = =P P =1
on aura

A"R=m.A"P" = mt, P'R=n.A"P"=nt .
P'Q=p.P'M=pn, QM=4q.P'"M=qu,

d’ou on tirera
A"P' == A"R+4- P"Q —=mi+4-pu,
PM =P'R+ QM =nt 4qu,
et enfin

T=AP =A"P' 4 a=mt 4pu + «,
y=PM=P M+ L=nt +qu +8.

.
Telles sont les valeurs les plus générales que puissent
prendre les coordonnées x et y, faisant®ntre elles un
angle quelconque , lorsqu’on les exprime par d’autres
coordonnées du méme genre , mais situées comme. on
voudra.
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voudra. Voici maintenant comment on en déduit celles
qui conviennent aux différens ‘cas particuliers qui
peuvent se présenter,

1°. Si on supposait les nouvelles coordonnées paral-
l¢les aux premiéres, et qu'on ne fit que changer la
position de Yorigine | les lignes A*C" et 4"C’ se con~
fondraient, ainsi que A4”"B" et A"B’; on aurait par
conséquent

m=1, n=o, p=o - et q

~

et il en résulterait
x=t4a, y=u-48,

ce qu'il est facile de voir d priort, puisqu’alors A"P*
et 4"P' se confondraient, ainsi que P'M et P'M.

En égalant 4 zéro ou « ou 8, on conservera dans sa
place ou V'axe 4C, ou l'axe 4B.

2° Si on nevoulait changer que la direction des axes
AB et AC, et qu’on laissit toujours I'origine au point
A, les lignes 4"B’ et 4”C’ tombant dans ce cas sur
AB et sur AC, on aurait en méme temps

a=—0 et Bg==o,

te qui donnerait

x=mi+{pu, y =nt 4 qu.

On voit gqu'en supposant m=1 et n=o0, d'ou il
résulterait x ==t -} pu, y=qu’, on ferait coincider
la ligne 4”B" avec 4”B’, et que par conséquent on
n’aurait changé que la direction de I'ordonnée; on
Prouverait de méme que x==miet y ==nl 4-u sont
les valeurs de x et de y, relatives au changement de
la direction des abscisses.

Trigonoméirie. 6° édition, 13
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~123. Ilfaut observer qu'il y a entre les quantités m,
n, p et ¢, qui dépendent de la direction des nou-
velles coordonnées, une relation nécessaire , emsorte
qu'on ne peut les prendre toutes les quatre arbitrai—
rement ; car si, connaissant 'angle des axes primitifs
A"B’ et A”C’, on sedonnait encore les angles B" 4”5’
et C"A4"B", la position des nouveaux axes A“B" et
A"C" serait entiérement determinée par ces trois
choses : ainsi, lorsque les quantitésm, n, p et ¢, sont
connues, on construit aisément les axes des deux sys—
témes de coordonnées.

En effet,soientdonnéesm, n etp; on tirerad’abord une
ligne quelconque, pour représenter I'axe 4”5, et prenant
sur cette ligne, une grandeurarbitraire A”R, on cons-
truira un triangle A*RP", dont les cotés 4"R, P'R et
A"P", soient enire eux comme les quantités m, n et 15
le coté P"R sera paralléledl'axe 4°C’, etle coté A" P"
donnera 1'axe 4“B". )

. Prenant ensuité un point quelconque M, et menant
MP’, paralléle a P'R, il ye restera plus qu'a détermi-
ner la coordonnée P"M parallélea 4”C", ce quis’ef-
fectuera en tirant P"Q paralléelea 4"B", et en obser-
vant que P"Q : P'M ;. p : 1. La droite P"M étant
ainsi trouvée, on-achevera le triangle P"QM , dontle
cOté P"M sera paralléle & 'axe £7C" ; et le rapport
des cotés P"M et QM donnera la quantité g.

Lorsqu'on passera d’'un systéme connu de coordon-
nées a un autre systéme également connu , les quan-
tités m, n, p et ¢, calculées suivant leurs définitions ,
anront entre elles la relation dont on vientde parler;
mais il suit de ce qui précéde, que la position de
Torigine étant donnée, on ne pent déterminer la direc-
tion des nouveaux axes, de maniére 4 satisfaire a plus
de deux conditions différentes, et que dans les ex-
pressions x = mt+pu-a, y==nt-4qu +8, les:
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quant:te:z ety, tetu, ne sauraient étre les coordon~
nées d'un méme point, relativement 4 deux systémes
de coordonnées droites et paralléles, tant quem, n, p
et g seront qhelconques. Voici un moyen trés-simple
de trouver larelation qui doitexister entre ces quantités.

Si on méne par le point M les droites MG et MH
respectlvement perpendiculaires & 4"B’ et 4"B" et
qu’on suppose connus les angles MP'B —=C' 4“8’ et
MP"B" — C"A"B", on aura le rapport de P'M a
P’G,. et celui de P"Ma P'H. Nommant g.le pre-
mier et 2 le second, il en résultera

=PMxg e PH=P'MXm
tirant ensuite 4”M, et représentant A°P et P'M

par x’ ety’, les trianglesobliquangles A4"P'Met A"P'M
donneront

A" M= "P'+P'M+m"p'><17'7;—x'ﬂ+y'°+2gx'y',
A M= AP - P My 2 4" P 5 P H= t* u* + ohtu.

—_—

En égalant ces deux expressions de 4“M , il viendra
x4 y* 4= ogx’y == t* 4 v - ahtu;
mettant pour =’ et y’ lenrsvaleurs mt 4 puet ’qu,
on aura s
(m*—+n* +-2gmn) £*+ (p* 4 ¢* +-2gpq) v’

“+2[mp + ng + g (np +mq)] tu =1*+u* <4~ 2hiu.
Cette équation devant avoir lieu, quelle que soit la
position du point M, il faut qu ‘elle se vérifie toujours
indépendamment det etde u, condition qui donne les
trois équations

m* ' d-2gmn=1, p*~q'ogpg=1,

mp -+ ng +g (np + mq )= h.
En chassant g des deux premiéres , le résultat
13..
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(m*+ n*) pg— (p* +.¢*)mn =pg —mn

exprimera les conditions auxquelles doivent satisfaire
les quantités m, n, p et g.

124. On suppose le plus souvent que les nouvelles
coordonnées u et fse rencontrent i angle droit, ainsi
que les premicres; dans ce cas, les équations ci-dessus se
simplifient beaucoup. Les angles MP'B et MP"5"
devenant droits, P'G ou gy et P"Hou hu, s’eva-
nouissent ; ensorte qu'on a seulement

m*4-nt=1,

PPgi=1,
mp +-nqg=o0,
d’oil on tire
mi==1~—n*, pi==1-—q?

mnPa__: 1 __nﬂ_ q2+ nﬂqﬂ;

et & cause de mp=—= —ng, il vient

n = g*=—=1.
Comparant ce résultat avec 'équation m* 4-nt=1,
on trouve ¢ =m, ce qui donnpe p==—n; on a
donc enfin

z' =mt—nu, y =nt+4mu,

en observant que les quantités m et n dépendent I'une
de Pantre, en vertu de 'équation m® 4 n*==1.

Fig.51. La figure 51, construite pour‘ce cas particulier ,
fait voir que m est le cosinus de I'angle B'A4"B", que
. en est le sinus, et qu'on a
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AP — A"R—P"Q=mt —nu,
PM = P'R4+QM =nt -+ mu,

comme je viens de le trouver (¥).

(*) Rien ne serait plus aisé que de changer , non-seulementici ,
mais encore dans tout ce qui précide, les dénominations des lettres
m, n, p et q,ensinusoucosinus des angles compris entre les axes
des coordonnées ; et on aurait alorsles formules rapportées dansplu-
sieurs ouvrages , qu'on a publiés aprés les premiéres éd.tions de ce-
lui-ci : mais la notation que j"ai adoptde, abidge lrs expressons, et
conserve mieux Pélégance analytique. Clest sans doute par cette
raison que MM. Lagrange et Monge ont généralement préférd,
dans les transformations des coordonnérsque renfermentlenrs éerits,
de simples d¢nominations litérales, aux lignes trigonométriques ,
que daillears Euler avait introduites dans ces calculs dés 1748.

La position respective des quatre axes qui se coupent au point
A", éant déterminée par trois des angles qu’ils font deax ) deux ,
on peut chaisir de plusieurs maniéres les données de la question:
la suivante me paralt assez simple.

Je pose, fig. 5o,
B'4A"B = ¢, CAC =4, A =w,
Qo .
CA'B' =0—¢, C' AR =w—1;

pois faisant attention qu’en verti du parallélisme des droites P’R,
QMet A™C, P'Met A"C", P'Qet A", les angles A" RpP*
et PAQM sont supplémens de &' A"B’, les angles A"P'R e
CA"B", MP"Qct C"A"B', P'MQ ct CA"C" sont égaux.,
j’aurai, d’aprés le n° 121, :

AYR sinC’ A"B"  sin(w—9g)
m ==_A"’P” = sm OB = sin o
P'R sinB' A" i’ sing
R D T i A" BT S’
_ P”() sinC A" _ s
PE=P “snC "B snw
__OM  snC'A"B __sin(@—~4)
T=P"M = snCA"F ena

Il zésulte de ki que
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Pour changer a-la-fois, dans ce cas lorigine des
coordonnées et la direction de leurs axes, il faudra
donc prendre

x=mt—nu =2, y=mnt-4mu-§£123),
en ayant égard 4 I'équation

m? 4 n* =

et on ne pourra disposer alors que de trois quantités,
savoir , «, B et I'une des quantités m , n.

AP — 2’ — sm(m—@) o qu, x,
sin @ sin &

157 S m__ng sin (m..—‘;)
.P'M =r= Gne t+ SiD®

IV n’est plus besoin de considérér aucune équation de condi-
tion , puisqu’il n’y a dans le calcul que les quantités nécessaires
21 la stermmnuon des systémes de coordonndes.

Si Uon suppose que Pangle C*:A“B’ des axcs pnmmfs soit droit,
on aurasin @ = 1, ctil viendra sculement.

x’ =tcos ¢+ usin,
' =tsing =+ u cos .

I est visible que Pangle C".4”B" des axes des nouvelles coor-
donnécs est cxprimé en général par u-—-¢++; §'il devait ére
drojt en méme temps que celui des axes primitifs , on aurait

1—g—t=17, doh 4=—9,
et ) i
sin ¥ == w—=sin ¢, cosd = cos¢ (23).
et par conséquent
x'=tcos ¢ — usin g,
y/==tsing 4 ucosg,
ainsi quon- le déduirait immédiatement de la figure 51 ol Faxe
A" C" tombe de Tautre co1é de Vaxe A™C’, par rappost & Faxe

A"B’, circonstance exprimée par fe changement de signe e
Pangle +
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125, Je vais exposer maintenant les simplifications
qu'on peut apporter a I’équation générale

Ay*+ Bxy 4+ Cx*+4 Dy+Ex=F....(1),

par le moyen de la transformation des coordonnées ,

en ne cessant pas de les prendre perpendiculaires
entre elles.

Si l'on fait
x=mt—nuta, y=nt +mu-+g,

le résultat de la substitution de ces valeurs dansl'¢-
quation (1) sera encore une équation compléte du se-
cond degré, en u ett; mais comme on y aura in-
troduit trois quantités arbitraires, on pourra simpo-
ser autant de conditions, qui simplifient ce resultat,
égaler, par exemple, a zéro, les coefficiens des quan-
tités ut, t et u, afin de faire disparaitre les termes
qui en sont affectés : on obtiendra alors une équation
de la forme
A4 Cu*=F",

semblable aux deux premiéres du n° 120. Cette forme
est remarquable, 1° en ce que les deux valeursdet,
étant égales, et de signes différens, il sensuit que
I'axe des nouvelles abscisses u est un diameétre (111);
2° en ce que chaque valeur de u, prise positivement
et négativement , donnant les mémes valeurs pour ¢,
il en résulte que 'origine des u, placée surle milien
du diamétre , est le centre de la courbe (1:4).

Le calcul devient plus simple, lorsqu’au licu d’ef-
fectuer en méme temps, par les expressions ci-dessus,
les changemens d’origine et de direction des coordon-
nées, on transporte d’abord les axes parallélement &
eux-mémes, Si, pour cela, on prend

v=a fa y=y 4+ £,
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Péquation (1) deviendra

-+ (24A+4-B2+D)y' +(2C2+BE+E) =
-+ AB+Buf+ Ca’4-Df +-Ea=F
Les quantités « et 8 étant toutes deux arbitraires,

on peut en disposer pour faire disparaitre les termes
affectés de a2’ et de y’, en posant les équations .

Ay + Bx'y'4- Cx™*
} (2)

2484 Ba -+ D=o0, 2Ca+ BB+ E=o0, (a)
desquelles on tire

__BD—o4E

__ BE—0oCD
C=GAC—B

= 4AC— B**

Il ne reste plus aprés cela dans I'équation (2), que
les termes affgctés de y'%, x'y’, 2%, et des termes in—
dépendans des coordonnées. x’ et y"; ces derniers " se
réduisent a 1'aide des équations (a). En effet, multi-
pliantla premiére de celles-ci par 8, la seconde par «,
et retranchant leur somme de I'équation (2), aprés y
avoir supprimé les termes qui doivent s'évanouir, il
viendra

Ay Bx'y' 4 Cx'*— 48— Baf— Ca*=F. .. (3).
Je place a présent les axes des coordonnées dans
une nouvelle direction, mais toujours & angle droit,
en prenant ( n° précédent)
a =mt—nu, y' =nt+t+mu;

et ces valeurs étant substituées dans l'équation (3),
la changent en

[An® + Bmn 4 Cm?] 12
A [2 (4 — Cymn+4 B (m*~— n*)] ut o
~+ [ 4dm*—= Bmn + Cn*]u? : !
~— A — Baf — C*=F
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Les deux quantités m et n ne devant satisfaire qu'a -
P'équation m® 4-n*=—1, il en reste une & déterminer,
et {'en dispose pour 6ter le produit ut, en égalant a
zéro son coefficient , ce qui fournit I'équation

2(Ad—C)ymn -+t B(m* —n*) =—o..... (m).
Faisant ensuite , pour abréger

An* 4+ Bmn 4 Cm* = A"
Am*~— Bmn 4 Cn* =C'
AB 4= Baf 4 Ca* - F=F",

I'équation (4) devient
At 4 Cuwr=F,

et prend ainsi la forme demandée, en supposant toute-
fois qu'on puisse trouver des valeurs réelles pour m

et n, qui sont données par des équations du second
degré.

126. Ces valeurs se déduisent de la combinaison des
équations

2(Ad—Cymn+B(m*—n*)=—o,
m* - n*=1.
La premiére donne
B (m®>— n®)
m = ey
si on fait —i——zy qu'on éléve au quarré la
a(C—4) .
valeur de mn, qu'on en chasse n?, an moyen de I'é~
quation m? 4 n*=—=1, il viendra

mt — m?=— — 4

14 4%
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d’otl on tirera

m’=§i i-—-———-—y 2:lzi"_—-—-——--__.___l =,
14y 21+ 4y
puis nc=4 3 ! ——

1

¥ T
2Vr + 4

mettant au lieu de y la quantité qu'il représente, et

substituant les valeurs de m* et de n*® dans I'expres—

sion de mn, on trouvera, en n’ayant égard qu'aux

signes supérieurs des radicaux ,

C—4
2/ (C—d)y+ B’
C—4
ay/ (C— Ay+0*.
) B
mn= ————,
2V (C =4y 5
Les valeurs de m et de n, tirées de celles de m*
et de n® seront affectées des signes &=; mais on voit
par Yexpression de mn, que ces signes doivent &tre
choisis de mani¢re que le produit mn soit de méme
signe que B (*).

m=1}+

1
2

(*) Si, comme il cst indiqué dans la note, page 181, on fait
B"A"B ==¢, on anra
m=cos¢, n=sing,
d’oia )
mn = sin ¢ cos ¢ =} sin3P (r1),
™M? ~— N3 == C0S §* -— 5 P> ==COS 29,

et par conséguent

;Si“”==imn . B
cosagp ° B3 = o T aC—A4)°

formule qui donne tout de suite Pangle que fait 'axe des t avec
celui des x.
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- En substituant les valeurs de m?®, n* et mn, dans-
Jés expressions de A4’ et de €', ‘et ‘en réunissant les
termes qui ont le méme dénominateur, on verra,
avec un peu d’attention, que leur numérateur sera

divisible par V/(C— 4)* + B*, et que
A =3 (C+ IV (C— Ay + B,
C=i(C+ H—1V{C—=AyFF,
L’examen de ces expressions conduit aux consé~
quences suivantes.
1°._ Les quantités 4" et C’ sont toujours réelles.

5°. 8i A4 et C ont le méme signe, qu’on peut alors
supposer 4+, en changeant, s'il le faut, le signe de
tous les termes de I'équation (1) ( page 183 ), 4  sera
toujours positif, et €’ le sera seulement quand

CH+4>V(IC—Ay 1 B,

condition qui revient &

(CA4 45> (C— Ayt B,
ou a 2AC >— 2dC +- B3,
.ou i 4A4C > B2,

et de laquelle il résulte que 44C— B* est une quantité
positive.

3°. Si A et C sont de signes différens, ou que A

étant positif, ou rendu tel , C soit négatif , il viendra
A= (A—O+:VEC+H+F,
C=4(4—C)—3 V(C+ A F B

alors A’ sera positif et ¢ négatif; mais cause du signe

— dont est affecté 44C, la quantité 44C— B* et
negative,
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Il suit de 14 que le_signe de C’ dépend de celui de
la quantité 44C— B®,

4°. Enfin si 44C =B, il viendra C'=o0, cir-
constance remarquable non-seulement parce qu'elle
réduita A'1* = F'la transformée £/ t*4 C'u* = F’, mais
encore parce qu'elle rend infinies les expressions de «
et de 8( page 184); on ne peut donc, dans ce cas,
faire disparaitre a-la-fois les termes affectésde y' et
de 2/, dans I'équation (2).

137. Pour parer a cetinconvénient, je ferai immé-
diatement dans I'équation (1)
x=mi—nu, y=nt+4mu,
ce qui donnera
[An? -}-’an —+ Cm*] 2
-+ [2(A4 — Omn+4 B (m*—n®)]Jut 5
+ [Am*— Bmn + Cn*Ju? ©)
4 (Dn4Em)t 4 (Dm — En)u=F
Je poserai Iéquation _
a(d— CyYmn <4 B(m*—~n*)=o....,(m),
.pour faire disparaitre le produit ut; les valeurs de m
et,de n, ainsi que celles des coefficiens de ¢ et dew?,

seront donc les mémes gue dans le n° précédent, et
la transformée deviendra

A4 Cuwd-(Dn4-Em) t 4 (Dm—En)u =F (6).

Pour achever de la simplifier , il reste a changer 1'o-
rigine des coordonnées, en faisant

t=4 4o, v=u4£,

et on obtiendra
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A’ 4-C'u' - (2 A' '+ D+ Em)t’
~+ (aCL~+-Dm — En)u’
+ A'a "-}-C’B’“-}- (Dn4-Em)e’ -+ (Dm—En) f'= F

Il est encore évident, sous cette forme, que le terme
affecté de u’ ne peut disparaitre quand ¢’ = o, car
Léquation

208+ Dm— En =o,
qu’il faudrait poser dans ce cas, donnerait $ infini;
je disposerai donc des deux quantités arbitraires a’
et &, pour oter le terme affecté de ¢’ et ceux qui

sont indépendans des coordonnées u’ ett’, ce qui en~
traine les équations.

‘¢’ 4 Dn 4 Em = o,
A'2* 4+ C'B4(Dnd-Em)a’ 4-(Dm—En)f—F = o.
Faisant ensuite, pour abréger,
aCf 4+ Dm—En=—E,
j'aurai I'équation
At C'u'* = E'y = o.
Pour reconnaitre tous les cas embrassés par cette
transformation , il faudrait chercher quand «” et £’
peuvent étre déterminés parles deux premiéres équa-

tions posées ci-dessus; maisil suffit, a ebjet présent,
de considérer le seul cas ou ' ==o0(*), ce qui réduit

(*) ‘Tous les autres étant compris dans I'équation
A4+ Cus =F,
quon change aisément cn
A'tr - Cu'2— E'i =m0,

i /1 b ro VEF
en faisant u=u’:t:‘/c—,, et B'=za VOF.
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ces mémes équations a

od'a +Dn+Em=o,
A'd* 4 (Dn+-Em)a’ + ( Dm~—En) f'— F =o,

et la transformée en ¢’ et v/, &
AVr—=E'u.

On simplifie engore les équations entre &” et £, en
retranchant la seconde de la premiére multipliée par
«, et en observant que Jhypothése €' = o donne

Dm—En_—:—;E’; '

il vient alors

2d'e’ +Dn - Em =o }....(a’).

A —FEf — F =o

Enfin I'hypothése €' =0, qui répond & 44C = B>,

étant établie dans les résultats du n° précédent, les
change en

A =C+ 14,
¢ . 4 T
M = s N == ) ML 7
CA+ 4 ¢4 4 C 4 4
Lorsque Dm — En =0, ona E'=o0, et les équa-
tions (") ne renfermant plus que l'inconnue &, peuvent
ne pas saccorder; mais par cette hypothése et en y

faisant ¢’= o, la transformée ent et u (p. 188),
prend la forme

At 4 Dt=F,
et ne contient plus que la coordomnée t.

198. Tous les cas de I'équation générale

Ay* + Bzy + Cx* -+ Dy+ Ex=F,
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sont donc compris dans les trois transformées

At 4+ Cu*=F',
Altlgz Elul,
AP+ Dt=F,

les deux derniéres répondant au seul cas ot 44C—=5?,
et la premiére & tous les autres.

Les trois formes indiquées dans le n° 120, se re-
trouvent dans les deux premicres équations ci-dessus ,
avec la seule différence que les coordonnées sont main-
tenant perpendiculaires entre elles; et pour cette rai~
son on appelle axes les diamétres auxquels sont alors
rapportées les courbes que représentent ces équations,
dont je vais rappeler les circonstances principales.

1°. Si les quantités 4" et € sont toutes deux posi~
tives, ce qui répond aux cas de I’équation générale,
dans lesquels 4.4C — B# a le signe 4-, la transformée

A4 Cuw=F,
donnant
F—Cu?
t=—=r T‘n

appartient & une ellipse (120).

On en trouve les demi - axes O et OL, fig. b2, Fig. 5.
en cherchant la valeur de u lorsque t==0, et celle
de ¢, lorsque u == o : on obtient ainsi

7 7
OI::\/—I(;\,, OL=— ;i?»

et représentent ces lignes par a et b, on'en conclut
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F e . F'
-—C,-—an, d’ou C ==
F , F
A'—,:bﬂ.. ....... ...A :F’

2 ul _— b j—
_+¢F=l’dOUt=ic_z Vo —u*

bn

résultat qui est semblable & celui du n° 115, et qui
se construit de méme.

2

Le cas actuel comprend aussi ’équation du cercle,
qui se présente quand C’ == 4’, puisqu’alors la trans-
formée devient

R

_A_’(‘t“-}-u’):F’, ou - ut==

[&]

oY

et que les coordonnées sont & angle droit.

L’équation A't* 4+ C'u* = F’ devient absurde quand ,
A’ et ' demeurant positifs ./’ est négative; mais
elle peut se vérifier en faisantt—o, u =<0, lorsque
F'==o0, et ne représente alors que le point ol est
Porigine des coordonnées : c’est I'ellipse réduite a son
centre (116). Enmettantdans la valeur de F” (pag. 185)
celles de « et de 8, on exprimera sans peine, par les
coefficiens de Iéquation (1), la condition qu’elle doit
remplir pour signifier quelque chose.

2°. 8i A et C’ sont de signes différens, ce quiré-
pond au cas ou 44C — B* ale signe —, I’équation
en ¢ et u prend nécessairement une de ces formes :

AP — Cui=F,
AP Cr=—F;

et si on met pour 4" et C’ leurs valeursen aet b,
il
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il vient, aprés les réductions ,

t*  u?

b
-1-)—2_——_.1, d’on t::'::a\/u’—i—a“,
1 oul b .
—— s = — s 2 gt
e 1......t__._.a\/u a*,

Ces deux équations appartiennent & des hyperboles
(120); mais Ja.premiére est traversée par I'axe des ¢
et non par celui des u, parce qu'on ne peut y avoir
t = o : le contraire a lieu pour la seconde.

1l fant remarquer que quoique la valeur ¢ —= {/— %,
quirépond & u = o, dans la seconde, soit imaginaire ,
on ne laisse pas d’élever au centre Q, fig. 53 , une per- Fig. 53.
pendiculaire OL={/b* =5, et que, par analogie
avec l'ellipse , on appelle second axe la ligne LL’
doublede OL ; mais on en distingue , par le nom d'axe
transverse , la ligne IT qui rencontre la courbe, ce que
ne saurait faire la ligne LL'.

Lorsque €’ — A’ les axes devlennentevaux, et!’ hy-
perbole est équilatére.

Il est visible que quand F'=o0, les équations de
Vhyperbole se réduisent &

C/
A’

et ne représentent plus que deux lignes droites (118),

A’t’——C’u’:o ou t—==+u

3°. Quand on a 44C = B, 1a transformée étant

, ’ E
Py ’ .
Avr=Fu, out == —u,
appartxent 4 une parabole qui rencontre son axe I8,

JSig. 54, a Vorigine des coordonnées #' et u'. [‘ig.54.
Tngonométne 6¢ édition . 13
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Quand E’ = o et que les équations (a") ( page 190)
s'accordent, il vient 4't'*—o0, résultat qui , donnant deux
fois ' =o, indique I'axe JB sur lequel les branches de
Ja parabole tendent A se réunir, lorsque E’ diminue.

La dernidre transformée
AP+ Dt=F,

ne donnant aussi pour £ que deux valenrs déterminées,
indique deux droites paralléles a I'axe des u.

Enfin il est a propos de remarquer que 1’équation
AV Cu*—FE'v =0 (127) ,

est commune a Pellipse, & I'hyperbole et & la para-
bole ; on a la premiére de ces courbes quand 4 et
C’ sont de meéme signe, la seconde, lorsqu’ils sont
de signes différens, etla troisiéme, lorsque €’ = o,
Le point sur lequel se trouve l'origine des coordon—
pées étant placé a l'une des extrémités de l'axe , se
nomme le sommet. Dans 'ellipse et dans’hyperbole,
il y a deux sommets marqués I et I’, fig. 5a.et 53;
la parabole n’en ayant qu'un seul, fig. 54, n’a point
de centre , et c’est pour cela que son équation ne
saurait prendre la forme

A4+ Cuw=F.

12g. Aprés avoir reconnu par les formules des n*
précédens, a quelle espéce de lignes se rapporte tel
cas particulier qu’onvoudra de I'équation générale, on
a encore besoin , pour tracer cette ligne , d’établir les
axes des eoordonnéesde la transformée, par rapport
aux axes primitifs , et de construire les quantités A4”,
C, F’' ou E’; c'est aquoi.e Jecteur tant soit peu ha-
bitué & particulariser des formules générales, ne sau-
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rait éprouver de difficulté : aussi je ne pense pas qu'il
s0it nécessaire, pour des opérations qui ne sont point
de celles qu'on pratique souvent , d’entrer dans une
énumération de régles presqie toujours effacées de la
mémoire lorsqu'il arrive d’en avoir besoin; et I'exemple’
suivant, quoique trés—simple , suffira d'ailleurs pour
en montrer linutilité.

Soit I'équation
zy+ Dy + Ex =F;

en la comparant a I'équation (1), on en conclura

A=o, B=1, C=o,
4A4C=o0, Bi=y,
et puisque 44C n'est pas égal a B*, c’est a la trans-
formée )
A Cur=F
que se rapporte le cas que 'on considére. On trouve
ensuite (pag. 184 et 185),

¢=—D,I p=-~FE, F=F4 DE;
puis (page 185),
A =3

; T
> C )

et par conséquent
itr— ly*=F 4 DE, ou t*—u*=2a(F-+ DE):

la courbe cherchée est donc une hyperbole dont les
deux demi-axes sont égaux & V2 (F + DE), et tra-
versée par celui des t (128). En remontant aux
transformations opérées par les valeurs

x/:_.r,-!-d, Y =y:+ﬁ)
x =mt—nu, _y':nt—l—mu,

13..
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on voit d'abord que D'origine des tet des u répond au.
Fig. 55. point ou x=w@a, y==§; prenant donc, fig.. 55, les

distances 4A'—=—D, AA"—=—E, le point 4" sera

cette origine. Calculant ensuite la valeur de m,’ on

du cosinus de I'angle que forme l‘axe des t avec ce-

lui des x, on trouvera le nombre -—, qui répond

309,5; et faisant langle A" A"B", eval a o1,5, puis
menant A"C" perpendiculairement & A"B” on aura
les axes des ¢t et des u; prenant enﬁn AT et

A"l == ‘/Q(F - DE), on déterminera les sommets
I et I' de I'hyperbole qui est le lien de I'équation
proposée.

La méme marche conduira toujours .an résultat,
pour quelque exemple que ce soit; et j'ai choisi le
precédent, déjd traité dans le n® 120, afin de prouver
que la courbe indiquée dans ce. numéro, par ses
asymptotes, est une hyperbole, et d'en trouver les
axes (*).

Souvent aussi on cherche quelle est la courbé
douée d’une propriété particuliére ; guon ignore ap-
partenir & une courbe déja connue; mais alors] equa-
tion relative a cette propriété rentre dans quelques-
unes des équations qui ont été discutées : c’est ce que
montreront les questions svivantes.

(*) On pourrait déduirec immédiatement de Péquation générale
des lignes du sccond ordre , Péquation de l’hypcnbule, par rapport
& ses asymptotes, en transformant les coordonnces rectangles en
d’autres dont Pangle soit indéterminé. On introduiraitalors quatre
quantités arbitraires (123) dont on dlSPOSel‘all pour faire duparahre
les termes affectés de ¢2, us etu, ce qui rédnirait Iéquation gé-~
nérale du deuxitme (hgre dla formeB’ut = F ; mais on trouvcrait
que les quantités m et n n’ont des valeurs leelles que dans le cas
ot 4AC—B* a le signe—, c’esti-a-dire pour Phyperbole seule~
mecnt.
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130. Trouver l'équation d'une courbe telle que si
Lon méne de chacun de ses points M| fig. 52, d deux Fig. 5a
points fixes ;'F et B, les droites MF et MF’, la somme
de ces lignes soit égale @ une ligne donnée.
Si on représente par aa la ligne donnée, par acla
distance FF’ des points fixes , en prenant pour origine
des coordonnées le point O, milieu de FF*, ensorte
que OF = OF =, et faisant OP —=x, PM =y,
on trouyera

FP—=c¢—zx, F'P=c¢+4x.
Les triangles PMF, PMF’, rectangles en P donnant

MF= VFP+BM , MF =VFP + PN,
on obtiendra
MF=y (c—z)+y, MF =V {cFz)y+y5

mais en posant MF =z, ilviendra MF' = 2a—1z;
puisque par l'énoncé on a, sur toute la courbe
cherchée , -

MF+ MF' =aa,

et par conséquent

2=y (c—xyr+y, 2e—z={ (c+x)+F y-

En élevant an quarré, pour faire disparaitre les ra-
dicaux, i1l en résultera

2 = ¢*—acx + x5'+y’,
4a*— 4az + 2* = c*+ acx + =* +y?,

retranchant la seconde de ces équations de la pre-~
mitre, il restera

— 4a* + haz = — fox,
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d’oul

substituant enfin cette valeur de z dans la premiére
expression de z?, on parviendra a 'équation cherchée ,
qui sera, aprés les réductions,

at 4 ¢’z = a*¢*~|- a* (x* - y?).

Cette équation n'étant que du second degré, mon-
tre que la courbe cherchée ne peut étre que I'une
de celles qui ont eté discutées précédemment; et pour
reconnaitre & quelle espéce elle appartient , je donne
& son équation la forme

@y (@ — c)xt=at — a*o’.

En la comparant alors avec 4't* 4 C'u*== F”’, apres
avoir écrit dans cette dernicre y et x pourtetu,on
aura . .

A'=a* C=a*—c* F =at—a*c*= a*(a®—c*).

dott lon conclura qu'elle est celle d'une ellipse, .
puisque , ¢ étant moindre que a, les quantités 4', C’,
JF’, sont essentiellement positives (128). En posant,
pour abréger , a*— ¢*==5%, il viendra

anhyn + baxz — anbz,
d'ott 'on tirera
b —
— - 2 o 2,
y - \/a x
Les demi-axes OI et OL de cette ellipse sont res-

pectivement a et b ; et comme b*—=a*— ¢, on tire

de la

= a*~ b2, c=Va—b,



A LA GEOMETRIE. 299
ce qui fait voir que lorsqu'on ne connait que les
axes I’ et LL' d’ane ellipse, on peut trouver sur le
plus grand des deux, les points I et F' pour les-
quels MF 4~ MF'=1II, en décrivant du point L,
comme centre et d'un rayon égal a la moitié du grand
axe II’, un arc de cercle; car aux intersections F et
F’ de cet arc de cercle avec 'axe II', on a,

OF= OF’:\/E’-— OL = Va —be.

L’énoncé du probléme que je viens de résoudre,
offre donc une propriété commune & toutes les ellipses,
savoir : que la somme des lignes MF et MF’, qu'on
nomme rayons vecteurs , menées aux points ﬁa:es F
et ¥, pris sur le grand axe, et qu’on appelle foyers,

est toujours f’gale au grand axe.

131. Cette propriété donne un moyen trés-simple
.de trouver autant de points qu'on.voudra des ellipses,
ouméme de les décrire d’'un mouvement continu. En
effet, sil’on prend 4 volonté une ouverture de compas -
F'M, moindre que Of, que du point F, comme ceutre,
on décrive un cercle avec cette ouverture de compas ,
et qu’ensuite, prenant pour centre le point F’ et pour
rayon la différence F'M entre le premier rayon £ M et
I'axe IT', on décrive un second cercle, il coupera le
premier en deux points M et M’, qui appattiendront &
Yellipse. En répétant ce procédé avec diverses ouver-
tures de compas, on obtiendra de nouveaux points de
Pellipse demandée ; et si ces points sont un peu mul-
tipliés, on pourra, en les joignant par un trait libre
de lamain , achever la courbe d’'vne maniére d'autant
plus exacte, que les points déterminés seront en plus
grand nombre.

Lorsque l'ellipse doit étre fort grande , on la trace
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par un mouvement continu, en fixant aux points F
et F’, les extrémités d'un cordeau dont la longueur
est celle de I'axe J1’; on tend ce cordeau par le moyen
d'un piquet M que l'on fait glisser le long du méme
cordeau, jusqu'a ce qu'il se trouve au point d’ou il
est parti: alors il a tracé I'ellipse demandée.

1l est utile aussi de se rappeler que la distance c,
d’'un foyer au centre, se nomme excentricité.

S b j— .
L'équation y == == 2 V/a*— z* fournit une cons—

truction par points, trés-commode dans la pratique.
Ayant décritducentre O de 'ellipse demandée, fig. 56,
deux demi-cercles, I'unsur le grand axe et I'antre sur
le petit, pris pour diamétres , et mené un grand
nombre de rayons OV, ON’, etc., on abaissera sur
Taxe II’, les perpendiculaires PV, P'IV/, etc., et on
meénera par les points R, R/, etc., ou les rayons OV,
ON’, ete. rencontrent le plus petit des denx cercles,
les droites RM, R'M’, etc. parallélesa 11’;les points
M, M’, etc. que ces paralléles -détermineront sur les
perpendiculaires PIV, P’IN’, etc. appartiendront al’el-
lipse cherchée. Par 'opération que je viens d'indiquer ,

‘on n'nbtient que la moitié de cette courbe ; mais en

répetant la construction an-dessus de l'axe II, on
Yaura toute entiére.

Pour reconnaitre I'exactitude de cette construction,
il suffit d’observer qu’en vertu du parallélisme des
droites RM et II', on a

ON :OR:: PN:PM,;
et puisque ON —a, OR=5b, OP=ux, ilen ré-
sultera
PN= VON— 0P = V==,
alb: Ve—z i PM,
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d'ott

b e
PM:Z Vo= =y.

132. Je modifierai dans cet article le probiéme
que j'ai résolu dans le numéro précédent, et je de-
manderai qu'on ait MF' — MF—II'=aa, fig. 53, Fig.5%
au lien de MF + MF'= aa ; ¢’est-a-dire que la diffé-
rence des rayons vecteurs soit constante. Eo gardant
d’ailleurs les dénominations de I'article cité , on aura

MF — \/—Eﬁ’—{— ﬁﬁ“—_— z = \/(c —I)2+y-; ’
MF =VFP +PM =20+2= V' EFray1y" »
d’olr on tirera

zPe== —acx -2y,
4a* F 4az + 2P =c* 4 acx +-x* + y*;
retranchant la premiére de ces équations de la se=
conde , on obtiendra
cxr — a*
4a° - 4az==4cx on = =

et par cette valeur de z , on parviendra a I'éguation
cx — a*\* '
(—c_z— =¢* —aczx + 2"+ y*,
qui, par le développement , se réduit &
(c* — a*)x* — a’y* = a*(c* — a*).

Dans le cas actuel, ot g, il faut prendre b*==c*~a?,
ce qui donne
bPxd — azyz —_ anbz,

équation appartenant & I'hyperbole ; cette courbe
jouit donc de la propricté, que la différence de
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ses rayons vecteurs MF et MF, est égale a Paxe trans-
verse Il', sur lequel se trouvent les fo_yers F et E.

Jai de]a. fait remarquer que lhyperbole navalt,
a proprement parler, qu'un axe (128) , mais que pour
conserver 'analogie , on concevait un second axe LI/
mene parle point O, perpendiculairement au premier ;
b exprime la longueur OL de la moitié de cet axe, et

I'équation b® == c*-—a?, donnant c= {/a* 4 6 , fait
voir que pour trouver les foyers Fet #, il faut prendre
les distances OF et OF’ égales a I'hypoténuse du
triangle rectangle construit sur les deux demi-axes O
et OL.

133. La propriété dont jouissent les foyers F et F’
peut servir 4 la construction de 'hyperbole par points.
Pour cela, du'point F', comme centre, et d'un rayon
FM , qui ne soit pas momdre que IF, mals d’ailleurs
quelconque , on décrira un arc de cercle, puis on pren—
draun rayon F'M plus grand oumoindre que le premier
d'yne quantité égale a /1, et le cercle décritsur ce der—
nier, dupoint F¥ comme centre, coupera le premierdans
deux points M et M’ appartenans & 'hyperbole.

Pour décrire une portion quelconque d'hyperbole
par un mouvement continu, on assujétit une régle a
tourner autour du point F7, on fixe & Pextrémité R de
cette régle et aupoint F, un fil dont la longueur soit
moindre que F'R de la quantité II’; on fait ensuite
tourner larégle en appuyant contre elle, avec un style
M, le il RMF, de maniére qu’il demeure tou)oura
tendu : le style Mtrace ainsi un arc de courbe qui ap-
partient & I'hyperbole dont 'axe est JI’, et dont les
foyers sont F et F'.

134. Je me proposerai encore de trouver I'équation
d'wne courbe telle, que chacun de. ses points soit aulant
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éloigné de la droite AC , donnée de position , fig. b4, Fig. 54
que d'un point fixe ¥ , également donné de position.

Si Pon prend sur la droite 4B , menée par le. point
F, perpendiculairement a AC, un point I sitné an mi-
lieu de la distance AF , ce point appartiendra néces-
sairement & la courbe cherchée , puisqu’il sera autant
¢eloigné de la droite AC que du point F'. Faisant

IF=Al=¢c, IP=x, PM=y,
on aura, pour un point quelconque M, la distance
OM =AP =AI+ IP=¢ +x;
et le triangle rectangle FPM donnera

MF:\/—F_IS]—I- P = V(= x)+ 5y,
puisque FP=—=IF — IP. En développant, on trouvera

MF— \/c" — 9¢'x - x* + ¥
mais par I'énoncé de la question, QM = MF: donc
4=V —odz + + ¥y

En élevant au quarré et réduisant, on obtient

adx=—2cdz4+y* ou y*=4cr,
équation 4 la parabole (128).

* 135. Pour construire la courbe, d’aprés la propriété
que je viens d'employer a la recherche de son équa-
tion , il faut, d’un rayon FM pris a volonté , décrire
un cercle , faire AP == FM , et mener par le point P,
parallélement i la ligne AC, une droite PM : le point
M ou cette droite coupera le cercle appartiendra & la
parabole demandée ; caril est évidentque ladroite QM
étant paralléle et égale a AP, sera égale a FM.
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Cette méme propriété donne lieu a un mbuvement
continu par lequel on trace la courbe. Pour cela, on
place le long de AC, une régle sur laquelle on fait
mouvoir une équérre dont 'un des cotés représente la
droite Q£ ; on .attache au point F' extrémité d'un il
dont la longueur est égaled QFE, et dont l'autre ex-
trémité est fixée au point K ; on tend ce fil par un style
en I'appliquant contre le coté QE, et le style décrit
une portion de parabole.

136. La question qui a conduit ci-dessus & 'équa-
tion de la parabole , peut étre modifice de maniére
& embrasser les trois courbes du second degré. Il suffit
pourcela de 'énoncer ainsi : Trouver I’équation d'une
courbe dans laquelle la distance entre un point quel-

Fig. 57. conque M et Ye point fixe F , fig. b7, soit a la dis-
tance MQ entre le méme point M et une droite AC,
donnée de position, dans un rapport constant.

Soit 1 : n ce rapport, et que l'on tire du point F
sur AC la perpendiculaire 48; il est évident que la
courbe cherchée rencontre cette droite dans un point
I, tel que

IE: AI:: 1 i n;
- ensorte que si on désigne JF par ¢/, il en résultera
Al = nd'.

Faisant IP=—=x, PM =y, il viendra en vertn du
triangle rectangle PMF', de méme que ci-dessus,

MF=V({=z)+y>
etcomme QM = AP = AI 4 IP = nc’+ x, on aura

V(' —x) +y :adt=xi1in,

d’'ou on tirera
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ne' xr=n ‘/(c’-—-x)’—f—_y; :
élevant au quarré, on obtiendra enfin
n*y® - (n*=~ 1)x*—2(n -4 1) ndx=o.

Cette équation, d’'une forme absolumentsemblable
al'équation 4’1" 4 C'u'*— E'v’ =0, du numéro 128,
@ppartiendra 4 1'ellipse , a T'hyperbole ou i la para-
vole, selonqu'onauran > 1, n<{ 1, oun=1,et
montre par conséquent que la propriété qui fait le
sujet de la question proposée, est commune aux trojs .

courbes du second degré, par rapport auxquelles la
droite AC est nommée directrice.

En donnant a I'équation ci-dessus la forme

> ") at—a New=o
_y+1—;z—;a,— 1+nc1:__,

et en remarquant que plus z augmente, plus les frac-

. 1 | S

tione — et — diminuent, on verra que dans la sup-
o

position de n'infinie, elle doit se réduire a

¥+ a*—adr=o,

équation qui est celle d’un cercle dont le rayon est ¢,
et pour lequel I'origine des abscisses est placée a I'une
des extrémités du diameétre (g4).

137. On avu dansle n° 128, que Vellipse, I'hy-
perbole et la parabole, peuvent étre données par une
seule équation ; et il est remarquable que celle-ci peut
aussi se déduire immédiatement de I'une quelconque
des équations

pe B
yazzn(aﬂ—.xﬂ)’ y:a—;(xﬁ_ ),
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qui, se rapportant au centre, semblent particuliéres &
Tellipse et & I’hyperbole. Pour cela, il suffit de trans-
porter 'origine dea coordonnées, a 'un des sommets
des courbes que représentent ces équations. En effet,

Fig. 55 51 dans les ﬁgures b2 et 53, on fait, IP== a', onaura
¢t 53, par la premiére,

z ou OP=Ol—IP=qa—Xx'.
et par la seconde,
x ou OP=0I4IP=qag+4- .-

La substitution de ces valeurs changera les equatlons
Tapportées c1—deSaus en
ab™ be

2 2 2
2 e 4 /2 L Y ' ‘a3
T L ——— —— - X
Y a a* "y_ a a®

qui reviendront &

a /___}_’_ 72 9 7 _P_ 23
y=px'— -2, y=pz 4 -z,

- 2b? , o ,
.81 'on pose —=p; et Y'une ne différera de Yautre

que par le signe de a : l'inspection de la figure 53
montre aussi que P'abscisse JP étant regardée comme
positive, Paxe II” est nécessairement négatif.

“En mettant pour b* sa valeur , relative tant a I'ellipse
qu'a Thyperbole, il vient

2 (a®

2 (® —
p=2E= D (15, p= 22

(152);

mais il est & propos d’introduire la distance IF a la
place de ¢ qui représente la distance OF; et en fai-
sant [F'=¢’, on trouve , par la figure 52,
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¢ ou OF=0I—IF=a~--(,
par la hgure 53,
¢ ou OF=0I+4IF=a-+/¢:
ces valeurs donnent

_ 4ad —ad? __4ac’ 4-ac™
P= pe » P= " ’
expressions qui ne différent encore que par le signe dea.

Toutes les deux étant réunies dans la formule

_ 4ac’ zzac® __ b= ac

p a a

>

ont également pour limite

p=4c,
Yorsqu’on suppose a infini; mais dans ce cas les équa-
tions

y= pa:’ o Lx’ 2
+ 2a

se réduisent a
y'=pz’ ou y*=/cx,

par I'anéantissement de la fraction ;% , et donuent

ainsi I'équation de la parabole (134).
L’équation
—— ’ p ’n
y=px —a "
est donc propre A représenter chacune des lignes du
second ordre : elle appartiendra & Vellipse guand @
sera positif, et au cercle si p==2a; a I'hyperbole
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quand a sera négatif, et ala parabole lorsque @ sera
infini (¥).

138. La quantité p se nomme le paramétre : c’est

dans Tellipse et dans I'hyperbole une troisitme pro-
portionnelle aux deux axes, puisque sa valéur

_abr _ 4b
~a T aa

conduit a Ja proportion
aag :2b 26 ip;

et dans les trois courbes, elle exprime la valeur de
Ja double ordonnée qui passe par le foyer. En effet,
Jorsqu’on prend x’ = ¢, il vient

. l e I
y ::pc"_ P ¢* = p_____(zac +7 ),
=+ 2a 2a

d’oti on conclut

_ _4adgaec? _
4y =p ———=p% et 2y=p.

139. Les équations

2 ’__P /2
= x\ -—-x
y P = g

! £y .
(") L’expression p =§ﬁf__a_’f__’ qui se rapporte  Iellipse, pren-

drait une valeur négative, si I'on y supposait & > 2, et I'équation
yr=px’— P_ 472, se changeant en
2a

L G ’ _p. /3
yr=—pa't L,
appartiendrait 3 I'hyperbole; mais ¢ exprimerait alors la dis-
tance entre lc sommet et le foyer le plus éloigné, on IF’, fig.53,

¢tant
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£tant mises sous la forme

y= EP(; (2ax’— x'9), y* iﬁ—z (2ax” + x),

-
onen déduit les siivantes

a’ (2a—x)" 2’ x (@aa+4x) 24",

desqueltes il résulte que le quarré de I'ordonnée PM
est dans un rapport constant avec le prodult des lignes
IP et I' P, qui sont respectivement &’ et 2a~— %’ pour
Yellipse, fz_g. ba, a2’ et 2a + x’ pour I'hyperbole,
Jig. b3. Ces distances du pied de I'ordonnée & chacun
des sommets de la courbe, étant nommées abscisses,
ondit que danslellipse et dans Ihyperbole, les quarrés
des ordonnées sont entre eux comme les produzts des
abscisses correspondantes.

En effet, si on désigne par X’ une abscisse différente
de £/, maistonjours comptée du méme point, et par
Y l'ordonnée correspondante , on aura

= f;(gaX’—_X’“) , ¥Y— 3’% (2aX’ 4+ X',
d’otl on tirera -
yiriz(a—z) X /(na-—-X’)
pour lellipse,
¥y iV (2a+ 2) 1 X (2a + X))

pour I'hyperbole, en supprimant toutefois dansle dermier
rapport de chacune de ces proportions e fact%lr com-~

mun £,
2a

L'¢quation de la parabole y* = pa’,. étan-traitée ,
Trigonométrie. 6° édition. 14
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de la méme maniére, donne seulement

y g X,

ce qui fait voir que dans la parabole, les quarrés des
ordonnées sont comme les abscisses correspondantes-

140. Il suit de la comparaison des formules rap-
portées dans les numéros 120 et 128, qu'il y a pour
chaque courbe du second degré, au moins deux sys-
témes de coordonnées dans lesquels I'équation de cette
courbe se présente sous la forme la plus simplg : I'un.
de ces systémes est celui des axes, et l'autre celui de
deux diamétres conjugués ; et je vais montrer qu i ya
un nombre infini de systémes de coordonnées guijounis—
sent de la méme propriété. Pour le faire, y'appliquerat
la transformation des coordonnées aux équations re-
latives aux axes.

. . e b
Soit premiérement celle de I'ellipse y'= (@— =%,
qui revient a
anyn + bix: — anbn.’
j'observed’abord , qu’il est inutile de déplacer V'origine
des coordonnées, qu'il faut Jaisser au centre; et n’ayant
a changer que la direction des axes, je prendsseulement
x=mi~-pu, y=nt+ qu(132).

Je laisse indéterminé I'angle que les nouvelles coor-
données doivent faire entre elles, et dont le cosinus est
représenté par k (123), et je ne tiendrai par consé~
quent aucun compte de I'équation

+
mp~+nq +glap+mq) = h;
il n’en sera pas de méme des équations

m* - n* 4 agmn=1, p*+ ¢* -} 9gpg =1 ;
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parce que les coordonnées x et y étant réeiproquemnent
perpendiculaires, il en résulte g = o0, d'ou

m'4-ni=1, pPrtgr=1:
des quatre quantitésm , n, p et ¢, il n’en restera donc
gue deux dont il soit possible de disposer. En faisant la
substitution des valeurs de x et de y, dans I'équation

a@'y* 4 b*x* =a'b?,

on ohtiendra
(a’n’-l—b“m’)t’+2(a“nq+b’mp)ut—{—(a’q’-l:b’p’)u":’—"ﬂ‘b','
et pour simplifier cette derniére , je poserai

a’ng+ b*mp=o,
ce qui la réduit a

(e*n® < b*m?) 1* 4-(a*¢* + bp*)uP= a*}*,
Pour comparer cette équation avec
a3 - byt o= aob's,
on les mettra sous la forme

a’*n® bamn a*g® ba o
Ib’ &+ qa.j;’ Pu.=“
t? u?
it

elles ne pourrontalors devenir identiques, indépe__ndarxy
ment de tet de u, que par la supposition de

Y atn 4+ bPmt r algid dipe
b/z — anbn ’ ;;-’-ﬂ — ——?r 3
ce qui donnera
naha alha
b” — Q b a’“ a b

= T b = P

* 14..
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Pour s’assurer de la possibilité de cette transforma-
tion, il faut voir si la détermination des quantités m , n,
p et g, n'est sujette 4 aucune exception. L'équation
a*ng + b*mp =o,
mise sous la forme

ng__ b

mp~ @'
fera toujours connaitre le rapportde p 4 ¢, ou celui
de m a n. Si onen tire

g_ bm.
p- an’
et si, pour abréger, on fait
b*m
an :
il viendra
q=pr;
substituant dans p* 4 g*= 1, on en déduira
PUdr)=1,
d’ot I'on ‘conclura
1 r

P= Vidr' ‘qzr\-/—l_-i—_*—_r“’

expressions qui demeureront toujours réelles, quelle que
soit 7. L’équation m® 4 n® = 1 ne pouvant déterminer
qu'une des deux quantitésm et n, laisse absolument in-

T, no_. .
déterminé e rapport — qui entre dans les expressions

de p etde g, lesquelles, par cette raison , deviennent
susceptibles d’une infinité de valeurs différentes :ily a
donc-en effet une infinité¢ de systémes de.coordonnées
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dans lesquels ’équation de Vellipse a la forme

a’’tt - bur—a'*b",
absolument semblable & celle de V'équation aux axes
a’y* 4 bt =a*b*.

141. En opérant sur l'équation de I'hyperbole
b? ' :
_y’::z; (x*—a*) ou @*y*— b*x*=—a’b*,

comme je viens de le faire sur celle de I'ellipse, on
aura successivement

(@*n*—b*m*)t*42(a*ng—b*mp)ut4(a*q*—b*p*)u*=— a*b?,
a*ng—bmp = o,

aann_bnmn a?g?— bz 2
3 1 - 1 Pure=—n 3
a*h ab?

et comparant la derniére équation &

* ur .
CERNrCR
‘on trowvera '

o a*h? e ab? \
a*nd— b*m3 L unqn___bnpn ‘.

Les expressionsde p et de g seront de la méme forme
dans ce cas-cique dans le précédent, et pourront don-
ner par conséquent une infinité de valeurs, d’apréscelles

, . n .
gu’on assignera au rapport — : on sera donc fondéa
m

tirer pour 'hyperbole une conclusion pareille a celle
qui vient d'étre énoncée potr ellipse.

142. Je passe ala parabole ; son équation y—=4c'x,
ne-peut étre transformée en une autre qui luisoit sem-~
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blable , par les formules

x:mt-[-pﬁ, _y:nt—l—qu.

On obtient en effet la résultante

n*t* 4 anqut - q*u®==4¢’ (mt <~ pu),

de laquelle il fandra faire disparaitre les termes
affectés de t*, ut et u, ce qui s'effectuerait en posant
n=0, p==0; mais il s'ensuivrait m=1, g=1, x=t,
y=u, etl'onretomberait sur les coordonnées primitives:
il n’en sera pas ainsi en déplagant en méme temps V'ori-
gine. Si I'on substitue & x et A y leurs valeurs les
plus générales,

mt4pu 4o,  ntdqu+B(122),
il vient alors
n®’t* 4-anqut -}~ q*u®
~+ 28(nt + qu)— 4’ (mt +-pu) ;==o.
~+B* — 4ac’

Pouvant disposer maintenant de quatre quantités,a
cause des deux nouvelles indéterminées « et 8, on
fera disparaitre les termes affectés de ut, de t, et
les termes indépendans de ¢ et de u, en posant

_eng=o, afn—4m=o0, B*—4ac’=o0.

La premiére de ces équations peut étre satisfaite de
deux maniéres : soit par n==0, soit par g==o0; mais
n = o donne m =0, danslaseconde équation , ce gui
ne saurait s’accorder avec I'équation m? ~4-n® =1. En
adoptant la valeur g =0, le terme ¢°u* s’évanouit,
et il ne restg que

. ’pu
nt*==4c’pu ou P= i’;};’-— ,

équation semblable 4 celle quise rapporte 4 I'axe de la
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courbe. Lasupposition de g==o0, introduite dans I'é-
quation p* 4~ g*=1, donne

p==%=1

de 28n — 4c’'m = o, on tire
ac
? »
et cette équation, combinée avec m? 4 n*==1 , déter~
mine 2 et m. L'équation f*— 4ac’ == o0, détermine
aussi«, lorsque gest connu; mais cette derniére quantité
reste susceptible de telle valeur qu’on voudra.

—_—

n
m

143. Les remarques précédentes conduisent & cette
question : un diamétre quelconque étant donné, trouver
{a position de son conjugué. On la résoudra en obser-
vant que lorsque dans la figure 50 du numero 122 ,Fig. Se.
I'angle CAB, ou celui que font entre eux les axes des
coordonnées primitives x, y, est droit, les triangles
P" AR et P"MQ deviennent rectangles, 'vnen R,

Vautre en Q; d’ott il suit que m=— “;— représente
q “Fpr Tep

le cosmus de Tangle P"4°R ou .B"A°B, et que

o

A"’P” en est le sinus; que P=Pmf représente
3 s rp* V] ’ M
le cosinus de I'angle MP" Q ou C" A" B', et que q=‘§"M

en est le sinus.

Si l'on rapporte ces mémes dénominations sur les
figures 58 et Bg, en prenant JI' pour Yaxe des x, Fig. 58
OF pour celui des ¢, et OH pour celui des u, il ¢t 5.
viendra

n__sin FOI
m_ cos FOI

q sin HOJ

-(—)ST-— =—='tang HOI;,

= tang FOI,
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et comnie les équationa

a’ng + b'mp=o,

a*ng —b*mp—=o,

obtenues dans les n® 140 et 141, peuvent étre mises
sous la forme

@iﬂ;‘

I=x
p

Il

il en résultera

2

tang F'Oltang HOI = :,:s-, s

Ye signe supérieur se rapportant a Pellipse , et 'infé-
rieur & I'hyperbole : on déterminera donc aisément
Y'un desangles ¥OJ et HOI , quand l'autre sera connu.

144. On'’ peut substituer dans I'ellipse, fig. 58, aux
angles FOI, HOI, les coordonnées des points I et
H, car si I'on désigne

OF para, EFparf§,
OG par «, . GH par £,

il viendra .
EF
tang FOI —-—‘(TE — -
ny CH £
tangIIOI_ 'O—-G_.;j N
et par conséquent
é .B... o _.;._b_n.
ad  a*’

ce qui donne

«*BE" 4 bPud’ —o,
équation qui, jointe & celle de I'ellipse,

PR + b3as '____ aabn*
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fera connaitre soit « et 8, soit &’ et £, c'est-i-dire
I'un des points F, H, quand I'autre sera donné.

Dans Vhyperbole, fig.bg, « et 8 n’appartiendront Fig. 59
plus & un point de la courbe, puisque le diamétre
OF ne la traverse pas; mais comme il ne s'agit ici
que de la direction de ce diamétre, on peut prendre
au lien du point F, le point R, correspondant & I'ab~
scisse OF, et faire en consequence

a==0Ol=a, B=IR,
ce qui donnera
tang FOI—.:.—B-, et 8 é;—:;b—g,
a ad  a
d’oi
afiff — b*a’ =—o.

En déterminant 8 par son moyen, cette équation

fera connaitre le point R, mais il faudra la combiner
avec '
\/ 4
@B — b’ == — 22,

si c’est le point H que I'on cherche.

14b. Dans la parabole, on a g == o il suit de 1a que
Taxe des u, OH, fig. 60, est parali¢le a celui des x, Fig.6o-
et que sa position ne dépend que du point O, ou il ren-
contre la courbe. Ce point se trouve déterminé par
la quantité «, laquelle représente évidemment !'ab-
scisse G, qui répond, sur l'axe IB, au point dela
courbe ont I'on a en méme temps t =0, u==0; et
4
'équation %2%0— donne alors la tangente trigonome-
trique de I'angle comprisentre 'axedes ¢ et celui des u.
Je ferai remarquer en passant, gue lorsqu’on a
trouvé la position du diamétre qui est le conjugué
d'un diamétre donné , on a celle de la tangente de la
courbe , au point od elle rencontre ce dernier, point
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quon peut prendre arbitrairement. En effet ( a1 ) 4
dans I'ellipse et I’ hyperbole Jig. 58 et5g , le diaméure
OF est paralléle 4 }a tangente HT'; et dans la para-

bole, fig. 6o, ce diamétre est lui-méme tangent 4 la
courbe en O,

Réciproquement , guand on sait mener la tangente
dans un point quelconque de la courbe, on en conclut
sur-le-champ la position du diamétre conjugué.

146. Dans les éqnations
a’*t 4- bt —=a*b", a" ' —b'u* = a"b",

dont la premiére appartient a I'ellipse , et la seconde a
Yhyperbole, les lettres a’ et &' représentent les deux
demi-diamétres conjugués; en effet , quand t—=o, il
vient

u=da ou OH-=d, fig. 58 et 5g;

et lorsque u = o, 1l vient
$2=15" ov P=—>b"
ce qui donne, pour 'hyperbole comme pour Vellipse ,
OF =1}" (128).

11 est fucile de voir queles quantitésm,n, p, ¢, peuvent,
au moyen des équations m*--n* =1, p* q’:: 1,
et de celles qui résultent des expressions de o et de
b'*, étre élimindes de I'équation de condition qui
détermine la position respectxve des diamétres conju-
gues, et qu'on doit parvenir & une relation entre ces
lignes et les demi-axes. Le calcul #'effectue fort sim-
plement de la mani¢re suivante :

On tire d'abord des expressions de o™ et b, rela—
tives a Vellipse (140), les équations
a0%* + a"*b%p* = a’h?, b*g’n* - b'ebPm* = b 5



A LA GEOMETRIE/ o1y
et en y joignant respectivement
¢+pr=1, n4mi=1,
on aura deux systémes d’équations, I'un en ¢* et p*,
l'autre en n* et m* Le prenvier systéme donne sur»
le-champ,
. @b —a®h*__ b* (a*—a?)
q =alaaa_a'aba““ a’z(an___ b3 ) ’
. alsan_ a’b’ _ aa(aln_ ba )
P b a'“a*—q'2b* -—‘dlﬂ(d"— b’ ).

pour obtenir n* et m?, il suffit de changer &’ en b’ dans
ces valeurs, et il vient
b (a*—b")
a*(b'—b*)
Celaposé , I'équation de condition (140)

n? —

2

a*ng 4 b*mp=o
revient 4 a*ng= —b°mp,
et en la quarrant, on obtient

ain?q® = bim*p®.
Si Yon substitue dans cette derniére, les valeurs de n*,
m*, ¢°, p*, on poutra effacer les dénominateurs ; car
ils seront lesmémes dansles deux membres ; et on aura
(@ —d*) (a® — b)) =(a'>— b*) (b"*—b).
Développant , rédnisant et décomposant en facteurs ,
il viendra . .
(at— ) —(a* —b*) (@*+ V') =o;

puis supprimant le facteur commun a*~—5* , on trou=
yera enfin

@+ b= gt 4 ¥, ou OF - OH = OI + OL.
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Les expressions de a’® et de b, relatives a I'by-
perbole (141), conduisant aux équations

a/naaqn_a’nbapz_.. anbz’ blzazna__b'zbzm2=a9.bz R
et I'équation de condition étant
a*ng— b*mp—o,

on voit qu'il suffira d'affecter 5° et 4 du signe —,
dans le calcul précédent, pour V'approprier an cas
actuel, et qu'on en tirera par conséquent

3
H

0'? —b"?=a*—b* ou OF —— OH = ey OL

donc la somme des quarrés des demi-diamétres conju-
gués dans Uellipse, ou leur différence dans Lhyperbole,
est égale @ la somme des quarrés des demi-axes, oua
leur différence.

147. Si on multiplie entre elles les expressions de
a’* et de b'* dans l'ellipse , on obtiendra

. atht
a’3bh's— .
a4n2q2+ azbnnzpa + aubamzqz +b‘}mapz’
mais en quarrant I'équation @*ng + b*mp =0, il vient
a‘n*q® 4 2a¢*b*mnpg + btm*p* = o,

ou
a‘n*q* - bim2p* —=-—o2a*b*mnpq ;-

etavec cette valeur on fera disparaitre le premier et le
dernier terme du dénominateur del’expression de a6,
qui deviendra
. atht
a*b*n’*p* — 20*b*mnpq 4+ a*b*mq
anbn
~ (np—mg)*’
prenant de part et d’autre la racine quarrée, on aura

a*b =
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ob ab

—_—

= ou @' (np —mq ) = ab.
Il estimportantde remarquer quela quantité np—mq

T'est autre chose que le sinus de V'angle que font entre

etix les denx diamétres conjpgués OF et OH fig. 58; car Fig 56

7 et m étant le sinus et le cosinus de I'angle FOI, ¢

%t p le sinus et le cosinus de I'angle HOJ, la formules

_ sin FOH == sin (FOI4+HOI)
== sin FOI cos HOI - cos FOIsin HOI(11),

donne
sin FOH = np —~mgq,

si on fait attention que Y'angle HOI tombant du-des~
N ' 13 b2 ‘
sous de I'axe II’ a un sinus négatif , =~ —al:nE,
qu'il faut rendre positif dans cette formule, et prendre
par conséquent — ¢ au lieu de <-¢ : on auradonc

o'V sin FOH == ab.

11 est facile de voir quesi du point & on abaises sur OH
la perpendiculaire FQ, on aura

FQ= OFsin FOH=Vsin FOH;
et que par conséquent l'aire du paralléilogrammae
FH &= OH X FQ =2}’ sin FOH :

ondoit donc conclure de cequi précéde, que leractangle
formé sur les demi-axes @ et b, ou Ol et OL , est égal
au parallélogramme FH, formé sur les deux demi-
diamétres conjugués OF et OH.

On reconnaitra gue la méme propriété a lieu dans
T'hyperbole, en formant de méme le produit "5 mais
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Fig. 5. il faudra prendre garde que danslafigure 59 , I'angle

FOH — FOI— HOI.

On déduit de 14 cette propriété remarquable : que
les parallélogrammes construits sur des diamétres con-
jugués, soit de Uellipse, soit de I'hyperbole, sont
égaux au rectangle des axes, puisque ces parallélo-
grammes, ainsi que le montrent les figures, sont com-
posés de quatre autres parallélogrammes égaux, cha-
cun, au quart dun rectangle des axes.

148. Si on désigne par s le sinus de I'angle FOH, on
aura I'équation
ab's=ab,

que I'on combinera avec

Q* b =ar e bt
dans T'ellipse, et avec

a4 b —=a*— b

dans I'hyperbole, pour trouver les demi-axes aet b,
lorsqu’on ne connaitra que deux demi-diamétres con~
jugués, et I'angle qu’ils font entre eux. Quand on aura
les axes, on arrivera facilement aux angles qu'ils font
avec les diamétres conjugués, en se servant des expres—
sions de ¢*, p*, m®, n*, rapportées dans le n° 146. Ces
expressions donnent

q“__b’(a’—-a’“ n? bA(aa__bln)

P E(@ =) m @ (=)

et par I'extractionde laracine quarrée , on parvientaux
tangentes des angles HOI, FOI.

Une remarque qui se présente aisément , et que je
ne dois pas omettre, c'est qu’il ¥ a dans une ellipse
quelconque denx diameétres conjugués égaux entre eux.
En effet, si dans les équations
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o= q* b2, dbs—=ab,
©on suppose @’ == b’, on en tire les valeurs

_ a4 b __ab 2ab

= ST aT iR

qui {ont connaitre la grandeur de ces diamétres et
Fangle qu'ils comprennent entre eux. La supposition
de ¢’ =¥, dans les valeurs de ¢% p? n® et m? rend
égales la premiere et la troisieme, la seconde et la
quatrigme; on a donc tout ce qu'il faut pour déter-
miner, par rapport apx axes, la position de ces dia-
metres. ,

Lorsqu’on y rapporte I'équation de Vellipse, elle
prend la forme

132]

a?

- —— 7
P*Hut=a”

et devient semblable a celle du cercle ; ]a seule difTé~
rence qui subsiste est I'obliquité des coordonnées ¢
et u; aussi peut on construaire cette ellipse, enincli-
nant les ordonnées du cercle sous Vangle quefont les
diamétres dont je parle : de larésulte un procédé assez
simple pour tracer une ellipse par points, lorsque 'on
connait ses diameétres conjugués égaux.

Je laisserai au lecteur le soin d’effectuer les cons-
tructions des expressions rapportees ci-- dessus. Ce que
yai dit me parait remplir Je but gne je m’étais pro-
posé, savoir , de montrer comment an peut deéduire
les principales propriétés des lignes du second degré ,
par une meéthode vraiment analytique , et indépen-
daante des constructions geo métriques.

149. €e n'est pas seulement en Jes rapportant a un
axe des abscisses, par des ordonnées paralléles entre
elles, comme on l'a yu jusqu'ici, que les courbes
peuvent étre definies par des équations ; il est & propos
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de remarquer que tout systéme de lignes, propre &
déterminer les différens points d’'une courbe , peut
¢galement en fournir une équation caractéristique.

La relation
a*—cx cx
- — = — —

a a’

obtenue dans le n° 130, entre le rayon vecteur FM=—z,
Fig. 52.fig. 52, et l'abscisse OP =— x, peut étre considérée
comme telle, par rapport & Pellipse. On en déduit
une coustruction trés-simple de cette courbe ; car en
se donnant x , on obtiendra par des lignes proportion~

. 1 CX . r
nellesla quantite - et retranchant cette quantité

de @, on aura z ou FM ; ensuite , du point F', comme
centre, et d'un rayon égal 3 FM, on décrira un arc
de cercle qui counpera la perpendiculaire PM dans
un point M appartenant a Pellipse. Sil’abscisse tom—
bait dans la partie OI’ de I'axe, x devenant négatif,
cx

—-

Cette équation différe des préecédentes en ce que
Yordonnée, au lieu d’étre constamment paralléle a une
méme droite, change sans cesse de direction, et n'est
assujétie qu'a passer par un point donné ; aussi 1'équa-

il viendrait pour ce casz—a--

. cx « . : ’
tion 2= @ ———, quoique du premier degré, n’ap-

3

partient plus & une ligne droite, comme lorsque ses
coordeonnées sont respectiverment parailéles a des axes
fixes.

Dans le systéme que je considére maintenant, it est
assez naturel de placer l'origine des abscisses au point
F, duquel partent les nouvelles ordonnées ou les
rayons vecteurs, et de remplacer , en conséquence,
OP = x par FP =ux', ce qui donne

x
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&£ ou OP:OF-—FP:C—-.:C',

cfe—z') _a*=—c* | o

+—:

a a a

et s=4a

mettant 5% au lien de a®* ~—c?, on aura
b* 4~ c’
=—

Enfin le plus souvent, on introduit 'angle IFM a
la place de V'abscisse x’, ce, qui se fait en observant
que dans le triangle rectangle FMP on a

FP =FMcos PFM, d'oit o’ = —z cos IFM (a3) 4,

-4

nommant donc ¢ I'angle /FM , on obtiendra

b*—czcosp b?
= ——— T, Ot TTZ —————,
a a - ccos @
Cette derpiére équation est d'un grand usage dans
Vapplication de I'analyse 4 ' Astronomie : on lanomme
équation polaire, comme toutes celles dont les or-
données partent d'un méme point qu'on appelle le
péle de la courbe.

s s . cc—a®
L’equation z =

, relative aT'hyperbole (132),

étant spumise aux transformations précédentes, de-
vient successivement

F—a®—cx’  b*—cx’

2, = —_
a a
b — czcosh? b2
z— _—_— o Z = e,
a ? a4 ccos@

Dans la parabole, en faisant FM ==z fig. 54, et
a cause que FM— QM (134), ona

_ z2=( -x;
Trigonométrie. 6° édition. 15
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mais x représentant IP , il vient
r=IF—FP=(¢—x,

d’on x =0 —,
’

z = oc' — zcos@, ou z —_—2
’ 1 -cosg
15o.. Les trois équations polaires obtenues ci-dessus
peuvent se lier entre elles, en introduisant dans les
deux premiéres, au lieu du second axe b, le para-
metre , d’apréslequel ona b* = ap (137). Par cette
substitytion, I'équation de 'ellipse, se changeant en

2= s 5P
@a-ccosg

c
1 -} —cos
+ cose

devient celle de I'hyperbole, quanda est négatif etc>a
(*), celle de la parabole,, quand on faitc==a et a,
infini , cas ot p—=4c.

. c .
On peut encore faire ~=e, ce qui donnera

a(1-—e¢’

p=2a(1—e), z= _(___,,l
1+ ecos¢

Sous cette forme, on auralellipse quande <1, le

cercle, si e=—=0; hyperbole, sie> 1, et que e soit

négatif ; la parabole, si e=1, et que a soit infini.

Enfin si 'on veut chasser ¢ du résultat précédent,
et le remplacer par la distance du sommet au foyer,
on emploiera la relation ¢ —=a-—¢’ (137) qui donne

’
C

ae=—a—c, doii a=

1 —e’

(*) ¢ doit {tre pris alors pour le supplément de IFM, fig. 53.
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__ (1+4e)
ot z___'1-*--9 cos @’

151, Les propriétés fondamentales de 'ellipse, de
'hyperbole et de la parabole , énoncées dans le n° 13g,
et qui ont lien, soit par rapport aux axes, soit par
rapport aux diamétres, seretrouvent dans les diffé-
rentes courbes qui résultent de l'intersection de la
surface conique par un plan quelconque. En voici
les démonstrations synthétiques.

Soit ASB, fig. 61 , un c6ne quelconque & base cir-
culaire, c’est-a-dire le corps terminé par la surface
qu'engendre, en glissant sur la circonférence du cercle
ACBD , une droite assujétie 2 passer par le point §,
dans toutes les positions gu'elle prend. 1°. 1} est évident,
que sil’on coupe ce cone par un planquelconque CSD,
mené par son sommet S, on obtiendra deux lignes
droites qui répondent aux deux positions prises par
la droite génératrice, lorsqu’elle est parvenue suc-
cessivement aux points C et DD, dans lesquels le plan
CSD rencontre la circonférence ACBD. 2°. Si le plan
coupant est A4'C'B'D’, parallele au plan de la base
ACBD , la section sera un cercle , aingj qu'il est aisé
de s’en convaincre , en concevant qu’on ait mené parle
point S et le centre de la base I'axe SO du céne pro-
posé , et que l'on ait fait passer par cet axe deux plans
quelconques 4S8 et CSD, dont les intersections res—
pectives avec 4CBD, X A'C'B'D’, soient AD et A'B’,
CD et C'J"; car on aura alors les triangles semblables

Cos, Co's
qui donneront
CO :C'0 ::80: 80,

et les triangles semblables 40S, 4'0’S, quidonneront

A0 40 §O0: 80,
15..

Fig.G1.
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et puisque par construction AO0=C0, on aura

A0 =C0,

ce qui prouve que tonsles rayonsde Ja section A4'C'B' DY
sont égaux, qu'elle est par conséquent un cercle.

Il est & propos d'observer que la surface du cone
s’ étend indéfiniment, soit au-dessous du plan de la base
ACBD, soit au-dessus de son sommet S, puisque
rien ne limite la longueur de la droite génératrice; et
il est aisé de sentir que la partie $b du prolongement
de la droite $B, décrit un secend cone , placé dans
une situation inverse du premicr.

152, Ces préliminaires étant posés, concevons que
le plan coupant ne soit plus paralléle a la base 4CBD
du cone, mais qu'il rencontre cette base tuivant une
droite GH, fig. 62; j'abaisse sur cette ligne, du
centre O, la perpendiculaire OG , par laquelleje fais
passer le plan triangulaire AS5. 1l est visibleque i le
plan coupant rencontre en méme temps les deux cotés
SAetSB, et que par conséquent il n’entre point dans
le cone supérieur aSB, la section JMI'm sera une
courbe fermée ou rentrante en elle~-méme.

Cela posé, je méne, parallélement & ACBD, deux
plans EMFm, E'M' I'm’, qui rencontreront en méme
temps le plan coupant IMI'm: les communes sections
des deux premiers avec le troisiéme , représentées par
Mm, M'm/, seront paralleles 4 GH, et par conséquent
perpendiculaires aux lignes LZF et E'F', qui sont pa-
ralléles entre elles, comme étant les communes sec~
tions des plans EMFm, E'M F'm’ , par le plan 4SB.
Les courbes EMFm, EEM'I'm’ étant des circonfé-
rences de cercle (n° précéd.), on aunra

PM=EP X FP, PM =ED X FP;
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mais la ligne II’, commune section des plans ASB et
IMF'm, formant avec les lignes EF, E'F’ et les cotés
du céne, les triangles £IP | E'JP’, semblables entre
eux, et les triangles FI'P, F'I'P’, aussisemblables
eux, les deux premiers donneront

EP  E'P':; IP; IF,
et les deux autres
FP . FP ;. I'P:I'P;

multipliant ces proportions par ordre , on anra
EPXFP:EP XFP 11 IP X IP:IP X IP;

et substituant a P X FP et £'P' X F'P’, leurs va-

—_——2  ———a .
Yeurs PM et P'M’, on obtiendra

PM P M :: TP X TP 1 TP < I'P,
proportion qui exprime la propriété caractéristique de
Pellipse, énoncée dans le n°13q.

153. Il est & propos de remarquer que si le triangle
STT était semblable an triangle S48, sans que laligne
IT fit paralléle d 4B, ce qui avrait lieu sil’angle STI’
&tait égala SAB | alors SI'7le seraita SB.A , les trian~

gles EPI et FI'P, devenant aussi semblables entre enx,
comme les précédens, donneraient

EP:I1P::IP.FP, on EPXFP =I'PxIP;
et parce que dans le cercle EMFm ona
PM = EP % FP,

on aurait aussi

—

PM=TPxIP
La section IMIm’ seraitdonc elle-méme un cercle dans
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ce cas , si les ordornées PM étaient perpendiculaires an
diamétre [/'; mais pour que cette derniére condition
soit remplie, il faut que la commune section GH du
plan coupant et de Ia base du céne, soit perpendiculaire
a-la-fois sur la droite GA et sur la droite GI, c’est-
a-dire, qu'elle soit perpendiculaire au triangle S4B
mené par l'axe, et que par conséquent celui-ci soit lui-
méme perpendiculaire au plan de la base du céne et an
plan coupant. Lorsque ces circonstances se rencontrent
ensemble , le plan coupant est dit antiparalléle & celui
de la base ; et il en résulte que dans un céne a base cir-
culaire, la section antiparalléle & cette base est un
cercle, de méme que la section paralléle.

154. Si le plan coupant était , par rapport aux cotes
du céne, dansla situation que représente la figure 63,
c’est-a-dire qu’il pit rencontrer en méme temps les
deux cones opposés, il formerait dans chaque cone une
courbe infinie, puisqu’'une fois entré dans le cone,
ce plan ne saurait plus en étre dégagé. Les deux cones
opposés ne formant, a proprement parler, qu'une seule
syrface , les deux courbes KJk et K'I'k’ doivent étre
regardées comme n'en composant qu'une seule. 1] est
facile de. reconnaitre déja une ressemblance marquée
entre cette courbe et hyperbole ; mais pour prouver
leur identité, il faut de plus retrouver dans la pre-
miére une des propriétéscaractéristiques de la seconde.
En supposant que le plan ASB soit déterming comme
dans le numéro 152, qu'on ait mené le plan EMFm
paralitle & ACBD, et tiré les droites 1I', Mm, M'm/,
qui sont les communes sections du plan coupantavec
les trois plans ASB, EMFm, ACBD , on comparera
Yes triangles EIP, AIP’, qui donneront

EP : 4P :: IP : IP',
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et les triangles semblables FI'P, BI'P’, qui donneront
FpP;BP :: I'P:I'P;

multipliant ces deux proportions par ordre, il viendra

EPXFP: AP X BP :: IP X TP :IP X I'P' ;

mais 4 cause que les sections EMFm et ACBD sont

des cercles, dont les diamétres EF et 4B sont per-

pendiculaires aux lignes Mm et M'm’, par construc—-
tion , on aura

EP < FP=PM, AP X BP =PMW .
et par conséquent

PM{:PM 2 IPX TP : IP X TP,
proportion dans laquelle se trouve exprimée la propriété
caractéristique de ’hyperbole , énoncée dans le n°15g.

155. Il me reste encore & examiner le cas ot le plan
coupant serait paralléle a I'un des c6tés du cone, ainsi
que le montre la figure 64. Il ne pourrait alors rencon-Fig. 64
trer qu'un seul des deux cones opposés; mais il ne s'en
dégagerait jamais , ensorte que la section MIm serait
une courbe ouverte et infinie, comme la parabole,
avec laquelle je vais prouver qu’elle est identique. Les
plans 488, EMFm, ACBD , étant menés dans les
mémes. conditions que ci-dessus, Je parallélisme des
ligues 1P’ et SB, donne

FP == BFP’;

d'un autre coté, les triangles EIP , AIP’, étant sem~
blables, conduisent a

EP. AP P IP;

multipliant I'un des termes du premier rapport par F. P,
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I'autre par BP', il viendra
EPXFP 1 AP < B3 IP 1 IP'
mais dans les cercles EMFm et ACBD, on a toujours

PM'=EPxFP, P =dAP X BP :
on aura donc
P P s AP ;1P
proportion qui n’est quel’expression delapropriété ca—
ractéristique de la parabole ; énoncée dans le n° 13q.

156. Les circonstances dans lesquelles les lignes du
second degré changent de nature , peuvent aussise voir
dans le céne. En effet, si le plan coupant passe par le
sommet, sans entrer dans le céne, la section se ré-
duit & un point qui correspond & celvi qu'on a re-
marqué dans le n® 116.

Quand le plan coupant, passant toujours par le som—
met, entre dans le cone, on a deux lignes droites; et
si on écarte encuite le plan coupant du sommet du
cdne , en faisant mouvoir ce plan parallélement & Jvi-
méme , on obtiendra une suite d’hyperboles, ayant

.pour asymptotes les droites ci-dessus , rapportées, ou
projetées , sur le plan de la courbe, par des perpen—
diculaires & ce plan (118et 128).

Enfin quand le plan coupant est paralléle an coté
du cone, s'it passe par le sommet , il ne fait plus
que toucher le cone suivant une ligne droite, mais
qu’on doit regarder comme double ; car elle est la
réunion des deux parties de la parabole , qui s’appro-
chent sans cesse par le rétrécissement que subit cette
courbe , 4 mesure que le plan coupant s'approchede
son contact avec le cOne (119 et 128).

D'un autre coté , plus on éloigne du sommet du
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cone, mais tonjoursparaliélement & son coté, le plan
coupant, plus la parabole s'ouvre ou s'élargit vers son
sommet , et tend par conséquent a s'approcher de la
ligne élevée par ce point, perpendiculairement a son
axe.

157. Je vais examiner & présent les propriétés des
lignes droites qui coupent ou qui touchent les courbes
du second degré. Pour suivre la méthode que j'ai em-
ployée a I'égard du cercle en particulier (10b), on
prendra I'équation

y—L=A(x—a),

qui appartient a la droite passant par le point dont les
coordonnées sonta et 3, et faisant avec I'axe des abs-
cisses un angle dont la tangente trigonométrique est A;
onla combinera avec I'équation y*==mx +nx*, qui
rentre dans A't'* 4- C'u* — F'u' = o (128), et qui
comprend par conséquent les trois courbes du second
degré. En faisant, comme dans le n° 105,

Viicg—a) 4+ (y—B)r =z,

on aura
z Az
== —— =B+ —
\/1 +A2’ y \/1 +A“’
1
et posant pour abréger ——=— — 4’ il viendra
\/1 -+ A*

z=a-4- 4%, y=B8-+4A4z,

substituant ces valeurs dansl'équation y =max +4-nx®,
on obtiendra cette transformée

2. ’ 2 gla,0 maL—f—mz{,Z
Bt oA A s A A" — + natd- ond'az -+ nd'*z>.

Passant tous les termesdans un senl membre, et ordon~
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naot par rapport a z,. on trouvera
(A*—n) A" 224~ (BA—im—nz)2. A z-4-f*—md——na‘=0,
ce qui revient a
2(BA —im—nz % em ot — na®
z? + -———-———( = 2 7/—2z + 'B__—____}._ —
(A*—n)d (42 —n) A"
Dans cette équation, l'inconnue z représente la dis-
Fig.65. tance EM, fig. 65, entre le point donné E, et I'un
des points d'intersection M et M’ de la droite proposée
EM , avecla courbe AC; parle moyen de sa valeur,
on parviendra facilement & celles des coordonnées de
cette intersection.
Il est évident, par ce qui précéde, qu'une ligne
droite ne saurait rencontrer en plus de deux points ,
une courbe du second degré.
158. En raisonnant ici comme pourle casdu cercle
(107) , on verra que les deux valenrs de z doivent
devenir égales lorsque la ligne proposée ne fait plus
que toucher la courbe, comme en IV, parce que les
points M et M’ se rapprochent de plus en plus, &
mesure que la ligne £M s’approche de EN. La diffé-
rence des deux valeurs de z comprises dans la formule

= ﬂA——%m—-nz+\/ BA——gm——n_aL)"__ £Pe—ma-—na*
(A=A ( (A—n)d’ (A2—myA™,

¢tant exprimée par
\/ BA—tm—nz\* [*— ma—na®
2 (A2=—n) A’ (A2—n)d"™ *
et donnant toujours la longuenr de la corde MAL’, de-

vient nulle lorsque les points M et 3’ coincident, et
fournit par conséquent, pour le point de contact IV,

1'équation
BA—im— na\* f'—ma — na®_ _
(d*—n) A7—> - (:l*'._n)xl"“ =e (.
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En la développant, A" disparaitra comme diviseur
commun a tous les termes, et la résultante sera 'équa-
tion qui doit donner A4, et faire connaitre par consg—
quent la position de la droite EN, menée par le
point E, tangentiellement & la courbe AC.
Ne voulant considérer que les cas les plus simples,
je supposerai que le point E soit pris sur P'axe des
abscisses AP, fig. 66 ; il résultera de 13 =0, etlig66
(imtney me 4 nat_
(A*— n)* A—n =7
équation qui se réduit, aprés le développement, &
1m? -+ mad*~+ naid*=o,

et donne
A= 2M
‘/— ma— na*

Cette expression se présente sousune forme imaginaire,
maiselle peut devenir réelle par lesvaleurs particuliéres
que recevront les quantités m, n et «, et cela arrive
pour tous les cas ou la position du point £ et la nature
de la courbe, permetient de lui mener une tangente
par ce point.

159. Il'y a encore un cas dans lequel la condition
de contingence se simplifie beaucoup, c’est celuion
le point donné étant sur la courbe méme , se confond
avec le point de contact. En effet, si le point £ passe
en M, fig. 65, il y aura alors entre « et 8la méme Fig. 65.
relation qu’entre x ety , sur la courbe 4C, c'est-a-
dire que

£ == ma - ne® ou f*—~ma— na*=o:
ce qui réduira I'équation (1) a la suivante :
BAd—im—na=—o,

1
N . Im 4 na
d'otl on tirera A=2 + -

[4




236. APPLICATION DE L'ALGEBRE

Telle est T'expression de la tangente de l'angle que
doit faire avec 'axe des abscisses, la droite 77M, pour
toucher la courbe Ac.

La position de cette droite serait donnée d'une ma-—
niére plus commode, st I'on en connaissait un second
point; et celui qui s'offre le plus naturellement, est le
point 77, out elle rencontre I'axe des abscisses , et pour
lequely =0, dans I'équation y — 8 =d(x — «) (85).
11 résulte de la

—B=Ad(x—a2a) et x—a——%—;
la quantité x— aétant la différence des abscisses des
points M et T', désigne la portion P7" de l'axe AB: .
mettant donc pour 4 sa valeur, on aura
gﬂ
Pr== e O

La ligne PT se nomme la soutangente; et lors—
gu’elle est construite, on obtient la tangente, en joi-
gnant le point M et le point 7° par une droite.

160. Pour connaitre 'expression de la soutangente
dans cliacune des courbes du second degré en parti—-
culier, il suffit de comparer successivement les équa-
tions

2 P a 2 p 3
=pX——-—x —=pr—-{-—x* = px
Y =r 2a’-yp+2a’y.p'
avec I'équation y* = mx -+ nx®. En observant comme
ci-dessus, que « et 8, désignant les coordonnées du point
de contact situé sur la courbe, ont entre eux les mémes
relations que x et y, et substituant en conséquence pour

i (*) Dans la figure, P T est la somme des lignes AT et AP, parce
Pabscisse 4 T'dupoint T est négative parrapport al’abscisse 4P
du point M (76).
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# sa valeur, on trouvera, par la premiére équation,
appartenant a l'ellipse , ;
m=p, n==m L dot PTm e 2 _ 202
2a : pla—=z) a— a
par la seconde, appartenant & 'hyperbole ,
2af* 2aa4-a?
plata) 1 ata’
par la troisi¢me enfin , appartenant a la parabole,

. 28 :
m=p,n=o0, dou Pl =~ -— =~ 24,

m=p, n:z_”a_, dod PT=—

Cette derniére expression , la plus simple des trois,
fait voir que dans la ‘parabole, la soutungente est
double de l'abscisse. Le signe — qui {'affecte, ainsi que
les autres, montre qu’elle doit étre prise sur Paxe 4B,
a partir du point P, vers le cété oll se portent les x
négatifs; mais comme la forme des courbes indique suf-
fisamment de quel c6té doit tomber la soutangente, je
ferai désormais abstraction du signede son expression.

La construction des premiéres expressions n'offre
pas beaucoup plus de difficulté : on a pour Vellipse

: 200 — o*
a—a t2a—a jida i ———— =PT,
a-— 4
pour I'hyperbole
, 2ao - e’

a-}—d:ﬂa-f—d-::d..m‘

ainsi, tout se réduit a trouver des quatriémes propor~
tionnelles.

= P,

11 est bien remarquable que le second axe & n'entre
point dans ces expressions; il en résulte que pour une
méme abscisse , la soutangente estla méme dans toutes
les cllipses qui ont le meme grand axe, et quiil en
arrive autant aux hyperboles. L'ellipse se changgant
en cercle lorsque b ==@a, oa peut mener la tangente &
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la premiére de ces courbes par le moyen de ceile de
Fig. 56.1a seconde; carsi l'on prolonge 'ordonnée pm, fig. 56,
jusqu’a la rencontre du cercle décrit sur le grand axe,
et qu'on tire la droite n7" tangente & ce dernier, au
point 7, la soutangente pT conviendra aussi, d’aprés
ce qui précede, au point m de l'ellipse, dont la tan-
gente s'obtiendra par conséquent en joignant le point T
et le point m. On aurait une construction semblable
pour les hyperboles quelconques, en partant des sou-—
tangentes de I'hyperbole équilatére (128).

161. Quand on a la soutangente , il est facile d’en
déduire les expressions de la tangente, de la sou-
normale et de la normale : ce sont les poms.qu’on

Fig.65.donne auxlignes TM , PR et MR, fig. 65. La premiére
est la portionde la tangente comprise entre le point de
contact et I'axe des abscisses ; la seconde est la partie
de V'axe des abscisses comprise entre le pied de I'or=
donnée PM etle point R, oti une groite menée perpen-
diculairement & la tangente par le poiat 3, rencontre
cet axe; enfin la troisiéme est la longueur méme de
cette ‘perpendiculaire , mesurée depuis le point A7 jus-
qu'a I'axe des abscisses.

1°. Par Je triangle TMP, rectangleen P, on a

M7= V) +P7"
2°. Les triangles PMT , PMR, semblablesentre enx
comme étant formés parlaperpendiculaire PM, abaissée

de I'angle droit du triangle 7R, rectangle en M,
donneront

PT:PM:: PM: PR, doi pﬂ:’l%’,.

3°. 1l résulte du triangle MPR, rectangleen P,

———a

MR =V P+ PR,
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1l est visible que ces formules conviennentd toutes
Yes courbes , et que pour les appliquer & T'ellipse , par
exemple, il faut mettre dans la premiére et dans la
seconde, au lieude PAM et de PT, les valeurs relatives
4 cette courbe , puis avec la valeur qu'on obtiendra
pour PR et celle de PM , on formeracelle de MR ;
il faudra opérer de méme par rapport a 'hyperbole et
a la parabole. Je me bornerai a rapporter ici les résul-
tats de ces substitutions, qui n’ont par elles-mémes
aucune difliculté. Pour lellipse

2aqd— o®

: b2 D . 2aa — a\*
PT:——(—I:—, MT= \/(—Z;(gaa—u )+( )

q—a

prR=Y MI’——\/ r N2 y»
__.E(a—a.), i—= a2(2a1—4 )4 o (a—a)?,

pour I'hyperbole

,__oaa--a® /Y . . 9,a4+z" *
PT=22E2, MT_\/ = (2aa4a%) +( : +_¢.>

bn . {)" {)‘\
PR= po (n+¢),MR:\,/u1(zaa+a“) +‘; (a+ta)?,
pour la parabole
PT—oa, MT— \/pzz —+- 41:,
PR=%p, ° MR=V pat.p-

On obtient destésultats un peu plus simples, a I'égard
des deux premiéres courbes , lorsqu’on compte les ahs—
cisses a partir du centre, ce qu'on ne peut faire pourla
troisiéme , qui en est dépourvue (128). Pout parvenir &
ces résultats, il cullit de fairea=—=a — o', dans'ellipse ,
eta— o — adans I'hyperbole (137); «’ sera la nou-
velle abscisse prite & partir du centre : ces substitutions
et les réductions qui s’ensuivent étant effectuées, il
viendra pour I'ellipse ,
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ai—a/? L o\
PT__—“——, MT__\/E;(a—m )+ T)

b b N b
PR — a—:z, MR— ,\/&—“(a -—:L)-{—;nc ;

pour Phyperbole ,

__a'"—a? _\/b’ o a a? —a*\?
PT=""22 MT=(/ Z@—a)+(555)

b3 ’ b* I 2 b4 7o
PR::Z;a, MR:\/a_s(“ -—a)—f—a.-d .

162. Quelqu'élégante que doive paraitre la méthode
employée ci-dessus, pour mener les tangentes aux-
courbes du second degré, je crois ne pas devoir passer
sous silence les.solutions synthétiques que les Anciens
ont données de ce probléme, et je vais les exposer
succmctement

°. Par lepoint M, prissur Vellipse, fig. 52, onménera
]es deux rayons vecteurs FM et "M ; on prolongera
Tun d'eux, F'M par exemple , d’uf]e quantité Mo

“égale & FM; on tirera ensuite FG , et la droite MH

perpendiculaire sur le milien de F'G , sera tangente au
point M ; car elle n'aura que ce point de commun avec
la courbe. En effet, si 'on prend un autre point quel-
conque IV sur cette droite, et qu'on tire les droites Fi,
F'N, on aura
FN+NG>FG,
ce qui revient a
FNAFN>FM+ FM>1I

car par la construction MG = FM , NG=FN; et
comme il est aisé de voir que pour les pomts placés

au-dedans de ellipse, la somme des distances & chacun
des
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des ﬁ)yers est moindre que le grand axe, il suit de
ce qui précéde que le point IV est hors de I'ellipse,
puisque la somme de ses rayons vecteurs est plus grande
que 'axe I1,

Cette construction montre aussi que lesangles FMH,
F'MN, formés par les rayons vecteurs et la tangente,
sont égaux, et que la normale au point M, diviserait
en deux parties égales 'angle FMF'.

2°. Lorsque le point proposé M est sur I’hyperbole,
JSig. 53, il faut porter le plus petit rayon vecteur F M, Fig. 53.
sur le plus grand F'M, et non pas sur son prolonge-
ment; achevant la construction comme ci~dessus, on
aura pour ce cas

F'N< F'G+NG < F' G4 FN,
d'ou il suit
FN—FNIFGZFM—FM,

ce qui prouve que le point V n’est pas sur I'hyperbole.
Il n'est pas placé dans lintérieur de cette courbe, car
il faudrait, pour que cela fat, que la différence des
distances 4 chacun des foyers surpassat le grand axe.
En effet, si on tire F'm, on a

F'm —Fm=F'm+4Mm—FM,
et comme F'm - Mm surpasse F'M, il s’ensuit
F'm—Fm >FM— FM.

L’égalité des angles FMH et F'MH , ou RMN, ré-
sulte encore de cette construction.
3°. Lorsque le point M est sur une parabole, fig.54 , Fig. 54.
il n’y a plus qu’un rayon vecteur, mais 'autre est rem-
placé par la droite ()M parallelea I'axe 18, et le point
Q tient lies du point G, puisque QM=FM. Considé~
rant ensuite un point IV placé avant ou aprés le contact,
Trigonométrie. 6° édition. 16
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on a en méme temps QN et FN > OI¥; le point IV
est donc hors de la courbe.

De la construction ci-dessus on déduit I'égalité des
angles FMH , QMH; et il faut observer que e dernier
-est égal A NME | formé par la tangente et la droite
ME parallele & P'axe 15,

Si on appliquait le calcul a ces constructions, on
trouverait les résultats obtenus dans le numéro pré-
cédent.

163. La considération des tangentes de I'hyperbole
conduit A une particularité trée-remarquable, de la-
quelle il résulte que quoique son cours s'étende al'in-
fini, chacune de ses branches demeure neanmoms tou- "
jours renfermée -entre les cotés d'un certam angle,
sans pouvoir jamais les atteindre, ainsi qu ‘an le \mt
dans la fig. 67. Cette circonstance, qui s’est présentée
d’une aatre maniére dans le n° 118, se retrouve en—
core en observant la marche de la soutangente P71, a
mesure gue le point de contact M s’avance sur Ja courbe
et s'¢loigne du point /, ou, cc qui est la mé&me chose,
4 mesure que l'abscisse OP augmente. En désignant

OP par =, on a (151) PT:i—T—i; et comme
&£
OT = OP — PT, il vient
a?— g @

T'—“JJ-—-—— —_— -
X Je o

On voit évidemment par ce résultat que plus & croft
plus OT diminue, et plus le point 7" s'approche du
point O, qu’il ne peut cependant jamais atteindre,
puisqu’une fraction ne peut jamais devenir absolument
nulle, tant que son numérateur ne s'aneéantit pas; le
point O doit donc étre regardé comme la limite vers
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laguelle le point 7" tend sans cesse par le progrés de
Yabscisse, Il faut examiner maintenant les changemens
qu'éprouve, dans les mémes circonstances, I'angle
MTP qui détermine la situation de la tangente par
rapport & l'axe des abscisses. La tangente trigonomé-
trique de cet angle a pour expression

MPpP bx .
= = ——————-(39),
pPr ay a? — a*
b , ..
et prenant la forme —— ... __, lorsqu’on divise ses
. a® .
a 1 — —
x2

deux termes par x, elle tend nécessairement vers la
L, b Loat
quantité — & mesure que la fraction —, diminue, ow
a x

a mesure que x augmente; angle M TP ne peut
donc diminuer indéfiniment, et la limite qu’il ne sau-

rait atteindre, mais dont il s’approche sams cesse, est

, . s b

Pangle £01I, dont la tangente trigonométrique est - ;
a

I'hyperbole ne peut donc jamais parvenir & toucher la-
ligne EO, quelque prolongées qu’on les suppose l'une
et Pautre.
Pour construire I'angle EOIJ, il faut prendre sur
Yaxe JI’ une abscisse a volonté, le demi-axe OF,

par exemple; et le triangle rectangle £QJ donnant
El = Oltang EOJI, on aura

EI:OIX%:::IJ,

puisque OJ == a. Elevant donc au point I la perpen-

diculaire £I==0, la droite OE, quijoindra les points

O et I, sera la limite de toutes les tangentes de la

branche JK de Ihyperbole : j’ai déja dit que cette
16, .
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limite se nomme asymptote. 1l est évident qu'il en
existe une seconde, Oe, placée au-dessous de 'axe I,
faizant avec cet axe le méme angle que la premiére, et
servant de limite aux tangentes de la branche k.

164. Il ne sera pas inutile de montrer comment on
passe de I'équation de I'hyperbole relative a ses axes,
a celle qui a lieu par rapport aux asymptotes. Pour cela,
que I'on méne par le point 37, parallélement al'asymp-
ptote Oe, une\nouvelle ordonnée QM, et que l'on
fasse QO =t, QM =u; 'angle £OT tompris entre
Taxe dest, QO, et celnides a, IJ', aura évidem~:

. I . I1E
ment pour cosinus OF bour sinus 5o, et comme
OI=a, IE=b, OE=\/OI+ IE—\ 7JF
il en résultera (122),
I R T
=vers  "Tverr
‘Considérant ensuite I'axe des i, Oe, on tronvera

or . Ie
COSEOI:UE’ sine O — Z)_—(, 3

et comme Oe = OE, Je = — IE , il viendra

P=Vexse TTVexs

et par les formules générales
x=mje=pu, y=nt-qu,
on obti¢ndra
PTG 550 B 1 Gl 1
Va - b Vv a3 b
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Substituant ces valeurs dans I'équation

b — 'yt —= a*b?,
elle se changera , aprés les réductions, en

ﬁt—ﬁzh ou tu=1i(a®-+ b°).

Cette derniére équation, semblable a la transformée
de la page 174, met bien en ¢vidence la propriété
dont jouissent les asymptotes ; car on en tire

— 2

i@ 4 b)) ;1 OF
u = ——-—t— ) oun QM: ——Q-O— ’
ce qui moptre que I'ordonnée QM va toujours en di-
minuant & mesure que le point ) s’éloigne du point O,
mais qu'elle ne peut jamais devenir nulle.

Lorsque I'’hyperbole proposée est équilatére (128),
b=a; la tangente de l'angle EOJ, exprimée par g,

se réduit alors & 1; chaque asymptote fait par consé-
quent avec 'axe JI' un angle égal 4 07,5, et les deux
comprennent entre elles un angle droit. L’¢quation
tu==1(a* 4 b*) devenant tu == }a* montre que le
produit des coordonnées ¢ et u est alors ¢gal a la moitié
du quarré du demi-axe transverse OJI.

Il est & propos de remarquer que si I'on méne parle
point 7 les droites 712 et Id, respectivement paralléles
a Qe et & OF, onformera un losange dont les cotés
ID et Id seront, par rapport aux asymptotes, les
coordonnées du point [ situé sur 'axe; on aura par
consgquent

I 0d =10 = (@ + %),
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d’ou on tirera
ID =Ly & + b*,
et en général
——3
QOX QM=1D

Dansle cas de 'hyperbole équilatére, le losange Dd
devient un quarré, puisque I'angle DOd est droit.

—_—1

" Le quarré 1D, équivalant au quart de la somme des

quarrés des demi-axes de 'hyperbole, est ce que les
anciens géométres désignaient sous le nom de puissance

de I'hyperbole.
165. 11 est visible que si I'on prolonge les lignes MP

et PM’, ordonnées relatives 4 'axe 1T, jusqu’a la ren—
contre des asymptotes OE et Oe, les parties MR et.
MR’ de ces ordonnées, interceptées entre chaque
branche de courbe et son asymptote, sont égales entre
elles : la méme propriété a lieu par rapport a vne droite
quelconque, menée par un point quelcongue de I'hy-
perbole. Si l'on tire, par exemple, MV, on avra
GM = G'N', quelque position qu’ait MN’. Pour s'en
convaincre , on commencera par observer que
PR = PR = %%,

@

MR = PR — PM = é(x- V(' —ab),

MR = PR + PM = g (x4 V —a),
MR > MR = b=
On ménera ensuite éar le point IV, la droite §S" pa-

ralléle 3 MM'; les triangles semblables RMG, SN'G,
donneront.
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GM : GN' :: MR : N'§;
les triangles semblables G'N'S’ et R’MG’, donneront

G'M : G'N i1 MR : N'S';
multipliant ces deux proportions par ordre, il viendra
CMXGM:GN' XGN ::MRXMR': NSXN'§';
et comme en vertu de ce qui précéde, on a

MR X MR'=b°, NSXNS§=0D,

on en conclura

GM < GM=GN' X G'N.

Mettant 4 la place de G'M et de GN', leurs valeurs
G'N' + MN’, GM + MN’, faisant les réductions qui
se présentent aprés les multiplications indiquées, on
aura enfin

GM >} MN' = G'N’' x MN’, on GCM=GN.

166. Avec le secours de la propriété qui vient d’étre
démontrée, on décrit hien simplement I'byperbole par
points, lorsqu’on a les asymptotes et un seul point M,
On tire par ce pointun trés-grand nombre de droites
comme MN’, on prend la partie GM comprise entre
le point M et I'asymptote qui en est la plus voisine,
pour la porter de G en IV, ce qui donne un nouveau
point N’ de la courbe cherchée. "

Quand on a les asymptotes, on trouve la direction
de I'axe /I’ en divisant en deux parties égales I'angle
gu’elles forment; et comme la tangente de l'angle
EOI donne le rapport des demi-axes a et b (163), il
est aisé dedéterminer ces quantités dés qu’on connait un
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pointde I'hyperbole. L'équation Pl = ?72 ( 0P — a*)

A’X—(—)?‘—I_)Mz
A

donne sur-le-champ a*= , €n repré-

. b
sentant par A la quantité -.
a

167. Outre I'hyperbole dont les branches sont KTk
et K'T'K, les lignes OS et OS’ comprennent encore
une autre hyperbole HLh, H'L'l, décrite dans les
deux autres angles que forment ces droites, de ma-
niére que ’axe transverse I/’ de la premiére est le
second axe de la deuxiéme, qui a pour axe trans-
verse LL', second axe de la premiére. La relation
qu'ont entre elles ces deux courbes, les a fait nommer
hyperboles conjuguées ; elles ont méme puissance , et
par conséquent, lenr équation est la méme a I'égard
des asymptotes : seulement, l'angle de ces lignes, ou
des coordonnées®différe de I'une a lautre.

168. On a vu par la forme de I'équation du cercle,

qu'il fallait trois points pour le déterminer : Ja méme

- considération s’applique 4 une courbs quelconque; et

il est évident qu'il faut en geénéral autant de points

que équation de la courbe demandée renferme de
coefliciens nécessaires. L’équation

Ay* 4 Bxy + Cx* + Dy 4 Ex =F,

qui appartient aux courbes du second degré en général
¢tant mise sous la forme

y + bxy+cx“+dy+e.v:f,

ne contient plus que cinq coefficiens 5, ¢, d, e ét f;
il sulbira donc de cinq points pour particulariser la
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courbe du second degré qu’elle représente. En effet ,
si les coordonnées de ces points sont respectivement

a o a’ a” a
g }’ g } e } i } Tog } ’
on formera les cing équations suivantes :

£ 4+ baf - cx* 4 dB F ez
ﬁln + bd’Bl + Cﬁ/a + d@’ + 61/
BII, + bu"ﬁ" + Ca&”” + HB” + ed.”
ng + bﬂ”ﬁw _+_ Cdllrg + d,@” + e“m
ﬁ””ﬂ + bzlmﬁlm + ¢ mllllz + dﬁ"” + ea—

W
SHTRTNThTh

N’ayant pour but que de démontrer la possibilité de la
détermination des lettres b,c¢, d, e, f, etle nombre
de conditions qu’elle exige, je ne m’arréterai pas a
effectuer les calculs qu’entrainerait cette opération,
pour lesquels on peut consulter'ouvrage deM. Puissant,
cité a la page 156, et ott I'an trouvera sur ce sujet
et sur ses applications, les détails les plus importans;
je me bornerai ‘a faire observer que ces équations
peuvent devenir contradictoires entre elles dans cer—
tains cas particuliers. §'il arrivait , par exemple , que
trots des points donnés fussent en ligne droite, il ne
serait pas possible de faire passer une courbe du se-
cond degré par ces points, puisqu’aucune courbe de ce
degré ne peut avoir plus de deux points communs avec
une méme droite (157).

On coneoit que quand la courbe est donnée d’espéce
et de position , il faut moins de conditions pour la de-
terminer. Par exemple, pour achever de particulariser
uneellipse dont le centre et le grand axe sont donnés de
position, on n’a besoin que de deux points; car
on peut alors prendre ce centre pour Vorigine - des
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coordonnées, et ce grand axe pour celui-des abscisses,
et 'équation a*y*4-b>x*— a*b*, relative a ce cas, ne
renferme que deux coefficiens, a, #, qui se déterminent
par les équations

@B 4 b*a* —a*b?,

asﬁ'n + b2/ 2— anbz'

169. J'ai démontré dans le numéro 93, que I'équa-
tion du second degré se construisait par le moyen
d'une circonférence de cercle et d'une droite, et dans
le numéro 105, que les deux racines étaient données
par les deux intersections que peuvent avoir entre
elles ces lignes, ensorte que l'on considérait I'équa-
tion proposée comme résultant de ’élimination d’une
inconnue entre deux équations & deux indéterminées ,
Yune appartenant & la droite, et Pautre au cercle; si
T'on généralise ce point-de-vue , on aura le moyen de
construire des équations d’un degré quelconque.

Eo effet, %i I'on a, par exemple, I'équation

xte—m b2 4~ x—dt =0,

qui pentreprésenter toute équation du quatriéme de-
gré , dont on a fait disparaitre le second terme, il est
permis de fa supponser produite par I'éliminationd’une
inconnue_y , entre deux équations du second degré ,
renfermant en méme temps x ct Y, et appartenant
par conséquent & deux courbes. Trouver ces équa-
tions est un probléme indéterminé, car il y a une
infinité de systémes d’'équations qui peuventconduire
a la proposée; on en prend donc une arbitrairement.
Soit x*=py; on aura ;

! ==piy?,
et substituant dans I'équation proposée , il viendra

payn —— blpy+ 031; — d4 -=aQ,
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ou

Il est aisé de reconnaitre que cette équation appar-

tient & une parabole (128); et pour la mettre sous

la forme la plus simple, il suffit de faire disparaitre

le terme multiplié par y, ce qui s'effectuera en pre-
2

b
nant y =y’ 4 —.
y=y -+
On anra, aprés la substitution ,

oy € b ddt
.y +P2x 4Pa ——O,

ce résultat pent s’écrire ainsi :

& (bt 4t

.y/A:;; {———403 —T } »

montre que la parabole a laquelle il appartient, a
3

pour paramétre la quantité C—g , et que les abscisses

comptées & partir de son sommet, sont égales a la
- ., bt 4d?
différence entre la quantxte—4;?— et les ordon-
nées de la premiére parabole, dans laquelle z*—= py.
En effet, si I'on porte perpendiculairement a 'axe 4B
des abscisses, fig. 68 , et du coté des ordonnées po- Fig 68

- . b .
sitives, une distance 44 — —, ladroite.4'B’, me-
g 2

née parallélement & 4B, sera I'axe A partir duquel
on doit prendre les y'. Le sommet de la parabole
dont y’ désigne l'ordonnée, correspondant au peint

b - 4d*

ou I'on ay’=o, ce qui arrive quand x ::—-—4—03— ,



abz APPLICATION DE L'ALGEBRE
il fandra faire AD = ’i‘:_cjff et ayant élevé DI &
angle droit sur 4B , le point I sera le commet de la
seconde parabole GIH , A'I en sera I'axe ; et connais-
sant son paramétre , rien ne sera plus facile que de la
construire par points, suivantle procédé du numéro 135,
Quant i la premiére parabole EAF , donnée par I'é-
quation x* =py, il est visible qu’elle a son sommet a
T'origine 4 des conrdonnées , et pour axe celui des Yy .
AC. Lorsqu’elle sera construite, les points M, M,
M", M", ou elle rencontrera la parabole GIH , au-
ront des abscisses égales aux.racines de I'équation
proposée , puisqu'a ces points les valeurs de x satis-
font en méme temps aux deux équations
x*=py, :
p*y*—b’py + x —dit=o,

desquelles résulte la proposée.

La quantité p , introduite par Péquation de lapre-
niiére parabole, dsmeurant indéterminée , peut, pour
simplifier la construction , recevoir telle valeur qu’on
voudra lui “assigner, excepté zéro.

Pour représenter le cas le plus général, j'ai disposé
I'équation proposée et la figure, de maniére que les
deux courbes se rencontrassent en quatre points ; mais
cette circonstance n'aura lieu qu’autant que l’équation
proposée aura ses quatre racinesréelles. Si, par exemple,
Yaxe .4'I de la garabole GJ/H tombait au-dessous de
ADB, ce qui arriverait sile terme b°py avait le signe +,

2

puisqu’il faudrait faire alors y =y’ — = il o'y aurait

que deux intersections auplus, car il est bien clair que
la branche IH ne pourrait plus rencontrer la para-
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bole EAF ; dans certains cas méme, la courbe GIH
se trouvera toute entiére au-dessous de EAF, et
alors les racines de.la proposée seront imaginaires.

On voit au reste par cette construction , comme par
Ja théorie des équations , que l’équation du quatri¢me
degré ne peut avoir qu'un nombre pair de racines
réelles, puisque les deux paraboles EAF et GIH ne
peuvent se couper qu'en deux ou en quatre points.

170. Il suit aussi de la que le cercle etlaligne droite
ne se rencontrant pas en plus de deux points, ne
peuvent résoudre que des problémes susceptibles d’étre
ramenés a des équations du second degré, et ne sau-
raient par conséquent suffire pour ceux qui passent ce
degré, tels que les problémes de la duplication du
cube et de la trisection de l'angle , si fameux dans
Pantiqujté.

Parle premier, il g'agit de trouver le c6té d'un cube
dont le volume soit double de celui d'un autre cube
donné.” Si a est le coté de celui-ci, et x le c6té de
l'autre , on aura cette équation :

x® = od’, ou 2 — 2d°=o.

)

Pour la comparer a la proposée , il fant 'amener
au quatritme degré, ce qui se fera en la multipliant
par x, et on aura T

xt —20’r=0;
comparant avec xt—>5b%x* -+ *x — dt=o0, il viendra
b=o0, &=—2ad’, ;d: 0.
Les équations des paraboles a construire , seront par

2a R
conséguent x*==py, y*= —PT x; et si Pon prend
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p=a, elles deviendront

x=ay, y*==2ax:

la seconde courbe aura un paramétre double de celui
de la premiére. Ces courbes passeront toutes deux

Fig.6g. par Yorigine A4 , fig. 69, puisqu'on aura x=—o,
y=o0, dans I'une et dans Yautre en méme temps;
elles s’y couperont , et cette intersection donnerax—o,
racine qui vient du facteur introduit pour élever am
quatriéme degre de l'équation 4 construire. La ligure
montre que Pon ne peut avoir en outre qu'une seule
racine réelle 4P ;eten effet, on a vu, dans les Elé~
mens d' Algébre, que I'équation 2® — 2a’==o0,n’en a
pas davantage.

171. Le probléme de la trisection de I'angle a pour
objet de partager un angle ou un arc en trois parties
égales , ce qui s'effectuerait sans peine, &, connaissant
la corde oule sinus d’un arc, on obtenait la corde ou
le sinus de son tiers. Cette question n’est qu'un cas
particulier de la théorie de ]a multisection des angles,
que je ne saurais exposer ici, mais dont on trouvera
Jes bases dans l'Introduction au 7raité du calcul
différentiel et du Calcul intégral; elle se met én
équation par le moyen des formules du numéro 11,
qui donnent’

4cos A —TFR*cos 4
h® )

cos 3.4 =

Sil'onregarde cos3.4 commedonné , et que I'on prenne
cos A pour 'inconnue , on aura, en faisant cos S.4—a
et cos A4 = x , cette équation :

a3 Rix—1 RPg—=o0,

“
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qui, étant multipliée par = et comparée a I'équation

2 3 1 —
at— bzt Pr—di=o,
donnera

=2iR, F=—1iR%, di=o.

On aura encore ici une intersection au point A
correspondant a la racine x ==o0, et les trois autres
points d'intersection donneront les trois racines de
I'équation

2'— 3Rr— 2 R'a—o.

Il semble an premier coup-d’eeil qu'on ne devrait
avoir qu'une racine réelle, et qu'il n'y a qu'une seule
maniére de partager un arc en trois parties égales ; mais
en y refléchissant avec un peu d'attention, on recon-
nait qu’il y a trois arcs qui doivent satisfaire a la ques—
tion proposée , car les arcs 34, aw + 34, 47434,
qui ont le méme cosinus (23), étant divisés par 3,
donnent les valeurs )

x—=cosAd, r=cos(ix 4+ A), x=cos(sr+ 4),

essentiellement différentes (*). On ne peut en avoir
d’autres, parce que les arcs 6w 4-34 , 87 + 34, etc.
qui ont encore le méme cosinus que A, étant divisés
par 3, conduisent ‘aux arcs am—-A, anf w44, elc.
et que

cos(e7A)—cosA4, cos(a7-} %71’+A):cos(%w+/l) ,
etc. '
172. Avant que les méthodes d’approximation eussent

atteint le degré de perfection on elles sont portées au-

—

(*) Lguation ci-dessus tombe en effet duns le cas irréductible,

{Voyez le Complément des Elémens & Adlgébre.)
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jourd'’hui, les géométres s’appliquaient beaucoup &
la construction des équations, et faisaient tous leurs
efforts pour I'effectuer par les courbes les plus simples,
ou les plus faciles a décrire. C'est ainsi que Halley
donna une méthode pour construire les équations du
troisiéme et du quatriéme degré par le cercle et la
parabole ; et cette méthode a quelque avantage sur
celle du numéro 169, en ce quele cercle qui remplace
une des paraboles, se trace par un mouvement continu
mais le peu d’usage que I'on fait i présent des cons-
tructions, dispense des défails a cet égard, je n'en
indiquerai en conséquence que }esprit.

En posant I'équation d’une parabole, sous la forme
x*=my, et 'équation générale du cercle

@—pr+y—g=r (949,
si I'on développe cette derniére, et que I'on en chasse y
., . .

par sa valeur —=, tirée de la premiére, on obtiendra
I'équation

at—m(2g — m)x* — emPpr—(r* — p*— g*)m*=o0,
semblable & I'équation a construire

‘x“-— bz e —dt—=o;

et l'on aura, pour déterminer les quatre quantités
inconnues m, p, g et r, les trois équations

b = m(gq - m) ’
¢ = — am’,
dt = (r* — p* — ¢")m* :

on pourra par conséquent disposer de l'une de ce?

quantités pour simplifier les calculs. ”
i
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Si Don fait, par exemple, m= b4, il viendra
3

. - 4
g=b, p=— 5, 1= g tpt g

valeurs aisées a construire, et qui donneront la posi~
tion du centre et le ravon du cercle a décrire cona
jointement avec la parabole que fournit I'équation
xt== by. Je n’entrerai point dans la discussion des
cas qui pourraient exiger un autre choix dans la valeur
assignée a 'une des inconnues; et je terminerai ce Traité
par 1'exposition d’une méthode qui réunit a Yavantaga
de s'appliquer aux équations d’un degré quelconque, ce-
lui de peindre les résultats obtenus analytiquement par
la théorie de la composition des équations.

173. Pour fixer lesidées, je supposerai que 1’ équation
& construire soit seulement @4 b+ cx® 4 dedz==o ;
et je ferai

y=a-+ br~cx® -} dxd

Puisque dans les points ot la courbe représentée par
cette derniére équation , rencontrera l'axe des abs—
cisses, onaura y = o, il s'ensuit que les abscisses de ces
points seront les racines de I’équation proposce ; la
question sera donc réduite & construire la courbe dont
il s'agit, ce qui est facile , aprés avoir rendu son équa~
tion homogéne, en y restitnant les puissances de 1'u~
nité (71). On obtiendra en effet

br | cx* dx?
=ad— e —
Y a n ' on* ns?

résultat dont chaque terme se construirait séparément
par les lignes proportionnelles (68); mais voici un
moyen de lier entre elles d’une maniére commode ces
différentes opérations.

Trigonome’irie. 6® édition. 17
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On ménera, fig. 70, 'axe AB des abscisses ; par.
Torigine A , on élevera perpendiculairement & cet axe,
la droite AC, qui sera celui des y; et ayant pris
sur le premier la partie 4D == n, et mené DE pa-
rallele & A4C, on portera sur cette derniére des
parties
. AF =a, FG=b, GH=c, HI=d;
on tirera ensuite IK paralléle 4 4B ; on joindra les
points H et K par une ligne qui couperaen L laligne
PR élevée perpendiculairement & 4B, sur I'abscisse
AP == x; on ménera ML paralié¢le & A48, pour déter-
miner sur DE le point M, que 'on joindra avec le
point G ; par le point N, ou MG rencéntrera PR,
on tirera ON paralléle encore &3 4B, et joighant le
point O avec le point F', la droite OF donnera sur
PR un point Q, tel que PQ =y.

En effet, on a, par les triangles semblables IKH
et HLH,

dr

IK () : HL () 2 BI(d) : HE ==,
d’olt J
GH'= GH + HIl' = c -+ —;5-,

des triangles H'MG et G'NG, il résulte
dx*

H M(n):G'N(x): GH'( et _.> co=242,
et par consequent
=FG+ GG =b+= +__2 :
enfin des triangles G'OF , F'QF , on conclut
dx?

cx  dx®
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ce qui donne pour dernier résultat ,

n’

PQ=AF = AF + FF'=a + 224 4 92

On étendra sans peine ce procédé au cas o I'équa—
tion proposée aurait un nombre quelconque de termes;
et lorsqu’on aura obtenu assez de points pour caracté-
riser la marche de la courbe, on reconnaitra aisément
de combien de racines reelles cette équation est sus-

ceptible.

174. Si le cours de la courbe est tel que le repré-
sente laligne XEGILY, fig. 71, elle rencontrera cing Fig. 71
fois I'axe des abscisses, et indiquera par conséquent
que I'équation dont elle dérive a un pareil nombre
de racines réelles : cette équation ne pourra étre d’un
degré inférieur au cinquiéme. L’équation proposée
sera

a~+ br - cx® - dx® 4 ext + frb-f-etc. =0,
et celle de la courbe & construive,
y=a-+ bx <4 cx® 4 d4- er‘-}—fxs. + etc.

1 est évident que les valeurs numenques de l'or-
donnée y , ne sont autre chose que les reSuItats qu’ ‘on
tire de I'éguation proposée, en dnnnant & x les va-
leurs correspondantes aux dilférentes abscisses qu’on
a choisies arbitrairement : la conrbe XEGILY offre
donc en quelque sorte I'équivalent du tablean dans
lequel ces résultats seraient inscrits, mais avec cet
avantage, qu en vertu de la loi de codtinuité, qu'on
sent bien mieux dans les lignes.que dans les nomhres s
Jes intervalles entre deux substitutions successives se
remplissent ayec la plus grande facilité, Ayant cal-

17.
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culé, par exemple, les ordonnées P'P, Q'Q, R'R,
fort proches les unes des autres , et joignant leurs ex-
trémités par un trajt continu, sans angles ni jarrets ,
on a d’ine maniére assez exacte les ordonnées in=
termédiaires.

On observera, 1°. que puisque I'équation de la
courbe ne renferme que des puissances entiéres et
positives de x, chague valeur de cette indéterminée
ne donnera pour y qu'une senle valeur qui sera finie
ou limitée tant que x le sera, mais que y sera suscep-
tible de prendre des accroissemens illimités, lorsque
2 en recevra detels, et que par conséquent la courbe
XEGILY doit s'étendre a I'infini, de chaque coté de
Vaxe AC des y.

2°. L’inspection seule de la hgure fait voir que la
-conrbe XEGILY ne saurait passer d'un c61é de I'axe
AB a Tautre, sans rencontrer cet axe, ou analyti-
quement parlant, que 'ordonnée y ne peut changer
de signe sans devenir nulle (*) ; d’ow il suit que si dewx
substitutions faites dans I'équation proposée, donnent
deuxrésuliats designe contraire , il y a nécessairement
une racine réelle comprise entre les valeurs de x -em-
Ployées dans ces substitutions.

3e. Si I'on’ prend _e@r'{la‘méihé courbe deux i)ﬁmg
pTacés du méme coté par rapporta l'axe 45 | || y aura
toujours entre eux up nembre pair d'intersections de

(*) Cclaestvrai dans ce cas, parce que I'expression de y ést sans
R A .. o a " . ) T f
dénominateur 3 mais sl on avalt y=: — la succession des valeurs
. s X i
T o 1, x=e0 etx s=-A- T, dORNErait y = e @, ¥ == ~, ou infini,
- 0

et 3 =—a. C’est ainsi que les branches de l’hyperlﬁolé, ‘considd-
rée entre scsasymptoles, sont lides entre elles (120).
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la courbe et de cet axe : on en voit en effet deux entre
L et I, quatre entre E et ¥, ou entre Xet L,
ou bien il n’y en ayra aucune , ainsi que cela arrive
entre P et I. Au contraire, il v aura certainement
un nombre impair dlintersections , si les points que
Ton considére sont placés de différens cotés, comme
le sont X et E, X et I,.X et ¥, etc. De la résulte
cette proposition analytique : entre deux valeurs de x
qui, par leur subsiitution dans léquation proposée ,
donnent deux résultats de méme signe, il ne peut y
avoir qu'un nombre pazr de racines réelles, et ll_yen.
aura un nombre impair si ces résultats sont de signes
différens.

4°. Enfin il arrive quelquefoisque par suite des re-
lations que peuvent avoir entre eux les coefficiens a,
b, ¢, d, e, f, etc. deux intersections consécutives,
comme K et M, se rapprochant continuellement,
viennent a se confondre ; etla partie JKLMY de la
courbe prenant la forme du trait ponctue IL'Y , ne
fait plus que toucher l'axe 4B; alors les deux racines
représentées par 4K et AM , deviennent égales entre
elles et a Vabscisse 4L’. On voit facilement que si
I’équation proposée n’avait pas d’autres racines réelles,
l1a courbe qui en dérive ne couperait son axe nulle
part, et qu'on ne pouriait par conséquent faire chan-
ger de signe le premier membre de cette équation ,
par aucune substitution. Il n’en serait pas de méme
dans le cas on trois intersections se réuniraient : la
courbe couperait au moins une fois l'axe, soit avant,
soit aprés; et pour s'en convaincre, il suflit de voir
ce qui resterait de cette courbe si les trois points
H,K et M, ou F, H et K, venaient & se confondre.
En suivant ces considérations, on reconnaitra que ,
par la réunjon d'un nombre pair d'intersections, la
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courbe dérivée de I’équation proposé:e , peut se trouver
toute entiére d'un méme coté de l'axe, mais que
cette circonstance n’a jamais lien lorsque le nombre
des intersections , confondues en une seule, est im-
pair; et on conclura de la que, lorsqu'une équation
w’a pour racines réelles qu'un nombre pair de racines
égales, il est impossible d’en reconnaitre Iexistence
par aucune substitution.

Souvent l'inspection d’un petit nombre de points de
la courbe , suffit pour indiquer I'espace ou elle s'ap-
proche le plus de I'axe des abscisses ; alors multipliant
dans cet espace le nombre des points déterminés , on
parvient a s'assurer s'il y a un contact ou bien des
intersections, et si par conséquent I'égquation propo-
sée a des racines rigoureusement égales , ou seulement
peu différentes les unes des autres: dans ce cas, la
construction de la courbe sert auntant a faciliter la ré-
solution numérique qu'a en éclairer la marche.
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Contenant les premiers Principes de
U Application de I Algebre aux Sur-
Jaces courbes et aux Courbes a double
courbure.

Osserv. Je crois devoir prevenir les
Lecteurs peu habitués a ce genre de consi-
dérations , qu’ils trouveront dans le Com-
plément des Elémens de Géométrie , les
notions - préliminaires indispensables pour
lintelligence de ce qui va suivre.

Equation du plan et de la ligne droite.

175, Lt\ maniére la plus commode de fixer la
position d’un pointquelconque M dansV'espace, fig. 73, Fig. 72.
est de le projeter d’abord sur un plan BA4C donné de
position, en abaissant sur ce plan la perpendiculaire
MM, et de rapporter enpsuite la projection M, 3
deux axes 4B et AC, perpendiculaires entre eux,
par les coordonnées AP et PM’. Cela revient a rap-
porter le point lui-méme, aux troisplans BAC, BAD
et DAC, perpendxculaxres entre eux ; car les coordon-—
nées AP et PM’, situées dans le phn BAC, vepré-
sentent les distances MM"” et MM’ du pomt propo-
s¢ M, aux deuxautres plans DAC et BAD. Les droites
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AB, AC, AD , snivant lesquelles les plans coordon-
nés BAC, BAD, D.4C, se couperit deux & deux, sont
les axes des coordonnées ; et on lesdisiingue entre elles
par la lettre qui marque la coordonnée qui leur est
paralléle. Ainsi, en faisant 4P=x, PM =y,
M M=z, la ligne £B sera Vaxe desx, la ligne
AC, celui des y, et la ligne AD , celui des z.

Les plans coordonnés recoivent eux-mémes des dé-
nominations semblables. Le plan 8AC s’appellera le
plan des x et y, parce qu'il contient les coordonnees
xety. La projection " du point M, sur le plan
BAD , étant rapportée aux deux axes A5 et 4D,
par les coordonnées AP =—=ux et PM' =MM=—1z,
ce plan sera désigné sous le nom de plan des x et z.
Enfin la projection 32" du point A7, sur le plan DAC,
étant rapportée aux axes 4C et AD , par les coor-
données AQ=PM =yet QM" = M'M =2, ce

plan sera désigné sous le nom de plan des y et z.

Il faut observer , 1°. que les coordonnées y et z sont
nulles en méme temps pour tous les points de I'axe
des x, 48 ; qu'il en est de méme de x et de zrelati-
vement a 'axe desz, 4D,

2°. Que pour tous les points dun plan BAC, lacoor-
donunée z est nulle, et quelle a une valeur constante
dans tous ceux d’un plan quelconque , paralléle a ce
premier; ensorte que cette équation, z=c, lorsqu'elle
est seule et qu'on n’a aucune autre détermination rela-
tivement aux deux coordonnées restantes x ety , doit
étre regardée comme désignant tous les points du plan
mené parallélementd BAC, a une distance égale a c.
On verra de méme que y est nulle pour tous les points
du plan BAD , et que I'équation du plan qu'on mene~
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rait parallelement & ce premier, d une distance b, se-

raity = b.

Si on réunit ensemble les deux équations z==c et
y==b, c’est-a-dire, si on suppose qu’elles aient lieu en
méme temps, elles désigneront une droite parali¢le &
P'axe des x , et menée parle point du plan des yetz,
dont les coordonnées sont c et &; car il est facile de
Yoir que cette droite peunt étre regardie comme l'in-
tersection de deux plans respectivement paralléles aux

plans BAC, BAD.

Enlin, dans le plan DAC, la coordonnée x sera
toujours pulle; et x==a sera I'équation du plan mené
parallelement & ce premier, A une distance égale & q.
Lestrois équationsz==c, y=»>b, x —a, ¢ttant réu-
nies, ne peuvent plus appartenir qu'an point qui se
trouve dans {'intersection des trois plans respective-
ment paralléles & chacun des plans coordonnés.

176. Je vais examiner maintenant ce que signifierait
une seule équation , entre deux des trois indétermi-
néesx, y et z; et je prends pour exemple z== Ax.
On voit d'abord (87) que cette équation appartient a
une droite AN", fig. 73 , menée dans le plan des xFig. ;5.
et z, BAD; maiselle a encore un sens plus étendu;
car sl on congoit que la droite AN" se meuve paral-
lélement & elle-méme le long de Taxe AC, des y,
dans quelque position qu'elle s'arréte, (‘ordonnée z ,
ou M'm , prise au point quelconque M’ situé sur la
droite PM', parallele 4 AC | sera égale & Vordonnée
Pn, correspondante , dans le plan BAD, a Vabscisse
AP = QM . La droite AN", par le mouvement que
je lui suppose, décrit Je plan IN'AC, passant parles
droites AN“ et AC; on aura donc z = A4x pour tous
les points de ce plan.
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On tronverait-des conséquences analogues pour les
autres plans coordonnés , en préenant des équations
entre les indéterminées qu'il contiennent ; mais il vaut
mieux passer tout de suite &4 un cas plus général, et
considérer 1'équation z = Ax - By.

En y faisant y=o0, il viendraz—= 4z, d’od l'on
conclura que la droite AN", qui se trouve com-
prise dans cette derniére, renferme teus les points,
communs & la surface représentée par 1'équation
z== Ax+ By, et au plan coordonné BAD, sur
]eque]_y est toujours nul, et que par conséquent cette
droite AN" estl'intersection de ce plan, avec la sur-
face proposée.

Lorsqu’on fait x = o, on obtient z=2_8y, équa-
tion qui appartient & une droite 4AN” menée par V'o-
rigine 4, dans le plan DAC, et qui est I'intersection
deceplan, avec la surface représentée par I'équation
z = Ax - By.

Si maintenant on concoit quela ligne AN" se
meuve parallélement & elle ~méme le long de 4N",
elle décrira le plan V" AN"; et quand elle sera parve-
nue dans une position quelconque m“M, la portion Mm
de 'ordonnée 32 M sera égaie et paralléle 3 Qm’ : on
aura par conséquent

MM=Pn'+Qm’ =Ax+4 Dy =z;

d’ou il résulte quele plan N"AV", passant parles lignes
AN" et AN", dont les équations sont

z—=dx, z==By.
a lui-méme pour équation

z= dx -4 By.
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Si le plan proposé , an lieu-de passer pat 'origine A

ge trouvait dans une position G"EG", déterminée par

les lignes EG", EG", respectivement paralléles a 4NV

et a AN", il serait parallele A N*AN"; et en prolon-

geant l'ordonnée de celui-ci jusqu’'a ce quelle ren-
contrit le premier , on aurait

ML=MM+ ML=MM+ AE:

en nommant donc D la distance AE , et zl'ordonnée
M'L , il viendrait,, d’aprés ce qui précéde,

2= Adx - By -+ D.

Telle est I'équation d'un plan miené dans une po-
sition quelconque : il est aisé de s&¢ convaincre qu’elle
représente 1'équation générale du premier degré a
trois indéterminées; car cette derniére ne peut étre
que de la forme

ax—+ gy + yz-++Jd=o,

et en la divisant par 7, elle rentrera dansla premiére,
lorsqu'on aura posé

On voit donc que le coefficient 3 n'ajoute riena la
généralité de l'équation : je conserverai néanmoins
pour rendre les formules plus symétriques , et je re=
Pprésenterai 'équation d’'un plan quelconque par

Ax =4~ By 4+ Cz + D=o;

mais il faudra se rappeler que, dans tous les résultats,
il y aura une des constantes qu'on pourra supposer
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égale & P'unité, ou déterminer par des conditions par-
ticuliéres,

~177. En faisant successivement x, y et z nuls, dans
Yéquation de ce plan, on trouvera qu’il coupe celoi des
&y etz dansune ligne dont 'équation est By4-Cz4-D=o,
celui des x etz , dans une ligne dont l'équation est
Ax 4 Cz-}- D=0, et enfin celui des x ety dans
une ligne ayant pour équation Ax - By 4~ D =o.

L’¢tendue des plans étant indéfinie , il faut concevoir
que le plan G"EG" soit prolongé derriére les plans
coordonnés BAD , DAC; il rencontrera alors le plan
BAC, et passera dessous. Toutes ces circonstances
peuvent se lire dans son équation, en observant que
chacune des indéterminées x, y et z, doit étre prise
positivement et négativement, et que siles parties 45,

Fig.72. AC et AD, fig. 72, des axes des coordonnées , ré-
pondent aux valeurs positives de ces quantités, les
parties opposées Ab, Ac et Ad, répondront aux va-
leurs négatives. Cela peut se prouver immédijatement
par le cours des lignes situées dans les plans 8.4C,
BAD et DAC; on y parviendrait encore en trans-
portant chacun deces plans parallelement & lui-méme,
de maniére a rendre positives les ordonnées négatives
qui lni sont perpendiculaires, et on raisonnerait alors
comme on Va fait a Pégard des lignes (78).

Il suit de 1a qu’on peut distinguer dans lequel des
huit angles triédres que les plans coordonnés forment
autour du point 4, tombe un point proposé, par
Je moyen des cignes dont ses coordonnds sont af-
fectées ; il suffit pour cela de remarquer que lors-

qu'on prend
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+ x, -y, = z, dans Vangle. ABCD,on a
-+ x, -4y, — z, danslangle 4BCd,

-+ x, —y, -+ z, dans l'angle 4BDc,

— x, +y, ~+ 2, daas l'angle 4CDb,

<+ x, —y, ~ z, dans l'angle 4Bcd,

— x, — Yy, - z dans angle 4Dbc,

— &, -y, — z, dans Vangle 4Cbd,
—4x, — Y, ~— z, dans l'angle Abcd.

178, Une ligne droiteest donnée toutes les fois qu’on
connait deux plans qui la contiennent, et dont elle est
alors Vintersection, parce que les coordonnées de ses
points sont communes aux équations de ces plans.
Soient donc

Ax 4By 4+ Cz 4D =o......(1),
Ar4+8y+ Ca4-D =

les équations des plans donnés ; en regardant les in-
déterminées x, y et z, comme ayant la méme va-
leur dans ces deux équations, 1l w'en restera qu’une
qu’on puisse prendre arbitrairement, et les deux autres
calculés en conséquence de la premiére, feront con-
naitre la position des différens points de la droite
proposée.

Les équations (1) et (2) ne sont pas {es seules qui
puissent representer la droite proposée; car elle se
trouve dans une infinité de plans différens : mais on
choisit ordinairement parmi toutes les équations qu’elle
pourrait avoir , celles qui ne renferment que deux des
-coordorinées T, y et z.

En éliminant successivement x, y et z, entre les
équations (1) et (2), on obiiendra les trois suivantes:
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(AB'—A'B)y— (CA'— C' A)z+ AD' — A4'D=o,
(BC —B'C)2— (4B — A'B)x+ BD' — B'D=o,
(CA'—C A)x—(BC —B'C)y 4 CD' — CD=o.

qui deviendront

7]-—82,—}- d=o...... (5)’
az —;’x+ E—=0Oseeres (4),
ﬁx_dy+§z—_0 ...... (5),

en faisant, pour abréger,

AB —AB=1, CA—CA=8, BC —BC=a,
AD'— A'D=d, BIY —B'D=¢, CD'— CD={.

Deux quelconques de ces équations suffisent pour
remplacer lés ¥quations (1) et (2), et comprenment
implicitement la troisi¢tme. En effet, si on multiplie
I'équation (3) par ¢, I'équation (4) par 8, I'équation
(5) par 7, et qu'on ajoute les produits, on trouvera

d:f—,— Bf—l"'}’::or

résultat que la substitution des valeurs dee, 8,9, &,
€ et ¢, rendra identique, ou qui exprimera la condi-
tion que doivent remplir ces quantités, pour que les
equations (3), (4) et (B), étant données a priori,
puissent appartenir 4 la méme ligne droite,

L’équation (3) qui renferme larelation gue doivent
avoir entre elles les coordonnées y et z, pour tous les
points de la droite propesée, appartient a 'ensemble
des projections de ces points sur le plan des yet z, et
est par conséquent l'équation de la projection de la
droite proposée, sur ce plan (Compl. des Elém. de
Géom.,n°4). - On verra de méme que l'equation (4)
appartient & la projection de cette droite, sur.le pian
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des x et z, et que I'éguation (5) est celle de sa
projection sur le plandes x ety. Deux quelconques
de ces projections étant données, la droite est entié-
rement déterminée; cela est évident parl'analyse pre-
cédente , et parce que la droite proposée n'est autre
‘que l'intersection de deux quelconques des plans pro-
jetans ( Compl. 5), plans dont I'équation est Ja méme
‘que celle de la projection sur-laquelle ils sont éle-
vés (176).

179. L’équation générale du plan ne renfermant que
trois constantes mécessaires, il suflit d’un pareil nombre
de conditions pour la particulariser. J'indiquerai suc-
cessivement celles de ces conditions qui se rencontrent
le plus fréquemment , et je traiterai en méme temps
les questions analogues , relativement aux lignes
droites.

Lorsqu’il faut faire passer un plan partrois points,
dont les coordonnées sont

’ 4 I4 1 s " m w7 @
T,Y>,%, ¥y,X,3, X,¥Y,%2.
on met successivement

1
>

, au lien de x,
, au lieu de y ,

r /4

?

2 iy
*, au lieu dé z,

z', &, &

i 1
Y .7”'.7
2, 2, 2

J 2

dans I'équation générale du plan,
Ax 4~ By -~ CzdD =0,
et il vient les trois équations suivantes :

Ax' 4 By 4 C2' - D=0,
Az By' + €'+ D=o0,
Ax"+4 By'+ Cz"4- D=0,
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au moyen desquelles on détermine les quantités L

— , et on trouve
3y U )

Z'I (.y'_ym)_z" (yl_yllf) +le(yl_v”) .
J. (‘y." III ’II ll) xll(-),’ " ylllz'/)‘}_lﬂl(‘yl ll Il /)'
Z'(z'— ” 2" —x"(F—2") + 2"(2— )
*(y's ¥ y'"z") £y 2=y ") 42" (y'a —)”7»’)

Y (&= 2") =y — 1’”) +y (' —
L&yt — y’” N—x"(y 2" —y" ) Fx"(y's" )" ")

l

H

II

Sle bl blk Tl

Il est aisédevoir que si on voulait déterminer les
équations des projections d’une droite qui passe par
deux points donnés , on y parviendrait d’une maniére
analogue, en substituant les coordonnées de ces points
dans les-équations générales x= az 4,y =bz 4 5;
et on trouve ainsi

S ’——."Ii_—fli Lz, '_.),/__.Xi R 4 g
x r_‘z,’/—-z.”( z,),_y——_y__z,__z,, (z—2") (885).

180. Pour reconnaitre quand deux lignes données
sont dansun meéme plan, ou, ce qui revient auméme,
se coupent, il faut s’assurer si les indéterminées x,
y et z peuvent étre communes duX quatre équations
des projections. de ces droites ( Compl. 19) ; or il est
évident qu’en éliminant x, y et 2z, il restera une équa-
tion qui exprimera lu condition sans laquelle les équa-
tions des droites proposées ne sauraient ayoir lieu pour
le méme point. Soient

1:::az.+u} r=dz-4 o
y:bz-}-Bv _y:bfz—{-ﬁ’}

Jes équations de ces droites; on en tirera sur -J€
champ
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champ

az 4 a=a'z o, ba - B=1bz4F.
Et &liminant z, il viendra
(@ —a) O —0b)—(f —B) (¢ —a) =o.

181. Deux plans qui sont paralléles ont leurs com—
munes sections, avec chaque plan coordonng, respec-
tivement paralléles entre elles (Compl. 15) ; mais si

Ax+-By-+Cz+4-D=o0, A'24-B'y4-Cz4-D = o,

représentent les équations de ces deux plans, leurs
communes sections respectives avec les plans des x et
"%, et des y et z, auront pour équations

Ar 4 Cz 4D =o, Az 4+ Cza4D =o0,
By 4+ Cz 4+ D =o, By+4Cz+4D =0,

A ' Ay ’
et ne seront paralléles deux & deux que lorsqu’on aura

A A B

BI
c=c' cT=7 6

Tirant de ces derniéres les valeurs de 4’ et de B’, on
eobtiendra pour I'équation du plan paralléle au premier,

%(Ax-lr By 4~ Cx) 4~ D" = o,
Il reste D" & déterminer dans ce résultat; or en suppo-

sant que le plan cherché doive passer par un point dont
les coordonnées soient '/, y' et 2/, on aura

C’ .
< (Ax’ 4+ By + CY+ D' = o3

tetranchant cette équation de la précédente, D’ dispa-
Trigonomélrie. 6° édition. 18
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raitra, et divisant alors par il viendra

C’
Az—a)+B(y—y)+Cla—72) =0

1l est a propos de remarquer qu'enregardant A, R; C,
comme.des quantités quelconques , I'équation ci-dessus
sera commune a tous les plans qui passent -par le point
propose.

Pmsqua deux droites sont paralléles lorsque Jewrs
projections, sur chacun des plans coordonnés, sont res-
Rectiveraent paralléles ( Compl. 20), leurs équatlom
seront, dans ce cas, de la forme

a:=az-+_—¢} x—az 4+ )
y=bz+¢g _y_—_bz.-Fﬁ'}

Si la seconde doit passer par le point dont les coor—
dounées sont x’, ¥ et z’, on aura, pour déterminer
2’ et &, les équations

=a 4o et y=0bJ+4¢,
dont on tirera, en opérant comme tout-a-I'heure,
CEema =a(z—7), _5!—3":5(5'-&4-2!);

182, Pour trouver I'équation d'un plan perpendi-
culaire 4 une droite dongég,’il faut se rappeler que les
communes sections de ce p]dn avec chacun des plans
coordonnés, sont perpendiculaires aux. projections de
la dro1te donnée (Compl. 3a). Soient -

r=az+a, y=bz+8,
les équations de cette droite, et

Az 4 Ey+Cx+,D=o,
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celle du plan cherché; les communes sections de ce
dermer sur le plan des x etz, et des y et z, seront
representee* par

Ax+ Cz4+D =0 ou'x~.—.g.z__2’
By 4 Cz+D=0qo ou . =—%—%,

et pour que ces droites soient perpendlculalres aux
projections de 14 #roite donnée, il faudra qu’on ait

A B
a=G, b= E (90?.
Substituant les valeurs de A et de B, tirées de ces
équations, dans celle du plan cherché, on aura

Clax + b]:.{,_ z2) 4 D=0
et si ce plan doit passer par le point dont les coordon-
nées sont x’, y' et z’, son équation deviendra
0;(1"-"4? ) +b(y—-y Y gt =0,

Si I'égunation du plan était donnée yot.qi’on deman-
dat celle de la droite qui lui est perpendiculaire, il

Faudrait alors remplacer a et par les valeurs indiquées
ci-dessus ; il viendrait

: L B,
:r-—-x*-=~—{z. 2'y, _y-—-_y:—c—,(z—-z.),’

pour les équations de la droite perpendxculan-e au plan
Yeprésenté par Ax—+ By 4 Cz + D=0, et assu]ene

& passer par le point dont les coordonnées sont ./ _y
et 2,

183, La distance dulpoi_nt M, ﬁg; 72, dont lescoor- Fig. 7a.

18,
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données sont x, y et z, a l'origine A4, a pour ex-
pression

\/4—4_1_72-]- FM"-;— MM = \/x“—{-_y’—{——:.—; (Compl. 24).

Celle de deux points quelconques M et m, s'obtient
en prenant PO ==pm/,"M'N=m'm, et en considé~
rant les triangles m'OM’ et mNM , rectangles 1'un en
O, l'autre en N : il en résulte

MM =m0 + MO, mM=mnN-+ HUN;

mais en désignant par x’, y', 2, les coordonnées du
point m, il yiént

mO=—=x—z, MO=y—y, MN=z—2

et observant que mN == m'M’, on trouve

mM = VG Ty —y T F =77

184. Ceci méne a I'équation de Ia sphére, puisque
tous les points de sa surface devant étre également
éloignés de son centre, si on suppose d’abord qu'il soit
a Lorigine et que le rayon soit r, on aura dans tous
ees points,

4yt 2t =ty

et 5i Jes coordonnées du certre sont ', y', 2/, il viendra
=Yt (y—y)+e—2y=r.

185. Ce qui précéde fait trouver d’'une maniére trés-
simple I'expression du cosinus de I'angle compris entre
deux droites données. Soient

x—x = a(z.—-z’)} x—x ::a'(z,-——z.’)}

Y=y =b6G~) y—y =bE—-2)
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les équations des projections de ces droites, qui se
coupent au point dont les coordonnées sont 2/, y" et 2’ ;
si on imagine qu’elles se meuvent parallélement a elles-
mémes, jusqu’a ce' que leur point d'intersection soit
al'origine , Jeur angle ne changera pas, et les équations
ci-dessus se reduiront a

xr=az x =d'z
y= bz.} y = b’z.}'

Si I'on congoit ensuite une sphére qui ait son centre
a l'origine, et dont le rayon soit représenté par r,
la distance des points on sa surface coupera chacun
des cotésde I'angle cherché, sera évidemment la corde
de cet angle. On trouvera les coordonnées du point de
rencontre de la premiére droite avec la surface de la
sphére, en déterminant x, y et z, par les équations
de cette droite, et par celle de la sphére; on aura
ainsi '

ar b

T r .
Vit Vivere' T Vitedb

nommant x/, y’ et 2/, les coordonnées du point de
rencontre de la seconde droite avec la surface de la
sphére, on aura de méme : ‘

% a'r , b'r o r i
= ——— = = .
v rare V14 +67  y 1+ad b

L’expression du quarré de la distance de ce point au
précedent, sera (x~— x' )* + (y — ¥ Y+ (z—2')%;
et en y mettant pour x— x', y — ¥, 2 —2’, leurs va-
leurs, on-trouvera, aprés les réductions,

,,[2__ 2(1 + aa/ + bI) ]
V(e 090 a0
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Mais en nommant # I'angle cherché, sa corde sera
et .
v 2R* —aRcos” (13),
& désignant le rayon; et faisant ce rayon = 1, on aura
pour le quarré de la corde z(l—cosV), puis comparant

avec l’expressmn trouvée ci-dessus, dans laquelle on
fera aussi r =1, il viendra

1 4aa’ -+ bY
VO +a+ )0+ b7
' N sera facile de déduire de 14

cosF =

V (ab'—a'by*+ (a —ay + (b — &)
Vate i ta +69
Pour que les deux droites proposées soient perpen-

diculaires, il faudra qu’on ait cos# = o, et par consé-
quent 1 aa’ 4 bb’ = o.

sin =

186. Clest ici le lieu de parler des relations qui
existent entre les angles que fait une droite quelconque
avec les axes des coordonnées, parce qu'on les a in-
troduites depuis avec beaucoup de succés dans la mé-
canique et qu'elles donnent plus de symétrie aux
équations de ‘cette droite. ,
Pour y parvemr par le moyen des expressions du
n°® précédent, je suppose que la seconde droite don-
née soit 'un des axes, celui des’x, par exemple:
dans ce cas, on aura y = o, quel que soit x; ainsi
b = 0. Observant ensuite que d'aprés I'équation
x == a'z, 4 désigne la tangente de I'angle que fait
avec I'axe des z (86) la projection de la ligne dont
il s'agit, angle qui est droit quand cette lighe coin~
cide avéc 'axe des x, on verra que @' est infini (24).
La =upposmon de b' —=o réduit d’abord lexpressxon
de cos ¥ a
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1 aad’ .
V(+a+0 +dD’

et en divisant ses deux termes par ', on lui donnera
la forme

\/(L,+ a* -fl-'bz)(;],; +1

puis en y faisant o' infini, elle de_viendra'
a
Vida & b°
Telle est I'expression du cosinus de I'angle que la pre-
miére droite donnée fait avec I'axe des- .

On trouvera de méme pour I'axe desy, par rapport
auquel @ =0, et b’ est infini,

b
Vitetb

Pour l'axe des z, par rapport auquel @' = o et
I’ = o, on obtiendra

1
;/1+a"+17‘.

En duszcrnant respectlvement par e, 8, v, les trois
angles dont je viens d indiquer les cosinus, on aura

a - b.\

Cos = ————— , COSP== ————o -
Vite+ 5 Vite b

COS? =

1
Vitat &
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Si I'on quarre ces trois éguations et qu'on les ajoute,
il viendra
o+ b1

cosa® 4 cos g -+ cos®= m

=!|’

comme on I'a remarqué dans le n° 59 du Complém-
des Elém. de Géom.

187. L'expression de cqsj donnant

ViFeETF =

cosy’

si 'on substitue’ ceite valeur dans celles de cosa et
cosf, on en tirera

cosa b S08 8.
cosy’ cosy’

et leséquations de la premiére droite donnee deviendront

(x—-.r)cos'y 2 (z—2") cos 2,
(y —y )cosy = (z=—2") cos.
Si I'on substitue les valeurs de a et de 4 dans I'é-

quation du plan perpendiculaire a cette droite, sa-
voir , dans

a(x-—.x’) -+ b(y _.-_y') v (s —2)=o0 (182),

on obtiendra ce résultat trés-symétrique,

(z—=x") cosa~ (y—y') cosff+ (z—-;’) co8y ==0.
Enfin sil'on désigne par «', £, 3/, les angles qu'une
seconde droite fait avec les axes des coordonnées, ce
qui donnera
,__cose ., cosf
~ cos 3’ T cos "
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I'expression qui désigne le cosinus de T'angle que

cette seconde droite fait avec la premiére (185), se
changera en

cos == cosa cosa’+ cos 8 cosg’ -} cosy cosy’,

si 'on fait attention que

cosa®~-cosf*~4-cosy =1, cosa’*~cosf4cosy=1.

188. L'utilité de ces formules peut faire desirer
de les obtenir immédiatement, ce qui est facile par
les considérations géométriques.

1°. En supposaut que la droite donnée soit trans-
portée parallélement & elle-méme a ['origine des coor-
données, et représentée par AM, fig. 74, on obser-Fig 7
vera que le triangle 4PM est rectanole en P, puis—

que le plan M'PM" est perpendwu]axre a l'axe 4B,
et on en conclura

AP x a
cosPAM = —— = == R
AM ‘/xa_l_yz'_'_za ‘/1+as+bn

en mettant pour AM— %x’-}-y’-f?f (183) et pour

x ety leurs valeurs az et bz.
On trouverait de méme-

AQ y 3

=29 = ,

cos Q‘A AM \/x‘—f—_y’—{-zﬁ V 1+ a5
cos RAM = = AR % :

A~ Vv xﬁ-}-y‘—}-z.“ Vi1 +a’+b“

Ainsi on parviendrait sur-le-champ, par ce moyen,
a la relation

cosPAM + cos QAM + cosRAM = 1.
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2°. Le triangle 4PM donne AP == AM cos PAM;
on aurait de méme AR — AM cos RAM, et comme.
AR = PM", il viendrait
AP cos PAM don F— g(f_a_z
PM' ™ cos RAM’ z~ cosy’

en représentant par « et 5 les angles que la droite
AM fait avec ['axe des x et celui des z. On aurait’
de méme

y _cos8

% cosy’

8 désignant I'angle compris entre la droite proposée
et I'axe des y.

5°. Enfin on indique quelquefois une droite par
Yangle M A qu'elle fait avec sa projection sur le
plan des x, y, et par 'angle M'AP que fait cette
projection avec I'axe des z. Soit 8 le premier angle,
et ¢ le second, on aura

MM =AM sin MAM', on  z=—AM sinf,

AM — AM cos MAM' , ou AM = AM cosb,

PM =AM sin M AP, ou  y= AMcoshsing,
AP " ="AM'cos M’ AP , ou x == A cosd cose.

Si Pon rapproche ces dérni‘gf;s expressions -de X,
de y et de =, de celles qui résnltent des équations

x cosa y __cosB

z cosy’ z~ cosy’

en faisant attention que 9, désignant I'angle RAM, est
e complément de MLAM’ oun de 8, il viendra

cosy =sind, cosB==rcosfsing, cosa==rcosl cosg:

En quarrant ces derniéres équations et les ajoutant ,
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o1 retronverait encore comme ci-dessus,

c0s3* -+ cos 8* - cosa® == 1.

Je terminerai cet article' en faisant remarquer que
tontes ces relations rentrent dans des résolutions de
triangles sphériques rectangles (58):

189. Le cosinus de I'angle que deux plans. quel~
conques font entre eux,ise déduit immédiatement du
n° 185; car cet angle est égal a celui que font deux
droites, mendes perpendiculairement a chacun des
plans proposés, par un point quelconque de leur
commune section ( Complém.:46 ). Ces plans étant
yeprésentés par les équations

Az+-By+4+-Cz-D=o0, A'z4By+Cz4+D =o,

sl on congoit qu'ils se meuvent paralléelement & eux-
mémes, jusqu'a ce qu'ils sotent- parvenus a I'origine
des coordonnées, leur angle ne changera pas, et leurs
équations se réduiront a

.

Ax 4 By 4 Ce=0, Ax- Bty-}—C't.ﬁ:o;
celles des droites qu'on ménera perpendiculairement
a chacun d’enx, par ce point, seront (182)

A A
.’1.|‘=.Zi a, xr = 'LT,Z,
B B

.y = Z;Z 3 y= ?Z .
substituant donc dans I'expression de cos ¥ au lien
de g et b, de a’ et &', les valeurs que donnent ces
€quations, il viendra

AA' 1 BB +CC

V (£+ B C) (A" +B°+C7)

cost —
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Si I'un des plans proposés, le second, par exemple,
était celui des x et y, pour lequel on a toujours
z==o0, il est évident que 4’ et B’ deviendraient nuls
dans cette supposition, et que cos #” se réduirait 4

C
VA B4 C

On trouvera de méme que le cosinus de I'angle formé
par le premier plan proposé, avec celui des x et z,
pour lequel on a y=o0, 4'=oet C'==0, sera

. B
et que le cosinus de l'aﬁgle du méme plan avec celui
des y et z, pour lequel x =0, B =0, (' =0, sera
A
VA&+ B+ C
Dans le cas oii les deux plans proposés seraient per-

pendiculaires entre eux, on aurait cos # =0, et par
conséquent A4’ -4 BB 4 CC' = o.

Des surfaces du second degré.

190. Les surfaces, de méme que les lignes, se
divisent en ordres, suivant le degré d% leurs équations.
Le plan est la surface du premier ordre, parce que
son équation ne monte qu'au premier degré. Les sur-
faces du second ordre sont toutes comprises dans
I'équation

Ax*4By*--Cz*+2Dxy+2ExztoFyz

+2Gx+4-aHy+2Kz

la plus générale qu'on puisse former dans le second
degre, avec les trois indéterminées x, y et z.

=L,
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En résolvant cette équation par rapport a I'une de
ces lettres, par rapportd z, par exemple, on trouyera
— ?J:+g_y+K +

SV { (K*CL)+2(EK—CG)x+a(FK—CH) y
+(E*—AC)z* 4 3(EF—CD)zy+(F*—BC) y°}.

Ce résultat fait voir qu’auméme point du plan des =
et y, répondent deux points sur la surface proposée ,
et que par conséquent chacune des valeurs de z produit
par la substitution ‘de toutes les valenrs possibles de =
et de y, une portion de surface qui est, par rapport a
la surface totale, ce que sont les branchesd'une courbe
& I’égard de cette conrbe : on donne & ces portions le
nom de Nappes.

On remarquera d'abord que la partie rationnelle de
la valeur de z exprime lordonnée d’un plan tel, que
si on en faisait partir les ordonnées de la surface,
en posant

Er4Fy 4K
z-I—-—————————C —_——u,
Tindéterminé 1 aurait deux valeurs égales, 1'une po-
sitive et 'autre négative : le plan dont il s'agit est donc
a I'égard des surfaces du second degré, ce qu'est un
diamétre par rapport aux courbes de ce degré.:

On se ferait difficilement I'idée de la forme que
doit affecter une surface dont on a V'équation, si
on n'en considérait que des points isolés; mais au
lien de cela, on imagine une infinité de sections
faites dans cette surface par des plans, que pour plus
de simplicité on prend patalléles & I'un des plans coor-
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donues le cours de ces diverses courbes &tant comnu |
leur. contmulte rend sensible la forme de la surfat:e
proposee.

Tous les points d'un plan mené parallélement A
celui des x et he A une distance desxgnee par a, étant
compris dans 'équation z = a, si on substntue cette
valeur dans I'équation générale des surfaces du second
degré, le résultat,

A +By'fdDxy) . . .
+9(EU+G)x+2(Fa+H}_y} = L—aKae—Ca?,

exprimera Ja relation qu'ont entre elles les coordon~
nées du plan des x ot y, pour les points de la'sur~
face proposée, distans de ce plan de la quantité a,
et appartiendra donc sur le plan des x et y, dla
projection de la courbe, dans Jaquelle le plan dont
I'équation est z == a, rencontre la surface du second
degreé; et comme ce plan est parallele ‘4 celui des x
et y, il est évident que la section faite dans la surface
- meme ne différera pas de sa projection sur le plan dont
il ¢ agit.

En prenant pour adiverses vakeurs, on aura diverses
sections paralléles au plan des =, y; sil'on fait a = o,
V'équation résultante

Ax* - By* 4 aDzxy

+ 2Gx+ 2Hy }:L’

donnera la courbe du second degré , dans laquelle la
surface rencontre ce plan. On determmeraxt de la méme
maniére les equatlons des sections paralléles au plan
des x et z et a celui des y et z,

On congoit facilement, et on en a dailleurs vu
Yexemple sur la sphére (184), que les surfaces, sui-
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vant qu’elles sont placces d’une maniéra plus ou moias
symétrique par rapport aux axes des coordonnées, ont
des équations plus ou moins simples, et que par
conséquent pour analyser les dilférentes espéces de
surfaces, que peut représenter I'équation générale
de celles du second degré, il fant d’abord la débar-
rascer des termes qui ne dépendent que de la situation
particuliére des axes des coordonnées, ce qui peut se
faire, =oit en discutant le radiggl, d’une maniére ana—
logue a celle qu'on a suivie powr les lignes du second:
degré, dans les n° 111 — 120, soit en construisant
des formules générales pour la tranformation des
coordennées dans l'espace, et en employant, comme
dans:les n® 125+ 127, les quantités relatives & la
position des axes, a simplifier autant qu’il est pos-
sible I'¢quation générale. On peut consulter pour ces
détails, quisortent entiérement des Elémens, le pre-
mier volume de mon [raité du Calcul différentiel et
du Calcul integral. '

191. Je ferai remarquer senlement qu on peut ti-
rer du »n° 185, l'équation du cdne droit, placé
dans une situation quelconque par rapport qux plans
coordonnés,

En effet, le cine droit étant engendré par le moun-
vement d'une droite assujetie & tourner antour d¢’une
autre, en faisant avec elle un angle constant, si on
deﬂgne par « , B, v, les coordonnées du sommet,
qu'on prenne pour la droite fixe ou I'axe du cone,
les équations

x—a=a(z—9%),

y—E=b(z—17),

pour la droite mobile on le coté du céne, les équations



288 _APPENDICE!
(x—a)=2d (z—17)y
(y—B)=¥t(z—19),

le cosinus de J'angle de ces droites sera

1~} ea’ 4 bb'
Vita Lt MG ta+09
comme il doit étre constant, on le represeutera par c,

puis on observera que ¢, 5 .appartenant & l'axe du
cbne, désignent des- tités connues , et que

v, T=—a b,_y—ﬁ

a-:_:z_'y, z—7

En substituant ces valeurs, on formera !'équation

1-]-a< (
\ﬂl-}-a’«}-b’)[l-l‘( =)+ y:f)] ’

qui se réduit facilement a

a(r—a) +b(y—F+ (z—)
mV (& —a)+ (y—Ey+ (z—7)*

en faisant, pour abréger, ‘/1 + a*4-b*=m.

=c¢ (M,

(*) Nestaisé de voir que si I'on faisait z=o , dans cette équation ,
le résuliat, qui appartiendraith la section du cdne par le plan des x
et y, prendrait la forme de I'équation générale dn second degré a
deux incounues, et qu’on pourrait par ce moyen montrer algebri—
quement Pidentité des courbes du second degré avec les sections
faites &ans un cbne droit par un plen; mais cette voie serait beau-
coup plus compliqaée et moins geénerale que celle qu’on a suivie dans
les num. 152 — 156, puisqn’on y a considéré un céne quelconque.
Dailleurs, le caleul pour un c4une oblique A base circalaire, se trouve
dansI’.4ppendix de superficiebus, placé A la fin du second volame de
VIntroductio in analysin infinitorum &Euler, imprimde en 1748.

Si
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8i on place le sommet i I'origine des coordonnées ,
af:aura

#==0, f=o0, y==0,
et
ax+by+z
Ry e e
m‘/xz+ya+zn
Si on fait coincider I'axe du c6ne avec I'axe des z .
il vienta=—o,b =0, m=1, puisqu’on a sur cet

axe, y==o, x==o0, quel que soit z ; et I'équation ¢i~
dessus se réduit a

=C.

J

2
Very s =c,
‘de laquelle on tire, par I'¢lévation au quarré,
21— ) = (2 4 yY).
En faisant dans 'cét;e équation z==n, elle devient
w( =) = (e 5,
£quation qui apparti;ent aun cercle dont le centre est

ny1—c

. '3
y B — O .
dans l'axe des z, et dontle rayon est —— 1] suit

de 13 que toutes les sections faites par un plan paral-
Jele & celui des x et ¥, dans le céne proposé, sont
des cercles, ce qui est d’ailleurs évident par la mature
de ce cone. ‘ ’

On tire de l'éguation ci-dessus,
< ——
2= —== V@& +y4
1 —C

1 est facile de voir que {1 — c* est le sinus de I'angle
que fait le coté du cone avec I'axe des 2z, et que par

Lrigonométrie. 8¢ édition. 19
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C
14
consequent
q Vi—

= est la cotangente de cet angle

ou la tangente de celui que la méme droite faitavec
le plan des x et y.

Si on voulait que le sommet du cdne fidt & un pdint
quelconque de 'axe des z , cet axe coincidant toujours
avec celui du cone, on augait

Fo) ———
E el x? o
s—y==—== VY
En faisant z=o0, on obtiendra l'équation de la
courbe suivant laqueHe le cbne rencontre le plan
des =, y, et quon peut regarder comme la base.

Cette equanoh sera’ '

- ¢ Py

¥ (1—=ct)
cl

ou
="+

elle appartient & un cercle dont le rayon est

;yt/l—-—c’
—_—

- Si on représents par r oo rayon , 0l avra

(1 —c*) cr
a *

et = e
Y Vi—c* ’

I'équation
p—y= ‘/1 = Vo

se shangeant alors en
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cr c

== Vi— c‘=‘/1 —_— c“‘/xg-'_y '

peut étre mise sous la forme

zl/:—c’—cr: c\/a:’ + y*
dans le cas otc=1, elle se rédnita
r’tx‘-—-_yﬂ

1ge. Cette derniére équation, qui ne contient plus
que deux des trois coordonnées, appartient néanmoins
a la surface cylindrique dans laquelle se transforme
le cone lorsque son sommet s’éloigne a l'infini; car ¢
désignant le cosinus de l'angle formé par la droite
génératrice du cone et son axe, I'hypothése c =21,
xend cet angle nul et établit le parallélisme desdeux
droites dont il s'agit: la premiére en tournant autour
de la seconde, décrit donc la surface -d’'un e¢ylindre
droit , perpendiculaire au plan des = et y, et ayant
pour base, sur ce plan, le cercle dont le rayon
estr, et dont le centre est A lorigine des coor-
données.

Ceci conduit & remarquer qu’une équation quel~
conque qui ne contient que deunx des trois coordon-
nées , et qui ne désigne qu ‘une courbe sur le plan
de ces coordonnées, appartient, danslespace , & une
surface, puisque la coordonnee qui n’entre point dans
cette équation, se trouvant indépendante des deux
autres, a une infinité de valeurs pour chaque pointdu
plan cité; et ces valeurs répondent & tousles points
de la droite élevée perpendiculairement au plan coor-
‘donné par le point que I'on y considére.

L'ensemble de toutes les droites élevées ainsi sur
sbaque point de la courbe, constitue une surface cylin~
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drique , en prenant cette dénomination dans toute I'é~
tendue qu'on lui assigne dans le Complément des Elé-
mens de Géométrie.

Des courbes considérées dans lespace.

193. Lorsqu’on envisage les courbes dans I'espace;
elles résultent toujours de I'intersection de deux sur-
faces, de méme que la ligne droite résulte de la ren—
contre de deux plans (178). On peut , par exemple ,
indiquer un cercle, en donnant la sphére dont il
fait partie et le plan qui la rencontre. En suppo-
sant que la sphére ait son centre a Dorigine des-coor-
données, et que le plan s20it quelconque, le aystéme
des équations

B4y r=r.....01),

Az +By 4+ Cz=D.....(3),
appartiendra aum cercle suivant lequel se rencontrent
la sphére et ke plan proposé, puisque ce systéme ne
conviendra (u'aux points qui se trouvent en méme
temps sur 'une et Fautre surface.

Il est visible qu'on peut transformer le systéme
des équations (1) et (2) en une infinité d’autres qui
soient équivalens;mais le plus souvent on élimine alter-
vativement une des trois indéterminées. x, y ou z,
et 'on obtient, entre ces quantités combinées deux
a deux, trois équatipgg qui appartisnnent gux projec-
tions de la courbe cherchée, sur chacun des plags
coordonnés. '

Dans l'exemple ci-dessus, ona

24y + (D_AZ—BJ’)”~_4 r,

D — Az — Ca\*
=4 24 (— ; cz)=f‘:_

¥+ (D—_T%-—-—— Cz) =r';
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deux quelconques de ces équations donnent la troi-
sitme : elles appartiennent (128) & des ellipses. qui -
sont les projections du cercle, sur chacun des plans.
eoordonnés ( Compl. 63).

Pour concevoir nettement de quelle maniére une
courbe est représentée par les equatxons de ses projec~
tions , il faut considérer que ces équations appar-
tiennent & des surfaces cylindriques élevées perpen-
diculairement sur les projections (192) , de méme que
Tes équations des projections d'une droite désignent
aussi ses plans projetans.

Il suit de 14, qi]e la courbe proposée résulte de
Vintersectiondes surfaces cylindrigues élevées sur deux
de ses projections ( Compl. 77).

194. Dans le plus grand nombre de cas, linter-
section de deux surfaces courbes ne saurait avoir
tous ses points dans un méme plan, et forme alors.
une courbe 4 double courbure ; telle est, par exemple,
Pintersection d'une sphére et d'un cylindre droit,
lorsque I'axe du cylindre ne passe pas par le centredela
sphére. '

Si I'on suppose que la sphére ait son centre a I'ori=
gine , et que 'axe du cylindre étant paralléle a celui
des z, sa base, sur le plandes x et y , soit un cercle
passant par l'origine et ayant ‘pour diamétre I'axe des
x, les équations des surfaces contenant la courbs
proposée , seront

Ayt tat=rt,

20x — x* = y*,
et F'on aura pour les projectionsen =, y eten z, %,

ax — x* =y
aax - 2* =%,



294 APPENDICE.

Le centre de la sphére se trouvant sur la surface da
cylicdre; Ia courbe proposée pourrait se décrire en-
fixant wne pointe de compas sur cette surface, et
faisant tourner l'autre sur la méme surface , avec une
ouverture égale au rayon de la sphére ( Compl. 77).

Pour en trouver tant de points qu'on voudra, il faut
détérminer les coordonnées y etz 2u moyen de
I'abscisse =, par les équations des projections , qui
donnent

y= ‘/2a.z: —y L= Vr“-— 2a.x.

On reconnait I'étendue de la' courbe proposée en
assignant les cas dans lesquels ces coordonnées de-
viennent imaginaires; or, on ne trouve de valeurs
réelles pour y que depuis x = o ]u~qua x ==2a,et

pour z, depuis z=o jusqu'a x == —, dw coOté po-

sitif , et depuis & == o jusqu'a l'inﬁm du c6té négatif;
mais il est évident qu'il ne faut prendre que la partie
de I’abscisse x, commune aux deux projections, puis-
qu'il suffit qu'une des cordonnées devienne imaginaire
pour que la courbe ait atteint sa limite : elle ne s’¢-
. s s r

tendra done que depuis x == o0 jusqu’a x =g

La considération des projections eHes-mémes con-
firme ce résultat. L'équation en x et y appartenant an

.cercle 4E'F'¢, fig.75, qui sert de base au cylindre,

et celle qui renferme xet z, appartenant 4 la pa-

rabole H'I'h" , dent le paramétre = aa, et la distance

AI’:r—, il est évident qu'on ne pent employer &
2a

la .description de la courbe proposée que les portions
E'A¢ et H'I'h", de ses projections, correspondantes.
sur I'axe 48 i la partie A1,
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195. Enfin, pour s'assurer analytiqueriient que la
courbe proposée n'est pas plane, il faut chercher si elle
ne peut étre Pintersection de I'un des cylindres élevés
sur ses projections, par aucun plan. En désignant par

Az 4 By 4 Cz=D

I'équation d’un plan guelconque, son intersection avee
Ie cylindre élevé surla pacabole H'I’h”, serateprésen-
tée par les équations

Ax4By<4 Cx=D,

agr—+t2z* =1r*;

la projection de cette intersection aura pour équation
sur le plan des y etz,

A%}Q+By+0z= D,

et devra coincider dans tous ses points , avec celle de
la courbe proposée, surle méme plan desy et z, qui

est
N 2 9\ 2
-2
y’:r’—z’-a- ( PYS ) H
or on tire de la précédente ,

__2aD— Ar*— 2aCz + Az*
Y= 2a8 ’

il faudra donc que pour toutes les valeurs de z, on ait

2aD) — Ar*—3aCz 4 Az* g (rr—z)
( 2al8 >~ —F 4a° -

En ‘développant ce résuitat, on lui fera prendre la
forme -

Pzt Q224 4 Rt Sz 4+ T'=o,
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les lettres P, Q, R, S, et T, designant des coefficiens
formés des quantités 4, B, C, D; et pour gue cette
équation soit vérifiée indépendamment de z, il faudra
qu'on ait séparément

P=o, Q=o0, R=o0, S=o, T=o.

On s'assurera par I'élimination, qu’aucune de ces cinq
équations ne rentre dans les autres, et que par con-
séquent on ne peut déterminer les quatre coefficiens
A, B, C, D, de maniére a satisfaire 4 toutes en méme
temps : il n’y a donc aucun plan qui puisse comprendre
la courbe proposée ; et si on voulait déterminer z par
I'équation ci-dessus , on ne pourrait avoir au plus que
quatre valeurs , ensorte que la courbe proposée ne peut
étre coupée par un plan, en plus de quatre points,

FIN,
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