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AVANT-PROPOS.
M ON but-weft point ici. de dire des chofes nenves

Jur la Trigowométrie [phirique, mais feulement de

démontrer aufli ﬁmplement & awec le moins de fi-
gures quil et poffible, les propofitions utiles pour Ia
réfolution des triangles , & dont on  fait - ufage
fi fréquent en  Hfromomie. Dexcefive complication
/des figures gwemploient In  plupart des Amtenrs , ef-
fraie limagination des jeunes gens € leur rend
Vétude de cette Science trés-pénible. Je ne me fer-
virai ici que de deuk propofitions quwon trowve dans
les Ouvrages de M. do la Caills, de M. de Ia
Lande, € dans dautres Auteurs, & jen déduie
rai la réfolution de tous les triangles, tamt yec-
tangles. quobliquangles, dune maniere purement ana.-
bytique. Je [fuppofe quwop Joit au fait de la Tri-
gonométrie  relliligne, & des rappc‘irts divers des
Jinus, cofinus, tangentes, [cantes, &c. ainfi que
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des finus €8 cofinus de Is fomme & ds la dif
férence des arcs. Ces, propofitions fe démontrent
partont €F de la maniere la plus fimple. J;’ o~
Jerai auffi  fous ﬁlef{ce ‘tant les preliminaires de o
Trigonometrie reltiligne, qwon peut lire dans tous
les  Auteurs. Je ne mattacherai quwa la réfolution
des triangles & aux réfultats qu'on peut en i

ver pour la pratique de PAfironomie,
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TRIGONOMETRIE SPHERIQUE,

Contenant diverfes applications de cette Science d I'Afironomic.
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CHAPITRE PREMIER

DPropofitions fondamentales.

ON fait que dans la Trigonométrie redtiligne Pon
réfout tous les triangles reCtangles par ces deux
propofitions; 1°. que le rayon elt & I'hypothénule
comme le finus d'un angle eft au coté oppofé &
cet angle; 2°. que le rayon eft & un c6té comme
la tangente de Pangle adjacent & ce coté eft au coté
oppofé a cet angle. Or, on peut appliquer ces pro-
pofitions aux triangles {phériques reangles, en fai-
fant que Phypothénufe & les cotés du triangle rece
tiligne , deviennent les finus ou les tangentes deg



8 ESSAI DE TRIGONOMETRIE

cdés du triangle fphérique. Ainfi, pour parler d’abord
de la premierc propofition , je fuppole un triangle
fphérique b a d redtangle en a, du pointd: (fg. 1.)
jabailfe une perpendiculaire d ff{ur le:plan a b c,

¢ étant le 4 centre de la

fshere:cette perpendicu-

hire d f étant  per-

pendiculai re a toutes

les lignes y qui paffeng

patfon pier c/fy "~ .. dansleplan,
] 4 [

cft perpendiculaire au rayon qui va de a en c;
clle et donc le finns de Parc ad, ( ce qui ne pa-
roit pas fur le papier. ) du point f abaiffez une per-
pendiculsire fe fur le rayon cbd qui eft la com-
mune {ection des deux plans dbc, abc; menez la
ligne d e, vous aurez un triangle reiligne rectan-
gledfe : leplan du triangle d f e palfant par d f per-
pendiculaire au plan a be, eft auffi perpendiculaire
a ce plan abc; donc la commune fe@ion b e qui eft
dans ce plan a bc, eft perpendiculaire au plan du tri-
angle fde; donc elle eft perpendiculaire 3 de, donc
langle fed et formé par deux perpendiculaires 3 la
commune {ection b ¢ mences 'une dans le plan abe,
lautre dans le plan dbc; il eft donc la melure dc
Pinclinaifon de ces deux plans; il eft donc égal A
Pangle & que ces plans font entr’eux au point b; de
plus la lignede eft manifeltement le finus de Yarc
bd. Cela pofé par la premiere propofition citée ci-
deflus, jai dans le triangle reiligne dfe, en faifant
towjours le rayon==1, 1 : de==findef:df; ou en

' mettant
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mettant pour ces quantités leurs valeurs relatives au
triangle fphérique bda que je viens de démontrer ,
1: fin.bd=fin.a bd: fin. ad, ceft-2-dire, que dans
tout triangle fphérique re@angle le rayon eft au fi-
nus de 'hypothénufe, comme le finus d’'un angle elt
au finus du co6té oppofé i cet angle. Ceft la pres
miere des dcux propofitions dont je dois me fetvir.

Pour paffer & la feconde propofition, je fuppols
toujours le triangle fphérique b a d re@angle en a; du
point a jabaifle une perpendiculaire @ e fut la comi-
mune feGtion b e; du centre de la {phete ¢, je mene
la ligne ¢ a; la ligne a e que je viens de mener, etk
manifeftement le finus de Yarc a b; je mene enfuite
la ligne s g perpendiculaire au plan a b ¢, & pac
conféquent aux lignes a ¢, a e, & qui fe terniine au
point ou elle rencontre le rayon ¢ d prolongé; cetté
ligne eft tangente de l'arc a d, car elle eft petpen=
diculaire au rayon ¢ a, & fe termine au point ou
elle rencontre l¢ rayon ad, qui paffe par l'autre, extrés
mité de cet arc; je mene enfuite la ligne g s & e
remarque que le plan du triangle gae paflant par
& a perpendiculaire au plan abc, eft aufli perpendi-
culaire A ce méme plan abc (fig. 2.); donc & ¢ coms=
mune {etion des- denx plans (on fait que la commune
fection de deux grands cercles de la fphere eft toujours
un diametre de la {phere) et perpendiculaire an
plan du triangle g.ae; donc elle eft perpendiculaive
ag e; donc langle ged eft formé par deux perpen-
diculaires 3 la commune fe®ion be, menées 1'unc
dans le plan dbe, lautre dans le planabc; donc il
eft la mefure de linclinaifon de ces deux plans; donc
il eft égal & langle bque font ces deux plans an point 4.

B
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Cela pofé, par la feconde propofition citée ci-deflus,
on adans le triangle redtiligne ga e retangle en 4,
1:ae==tanga ¢ g:ag , ou en mettant pour ces
quantités leurs valeurs relatives au triangle {phérique ,
g d dabque jeviens
J de démontrer ,
on aura 1 : fin,
ab = tang a
bd: tang ad,
celt - a - dire ,
.que dans tout
triangle {phéri-
que redangle le
e ¢ rayon eft au fi-
nus d'un cité, comme la tangente de l'angle adjacent
eft 3 la tangente du cOté oppofé & cet angle. Voila
la feconde propofition que javois annoncée, & au
moyen de ces deux propofitions je réfoudrai tous
les triangles tant reftangles quobliquangles , & je
donnerai la valenr, foit trigonométrique, foit ana-
Iytique de toutes leurs parties. Je commencerai par les
triangles rectangles.
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CHAPITRE IL
Des triangles [phériques retangles.

SOIT un triangle fphérique a b d
retangle end ( fig. 3. ) : les deux pro-
politions que nous venons de démon-
trer s’appliquant & chacun des deux an- Jga
gles a & &, il rélulte de 1d quatre pro-

) d
portions qui fervent de fondement a la réfolution de

tous les triangles recangles. L'on aura donc,

1. 3.
y:finab=fina:finbd; r:finad=tanga:tangbd;
2

: 4.
rifinab=linb:finad; 1:finbd==tangh:tangad;

Cela pofé, nous allons réfoudre les triangles {phé-.
riques rectangles pour tous les cas.

PremMmier Cas

Erant domnés Phypothénnfe €5 un coté ab €3 ad.

finad.
{finab

La quatrieme proportion donne fin bd=tang zzl.
tang o
finnpd
Or, tang b==

Vmb’-,-_ fingd*; donclinbd ==
B2

On trouvera parla deuxieme proport. fin b=
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Viin ab*finad: cofab,
i & cof hd== ey
finbd__ Viinah “finad ad®
portion donne fin g== {‘nab bfinab colad”’
Viinab® cofad*— ﬁnab’+ﬁnad’-
cofa== - finabcofad
Vﬁszd‘—--ﬁnﬂb?ﬁ1ad’~ finadcolab _tangad,
" finabcolad  finabcolad tang a b,
Voici donc les réfultats de ce cas,

' La premiere pros

;dong

fin cOté don,

Angle oppofé au coté danné, fon finus—= ={in hypotbén,
Autre cdté, fon coﬁnu'S---COf hypoth

col coté don,
tdon.
Angle adjacent an coté donné, fon cof:-tf—l-]-ggur—]é
tang. hypoth.

Secoxp Cas.

Erant dounés 1 cite avec Langle oppofé ad €5 b.

finad
La feconde proportion donnc ﬁunb-:.:-———{?lab . La
|
) te {.
quatrieme proportion donue fin bd== m{;; 1: La pre-

miere proportion donne fin a-._ﬁn bd _i‘mg__u_(_i__

finab ~ finab tangd
__tangadfinb col b.
T wangbiinad  colad
ce cus.

. Voici donc les réfultats de

fin coté donné
finangle donné

Hypathénufe, fon finus==
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tang c6té donné
tang angle donné
cof. angle donné
col. cété donné

Autre cété, fon finus==

Autre angle, fon finus==

Troirsrteme Cas
Etant donnés un coré 88 Pangle adjacent bd £ b,

La quatrieme proportion donne tang ad=fin bd

tang b. La feconde proportion donne fin abz——‘{l}u‘:;i

fin bd tang b
’ =" tar
Or, fina v 1+fin bd* tang b?

finbd _ﬁ“n bd
col bVi+4hnbd'tang b°  V¥colb:-fin bd*fin b
[}
fin bd —finbds =
Y col b*+in b d*in b»

o finbd tang bd. L o
Vol b —finbdicol b cofp — PrEmiere pro-
portion donne {in a=M= veol b*inbd*fin b*

finab
donc cofa==V 1— cal b*—{in b 4* finht==

Viinb*—fin bd® in b*=fin b col bd. Voici donc les
réfultats de ce cas. |

donc fin ab==

donc tang b=

Autre coté, fa tang==fin. cét¢ donné. tang. angle donné

H)’pothén. {a tang-—-’ta"g- c6té donné
cof, angle donné

Aut.ang. fon cofi==cof, c6té don. fin. angle don.
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QuaTrIiIEME Cas
Etant donnés Phypothénufe €5 un angleab €5 b.

La feconde proportion donne fin a d==fin a b finb.
Ia . ion d G b d = tang ad ,
quatrieme proportion donne fin bd= ——""7

{finabfinb

. V' 1—{in ab® finb?
finab cofb & tang b d= finab colb
Vl—-ﬁn abtfinb? ng “\fx—ﬁnab‘imb'

W——

finab*cof b*==tang ab cof b. La troifieme proportion
tang b d tang a b cofb___cot. b.

donc fin b d==

mais tang e d==

donne tang a== finad — fnabflinb colah
Voici donc les réfultats de ce cas.
Cété oppoféal anglc_______ﬁn hypothén. fin Angle donné.

donné, fon finus
coté adjacent, fa tang.==tang. hyp. col angle donne
cot. angle donné

cof hypothénule.

Autre angle, fa tang.=

CiNnqgquieme Cas
Etant downés les deux corés ad €5 bd.

- . . tang 4d.

—'La troifieme proportion donne tang R TYTY

tang ad. d.
finbd

. ' . fin
La premiere proportxon donne fin ab== i b, mai
na

La quatrieme proportion donne tang b=-—=
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tang bd |
Viin ad‘+ta;;g bd* doncfinab=—=
Yfinad colbd*4-fin bd*, & col nb==
Vceofbd* ~— finadcof bd” == cofad cofbd. Voici
donc les réfultats de ce cas.
‘ tang. coté oppofé
fin cOté adjacent.
Hypoth. fon cofin.==re&angle des col. des c6tés donn,

fina=—

Un angle, {atang.==

Six1eEME CaAs
Etant donnés les deux angles a € b,

La troifieme proportion donne tang bd=tang a
fin a d. Mais en a par la quatriemhe proportion tang ad
finbd

vVeot. bi-inbd 3

s==tang b fin d; donc fin ad==

tang afinbd
Vot b Hlinbd*’
Vcot. b*+in [m"

tang a
cof bd* oucof bd \/H-tang a*==VY 14cot b= donc

cofa cof b.
cof b d:—ﬁﬁ—— On aura de méme cof ad= T La

fin b ~
premiere proport. donne fin,a b**-l—Lé——— Or,finkd

;donc cof hd==

donc tang bd=—

donc col bd* tang a*===cot b‘+1-—-—

fina
V. P L T ‘/ PPN
fin p* ‘ cofa , donc fin a h=— ﬁnf) cola
fin b {fintfna
Yiin b*fin a*—- fin 6* 'y
donc cof 4 b== n - n -+-co£(1_=:

finbfinag
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¥ cola* —fin b* cof a* N '
" fink fina -=—=coth cot a Voici les ré-

fultats de ce cas..

cof. angle oppofé
, fin. angle adjacent
Hypothén. fon cofin==tectangl. cotang. angl. donnés.

CHAPITRE IIL

Un c6té; fon cofinus==

Des triangles [bhérigues obliquangles.

J E paffe aux triangles obliquangles que je réfoudrai
par le moyenr
des triangles '

retangles. ' . /a
Soit un trian~- ] |
gle obliguan- . '
gleabe (fig. ; Jg “ J (ﬁ.? ’
4.8 5)dun ° c '
d d . _

angle a de ce
triangle, J'a-
baiflerai Yarc a d perpendiculaire fur b ¢, prolongé
il eft néceflaire (les figures 4 & § repréfentent les
deux cas) cela me donneta deux ‘triangles reCtangles
abd, adc, deux fegmens de la bafe bd & de¢. (Jap-
pellerai la premiere partie 1 {egment, & la {econde
partie 2 fegment) & deux angles au fommet bad &
d ac. ( Jappellerai le premier 1 fegthent & le fecond
2 fegment.) Cela pofé, je vais réfoudre les différens

cas

b
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“tas des triangles fphériques obliquangles, & ce que
je dirai sappliquera également aux deuxr figures
4 & 5.4

PrReMIER Cas

Ltant donnés deux angles, € un coeé oppofé & Ve de ¢es
angles b, ¢ & ab,

'Dans le triangle abd, Pon a par ce que nous
avons démontré ci-deflus ( proportions fondamentales
1&2), 1:{in ab=:{inb:fin ad; donc fin ad = fin
abfin b, on a de méme dans le triangle reftangle
adc 1:fin ac==fin c:fin ad; donc fin ad==fin ac
fin c=finab fin b, donc fin ab:fin ac=fin c:fink,
donc en général les finus des angles font entr'eux
comme les finus des cotés oppofés; ceft ce quon
appelle I'analogie commune qui nous fervira encore

e w—

. . {in ab fin b
ailleurs’, .& qui donne ici fin ac = ——p
in ¢

Dauns le triangle a bd, je connois Ihypothénufc ab
& un angle b; je trouverai donc par le IVe. Cas des
triangles reftangles tang bd==tang a b cofb & tang

b
bad=—L"_ on cothad=cof a tang b. Dans le
cof ab

triangle abd, connoiffant un cété 4 & langle
adjacent b, je connoitrai ad par le IIfe. Cas des
triangles retangles; jaurai tang a d={in 5d tang 5,
Dans le triang. adc, connoiffint un coté ad &
Pangle oppolé ¢, jaurai par le 11, Cas des triangles

tang ad finbdtang b
retangles fin de== — —e=— T8 % Dane I
tang ¢ tang ¢
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triangle a b 4, connoiffant deux angles b & bad,
jraurai par le VIe. Cas des triangles re&angles cof
. col b .
= fnbad
citéad & langle oppolé ¢, jaurai par le II° Cas
cof ¢

cfad

Dans le triangle ad ¢, connoiffant un

des triangles reGangles findac=

cofcfinbad
cof b
Le cété oppofé A lautre angle fe trouve par
Yanalogic commune, les {inus des angles font entre
eux comme les finus des angles oppofés.
'rtang 1 fegm.==cof. angle adjac.
tang,’ c6té donné.
2 fegm.={in. 1 fegm. tang.
L angle adjac. au c6té donné.
tang. angle oppolé au
coté donné.
rcot 1 fegm.==cof. c6té donné-
tang. angle adjac.
roilieme angle< {in, 2 fegm.==fin. 1 feg. cofl. ang-
opp. au cété donn.
col, ang. adjac. an
coté donné.
"La perpendiculaire doit, comme on voit , étre abaiflée
fur le c6té qui joint les angles donnés,

. Voici donc les réfultats de .ce cas.

Troxﬁeme coté< fin.

BoHe
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SEcoxn Cas.

Ltant donnés deux corés €8 un angle oppofé & Pun de ces
cotés, ab,ac & b.

fin o b fink
finac

Dans le triangle a 6d jai, comme dans le Cas pré-
Cédent , tang b d==tang a b cof b, & cot had==colab
tang 8. Dans le triangle dac, connoiffant I'hypothé-
nufe ac & un cOté ad, jaurai par le premier Cgg des

cof ac

triangles retangles cof d c__-a———— Dans le ‘trian-.

gle bad, conneiffant de méme Phypothénnfe ab &

fab
un coté bd, jui cof . == ; donc col d c=
col bd

Jai par l'analogie commune fin ¢z

cirﬁif.o.r bd . Jaural encore - dans le triangle dac cof
colah
tang ad
tang a
- noiffant l’angle bad & le c6té ab par le 1V Cas, des
triangles reQangles tang ad==tang a b col b ad; done

g "b
col d @ g A8 abcolbad
tang ac¢

dae=—

-. Dans le triangle b a d, jaurai en con~

. Voici donc les réfultaty

de ce Cas.

L'angle oppofé 3 Yantre coté fe trouve par Paniy
10"10 Comumune.

Cz
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r cof. ang. donné. tang.
Troifieme cbté. {’ tang. Y fe8-==4 ¢ adj. & cet angle,
Arol cof. 1 feg. col. cbté

1 =

| ok 3 K8 == 0ot & Pangle don,
col. cOté adj. a Pangle

donné,

tang. angle donné, cof

coté adjac,

cof. 1 feg. tang. cOté

" doan. ad] a ’ang. don.

tang coté oppofé i
Pangle donné,
La perpendiculaire doit, comme lon voit, étre
- abaiflée de I'angle compris entre les cotés donnds,

Angle compris |r cot. 1 feg.=—=
cntre les cOtés{
donnés, Lcof 2 feg.==

TrRorsteEME Cas
Frant donnés denx corés € Iangle comprisab, be €9 b.

Dans le triangle bad jai, comme dans le pre-
mier de ces Cas, tang bd==tang ab cof b, & cela
me donne bd, & par conféjuent de¢, puifque je
connois bc. Dans le triangle bad, connoiflant ab
& bd, jaipar le premier Cas des triangles reCtangles

fa , .
cofaa’-—co1 T Dans le triangle dac, connoiflant

ad & dc, jai par le V& Cas. des tr. redt. cof ac=s
{ fd

cof ad cofdc_-cg—a%——f, jai aufli tang c==

tang a d

ﬁn dc

b, jai par le 1il° Cas des tr. rett. tang ad==fln bd

Or dans le triangle 5 ad connoillant 5d &
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{inbd tang & b

tang b, donc tang c==— . Voiciles réfultats

findc
de ce Cas.
cof, ang. donné. tang.
{rtang. ileg=—, , g , g,
Troifieme cbté. coté non coupe.
c. coté ent.:::COf' c6té non coupé.
cof. 2 fegm.

cof. 1 fegm.
Un angle opofé ( : _
% P'un des cotés < tang, anglt____temg. ang. donné, {in,
donnés. L 1 fegm, cOté.
4 Co fin 2 fegm. cOté.
La perpendiculaire doit étre abaiflée de V'angle non
cherché.

—

QuaTrIEME Cas

Erant downss wn cité €3 les dews angles adjucens a ce cité
ab,b & cab.

Dans le triangle bad jai, comme dans le pre-

micr de ces Cas, tang bad-= fg.f--lf-ou cotbad==
colab

cof ub tang b. Cela me donne bad, & par confé-
quent dac, puifque je connois cab. Dans ce meme
triangle bad, connoilfantab &b ad, jai par le 1Ve,
Cas des triangles rectangles tang ud =tang 8b cof
éad. Dans le triangle dac, connoiflant ad & dac,
yai par le lle. Cas des triangles rectangles tang a¢==
twngad tangabcof bad
coldac™  col dac

. Dans le triangle bad,
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connoiflant les deux angles b & bad, pai par le

VIe. Cas des triangles rectangles cof ad:-_—_-.fﬂ

finbad

Dans le triangle adc, connoiffant ad & dac, jai

par le Hle. Cas des triangles reGtangles cof c==cof a ¢
cof b findoc

fin dac= — . Voiciles réfultats de ce Cas.
iall ball
fc 6 1 feg col. coté donné. tang.
ot. == .
. ang. op. au cOt. cherc.
Troifieme angle. 4 & oP

cof. angle non divifé.

-} cof. ang. =
L i fin. 2 fegm.

fin 1 fegm.

Un coté oppofé -

al'undes anfrlcs{
donnés.

tang. cote __tang. c6té donné col.
cherché. 7 1 fegm. angle.

col 2 fegm. angle.

La perpendiculuire doit étre abaiffée fur le cotd
non cherché.

CiNNqQquiIixerxMx Caes

'
Etant donneés les trois cités ab, be &F ac.

Dans le triangle bad, connoillant ab & bd, jau-

rai par le premier Cas des triangles reCtangles cof
4 cofab . ) )
" = De méme jaurai dans le trmngle dac,

cofac . - cofab
donc

connoiflant ac & d¢, cof ad= —=
cofdc colbd

cofac cofac

cofdvﬂé—o-f_(bc 73 donccofa b cof (be-bily ==cofac
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cof bd==cof ab col bc cof bd }-cofab finbc fin bd.
Donc cof ac==cof ab cof b c4cof abfin b ctang bd;

cofac—cofl ab cofb¢

d bd== . Mai
onc tang bd ol al fin b Mais dans le

triangle bad, connoiflant 8 b & bd, jaurai par le pre-
tang b d__
tang YA

mier Cas des triangles reGtangles cof b=

cof ac—cofl abcof b¢c

finabfinkc
Pun des angles, quil eft aifé de réduire 3 ce quon
appelle le calcul trigonométrique ordinaire (qui n’eft
pourtant pas plus court); car on fait que cof b ==
cof § b*—fin | h*==1—2 fin ] 6*. Donc fin ! b*==
1—colh finablin be-—col ac+cofab col be

2 r—

. Voila la valeur analytique de

g
——

2 finabfinbc
cof (ab-bc)—coflac
(~) 7.) b . Or, col A-cof B=cof ; A>—
2finablin be

fin ] A*—cof ] B*4in ; B*==2—2 {in} A*—2 cof ]
B——-z(r--{m A’-~cof; B*)==2 (col; A--cof‘B)——-
2 (coflA? (ﬁn~B"‘+cof B*) —cof 1 B*(fin ; A*4-
cofA) = 2 cofl; A¥in ; B* -2 cofl } A*col} B'

zcof_B fin; A —2cof B* cof; A°.._2 (cof A?
fin} B’—-——cof B*fin} A’)--—z(coi‘ Afinj B+cof B
ﬁn—A)x(co{ LA ﬁn B—cof 1 B fin ; A)~2 fin
(A4 B)hn( B-——'A) Nous aurons donc col
(nb———[)c)-—-cofac 2 fin(ac+ab—>Dbc) fin

4 2

{“C+bf~'ab)'donc fin! b=
ﬁn_(ac—-f-abmbc)ﬁn(ﬂc-{—b ¢c—anb)

2
e e et
—

finablinbe
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fin(ac+ab+bc-—>bc)lin(acrab+bc—akb)
— i

done

pm—

finab{inbc

Tp— Vfin ac+ab vbe ac+ab+ b
fin n(ae ~—bc) fin (————;“—c--a b)

Vinab hn be
Ceft la forme a laquelle on réduit la valenr de' pour
le calcul trigonométrique. On trouvera de méme
cof 1 b; car cofh=2 cof 1, donc cof L p* ==
cofb+x finab fin bc+cofac-——cofab cof bc

— 2finabflinbe
cofac—-—cof(ab+hc)
e finabfinbc ) Or,cofa?—.cof(ab.}.bc)___:
2ﬁn(ub+bc+a0)ﬁn(ab+bc.__ac)
2 2
“b+5€+ac (ab-{-bc-{—ac)
2

=2 {in

~=—a¢. Donc cof} b —

2
finab4-bct+acfin(abtbctas
— T T —ac) & cof [ p=g
2 2
finablinbc
Vinab+ac+bcfinlab+betac
2 2

Yiinahlin bec

—Qf

# %

VI Cas.
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Si1x1eEmME Cas
Etant donnés les trois angles a, b & c.

Dans le triangle a4, connoiffant 3 & bad, jaus"

rai par le VI, Cas des triangles rectangles cof a A==

cofl & _ .
E bad’ & de méme dans le tnangle d_ac, connoif~

__cof¢c  cof
fantc & dac, °°f“d“ﬁﬁizﬁ“m,:7'5’ donc
COfb — cofl ¢
finbad  fin (abad’ )
fin bad==cof p {in g cof bad—cofl b cola fin bad,
ou cof ¢ tang bad==cofl 4 fin a—cof b ¢of « tang.

CO(‘IJ fin a .
bad, donc tang bad= “ ' Mais dans
: cof c+cotpcol a

le triangle bad, connoiffant p & bad, on aura par le
Vle. Cas des triangles reftangles cof #b==cot 4 cot

) b cof .
bad Or, cot bad:r:COi et col? <o : a; donc

donc cof & fin (a-b a d )= cof ¢

cofbfina
cot b colc-4-cof b cof acot b

colbline

cofab=—

col ctcoflb cofa
finbfina
des cotés, qu'il eft aif¢ de réduire an calcul trigono-
. . 1—cofab
métrique ordinaire : car fin L 4 b= =
2

. Ceft 1a valeur analytique de l'un

fin pfina— cof c— cof & cofa
2linbling T
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(cof ( p=-¢ )Fcof ¢ ) _
~indfaa - Mais—(cof A+cofB)==

— cof ; A*+{in ; A>—cof ; B*+fin } B* =
—2(x— f{in ; A*—{in ; B*)==-—2(cof ; A*-fin I B*)
e 2 ( cof ;A*)
(ﬁn B*+ cof B*) — fin 3 B* ({in ; A®+-cof] A’)—-

a (cof L A? cof" B*— {m A*fin i B* )=
2 ( fin £ A* fin ; B*—cof § A* cof } Bz)~-—
2 (fin A fin 3 B+coi§A cong) (finZAfiniB
—cofiAcofiB)y==2 cof (;A+;B)col(;B—LA);
(cof (b+ad+cofl ¢ )

==cofl
2 finpfina

at+b+ccof atb—; cof ad-b+tccof (at-pdc— ¢)
2 2 2 2

Ao,

finpfing h fin 4 fin «

donc—

=fin £ 24*; donc fin ab=—

¥ col g+b+c cof (adbtc—-¢ )
2 2 .Ontrouverade méme

Vfin a {in b
2 cofLab’—
cofLab;car colab= donc cof | ab®
1+cofab fin b fin a+cofb cofa+co( ¢
=i 2 finp fin 4
cof (a—b)4cofc cof atc—b col btc—a
—_—— 2 ""T"“'
fin & {in 4

col (a+b-f_c__b) cof (atbtec

2finpfina

—a)donccof } & b=

finbtlina
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Veof (at-bie—3) cofl (atbie — o)

. Ceftla form;c

Viine {inéb
a laquelle on rédoit la valeur dé 4 par le calcul
trigonométrique.

Remargue fur les deux derniers Cas.

Je remarquerai fur le cinquieme cas que pour la
fig. 5 ou}la perpendiculaire tombe en - dchors du
triangle au lieu -d’avoir dc =bc—db, on a dc¢
== bd— bc; mais malgré ce changement le réfultat
du calcul eft le méme. Quant an fixieme cas, an
licu davoir dac == a — b a d, on aura dac
==Dbad— a; mais en continuant le calcul d’aprés
ce changement, on arrive aufli an méme réfultat.

L'on peut trouver pour les quatre premiers
cas des valeurs analytiques des cotés & des angles
cherchés, comme nous en avons trouvé pour les
deux derniers cas, Nous mous fervirons pour cela
des réfultats que nous venons d’obtenir, & nous
allons expofer de fuite ces valeurs analytiques pour
les fix cas. ~

PRrREmMIER Cas

Etant donnés denx: angles 8 un cote oppofé o Pun de
"ces angles b, c & ab. b

Jai par les formules données pour ce cas tang ad
== {indctang ¢ ==fin (b¢ —hd ) tangc =finb¢

D3
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cof bd tangc~— cofb¢fin b dtang ¢, donc tang b d
__dnbctangec . finke

" tang b col. bctang ¢ T Colbc+ tang b cot ¢
==tang a bcolb: donefinbc==tangab fin bcotc
+-tang a b cof b col b¢ & fin h ¢* + tang a 4* fin &
cot ¢* —2 fin bc'tang a b fin b cot ¢ == tang a 4*

cof b (v —fin b ¢*);doncfinbc? :_——u.z...@'lf_c_ff'_"_g

apfinbcofc4-tang a 4* cof b*— tang a b fin b* cet ¢*
Y +tangabicol *

& find ¢ = tang a b fin b cot ¢ +

V fang ab®cof b*4-tang ubicol b tay - tang ab*c. p*fin b*cot ¢
I tang @ b* colb*

==tang ak fin b cot c + tang a p col }

-\/ I 4 tang a &* cof b* — tang « &* {in 6* cot ¢*
I < tang a &* col b* )

==={in 4 cot ¢ cot a b4 col &

v cof a p* 4 cof p* — fin 6* cot ¢ Tai

' cot a 4* + colb? Tt

nant le cofinus par la formule cof p ¢ == 1 —

fin 4 ¢*, ce qui donnera en réduifant cof b=~

fin b cotb cotc 4 cof a bV cof a b*4- cof p*— fin b cot c*

cot a b* - col 7°
Le coté a ¢ & langle a f¢ trouveront par I'analogie
commune des finus.

maints-

w5
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Remarqys.

Ce calcul eft adapté & la figure 4 ; dans Ja
figure § au lieu davoir dc=bc—bd,on a d ¢
== b d— dc,cequi donne tang b @ ==

fin be
col b e — tang § cot ¢
fin b cof ¢ + cof&c Ainfiile’y a de difigrence que
dans le figne de la quantité qui précede le radical,
ce figne doit étre 4 pour la figure 4 & — pour la
figure 5.

&finbhc=——tangab

Secoxnp Cas

Etant donnés deux cbtés €8 un angle oppofé & ces cotes

ab,acébh.

Jai tpar les formules donndes pour ce cas cof

cofab colac cofac.

o d= — cofbd — colde cof (pec—bd)

cofac—cofa p colbC
cofa plinpe

===tang a b cofb. Donccofac — cofab col pc==
col & fin b ¢ fina p & fin b ¢ (cofl ap*+Tinay’
col b*) == 2finp¢ ﬁu abcolbcofac+ colab® —~—
cola ¢ Donc fin ¢ ==

finab cols cofac+cofab v colub*~col ac*+(in ab* co(lr

cof ab*+ finab® cof 5

Jai maintenant fon cofinus par la formule cofb¢® ==
T—finbc, ce qui me doane en réduifant col bec ==

d’oi lon tire tang p d ==
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cofap in ac4-fin ap cofb ¥ cola b*--cofac*+{in ab*col 5.
col a b 4 {in a b* col p*

On trouvera les angles a & & par l'analogie com-

mune des finus.

Remargse,

Dans ce cas-ci le changement dc, b¢c—pden
bd — b c ne fait rien an réfultat.

TROISIEME C a s

Ltant donnés deux cbtés €5 Dangle, compris ab, b ¢
& b.

Nous venons de trouver dans le cas précédent
colac— cofabceolbe,

colas linbec
qui nous doune tout de fuite col a c ==cof b fina b

finbc+4cofabcofbc. Nous aurons maintenant par

fin a b {in p,
Yanalogie commune des finus fin ¢ == — e —

Péquation tang a b cof b —

finap{inb
Donc tang ¢ ==— = = (en
v 1— cofac*— finab* fin p°

mettunt pour cof ac¢ fa valeur)
finabfinb

—T

v ol $* fin a p* fin b c* — col a b* col b ¢* —
£2¢ p nbeccofbefinabcofap— finab*fin b*.)
CGr. » ¢uantité qui elt fous le radical du dénomi-

n A= 1 ~—~ cof$* {in @ }*fin b ¢* — cof 4 b?
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cofb¢* — 2 cof b fin & ¢ col b ¢ finabcolal—
fin a b* 4 fin @ b* cof¥* == cof & b* + fin a b* cof &*
cof b ¢* — cof ab*cofbc*>— 2 cof b fin bc col bc
finabcofa p == cof a b*fin p ¢*+~fina b* cof »* cof b ¢*
— g colbfinbc cof pefinab col ab=_(linbe
cof ab— fin ab cof & cof bc )* Donc tang ¢ ==
finabfinb .
fnbc colab —finab col bcoflbc™
fin & Y-
cot ab fin bc — cot b cof b¢ .On trouvera l'an-
finabfling
———. Ce
finbe
elt commun aux deux figures 4 & § par la raifon
allégudée dans le cas précédent.

gle a par lanalogie fin @ == calcul

Quatrieme Cas

Erant domnds wn coté € denx angles adjacens & cc
citgab,b & a

Nous avons dans le triangle » a d par le quatrieme
Cas des tr. ret. tang ad == tang a b cof bad. Nous
avons de méme dans le triangle dac tanga d ==
tang a ccof d ac ; donc tang a b cofl bad==tang ac

cof d a¢==tang ac cof (@a— pad) == tangas

cof acol bad 4+ tang ac {in a fin b a d ; donc

tang b o d == tang a b — tang a coofa= cot b
tang a¢ fin a cot a b

(par le méme cas dos tr. rect. ). Donctang a0 ==
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ﬁ!"l @ b
cot bfina+colacofad
de la méme maniere , & 'on a toute la fuite en échan-
geant les angles a & b, ¢e qui donne tang b ¢ ==
fina & '
cot afin b+ cofbcol ab
angle ¢, nous aurons par le fixieme Cas des tr.
cof & eof ¢ cof ¢
rett.cof ad =fnded - Bndac= ncadals adaly
donccofc fin bade==col gfinacofbdbaod—
cof pcol a finbad; donc tang b a d =
cofbfina cotp
— &=
col ¢+ cof & col a cofayp
ab finafinb— cof acof b,

Le coté b e fe feroit trouvé

Pour avoir le troifiemsg

; donc cof ¢ == cof

Remarque,

Le changement de & — pgdenp gd — 4ne fait
rien dans lexpreflion des cOtés , mais il affede ex-
preffion du troifieme angle, & on a pour la figure §

{in a col'b
tang ba d T o col A oor e & colc===cofl 4 col &
— cof a b fin a fin 5.

CiNoQvuvieme Cas

Etant donnés les trois cités ab,ac & bc,

- Nous avons déja trouvé ci - deflus cof b —
cofa.-— cofabeof b ¢

lingbling ¢

( cinquieme Cas des tr.

oblig. ).
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obliq.).On aura cofc en échangeant ab & as; favoir, cof¢
cofab—cof ggcolbc
finacfinbe

,» & cof 8 en échangeant

cofbc—cofabcofac
finabfinac

be&ac, favoir cof & ==

Srxi1emg Cas
Ftarnt domnds les trois anglesa, b & c.
Nous avons déja trouvé ci - deflus cof @ b ==

cof ¢ 4 cof b cof &
finb fina

. On trouvera cofa ; en écham

col b4 cof ¢ cofa
finc fin a
& cof k¢ en échangeant a & ¢, favoir cof b ¢ ==
cof a4 cof b col ¢
finb finec ]

geant b & ¢, favoir cof 4 ¢ ==
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CHAPITRE IV

Des analogies de Neper.

Lxs analogies de Neper ont pour but de rendre
les réfolutions des triangles fphériques tout- a-fait
femblables. &4 celles des triangles rectilignes. Avant
de les démontrer, nous confidérerons dans le trian-
gle a b, ou nous avons abaillé la perpendiculaire
ad, les rapports entre les {egmens du coté & de
Pangle divifé & les c6tés ou les angles adjacens.
Ces rapports fe déduvifent immédiatement de ce que
nous avons démontré fur les triangles reftangles,
& fervent enfnite a démontrer ce quon appells les
analogies de Neper.

Pour trouver d’abord les rapports des fegmens de
la bafe aux angles adjacens, on aura par le troi-
fieme Cas des tr. rect. tang a d == fin b d tangh
== {in d ¢ tang ¢. Donc fin b d:findc=—tang c:
tang b == cot b : cot< ; ceft -a-dire, que les finus
des fegmens de la bale fert entrenx comme les co-
tangentes des angles adjacens.

Pour trouver les rapports des mémes fegmens avec
les cotés correfpondans, on aura par le premier Cas
cofl ab___colac
cofl bd  colde’
cofl b d: cofldec==cofa b:cof ac, Ceit-a-~dire,

donc

des tr. ret. cof ad ==
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que les cofinus des fegmens de la bale font entr’eux
comme les cofinus des cOtés adjacens.

Pour trouver les rapports des fegmens de l'angle
vertical aux cotés adjacens, on aura par le quattieme
Cas des tr. redt. tang a d=tang ab cof ba d=—
tang ac cof dac. Donccofbad:cofldac==
tangac: tanga b=—=cot a b : cot a c, ceft-a-dire,
que les cofinus des fegmens de langle vertical {ont
entr'eux comme les cotangentes des cOtés adjacens.

Pour trouver les rapports des fegmens du méme
angle aux angles {ur la bafe, on aura par Je fixieme

cof b cof ¢
Cas des tr. red. cof a d = fin b a d  findac

Donc fin bad : findac ==col b: cof ¢, ceft-a-
dire, que les finus des fegmens de langle vertical
font entreux comme les cofinus des angles fur la bafe.

Cela pofé, je vais démontrer les analogies de
Neper pour les fix Cas.

PremMIER CaAs

Liant dounés deux angles € mn cité oppofé & Pun
de ces angles b, c & a b. Le cbté a c fe trouve foug
de fuite par Panalogic commune.

Pour avoir le cété b ¢ au moyen des deux angles
& des deux cotés , nous remarquerons que nous
avons par les deux premiers rapports précédens, les

E 2
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rapports des fegmens de la bafe bc aux cotés &
aux angles; nous poutrons tirer de la le rapport
de la bafe entiere & ¢ aux cétés & aux angles. Nous
avons dabord fin & d : fin d ¢ == cot b : cot c.
Donc, finbd + findc:finbd~——find c=cot b
=+ cot ¢ : cot B — cot . Nous avons fait voir ci=
deffus que cof A 4-cof B=2 cof (A + 3B)cof
(3A—;B)&cofl A— cof B=2fin (A +;8)
fin (; A —;B). Je trouverai de méme les valeurs
defin A4-fin B&defin A —f{inB; car fin A4 fin B
== 2 fin;Acof;A+ 2 fin; B col ; B==(en mul-
tipliant le premier terme par fin 1B* 4~cof 3 B* =1

& le fecond par fin 2 A*4-cof3A*==1) 2 (finzA
cof 3 Afin I B*4finjA cof%Acof-; B>+ fin } B
cof 2B finfA*+4fin]Bcof;Bcofl} A*)=2
(ﬁn Afin} B+cof A cof 3 B) % (cof ; Afin 3B
+ﬁn Acof £ B)-——zﬁn( A+ tB)cof(: A—-—-’B)

On trouvera précifément de la 'méme maniere {in A

— fin B=2 cof (L A4 1iB)xfin(;A—3B).

bd4de
Notre proportion deviendra donc fin — —: cof.
— b —d
?-f—i——-——i-c: cofﬁ‘{—’—dc {in bd © = cot &

2 ‘2 2
col b (;ofc

ot c: coth — cot ¢ == —— :
+e “finb6 = finc

col b cof ¢
fin & fin ¢
~cofcfin® =fin (c+h):fin (6—5)

b b (h'd.
a.::fn-;c fg-f)—(—l—— dz). of—;cfn—)-—d>

-y

==cof bfin c4 cof ;fin b : col b fin,
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b= tang é;c tang (_b_d___:d;), donc tang if =

(bd—de) fin (c+5) B
tang "= e by | o challer
(bd—dg)

tenant de cette expreflion tang s je,

prens le fecond rapport {ufimentionné qui me donne
cof bd: cof dc==cof a b: cof ac. Donc,colbd
=+ cofd: cof b d—cofd ¢==coflab~colac:

d—dc
qafab,-.-scofacou mf%fqof(b .._.f.z

'ﬁn l—’;c' fin -(-bi;ic‘—)_—:cof(al7+g_f_2 cof
(ab— | —a
(a - aC):ﬁn (ab-z]—ac) fin (ab uc);

be (bd —dc)
2—-tang 2 =1 :tang

b ab — —_
(a -:aC)tang (452 ac).&tang (bdz d ;)

donc 1 : tang

=-tang(“b+“”) tang (ab—ac)
2 2 Donc fubfz,

tang b
2

; TN T
tituant cette valeur, il vient [ tang —2-] = tang

ab+ac ] tang.(ab_q ) fince+ [L). Pour fim-
2 2 in(e— b)
Plifier cette expreffion, je vais confidérer le rapport

entre les angles & les cOtés que me donne l’ana-
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logie commune , favoir, fin b : fin ¢'== fin ac:
fin a b. Donc, fin b+finc: finbh — finc =

ﬁriac+ﬁnab:ﬁn-ab—-—ﬁnacouﬁn( jc)
co'f(c——b) :c'of(b+c) ﬁncc'”-b
2 2 2

fin (ac-:ab) cof("a‘b_'_: a c):-cof(__m:_-lz— ab)

. 1 — ————— —
——

ﬁn'(ab__-—-ac) an (b+4¢) (¢c—b)
2
| — b
(ac:—ab):tang (ab . 26) L co (b+c)

== tang

—-:ﬁn(

b4c) (ab—ac)
2 tang ———————

(c-——b) T b+_fi)' Mais fin (b+4c¢)
2 2

tang tang

== 2 {in

&fih (¢ — b) ==

L (e—b) V(c——“  fnChe)
2 fin . cof ek donc T oy

<b+c) <b+c>

(b+_c_) (b+c)
2

{in

== (en fubflituant pour
fin

&c——b) cof(c_b>
2 2

(b+c¢)
of 2 la valeur que nous venoss de trouver)
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n (th) tang (—t-l—b—:—-—a-c—)

. Donc , mettant
(t:—--b)2 ~ng(ab+ac)

2
cette valeur dans notre équation , nous aurons

( +c)2 (ab-—-ac)

bc>" . tang 2—
tang (-—-— — ou
2 ALY
fin (c . b>
fin (b+ec) tan (ap—ac)
be - Z Si an
tang-;— == (c—-—b) .

lieu de chercher la valeur de cof (0 - ¢) nous
avions pris celle de fin (b4-c) y nous aurions trouvé

cofb+ctang(a-—-———b+ac)
tang 28 2 2 . On a ainfi
8 ﬁn(c—b)

2
la valeur du troifieme cOté.

Cela dtant trouvé, le troifieme angle & {e trou-
vera par lanalogie commune.

e
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Seeonp Cia.

Etant Jonne’i deux cOtés & un angle oppafé & Pun de:
ces cotés, a b, ac € b.

Langle ¢ fe trouvera tout de fuite par P'analogie
commune. Pour avoir I'angle 2 au moyen des deux
cotés & des deux angles , nous procéderons comme
dans le premier cas, excepté quau lieu des deux
prémiers rapports fufmentionnés, nous prendrons les
deux derniers. Le troifieme rapport nous donne cof
bad:cofdac==cotab:cotac, donc cof bad
J-cofdac:coflbad ——cofdac==cota b+ cotac:
cota b — cot ac, ou cof l—’%f- x cof (_______bud;-dac) :

bad—4d t
ﬁné—:—gﬁ (adz ac):ﬁn(uﬁ-{-ac}:

(bad--da_c_)
2

b
fin (ab~—ac), donc tang—-g-c tang

__ﬁn(al:-—ac) o liﬂ:__
=fn(abtac) BT T
fin (ab—ac)

fin(ap+ac) tang (b ad — n d 8 ¢) Pour chaffer

- bad—ad
maintenant de cette expreffion tang ( " ac)
je prends le quatrieme rapport qui me donnefinj ad:
findac==colb: cofc; donc, fin bad+findac:
finbad—{find ac=col b4 col¢c:col b—cof ¢,
o
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_ d—dac ac o
ou ﬁnl";c cof(ba 2 )1 b fin

— | b
bad dacz__cof(_bj_c)cof >:ﬁn

2

— ¢

LL':‘l)_ fin .(i-.-——b-!, donc taugé”g" i tang
(bad - dac) _ tang(1'+ ) g(__f_._.._i)

| . b
& tang bad ~ 42C) o 1 ng'b : ctang( +2)
tang ("_..:;b ). Donc , fubftituant cette valeur, il
ient tan (ﬁfi :*"
vien 14 2 )-

fin (ab—auac)

fin(ac+ al) tang (b + c) tang -—:_,é.)

Mais nous avons trouvé plus haut tang (_é__,_w

tang (c—:b) == tang (ac+ab):tan (_c_z_b_—;——ac)

| g O g (040
Donc, tang &7 —
tan.g (u_b +a 6‘)
&

De P“/Q}—(a—i:zcg
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ﬁn(ab_ac) col .(_ﬂ:_af_)

2 .
» fubftituant done
fin _(ffb_i'ﬂ_) cof .(._ﬂ’_'*_"ﬁ_c)
‘2 2
: : bac\
ces deux valeurs, on obtiendra tang —_—
2
b— —_
n(a ac)cof(ab ac)tangab+,f_c
2 2 2
fin(ebta) (a6+ -ac) fan g( ) tang (ab—ac)
2 2
ab—ac
cof <—_—_~— bac
= > .- Donc cot —

N + b
o f<a ! ac> <___2__0)
ab4-ac b+c
f —_— t —_
= - < 2 > ang( - } Si au lien de

ab—ac
cof ——
2

. € —2D -
prendre la valeur de tang ——— javois pris tang
7 2

e+b : bac
v jaurois obtenu cette expreflion cot e

b —_—
n (_ﬁ_j;——ﬂ} tang ¢ b

e anare

. On a ainfi le

‘fin (‘ab—-—ac)
2

troifieme angle. Cela étant trouvé, on a le troi-
fieme coté bc par lanalogie commune.
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TrorsteEmMe CaAs
Rtant donnés denx cités & Pangle compris a b, a ¢ & a.

Les deux expreflions trouvées & la fin du cas
c—Db
précédent nous donnent tang -—--2- =

I Slmann
Cotzacﬁn(ab ac)

b
&tangc-: ==

Ayant donc Ia demi

fomme & la différence de ces angles, on aura ces
angles mémes 6 & ¢. Cela étant trouve, on aura
le troifieme coté par lanalogie commune.

QuaTtTriemeE Cas

Frant donnds un obté & les deux angles adjacons i
ce cbté b, ¢ & bec.

. Les deux expreflions trouvées A la fin du pre-

. . (ab—a C)
mier Cas nous donnent, tang -2——"‘
c—15b)
tang ﬁn ( abtac
— 2 3 & tang ( ;—-——-2

fy 2HE
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c—5h

: b
tang 7% cof

-t

2

. Ayant donc la demi fomme &

la demi différencé des cbtés , on aura les cétés
mémes a b & ac. Cela étant trouvé, on aura lé
troifieme angle par Vanalogie commune,

CiNoQUIEME Cas

Etant donnés les trois cotés ab, ac & b

bd-~dc
Nous avons trouvé dans le premier Cas tagg *—- ( z )
ab+4ac ab—ac
tang tang 2
e 2 Je connois
' : bc
tang -

donc la demi diftérence des fegmens bd, dc, je
connois leur demi fomme , puifque je connois le
cOté bc, je connoitrai donc ces fegmens bd, dc.
Cela étant, on a par le premier Cas des tr. reftang.
cof ¢ == cot ac tang dc.

Si on veut auffi connoitre les autres angles, en
les aura par l'analogie commune.

Reat
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Six1eEm€eE Cas

Etant donnés les trois angles a, b & c.

bad-dac
- Nous avons trouvé dans le fecond Cas tang (—-—-—2—-~)

b btc (¢—0b .
== tang —? tang —-:—- tang (——2--— Je connois
donc la demi différence des fegmens de Pangle a,
je connois leur demi fomme, puifque jai l'angle a,
je connoitrai donc ces fegmens bad & d ac. Cela

étant, on a par le fixieme Cas des tr. re&. cofac
&= cot ¢ cot dac.

Si on veut auffi connoitre les autres cOtés, on
les aura par Panalogie commune.
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CHAPITRE V.

Ufage de Ia trigonométric ponr réfoudre les équations
du troifieme degreé.

;

ON peut faire ufage des tables des finus pour
réfoudre les équations algébriques. Celles du fecond
degré {e conftruifent tout fimplement par le moyen
du cercle, comme on le fait voir dans tous les -
livres ou Pon traite de Papplication de lalgebre
a la géométrie. Mais celles du troifieme demandent
quelques opérations quil eft bon d’expofer avec
fimplicité & netteté , plufieurs auteurs ayant donné
des démontftrations aflez indirectes & peun fatisfai-
fantes, au moins pour les deux dernier Cas.

Soit, I'équation x? — px—+ g ==0, p & q étant
des nombres pofitifs. On fait que cette équation 2

o , 1 2
fes trois racines réelles ﬁ-———F > 1 9% Pour la ré-
27

foudre par les tables des finus, je remarque que la
confidération des finus des arcs triples nous conduijt
2 une équation du troifieme degré femblable a celle
que je viens de propofer. Car, fin 32 =={in 2 g
cola4cof2afina, mais fin 2 a==21ina cofa
& col 2 a ==cof a*——fin a*==1 — 2 f{in a*, donC
fn3a==2{ina cofa*4fina— 2fina’ =13 fin2
— 4fina’. Donc 4 fin 8’ —3fing +fin3a==0>
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ou fin a* -—%ﬁna-{—ﬁgé—a— ==9¢, Si lon fait dans
4

cette équation fin a = x, on aura x*— 3% x +

fin 3a finga

—— =9, donc p = & g = ———, donc
4 ° Pz q‘ 4

-

P gi_-_:(ﬁl?aa)_Or,un finus eft

a> BTy 64

toujours plus petit que lunité ( & moins qwil ne lui
foit égal, ce qui rend ;—2 P =1%ig"ce ‘qui fait dif-
paroitre le radical & évanouir toute difficulté ), donc
5-7- P> 2 9°, donc cette équation eft bien fembla~

ble ala propofée. Pour réfondre donc mon équation,
.. . . . fin 34 . .

je mai qua faire ¢ = ——, je trouverai donc
fin 3 4, & par conféquent a, & par conféquent fin e
qui eft la valeur x , les deux antres valeurs fe trou-
veront en prenant x == fin (a + } ¢ ), ==fin (o+3¢)-
(¢ étant la demi circonférence du cercle ). '

Si javois Iéquation x* — p x— g == 0, je con.
fidérerois que cof 3 @ == cof 2 a cof ¢ — fin 24
fin g == cof a*— 3 cof a fin a* — 4 cof 2’ —
3 cofa, donc 4 cof a*— 3 cof a— col3a==0,
& Yon prouve comme ci-deffus que dans cette équa-

. 1 e
tion bye P* = 1¢° Pour réfoudre donc mon equation,

j¢ mai qh’h faire g == E(_)_fif, je trouverai donc
“ 4
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cof 3 a, & par conféquent a, & par conféquent cof ¢
qui eft la valeur de x que nous faifons-ici == cofa;
les deux autres valeurs feront ¥ == cof (a43¢),
x=cof(a+3c)

Pour démontrer rxgoureufement les deux autres
valeurs de x dans le premier Cas , je divife l’equa-
tion x* — 3 x4 fin 3 a parx —f{ina ( en fubfti-
tuant pour fin 3 4 fa valeur 3 i 2 —fina* ), &il
me refte x*~x fin a 4 fin 4* — 3 ==0; je réfous
cette derniere équation, & jai x¥ = —

{fina + col 4 V/3
2 :
de x, —zfina4Ly3zcofa & — jfina —1vV3

5 jai donc ces deux autres valeurs,

cof g. Or, — L eft le cofinus de —;—-, le rayon étant -
Punité, & ; v/3 en eft le finus, la premiere de ces

deux valeurs devient donc fin 2 cof %- -+ cofafin 3f

ou fin (a+£), de méme —— I eft le cofinus de

2
"3"0 & — %4/3 en eft le finus, la feconde de ces

. 2 2
valeurs devient donc fin , cof —3—5 + cof « fin —-3-0 .

. 2 .
ou fin /4 ?C ) Les trois valeurs de x font donc

bien telles que je les ai donndes. On prouverd la
méme chole pour le fecond Cas, ot il i’y a qu'a
fubftituer les cofinus au lieu des finus.

Soit maintenant Péquation X3 =~—px4g =0 &
' que
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que’s p’ < & ¢*; voici” gomment’ je ‘trouverai la
valeur ‘réelle de & ; car. on fait que ‘dans ce cay
les ‘denx autres font imaginaires.’ Jai. prouvé que
«ans Péquation fin a* — }fine+§in3a==0, on
avoit topjouts 4 p? > § ¢*, parce que fin 3 a étoit

Qi P fin 3
toujours < 1. Si au lien du dernier terme 4 p

1 .
avoi . : R '

3 a, jautois tiré d’un femblable raifonnement yng

~

A 3a
3 q feroit toujours > 1. Il faudroit donc” pouvotr
comparer notre équation avec une équation qui, an
lieu des finus, renfermit les cofecantes, & dont les
termes fuflent analogues. Pour cela, je fais x ==
cofe. y, (  étant une indeterminée que je détermis
nerai enfuite. ) Je fais cette équation cofgc. b’ —

3 cofec. b colec: o ==0, & je vais cherchet quel

‘ . I .
une conclufion contraire , parce que == cofe,

doit &tre b pour que cette équation ait. liew, Pour
trouver Ja valeur de &, je rélous ces cofec. d e b &
de & en cofec. oy cot. de la moirié de l'é. de &
2 tang 30

On fuit donc cotb==
- "que’tangb=1—~—taug§b” '
¥ — tang ! b*
. -

2 tang : b

& cofec h == \/ 1 +.CQ[‘..-ZT:‘_"‘:.; .

e ey

| + I—tang ! 4* I ~4tang 1Y 14-cotl st
it ————— s | TR - — - The
2 tang . 0 atung ;& 2wty

Subftit ant cettc valeur dans Pequation, on aura
' G
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{rtcotist) 3 (r+cotis) + cofec. 5
gcot g b* . 8cotzb T 4
== 00u 1+ cotyb* 43 cot ; b* 4 cot & ¢ —
3 cot }6* — 3 cot } b* 42 cot 1 4* cofec, a == 0 ou
1 +4-cot 3 ¥4 2 cot ; 4* cofec. a==o0. Or, cofec. 2
1 I cot 1 p*

== . ——donc 1+4-cot3p 4 22
fin o 2finfacolia * +ﬁn§acof§a
cot 3 b*
2fin g cofia

== 0, Donc, cot } % = — — 1 &

. = I 1
cotg P = - — e
2finjacolia ) 4finia® cof 3 a*

v—

— I V1-4finja’cofja?
2finzacof;8 =~ afinlacolia
1+ Vi1 -—4finja*+4 4€nta*
. 2finfacoff{a
1+ (1—=2finla
- (ﬁn 77 col ;a )———- (en prenant le figne—)
2(1—finta*) 2 col } a*
2fintacoflfa ~ 2findacol}a
— cot + &. Donc cot & §* == — cot 1 a. Donc,
dans Péquation x* — px 4+ ¢ ==0, je ferai ¢ ==
cofec. a
4 . . .
féquent a, & par conféquent £ 4, je trouverai en-
fuite p par Péquation cot } b) = — cot 1, &
jaurai par cela méme x qui eft == cofec. . Si ja-
vois eu Péquation ¥} = px — g =0, j'aurois pris
3 cofec. b cofec. a

*équation cofec. o e
téq 4 4

I ==
/

————t—y

poaa Y

ce qui me dennera cofec. 4 & par con-
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== 0, & jaurois eu cot £ b* == cot {a. Si au lien
de prendre le fighe —, javois pris le figne 4-,
Jayrois eu cot L 5" == — tang . a dans le premier
Cas, & cot %' ==tang % a dans le fecond.

Si -j’ai maintenant Péquation x* 4-p x + ¢ =0,
qQui, & caufe du figne 4~ du fecond terme, a nécef-
fairement deux racines imaginaires , foit que le troi-
fieme terme foit pofitif, foit quil foit négatif, je
vois que je ne puis me fervir d’aucune des trois. équa-

tions que yai employées. précédemment, parce que
dans celle des finus & cofinps w P > 1q*, &dans

celle des cofecantes 33 p* < Lq*; or, ici il faut que
27 D' puille étre plus grand ou plus petit que § ¢
indifféremment, Cela me fait voir tout de fuite que
je puis employer les cotangentes qui peuvent étre
& pluys petites & plus grandes que le rayon. Je pren-
cot a

drai donc cette équation cot b* - 5 cot b+

== 0 ; jaurai donc & ==cat .5, & je chercherai quel
doit étre b pour que cette équation ait lieu. Cette:
€quation devient en mettant. pour cot b fa valeur
' 11— tang 2 b* _ cot ! br——1
, 2 tang 4 & T z2cotlp
(cot Lo*— 1) + 3 (cot § 6* — 1) 4 ot @
8 cot 2 p? gcotlbhk T 4
==0, ou cot 4 f— 3 cotib* 43 cot b — 1
3 cot { p* — 3 cot { 6>} 2 cota cotl b =0,
ou cot 3 b+ 2 cot @ cot { p — 1 ==0_ donc,
Cot § pé== 2 cotacot b4 1 &cot! = 3
G2

trouvée ci - deffus,
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cot a + ¥ 1 cot g == ‘- cot @ 4 cofoti g cot 4
-} colec. . :Or4 cot & + cofeco g == cot: L &, cap

, cof a 4 .2 cof 3 &

cot @ - cofec. g== — —_—
_ ﬁu_f 8 {in a 2cof lafinid
==cotia; donc, cot {4’ == cot } g, Suivant les

fignes que jaurms pns ) ]aurms trouvé ot 4 b} ==
—cat 4 — cofec. === —cot 1 6, & cot ! p* ==

cof a X
cot a— cofec. f == —— — ~—_ [,
- - : ﬁn a fin

7

2 fin 1 a*
2cofl tafinla
cofec. a — cot , == tang £ a,

P — tang ta, & enfincot b’ ==

On voit auffi qu'au lieu des -cofecantes & des
cotaugentes, jaurois pu prendre les fecantes & les
tangentes, & que Jjaurois obteny des. réfultats ana-
fogues. ' !

Il ne me refte plus quiune remarque: i faire, Cefd
que dans Papplicaton aux exemples, il faut prendre
" garde ¥ 1'homo<rencwé\ ‘ndus avons toujours’ fait ici
Te- rayom'== r, mais comme dans les équat:bus qu'on
propofe, on ne fait fi Pon fait la” méme fuppofition,
il fdudla faire'x == r cof a == r fin a oui==% cofec. @
ow==7» cot a. Par exéntple;, dans l’equatlon x*
3xx —+ 1 == ¢ qui doit avoir {es trols racineS rdelles

cob 3 a
je ptrens l’equatxon cof a'~—_;¢ col @ — P
==0;il faub fairg % == cof a., ce qui donne cof a?

%' X . X X
== 5 cofa == 5]l donc - ——— %""‘ >
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cof 3 a , .
= ¢ cof 3 & dojt aufli étre divifé par 7
2 caufe de Phomogencité ) ,i'ai donc %! — 37> x —

*r*cof 3 a .
~———— ==, J'ai maintenant en comparant 3 r—

4
3;6& r:o= 4@ur-‘n 2 § Fal enfuite ¥ =% ~"-*~‘-“a~

-"~cof‘3/l donccofgae::r f—-—f‘n jo°
== cof 6'¢", done 3 4 == ¢ ¢°, d—“io , donc #
== cof 20° = cof 14 #* = ot 2655 1 fukdr fo
Conduire de méme dhris les LSS Cas
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CHAPI T RE VI

Des analogies différenticlles.

L ’ox fait de quelle utilité font dans FPaftronomie les
analogies différentielles que M. Cotes a données dans
fon - bel ouyrage de Harmoma menfurarum Elles ne
ont pas Hlfﬁules a demonj:rer géométriquement ,
mais ces demon[tmnons font plus fynthenques qua-
nalytiques ; pour fuivre donc le plan que je me pro-
pofé ici, je vais les démontrer d’une maniere pure-
ment analytique, en me fervant des valeurs analy-
tiques des cétés & des angles des triangles {phéri-
ques que j’ai donnés c;’- deffus.

\

Pnthzkn,zCAs.

Suppofant conflans un coté 88 unangle adjacent , tronver
les varintions des autyes cbtds= 85 des autres angles
-d'un triangle [phérique. '

Conftantes a ¢ & 4.

Il eft évident quil y a ici fix rapports 4 cher-
cher , car il refte deux cétés & deux angles,, & 'on
doit trouver les rapports des variations des cotés,
les rapports des variations des angles, & les rapports
des variations de chacun des deux angles & chacun
des deux cotés.

L’analogie commune nous donne fin a: fin be
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=>=finb:finac Doncfinafingc==A_inbclinh.

Donc en différentiant d bc cof &c fin b=} d b cof b

dbtang b c
tang b

en faifant abftraction des fignes qui varient fuivant

Que les angles font obtus ou aigus, on aura d &:

8bc==tangbh: tang b c.

fin be=o. Donc db¢==— . Donc

Maintenant on a par le quatrieme Cas des folu-
finab

cot b fina+-colacofab’
donc fina b ==tanga c( cot biina -+ cofacola b).

tions analytiq. tang ac ==

db
dak — _— —_
Donc da cofab._.tangac(\ s fin a

dab fin o b cof a>oud/ab(cofab {in b* +tangac

linb* finap cof8)==—db fin a tang a c. Mais
par le troifieme Cas des folut. analyt. on a cof b ¢
== cof a {in a b fina ¢+ cof a b cof ac, {ubftitnang

cette valeur onada b fin b* cof bc=—dbfin a
fingc==—dbfin bfin bc. Doncd a b = —
dbtangbc

Gnp ouen faifant abftra&tion des fignes, dab:

fb==tang bc: fin b. En compofant ces deux pros
b:dbc==tang b:tang b¢

dab: db==tanghc: fin b

obtient celle-ci dab:dbc==1: cof A

portions » On

On a enfuite par le fixieme Cas des folut. analyt,
cof a¢fin ¢ fin g == cof » + col'¢ cofa. Donc dv



¢ ESSAI DE TRIEONOMEWRLE

cof ccofacfin @ == == q bfinb ~-4d ¢fin ¢ cof #]
oudc¢(cof'c cof acfiny+ finccofa) == —~—d b

fi
fin b, mais fin p __,ﬂﬁt_lﬁbﬁ“ u. done 4 ¢ (col¢
dbfinacflina

pof a¢fin a~k fing colp) 5= r——m ——.De
finbe

plus par le quatrieme Cas des folut. analyt. tang b ==
finag

cots bn cH¢of ¢ colac
finacfina definacfin g

.Donc
_ ~ tanghe tang b ¢
dbfingcflina ' bd
finbe Opdc—— cofbe
fant D'abftraction des fighes , d5: dc=cof p c: 1.

. Dong cof 4 fin 0 cof ¢

cofaefina =

, ol en faja

En compofant ces deux propartions
dab:db=tag bc:finb
db:dc = cof be: 1~

on obtient celle-ci,dab :dc==fip' bc: {fin &

De méme en compofant ces deux proportions

dbe:dhb ==tang bhc: tang b
dpe dc——--co[ bc: 1

on obtient celle-ci, dbc:dc=={in} c:tung 4.

FPoici
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Poici dowe los rappores gui véfultens de ces fix Cas.

db: dhe==tang b:tang b¢ | db:ds==cofbc: 1
dab: dh=—tangbc: finb | dab:dc={in bc: finb
dab:dhe== 1 : colk l dbc ; de==fin be : tang b

Remarque,

‘Dans le développement de ce Cas & des fuivans
Jai employé le calcul différentiel pour abréger,.car
du refte il feroit aifé de procéder de fugon a démon-
trer analytiquement toutes cés analogies fans calcul
différenticl.. Je vais en donner un exemple : jai eu
au commencement de ce cas finafinac == finkc
“fin 4. Faifons varier 4 ¢ d’une petite quantité d bc & p
d’une -petite quyntité 45, a ¢ & a reftant les mérmes,
on aurafin 4 fin ac=={in (pc+dbc)lin(b+db)
== (finbccoldbc4colbcfindbe) (finbcoldb
+cofbﬁndh):: (finbe +dbccoflbe) (finb+
. b colh ) ( parce que le finus d’un trés-petit arc eft
€gal A larc méme & {on cofinus == 1) =={inbe
fin b4 dbccofbe finbdbcolblinbctdbc db
cof b cof b == fin befin b+ dbe col befinb+db
cof b fin b ¢ (parce quele dernier terme étant lc pro-
duit. de deux tres-petites quantités n'a aucune pro-
portion avec les autres, & peut étre niégligé réla.
tivement i cux ). Retranchant maintenant la preiicre
équation dans la feconde , jobtiens d be cof b find
+ d b cofb fin B o= o, ce qui elt le méme. réfulrat
que pai obtenu par la différentiation. 1l en elt de
méme de tous les autres Cas. On peut donc fans
H
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.inconvénient expofer la théorie des analogies diffé.
rentielles 2 des jeunes gens quine connou:roxent pas
encore le calcul dxfferentxel

_Au refte, je m’ai cherché que les expreffions les
plus fimples de ces rapports , Pon fent bien quen
{fubftituant les différentes valeurs analytiques des cités
& des angles, on trouvera différentes expreflions,
fuivant le befoin qu'on peut en avoir , mais cela
ne renferme aucune difficulté,

Secoxp Cas

Suppofant conftans un coté 8 Pangle qui lui eff oppofé,
trouver les variations des autres cotés €3 des autres
angles dun triangle [phérigue.

Conftantes b¢ & a.

Nous avons ici les fix mémes Cas que dans le
Neo. précédent.

L’analogle commune nous donne fin g : fin 5 ¢ =

fin 4 finb
o = R Donc d b cof &
fin jo==dg,cofac finh.Doncdb:d,c=tangb:

o de mé fing finc
tang a n aura de meéme - — ==
Efc fin bc finabd
Yon tire dc:dab==tang ¢ : tang a b.

Maintenant on aura par le fixieme Cas des folut.

cof a4 cofbcofl¢

10 == . be
. analyt, cof B¢ == o Donc cof be

fin b: fina¢, Donc

, dou
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{in  fin ¢ = cof @ 4 cofb cof’c, donc db ( col b cofc

finefinbhcofc)=—dc( cof ¢ fin bcof bc 4
fin ¢ cofp ). Or, on a par le quatrieme Cas des’
: finbce

fOl . —_— - - )
ut. amalyt. tang 8¢ = "= R + cof ¢ col'bc®

d’oy Pon tire cof b fin ¢ 4 cof ¢ col b¢ fin b ==
finbcfink \ finbc ,
tang ac Onatangab= cot ¢ {in b4-colb col b-o
d’od T'on tire cof ¢ fin b = cof b cof b¢ fin ¢ ==

finbcfinc ) :
——, Faifant ces fubftitutions, on aurad b ==

tangab
definbfina b cofac dccofac, ,
fincinac cofad cofap Pparcequon

a par l'analogie commune finb fina b = finc finac).
On a donc en faifant abftraction des fignes, d b:dc
==coflac:col ab On a enfuite par lc cinquieme
cofbec - cofabcofac
_ finabfinac

ol on tire précifément de la méme manicre que
je viens de le faire pour les angles, dab: dac ==
cof ¢ : cof &.

En compofant ces deux proportions ,
dac:dab=cof b:colc
dab: dc= tanga b: tang¢

on obtient celle-ci d ac:d¢==tangabcofb: finc.

De méme en compofant ces deux _proportions,
dab:dac=—=co c¢:col D
dac: db=tangac :tang b

on obtiept celle~ci duab : db == tangac cof ¢ : fin b.

Cas des folut. analyt. cof # ==

H 2 n
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Poici donc les rapports qui réfultent de ces fix Cas.

db: dac==tang b: tang acldab:dac—= cof ¢ :cofh
dc: dab—rtang c: tang abidac : dc -=tangabcoflb:fin ¢
db:dc ==colac: cofabdab:db =tang accof¢:finh

Tro1sIEME Cas.

Suppofant conftans deux cotés , trouver les vapports
des wvariations du troifieme coté & des angles dun
triangle fphérigue.

‘Conftantes ab & ac.

On a auffi fix Cas, favoir les rapports du troifieme
cOté & chacun des trois angles, & ceux des angles
entr’eux.

On a par Panalogie commune fin 6: finac =

fin b fina,
. == -—— ,doncd b cofh
finc finab

finec=dccofcfinb &db:des—=tang b: tang c.
‘On a enfuite par le cinquicme Cas des folut analyt.
cof a = °°fb ¢ —cofab cor.“, d’ou lon tire
finab finac
cofa finabfinac==cof bc — eof abcof ac. Donc
dafinafinabfinage = dbe¢finbe Doncda:
dbc={inbc:finafinabfinac, mais fin a finac=<
fin b inbe¢. Doncda:dbc==1finb;: finh fingh
finhec==1:finbfineb, ou bien parce que fina
finab="fincfinkc,onaurada:dbc==finbe¢:

fincfinacfinbc==1: finclin ac,

finc: fin 2 b Donc
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Maintenant on a par le troifieme Cas des folut.
analyt, cof a¢ == colb finab fin bc + cofabcol be,
donc — d bfin b finab fin bec + dbeccolb finsh
cof b —dbccofab finby =0, donc db =
dbeCcofab finkc — cofbefinabcolb

. Or tang ¢
fing finabfin be ,
= ~ finabfGinb ~r,doncfinbe
finhccolah — finabcol bcolbe
cofab—-ﬁnabcofbcofbc:.—ﬁ"___f'_bﬁ"b. Donc
tangec

dh)—_ dbe ,doncdb:dbec——1: finbc
finbeeang ¢

tang ¢ ——cot ¢:{in b ¢.

En compofant ces deux proportions
dc:db=tang ¢ :twmg b
db:dbc== cotc: finbe

on obtient celle-ci, dc: dbce=1r:tang b finbc==
cotb:{finbec.

En compofant ces denx propartions
da:dbc—= 1 :finbfinakbk
dbc: Jde——fnbc: cot b

On obtient celle-ci, da:dc——finbc:col bfinab,

En compofant ces deux proportions
" da:dbe— 1 :finc finac
dbc: db==(nbc:icotc
on obtient celle-cida:db——finbc: cof cfinac
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Foici donc les rapports qui réfultent de ces fix Cas.

db: dbc=tang b :tangc . dc: dbe=cotb:fin bc
da:dbc=1:fincfinac=1:{inbfin ab da: dc = finbc:colb fin ab
dh:dbc=cotc: fin §¢ vda: db=finbc:cofcfin ac

Si1x1eEmME CaAs

Suppofant conflans deux amgles , tronver les variations
du troifieme angle €5 des cités dun triangle [phe-
rique.

Conftantes b & ..

On a aufli fix Cas, favoir: les rapports des varia-
tions du troifieme angle a chacun des cotés, & les
rapports des variations des trois cotés.

v . f{inpk fin ac )
De I'équation fin ™ fma * O tirera comme
! c

dans le Cas précédentdac:d b ==tang,: tang ab.

On a par le fixieme Cas des folut. analyt. cofbe
— cofa 4 col b cof ¢
fin b finc
le Cas précédentda: dbe=—=1:fincfina,=1:
fin b finab.

,d’ou I'on tirera comme dans

On a par le quatrieme Cas des folut. analyt. cof s
==coflab fina {fin 8 — cof a col b, d’on Pon tire
comme dans le Cas précédent dac:da==cotak:
fin a.

Ea compofant deux de ces proportions, on aura
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‘tomme dans le Cas précédent, dab:d R==xcot@¢:
fin g.

On aura de méme en compofant cumme ci-deflus
dbc:dac==fina: {inbh colab.

On aura enfin db.:dab=={ina:fin ;colas

Voici donc les rapports qui réfultens de ces fix Cas,

dac : dab= tang ac : tang ab dab:da =cotac: fina
da:dbc=1:fincfin ac=1:fin b fin abldbc : dac=fina: fin b cof ab
dac:da=cotab:lina . |dbc:dab=fin q:finccol qae

‘Cette théorie générale sapplxque aux _triangles
redangles en faifant le finus de langle droit == r
& fon cofinus == 0, & de méme aux triangles rec-
tilignes en prenant les cotés pour les finus des cotés,
&¢. ; cela ne peut avoir aucune difficulté, & les pro-
priétés de ces triangles peuvent rendre ces formules
plus fimples. Nous en verrons plus bas des exemples,

S0,

TN
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dApplication_de la trigonometrie [phérique auk propy-
Sfitions fondamentales de I Aftronomie mautique de
M. de Maupertuis , €8 a quelques-uns des pro-
blémes contenses dant ced ouvrage.

L £s folutions analytiques que nous avons donné
des triangles fphériques , donnent immédiatement la
folution des cinq problémes fondamentaux fur lef-
quels M. de Maupertuis a fondé toute fon alirono-
mie nautique , comme je vais le faire voir,

Probrems L

Trouver la vélation entre Ia hauteur du pole, ln dé.
clinaifon dun aftre , fa bautenr € fon angle
horaire.

Soit Z le zénith, Ple
pole, S laftre en quef- R __ 7

tion , on fait que PZ '
eft le complément dela | «
latitude ou de la hauteur fg& p

du pole, P S le complé- ¢
ment de la déclinaifon,

ZS le complément de la hauteur de laftre, & ZP S
fon angle horaire. Cela pofé, dans le triangle ZPS,
conuoiffant les trois cétés, on aura par le cinquieme

Cas
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Cas des folutions analytiques col ZP S =
C ; N N ) ) LN .
Gl 258 ~ LOF,P S C‘O, P 7’. Or; M. de Maupettuls
_ fin PZ {inPS _ _
fait le finus de la déclinaifor de Paftte == % & fon
cofinus ==y, lc finus de la hauteur du pole ==+,
& fon cofinus == ¢, le finus de la hauteur &, &
fon cofinus == #, l¢ finus de langle horaire == #,

& fon colinus #. Subftituant donc ces valeurs, on

, h—uxs .
Mt = —————, OUCHUY==h X,
¢y

Prosremeg IL

Frotiver In rélation entre lu hautenr du pole , In

declinaifon dun aftre, fu bautenr & fon angle
azymutil.

Tout reftant comme ci-deffus , Pangle azymuthal
elt Pangle PZS dont M. de Maupertuis fait le finus
=== & le colinus 4. Maintenant dans le ttiangle
ZPS, connoiffant les trois cotés, on aura par le
einquicie Cus des folut. analyt. col PZ S ==
ol PS - col PZ colZ S X sh

P Z inZS on = - oM

Heh=—=x— 73 .

65’
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Prosremgeg IIL

Trouver la rélation entre la hauteur du pole, la dé

clinaifon dun aftre, fon angle horaire & fon angle
azymuthal.

Dans le triangle Z PS, connoiflant deux cétés &
Pangle compris PZ,PS & ZPS, on aura par le
troifieme Cas des folut. analyt. cot PZS =
cot PS finPZ+coflZPScof PZ 7

fin ZPS o =
€—3C+ "s
>

— — ou nyt—=mcx-+muspy.

ProsrLeEmMme IV

Tronver In rélation entre la bauteur du pole, la han-

teur dun aftre, fon angle horaire, € fon angle
azymithal.

Connoifflant PZ, ZS & PZ S, ou deux cotés &
Yangle compris dans le triangle ZPS, on aura par
le troilieme Cas des folut. analyt.cot ZP S ==
cotZS 1 inPZ + co[PZS col PZ "o

inPZS mg =

b
= ¢c4-ns _
R oumhu=hct+nskt.
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ProBrermMEe V.

Prouver la rélation entre la déclinaifon dun afire
Ja bauteur, fon angle horaive & fon azymuthal.

Dans le triangle ZPS lanalogie commune donne
finZPS:finZS=={inPZS:{finPSout:b=m:
Yy oumk=ty.

Ces cinq formules donnent toutes les combinai«
fons poffibles entre les cing élémens en queftion ,
car le nombre des combinaifons de cing chofes prifes

f 4 3 2
uatre a quatre eft =— ————— =—
q q 233

-

L’on voit donc que ceft fans raifon que M. de
Maupertuis vante fa méthode analytique & la pré.
fere & la méthode trigonométrique, car nos folu~
tions font aufli directes & bien plus fimples que les
fiennes, ou pour micux dire, ces problémes ne font
que des cas particuliers des problémes généraux de
la trigonométrie fphérique, problémes qu’il eft im-
poflible de bannir de laftronomie, & qui d'ailleurs
demandent pour étre démontrés un appareil bien
moindre que celui qwemploie M. de Maupertuis. 11
y a plus ; fa méthode toute analytique qu’elle paroit,
Peft bien moins que notre méthode trigonométri-
que, puifque celle~ci conduit néceflairement & fans
qu'on le veuille & Ia folution de ces problémes , au
lieu quil a fallu du travail pour imaginer lautre.
Nous aurons occafion de revenir plus bas fur les

12
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prétendus avantages de ce qu'on appelle méthode

analytique par oppofition  la méthode trigonomeé.
trique.

Au refte, on voit bien que dans ces Problémes
les fignes varient fuivant la pofition de laltre, &
quainfi il eft important d’y faire attention,

Comme dans chacun de ces cinq Problémes on
confidere quatre quantités , on peut troyver dans
chacun vne de ces quantités par le moyen des trois
autres, cela fait donc en tout, vingt Problémes dif-
ferens. Au moyen de ces cing formules, M. de
Maupertuis réfoud divers Problémes , nous allons
en examiner quelques-uns,

Prosreme VL

Larc fémi-diurne d’un aftre n’eft autre chofe que
Pangle horaire de cet aftre , lorlquil fe trouve }

1honfon R a]ors fa hauteur # eft = o, ainli la pre-

miete fo;mule cuy==4h — x§, devient = cuy —
x

xs, donc # = — ——, ceft la valeur du cofinus
¢y

de larc {émi-digrne. Mais a caufe de la réfraction
qui éleve laftre, lorfqui} nous paroit a Phorifon, il
eft réellement plus bas, enforte que Ja hauteur A
au lien détre = o doit étre faite n¢gative & — —
Ja réfrattion (ou plus exaltement == — la réfrattion
+}- 1a parallaxe ) ; I3 formole devient alorsc uy ==

«— B — x 5. Paur réduire cette formule au c.zlcul
pmovometnque on fe {ervira de la réduction ene
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feignée dans le cinquieme Cas des tr. obliq. & l'on
aora fin ; ZPS ==

V <.P_‘il;3i£sm Ps) fin (2T 20 75)

Y fin PZ1iin P S
c’elt de cette formule que fe fert M. de la Lande.
( Altronom. § 704 , premicre édition.)

Prosremzg VIL

L'amplitude ortive eft la diftance du point ot un
aftre fc leve an vrai point de Porient, & lampli-
tude occafe eft la diftance du point ou un aftre fe
couche au vrai point de Poccident. Or, les vrais
points de lorient -& de Poccident font ceux ou
Péquateur coupe Thorifon, mais langle azymuthal
elt la diftance de ce méme point a linterfeion du
méridien avec I'horifon, donc lamplitude elt la fomme
ou la diff‘rence 90° & de Pangle azymutal d’un aftre
qui eft & lhorifon, Pour aveir cct angle , il faut
dans 1y feconde formule faive h=0 & hA=1, cc

-

. , X o .
qui donne #¢-=x, donc 1 = — -, c’elt lc colinus
c

de Pangle azymutal, Pon aura donc ainfi anpli-
tude. Car cette équation donne ¢ :x ==1:u ; le
cofinus de la hauteur du pole eft au finus de la
déclinaifon comme le rayon cft au colinus de Fangle
azymutal ou an finus de lPamplitude en vertu de la’
detinition que jai donnée de Pamplitude, celt ia
Ptoportion que donne M, de la Lande § 723. On
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a négligé la réfraltion dont il faut tenir compte ;
mais ce n’eft pas ici le lien d’en parler.

ProsrLfme VIIL

Trouver la relation entre la déclinaifon d’un altre,
Pangle quil traverfe & le tems quil emploie a le
traverfer. |

Soit l'aftre 2 diftances égales du méridien, en-
forte que le vertical ZS foit également éloigné du
méridien, du point S menez fur le méridien la per-
pendiculaire SR, 'analogie commune nous donnera
1:finRZS={inZS:{inRS ou (en failant {inus
RS=p)ri:m=—=Fk:p, donc km==p, miiskm
==y par la cinquicme formule, donc p=—ty, équa-
tion qui a lieu pour tous les Cas, parce quun aftre
-met le méme tems A traverfer un angle 3 quelque
diftance qu’il foit du méridien. On connoitra donc le
finus de la moitié de 'angle , & par conféquent Pangle
entier. :
Prosreme IX

Pour trouver le moment ot un aftre {e meut per-
pendiculairement A Ihorifon, on fera les confidéra.
tions fuivantes. Il eft évident que pour que cela ait
lieu, il faut quun petit arc du parallele que décrit
Paltre fe confonde avec un petit arc du vertical ,
ceft-a-dire , que le parallele touche le vertical; or
ce vertical eft plus €loigné du méridien que tous les
autres verticaux, par lefquels paffe laftre & qu'’il
coupe, douc la hautcur du pole & la déclinaifon de



SPHERIQUE Chp. VIL vk

Paftre étant données, il faut chercher le plus grand
angle que le vertical falle avec le méridien, ceft-
a-dire , le plus grand angle azymuthal M. de Mau-
pertnis réfoud ce probléme en différentiant la fe-
conde formule, mais il elt plus fimple de le réfou-
dre par les analogies différentielles que nous avons
donné ci-deflus. Dans le triangle PZ S, les cotés
PS & PZ étant conftans , on trouvera par le 11[e. Cas
dPZS:dZS==cotS:finZS,doncd PZS =
dZScotS
finZS
trons fa valeur an moyen des cotés PZ, ZS & de
langle compris PZS, & nous aurons par le troi-
fieme Cas des folutions analytiques cof S ==

cotPZ{inZS —cofPZS cotZSdonC IP7S—

finPZS
dZS (cot PZ—~cofPZS cotZS)

finPZS .
Pangle PZS eft un maximum , on a dPZ S = o;
donc cot PZ == cofPZS cot ZS oucofl PZS =
cot P Z__~tan,qr ZS
cotZS _tung PZ
triangles re@angles le triangle PZ S eft rectangle
en S, celt la confidération que M. Mauduit avait
faite a prieri (dans fon excellent Effai de Trigono-
métrie fphérique,) & dont il a déduit une folution
trés-clégante du probleme. L'on voit comment l'ana-
lyfe nous conduit dircétement 2 la méme confidéra-
tion. Cela pofé nous avons dans le triangle PZ S

. {PZ
Gof Z§ == "° 2mi . reck
cof P s P le premicr Cas des tr. red

, mais pour éliminer angle S, nous met-

. Mais puifque

; donc par le premier Cas des
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Y cofl PS* — cof P 7 *

donc tang 7.8 == iD7 donc
vV cof PS* —cof P Z* Vx® P
CofPZS§= AinPZ o c

k) . . .
& h ==~ comme le dit M. de Maupertais ; & fin

PZ'S = VinPZ* —cofPS° FcolPS* fin PS‘_, ‘
_ finPZ ' lin PZ,
comme le dit M. Mauduit,

ProrLEME X

La hauteur du pole & la déclinaifon d'un afre
étant données, trouver la relation entre un pett
changement dans fa hauteur & le tems quil y
emploie. . .

Dans le triangle PZ S les cotés PZ & PS ¢tant
conftans, on aura par le troificme Cas des analog.
différ. d ZPS:dZS=1:{inSfin PS, mais on

inZPSfinP7

a par Panalogie commune fin § = TR ,

ian ZPSGin PZin PS

donc dZPS:dZS==1 : - fin PZ fin PS
{inZ.S

ou en prenant les dénominations de M. de Mauper-
tuis & faifant ZPS=—E, & ZS =V on auna
KdVe=cty dE ceft la formule quil trouve. Lorf.

que laftre eft & lhorifon, on aK =1 &= —S
.d\oﬁl:
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Vccyy — xxs5 ==

donct ==y t — un=—=—

. cy
VIy —ssyy — xxss__ VI) — S5 Subftituant
cy €y

cette valeur, on trouve d V==dE vV yy—ss,
Ceft ce que trouve M. de Maupertuis. Si I'on
fait 4 V == au diametre du foleil, on aura d E==
%*L,.zn:m an tems quil met & fc lever ou & fe
gy 88
| ViV
, dk
hauteur du pole quon connoitra ainfi en connoif~
fant le diametre apparent du foleil, fa déclinaifon,
& le tems quil met & fe lever ou & fe coucher.

coucher, & s == == au finus de la

PRQBLEME’ XL

Trouver la relation entre la hauteur du pole ]
la déclinaifon du foleil, le tems écoulé entre deux
hauteurs égales de cet aftre, fon changement en
déclinaifon pendant ce tems, & la diflérence des
tems quil emploie l'un A s'élever de la hauteur
obfervée an méridien, lautre % defcendre du méri-
dien X la méme haunteur. '

Davs le triangle ZPS, PZ & ZS (tant couf
tant, on a par le troifieme Cas des Analog. différ.
dZPS:dPS == cot S:finP §; mais on a par'e
troificme Cas des Solutions analytiques cot S ==
. D7 in P ' Q 2
cat | L{m‘I ?T co! Zl’i_cofl §. donc d ZPS :

finZPS$S s .
K
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iDS = cot PZ{inPS — coflZPS cofPS

inZpPS  fin
Vo . cot PZ
PS;doncdZP s ==d E__dPs(f o —
ot L S> ou en ﬁii‘aut comme M. de Maupertuis
tang P S

Ia déclinaifon ==D Ia tangehte de la déclinaifon
— X, la tangente de la hauteur du pole==3S, &
la tangente de Pangle horaire == T, on aura d K.

S
=dD T %{-—>, Ceft ce quon appelle la cor-

‘re@tion du midi néceffaire, lquu on prend des hau.
-teurs correfponidantes, parce que du matin au foir
de foleil change de déclinaifon. 1l eft évident que
paur avoir -le moment ou il eft le plussgvantageux
de prendre des hauteurs correfpondantes, il faus
chercher le moment ou le foleil fe ‘meut perpendi-
cylairement ; Ceft ce que nous avons fait dans le
“Probiéme 1X, nous avons prouvé que l'angle S du
triangle P Z S étoit droit, ce qui donnecof ZP S ==
. - P

il I.,S. On peut réfoudre tout de fuite cette quel-
tung PZ

‘tion par la méthode des maxima & minima, cac
pour que le tems que le foleil met a sélever foit
le plus petit poflible, il faut que  E foit un maxi-
mum ; dans la valeur de d E je ne fais varier que

Yangle horaire, jai doncd( S —_ X > == 0,

finP  tang P
oft — SdPcol P de::::o c i d
e S LTy ¢ qu donne
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cof ZPS =3c_=tangP S

s tang P Z

cot d tang lat
par le Probléme IX ) = CZL‘ Tt tzl;i (;

( comnie je lai trouvé

Prosreme XIL

Deux hauteurs d'un aftre étant donndes, trouver
la relation entre le tems qui les fépare, la déclinai-
fon de laftre & la hauteur du pole. Avant de réfou-
dre ce Probleme, jétablirai un lemme de trigono-
métrie qui peut étre utile dans plulicurs occafions.
(in(g—2¥&))*=(linacolb—ecolafinh)* ==
fina® cof b* -+ cofa* finbh*> — 2 fina cof afing
cof p ==cof b* 4+ cofl @ — 2 cof a* cof b*
—2finacofafinpcoflb=colbh* 4cofa® —2
cofa cof b col (@ — b ). Par le moyen de ce lemme,
connoiffant les finus & colinus de deux arcs, je
connoitrai les finus & cofinus de la différence de
ces deux arcs: venons maintenant au Probléme. La
premiere formule me donne cuy = b —= s,
Pour une feconde hauteur # * elle me donne cu’ y
=)' — sx la déclimifon & la latitude reftant

h — sx _
& u'

conftantes. Jai donc # == cofl P == ¥

== cof P' = b———_

_ Cy

je viens de donner cofP* - coflP'* — 2 cof P

€of P cof (P—P') = fin (P —P').*» Met-

tant pour cof P & cof P," leurs valeurs, jawa (en
Ka

5x .
. Mais par le lemme que
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fifnt cofl (P—P') =g & fin(P—P' )=
py h*—ashx 425 x" 4 b —2 b’ s
—ohbhlgq42hsxg+2h" sxqg—25 x1qg=2
pzczy==p= ___P:Sz -——p‘x’-l—?'s'x'::::
pr—p’ s —p* x4 5* x* =5 x* ¢*, ou en met-
tant tous les termes du méme cété, réduifant & fai-
fant 0 = fin vers (P —~P ') =1 —cof (P—P*),
h 4+ b —2bsxo—2h'sxo+4+o0's* x* —
prprs 4+ prxt—2hbh'g= o ot cossxx
o+ ppss+ppxx —2hosx~——2h"osx==pp
o 2qhh' — b* — b, ce qui eft Péquation que
donue M. de Maupertuis. Si Pon veut avoir la hau-
teur du pole, on cherchera fon finus s, au moyen de
la declinaifon & du tems écoulé entre les obferva-
tions , par une équation du fecond degré. Si l'on
veut avoir la déclinaifon de laftre, on cherchera fon
finus x au moyen de la hauteur du pole & du tems
écoulé entre les oblervations par une équation du fe-
cond degré. Si I'on veut avoir le tems écoulé entre
les obfervations, on cherchera le cofinus ¢ de la
différence des angles horaires (en mettant dans I'é.
quation 1 — g g au lieude pp) au moyen de la hau-
teur du pole & de la déclinaifon de, laftre par une
équation du {econd degré, Ce lemme trigonométria
que rend la folation plus fimple que celle de M. de
Mauvpertais, parce qwil n’y entre ni radicaux ni éli-
mination d’inconnues. QOn trouveroit un lemme fem«
blable pour les finus & cofinus de la fomme de-deux
arcs ; mais celui que nous avans donné eft fur-tout
utile dans laltronomie,
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Prosreme XIIL

Deux hauteurs d’un aftre étant donndes, trouvex
la relation entre larc azimutal qui les fépare, la
déclinaifon de Taftre & Ja hauteur du pole.

La feconde formule nous donne #ck == x -— sh.
Pour une feconde hauteur elle donne #' ¢ck* =&
"‘-sb‘ la déclinaifon & la latitude reftant conf~
tantes Jai donc 2 == ¢cof PZ S == 3(:--‘---—-—“i sﬁ_ &n

z:cofPZ S == ks,b Mais par le lemme
que je viens de donner Cof(PZS) +cof (P2 S)'
— 2ol PZS colPZ"Scof (PZS—PZ"'S)
=={in (PZS —PZ"'S)* Donc fubftituant les
valcurs, faifant cof (PZS — PZ'S) =g, fin
(PZS—-PZ S) *p&rcdudant on avra A*x*
S it —2kk'gx? +k”b‘:‘+k syt
S pth? Bt —29hbh kE st —25hh %
—z2shb'k*xd2sh'bh'qxF25hhb' gx —
P* k*k'* ==o0, ce qui eft Péquation que donne
M. de Maupertuis.

Proereme XIV.

La hauteur du pole étant connue , & deux aftres
dont les déclinaifons & les afcenfions droites font
données étant vus dans un méme vertical, trouver
Yheure de Pobfervation.

Puifque les aftres font dans le méme vertical, leurs
angles azimutaux font égaux, ainfi la troifieme
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formule nous donnera ces deux équatxons,; ==
extusy  cx'dsuwyt  ex'4su  xctus

t_’)’ - c* yl - 'S - ( X
& x' étant les tangentes des déclinaifons ), donc
XCp'=—xTtct ==su't — sut*. Mais puifque
nous avons les afcenfions droites des deux aftres,
nous avons la différence de leurs angles horaires.
Or on fait que {i Pon a deux arcs a & b, on aura
finb=fina cof (a —b)——col afin (z—1b)
& cofb==colfacof (¢ — b) 4 finafin Ca — b).
Faifant maintenant fin g ==¢", cof a==1u", faifant
fin (1 —u')=p&col(u—u*)=gq, &fubf
tituant ces valeurs dans notre équation, nous aurons
xett—x'ct'gtxTcu'p=su't'q—sup
—su't'q—gst"p—=—= —5p, donc sp — t*
(¢xq' —cx)==—u'cx'p, ou failant avec M.
de Maopertuis, sp=—A, ¢cx'q —cx =B, —
¢x'p=0C, onaura A— Bt'=Cu"',doncAA
~—— 2ABt'4+ BBt ==CCu'*=CC(1 —1¢'?),
donc (BB+AA) t?=2ABt'4+CC — AA

CC— AA AA BB

‘&' = s

AA+BB— VAA+BB (AA+BB)

=AB+C”IBB+CC—_AA comme le
BB+ AA

trouve M. de Maupertuis. On voit quune fimple
fubftitution dans Péquation du Probléme nous donne
ce réfulat ;' au lien que M. de Maupertuis en fait
plufieurs. Ce Probleme eft e feizieme de M., de
Manper:uis,
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PROBLEME X V.

La hauteur du pole étant connue, & deux aftres
‘dont les déclinaifons & les afcenfions droites font
données étant vus dans un méme almxcantarat R
trouver I'heure de Pobfervation.

La havteur étant encore ici la méme, on aura
b=xs4cuy==x"'s- cu’y’. Mais les alcen-
fions droites des aftres étant données, Yon connoit
la différence de leurs angles horaires; jaurai donc
en me fervant des dénominations & des remarques
du Probléme XIV z == u*q 4 t'p, Subftituant
cette valeur dans I'équation, jaurai xs4cyg'g4-
eyt'p=—x's4cu'y’, ou (en fhiflant avec M.
de Maupertuis x s — x's==A, ¢y’ — gy ==

B, cpy=C) A—Bu'"—Ct"'=o0 doncAA
— 2ABu’ 4+ BBu” = CC (1—-—u”) &u

AB +CvBB+ CC—A
BB 5 CC . comme le trouvc

M. de Maupertuis. Cette folution eft parfaitement
analogue A celle du Probléme XIV. On a Iheure
de Pobfervation en ajoutant ou retranchant de cet
angle horaire la différence d'alcenfion droite de cet
aftre & du foleil.

Ce Probléme eft le dix-huitieme de M. de May-
pertuis.

Prosrems XVIL

La déclinaifon du foleil étant donnée , trouver fur micr
la hauteur du pole par la durte du jour.

Daus la premiece formule, fallint b ==s0, on 2
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sx==c¢yy, donc _‘:f_—__-:_’ix-.’_ Mais il faut avoir égard
au changement de déclinaifon du foleil & au chan-
gement de laticude de Vobfervateur lorfquil eft fur
mer. Puifque dans ce cas Z S == 90", ona cofl ZP$
==cotPS cot PZ,donc — d ZPS finZPS= —
dPﬁi ;O;P & = dPﬁ% "IC)OZt‘SP'S ,doncd ZPS ==
dPS’cotPZ_l_dPZ cot PS

finPS*GinZPS * finPZ*inZPS
les dénominations de M. de Maupertuis, d E ==
sdD +x dt '

, ou en mettant

ey ;;?j, mais puilque s x == cuy, on a

stxtm=ct yr (1 —1¢"), donc c*try? == ¢ "

— 5 X == ¢ —x?, donccty = Vee—xx,
, sdD x d L

donc dE = e Ce font

yee—xx ¢ Veo—xnx

les deux expreflions de M. de Maupertuis, qui fe
trouvent comme Yon voit bien plus commodément
en prenant les expreflions trigonométriques qu’en
prenant les expreflions algébriques.” Cette valeur d B
exprime la correCtion qu'il faut faire a4 la durée du
jour. 1l faudroit encore tenir compte du chunge-
nient en longitude , de la réfrattion & de la paral-
laxe ; mais ces confidérations n’appartiennent pas A
mon fujet.

Ce Probléme eft le vingt-deuzieme de M. de
Maupertuis,

RemMarque
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REmMAROQUE

Tans le triangle P Z S nous n'avons confideré que
§ » chofes que nous avons combinées enfemble de
toutes les manieres poffibles, la fixieme que nous
avons  négligée elt langle S formé par le vertical
ZS & par le cercle de déclinaifon PS, ceft ce
quon appelle angle parallattique. Ou le trouve aifé-
nent au moyen des cotés PS, PZ &ZPS, car
on a par le troifieme cas des folut. analyt.
cot PZ fin PS—col ZP S col PS.
CotS = ; o -

. fin ZPS

Si I'on veut avoir fa valeur trigonométrique on aura

par le troilieme Cas des
Tr. oblig. en abaiffant la z o
perpendiculaire Z R tang "¢
PR==tangPZ col ZPS
& tang § ==
fin PR tang Z.P S
fin RS

Ceft la valeur que trouve'
M. d: la Lande, Attron.
§ 719,

(]

F0,

fort' 28
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CHAPITRE VIIL

Ufage de la Trigonométric duns le calcn] aftronomique

des lieux des aftres , & développement de quelques
Sformules relatives a ce byt.

PrROBLEME L

.
]‘LTANT données Pafcenfion droite & la déclinai-
fon d’un aftre avec Pobliquité de Pécliptique trouver
Ia latitude foit £ O
Iéquateur, E Clé-
cliptique, S un aftre
quelconque, SBun €
arc de,grand cercle
perpendiculaire fur. O
EC,SAun arcde
grand cercle . per-
pendiculaire fur /E ‘

O, le triangle SE A donnera (Chap. II) 1: fin AE
==cot.SA:cot SEA. Or SEB=SEA-—BEA
== S E A — obl. de I’éclip. Le méme triangle donne
'Y : cofl AE == cof SA: cof SE (ibid.). Le trian.
gle SEB donne 1 : fin SE = fin SEB:{in S B
(ibid.) Soit maintenant EA = ¢, SA==J, EB
== A, SB=@8,BEA = ,,onaura cot SEA
== fin g cot &, cof SE == col ¢ cof J, donc fin B
= finSEfSERB =+ 1 — col@* cof J* fin
SEB, orfin SEB==1finSEA cofe — cof SEA
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fine & cofl SEA=—1{in® cot /in SE A, donc fin'
SEB = (cofe — fin @finecotd) finSEA or
I—fnSEA" o #* cotd*, doric fin SEA ==
fin SEA? ,
I

Vv 1 +4 fin @* cot J*
cof ¢ — fin @ fin ¢ cot J in 8
VI F fng* cot g done i &=
ir ~— cof @* cof J* ,

V {in J* + fin @* cofd*
fine cof &) == cofs fin &~— fin @ fin ¢ cof &

, donc fin SE B ==

% (cof¢ find — fin @

PRO.BLBME I1.

Etant domnces Pafcenfion droite, In déclinaifon € In
Iatitude , trouver la longitude.

Dans le triangle SEA ona cof S E == col @
cof &, & dans le triangle SEB on a cof S E =
coftx cof g, donc cof A cof @ == cof P cof & &

col @ cof d '
col @B

cof A o=

]
Prosreme IIL

Ftant données Pafeenfion droite € la déclinaifo dun
afire avec lobliguite de Dicliptique, trouper la
longitude.

Dans le triangle SE B, ona 1 :cof SER ==
L 2



%4 ESSAl DE TRIGONOMEITRIE

tang SE: tang E B; (Chap. L. ) donc tang x —= tang
SECcSEB, or cof SEB==cof SEA cofe 4
ﬁnSEAflne——-ﬁn@cotJ‘co[e fin SEA 4+

BnefinSEA = 0l fin P oot &+ fin )

VI + fin @° cot 4°
VI — col @* col J*
cofl @ col J
(fin 4 fin P cot & col¢) fin &
¢ fin &* + fin @* col J*
== {in , tang & 4 fin @ cof &

dénc tang A ==

ou tang a cof ¢

Proereme IV,

Ftant donndes In longitude €3 la latitude avee Pobliquité
de Licliptique , trouver Langle de pofition.

Soit P E le colure des
folitices, P le pole boréal
du monde, E celui de
Vécliptique , S un aftre
quelconque , on aura PE
== obliquité¢ de Péclipti-
que, PES = compl,
Jongit. de laftre, ES ==
compl. latit. de l'aftre ; dans le triangle P E S ayant
ces trois chofles, cleft-a-dire, deax cotés & langle
campris , on aura Pangle S par le troifieme Cas
des folut. analyt. Soit S == p, on aura cot p ==

cofG cote— fin B ﬁn,\
T = oucof , cotp==caf @

€0t ¢ —fin 8 fin o,
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REM_AnQ_U: 1.

On comprend que dans les trois premiers Pro-
blemes , les fignes des quontités trionomé®iques
Yarieront fuivant que Paftre S fe trouvera placé rela-
tivement & Péquateur &ec. i Pécliptique , mais vne
figure fera toujours voir quels doivent étre ces

fignes,

RemMmaraue IL

Je mai donné ici que les valeurs analytiques des
longitudes , latitudes des ‘altres, &c. parce qu'elles.
nous ferent utiles dans la fuite, les valeurs trigonoa
métriques dont on fe fert plus fouvent dans I'Aftros
nomie {e trouvent trop fimplement pour quil foit
befoin de s’y arréter. Je me contenterai d’en done
ner un exemple relatit & Yangle de pofition. On a
EP $ == compk atcenfion droite & P S == compl.
déclinaifon. Muintenant la méthode la plus fimple
pour trouver l'angle de pofition eft de faire cette
proportion, fn S:fin E P S = finPE:GnkES,
Ceft-a-dire, le finus de Yangle de pofition eft an
cofinus de Falcenfion droite, comme le finus de
Pobliquité de Pécliptique eft au cofinus de la latitade,
On auroit pu dire aufli, fin S:fin PES==6n P E:
fin PS, ceft-hdire, le finus de Pangle de pofition
elt au coflinus de la longitude comme le finus de
Yabliquité de I'écliptique eft au cofinus de la déclia
naifon. En prenant la premiere proportion, on voit
Que Pangle de palition neft pas fixe, puifque lat=
cenfion droite varie par la préceflion des équinoxes,
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cette variation étant petite, on peut trouver celle
de I'angle de pofition par les analogies différentielles,
car dans le triangle PES, les deux cotés PE & ES
étant tonftans, on aura par le troifieme Cas des ana-
log. diftér.dS: dPES—=finPEcof EPS:fin PS,
donc d's == T ESNPE COlEPS © oot 4 - dire,
fin PS
quil faut multiplier le chaugement en longitude par
le finus de l'obliquité de Pecliptique & par le finus
de Pafcenfion droite, & par le cofinus de la décli-
naifon pour avoir le changement de langle de po-
fition. Ceft ce que trouve M. de la Lande, Aftron.

S 725.

Remarnque III

Dans le volume III des tables aftronomiques de
Berlin p. 226, on trouve une folution du Probléme
1V donnée par M. de la Grange au moycn d’une
fuite trés-élégante. La démonftration de cette folu~
tion n’y étant pas, je métois appliqué i la chercher,
& jen trouvai une que je vais expofer. Depuis ce
tems 1d M. de la Grange a donné cette démonftra-
tion dans fes Mémoires de Berlin pour 1776, mais
ma démontitration étant trés-différente de la fienne,
& ne fuppofant que des opérations purement trigo-
nomdétriques , je w’ai pas cru devoir la fupprimer.
Je commencerai par réduire mes dénominations 2
celles de M. de¢ la Grange. 11 fait la longitude de
Paftre ==L, fa latitude == A, Pobliquité de I'éclip-
tique == ¢ & langle de pofition == p. Jaurai
donc d’aprés ces diénominations tapg p ==
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_H__;cofL o ___ tang¢ cof L
cof, cote —finafinL™ cof A—finatang ¢ finL
. tang ¢ cof L

col A : Or on fait que p =
1 — tang A tang ¢ {in L
tang p — jtang p3 + : tang P’ — 3 tang [)7 &e.
Et I'on a par ce que nous venons de dirc, en rédui-
fant enfuite la valeur de tang p, tang p ==
tangccof L tang ¢* fin L cof L fin A
cofl » col
tang ¢* finL?cofL fina* = tangc* finL* cofL fin A
cof A’ cof A*
tang ¢* fin L* cof L fin A*
cof A°
tangc® fin Ls cofLfin A*  tang ¢’ finLe cofL fin A®
col A® cof A’
tang ¢’ fin L°® cof L fin A°
— . &ec.
col A’ +
tang ¢* cof L®
cof A}
3 tang ¢* col L* fin L fin »
col” A*
6 tang ¢’ cof L' "fin L* fin A°
WG +
col A
10 tang ¢* cof L* fin Ib fin A’
d el +
cof A
1§ tang ¢ cof L* fin L+ fin 2*
col A7
tang ¢* cof L’
go cof L7,
col A”

Tang p? ==

4 &ec.

Tang P =
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s tang ¢ cof L’ fin L fin ,

cof A* +
7 5 2 2
1§ tang ¢ cqu fin L* fin + &e.
cof A7 »
tang ¢7 “cof L’
Tang 17 — + &c. On aura donc

f L
en fubftituant ces valeurs, p == —— Tang ¢ +

finL col L fin 5 tang ¢* +( {in L’ (.:,(_)_f.;L fin )2 .
col A? cof ’
cof L3\ finL? cof L fin A
3 col A )tangc +< cof A* \
cof L? fin L fin A s 4 (inL* cof L fina*
cof A* tang ¢ +( col A}
2 Cof[’ fin L® ﬁnA cof Ls .
T 5col'}x‘> tang ¢’ <=
finLs cofL fina* x1ocof L* fin L* fin A’
( col A® 3colA®
cof L’ fin L fin z\) 8 (f‘n L* colL fina*
: ang ¢” + _—
col A col L7
scof L' finL+ fina* 3 cofL’® finL* fin A*
Col A7 T ey T
cof L7

)- tang ¢’ 4 &c.

11 faut maintenant d'aprés les formules connues
réduire les multiples des finus & cofinus en finus
& cofinus d’arcs multiples, & Ton aura aprés cette
rédu&ion P s COfL <.E.an_g___f lwa" 4

cof A~ * cofA! ¥
tang

= col’ A7
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, tang ¢’

fina*  tangc® fin )*

tang ¢
col »?
tang ¢*

g
col A* T cof
tang ¢? fin A* ]
. - = : T

col A‘

tang € fin 5
- fin A
2 L \ 2 col A? +4

tang t5 fin A5

t 4 .
tang¢* fina.

3

coi‘;\r“’

. tang t°

+3<:.‘ :
col” A*

fin A

+cof31<——-——

tang ¢f fin A*

col A’
Itilhnl' c7 fin )\'°

, .

§.

-
2

cof A}
7
,tang ¢

G

7 2%

jtang et fin A%

— t
7 cof A‘ T
fin A° i tangc fin A*

—

14
(7]

Al cof A

tang ¢’ ..
ool A T &C->
tang c* fin A’

cul At

3
tano ¢ fin AY

- ° . “J
col A

S .
"""R.

col A°

-+ &c.)

tang ¢’ hﬁ;\ s

tang ¢f
col A3

——

3
52¢

—

col A? ”'
tang ¢ fina*> | tangc’
cof A % cof AS

tang ¢ fin )\ 3

LO[ /\
Jtang et fin A

m——

- {in 4 I. < ' 8

b
3

col A°

—

tang ¢* fin A*

col A 8 colaf
L tang ¢® fin A
G LA LT S,
g col A° + +

Dans le coéflicient de col L, le cocflicient de tang ¢

_ I
efl == —--l——— le cotfiicient de tung ¢* & ==
Lo
fin fin )* — 1 col »’° I ¢ codt
. ST 3 1& coel
4 col A} 4 col 3} 4 cot A

M
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. fina* =—2fina*+ 1 .
ficient de tang ¢’ eft == +r .

g col ° -
fin 3> — fin A* cofA* — 2 1{in,\* 4 I __
g col )°
cof A* — fin »* col »* 1 —fin 3*
8 col A - = 8 col A®
2
gc_g(i;fAA3 — 81 e le cotfficient de tang ¢ eft
) <ﬁ.‘_’_5\‘_‘ 3 Jin 2%+ 3 fin "’—‘>__._ ;
4 col )\/7 £}
(finx*—1) __  cof A __ 5
col’ A7 T Wl AT 67 col A

Ainfi le cotfficient de cof L eft == — (tang c—
cof A

} tang ¢* 4 § tang ¢f — F tang 7 4 &c.) Dans
le coéfficient de fin 2 L, le cotflicient de tyng ¢? eft ;

A

L fin 33 —fin
——;, lecotthicient detang ¢ et == 2 1A
ol A

¢ 4 cof'p?
_dinalfin P =-1) _ finx colA*
4 col A? 4 col' A?

{in s fin
—-——-—A:-;, le coéllicient de tang ¢® eft — 2
4 cofA 32

fin )*— 2finA? + 1 =iﬁn A(r — finp*)?

col )® 3= cof A®

fin y cof A* __ . fin A

— =
2T cof A° 3 cof )
‘ _fina v .
de fin 2 L eft === woix (; tang ¢ z tang ¢t 4+
4 tang ¢® &c. ) Dans le coéfficient de cof 3 L, le

-

——
——

. Ainfi le coéfficient

wat
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(3fin )* 4+ 1)
12 cof A 3

le coéfficient de tang ¢ eft == —

3fina* + 2finA* 4+ ¢

coéfficient de tang ¢® eft = —

— e
—_—

16 col A'
3 fin A* 4+ 3 fin A* cofl 3> + 2 fin A* +__I_=
16 col )’
I — fin »* 4+ 3 fin A* Cof;\’__
16 col A' _—
cof »* 4 3 fin A* col A? P4 3fin)* | o
—— = ——=; le coéfh-
16 cof A 16 cof A
cient de tang ¢ eft = —
9 fin A° 4 15 fin \* — 3 fin \* — 3
64 cof X\ T
-9 finaztrgfin a2 coflaz--9 fimn2cold + 15fin a3--15 fin a2 cofa2--3fin a2..3
64 col 207
— 3fin* 4+ 3finA* col A* — 9 fin A* cofA* — 3
— 64 col p’
— e 3 cof A* 4= 3 fin A% col A* =— o {in A% cof \¥
64 col A’
. 3 4 3 fin »* — 9 fin A% col 4*
T 64 cof A’
— 3 cof A* — o fin A" col A’
T 64 cof A°
. 3 — 9fina* 3 (r + 3finx)
T T T 6gcof ¥ T 64 col ,} )

Ainfi le coétlicient de cof 3 L elt = ~

(ix fin »*
'”"'E—i;'f%s“"")'\"')‘ (5 tang ) tang & 4 F
i M2



pgs ES5SAI DE TRIGONOMETRIFE

tang ¢’ &c.) Dans le coéfficient de fin 4 L, le
: fin A3 4+ fin A\

S ¢ o |
coéflicient de tang ¢* eft = T )

fina (1 4 fin A%)

; le coéfficient de tang

= 8 cofa* -
a‘eﬂ:::{i_r.l_/\ ——"ﬁn;\‘_ fin A (I“—' fin z*)
8 cof A 8 cof A°
ﬁuAcofA‘(I+ﬁuA) ﬁnA(I-}—ﬁnA)
g ‘cof A® "8 col' At )

Ainfi le coéfficient de fin 4 L eft = —
finAx (1 + fn 27 )

tang ¢t e— tauvc &ec.
ol I (§ g § )

On aura donc en réuniflant ces valeurs,
cof L : :

= (tangq —— gz tang ¢’ + g tang ¢
col 5 * .—-3‘,; tang ¢’ &c.)’
fin2]. finp
hididiatcodt Itang c* — S tang ¢ &c
e ngc z tang ¢* + tang ¢® &c.)
1+3fin A*
;:_( [13—2 cof 3 L x (% t'mg ¢ — tang
co ¢ + 7 tang & &c.)
fin A (r4-{in 2%
Con ; (.(0[ 41 -fin 4L(§tanrrc4 .—tangc” &c.)&c.

Comme les fon@ions de fin A & cof A qui fervens
de cocfﬁcxent a chaguc terme n’obfervent point de
Joi marquee, voyons fi en les chanffeant enfini 5, &
gofz A, ils cn obfervont une plus fenfible. On fait
gue cola === col} A* —= fin } A} == (et AY),
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N T !
COf; A7 s dOﬂC — e D T —
cof a cof 4 A*

———y

==tz
finA® 4 cof? »* '
1A AT e T b A
cols A" 7 LiAt (Tt (1=
,l-—-[:.,‘)L2 .EA ( ) ‘2
A+ Bt; C+Dtia .
s== —— ,2——;—\- + ———t--—,-i— ce qui donne
A+ Atis+ Btis=14¢I2,donc
+ C+ B —D
+ D

A+C=1,A4+B4+D—C=0,B—D==1;
Comme il 0’y a que trois équations pour quatre
inconnues, il en relte une d’indéterminée , je puis
donc faire C == A, ce qui donne A=C=1,
jai enfuite B4+ D==0, B— D=1, ce qui
donie D =—8& 2B=100B= ! &

2
== — !, jai donc ——== ——2
=0 I8 cola I———t.f:/\+
2t 1A 2 Ity T — ¢t LA
———, oll = — - -
1L zA cof A I—t A I 4t3A
t. a + t. b
Or on fait que tang (¢ 4+ 0) ==
r ait q g(at0) P ——
t.a — t b
& tang (a~—0b) == PR

On fait de plus que larc dont 1a tangente eft x, eft

' 2
arc de 44° ns donc —— ==
Yarc de 45°, nous aurons d TR
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45 tia £ 4 —tla o

l—t-4$°t-;{_)t+ I+t.4$°t.%;\_—t' (45° +
I

x 0.._.._1,(‘ I ' .

220+t (45 )& o, =4 (4

+;A) 4 t. (45° = % A)). Je fais pour abréger
L(45° +21A) =akt (455 —1a)=b&Jai
c:-:a: a45, & je temarque quen g a b=

tia —t 1
3_'*"_2‘__+L__t_3._;.‘___ 1. Cela pofé¢'’, on
I—tzA 1 4tz

4 ___
(a+6)°

4 2 e
aura Go = (e D)* oucofl A

donc fin )°* = 1 —

(a+b)
4"+2ab+bb-——-4 @ +2ab+-bb—4ab
(a+0b)? (a+5)*
aa—2ab+ bbb __ (a—0b)*
(a+b)* (a+b)*’
a— b T d fin » . a—b
poaray aurai onc = F5"
4 (a—b)(a+b) a* — b*
(a+b)" 4
fin »
3-dire, en remettant les valeurs dea & b —2 ==
cof A*
i(t.(4g°+;A)= — t. (45°— 1 )" ). Onaura
r--{—;;ﬁn)\‘___(I 3(“""17)’). 8
cofr* (a -+ h)*I (atb)
(e4+b)> 43 (a—b)* (a+b)
. 8 : 4

I

donc fin »

‘H

, ceft-

de méme
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@ F3abt3ab* 45 F 34" —-3a% 304" 35
8

N e s
8

tant les valeurs

==1 (a4 F ). Donc en remet-
I -+ 3 fin)°

==; (. (45°+3a)]

cof A3
fin , (1 4 fin »*)

(150 —1 338, A p—
4-t. (44 2 ). Enfin T

a— b (a—Db)\. 16 .
<(a + b) + (a-}—b/’) " (a+b)* T

(a+b) (a—b)+(a—-b)°(a+b)
16 =

B +200b+ 500 --F+at-20'b-240 - 5
16

2q — 20
= ———— == (a“-—-—b‘), donc en re-

16
mettant les valeurs fin A—(——xii‘l—g—)—‘—)-—-!(t(ﬁ'
4+ I a)* — t.(45° 4 14)*). Subftituant donc
ces valeurs dans la formule | nous aurons
P ==1%colL (tang (45°+ 5 A) 4 . (4;“-—3_—;\))
(tangc——jt. > 41t ¢ — St.c"&c)
+ 5 n 2L (tang (45° + A0t (45°— 1 0D
(5 tang ¢* — ;t ¢t e &)
—lcofsL(uang (45° 4+ LA) 4+t (45 — I
——tnngc‘——at '+ At " & )
— Ifin g L(tang (45°+5A0 —t. (45°— L)
(gtangct — 3 t.¢° &c.)
Voyons maintenant fi les fonctions de tapg ¢ qui
entrent dans les quatre termes wobferveront pas de
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loi plus fenfible, quand on les transformera en foné:

tions de tang z ¢ On fait que tang ¢ ==
2 tang I ¢

, donctang ¢ — tang ¢ t. ) & ==

I ~—tang ; C*
T . 2 t.%C [ . .
e t.ic&ktiycte1t— — out.z C—~=—
t. ¢
I+t —1
B (TS AT
t. ¢ t. ¢
1,/I+t =1 4+ ; tc——-tc‘+ tc—-
123 —t0+-61
o — 5 o & Donc le coeficient de cof L.

tang ¢ — ; tang ¢ + § tang ¢ — ;. tang /7 &c:
==2tang } ¢ En élevant au quarré la valeur de
tang; c, on aura tang ; == .4 tang ¢* — 3 tang
¢t + 2 tang * &c. Donc le coéllicient de ﬁn 2 L,
4 tang i — 4 tang ¢* F §; tang ¢ &c. == 2 tang
2 ¢ En élevant au cube la valeur de tang § ¢, on
aura tang £ ¢ == | tang & ~— 3 tang ¥ 4 %
tang ¢’ &c., donc l= coéfficient de cof 3 L., ;% tang
¢t — 54 tang ¢f +,"} tang ¢/ &c. == I tang, %
Eu élevant au quartc quatrc la valeur du tcmﬁ fcs
on aura tang ) === tang & — .. tang ¢ &e.
donc le coéfficient de fin 4 L, ! tang ¢t — J tange®
=== 12 tang 2 4 Subftituant donc ces valeuts daus la
formule ; & téduifant on aura,

P""‘(t (45°+32) + . (45°— £ At pecolLs
+z(t 45+ LA) =t (45° -—’A))t *fin 21,
— 3 (t. (45 a4t (45 -—~’l.) Ytictcof 3L,

— (. 45° +A) )t ing L.
Cclt la formule que donne M. de la Grange, &c.
ProBLEME
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Prosreme V. '

Etaut donndes la longitude , la latitude , & loblzqum‘
de Décliptigue, trouver Dafcenflon droite.

M. de la Grange doniné dans le¢ méme etidroi
cité a une formule qui contient la folutioi de ce
Problénie, En voici la démonftration: En concera
vant les dénominations de la Remarque précédents
& appellant A lafcenfion droite & la déclinaifon,
on aura par l¢ Probléme I de ce Chapitre fin 5 =
eof ¢ fin p—fin A fin c cof &; par le Probléme II

cel & == °-°rctf2°f A, & par le Probléme III tang o

__ tangL cof A — fin A cof ¢
- fin ¢
par Vautre les deux dernleres formules; J'di il p —=
fin L cof » —;ntz::ng Acof c cof L cof & . fubituant
les valeurs de fin J & cof & dans la ptemiere deé
tes formules, on obtient fin 4 ==
¢ol'c finLeol A--tangA colc *eol’ LeofA--tangAfhi ¢! gof[icof;"
fin¢
cof¢ fin L cof  — tang A cof L cof A
{in ¢
_cofc hnL cof‘)s— fin n A fin ¢
cof L col A
€of ¢ fin L — tang A finc

&0l ki

, miltipliant Pune-

, dong

tang A =

=3

, of tang (L -— A} =
N
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finL  cofcfinL+ tang ) fin¢
tang L — tang A collL cof L o

1 +tang L tang A 1+ cof¢ Tin L’ — tang A fin ¢ ﬁnL
cof L*

_ﬁnLcofL (1 ~—cofc)+ tang 5 cof L finc

cof L* 4~ col¢ fin L? tang A fin ¢ fin fin L'

" Mais on fait que fin ;== 2 fin] ¢ cof'lc&cof

C==cofl { & — fin] &= 1 — 2 fin {2,

2

d’on Pon tire 1 — cof ¢ == 2 fin ! ¢* Subftituant
dans notre formule ces valeurs de fin ¢ & cof ¢,
elle deviendra = - :
2finL cofLfin} ¢ + 2 tang , cof L fin] ccoflc
CoiL’-}-me‘--z finL*fi fm T2 ctang p finL ﬁn ccofl/ec
cof L (2finL fin} +'2t”lllg)tfnfcco‘ffc)
1—f{inL (2finLfinic*+ 2tang ) finlccollc
== en faifant pour abréger 2 (fin L fin § &* +

x cof L
L On aura

donc en reduifant cette formule enfuite ,

tang (L — A) == xcofL (1 4x fin L4 x*fin
L*4 3 finL? 4% fin L* 4 x5 fin L5 4 x° fin L¢ &ec.
& en élevant cette fuite aux puillances plus hautes,
Tang (L — A = col L’ (1 4+ 3 x {in L
6 x* finL* 4 10 x* fin L® 4 15 x* fin L* 4~ &c. )
Tang (L— A =x%coflL’ (1 4 § x fin L 4=
20 x* fin L* 4 35 x* fin [} 4+ &c.)

Tang (L~ A ) ==x" col L7 { 1 4-7 & lin L 4 &ec.

Or, on fait qUe '

L—A=— tang(L — A)— 1t (L—A) +3
t (L—AYe=4Lt (L — A) + &c. , donc

tang » fin fc cof § ¢) =)
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L~ A= yxcofL4x*finL cof L 4 x*fin L* cof L,
—x* cof L}

3
4 x* finL? cof L4 x*fin L* cof L + x* in L’ cofl L,
~—x*cof L3 fin L=+2x° cofL? fin L*=% x* cof L} fin L}
+ :x' cof L' - A cof L¥ fin L,
-+ x" fin L¢ cofL
—gx7cof L3 fin L*
=4 3x” cof L' fin L* &¢.

— x7 col L7

7

Orx==2 (finL finjc* 4 tang A finfccoflc)

donc
x*==4 (finL*fin; ¢* 42 tang A fin L fin £ ¢* cof
¢ +4tang A* fin; ¢* col } ¢*)..
=g (finL*finic® 4 3 {inL? tang A fin} ¢’
cofic 4 3fink t. A% finfccolfc* 4t A*finked
cof § %)
x*==16 (fin L* fin} ¢ +4.ﬁnL t-afink ¢’ cof‘
¢+ 6fin L* tang A’ fin ! ¢* cof‘c +4(1;1Lt 2!
fin ¢* cofl c* 4 t. A% (m “.col'5 ¢*)
Xt = 32 (hn Ls {ing c‘° + s fin L* t. 5 fini c*
coffc+ 1ofinl?t A% fin i ¢® col} ¢* 4+ 10fin
L: tang A fint ¢ cofl3 ¢3 4 s fin Lt A*findc
colt ¢* 4~ tang A’ linic* cof i c*) &c.

Je ne pouffe pas plus loin le développement des
puifances de x, parce que je ne veux quindiquer
& démontrer clairement la marche, le refte nayant
dautre difficulté que la longueur du calcul. Subltituant
dﬂlls lexpleﬂion de L — A ces valeurs de x, x*,
x', x*, x* &c. Onlaura en ordonpant fuivant, les

M2
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puxﬂ’ances de tang A; L —A==2finL col L ﬁn i
et +4ﬁn L? cof Lfin 2 c‘f+ 8 fin L* cof L fin }
ﬁnL’ cof L? ﬁn ¢ 4+ 16fin L7 cofLﬁn‘
¢ — 16fin LS cof L+ finzc® 4 32 finL? cofL
fin} ¢ — 64 fin L7 cofl L* fin } ¢ + ¥ fin [}
cofL’ ¢ &ec.
+tall"fA (2 cof L finfccoffc 4 8finL* cof L,
ﬁn— ¢ cof 3¢+ 24 ﬁnL‘ cof L fin{¢* cofl e
- 8 fin L* cof L’ fin ¢’ cof { ¢4 64 ﬁn L* cof
L finlc cof—c-—(4 f‘nL"cofL’ finlp” cofls
—+ 160finL® co,fL fin ¢° cofl ¢ — 320 fin L*
cof L! fin} ¢ cof30 4 32 fin L* cof L* fin & ¢f
cof; ¢ &c.) + tang A’ (4ﬁnLcofLﬁn,c col3¢c%
+24.ﬁuL’ cof L fin} o* cof§ ¢* — § fin [ cof
L fin ¢+ col3c* 4 96 fin L’ CQfL fin £ ¢® cof %
¢t — 96’ ﬁnl‘ cof L? ﬁn c® cof 2 ¢* 4 320 fin
L7cofL ﬁn, ¢ coli ¥ — 640 fin L* cof L* fin
c coft ¢* ¢+ 64 finL* calL’ ﬁn—c COfI ot &C)
- tang A% (8 ﬁn L* cof L finf ¢ cof L ¢ — 2 cof
L fin] c* col’} ¢* 4 64 {in L* cof L finf o5 cof? ¢?
~— 64 fin L* cofL’ ﬁn~¢ cofi¢c! + 320 fin L*
cof L fin % ¢* cofl ¢’ — 640 {in L* cof L.? ﬁn
cof ; ¢ + 64 fin L* cof L’ fin ¥ ¢7 cof’ ¢* &c. )
-J- tang)x‘( 16 fin L? COfL ﬁn% c"c.of'c — 16{in
L cof L? ﬁn ¢t cof3¢" 4+ 160 fin L% cofL fin &
¢* col} ¢ — 320 fin LY cof L fin¥ ¢ coflgr
=+ 32fin L cof L* fin  ¢® cofi¢* &e. ) + &c.

En changeant les multiples des finus & cofinus en
finus & cofinus dlarcs multiples, & reduifant, on
a les termes ou A ncntrc pas ,
ss=ling L. (finic® 4 fin! et fincf 4 finkc?

+1;11 ¢’ &, )
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—fngL (ifinkct +ﬁn~c + fin 4 2fin
1c¢° &c.) = fin 2 L t.kc $fin 4L t. 3 c*
comme on le verra plus bus. Pour avoir les termes
qui forment le coéfficient de tang A, on confide-

. lin fe¢
rera que fang 5 ¢ = ol : , donc fing ¢ ==tang ;
ccolfc & fin! ccoflc—-tang{c col ¢ ==
tang 4 ¢ — tang ! ¢ fin! ¢*, & par conﬂ.quentﬁn;
¢t cof + ¢ == tang 4 ¢ finf ¢* -—-—tdng1 cfindc*;
ﬁn ¢t cof' ¢ =tangic fint ¢* — tang%aﬁnf
¢ ﬁn, ¢ coft ¢ = tang{ ¢ fin { —~tanc1r !¢
fin! c®, fin & ¢ cof*6=-‘~=t"mgzcﬁn & —tangic

fnib’ &c., ce coéfficient devient donc = 2 cof
Ltangf ¢ —"2cofL t.Lcfinfc* 4 8fin L* cof
Lttc finde¢ ~— gfinL?cofLt.fefinic* 4
24 finL*cofLt. fefintc*— 240nl*cofLt.ic
finl c® — g finl? cof L’ t. Lcfin{c*4 8 fin L?
cof L’ . ¢ finf¢* 4 64 fin L* cofL t. £ cfini
¢ — 64finLf cofl Lt tcfin!c® — 641in L*
cof L} ¢ ;6ﬁﬂic6+64fnL‘cofL't;cﬁnzc
-|-160ﬁnL' cofLtlclindc¢* — 160finL*cofLL
t. L cfinf ! — 320 finlé cofL?t.L¢ fin ' 4
320 fin L* cof L* t. 4 cfinz ¢™ + 32 fin L* cof L?
t.Lefindc® — 32fin L* cofLft.{ cfint ™ &c.
= tang,\(.cofL t'lnglc——— acofa L (tic
ﬁnzc +ticfinfc* +tlcfintg +t,c{‘n

' &ec.) Orﬁnic +find ¢* 4+fing &+ finlct

_fnzc‘ fin ! *
&C'——x-’-—ﬁnic cofi ¢*
ce {econd terme devient == tanga ( 2 col L tang

3+ ¢— acol 3L tang { ¢*). Dans les termes qui

==t % ¢*, donc
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forment le coéfficient de tang A* on mettra au lieu
de coftc¢*, 1 — fin £ ¢*, & lon aura
4 fin Lcof L fin4¢* — 4fin L cofL fin§c*
24 fin L* cofL fin £ ¢* — 24 fin L? cof Lfint
— 8finLcofL* fin ¥ ¢* 4+ 8fin Leof L? fin £ ¢* 4=
96 fin L' col L finkc¢® — 96 finL® cof L fin 3 c*
~— 96finL? cof L? finf ¢* 4 96 fin L* cofL® fin]
¢ + 320 fin L7 cof L fin{¢' — 320 fin L7 cof
Lfin{c'® — 640 fin L cof L’ fin{ &2 4 640 fin
Lfcof L? fin {c'e 4 64 {in L* cofL’ finfc® —
64 fin L? cofl L fin! ¢’ &c.==tang »* (2fin 2L
(findc* 4 finfct+fint & 4 fin ¢ c* &)
— 4 fin 4L (fin ;c"+2ﬁnz’c‘+ 3 fin £
&L ).) Ortangf ¢* ==fin { ¢* 4+ 2fin{ 4+ 3{in
5 ¢® &c. donc le troifieme terme devient == tang A*
( 2 fin2 L tang § ¢* — 4 {in 4 L tang £ ¢* ). Dans
les termes qui forment le coéfficient de tang A%, on
mettra au lieu de finf ¢ coff ¢*, t. ¢ finfc® —
2t4cfinfc* 4 t.fcfinzc®,aulien de finlc
cof 3¢, t.scfingc*— 2t jefinfc* 4t 2cfinlc®,
& aulieude finf ¢? cof fc* , t. L cfint ¢* —2tang &
¢ finfc® <4 tangfcfinyc®, & l'on aura,
: .

ikl et oot

64 fin L* cofLtang { ‘
L oD Qi —atniese)
=+ 320 f{inL°col L tang{c r
— 640 finL*col L*tang$ ¢ { finf ¢ &c ) ==
-+ 64 fin LicofL‘tang ¢ |

—3cof 3 L tangA t.tcx (finf ¢ +ﬁn zc‘
+ fin 2 00 &) == cof3 L tang A’ tang !
Dans lcs termes qui forment le coéflicicnt de tang A"
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on mettra au lieu de cof L ¢* 1—2finfc* fing

c+, & I'on aura .
3

. :ggﬁ E g(())fflf; { finfct—2finic+finic’)

4 160ofinL’cofL f

— 320finLf cofL? 4 finf ¢* — 2fintc’ &c)==

+ 32 finL col L*

— 4 fin 4 L tang A* (findc* + 2 findc® &c.) ==

— 4 fin 4 L tang A* tang z c*. Réunilfant toutes ces

valeurs, on aura L — A == cof L ( 2 tang A tang )

+ fin 2 L (tang £ ¢* + 2 tang A*tang L ¢*) —

cof3 L (2 tang A tang % ¢* +§tang A’ tangic’)

— fin 4L (4tangA* tang £ ¢* + 4 tang A" tang 2 c*

. + % tang?fct) ==

tang £ ¢ col L 2 tang A+tang ¢t fin 2 L (142tA%)

— tang £ ¢’ cof3 L (2 tang A + 8 tang A’)

— tang Lerfin 4 L (4t A"+ 4t A1

Or, en confervant les dénominations prifes ci-def-
fus, dans la Remarque précédente, nous avons va

a-—b
, in A=

ue cof ) = 2 donct, ) ==
WA= T s b

a—b

, 2 ta==a=b, =t (45431 Tt (455 A

(a—0b)

De plus tang A* == , donc 1 + 2 tang A

(a ——b)’__2+a’-—2ab+b‘
2 2

2+a ;"‘"2+b=3%'(‘a1+b1)=_:(t‘(4$.
+ 3 A}‘ + t (45" — L a)*), On aura de

=1
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méme ztang/\+-§tang)\’=—“a—-b+§

(a b)._a—~b+(a = __..-l):-;:
8 . 3
38— 3btd —3ab—3ab — b
: —
— . — b
3a—3b+a ja+ 3b— b:;(a‘-a-bl)
3

==Lt cas” + Ayt — 6 4" — 1Ay )
On a cnfin § 4 4 tang A" 4 4 tang A* == { 4
: 2 (ﬂ — b)4
(e — b)* + - ==
24 4 (8 — byt 4 (a — b

4
2+4-40°—8gab+-4b*4aq4 —4a’b+6ab* —4ab’+- bj

4
24 40" — 84 40° 4 a* — qar 4 b — 45+ b+
= %
w= (0t b*) = 4 (t.(45 "+ 12" 4 (45"
— £ 2)*). Subftituant donc ces valeurs nous
aurons ,
A=L— (t (45" 1) — (45" — {1 A))
tang § ¢ cof L -
—d(t G5 A (45T — 1Y)
tang ¥ ¢* fin2 L .
41 (L (45 F LA ~—t. (45° — £ 2D
tang< ¢’ cof 3 L
4t 450+ EA) -t (45— L)Y
tang 4 ¢* fin 4 L &c.
£elt laformule que trouve M. de la Grange.
Remarque
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ReEmMarqueE

Les deux formules de M. de la Grange dont jé
viens de donner la démonftration, font des fractions
compolées de quantités Trigonométriques & réduis
tes en fuites régulicres. Dans les Mcmoires de Ber-
lin de 1776 ot ce grand Géometre a donné uné
démanftration de ces formules , il en développe plu-
ficurs antres par fa méthode, & la méthode que nous
avons employée peut v’y appliquer aufli, comme
je vais le tuire voir. On a la formule tang x ==
a fin J —f- 3—(:{«), & il sagit de trouver fa valcur de

“col’ y -+ plin y
a it p par une fuite régulicre. On a tang (v — 3 ) ==
t.x —ty ‘afiny 4 bcoly {in _9‘\) .

e e

1 5-Laty \col'y -1—j)ﬁny cul y
1+nhny + b fin y

col'y 4 p tiny
alinycoly 4= b colyp? — ﬁn » col y — pliny*
coty’ 4~ ptliny coly 4+ a iﬂryi + b tiny coly
(o — ) finy colp + b - (/’+ p) liny®
(b+ 1) fin y col' y + (a0 — 1) fin 9* <+ 1

[ oo

(a—

- _—«-—;—-)ﬁn 25 +b«——(13-%-ﬁ)('5-——'1 cof 2.9)

T2y 1) i ol 2

O
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b — b —_
:_—-:( 2 P>+( tp)cofzy—-—(l a)ﬁn 29
(t -:- a)+(r —;a)cofzy+£—b%?—) fin 2y

==___:b—«zb-{- (b+p)cofzy—(1—a)fin2y
I 4+a+ (1-—a)col2y+ (b+p) lin 2y
Maintenant pour fimplifier cette expreflion, je vois
qwen faifant b4p=—rFkling &1 —a=rkcolp3
(k & @ étant des quantités indéterminées que je dé-
terminerai bientdt ), jaurai tang (x —y) ==
b—p+kfinpcofl 2y — kcof g fin 2 »
i1+ a4+ kcolBceot 2 yt+ 4k fin 3 ﬁn-z-y- -
b—p—kfin(2y —B) e
TF e F h ool (20 — 8 Or comme jai trois
quantités b, p, a & que je i introduit que denx
conftantes arbitraires £, @, je dois en introduire en-
core une, je ferai donc b—p=1{n@, & 1 4a
fin ® — kfin (25— B)
col® 4+ kcof (2 —B)
tang ¢ — k fin (259 — 8)
col @ .
1 4+ K col (25 — 3) ?
col @ ’

= cof ¢ ce qui me donne

ces déterminations nous donnent tang @ =~ ———

1 + ft]
b+ o ,
& tang B = - P , déterminations qui s’accor-
I —
dent avec celles qua introduites M. de la Grange.

On a enfuite &° fin B + # cof B = k' =
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(b4+p) + (1 -——,a)“ dou je tire £ ==

\'(b'i"jﬁ)2 (1 — a
=V (b+p)° +(r—a)
V(b —FF (1 F o)
2k in kB

» M, dela Grange trouve

=3 mais cela vient de ce

'] 4 = - I —a==
quil a fuppofé b+ p coTo i oo’
2 k cofl B 2 finog
col @+ £ col B’ P_—cof4>+kcoi‘,8&l ta
2 cof @ '

; ces fuppofitions étant moins

T cofl® + kcoflB
fimples que les notres donnent aufli une valeur de
k moins fimple, mais du refte tout fe fait avec
notre valeur de # comme avec celle qua adoptée

M. de la Grange: faifant maintenant pour abréger
k
col @
__tang @ — n finz

T 14 ncofz

(1t — ncol 3 4+ a* col 8° — nu? cofx* &c.)
On aura de méme

tang (& — »)’ == (tang @ — # {in %)’

==n&2y—B == 2, onanra tang (x —3)

e (t;mg Qo — fin %)

( 1t —ncolz+n*col 3% — n* cofl 2* &c.)3
taing (x — ») == (tang @ — n {in 3)°
(1 ~—ucofz -+ n* cofx* — #* cofz* &c.)

tang (x — »)" === (tang ¢ — # fin z)7
(1 — ncolz+ u* col 2* — #* col'zs &c.)? &c.
i faut mettre ces valeurs dans celles de
X =y == tang (x ———7) — 3 tang (x —3)?
g tang (w— p )t tang (x — )7 + &ec.
O 2
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Ortang (x — ) = (t. @Y — 3 nt. @ linz+ 3 #*
t. @fin2* — »* {in 2* &c.) X (1 — 3 wcofz + 6 n?
col 3 — 10 4’ cof % &c.)

Tang (x —p) = (t.@* — 5§ 7 £ o* fin 3
o 10 #7° t. @ fin 3> — 10 1 t. @F fin B &)
X(+— ¢ ncolz+ 15 #* col 2° — 3§ #° col ' &c.)
Tanz (x — ) = (t.P" — 71 t. @° fin %
S+ a1 #t t @ fin 2F —- 35 4% t. @* fin 2} &c.) X
% (1 — 7ncol 54 28 n* col®” — §4 ’ col =
&c.). Jaurai donc en fobflitvant ces valeurs &
négligeant les quantités qui paflent 3,

¥x—y =61 — ncofl 3+ n* col ° ~—

2 cof & &e.) —n ﬁnz(t — ncofls 4 #*
cofz® &c.) — 1t @ (1 ~— 3 ncol & 4 6 i
cofz* — 10 7 col 2 &c.) + nt ¢* fin 3

(1—3ucols 4+ 6n’colz* &c ) — 't ofin 3°
(1 — 3 ncol 3, + ; 7 fin = +%t.cp’=\
(1 — s neolz4 154 colz> — 351 cot's® &c.)
—at. @ lins (t—gncols 4 15 n' col z*).
w2att @ ins® (1——y5 1 colz) —?271’ t. @ {in2?
'---’t¢7(1—~7(/cof.,+28n cof z* — g4 n
cofl 2° &c.) 4 #n t. CD fins (1 — 7 ncol 2
k2 7 col ) — 3% t. @° fin z* (1— 7 ncolz):
5 7t 0" find & =t @ — ; t. P}
:-{--;-t.db' '-—-}td)’& ——acofly (1. — t. @2
-t @ — @ &L)“"—” iz (1 —t 0
6 CF — 1. 0 &) + 1t cof 52 Lt o— 2t Q>
-3t — 4t fpﬂ&c)»{—u fingcafz (1—3 t.Q*
F5 6Pt —— 7@ & - ﬁm (t.o—2t@?
- 3t®’u.(,)——*71' col 2 (1@4—-’%4%
+ 78 & — 1269 &) — #* fin 2 col 2%
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(r — 6t @+ 15 t.¢* — 28 t. @ &c.)
+ 7 finz*cof2 (3t P —10t. @'+ 21t.P° &)
dmwlind () —2t @4 5t @ &) &e
Ortg-—3t@ 41t P — ;t¢7"&c:—-—®,
le cod’ncwnt denncof zeftt.@ — t. @ 4 t. ©F —

t. ¢ &c == tqb(r——-tcp-}—t@———tql «\c)
Cettc fuite & toutes celles qui viendront aprés peu-
vent fe fommer par la méthode des fuites récurren<
tes. M. de la Grange a donné ‘dans les Mémoires
e Paris de 1772 Tom. 1, une trés-belle mcthode
pour trouver la loi de ces fuites, j'en expofcrai ici
une beauconp moins générale & moins favante
mais qui cependant peat étre d'un ufage trés- fim-
ple & trés- commode dans un grand nombre d’oc-
cufions.

La fuppofition la plus fimple des fuites récurren-
tes cft, que chaque terme {e forme immcdiatement
de celui qui le précede , elle donne en appellane 72 le

ceéficient arbitraive qui multiplié t. >, m == —1,

donc le dénominateur de la fraction fera 1 —

t. ¢F:= 1 4 t. @* loit le numdératcur v 4- st <D
r 4+ st CD

&c. En forte qu'on ait — — ==1 — t <D.‘
L4 L@t

+ t. @* — t.@* &c., on aura en multipliant en
croix v 4 5 t. @°
I—t. Q"+ t.0* — t. 0" &c. ce quidonne s==o0

+t 0 —t. 0" t. @ &c. &r—1,
on aura donc 1 — t P 4t 0* — t. @ & ==
t. @

1
PRarE &le cochxent de 7 cof 2 {era -I-:H -

et
——
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fin O

col P

1 4 fing*
Cul O°

== — gz cof z fin @ cof @. Le coéfficient denfinz

eft 1 —t.@* 4 t. ¢* — t. 9° &c. que nous venons

== fin ¢ col ¢, ce terme fera donc

I
de voir étre = ———— == cof >, ce terme fer
) Tr Lo b rme fera

donc — # finz cofl @*, & les deux termes réunis
feront — # cofz {in @ cof ¢ ~—# fin 2 cof @*,

on en mettant pour z f{a valeur

k

, col . @,
— kcof2fin @ — kfinzcol @==—4k fin (24 P).
Le cosfticient de #® cof2*elt t. P — 2 t. @* + 3 t. @°
-— 4 t. 97 &c. =t @P(1——2te" 4 3t Q*
— 4t 0° &c.)

Ici il eft évident que chaque terme ne fe forme
pas dapres celui qui le précede, je paffe donc a
la fuppofition que chaque terme fe forme d’aprés
les deux précédens, je ferai donc 3 == — 2 m
n, &— 4 = 3m—2n (m & nétant des
coéfficiens arbitraires ) , jai en multipliant la pre-
miete équation par 2, 6 === —— 4 m 4+ 2 #, ajou-
tant cette équation avec la feconde , jaurai 2==-—m,
doncm =—=-—2&n=34+2m=3 — 4
== — 1; donc le dénominateur de la fration qui
doit étre 1 — mt @* — nt.P* fera 1 + 2t @’
4 t. @* = (1 + t. ¢°)" Pour trouver mainte-
nant le numératenr je ferai

2 4
r<+ sto + tt. @ A&C'r.x P
142t 2 + 1t @° " ’
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== 4t @" & lon aura en multipliant
1I—2t @ + 360 — 4t.¢°=1x

+2t @— 4t " +6t Q"

4+ t @ — 2t @°
donc t =0, s= o0, v = 1, enforte que
I —2tP 4 3t.@"— 4t 9 =
I L1

(1 +t@*)? fec @*
ficient, de #*cof 2* fera == t. ¢ cof @* = fin @
cof @* & le terme lui-méme fera #* cof z* fin @
cof @* , le coéfficient de #* fin2* fera par la méme

t‘ .
raifon T +¢t N == cof @* fin p, & 1¢ terme

== col @*; doncle coéf-

lui-méme fera — #* fin 2* fin @ cof ¢*; & ces deux
termes réunis {eront #* fin @ cof @* ( cof 2* — finz?*).
Le coéfficient de #* fin z col 2 eft 1 — 3 t. @*
4+ 5 t. @* — 7 t.@%; jaurai donc ici en vertu de
la méme {uppofition § == — 3 m4-n, — 7 =22
§ m — 3 n, multipliant la feconde équation par 3
jaurai 1§ = — 9 m <4 3 # & ajoutant cette équa-
tion avec la feconde j’ai § == — 4 m,donc m=—=—2
& n= ¢4+ 3m = §— 6 =—— 1, donc le
dénominateur de la fradtion fera 1 4 2 t. @* 4 t. @*
== (1 < t. ¢*)° Pour trouver maintenant le nu-
r st 4+ tt e
I+ 2t Q" 4 t. P? =
I—3t.Q*5t.ot—rt. @° & jaurai en multipliant,
I—3t*45t.P*— 7t P°

tat e’ —6t 10t ¢ =1 —t, 4* donc

4t ¢t — 3t o°

=1, s== == 1, t =0, enforte qu:

mérateur , je fetai
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I —t ¢
(1 4t o)

- 2

- /I ﬁn. q)ﬂ> col ¢* == cof o* — fin ¢ col ¢%;
\ col ¢

donc le coéflicieht de #* fin 3 cofl 2 fera ( col ¢* —

{in ¢* Cof<b )s &’le terme luiméme n* fin z cof &

(col ¢* — fin ¢* cof ¢*). Réunillant ¢e terme au

précédent, on auraz® fin ¢ col ¢* (cof 3> — fin z*)

~+ n* {in 5 col'z (cof ¢* — fin ¢* cofe* ) == #?
2

. . . 71 BN . . . ’-
cof 2 z fin¢ cof ¢* + —fin 2 2 (col¢* —fin ¢*
2

1— 3te"+ gt r1¥4-4—7t. ¢ &c. =

col ¢* ), ou en mettant pour 7 {a valeur £* cof 2 z

fin d»oofq;-}—i_ﬁnzz (cof o> — fin ¢°) = ’

cof 2 2 {in 2 ¢ +;3~ﬁn2:'zcof2¢ = }*

——

(ﬁn~2zcof2¢+cof2’zﬁnz’®)' ——

fin 2 (2 4+ ¢ ). Le coéflicient de — #* cof 2% cft
t.o— 2t g3 p o mt et — 12t ¢ & ==
—t‘b(g—-lotcb 4 21 t.o* — 36t ¢”&C)
Je vois en eflayant la chofe que chaque terme ne
dépend pas uniquement des deux précédens: pour
voir il dépend des trois précédens, il faudroit avoir
plus de termes de la fuite ; or pour ccla il neft pas
beloin de continuer tous les calculs que nous avons
faits, ce qui feroit fort long, les termes fuivang
fe trouveront aifément par le moyen des différences 5

comme on va Ig voir,

TERMES:
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Texr Mzs

3 10 21 36 5§ 78.
~ IX 1§ 19 23
4

4 4 4

Les fecondes différences font donc conftantes &
== 4, & an moyen de ces différcnces je eontinue
la fuite des premieres, ce .qui me donne 19 & 23,
enfuite ab moyen des premieres je continue la {uite
des termies mémes, ce qui me donne 55 & 78.
La fuite eft donc
3 — 10t D21t Q*—36t.0%455t. P78t Q™
&c., & je forme ces trois équations h

— 36 == 21m — 10# 4~ 3P
§§===~36m 4+ 21— 10p
— 78 =2 §§m — 36n -4+ 210

Je multiplie la premiere équation par 7 & jen
retranche la troifieme , ce qui me donne — 174
S=92m 7 341 0u — 87 == 46w —— 17 N,
Je muliiplie la premiere équation par 10 & la fe-
conde par 3, & je lcs ajoute enfemble, ce qui me
donne =~ 19§ == 102 m — 37 #. Je multiplie
la premiere de ces deux équations par 37 & la fe-
conde par 17, & je les retranche l'une de l'autre,
ce qui me donne — 96 == 32m oum==—— 3,

donc n =— if.’f..tgz — 138 + 87
17 T & prme 36:—~ z;r m-- to# .

P
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cr e ‘
36 : 30:—-—5:-— 1. Donc le déno-
minateur dé la frattion que je cherche qui doit étre
I —mt. P —nt.@*—pt. ¢ fera=—=1 4+ 3t.¢*
+ 3t@* +t ¢* == (1 + t.@*)% Maintenant
pour avoir le numérateur je fais

r+st Q2 Ftt P &e
Tt FILg et ot ¢" +
2160 —36t.0"+ 55 t.P — 78 t. P*° &c.

& jai en multipliant

3—-xot4>°+zrt¢>———36t¢°+ggtq>8 78t.9™
+Fot.O"— zotcp“+63t¢-108t¢8+16st<p‘°
+9t¢——30t4>"+63t@ — 108t.Q"°

+ 3t.@°—r1ot.@® + 21t@™

3=t. ¢’ donc r==3,5s==~—1,t == o & la fraction eft
3 — t. @
(1+t0*)y ‘
t. 0— ; t. ¢ fin @ , fin @*) &*
(r +t @*)° (Coﬂp LUI@)

== cof ¢’ ﬁn@ — 3 fin @* cof @*, donc le terme
eft — #n’ cof3’ (f‘n(o col @° — 'fm @’ col@?),
ou en mettant pour # {a valeur — £* cof z* (fin@
cof &* — ‘ﬁnCP’)—-—-k’ cofz* (fin @ ——
“ﬁn(p') ;B cof2’ (3fingd — 4fing?)
= cofz*' fin3 o- Le cotficient de #* fin 2°
coi = cﬂ:;tcp—-—-— 10 t. @ + 21t @* &, ==
t® (3—10t@* 4+ 21 t, ' &c.) == (parce

donc le coétlicient en queftion eft
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ue nous venons d roﬁver) 3t ¢ — t o
que : ons dep TR Loy

3 B
<3 ﬁnfp_ﬁn'Cb > col @ == 3 cof D' fin @ —
cofl @ col @* * :
fin @* cof@®’ , donc le terme lui-méme el »* {in 5?
cof = X (3 cof@* fin ¢ — fin P’ cof @), ou
en mettant poyt # fa valeur #* fin 2* cof z (3 col @?
fing — fing?) = # finz® coflz (3 fingd —
"4 fin @') — & finz* cof z {fin 3 §. Donc ces’
deux termes réunis donnent
1 #1fin3o (3 fins* cols — cofl )= — Lp*
fin 3¢ (3coflzs — 4 colz®) = — 1 Ffin3 o
col 3 . Le coéfficient de — #° fin % cof %° eft
I — 6t @ 4+ 15t @* — 28t @©°. Pour en'
trouver la loi, il fant chercher plus de termes, ce.
que je fais comme ci-dellus:

TEeRrR MES

1 6 I§ 28 45 66
§ 9 I3 { 17 21
4 4 4 4

Jai donc la fuite 1 — 6t.@* + 15 t. P —
28 t.o° + 45t @ — 66t @ &c., & je forme
ces trois équations , —— 28 == I1§m —— 671 4~ p.
4§ —=—28M T+ 1§71 ~— (P
— G == 45m—25U-}1I5p.

Je multiplie la premicre ¢équason par 6, & jen
retranche la feconde, ce qui me donne — 123
P2
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== 62m — 214, je multipliec la feconde équa-
tion par §, la troifieme par 2 & je les ajoute en-
femble,, ¢e qui me donne 93 == — som + 19 2.
Je multiplie la premiere de ces deux équations par 19
& la feconde par 21 & je les ajoute, ce qui me

donne — 384 =128 m, ou m == — 3, dong
____93+som___93 — Ifo 57
- 19 o 19 19

s=——3 &p=—28—15m 4 6n==—

28 + 4§ — 18 == 4§ =~ 46 = — 1; donc le

dénominateur de notre fration fera 1 + 3 t. @*
+ 3t 4 t.9°== (1 4 te*). Pour trouver
r 4+ st P* 4 t. P* &c.
1+3 6 Q0 43t 0 4t.0°
e I — 6t O 15t @ — 28t. P 4 45t Q1
— 66 t. @' &c. :

le numérateur, je fais

& jai en multipliant

f— 6t 15t.3* — 28t.0° + 45t.0" — 66t.0™
+3t.P*—18t.P 45t — 84t P" + 1350
+ 3tQ* —18tP° + 451’ — 414"

4t 0 — 6P F 15t P°

e=1-—3t9*, doncr=r1, s=-—3,t=—0

. I — 3 t @F 1 — 3fin @
& la fration eft (T Foo" ) — (
cof@* ==cof@* — 3 fing* cof @*, donc le terme
eft —#* finz cofz* (cofl @*— 3 fin @* cof ¢* ) ouen
mettant pour # fa valeur , = 4? fins cof z* (cof ¢?
— 3fin@* cof @ ) = — A finz cofl 3* (4 col @?
— 3cofl p) == — A fin 3 col =" cof 3 . Le
coéfficient de #* fin 3* ¢t i —a cp 4§ t. @* &c.
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=1 (1 —— 6t Q" + xgt @* &c.) == ( parce

(1——3¢t¢%)
que rous venons de voxr)‘ Y
7 L@ — fin ¢* ¢ .
W:=<§ CO[CP7'>C0[‘@ —'-‘,(cof@‘

~— 3 fin ®* cof@*) donc le terme cft ;#* fins?
(cof ¢ ~— 3 fin ®* cof ®*) ou en mettant’
pour # fa v1lem Yk fin 2 (cof @ — 3 fin @*

of@) = ; & im 2 (g4cef @ — 3 cof@)
== 3 #* fin z col 3 @, donc ces deux termes réunis
feront 5k cofl3 @ (finzs' — 3 finz coflz’)y=73
& cofa @ (4finz*~—3finz) =-— 1k cof3¢
fin 3 =. Réuniffant maintenant ce terme a cclui que
nous avons obtenu plus haut , nous aurons — 3 A3

(fin 3 3 cof 3¢ + cofngm;@)-——’k‘
fin 3 (24 @) Subftitnant maintenant toutes ces
valeurs, nous aurons x — y =@ — klin (2+0)
4z Ak fin2 (34 @) — ;& fins (z+<p),
donc en remettant pour z fa valeur 2 y — @, nous
auronsenfinx ==y +~ ¢ — kfin (23+0—8)
+ i1k fin2(2y+p—pB) —; ktinz (2y
+ o — 8) &c.

.Ce qui cft la formule que trouve M. de la Grange.
La loi de la progreflion eft maintenant évidente.

Je remarquerai au fujet de la méthode que je
viens d'indiquer pour trouver la loi des f{uites ré-
currentes que fi 'on fuppole, cette loi compofée de
moins de termes quelle ne I'eft réellement, on trou-
vera que les cotfficiens ne fatisfont pas a dlautres
termes qua ceux quon a fait entrer dans les équa-
tions; & que fi on la fuppole compolée de plus de
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termes qu'il ne faut, on trouvera les coéfficiens fu-
perflus égaux & zéro, en forte que cette remarque
évite plufieurs titonnem=ns , puifquil n’eft pas be-
foin de commencer par la loi la plus fimple & de
procéder par ordre.. Suppofons par exemple, que
dapns la fuite 1 — 2t @* 4 3t @% — 4 t. @€
+ 5§ t. @ — 6 t.¢"° &c.; Pon et voulu faire déx
pendre chaque terme des trois précédens, on auroit
forméles trois équations — 4 == 3m-—2n-4 p
§==—4m 4 3 n—2p

— 6 == §m— 4n-+3p

je multiplie la premiere équation par 2, & je I'a-
joute a la feconde ce qui me donne = 3 == 2 m — 2,
je multiplie cette méme équation par 3 & jen re-
tranche la troifieme, ce qui me doune — 4 ==13 m
~— 27, Je multiplie la premiere de ces deux équa-
tions par 2 & jen retranche la feconde, ce qui me
donnem =— 2, doncn==2 m + 3 =— — 4,
+3=1, &p=—4—3mt2n=—4
-+ 6 — 2 == o0, ce qui fait voir que chaque terme
ne dépend que des deux précédens , & nous donne
Ia méme échelle de relation que nous avons obte-
nue ci-defflus. Si les fuites ne font pas récurrentes,
cette méthode ne doune pas la fomme exacte de la
fuite, mais elle la donne par approximation, & d’au-
tant plus exatement qu’on compofe I'échelle de rela-.
tion d'un plus grand nombre de termes, ainfi qu'il
feroit aifé de le faive voir fi c’en étoit ici le lieu.
Une autre formule que traite M. de la Grange dans

a finy

Pendroit cit? ef Ci: tang X m== e
t celle-ci; tang ol ip’
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t.x —t. !
donc tang (x=— ») U R ARILT gy

I4txty
a {in y fin »
p+col'y cofy aﬁny cofy —finy cofy—pﬁnj
1+ alfinyp® ~ coly? +pcoiy+nimy
p col'y 4 coly?
a—x

= fin 2 y =— p liny

It+pcoly + (a— 1) liny?
a‘ql'ﬁn:y — p fin »

==

a 41 (a—1)col2 y+4 pcoly
2 2
(a—1) fin2y — a2 pfiny
a +1~— (a—1)cof2y+42pcoly

a— 1 ol 4 l
=T F W2 — i, iy
I -1 ~—a 2
——- cof
ucof2y+l+a°0-7
p I_—-'aﬁn 2
= — [—= fin y + T + 7
14+ 2p
{ —_ C0f2
— C0y+ 1+a Y
fi
m__( m 1n y + 7 fin 2—?__> (en fifant 7 ==
L+ mcoly+mncolay

2 p 1-—-a> /mﬁryy-}—nﬁnzy)
(—] I e
\ 14+A
Cen faifant m cof y 4+ ncof2y="A.) Or x —
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g=t.(x—y)— jt.(x—p)% 41t (x—2)"
I —— — 2 3 LI SR
&C-&l_*_A——I A 4 A* — A} 4+ A* &c.;
(1-+4) 3—"1——-3A+6A"—10A’&c
(1+A) 7 =1— § A &c. donc
¥ — y == — (mfiny 4+ nfin2y)
(1 — A4+ A* — AP A* &)
4+ (mlay 4 u fin 2 » )}
(1—3A+6A*— 10A*&c)
—(mfiny + nfin2y)
(1 — §A &c.)

On a douc, en faifant les multiplications indi«
quées, & mettant‘ pour A fa valeur, x — » == —
m ﬁny + ;3 (m — 2n) ﬁx12_y+nzn fin 3
J-m’ (4 ﬁny + 'ﬁnay — 1ﬁny+ fing y)
+mn(ﬁn4y+ fin 2y 4+ ﬁn4y~—-;

finzy+ & ﬁn4.y)-‘—'n fin 4.y-~m°( finz2y
+§ﬁn4_y—-—ﬁnzy+'fm4y)

( Jai réduit les multiples des finus & cofinus en
finus & cofinus de multiples d’arcs, & jai négligé
les puiflances qui menoient au-deflus de fin 4 y)
ou x — y == —mfiny +3(m*— 2n){in2y

3
GFmnfingy — 7iz—ﬁn 3y—mtnfin 4y +3n° {ingy

--——m"ﬁn4y=——mﬁny+ (m? ——~2n)ﬁnzy
—3i(m'— 3mn) fin 3 9+ L (mt — 4mn
+9.n ) fin 4y &c. La loi de ces coéfficiens eft
bien aifée 3 déterminer, car foit la fuite A fin y — 1B
fin2y43;Cflin3y—;Dfin 4 y &c. onaA==m,
B=m" — 2t smAm—2n == Ca=m —
| 3 M
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3= m> — 2mn —mn = Bm — Ait}
D=m*—sgmnton =—m — 3m n —
(m*n—2n") == Cm — Bn; enforte que ld

fuite des coélficiens forme une {unite récurrente dont
chaque terme dépend des deux ptécédens. Or; on
fait par les tormules de Newton que fi m == P + @
& m=1pg, onaura m* — 2n=P* 4+ Q, m}
— 3 hmin=D 4+ Q, m — 4wt 2n* ==
P+ 4 QF &c. P & Q étant les racineg d’une €équas
tion de cette forme 1 4 Mz + % 32 = 1 4
2 P z + ! ~‘_"az’,- donc ¥ — g == — zifiny
1+ 4a I v+ 4 _

Glimt —a2n)flin2y — §(m — 4 sin) fin ¥
o1 (m*— gmrn+ 20" )1n 4y &c. & en mettant
pour les cotfliciens leurs valeurs trouvées  on aura
¥==3 — (P 4-Q) fin y + § (P4 Q:)fin2y
— (P 4+ Q) fins v+ 3 (¢* + Q) fin 4 &

Ceft Ia formule que ttouve M. de la Grange.

M. de fa Grange prend enfuité la formple t. 4
@ finz g+ £ finj

cof 23+ pcoly + ¢

—

. Pour la réduire e fuite réguliere, il parolt d'abord
indifférent de prendre t. (4 — » ) out. (x — 23),
hais wn effai fiait voir que la derniere fuppofitiont
donne upe fotme plus réguliere. Je prends dong.
t & t2y s
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iﬁn 2y 4 bliny {in 2,)’>
co(zy-f—pcofy t-g colfzy
I« afin2y* + b (m 2y fin y

col 2 9° 4 P cofl 2y coly+gcolay
afinzy eof ytihfiny cof~y.. finaycol2y-cphin2y coly.. qfinay
cofl 292t peol ay coly + qcul':y tufinayr+tbhin3y liny

a:lﬁn4y+17ﬁnycofzy——-pﬁn2y coly—gqflin2y

1+ (2-=1) in2y"peotay colyt6linzy tiny 4 g col2y
%ﬁn:}y + —{" fingy- }iﬁﬂy--‘o ﬁ“?]--‘{" finy--qfinay

e

”u' .(‘( - ')co{l{.ﬁ' L col;ﬂ- 4 cuﬁyf-—cufy- -cofgytqcolay

— q n ./_7]__/{.)‘~ ( )
- finy - uﬁn..y-- T, fingy-- . (ingy

I

miliny + nlin2y -4 rlin3y 4 sfin g4y
14 mceoly+ncol2y+rcof3y+ scol'qgy
b-+p _2q p— b

en fuifant m == —— , ==, p == .
1+ w’ I+4+a 1 + a

) el
I 4 a
nominations prifes dans Pexemple précédent, je ferai
A==mcol y4ncolay +rcol 3y +scol 44 &
au moyen des fuites cxpofées ci- dellus, jRUI’?l
X 2y == — (mliny+nfinzy 4 7 fin 3
+sﬁn 4y) (1 —A 4+ A — A+ AY) &c )
+i(mlny 4 ufinzy—4rfing y+:ﬁn4y)
(l——3A+GA‘ so N &) — z(mfiny 4
niinzy+rfin 39 4 slingy)? (1—--7A&C.)
Or on a en fuilant les multiplications indiquécs,

m——o———
_

pour abréger. Pour employer les dé-
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& mettant pour A fa valeur, faifant les mémes ré-
ductions & négligeant les mémes chofes que ci-deflus,
X —2y=——mfiny+ 3 (w-—2n)linzy
+mnfingy — v {in3y

~— o (S finy 4+ Jfin3y — 3 finy+;fin 33)
~— m*n (Lfing y+Liln2y+ ;fin gy — ]

2

fin2y+ifin4y) +7~12— fingy+mriingy

~—sfingy+m* ([fin2y+; ngy— 3 fin 2y
+gfingy)=— mfiny+i(m* —2n)fin2y
~— (¥ — 3mn+4 37)fin 3

Fi(mt — 4w n + 208 4+ gmr — 45)
fin 4 » &c.

La loi des cocffiiciens fe détermine comme dans
le cas précédent, car fuit la fuite A finy — 1 B
fin2y 4+ ;Chazy — } Dingy &e
OnaAd =m, B=m"—2n=Am—2un,
C=m' —3mut3r=—=—m~—2mn—mn
+3r=Bm-—An—+3r, D=—wm~—gu’n
Santd-gqmyr— g4s-=mt—— 3 w4 3ir

~— (m'n — 218" )4+mr — 45 == Cw —DBn
+ Ar — 45, & Pon aurnit trouve en pourfuivant
le calcnl qui ma avcune difliculté £ ==Dmn — Cn

+ Bu— AS, & ainfi de fuite, en forte que la
fuite des cotfliciens efl une fite récurrente dont cha-
que terme dépend des quatre précddens. Or on
fait par les mémes formules de Newton que jai
citées plus haut, que fi m == P - Q4+ R+S,
#==PQ+PR+PS+ QAR 4+ Qg+ RS,
¥=PQR4+ PQS 4+ PRS 4+ QRS, § ==
PQRS, on aura
Q2
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m==P4+Q 4 R4S, m* — 2 # =P+ Q +R*+5
' — 3mnt3r=P 4+ Q+R +8&,
P — grtnt-an*+amr — 4 s==P*+ Q¥+ R%4 §% &c,
P, Q, R, S étant les racines d’'une équation de
tette forme 1 +mz + n2* + rz* + 53+, donc
en mettant pour les coéfficiens leurs valeurs trou-
vées, on aura

,xmzy—-(P + Q4+ R4 S) fin p + 1 (P*
- Q+ R*+ 5 ) finzy—3 (P’+Q’+R‘+s*)
fin 394+ (P + Q + Bt + $*) fin 4 &o,

Ce qui cft la formule que donne M de la Crange,
1l et aifé de fentir que fi la fru&tion étoit plus coms
pofée & qu'on elt tang x ==

finy + pfin2y 4+ gfin 3y &c. . .
coly scof2y & gcolsy & on arriveroit pag

Un procédé analogue a des conclufions analogues ,
& qu'on auroit des réfultats femblables & ceux que
donne M. de la Grange dans le Mémoire cité.

La méthode dont je me fuis fervi pour traiter
les formules de M. de la Grange, ecft toute fimple
& fe préfente d'elle-méme & Pefprit, mais le détail
des calculs m’a paru exiger allez d’artifices analyti-
ques pour mériter d’étre expofé: M. Lambert avoig
commence é fe fervir de cette mcthode dans les
Iznhemcrldus de Betlin pour 1780 ; mais il sen eft
tenu a un cas tout- a - fait particulier, & je ne fache
pas quiil ait repris, ailleurs ce travail,

A
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"Propsreme VI

Expofer les fondemens da calcul afironomique des Licux
des Plnuetes.

Soit AP I'orbite d’une
planete , A L Péclipti-
que. Soitla planete en
P, &P L une portion
du cercle de latitude
qui paffe par P, APeft
ce quon appelle Par-
gument de latitude ,
P L eft la latitude de la Plancte, P A L linclinai.
fon de fon orbite, A L fa ditance de la planete an
noeud A réduite a Pécliptique , quon appelle tout
fimplement la diftance au nceud. Etant donné le
lieu dela planete , on a largument de latitude AP
en en retranchant la longitude du nceud A, & con-
noiflunt Pinclinaifon P A U de la planete, on con-
noitra duns le triangle P A U retangle en L Thy-
pothénuze A P & un angle A; on aura donc par
le quatricme Cas des tr. vedt. fin P L. == {in Luti-
tude ==1{in AP in PAL, ce qui donune cette pro-
portion ¥ : fin AP = fin PAL: finP L; cefll-i-
dire , le rayon clt au finus de Pargument de latitude
comme le finus de linclimailon de Yorbite elt au
finus de la latitude. Celt la proportion que donne
M de la Lande, Altr. §. 805.

On appelle réduction & Décliptique la différence
efre Pagc A P & l'urc A L; pour la trouver je cher-




996 ESSAI DE TRIGONOMETRIE

cherai le c6té AL, & jaurai par le cas cité tang AL
= tang AP cof PA L, ce qui donne cette pro-
portion 1 : cof P AL =tang AP:tang AL, celt-
a-dire , le rayon eft au cofinus de Pangle dinclinai-
fon comme la tangente de largument de latitude
elt & la tangente de Parc AL, proportion rappor-.
tée par M. de la Lande §. 806. Pour en déduire la
rédudion a Pécliptique ou AP = AL nous remar-
querons que tang (AP — AL)

__tang AP — tang AL
T 14 tang AP tang AL
: tang AP (x—cofPA L)
tang A L fa valeur ) Tr g AT Gl AL —

tang AP fin verf PAL _ . .
T+ ang AP  colPAL Soit fin verl. PAL = s,
& tang AP=—=2z2, AP=A, on amacof PAL ==
1 — 5 & tang (AP — A L) ==

(en mettant pour

2 s , .
— == (cen exécutant la divifion)
I+ 22—23" ¢
2§ 2} 5t PAN 27 s*
: -+ + + &ec.
T2z (1422)"  (142)% * (1+2z)*
2 tang A \
[——=— 7 _=—=f{inAcofA=11{fin2 A
I+22 f{ec A? z ?
3 . 3
R 2 tang A
dc méme — == {inA? cof A ==

(1 42%)°* " fec A
ilinAcofA—ifin3 AcofA=}fin2 A —} fin
44— fin2A==}fin2A — fin 4A. (Il fe-
roit aife de pouller plus Ihin Papproximation ), donc
tang (AP—AL) ={isfin2A4}s:fin2A
— 55 lin4’A == AP]-~ AL dans le cas ot cette
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rédu@ion ecft fort petite. Ceft la formule que donne

M. de la Lande § 2933, & qui réfulte tout fim-
plement de la divilion, au lieu que M. de la Lande
a eu recours a une mdéthode indireCte. Si Pon né-
glige les s*, onaura AP — AL = ; 5 {fin 2 A,
& fi on fait fin 2 A== 1 ou A == 45", on aura
AP — AL =1{ s Donc la rédultion a 45 degrés
da noeud eft égale a la moitié du finus verfe de
Vinclinzifon, & aillenrsil n'y a qu'a multiplier cette
réduction & 45" par le finus du double de l'argu-
ment de latitude , celt ce que dit M. dg la Lande

§ 808.

Soit S le

foleil , P ¢ »
une plane-
te fupé-
ricure, T Ia
terre , ab-
baitlons
une per-
pcndic.u-
laire, P L.
fur le plan
de Téclip-
tique &
menons les
lignes SP,
PT,SL,LLT.
Soit SF pa-
rallele a TL, foient T A*, SA paralleles & dirigdes
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an point de I’équinoxe du printems A ou A* duquel
on Commence a compter les longitudes, A S L
fera la longitude héliocentrique de la planete comptée
fur Pécliptique ( nous venons de voir comment fe fai-
foit cette réduction a Pécliptique ) AS T fera la longis
tude dela terre, & TS L fera la différence des longi-
tudes de la planete & de la terre, c’eft ce que les Altro-
nomes appellent Commutation. On connoitra donc ld
Commutation dés qu’on connoitlalongitude des deux
planetes. Sil'on connoit de plus la diftance du fo=
Jeil 4 laterre S T, & la diftance du foleil % la
planete S P, on réduira cette derniere diftance ¥
Pécliptique , ceft-h-dire, qu'on cherchera § L: On
aura dans le triangle retangle SLP, SP:SL =
1:cof LSP (LSP eft ce quion appelle la latitude
héliocentrique quon fuppofe aufli donnée pat les
tables) on aura donc SL == S P cof L S P; main+
tenant dans le triangle SL T, on connoit deux cotés
ST, SL & Yangle compris TSL, on aura donc
langle STL, car ona par le troifieme Cas des ana«
(STL—SLT)
2

== €Ot

logies de Neper; tang
LST < SL — § T)
2

—— {in
2

= L. Mais comme il sagit
SL 4+ 8T
fin —_—
2
ici d'un triangle rediligne & non d'un triarigle fphé-
rique , it fant mettre au lien des finus des cotés les
cbtés mémes, ( & avec cette précaution on peut dé=
duire toutes les propriétés des triangles redilignes

de la trigonométric iphérique ) Fom aura donc tdxz;_g
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\

/S_TL——SLT)__cotLST/‘SL — 8T
= cot —{ )

\ 2

%
- -y

SL+ ST,

2
Jaurai donc cette proportion SL 4+ ST : SL — 8§71
T:tang<bTL _—SLT>; ot LST

2
&= 180" — (STL + SLTJ; doncIJ—S;rﬂl

por — (STL £ SLT) ST

== cot

s donc cof L

=== ting

LT - ;
_(S TL ':' S )4 Donc la proportior devient SL

'+ST‘SL——ST=tan'(S'TL‘:— SLT)’.
(STL SLT
2

tahg
(STL_—_—- SLT) — tang <STL__+,SLT)><

)‘ Donc tang

2 2
2-—%{—}}2{ Mais pour tendre cette formule plas

propre aux ufages aftronomiques, je confidere que
SL —ST SL

T Ot comme tang (A=B)
b
tan ——
o f2rig A t'mg B — SL —
14~ tang A tang B bL—j—b’l

R
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tan > L —— a
T—;- t. S L ST

"*,—;t. [y
sT"4

=t (x-——4s ) (en ﬁuhntg ,II}——TxouST:

SL == 1:t x & confidérant que tang 4§°* == 1.)
' /STL—SLT
s Donc tang . ) = tang
(sTL 4+ sLT

2
donc la tangente de la différence des deux angles,
on fera cette proportion; le plus petit coté eft au
plus grand comme le rayon eft a la tangente d’un
angle dont on retranchera 45°, & lon multipliera
Ja tangente du refte par la tangente de la moitié de
la fomme des deux angles, ou par la cotangente
de Ia moiti¢ de la commutation. Ceft la démoni-
tration du § 816 de M. de la Lande quil ma pas
démontré an moins dans cette édition. Du refte, il
'y a.pluficurs fautes dimpreflion dans ce §. Nous
connoitrons ainfi Pangle ST L qui eft le plus grand
tdes deux angles, & qu'on appelle I'élongation, pre-
nant alors le fupplément 4 180° onauraF S T quon
retranchera de AST longltude de laterre, & lon
‘aura ASF == A~T L == 4 la longitude géocen-
trique de la plancte. Volila le fondement de toutle
calcul aftronomique de la longitude géocentrique
d’ime plancte. Les fignes varient fuivant le lien que

> tang (x — 45°). Pour avoir
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Ia planete occupe dans le ciel relativement au {oleil
& A la terre. Jai pris ici pour exemple une plancte
fupérieure, le procédé eft lc méme aux fignes pres
pour une planete inférieure. La latitude géocentri-
que fe trouve tout de {uite, car dans le triangle PS L
onaSL:PL=r1:tang PS L, & dansle trian-
gle PTL, TL : PL = 1: tang PTL, donc
PL=SL tangPSL = TL tang PTL. Done
TL:SL=tang P S L : tang PTL. Mais TL:
SL=finTSL:{in LTS, donc fin T SL: {in
LTS =tang PSL : tang PTL ou, le finus de
la commutation eft au finus de ’élongation comme
la tangente de la latitude héliocentrique eft A Ia tan-
gente de la latitude géocentrique. Ceft la propor-
tion & la démonitration de M. de la Lande § 817,
& ceft le fondement du calcul aftronomique de la
latitude géocentriqne,

On cherchera enfuite Ia diftance accourcie T L de
la planete a la terre au moyen de Ja proportion
rapportée ci-deflus , car elle donne T L ==
SLfin STL
T fin LTS
de la commutation, comme la ditance accourcie
de la Plancte au foleil, coft & la diftance accourcie
de la plancte & la terre, & alors on aara bientdt
Ia diftance réelle T P, parce que le triangle rectan-
gle TLPdonmme TP: TL= 1: ¢cof PTL ou

I L
=Tl

ou le finus de élongation eft au finus

, il 0’y anra donc qu’h divifer

R 2
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la diftance accourcie par le cofinus de la latituds
géocentrique pour avoir la diftance vraie; ceft ce
que dit M. delaLande §. g19.

L’angle ST L qgni eft la différence entre lIa longi-
tude héliocentrique & la longitude géocentrique
(parce que SLT=FSL == ASL —ASF)
g'appelle la parallaxe annuelle ou la parallaxe du
grand orbe. Soit un cercle quelconque & un point
hors de ce cercle, la parallaxe eft la différence de
Ia pofition ou l’on voit ce point depuis le centre du
cercle,, on depuis fa circonférence. Si ce cercle eft
Yorbite de la terre, la parallaxe eft la parallaxe da
grand orbe, celt celle dont il sagit ici, fi c'eft le
glabe terreftre, la parallaxe eft la parallaxe ordi-
naire dont le calcul eft furtout néceffaire pour les
éclipfes , & dont noys traiterons dans le Chapitre
fuivant.

Pnonnamn VIL

Ponner une folution du Probléme de Kepler fuffifante

pour les ufoges affronomigues dans le caleul des
Llanctes.

On démontre dans tous les livres d'Aftronomie,
( Voyez la Lande Aftr. §. 952 & fuiv.) que p. étang
Tanomalic moyenne, g Panomalie excentrique & @
Yanomalie vraie, onaura p == ¢+ & fin ¢, (b étant

ycicentricité) & tang 3 @ :tangig==1+ § — A3
W I = & Onvoit donc que {i 'on connoit I'an@s
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malie vraie on connoitra Panomalie excentrique, &
que connoiffant 'anomalie excentrique on aura l'a.
nomalie moyenne, Il eft donc fort aif¢ de déduire
Panomalie moyenne de Vanomalie vraie. 1l n'en eft
pas de méme du Probléme ou Pon demande de
connoitre Panomalie vraie par Panomalie moyenne.
11 elt aifé a la vérité de déduire Panomalie vraie de
Panomalie excentrique , mais la difticulté confifte &
déduire Panomalie excentrique de Panomalie moyenne,
Ceft-a-dire , de tirer la valeur de ¢ de Péquation
=g+ % fin ¢, & Lon ne connoit point de mé-
thode rigoureufe pour le faire. Ceft ce que les géo-
metres appellent Probléme de Kepler. M. de la Lande
expofe § 920 la méthode d'approximation qu'avoit
donnée M. Caflini. Je vais 'expofer ici confidérée
analytiquement , ce qui fera plus clair & plus
fimple.

Soit p — qun affez petit arc, on pourra fup-
poler p —g=={in (p — gq) =={in p col ¢§ —
fing cofp, doncp==g+1{inpcolq — {fing colp
==q 4+ kling, donc kling==1linp colg — fing
cof p, oufing (A4 colp) = colg finp, ou

finp
£ 4 colp’
la valeur de Panomalie excentrique par Panomalie
moyenne. Mais comme cette valeur n’eft pas exacte ,
voici une méthode pour approcher de la vraie va-
leur qui me paroit réuffir aflez bien, Aprés avoir
ainfi trouvé ¢ i-peu-prés, on aura p — ¢, & lon

tang ¢ == Cette fuppofition donne donc
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cherchera par les tables des finus la différence entre
p— q & fin (p — ¢ laquelle foit @, on aura
doncp —g=f{in(p— q)+ . Jehis =2
fing & jaurai p — g==1{in (p — ¢q) +Lfinq
= finp cof ¢ — colp {ingqg + B {in g, donc ffing
== fin p col g — col p {ing + B fin ¢ dou je

fin p

Frcolp—@ Or je connois 8=

tire tang g ==

g’ donc je connoitrai une feconde valeur de ¢
1

plus approchée que la premiere. Si cette valeur ne
{uffit pas, jen chercherai une troifieme en obtenant
au moyen de la {econde valeur de g , une nouvelle
valeur de ¢ & de @ qui fe trouve futfifante dans les
calculs des planetes. Pour juger de la bonté de cette
méthode , je prendrai pour exemple I'orbite de Mer-
cure qui eft comme on fait la plus excentrique de
celles des Planctes. Je prendrai le méme exemple
que donne M. Hennert. ( Differtat. Mathém. p. 87)
Il prend Panomalie moyenne de trois fignes. On a
lk==9,3130913 ou k==o0,20§63 en parties
du rayon. On aura donc [ tang g == lfinp —
Il (k4 colp) =11— 1k =—1k= 10,
6869087, donc g == 78" V22" 487, 4. Mainte-
nant p —q = 11" 37 11’, 6 = 41831”, 6;
or in (p—yg) == 41545, 4 donc ¢ == 286,2
l o == 2,4566696 5 |

— 29910070 & B =g = 292, 2
2,656626 :
= 0, 00 }2 cxprimé en partics di raycn; doag

lHing =
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b= pg==0,20421;I(k —B)=9,3100770.

Donclogtang g == —log (£ — 8)==10, 6899229
& g = 78° 27' 3c”. Palfant & une troifieme va.
leur de g je trouve ¢ == 280", 4, B == 286, 1 ===

0, 0cor3g parties du rayon, donc k——RB=o0,
20424 donc ! (hk-—@B) == 9, 3107408 & log
tang ¢ === 10, 6898592 d’ou q == 78" 27 24",
M. Hennert trouve #8° 27" 23”. Mais je mai pas
pris alfez de décimales daus ce calcul pour appro-
cher du vrai de plus prés d’une feconde , & d'ail-
leurs cette différence n’eft d’aucune conféquence.
L’on voit donc que cette méthode qui eft tres-fim-
ple & trés-facile eft aufli exacte que celle que pro-
pofe M. Hennert, quoique plus compliquée. M.
Hennert prend un fecond exemple (p. 90) quil
tire de lorbite de Mars, Il prend aulli Panomalie
moyenne de trois fignes. Onalit == 8,9699487.
Donc / tang ¢ == 11, 0300§13 ou g == §4* 40’
8“,6. Donc p —qg==5"19" 51", 4 =19191",
4 & loglin (p-—gq) == 8,9680547

§, 3144251
(jajoute ce dernier logarithme 4, 282 p798
§,814425 1 pour réduire le finus en 1Lwndes) donc
fin (p —q) == 19163,7 & ¢ = 27", 7 don
je tire 8 == 27",8 ==o0, 000135 partics durayon.
Ork==0,093314, douc h=— B==0,093179,
donc ! (k—B)==8,9693180 &logtang q =
I1,c106820, doncg=284" 40" 35% 9. M. Hen-
nert teouve 84" 40’ 36°. Unc {cule approximation
futlic donc pour lorbite de Murs, & A plus forte
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raifon pour celle des planetes fupérieures. Poue
trouver la différence entre les arcs & leurs finus,
il fant faire uvfage de la table qui fe trouve dans
le Tome IIl des tables altronomiques de Berlin
p. 172 & fuiv.

1.a méthode dont je me fuis fervi fournit une antre
maniere de faire Papproximation, au lieu de faire ¢
= @ {in q, je n’ai qu'a faire ¢ == @ cof q & jaurai
4fin g == fin p cofl g — fing colp + g coly,
fin p4 B
£ 4 cof p
dans les exemples précédens on les fin ¢ vatioient
trés-peu , la premiere formule valoit micux , mais
dans ceux ou les fin g varieroient beaucoup, on
pourtoit quelquefois fe fervir de la feconde. Au
refte, Pexemple que jai donné de Porbite de Mer-
cure étoit pris dans les circonftances les plus défa~
vorables, car il y a un grand nombre de Cas ot
méme pour cette planete on n’a befoin que d'une
feule approximation. Ainfi, dans Pexemple cité par
M. de Ia Lande §. 921 ou Pon demande Panomatie
excentrique qui répond & 60° d’anomalie moyenne,
onakt—= 0,20878, p == 60°, [ finp==9;
9375306, €olp==0, §; A+ col p = 0, 708783
J(fhtcolp) ==9,8505115, donc / tang g ==
Jfinp — 1 (A4 colp) = 10,08y0191 &
g =" 50" 42 8. Doncp — q== 9° 17 a7,
e == 147" & B == 0,00092, donc } -+ cof
~— B==0, 70786, donc } (} -+ cof p — s}

donc tang ¢ == . On voit aifément que
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== 09,8499474 & I tangg==Ifinp — I (% +
cof p — B) == 10,0875832, donc g == §o°
44 19" comme le trouve M. de la Lande. Cette
méthode eft donc plus courte que celle de M. Caf-
fini, & en méme tems, dans les cas les plus défa-
vorables des planetes, elle donue Panomalie excen-
trique & 1" prés. Mais on ne pourroit appliquer
a des orbites plus excentriques, bien moins & cel-
les des cometes, parce que les premiercs valeurs
écarteroient trop de la vraie, & que les autres n’y
rameneroient que trés-peu.




138 ESSAI DE TRIGONOMETRIE

CHAPITRE IX

De lufage de ln Trigonometric dans la doddrine des
Parallaxes,

LA parallaxe horizontale d'un aftre eft l'angle fous
lequel le rayon vertical
delaterre eft vu depuis
cet aftre fuppofé a
Phorizon. Soit O P le
globe terreftre, T le
centre, H I'horizon, Z
le zénith, L un altre
quelconque; la paral-
laxe horizontale fera

T 3 | . ’
= ceft-i-dire, égale au rayon de la terre

divifée par la diftance de Paftre au centre de la terre.
Ceft aufli la différence du lieu o Pon voit un
aftre depuis la furface & depuis le centre de la terre.
Car l'angle Z O H eft la diftance apparente au zénith,
& langle Z TH eft cette méme diftance vue du
centre de la terre. La différence de ces deux angles
eft Pangle O H T. Cet angle diminue 3 mefure que
Vaftre s’éleve & devient nul au zénith. Si Paftre eft
en L, les deux triangles O TL, O T H nous donnent
ces deux proportions, 1: in OHT==TH: T O;

or THe= T L, donc T O—-—l:—-(—)—_—-ﬁnOHT

TH 1L
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fin O LT
fin LOT

donc finQ L T ===

fin LOT: inOLT=TL:TO,

__fin OLT___ﬁn OLT
— finLOZ cof LOH’
fin OHT cof LOH.

Langle O L T eft ce quon appelle la parallaxe
de hauteur. Donc le finus de la parallaxe de hau-
teur eft égal au finus de la parallaxe horizontale,
multiplié par le cofinus de la hauteur apparente.
"Mais comme le globe terreftre n’eft pas une {phere,
mais un fphéroide , cette confidération influe fur la
parallaxe, foit donc r le rayon de Dléquateur, d la
diftance de laftre au centre de la terre, & » la
parallaxe horizontale équatorienne , on aura fin y ==

.
FE Soit enfuite & le rayon de la terre  une cer-
taine latitude, & p la parallaxe horizontale A cette

) d
latitude, on aura fin p == —;—, donc ﬁ; == np
x

& finp= % fin . SoitTJ'== ¢> on aura fin p

=== ¢ fin 4, ¢ étant le rapport entre le rayon de la
terre. 3 un lien donné & le rayon de Péquateur.
Afin quil ne manque rien a cette théorie des paral-
laxes; nous examinerons dans le Chapitre fuivant les
dimenfions_ du fphéroide applati.

Il fuit de ce que je viens de dire, que leffet de
la parallaxe eft toujours en hauteur, & fe produit dans
Je méme vertical ; mais il eft important de connoi-

S 2
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tre- quel effet cette différence de hautenr d’un aftre
produit fur {a longitude & fa latitude , c’eft ce qwon
appelle les parallaxes de longitude & de latitude,
dont la connoiffance eft abfolument néceffaire pour
le calcul des éclipfes de foleil & des occultations
d’étoiles par la lune. M. Lexell a donné pour cela
des formules trés-utiles dans les Ephémérides de Ber-
lin pour 1777. Les démonftrations devoient paroitre
dans les tranfattions philofophiques , mais comme
clles n’ont pas encore paru, je me fuis appliqué a
les chercher, & je vais les expofer ici.

Le Jdiametre de la lune eft en raifon inverfe de
fa diftance i la terre, puifque la mefure de ce dia-
metre eft 'angle vifuel fous lequel la lune nous pa-
roit. Ainfi D étant le diametre horizontal de la June,
& d le diametre 3 la hauteur apparente b, H étant

I
la hauteur vraie, on aura D == T & d =

,or OL:LT=finOTL:finLOT, on

+cHT==cofl H: cof b, donc QL ==
cof H cof H D col b
== Or H

cof b D col b T cofH
== h 4 P (P étant la parallaxe de hauteur) == b
+nD cofb, (en appellant » D la parallaxe hori-
zontale ) donc cof H == cof (b4 #n D coflh) ==
colh~— nD) fin b cof b, (& caule de la petitelfe

1529~

T T #Dfinh ,
dens D) &cmofﬂmcol'b—*- a2 (en né

gligeant le quarré de # D) donc 4 =D 4 aDD
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fin b, Ceft la formule qui fe trouve dans les Ephé.
mérides de Berlin pour 1776 p. 127. Comme D eft
fort petit, on peut mettre au lieude DfinD, & on
aura d =D 4 7 fin D* fin b, mais fin D* == =~
scofl 2D, doncd === D 4 jnfind — ;nfinh
cof2 D=D 4 » (finh— 3fin (b + 2D)
— Lfin (b — 2D)). Or Mayer aitn = %,
doncd= D+ % (finbh— % fin (b 4 3D
~— 2fin (h—2 D)).

Ceft 1a formule qui fe trouve dans les tables aftro-
nomiques de Berlin, Tome III p. 310.

Soit V le pole de Décliptique, P Z le méridien
d'un lien, Z le point ol le rayon qui paffe par ce
lieu étant prolongé coupe le méridien, laftre Gtué
au point M, VM le
cercle de latitude ,
menons l'arc de
grandcercle VZ. La
parallaxe abbaiflant
toujours les aftres ,
Paftre M paroitra en
L; prolongeons ZM
en L & menons le
cercle de latitude V -
L. On a par ce que
jai dit ci-deffus fin
ML ==y finy fin
ZL==yfinr fin (ZM 4+ M L) == |
$fina (nZMcol ML 4= cof Z M fin M L);
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finML tang ML == sfinx{finZM
Cof ML 48 I—s¢fing colZM
Dans le triangle VZ M, connoiffant VZ,ZM &
ZV M, on aura par l'analogie commune fin VZM
 finVMfinZVM

finZ M
moiffant Z V, ZL & VZL, on aura par le troi-
“fiente Cas des folutions analytiquet tang Z VL ==

fin VZM
cotZLfinVZ — cof VZM cofl VZ
(ZVM4+MVL) == tang Z VM + tangM VL

‘ 1 —tZVMtMVL
Donc tang MV L ==

fin VZM—t.ZVM cotZL finVZ4=t. ZVM cof VZM col V Z
MfinVZ Mt ZVM + cotZL finVZ — cof VZM col VZ
tang Z M + tang ML

-donc

. Dans le triangle Z VL con-

== tang

Or tang Z L = 1 —tang Z Mtang ML = (en

mettant pour tang M L fa valeur trouvée ci-deflus
fin ZM

& réd li 1 -

réduifant ) ST — T Jai aufli par le cin

qmemc Cas dcs folutions analytiques cof VZ M ==
cof VM — cof V Z conM

 finVZfinZM

Subftituant dans la valeur det. MV L les trois va-
leurs dec fin VZ M, cofl VZM & tang ZL que

nous venons de trouver, nous aurons;

tang MVL == ( ff“ Vﬁl::[ QHMZ v ——
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tZVMinVZ (cof ZM — ¢ fin =)
fin ZM
t. ZVMcofVZ(cofVM——-cofVZconM)
+ fin VZ{inZM
(ﬁn VMfinZVMtZVM
fin ZM
fin VZ (cofl ZM — 4 fin )
T fin Z M I
cof VZ (cof VM — cof V Z cof Z M)
fin VZ fin ZM
(inVM{inZVM{inVZ —tZVM inVZ
(cof ZM — efinz ) +t. ZVM cof VZ (cofl VM —
cof VZ cofl ZM)).: (inVMIimZVMtZVM
inVZ4+IinVZ*(cofl ZM —¢finw)—cofVZ
(col VM — cof VZ cof Z M)).

- Mais on a par le troifieme Cas des folutions
analytiques cofl ZM = cof ZVM fin VZ in VM
+ cof VZ cof V M. Subftituant cette valeur dans
la fra®ion qui donne tang MV L, le numérateur
de cette fradtion fera = fin VM inZ VM fin VZ
—finZVMI{inVZ inVM—tZVM
finVZ*cof VZ cof VM 4+ efiny t. ZVM
inVZ*4+t.ZVMcof VZcof VM —{inZVM
cofVZ* fin VZ fin VM — t. ZV M cof VZ3
cofl VM={inVM{inZVMIinVZ—{fiuVM
inZVM{inVZ? — t. ZVM cof VZ cof VM
(inVZidcofVZ*)+fin VM fin ZVMinVZ
cof VZ? — fin VM inZVM finVZ cof VZ*
+CZVM cof VZ cof VM 4 s fing t ZVM
fin VZ* (en multipliant le premier terme par fin V Z*
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o cof V Z* & réduifant) = sfiaxt. ZV Mfin VZ2"
Au moyen de la méme fubftitution le dénominateur
de notre fraltion devient = fin VM t. ZV M
finZVM{inVZ 4+ finVZ’ cf ZVM fin VM
G finVZ*cof VZ cof VM —,fin,finVZ* —
cof VZ cof VM 4 cof VZ? inVZ cofZVM
finVM4-cof VZ cof VM=finZVMt ZVM
fin VM finVZ +{inVZ cofZVMfiaVM
4cof VZ cof VM~ cofVZcof VM — ¢finn
finV 727 =

fin ZVM3 finVM {inVZ + col ZVM2 fin VZ fin VM -- ¢ fin # fin VZ2 cof ZVM

ol ZVM
finVM{inVZ — ¢finxzinVZ* cof ZVM
= cof ZV M ‘
) efingyfin ZVM inVZ* .
Donc tang MVL-—-—\ S 7V M )
inVM{inV Z——gﬁn'wﬁnVZ’ conVI\-_'_I_)_“_‘_2
col ZVM

efing in ZVM fin VZ Creft Ia for
fin VM —g¢ling inVZ colZVM' cit 1a fot=
mule que trouve M. Lexell, & cet angle MV L eft
comme l'on voit la Parallaxe de longitude, car fon
fommet étant au pole de Pécliptique, cet angle eft
mefuré par un arc de Pécliptique.

En ajoutant cet angle M V L a I'angle connuZ VM,
on aura lPangle Z VL, & par ce moyen on connoi-
tra aifément V L, ce qui donnera la parallaxe de
latitude , laquelle eft égale a V L — V M. Car dans
les triangles VZM & VZ L on aura par le troi-
ficme Cas des folutions analytiques cot VZ M ==

cot
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'cotVM finVZ — cofl ZVM cofl VZ __
fin 2 VM

ot VL fin VZ — cofl Z VL corvz
fin Z V L

Donc cot VL =

cotVM inVZ inZVL - eof ZVM cof VZ fin ZVL + conVT cof VZ fin ZVM
i in ZVM fin VZ

cot VM fin ZV L cot V7Z
T Tl ZV M g Z v (ZVE
, - cot VM ﬁnZVL cotV Z
VM) = =i fnZ v MVL.
Mais il eft aifé de trouver fin M VL au moyen de

fin MVL
t. MVL, car noys avons il—l——*———

{MVL
efin, finV7Z ﬁnZVM V .
: . fi
VM — Tt V7 etz VT Do in VM
inMVL— finzlin VZ (inMV]L cofl ZVM
F+ cofMVL inZVM)==1{ia VM {in MV L
~ et VZIinZVL==o0,oulinMVL =

E“hrthZ, in7ZVL
T hnVM T T ( Ceft une des formules de

M. Lexcll. ) Subflitvant cette valeur, nous aurons
cot VM inZV 1L

cot VLo == 00 2
fin Z7VM
ehn w col VZ fin 7 VL __ totV M in ZVL
inZ VM tin VM inZvsl ™
col V7
[ — I' o T >
( e lin o =07 Celt la formule que

txuuve M. Lexddl, )
T
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Avyant trouvé langle ZV L, M. Lexell cherche
enfuite la valeur de tang {V L — V M. Voici com-
ment on peut la trouver tang (VL— VM) =
t VL —t VM 1 — t.VMcot VL
I+t VLELVM couVL4+t VM

(en mettant pour cot V L {a valeur que nous ve-
nons de trouver.)

+—{inZ V L/ fin EE)AITVZ>

fin ZVM(I eMr ot VM
finZVL cotVM col VZ°
TTnZVM ‘""ﬁ“"m)*‘-"M

finZVMcofl VM- finZVLcolVM+efinacoflVZinZVL
= finZVLicotV icalVM F t.V MlinZV Mcol VM- efinzfinZV Lcol VZeotVM
____finZVMfinVMcolVM. {inZVLGnVMcol VMt finzeol VZinVZLinVM,
= finZVL col VMZ+ i ZVM fin VM3 - ¢ il 7 fin ZVE col VM col VZ

OrfinVM cof VM ==3fin2 VM & — Ifin2
VM ({inZVL —{inZVM) =—{in2 VM

(ﬁu ZZ Lcon Z L—~ﬁu ZZM con v

2

== — {in 2 VM {in M—Z__l‘ cof ( Z "_L:'ZVM>

) 7V M:
(en multipliant le premier terme par fin

1 YAR%
+ con VZM == 1 & le fecond par fin —

ZVL*

“+ cof 2 = 1 & réduifant ). Donc tang
(VL == V M) =
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ZVI+ZVM
efingy GnZVL cof VZ in VM -- fin 3 VM fin M:r['cul‘( < Z )

- . _ e
T ZVL col VM T fin ZVM fin VM3 - ¢ lin & in ZVL cof VM col VZ

Ceft la formule que trouve M. Lexell'; il y a appa-
rence quil y a une faute d’impreflion dans les Ephe-
mérides, ou Pon lit dans le numératevr cof

ZVL —7ZVM : ZVL4+ZVM
2 au lien de cof( —

-

Cette formule étant trés-compliguée , M. Lexell
en cherche une plus fimple qui ne foit quappro-
chée. Pour cela je mets I'équation de cot V L fous
cof VL finZVLcof VM
fin VL fnZVM fn VM
¢eliny nZVEL cofVZ

7V M VM Donccofl VL finZVM
finVM— finZVL{inVL cof VM + ( fin=
inZVELcof VZIin VL =o. Or{inZVM ==
inZVL cof MVL ~— finMVL cof ZVL ==
(en mettant pour fin MV L fa valeur) inZVL
cof MV L — e fin f_iP_'VZﬁnZVL col‘ZVL.

‘ fim VM

Orcof MVL = V1 — {inMVL ==1+4}
' , inVyz inZVL:

fin V M* E

cette forme

inMVL=1+4Lfin=w

Donc fin ZVM==finzVL +

3 ¢ fin z° in Vz* fin 2z VI}?
fin V M*? o

¢ fin y fin VZ fin ZVL colZVL
fin VM :

onpmerd

Subftitnant
T 2
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donc cette valeur dans notre éguation, nous aus
rons, inZVLfin (VL — VM) = —¢fin7
finVZ inZVL cofZVL cof VL —
zefing® finVZ fin ZVL® cof V L
> {inVM + e fin 7 fin
ZVLcof VZ{inVL oufin (VL — VM) == ¢
finm (TofVZIinVL—1{inVZ cof VLco[ZV L
— I, finaxinVZ in ZVL %(;:—ri;f—;i) == ¢ {in »
(cof VZ{inVL—{inVZ cof VL coflZVL —
Zefingy fin VZ* fin ZVL® cot VI.) (en mettant
fin VL au lieu de fin VM, ce qui ne change que
trés-peu la valeur du dernier terme qui cft déja trés-
Petit.) Ceft la formule que trouve M. Lexell.

Pour avoir la méme valeur de fin (VL —V M)
eny mettant Z VM au liende ZV L, on confidé-
rera que dans le dernier terme on peut mettre fin
Z VM* aulicude in ZV L*, parce que on néglige
les ¢ fin ,*; quant au fecond tcrme on auvra —
fin VZ cof VL cofl ZVL = — finVZ cof VL
cof ZVM 4 finVZ cof VL finZVM {in MV L
== —fin VZcof VL cofZVM 4-
gﬁn,r fn VZ* cof VL finZVM fin ZVL -

finvm =
—fin VZcof VL cof ZVM +~Efn'r fin VZ"
finZVM*cot VL & Pon afin (VL —VM) ==
s fin r (cof VZ§inVZ — fin VZ cof VL Cof’
ZVM—+ L efina fin VZP fin ZVM* cotVL)
Celt ce que trouvg M. Lexell. Ces deux approxis




SPHERIOUE Chap 1% fig
mations n’ont rien darbitraire , déé qu on prend
pour ‘principe de négliger les & fin 7%

Les denx pilts utiles de cés fordiules font celles
qui donnent les parallaxes de ldngltudc & de lati
tude; M. Lexell met la ptetnieté fous la forme

fuivante , afin de l'adapter adx uiages altrohomiques

e linx inVZ ik ZV M
tang M VL= — fin V M

1 — efin o in V Z {m 2:\7M
finV M

Au refte, fi V étoit le pole de Péquateur, ces
deux mémes formoles donneroient les parallaxes
d'afcenfion droite & de déclinaifon, & 1i.V ¢étoit
Ye zénith , elles donneroient Jes parallaxes d’azymuth
& de hauteur. Je reviens a celles de longitnde &
de latitude qui fout dun plus grand ulage dans
Yaftronumie,



Xfo ESSAI DE TRIGONOMXTRI®

On Joit remarquer fur 2
les formules précédentes zZ P
qu’a caufe de la nonfphé-
ricité de la terre, le
point Z a’indique pas le
zénith, mais le point oty
le rayon mené par le lieu
ot fe fait 'obfervation
coupe le méridien. Soit
0 1 le globe terreftre ,
P Z' la perpendiculaire
a la furface paffant par
laftre M, P le pole de
Péquateur. Dans les for-
mules que nous avons
données , nous avons
confidéré le point Z au
lieu du point Z' , voici s
comment la connoif-
fance d’un de ccs points mene a l'autre. On a PZ
= PZ' +7Z7'" OcZZ'=7ZMNZ'=pMec
== angle que fait le rayon avec la verticale, angle
quon connoit par la théoric de la figure de la
terre , comme on lc verra dans le Chapitre fuivant.

Cela pofé, dans les formules des parallaxes de
longitude & de latitude , il faut pour pouvoir les
calculer connoitre les quantités VZ, V M & ZV M.
On connoit immédiatement VM parce que ceft le
complément de la latitude de laftre, V Z eft ce que
M. de la Lande appelle la hauteur du nonagéfime ;
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mais un calcul bien fimple nous difpenfe dintro-
duire ici le nonagéfime.

Soit Vle pole
de Pécliptique,
Z le zénith, P
le pole de I'é-
quateur , M
laftre , L le
point ol paroit
Taftre a caufe
de la parallaxe,
menez les li-
gnesVP,PZ,
PM,VM,V
L. Pour avoir
V Z je confidé-
rerai le trian-
gleVPZ;VP
eft la diftance
des deux po-
les ou lobli-
quité de 'éclip-
tique, P Z eft

A

le complément de la latitude du lieu, V P Z eéft
Pangle horaire du pole de Iécliptique. On fait que
langle horaire d’un aftre eft fa diftance au méridien,
que langle horaire du foleil ou la diftance du foleil
au méridien eft le tems vrai réduit en degrés; ainfi
pour avoir langle horaire d’un aftre, il faut pren-
dre fu diftance au foleil & lajouter avec le tems
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yrai réduit en degrps. Majs 1a diffance d’un aftre git
foleil eft egale a laﬁ,enﬁon droxte dy {aqlejl , moins
Pafcenfion droite de Paftre. Donc peur avoit langle
horaire d’un aftre , il faot ajouter le tems vrai yé-
duit en degrés avec laflcenfion droite du leil &
en retrancher Pafcenfion droite de Pajtre. Or langle
horaire du pole de lécliptique eft évidemment 270°.
Jaurai donc VP Z en ajoutant le tenjs vrai réduit
en degrés & Pafcenfion droite du foleil & en en re-
tranchant 270°% Ainfi dans le triangle VP i je con-
nois deux cOtés & Pangle compris, je connoitrai
donc VZ &P V7Z. Soit A Via ligne d'ont Pon
compte les longitudes, A VD eft droit, jaurai dong
AVZ==AVP  ~PV7Z. Donc faurai ZV M ==
AVM — AV7Z == lougit Taltrg — AV Z.
Je connoitrai donc tont ce qu'il fant pour détermi-
ner les parallaxes de lonpitude & de latitude. 1l faut
obferver que langle VP Z eft tantdt obtus & tantoe
aigu fuivant la pofition de Paftre, mais une figure le
montrera tojours.

Les formules gwon donne ordinairement pour cal-
culer les patallaxes & qui ne font quapprochdes, tel-
les que M. de Ia Lande les dontie dans fon altrono-
mie, fe tronvent immédiatement au moycen des : po-
logies dificrenticlles que npus gvons cxpofées  ci-
deflus. 11 eft ¢vident que dans le triangle 7V M,
lorfque Paftre paroit en L, le cété V2 & langle
VZ M font conftans; pour avoir la parallaxe de
longitude MV L, il ny a quh chercher le rapyort
de la variation de Z M 4 celle de ZV M. Or, on

a par le premier Cas des analogxcs diflérenticlles,
d Z M
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dZM:dZVM=={in VM :fin VM 2Z OrdzZM
== ML= p {in ZL (en appellant p la parallaxe
horizontile ) donc ¢ ZVM ==

inZlL \ . rr
b tin Z;i[n fian M Z, Dec plus {lfl VMZ: finVZ%
= {inVZM: finVM, on fin VM Z ==

fi in V 7
inVzM h“YL, donc ¢ ZV M ==

T En VM
pfinZL fin VZ (n V-ZLM::_—::
fin V M?
{‘ V . 14
£ fin l‘i{nZVﬁ?\IZ M, parce que (inZ V M =4

fin ZM fin VZAM __ fin ZL inVZM

fin V.M — fin VM
la valeur de la parallaxe de longitude que donne M.
de 1a Lande § 1294. On voit que lc dernier terme
di dénominateur ¢ fin = fin VZ cof Z'V M elt né-
glig. Pour avoir la patallaxe de latitude V [ —
V M, il 0y a qu} chercher par le méme cas des
annlogics différentielles le rapport de la variation de
ZM A celle de VM, or on trouve d ZM == p fin ZL :
@ VM==r1: cof ZMV. Or on apar le quatrieme
Cas des folutions analytiques cof ZMV ==colZ V'
lavVZ M in ZVM — cof VZ M cof ZV M.
Done d VM ==pliaZLcofl ZMVe=phinZL
(cof VZ fin VZM {inZVM — cofl V Z M
COlZV M) OrfinZL: finZVL = fin VL :
. , finVL fin ZV L
fi e
nVZL, doncfinZ Les= VZL

v

Coelt
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in VM 6iZVM
vz e dVM=p VM

(cofVZ in ZVM* — cot VZM cof ZV M
fin ZVM).

Mais on a par le troifieme Cas des folutions
analytiques cot V Z M ==
cot VM GV Z -—colZVMcofVZ -
inZ VM » done
dVM=plin VM (cof VZ inZ V M* —
cof ZVM cot VM in VZ - cof ZV M® cof VZ)
== p fin VM (cof VZ—cofZVM cot VM fin VZ)

. . ot VZ
=p | 0t VM inVZ (28 Y & 1) -
p lin VM cot n (cot AT cof ZVM
=g cofl VM fin V z<“‘“g Y orzZVM
tang V Z .

Ceeft Ia formule que trouve M. dela Lande § 1293.
La méthode qui conduit a ces formules fait voir
quelles ne font pas exactes, & lapplication méme
de ces formules confirme la méme chofe.

M. Lexcll a joint anx formules dont nous venons
de donner la démonitration une méthode pour cal-
culer les effets des parallaxes dans les paffages des
planetes fur le foleil dans laquelle il donne une for-
mule pour trouver la différence entre la diftance
apparente des centres & leur diftance réelle. Ce ca8
eft plus compliqué que celni des occultations des
fixes parce que dans ce dernier Cas il n’y a qu'uné
planete & confidérer, au lieu que dans le cas ded
pallages des planetes fur le foleil il y en a deux
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Soit S le lieu du fa-
leil, V celui de la planete,
P Z le méridien da lien
ou fe fait Pobfervation, me-
hez lesarcs ZS & Z 'V qui
font des verticaux; foit VD
la parallaxe de hauteur de
la planete , & S O celle
du foleil. Soit 5 la paral-
luxe horizontale équato.
rienne du foleil & m &
celle de la plancte, ¢ le
rapport du rayon de la terre pour une fatitude don-
née au rayon de Péquatcur ; loit mepée D E paral-
lele & égale & SO, on peut confidérer leflet des
parallaxes comme {i le foleil reftoit immobile en S
& que la planete fut en E, SE eft la diftance ap-
parente des altres quon connoit par obfervation &
SV leur diftance réelle que M Lexcll enfeigne da-
bord & connoftre & peu prés, au moyen de quoi
il cherche la valcur de VS — ES ou de ES—
V'S par une formule approchée, il poulle Pupproxi-
mation julqwaux =*. Pour ¢tre plus clair, je vais
@ubord donuner cette formule en pe tenant compte
que de 7 & en négligeant les °

Ne confidérons d’ahard qne la parallaxe V D de
la planete, elle augmente Pangle /. S V de langle
V S Or counciffant Pangle ZSV, ZS & SV
nous aurons par les formules précédenies les valeurs
de VSD & SI), favoir tang V'S D ==

YV 2
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efinmafin ZSfinzZSV
in VS —clinma inZ$S colZSV
fin ZSD cot VS A cof Z,S)
fin ZSV ( cofl VS/
Maintenant dans le triangle E S D je connois SD,
DE & EDS qui eft égal au fupplément de Z S D
puifque D E eft parallele 4 SO, jaurai donc par
le troificme Cas des folutions analytiques cof S E
== cof SD cofl DE—finSDfinDE cofZS D,
mais DE=¢f{in 7 {inZS = ¢, fin Z$ ==
finDE & cofDE == 1, donc cof SE== cofSD
— DEfin SDcofZSD= (1 — DE tang SD
cof ZSD)cofSD == (1 — ex {inZ§ tang SD
¢ofZSD) cof SD. Or tang S D ==
fin VSZ cof VS
linZ 5D cot VS (cot VS — glinm 7 cot 2S)'
Donc cof $ £ ==
— ¢xin ZS finVSZcof VS CotZSD)
( cot VS (¢of VS — , fin m 5 cof ZS)
cof S D ==
(1—-—- exfinZ Sfin VSZinVS ot zS DA
cof VS — finm ,col 25 ‘1
col S D. Muis cut ZS D ==
1 — tang VS Z tmgV?D
( ting VSZ + tang VSD
T — it nZ Sin VSZ ¢ VNZ.
( o VS—— smalinZ Scol VZS"
CYSZL 4+ ma fin 2SS inVS7Z L)“"""

& cot SD ==

Hu Vs h—elﬂﬂ- JLHL:) CQ‘V‘S
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VL VSZ - sy fini (V8 2Z3.. imaefin2s fin VS22

g:_%/%sz ;.‘v'ss 'Z:"ETH{;I' ﬁés guqu:‘;‘:ostSZ‘;s ma iin 28 :'m ngz m
ihnVScfVSZ —emalinZ§
fin VS tnvVsSzZz — = cob
VSZ Donccof SE=
ol VS — efinm 7 ol ZS— ¢ inZS finVS cof VSZ)
(\_ cof VS ~— ¢ finmz ¢cof Z S
cof SD. QOr la derniere des formules précédentes
nous donne fin (SD ~—VS8) == fin$D cof VS
e colSD fin VS == am 5 (cof ZS fin SD—
inZS cof SD ¢cof VSZ). Donc cot SD ==
cof VS — emx cofl Z S ==cofSD.
finVS — emaln ZS col ZSV fin S D’
Daonc cof § D =
cof VS — ¢tz cof Z§ .
vV 1—2¢mn (cof VScal 25+ 1“\7?1.1-525%7’23‘%
== cof VS — emg cofl ZS + em 4z fin V §
cof VS finZS cofl VSZ. Donccof SE == cofl V$
— Mg CLZS —ex finZS in VS cof VSZ
+emy cof VG colZS 4~ em, in VS cof VS
inZScofVSZ#s=colVS - 67 finZ8S
in VS cof VSZ — ¢m 7 col ZS fin VS* 4
emgfin VS cof VS{inZS colVSZ. Donc VS
—BS=— 71 ZScofVSZ 4+ esacoflVS
inZ28 cofl VSZ — jmmmcol28 fin VS =%
(m — 1) eMZS cofl VSZ — emfinVs$
cof Z.8).

Je néglige cof VS dans le fecond terme parce
qQwil et égal 2 1, A des quantités négligeables prés.
Ma derniere rédudtion eft fondée fur ce que lorf-
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quon a cofl Z' === cof Z 4 ¢ fin Z, (@ étant
une trés-petite quantité,, on peut fuppofer cof Z* ==
cof Z cofl@ 4+ finZ fin d == cof (Z — ) doit
' =7 — @& Z' —7 =— ¢, cette réduc-
tion eft vraie aux quantités de 'ordre ¢* prés, c'cft-
a-dire dans notre cas aux quantités de lordre »*
prés. Les deux termes de notre formule font les
deux premiers de celle de M. Lexell, & font funs
eontredit les plus confidérables, puifque le troifieme
pe va qua des dixiemes, & le quatrieme qua des
centiemes de {econde,

Pour trouver les deux derniers termes de la for-
mule de M. Lexell, il fant faire entrer en confidé~
ration les #*; je cherche donc d’abord les valeurs
de cof DE & de fin D E en ne négligeant pas les
w*, jai par le théoreme fondamental fin D E == fin
SO==,finy fin ZO==cfin7fin (ZS+ SO)
== ﬁ[] (ZS - DE) ¢ ﬁﬂZS cof D E
Jem cof ZS fin DE, donc tang D E ——

£xfinZ S -
————A Donc fin D E ==

enx lin ZS
V1 —2enx col ZS+ ¢ ° =ex{inZS $
e x#* fin ZS cof ZS. De méme cofD E =
' 1 “‘___E__ﬂjﬂ__cof Z S

[E—— fe i e -

=1 —cnxrcofZ$S

Vi —2¢e7x colZS 47t

F+excofl ZS — Letx* — & 7 col 7 $* $-
§ 7w cofl S = 1 — Le*x" fin Z S Main-
tenant nous avons; cofSE == cof SD cof DE ~—
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finSD inDEcofZSD == (cofDE — finDE
tang SD cofZSD) cof SD == (en {ubflituant
la valeur de tang S D == _

finVSZ finVSs

FInZSD (cofl VS —smn conS))

. finDE finVS7 inVS cotZSD \
(COIDE " coflVS— emmcoflZ$ )
cof S D == (en fubftituant.la valeur de cot Z S D &=
finVS cofl VSZ — ¢mx finZS L '

flaVS finVSZ » (cof DE —
inDE (fin VS cof VSZ ~= ;m » fin Z S)\

coflVS — ¢mn cof ZS )'
1 1

cof SD. Mais A ————— ] — RIS
smacolZS & m x* col LS

+ cof V §* + cof V§* + Donc fubfti-

tuant cette valeur cof SE= (cof DE —

¢emqg Ol DE col ZS ﬁnDEﬁnVSGO[LV‘SZ"

cof VS cof VS
emnfinDE fin ZS sm'n'conSco[‘pE
Tl VS cof VS
& m #x col DE cof 2§
_ cof V§*
s mafin DE fin VS cofl ZS cof VS Z .
- cof V§? +
& w2 in DE fin ZS__;COFZS
cof V§*

o x* cof ZS* cof DE
col \J $?

)meD:::(cn_
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fubftitvant pout fin D E & cof D E leurs valeirs)
e e emBnZS G0 VS cof VSZ
7' finZS col ZS fin VS cof VSZ

— ‘ ool Vs +
e« mat fin Z s
col VS
emx*linVS finZ$ fong co{‘VQZ\ col $ D,
cof V §°

Pour trouver maintenant cofSD, fe prends comme
ci-deffus la dernfére des formules de larticle précé-
dent, en y ajoutant fenlement lx deraiet terme quc
javois négligé, jai donc fin (VI — VS) ==
inSDcof VS —cofSD fin VS = ,mwcof?S
ﬁn SD — emgp linZS col SD cof VSZ+4;

m* g fin 2 S* fin VSZ2* ———-———-COFS? ( Jaurois dit met-

cofl S D

fin S D’

mais au lieu de fin §D jai mis fin VS ce qui eft

exad & des quantités de lordre &* pres.) Je tire

dely cot S D =

cof VS — em cof 7S L

fla VS —ewm > ot VSZ+ §a*in'ar ' fin Z8* linVSZ*
. {in VS

donc cof SD==(col VS — e mw cofl ZS):

Yi—amaz (2coflVScolZS+21inVS finZ$§
col'VSZ) 4~ ¢*u*w*finZS™ inVSZ* -
o' ricoflZS s mPa inS* col VSZ?

== (cof

trc 3 1afin du dernier terme cotS ) =
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== (cof VS —emax cof ZS) (1 4 em 7 cof V8
cofZS 4 ema fin VS fin ZS cofVSZ—-;,
m’w fnZS’ inVSZ* — & m' " COfZS""""
L2 ot finZ$? cofVSZ‘+;, m* x* cof
'VSz cof ZS* 4+ 3 m* #* fin VS cof VS fin Z$
cof ZS cof VSZ) == (cofl VS ——emax col ZS)
(1 HemmcofVS cof ZS +sma fin VS jn ZS eof
VSZ_—:1a‘%mmvr“ﬁnZSa —-—;-s’m‘.,rﬁconS‘
3w a* coflVS® cofl ZS* + 3 ¢ m® ,* fin VS
eof VS {in ZS cof ZS cof VSZ) == (en mets
tant 1 au lieu de cof VS dans les termes on il
y a »* & hégligeant les termes on fin VS§* et
avec #°) (cof VS —emar cofZS) (1 4+ em o
cof VS cof ZS e m » in VS fin ZS cof VSZ
— %eim2 A fin ZS" 4+ & m* 5* coflZS* -3,
1> inVScofl VS fin Z S cof Z S cof VSZ )==3¢c,VS
~—s#in cofl ZS 4 e gwcoflZS ~— e , cof
ZSﬁnVS’"—}-'sm,r fin VS cofVSﬁnZScofVSZ
— L ot ﬁnZS’+3€ m* x* inVs inZ$S
cOFZb cofVSZ+a m* a* conS’ cofVS—-
o 2t cofZS* cof VS — 2m* #* fin VS fin
ZScoflZS cof VSZ == cof VS —émx colZS
inVS 4 ,m,fin VS cofl VSfinZS coflVSZ
—1emMalinZS 4+ w2 in VS fin 2 ZS
COfVS Z.

Subftituant cette valeur dans celle de cof SE,
Nous gbtiendrons cofl SE = cofl VS — ¢t
CofZS{in VS* 4+ smax fin VS cof VSinZ S
COfVSL — e fin VS finZS cofVSZ — }
ehut gt ﬁnZS’—}-s m® x* {in VSﬁn 2 7S cofl VSZ
~— 37 finZS* — 2" fin ZS cof Z S

X
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fin VS ¢cof VSZ 4+ ¢fm a2 {inZ S — Sma
inVScofZ S finZ S cof V.SZ. Donc cof SE -—
CofVS=—=-—emyrcofl ZS inVS*+,;mfin VS
cof VS {inZ S cof VSZ — ex{inVS inZ$S
cof VSZ 46> #° {inVS fin2zScofVSZ

— e inZ S —Fx*nZS cofZS finVS
CObe/-——-; i oxt ﬁnViSﬁnZSCOfZSCOiVSZ

et w (S 4 e mat finZS? ==
ﬁan (— ein g (.oIZS fin VS 4-em 4 finZS
cofl VYSZ -— ewx inZS cof VSZ —
¢ 7ding 8 st S
I VS (m*—2m4+1)+¢ n'fin 27
col VSZ (m* — ;m — }). Je me fervirai main-
tenant d¢ la réduction employde ci-deflus, mais en
la pouflant plus loin. Soit cof Z' == cofZ — ¢
fin Z, fatfons Z' = 7 4 5, on aura cofZ' =
cofZ colwm — finZ fing = colZ —# finZ

1

— cof/'—~(.oFZ—-—¢ finZ. Doncy ==
7,—i—-,7r cot Z, dong v == @ ~— 3 @ cotZ
Donc SE —— VS = ,(— (m ~— 1) ¢finZ$
co('VSZ+meﬁnVs cof ZS) +
(m~— 1) fin 7§ .

— e (P — g m— )

; SE

fin2Z$ cofVSZ"—'(mT"I")“W

fin ZS* cof VSZ> > —

in ;cb(.) Z +”-’ - ” »1in 2 ZS cof VSZ.

Donc VS — ES = , (m—1) ,fin ZS cof
cof VSZ ~— me inVS cof ZS = -———-;—-‘—l
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? T 2 k]
ﬁnZSSf;:n\SZ 71_1_2 I,;ﬁnZZS.,cof
VSZ Ceft la formule que trouve M. Lexell.
Dans le dernier terme jai fait in VS = V§
== § K.

r

(Je dois remarquer quaprés aveir compofé ces
démonftrations des formules de M. Lexell, j'ai tronvé
dans un des derniers volumes decs Mémoires de Péters-
bourg un Mémoire fur la différence entre le paral-
lele vrai & le parallele apparent, ot ce grand géo-
fctre démontre fes formules pour les parallaxes de
longitude & de latitude ; {a démontftration de la pa-
rallaxe de longitude eft crés-ditférente de la micnne
& beaucoup plus courte , mais indirelte , celle de
Ia parallaxe de latitude revient au méme que la mienne,
Je ne fache pas quit ait donné nulle part les dé-
mounftrations des autres tormules. Au refte, mes dé-
monftrations des formules de M. Lexell ainft que
les remarques fur le Probleme de Kepler que jai-
données dans te Chapitre précédent, ont déja paru-
en Allemand dans les Ephémérides de Berlin pour
1782 ; majs comme ce livre n'elt pas entre les mains
de tout le monde & que dailleurs il eflt écrit dans
une langue étrangere, jai cra pouvoir les laiffer i
leur place d’ow je les avois tirées pounr les envoyer
 Berlin.)

M. de la Grange dans un Mémoire fur tes phéno-
Menes qui {ont loumis & Pinfluence des paraituxes,
lequel eft inféré dans les Ephémérides de Berlin pour

X 2
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'y782, expofe tne méthode générale qui le conduit
par une analyfe trésfine & trés-favante a trouver 1a
diftance apparente de deux aftres foumis & laction
des parallaxes. Les principes trigonométriques que
nous avons expofés dans ce Chapitre fuffifent pour
nous conduire aux mémes réfultats d’une maniere
trés-fimple & trés-commode , comme je vais le faire
voir en détail. Jindiquerai en chemin faifant la re=
lation des quantités que je déterminerai avec les dé-
nominations de M. de la Grange, ce qui donnera
un parallele exact des deux méthodes. En reprenant
laFig. 15 je vois que dans le triangle V P Z je con-
nois V P égal & lobliquité de Uécliptique que M.
de la Grange anpellc w» P Z égal an complément de
la latitude corrlgee que M. de la Grange appelle ¢,
&VPZ 90° 4+ AP Z == complg M. dela
Grange appelle 6 Yangle AP Z qui eft égal au tems
vrai réduit en degrés plus lalcenfion droite du fo-
leil, ou au tems moyen réduit en degrés plus la
]ongltude du folejl. Connoiflant donc dans le trian-
gle V P Z deux cotés & Vangle compris, jaurai
par le troifieme Cas des folutions analytiques cof VZ
= cofVPZ finVPfinPZ+4 cof VP cofPZ
:=cofa, fine — fin 6 finw cof¢,,  &tangPVZ ==
. “fin PZ fin VP 7

FiVPcolPZ - Pz col VPZ ool V P

cof & cof ¢

fin ,, fin ¢ 4 cof w ¢cofl @ fin ¢
;es dcnommauons de M. do la Grange., on trouve

cof VZ _—_-__—§_ &tang P VZ == —f—- , donc Qﬁn PVZ

En prenant
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= Y — n du cercle, ceft-
o (e étant le rayon d le,
d-dire, ici le rayon du globe terreftre 3 Ia latitnde ¢).
Mais £* + 5 == cof @* cofl §* + fin &* fin @
+ 2 finy cof , fin @ col ¢ fin § + cof 4*
cof ¢* fin §* == col * — cof ¢* fin & +finP*
— fin@* col &* 4 2 fin 4 cof » fin @ col @ fing
o cof w* cof @* finhd* = 1 — colf &* in@* 4<
2 fin u cof w fingp cof @ find — fin § fin ,” cof ¢*
= — (cof wfin p — colp fin o {in§)* ==
y — cof VZ' = fin V Z*, donc v ¥ + #

£
— ] ]
inVZ, donceﬁnPVZ 57 &&=

gﬁuPVZ inVz &”::En?él’"\'fi :eCOfPVZ

finVZ, enfin{ == , cof VZ DMais AVP étant
= 90". onaAVZ =compl.PVZ, donc{ ==
ecof AVZ inVZ, y=,plinAVZinVZ &
{ = pcof VZ. MaintenantonaZ VM =AVM
~— AV 7Z; or AVM eft la longitude du point M
que nous appellerons ¢ , fa latitude étant 2, donc
finZVM fin (AVM — AVZ) == fin (¢ —
AVZ)=fin® cof AVZ — cofl ¢ inAVZ =
fin  — 4 cof P .
a_ TV Z » & cof ZVM = col ( ¢
—AVZy = cofpcoflAVZ +fing fin AVZ

fi
= ‘;L,COI ?u%; ,2 i @._ Maintenant dans le triangle

ZV M, connoiffant deux cétés & langle compris ,
favoir VZ, VM & ZV M, nous aurons par le
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troifieme Cas des folutions analytiques cof Z M ==
cof ZVM finVZ fin VM 4+ cof VZ cof VM
== (en mettant les valeurs)

a8
(fcofcb + 4 ﬁncp) cofB + ¢ ﬁn g I

4
le complément de la latitude g) &tangV M =
inVZ finZVM

aVM colVZ — in VZ col VM cofl ZVM
__&fingd — ncolp

(°C()f3—- (£ cofl @+ 4fin®)fin B
nant les dénominations de M. de la Grange on

En pre-

trouve cof ZM == 2, téng VMZ == _yu-_‘ (llwy

a de différence que dans le figne de g2, ce qui vient
MZ

§

7
== ——-===' Je remarquerai avant d’all
‘/# oyt J q n er plus loin
que £ 44 + ¢ = ¢ (ﬁnPVZ’ ﬁnVZ’
cof PVZ® fin VZ* + col VZ ==, (ﬁnVZ‘
+ cofl VZ*) = o Cela pofé, je dxs que,,, +
== fin@*—29£fing cofl g + 4 cof O
4 &% cof B* — 2 ¢ fin Bcof@(ﬁcol@—i— 2fin @)
=+ finB3 (£ col @* 4 »* in P> 4 2 9 £ {in @ cof®)
==l kg = (298 fin P cofl @ + &*
cof o* 4 »* in @*) — FfinB* — 2 { fin B3 cofB
(§cofl @ 4 nfind) — cofl B (£ cof P+ #*
fing* 4+ 29&1fing cof @) == e-—({ﬁnﬁ
+ cof g (& cof¢+qﬁn¢)))’=' ——e cof
ZM = ¢ {in ZMW*, donc \,//-a‘-{—v == ¢ fin

de la maniere dont on fait la figure) donc fin
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v mYMZ ¢ Doncu==fnVMZ
_ 0 e finZM

i
e =cof VMZ fin ZM &
fin ZM, y== iz €0

A == cofl Z M.

Maintenant foit un
aftre quelconque S
dont la diftance au
point M que nous ve-
nons de conlfidérer
loit SM: foit Z le
zénith & V le pole
de Pécliptique , foit la
la longitude de Paltre
S & b fa latitude, nous
aurons dans le triangle VMS, V M == compl. g,
VS =compl 6 & MV § = 3 la différence des lon-
gitudes de M & de § == a4 — @ Nous awrons
donc cof MS == cof MVS fia VM fin VS 4
cof VM cof VS == cof (a4 — @) cof b col g
4+ find fin 8 & taug VM S o=
fin MVS finVS$ .
cof VSfin VM — cof MVStin VS cot VM —
fin (a4 — @) col b
finh col B — ¢cof (& — ¢) colb fin 8
hant les dénominations de M. de la Grange, on

trouve cof MS ==/, tang VM S == J-’;I , donc fin
7

En pre-
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4
VMS = ==, Mais on a en dévcloppant &
Vit 4 n?

Jailant’ pour abréger g — @ = A, w* + #n* == {in
A* cof b + fin b* cof B* + cof A* cof * fin B —
2 fin b cof b fin B cof @ cof A == col b* — cof b*
cof A* 4 fin b — fin b* fin B + cof A?
cof b* inp* — 2{inb colb fin g cof@ cofl A ==
1 — fin b* fin g2 — col b* cof A* col B* —— 2 fin b
cof b fin g cof B cof A == 1 =~ (fin b fin B 4
cof (a— @) col b cof/")2 == 1 — cof MS?

== fin MS*, don¢ vV 4 #* ==fin M §, fin VMS

m . _
== &= finVMS iiMS, n ==

m N - .
S = cof VMS fin MS, =% cof MS.

Soit cncore un avtre aftre L dont la diftance au
point M foit M L: foit A la longitude de ect altre
& B f{a latitude , cn procédant fur le triangle MV L,
comme nous venons de procéder fur le triangle MY,
puifque nous connoiflons dans le triangle MV L,
Pangle MV L == i la différence des longitudes de
M&deL, =A— 0, VM == compl. 8 &
V L = compl. B, on trouvera cof ML == cof
(A— @) cofB cof g+ fin B fin B, tang VM L ==
fin (A— ©) col B .
fin B col 8 — col (A— @) col B fin g
prenant les dénominations de M. de la Grange, on

acof ML= 1, tang VML = % dont l'on

En

tire
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tie comme ci-deflus M == fin VML fin ML, N
== cof VML fin M L. Maintenant que la paral-
laxe faffe paroitre 'afire S en S', §S* étant la pro-
longation de Z S, menons M §*. Dans le triangle
M Z S ou l'on connoit les trois cbtés, on aura par
le cinquieme Cas des folutions amatytiques col M Z S
__cofMS = cofl MZ col ZS % dans e tri

____ fin MZ finZS 3 < dans e trian-
gle MZS* ou l'on conmoit MZ, 258" & MZS*,
on aura par le troilieme Cas des folutions anaiytiques
cofl MS* = cof MZS inZM fin ZS8" + cof ZM
cof Z S*. Mais nous avons prouvé ci-deflus que tang

., din 78§ .
A= = b—— i (# étant le finus de la

parallaxe horwonmla de Patre $) donc fin Z S* ==

fin ZS
vV in Z S* 4+ col'’l 5* — 2 ¢ lin 7 COI'ZS ¢ lin #°
fin ZS
! = & cof Z S* =u

V1 — 25111)7C01Lb+£ finw?

cofl ZS — » lin 4
———=-=. On a donc cof
V12 ¢l cof S 4 ¢ lin 7

MS == (cofMS — cof MZ cof ZS)
fin Z §' oo , )
NAS 4+ cof ZS" cof Z M ==

cof MS—cofM7Z cofZS + colM7. col 7S — ¢ fin = eo M7,

Vi — 2sim7r LolLb -«}— & {in =

\___ —— e

Y 1 — 2 din7 colZ S+ & finate

'Y".
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Or dans la fig. 712 nous avons TL : O L ==
inZOL: finZTL = 7 : 7" en appellant » la
diftance vraic de laftre & »' fa diftance apparente.

Orfin ZOL : fin ZTL = {inZS" : {in Z S,

. r
doncy: 7' = finZS":{inZ$§, donc - ==

?n——ZZ—S:S;= Y1 —2¢efina colZS 4 in 5%
in ,

donc cof MS* == = (cofl M.§ — , fin= colZ M)
== —:% (! — ¢ fin 5. 5) en employant les dénomi-‘

nations adoptées ci-deffus. Nous avons fait voir plus
haut que ¢ {in7 == —el_ > p étant le rayon de la terre
{i .

a la latitude en queltion, & d la diftance de Paf-
tre au centre de la terre, que nous appellons ici 7

avec M. de la Grange, cn forte que ; fin , = -,
p

mais M. de la Grange fai _re- == _., il appelle donc

7 cc que nous appellons , fin 7, notre formule
deviendra donc en adoptant fa dénomination, cof
MS‘—-;-;’I— (I — xA), Ceft cc que M. de Iz
Grange appelle I' , nous avons donc cof M §' == [,
On g enfuite dans le triangle M z S*, tang ZMS' =
finzS"' fin MZS

nZM col ZS' — fin ZS  cofMZS col ZM
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== (en mettant pour {in ZS' & cof ZS" leurs
valeurs )
inzS tin MZS
fin ZM (Col ZS — ¢ it 7 )—{in ZS cof MZS cof ZM-
Or dans le triangle MZS op afin MZS : {in ZMS
= fiuMS:{inzS, donc lin MZS
fin ZMS {in M S
A & cof MZS ==
cof M S — cof Z M cof Z S
finZM {inZ8§
donc en fubftitnant ces valeurs, tang Z M §' =
fin /MS fin MS

. _colZV

ﬁnZM(cofzb---eﬁmr,..-wf?M(COfMS colz IcoPZ,S)
fin Z M

— fin ZMS fin MS fin Z M

T GnZM*col LS elinghinZM*— col ZMcofMS4-colZM?

colZS

fin ZMS ﬁnMS finZ M
— .Orfin

cofzS — fmwﬁnLM — coflZM cof MS’
ZMS == {in (V MS — VMZ) = fin VM S
Cof VMZ ~— cof VMS fin VMZ, donc tang
ZMS' =
{inMS {inZM (finVMS cof VMZ ~— cof VMS (inVMZ)
cof 2S — lin » finZ M* — cofZMcof MS
Onp a anfli cof?MS ==Ccof VMScof VM Z 4 fin
VMS finVMZ, donccof ZS == cofl Z M S fin
MSfinZM 4+ cofMScof ZM = (cof VM §
cof VMZ 4+ finVMS fin VMZ) fin M S fin ZM
=+ cofMS cof ZM, donc tang Z MS' =

Y 2

Nous aurons
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fin MS (fin VMS col VMZ =~ cofl VM S{in VMZ)

fin MS (cofl VMS col VMZ + £in VMS fin VMZ) -~
sfiny finZ M

donctang VMS' == tang (VM Z +ZMS') =

tang VMZ + tang ZMS*  {iin VMZ -

1 — tang VMZ tang ZMS'~ col VM Z

fin VMS col VMZ i1 MS --- {in VMZ col VMS fin MS.

(col VMScof VMZ Hin VMSinVMZ)inMS-¢linz inMZ '<]--

(finVMSTIinVMZcofVMZinMS . fin V—N_l_zl cofl VMS inMS)

CcoflVMS ol VIMZ2 +{inV MSfinVMZcolVMZ)uMS - ¢ fingecofl VMZGiaMZ

== (finVMZ cof VMZ cof VMS {in MS 4
fin VMS fin MS finVMZ? — ¢efin#x inVMZ
finMZ —finVMZ cof VMZ cofl VMS{inM$§
4+ finVMS finMS cofl VMZ?*) : (cof VMS
finMS cofl VMZ* +{inVMS finMS fin VMZ
cof VMZ — ¢finy cofl VMZ finMZ 4 cof
VMS finMS finVMZ* — fin VMS {in MS
fin VMZ cof VMZ) =

finVMSinMS —¢fin,fin VMZ fin M 7
col VMSHinMS — efinrcot VMZ tn M Z
m —

T e
-—— , en adoptant les dénominations de M,
no— wy

de la Grange expliquées ci-deffus, on aura donc
" — wTu '

m
== -7 == tang V MS", donc

————t—

#n T Ty

¥y fin V M §° m'

— 12 12
== —===————= , or M J u" =
y' V't 4t

m'=— 2w oumfa ot —2mynt i
Mais il faut re marquer que I* 4 " 4 #* == cof MS®
G (inVMS® = cof VMS*) in MS* ={in M $*




SPHERI1QUE Chp. IX. 173

3 cof MS? == v, & de méme A* 4 p* ' ==
cofl MZ* 4 (fin VM Z* 4 cofl VM Z7) inMZ?
==fin M Z* 4 cof ML* == 1, donc m" +n* ==1x
— P&+ A — A, donc m'* 4 att ==
T — P — 2, (putvn) + 7 (1 — A )

7 1
. - n o
Mais 'on a tang Z M S == — ==
m
I 4 _._...ﬁ'
v
m, — " _
— ¥ donc cofl ZMS ==
mu + n,
My +ny
Vinlv'—a2mn pr4n® p’tm w4 2mnwy 13
mutn, Mg iy

V(P ) (W) Y (1—a) (1—F)
= ;)ianJVI-}TLni:n TSk donc m -t 1y === co[ZMS
finM7Z fin MS, donccofl ZS ==coflZMS finMZ
fin MS 4+ cof MZ col’ M § = mu-ny +1la,
donc mpu 4+ n, == col ZS— [ A, donc m"™
Wlie=m 1 — P4 g (1~—A*) — 27 (cofZS
- l)L) == I1— 27 cofl Z.S T g — (l"+7,-=

———

)\2—“21A7r);_‘:l——27;-cofzs+7r°__
pr2 12 . #12
(l-—r)\):-——i’:— — cof M§** = FﬁnMS",

done /77wt = 7 fin MS*, donc ;’TﬁnVM s*

1
. m

== IS &m* == fin VMS' {in MS" done
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T —— | mr
tang V Il §*

=cof VMS" fin MS".

En procédant de méme pour Paftre L que la pa-
rallaxe fait paroitre en L' on aura, cofl ML'=1L"

r M-—mpp M
== - —I12), —_— = _...
finus de la parallaxe horizontale de laﬁre L), doa
Pon tire comme ci-deflus M' == {in VML® f{in

ML', N =cofl VML" fin ML*, Maintenant dans
le triangle S"M LY, on a par le troifieme Cas des
folutions analytiques cof S'L* == ¢of ' M L' fin
M S*fin ML' 4 cof M 8" cof ML', or cofS" ML'

=cof (VML" — VMS") == cof VML’ cof
V MS' 4+ fin VML fin VMS' , mais cof VML? =

N o l
ErRT o VM = e done cof VAL
N' 7! :
fV I T = - )
col VS fin ML fin MS* 2 de méme {in
M .
VML — M fin VM S m

fin ML’ = fn M g doner
; g M' m?

fin VML finVMS MO TS ; doncen
fubftituant ces valeurs, ona col 8 L* == M'm' 4
N'#' 4+ L' J', ce qui eft une expreflion bien {im-
ple de la valeur de S' L' diftance apparente des
altres, ce quil sagiffoit de trouver. 11 eflt aif¢ de
lui donner la forme que trouve M. de la Grange »

ml nl Ml

quj.fa.itplz?, l:—lT,PI-—-——I-,Q_I‘::‘S
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I

N .
iie donc M* m' =—=P*' p" L' I' , N* w'==Q* ¢*L* I*,

donc cof S*LY = L*/* (1 4 P* p* + Q' ¢"), mais
IV 4 ot +7z"= 1 donc/'* (1 4 p'* 4
2'*) =1 &L'* 4+M'* 4+ N'* = 1, donc L'*
(r4P* 4~ Q**) = 1, donc L'* I'* =

I

CHraro s gan S M=
I
z —————=——_ Donc cof
Ver4p' 4¢3 ) (1P Q)
S’ = COfE‘ f——]

b | + Pl pl + Q ql

VT4p + ¢") (1 +P5+ Q%)
le trouve M. de la Grange. $'il faut avoir la tangente
de cette diftance apparente, on aura tang =’ ==

» comme

Vi—colyg'?
cof =!

(M m'* 4+ N'* p'* 4 L™ 1'% 4 2 (Mt

New' +M' m L'l + N LVD)) =

T — L" P* (1 4P2p' - Q% g'* 4 2 (P'pr

Qg +Pp+ Qo)) =1 —

(4P *p'* + Q' %' * 42 (P'p'Q'q’'+P'p' +Qlg"y)
(L p™ + 95 (1P + Q)
\‘P’z+p‘z+q{z+Q|j?’|_Z 7' :1Q2p 2. zrplplQu(,|+Plpl+Q_li|

— (utpi2tqia) ((+P124Q12)

e (PP—p P+ (QL—g' (P g — Qp)
(x+p“ +¢*) (1 +P”‘+0T)

donc tang =' ==

, mais 1 — cof g'* = 1 —
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YOy 7 (& - §r+Pg—Gpy
1 + ‘Pl pl + Ql ql
comme le dit M. de la Grange.

On peut tirer aifément de cette méthode la pa-
rallaxe de longitude dont nous avons donné plus
haut la démonftration d’aprés les formules de M.
Lexell. Dansle triangle MV S* ol P'on connoit deux
cotés VM, MS* & Pangle compris V.M S* on aura
tang MV § ==
fin VM S' {in M §°
cof MS! fin VM — cof VM S/ finM S/ cof VM
. m' , .

T [ fin VM —#" cof VM
m— 7

(-~ 72) n VM — (# ~mv) ol VM
finVMS fin MS—72{in VMZ {in MZ

cofMStin VM - col VMS fin MS ¢col VM — 5
(cofMZ {mVM-—col VMZ fin MZ cofl VM)

Mais fin VMS fin MS = inM VS {inVS; f{in
finVMZ inMZ, == {inMVZ {inVZ, cof MS
= cofMVS{inVS {in VM4 cof VS cof V M,
cofMZ==cofMVZinVZ inVM 4 cof VZ
cof VM; cof VMS fin MS.== cof VS fin VM
—— cof MVS finVS cof VM, cof VMZ{inMZ
==cof VZ fin VM — cof MVZ fin V Z cof VM.
Donc fubftitvant ces valenrs nous aurons ; tang MVS®
= (finMVS{inVS — #{inMVZ inVZ)
2 (cofMVS inVS finVM* 4 cof VS fin VM
cofl VM —cof VS inVI (0'VM - cotMVS

fin




§PHERIQUE Chap. IX: 1451
fin 'S cof VM> — # (cofl MV Z fin VZ fin
fin VM* 4~ cof VZ in VM cofl VM~ ol V7,
inVM cof VM 4 cof MVZ {inV Z col ViDI®)
_ faMVSfinVS + = inMVZ finV'Z
T cofl MVS finVS — 7 col M VZ fin VZ¢
Donc ting SV S* == tang (MVS§ — MVS§!)

tang MVS — hngMVS‘ fin MVS
=1 + taig M VS ‘tang M V S = <co£ MVsS
e (ﬁn MVS finVS ~— 4z finMVZ fin VZ))
cofMV'S ﬁnVS-—*qrcofMVZ,ImVZ
(j fin MVS? fin VS —# o fin MVS fin MVZ fin VZ
col MVS® finVS — 7 col MVS cofMVZ (i1 VZ,
= ({inMVS cof MVS {inVS — #coflMVZ
fin MVS finVZ — fin MVScof MVS{inVS
47 finMVZ cofl MVSin VZ): (fin VS cof
MVS* — # cof MV'S ¢of MV Z 1in VZ =
Hin VS fin MVS* — # fin MV Sfin MV Z fin
VZy=w(in MVZ cof MVS — cof MVZ
Jin MVS) fin VZ: (fin VS — # (colM V'S
‘ol M V 7, +ﬁnMVS fin MVZ) fin VZ..Or
fin MVZ cof MVS -— cof MV7 fin MVS
== fin (MVZ—~— MVS)==1nZVS & cof
MVS cof MVZ + ﬁnMVS fihn MV Z == cof
MVZ=MVS)y==colZVS. Donc tang SVS*
wfin ZVS fin VZ
VS — 7coflZVSTnVZ’
formple de M. Lexell dont pous avons donné I
8€monfiration ; on remarquera feulement que. le point
Que A, Lexell appelle M ; je Fappelle ici S, & que
¢fin & de M. Lexell, je lappelle ici .

ce qui eft la

&)
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Pour trouver la pamlhxe de latitude , on confi
derera que. dans le méme triangle VM $*, on aura
par le troifieme Cas des folutions analytiques cof V $*
cofl VMS fin MS' fin VM 4~ cof MS" cof VM

ez it VM 4 cofl VM == ;’;-((n-‘—m)

fin VM 4 (=7 2) cofl VM) == rf,(cofVMS

fin MS{in VM + cof MS cof VM — » (cof
VMZ inMZ fin VM4 cofMZ cof VM)) ==

;r-;(cofVS——vrco[VZ)::-_
cof VS — #x cof VZ

Vi—2xcofZS 4 ”‘::z

cof VS ~—=#cofl VZ) fin Z S
fin ZS

gle ZVS', inZS" : inVS' == fin ZVS*: fin

fin VS inZ VS' :
fmezs — &f
V St (cof VS — 7 cof VZ) fin V§' ﬁnZVS‘
inVZ inZS
(cof VS ~= - cof VZ) fin ZVS*,
inVZinZ2S
mais dans le triangle Z VS, finZS: fin VS =

inZVS :finVZS; donc fin ZS fin VZS ==
finVS{inZVS & cot VS! ==

(cof VS = 7 cof VZ) fin Z V $*
finVSiinZVs

. Mais dans le trigtt=

VZS, donc fin Z§* ==

donc cot VSt =
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cotVSﬁnZVS'/ wcofVZ) .
— e . Ceft la tor-
7V S | VS Ceft la. for-

fnule de M. Lexell,

Aprés avoir montré comment on pent tirer les
formules de M. Lexell de la méthode que jai em-
ployée pour démontrer les réfultats de M de la
Grange , je vais faire voir comment on peut réci-
proquement parvenic au réfultats de M. de la Grange
par le moyen des formules de M. Lexell. Dans le
triangle MV S’ , je connois Pangle M V S' puifque
je connois la parallaxe de longitude SV S!, le c6té
'V S puifque je connois la parallaxe de latitude S S*
& le c6té VM. Jaurai donc cof MS! == cofMV §*
finVS'fin VM +cot VS* cof VM. Or tang MV §" ==
fin MVS in VS — 4 in MVZ {inVZ
cofl MVSfinVS —gcol MVZ inVZ"®
je tire inMVS —
inMVS finVS — » finMVZ {inVZ

VinVS* ¥ 7 inVZ' — 2 7 in VZ fin VS col ZVS
& cofl MV §' =
cof MV Sfin VS——,rcofMV Z fin VZ

—  —— e

VIin VS 2 inVZ: — 2,,{1nVL {in VS conVS

donc fin ZVS! = fin (ZVM— MVS§") ==

finZVM cof MVS* — coflZV M in MV §* ==
finVs ﬁn ZVS o

\/fn VS 4 7° finVZ® — a7 fin VZ {in VS corzvs
i — (cof VS —cof VZ) f_'y_l ZVSt
Done cot V§' == ~—pr5srr7vs

Z 2

d’on
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_'__E;OFLVS ~— 7cal VZ
Viin Vs 725 fin VZ7— 2« [in VZ fin VS col ZVS'

fvs— f
DouccofVS‘*'co S meolVZ & fin

S"" Vot A4 =* -—-27,cofL‘
v s

v fin V§* +7r ﬁnVZ‘ 2 /ranZ{me cof LVS
y/ I +7r — 27 cofZ §
Donc en fubftituant les valeurs, on aura
cofMS' = (cofMVS§ ioVS—a cofMVZ ﬁnVZ)x
{inVM JInvs? A finVZ*- 27r{mVZﬁnVS coi/VS
i {in V§* +,,"11nVZ ~— 27 {inVZ ﬁnVSCUfLVb
W I w — 27xcolZ$
(coflVS — 7 cofVZ) cof VM
Vi4#zx—2xcoflZS
(cofMVS finV§ -— zcol MVZ ﬁnVZ)ﬁuVM
\ Vo rg — 2ol LS.
(cofVS — 7w colV 1) meM
\/I+7—27I'LQ'.LJ )
finVS in VM 4+ cof V'S cof VM - 7 (cofMVZ
finVZ{in VM -+ cofl VZ cof VM) :
A1 4wt —— 2w ocol LS ==
cof MS — 7 col ZM 7

. = — (l—ar)==I,
\/I+7r“‘"7(7rc.ofl.S r' ( ) '

en employant les dénominations expoﬁ.ca cx-defl'ua

——
——

==cofMVS

Dans le méme triangle MVS' jai tang V M S* ==
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fin MVS' fin VS
cof VS fin VM ~— col MVS' finVS* cot VM
== (en fubltituant pour fin & col MV $* {in &

cof VS' leurs valeurs & réduifant)
((ﬁn MVS{inVS —= in MV7Z ﬁn.VZ)),

VI+;—~ZTLOfZS

(cof VS — 7 cof V2) ﬁnVM——-
(COFMVS ﬁnV"-'-'“‘—,—cufMVZ,anZ)

V1 47 _—— 2 rco[Z‘
= (inMVS inVS§ — = fin MVZ ﬁnVZ)
(cofVS fin VM — cof MVS finVS cof VM
— 7 (cofVZ fin VM — cofl MVZ i VZ cof
VM) = (in VMS{iMS—s{inVMZ
fin MZ): (cofVSfin VM — cdf M¥S finV$§
cof VM ~— 4 (cof VZ in VM — colMVZ
fin VZ cof VM) & caufe de
finMVS:fin VMS = {in MS: finVS & de
in MV Z:{inVMZ==(inMZ : fin VZ. On
a enfvite par le cinquieme Cas des folutions anas
Jytiques cof M V S ==
£of MS — cof V M cof VS
' fin VM finVs
Cas des folutions analjtiques cof VS == cof VM $§
in VM fin MS + cofl VM col MS, donccof VS
ﬁnVM ~—~ cof MVS fin VS cofl VM == cof
cof M S cof VM
VS fin VM-—-—— A
by o

col VM

& par le troifieme

ol VM cof V§ .
fin VML T
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cof VS cof VM? + cof VS finVM? — cof MS cof VM

fin VM
cof VS — cof MS cof VM
= fin VM _——
cof VMS finVM{inMS + cof VMco{ VMS..cof VMcof MS
o fin VM

== cof VMs§s fin MS. On trouve précifément de
méme en {ubftituant le point Z au point S, cof VZ
finVM — cof MVZ finVZ cof VM = cof
VMZ finM7Z, donc tang VMS' a=
finVMS{inMS — »fin VMZ {in M Z
COLVMS inMS — g col VMZ in M Z

m — x K m' . .
pop— Pl oo en employant les dénomina«

tions expofées ci-deflus,

Les formules de M. Lexell nous conduifent dong
aux mémes réfultats pour col M S* & tang VM §*
que la méthode employée plus haut, on trouveroit
de méme cof M L' & tang VML’ & l'on en con~
clurroit de méme tang S' L' 1l ne reflte donc rien
3 defirer la-dellus; puifque jai démontré directe-
ment les deux méthodes, & quenfuite je les al
demontrées alternativement Yune par lautre.

S'il sagit d’appliquer cette méthode & Pobferva
“tion des occultations des étoiles fixes par la lune,
les réfultats fe fimplifient beancovp , parce que la pa-
rallaxe des étoiles fixes eft nullee. On a donc dans
cecasnms= g, ce qui donne R*==R, L' = L,
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M! =M, N' =N, donc cof §' L' == cof L§*
(puifque LL* ==0) == L' /' 4+ M' ' 4 N'#'

- _:_ (LI— zLa+Mm— M i+ N»

N cofl LS =— xcofl Z§S Mais !
— — . ais
™Nv) YIi—27coZS++ 4 '

pour aller plus loin, faifons que le point M coine
cide avec le point
L,alotsML==o
& VML=—=o0o, M
L'=—0& VML:
=—o0,donc M' ==
o, Nt ==o0, &L’
== 1, donc cof
Sl L= Ll ll +
M wm + N
== ]' & tang S* L
== tang x' ==

VTSF v
T p =
2 .
Vim—mpy+ (s 7”)2. Nous avons ici &
I — 7 2
== finus de la parallaxe horizontale; foit cette pa-
rallaxe == ', nous aurons 7 == p fin L. »y
==y fin & 7 A ==, {in \ ; prenons av lieu dé
wfinl, fin gl & ainli de fuite, ce qui fe peut
fans erreur fenfible . & nous aurons tang =° =
Vi(m —finpul >+ (n  fin vd)e
' L= A - == (en




184 ESSAI PE TRIGONOMETRIE
Jubftituant les valeurs de ! , B, 7))

Y ({inVLS$ hnLS-im p ) 4(col VLS finLs——fin y xlz)
col' L S — fin A~y ¢
Or dans le triangle VL S, nous avons fin VL §
fin LS={inLVS fin VS, cof VS==cof VLS
finLs fin VL 4 cof LS cof VL; cof LS ==
cof LVS fin VSfin VL 4 cof VS cof VL,
donc cof VLS fin LS ==
cof VS— cof L S cof VL ___

fin VL -
cof VS—cof L VS{inVS finVL. cofVL-——tofvscofVL’
fin v L —
= cofVS fin VL — cof LVS fin VS cof V L.
Subftituant ces valeurs dans notre formule, Bous
aurons tang ' == |
W (linLVS fin VS — finu \,b)’ + (col Vs fin VL
~— cof LVS in VS cof VL — fin vl
cof LVS fin VS fin VL 4 cof VS cof VL — fin A
ou en mettant pour cofl LVS fa valeur t =~ 2 finj
LVS, tang s" =
W (finLVSfin VS — im/.c\I/) . (coiVS fin Siin VL
~—1fin VScof VL + 2 fin VS cof VL fin l'LVS'-"V*JM)
Jin Vs fin VL 4 cofVS cof VL— 2 fin VS1in VL fin
LVS* — fin )\\IJ
Y finLVSfinVS-=fi el Y+ (n(VL—VS)F2finvs
" CofVL fin £ LVS*® —finyd)?
cof(VL——- VS) -—~'zimVSﬁnthn LVS"""im/\\l/
ou _en faifant T,V S — dxﬂ'er des lonmtudes =t}
VL~ VS = diff'el des Jatitudes == u, VL ==
compl.
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tompl. latitude == compl. B, VS compl, ‘b
tang z =
V(finz coib —— fin p )* 4 hu u+ 2 colbfin B
fin 3 #* — {in. v )?
col ## — 2 col b colBiing #* — fin Al
Ce qui eft ld formule que tfouve. M. de la Gtan"e,
$il Pon fait dans cette formiule 1 == 0, & qu'on re-
harque que jappelie ici o ce quil appelle cof B
% ,fin B, & v ce quil appelle v cof B — , finB.
Mamtenant foit D' Je didmetre apparent de la lune

& d fon dxametre horlzontal on 4 comme nous
T

fin d r.
lavons vu plus h:iut 4 == i%d donc ﬁn}d' ::,':2‘
ﬁn d, tdis nous avons. dans ce cas cof 3 == ==

-~ col »
(l-—-x)\)donc —’:——-— 1-3—~~ & fin dt

fm .

ic:_f;\_i’_ viais Pimmerfion ou émetion de é:
loile fe fait quand =¥ == &t donc alors fin & ==

{ , S+ .

fin 5 .._E;_d_co_za ou tang 5t = |0 b
en me{tant pour tang %' 2 valeur , & élévant au
Quarté, on a fin @* == ( fin ¢ colb —fin ub 2
‘F (fin + 2 fin B col b fin'% t’-—- fin v )2, ce
qu g'accorde avec la formulc de M. de la Grange,
Pour vy qwon ¥ fafle D == o & n == o,

Pour les échpfes de foleil, & les paffages de ve-‘
fys & ‘de mercure fur le difque de cet aftre, on'
eut employer I'approximation fuivante.

A
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Soit Z le zéiith, S le foleil,
V la planete, S # la parallaxe
du foleil, 2D la diftance ap-=
parente des aftres, menons DE
égale & parallele 2 §#, onaura
S E = D#. Maintenant me-
nons Parc de cercle E o du-
centre D, en forte que D E
foit égale 3 Do & menons So.
Dans le triangle SEo, ona SE <« S0 4+ Eo;
donc SE — $§0 < E 0, mais Eo =D E fin
EDo « DE fin DZS (carZSD = EDm,
donc ZSD + ZDS + SD o = 180", mais
ZSD 4+ ZDS 4+ DZS > s80°, parce
que les trois angles dun triangle fphérique va~
lent toujours plus de deux droits, donc ED o0 <

L : finSD
. i S == i {1 3
DZS) MaisfinD Z 7S ( ent fuppofant

S D perpendiculaice entre les jambes de I'angle, ce
qui eft lpvcas le plus défavorable) donc Eo <
DE finsD . N
fns o O DE=n {in ZS (m étant 1'a
parallaxe horizontale du foleil ). Done Eo < m fin
SD, mais o= g”, 5, &fin § D == {in 34’/ dans’

, : r oo
les cas les plus défavorables, == -~ gnviron, dono
Y00

8!/ , S 1 ol'//
Eo <« - <,
100 I00
r/ [y . . -
< § ', T ==a 4 ou cing ticrces tout an plus. Dono
nous Pouvons prendre So au lien de SE fans crain~

< 3", 1. Donc SE—So
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dre une erreur qui furpafle 4 ou § tierces. Alors Do
Btant ==, onaura Vo==7#—1, & on calcu-
lera So précifément comme on a calculé S D dans
le cas précédent de Poccultation des fixes (cette
diftance sappelloit alors L §') excepté qulan lieu
de 7 il faut mettre 7 ——i1, comme il elt evident
p atla feule inﬂ)e&ir n de la figure. .Nous aurons donc

tang § 6 == VG =) ) )+ (A= (7= D)%,

¢e qui eft la formule abrégée quobticnt M. de la
Grange par des COllﬁuletlUl]S purement apalytiques,
& fur laguelle on pratiquera les mémes opérations
que fur. celles des occultations des fixes. On rai-
fonnera de méme pour les occultations des planetes
par la lune. Ainfi quelques confidérations trigonomé-
triques- fort {imples donnent les mémes réfultats que
la profonde analyle de M. de¢ la Grange.

Ces méthodes pour calculer la diftance apparente
de deux aftres par le moyen de leur diftance vraie,
ou réciproquement , ont excité 3 jufte titre Patten
tion des géometres & des altronomes, puifque clelt
par la quon trouve avec le plus de facilité & de
fiireté les longitudes en mer. On trouve dans la
connoiflance des tems de Paris une femblable mé-
thode pour trouver la diftance de la lune au foleil
ou aux étoiles, qui eft de M. le chevalier de Borda,
& qui ne repofant que {ur quelques propofitions
trigonométriques fort fimples, mérite détre expolée
iei. L’obfervation donne immédiatement la diftance
gpparente des centces du foleil & de la lune par

Aaa
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cxemple, & lCS hauteurs apparentes de ces mémes
centres. En y appllqudnt Ia parallaxe & la I‘Cfl‘dC-—
t'l m, on en tire les’ hautaurs vraies , & il s agxt 'd’a-
voir actuellement la dnltdmc vraie des centres. Soit
D la diftance app,irente des centres, & & b les hau-
teurs apparentes, P & G les hmteurs vraies, x la
diftance cherchée. Soit de plus Z le zénith, & par
conlequent ZS‘ = compl aZtA., = compl b,

Z‘?——-compl ¢, ZL=

Cumpl B,s'L* ="D,SL

=== x ; dans le triangle fphe-

rique VAT on coanoit

les trois c6te< on aura donc '
par le cinquieme Cas des

folutions analythues cof S‘

Z L =

cof §’L* — cof ZS" cofZL,

ai L 8" din Z 1!

cof D — fina ﬁnb_ ,

- cofa cof b - Mamtenant dans le trian.

gle S Z L on connoit deux cétés Z S & ZL & Van-
gle compris SZ L, on aura donc par 1€ troifieme
Cas des folutions analytiques le troifieme coté , fa-
woir cof SL == cof ¥ =="cofSZL fin ZS fin ZL
-+ cofl ZS conL-—— cofS’ZL‘ cof<£1i> col @ 4-
cofd) cof 8 (cof D — na ﬁnb)
i,"m¢ﬁn;6—-e " cofucofb
4 fin o fin 8. Orcofx= t — zf{in} ; %7, ou ﬁnﬂ

__1-——-cofx
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| fin © finB cof @ col B ( cof D—fin g finb)

L Bt

2 , cpla col' b

§;—ﬁg¢£n3+cof@cof[3
2

col @ cof@(cofD———ﬁna ﬁnb+cofa cofb)
2 colacofb

— I+cof(@+8)

' 2

cof@ col @ (wf D+ cofl (g + b))

R AMD {a-
2 cofa col b O nops fa

_=

S

vons que cof ; x* == —E—i{-gf-l, & que cpl A
-+ cof B==2cof (}A + } B)cof(A—-B).
l'allant donc ces red‘udlom ) noua aurons fin ; x* ==

Pof/\@:-}-ﬁ)

cof @ cof 3 cof (

—

a+b+D> a-+b—

cola cof b

Celt I3 formule quwd donnée M. le chevalier de
Borda & qui fle trouve dans la connoiffance des
tems de 1780, p. 269. Soit cof M ==

Voot 28+ D) (‘"H’z D) cof g cof @
| cofa cofb cof(—-—-zt—@) B

on ayra cof M* ==
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b+ b —-

of ("'+ - D) cof (227 cor & cor 6
. " . - ,,;)'
cofa cofl b cof e :--

donc fin M* =1 — cof M* ==

! h+D>' a-b

¥ — cof( cof (~.~.2_..__D>co{¢ col 3

cola col b cof(—qi--t—@ ’

¢+%2 (@+&’
—-—) =col —

& fin M* cof
f<nl.—b+l)> f{a-{—b
2 2

D
€0, ) cof ¢ cof B

—

-cofa,(.oib
== fin § ¥*; donc fin ; x——-—cof(g-_—:—g—— fin M.

<D+B

1

Nous aurons donc [ fin 3 x == ! cof( .
: \
}lﬁnM&lcofM:{(lcof(—‘l—i—g—t—Q)
=+ J cof (ai 5—“*>+3¢J+1cof6 — lcofa
>+ 8

~— lcofb)——1Icof (———-—2——— Ceft 1a le dévelope

pement de la formule néceffaire pour la pratique,
& en méme tems lexplication de la regle donnée
A Pendroit cité de la connoiffance des tems. Cons
noiffant la diftance vraic des centres, on cherche
dans les ? bles quon a publides i cet effet i quelle
heure cettégdiftance a lien pour Paris; puis on chers
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the Theure vraic pour le licu de l’obi"ervatxon , &
Ia différence de ces tems donne la différence des mé-
idiens. L'heure vraie pour le lieu de Pobfervation
fe trouve fort aifément, car on connoit la diftance
du foleil aun pole clevé, la latitude du lien, & la
hauteur vraie du centr¢ do foleil. Soit P le pole de
Péquateur . 7Z le zénith & S le {oleil; foicnt de plus
d la diftancecau pole, [ la latitude, & la hauteur
Vraie,ondura PS==d, PZ K

=g0"— 1, 7S =90°— Z P

b. Langle ZPS eft ce quon '
appelle langle horaire, Pon 9,
aura donc par le cinguieme Cas (’/iﬂ ¢

des folutions analyt cofl ZP'S

 cof (90" — b)-——cofd cof (50" — Z)

h ﬁndim(9o — 1) _,
— {i l

fin b cofd tin ; doncfini ZP S ==

Mind col’ !
3_:_(_:2(2?8 findcoll — finh <+ cof dfin}
2 21ind cot !
fincdt [y —
— 20 ) fin b . Mais nous avons prouvé

2 ind cot !l
plus haut que fin A — fin B = 2 cof(é-;\B-/ fin
baad
( A—2B

, doic finl ZPS* ==

\ ——
o (_‘%_ﬂ*_’_i_i' MR |
i - , &finf ZP S =

fin d cold
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i - T+ 1—h
V ot (_.'*'-———-—‘i Y fin (—d+_—'l _-"-> |
S /- 2. . Donc fin }

find cof /
ZPS--;(log cof +i+b+1f d+:_l’

= I tin d—1cof 1),

Ceeft la regle qui et donnée p. 268 de 1a con:
noiffance des tems. L’angle horuire trouvé étant cons
verti en tems & raifon de 1§° par heute donné Pheure
vraie.

La parallaxe dont nous vertons de nous occuper,
produit la différence qui fe trouve entre le parallele
vrai & le parallele apparent d’un aftre , dent la fitua<
tion apparente chahge pendant qu'il parcourt le fil
d'un micrometre on d’un réticule. M. de la Lande
avoit donné § 2029 de fon Aftronomie, premiere
édition , une regle pour trouver cette d1ﬁ‘erence, &
,cette regle ne reflembloit point & celle qwavoit don<
fiée pour le méme objet le célebre Mayer de Geettin-
gen. M. de la Lande avoit cru que Mayer s'étoit
trompé , mais M. Lambert prouva dans les Ephémé-
fides de Betlin pour 1776¢ que la formule de
Mayer approunoit de Pexaltitade autant qpe Pexi<
gent les ufages aftronomiques, & M. de la Lande
én a reconnu depuis ka vérit€. M. Lexell a trés—'
bien' développé toute cétte matiere dans un bean'
Mémaire qui fe trouve parmi' les Mémoires de pé-
tersbourg de 1774, & a pleinement confirmé les’
affertions de M. Lambert. Je vais chercher ¥ dém@i;;_

fr



SPHERI Q UE Chap IX 193

trer la formule de Mayer avfli {implement quil eft
poflible. Soit P Z le mé-
ridien, Z L le vertical, Pl
& P L le cercle de dé- ‘
clingifon; le lieu vrai de
Paftre étant en L, la pa-
rallaxe le fait paroitre
en M, {i cette paral-
laxe ne varioit pas, lal-
tre paroitroit décrire le 4
parallele M w, mais % "R

caufe de la variation

de la parallaxe, laftre an liew d'étre en 4 fe trouve
en m, & il Sagit de déterminer Pangle P M 7 que
fait Parc M m avec le cercle de déclinaifon. Pro-
longeons P L jufqu'a ce qu'il coupe les arcs de grands
cercles My, Mmeno & b Langle P o M eft
droit, ce qui donne par le quatrieme Cas des tr.
ret. fin Mo = fin P M fin M P L; or langle
"M PL étant fuppofé infiniment petit, on a fin Mo
=Mo=nPM {inMPL. OrM o & Mé pou-
vant étre regardées comme des lignes droites, {i dans
le triangle M o b reangle en o, on abbaifle la

perpcndiculaire ox,onanrabx=Ml ——Mo=
0 x ot

W donch..._Ma+ x - = Mo, o

€tant un infiniment petit dv fecond ordre , puifque
Ox eft le finus dun angle x Mm qui eft déja infi-
himent petit; donc Mo & Mb ne different pas
fenfiblement ; donc Mb ==fin P M fin MP L, donc
Yangle P b M eft fenfiblement droit. On a donc par

Bb



199 ESSA]1 DE TRIGONOMETRIE

le quatrieme Cas des tr. rect. tang P M m ==
cot MPL col P M
P oY cotPMm=— T tang
MPL cof PM == tang p Mm. Si Voo fait PZ =10,
PlL==a,PM==4a'", ZPL=A,ZP M=
A, o Mm ==+, on aura tang b == tang (A’
— A) cofa’; celt un théoréme qu'a trouvé M.
Lexell par un calcul purement analytique. Mais A"
~— A eft ce que nous avons appellé plus hant la
parallaxe d’afcenlion droite, & nous avons démon-
efinzfinA finh

{in t— ,hna findcol A

tré que tang (A" — A) ==

eling fin A fin {'h pen pres, donc tang W

fina \
ou ce qui eft la ménie chofe ici ¥ ==
efin » fin A fin b cof a'

. fin a

en mettant cof @ pour cof a', ce qui ne fait quun
trés-petit changement , ceft la formule qu’a donnée
Mayer. Or comme on a dans le triangle PZ L en
faifit ZL=¢, ZM = ¢ ZLP=2C, ZM?P
=C',inZPL:finzZL={in ZLP : (inP7Z ov
finA:finc=={inC: fin b; onaura fin A fin b
=={inc fin C == fin ¢' fin C", parce quon peut
fans errcur fenfible mettre ¢ an lien de ¢ & C' au
licu de C; notre formule peut donc étre mife fous
cette forme ) == ¢ fin # fin ¢’ fin C* cota, ov
WV == ¢ fin 5 fin ¢' {in C* cot a*. Mais la formule
qud donnée M. de Ia Lande eft celle-ci y == ¢fin7
cof ¢* fin C* cof C*, ce qui ne peut s'accorder avee

== ,finy finAfinbcota,
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lanétre que dans le cas ot cof ¢' cof C' == finc’
cot 4', ou bien cot a* == cot ¢' cof C", cleft-i-
dite daus le cas oq langle P Z L feroit == 90°, ce
qui prouve la fauffeté de la formule de M. de la
Lande, puilque dun cdté cette limitation eft ab-
furde, & que -de lautre nous avons démontré Ia for-
mule de Mayer. Du refte, M. Lexell fait voir au
long par quels raifonnemens M. de la Lande eft
tombé dans lerreur, & comment il auroit fallu les
reclifier,

Le parallele apparent d’un aftre differe du paral-
lele vrai, non feulement par la variation de la paral-
laxe, mais aufli par celle de la déclinaifon & par
Celle de la rélraction. Les formules que 'on obtien-
droit deviendroient beaucoup trop compliquées fi
Pon confidéroit ces trois caufes comme agiffant con-
jointement comme cela feroit néceflaire, fi l'an voua
loit procéder dans la rigueur géométrique. Ces mé-
mes formules {e fimplifient confidérablement, fi 'on
Confidere ces trois .caufes {¢parement & indépen-
damment les unes des autres , & cela fuflit pour les
Ufages aftronomiques, 'erreur qui en réfulte pou-
Yant fe négliger fans aucun incpnvénient. Ceft ponr
Cela quen traitant de la parallaxe nous avons fait
abftradtion de la déclinaifon & de la réfradtion, nous
allons maintenant confidérer la différence entre le
Parallele vrai & le parallele apparent provenant dg
la variation de la déclinaifon.

Bb 3
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Soit P le pole de 1¢-
quateur, Z le zénith &
L raftre, il eft évident
que fi fa déclinaifon ne
changeoit pas pendant
quil parcourt le petit an-
gle horaire L P/ ou le

etit arc L / que nous ap- ’
gcllerons d A, & que nous L= b
regarderons comme infi-
niment petit, on auroit P /==PL ; mais & caufe de la va-
riation de la déclinaifon, PL==qa devient=Pm —a
+ da, & il sagit de trouver langle PLm oulL m
que fait le parallele vrai avec Papparent. Or dans le
triangle L P 7, on connoit deux cotés P L, Pm
& l'angle compris L P», nous aurons donc par le
troifieme Cas des tr. obliq. cot P L m == tang m L1 ==
finPL cof Pm ~—— finPmcof LP#m col P L
fin Pm lin LPm
fin acof (a4da) — fin (a+da) cofa

—_—

d A fina
(parccquch-—-&que cof LPm==1 (indA
_d
cofdA==1) = — 7 E—H On cherchera
dans le rapport de la variation en déclinaifon & la
da
variation de l'angle horaire & lon aura TA = J &
J

alors on ayramL]l== — 7,
fina
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Eofin {i nous confidérons la réfraction, foit P le
Pole de I'équateur,
Z le zénith, L Daf-
tre lequel foit relevé
¢t M dans le verti-
cal ZML par la
réfraction ; §'il n'y
avoit point eu de ré-
fraltion , l'aftre au-
roit €té en /, aprés
que Paftre auroit
parcouru nn angle
horaire infiniment
petit. Si la réfrac-

tion avoit été conftante, 'aftre auroit été en u (en me-
nant le vertical Z w /! & faifant / w == 1L M) mais
Ia réfraction ayant changé, Paftre fe-trouve en m,
& il sagit de trouver langle P M m ou u M m.
Menons les arcs de grands cercles M @, Mm, L/
& du pole Z les arcs de petit cercles La, M.
Menez aulli I'arc P/ qui eft évidemment égal a PL.
Confidérons le changement du triangle Z P L occa-
fionné par la variation L,P ! ou d A de langle ho-
raire, ce qui Ia fuit devenir ZP 7, Z P & P/ {ont
reftés les mémes ; or par le troifieme Cas des ana-
log. diftér. deux cotés étant conftans, on ad ZL
e=ZL~—2Z! = ]px: IPL={inPL finZLP:
oulpr:dA=finafinC: 1, donc la==qd )\
fing fin C, on aura de méme LZ A :d A = cof
ZLP finPL :finZL ou LZA : dA == cof C
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dA cofC fina
fin ¢
confervant toutes les dénominations précédentes.) Ot
comme LM =/u, onaZpu=2L—ML
— A, faiflons ML, = r & mp == d r, onaura
Zpu==c—7r—dAfinafinC&ZM=/
== ¢ ~— r. Maintenant dans le triangle ZM ,,, Z M
& MZ p étant conftans, on a par le premier Cas
des analog. différ. dZ p ==y m : m Mp == fin
Mup:finZumoundr :mMp = {inMu:{n

drfin Z, M
LZum & P Mm == o M# . OrfinZ o M:

fin ZM== finZMuwu:fin Zpu=cof C":fin
(' —dAfinafinC), donc finZu M ==
fin ¢* cof Ct

fin ¢'
quantit¢ d A flna fin C) donc , Mm =

fina :finc, doncLZ A = (en

== cof C' (en négligeant la petite

dr cof C'

_ N = ! X
M % Mais fin Mp : LZ A== cof C' : finc*
ouﬁnM,u,=LZA fin ¢’ =LZAﬁnc P

cof C' cof C
fin a (en mettant pour L'Z A fa valeur ), donc Mm

dr cof C'  dr cofl C
~dAfna dAfna & peu pres. M. Lexell

trouve en négligeant comme nous avons fait toutes
dr cof C

les quantités ou entre # - — ==
4 *dAtina — dr{inC
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dr
Hcofc

, au lieu que notre formule eft
fina ——d—':—ﬁll C |
dA

dr cof C .dr X . .
TR o mals fin C elt toujours {i petit

relativement 4 fin a quon peut prefque toujours le
négliger dans la pratique. Au relte la formule de
M. Lexel] eft aiféc 2 démontrer par nos priqcipes.
Puilque l,,,,: LM==An, onaen Otant nl, } A
== 1, donctang pMu = 1%% == %ﬁ-‘ = {—:\;

== tang C (aux quantités de Pordre r prés. De

7 n IA—pm
méme tang m My = ———= ———— =
J Mn Mu
In— pm In—pwum __dAfinalinC—dr
M#» T La d Adina cof C

tang w Moz — tangm Mu
1+ tang . Mt tang i M
dA fina fin C -+ dr
d A finae col C T
dA tang C fine inC—-dr tangy C
dA fina col C T
dA fina finC — d A fina GuC 4 dr

dAlinacolC-+dAflinalinCtang C —drong C =

Or tang " M m=—

tang C —

dr cofC L
dA fing coflC*F+d AfinafinC— drhag
d rcofC

S - ——=. C’cft la formule que trouve
dAGua —dr fn C Ceeft la formule que trouv
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M. Lexell. Pour juger de la valeur :—%, il faut {ubf-

. ; dr
tituer 4 cette formule {a valeur en 75 barce que

les tables nous donnent le rapport entre la variation
‘de la réfraction & la variation de la hanteur. Or
dans le triangle ZMP, ZP & P Z m étant coni-
tans, on a par le premier Cas des analog. différ.
de:dA = fina:{inC, mais dr : d A ==
clr:g'(lc____dr:dc dr :dec

dC:dA——dC:dCﬁuC=_ =dr
———— fina: {inC
fin a

, dr dr fin a .
fina:dcfinC, donc(—l—z -g—c e Ainfi 1la

d
plus grande valeur de E,—j—: a lieu , toutes chofes

dailleurs égales lorfque fin 4 == 1, Ceft-a-dire,
lorfque la déclinaifon de Daftre eft zéro. (Exami-
. ’ dr

nant maintenant la formule ———, on voit que le
de {inC

g ‘ v
rapport de ?il(; eft le plus grand pofllible a I’horizon,

alors la diftance au méridien pour la lune eflt de
6 heures, (il cft vrai quon ne pecut jamais P’ob-
ferver exaltement & Phorizon.) Or on voit par la
table des angles parallactiques qui fe trouve dans la
connoiflance des tems, que lorfque la déclinaifon
elt== o0, langle paralladtique pour une diftance au
méridien de 6 heures eft. de 41" 11'. Le rapport
de d r adc pour §° de hauteur. de Paftre, (car onne

gaccorde
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Yaccorde pas encore bien {ur les réfra®ions hori-

. 6Y 6"
zontales ) eft {vivant Bradley == 4 ~ == 40
30 1800
237 _— \ r
——. Donc on aureit pour ce cas i —— =
9o
234 23 .
— T = — eaviron ==
900 fin (41" .. 11') 900. 3 env
3.23 23 \ _
— — === _— 3 peu prés. Donc notre formule
1800 600
d y col C dr 23
~— -~ qui eft dans ce cas — cof C eft ——
dA Tna dA 609

cof C == tang g M m). Sil'on ne veut pas né.
gliger 7 la méme méthode peut fervir, & l'on trouve
une expreflion plus compliquée que doane M. Lexell,
& quil eft inutile de rapporter ici, parce que je
Ne crois pas qu'on en ait jamais befoin dans la pra-
tique de Paftronomie.

Je vais maintenant faire voir d’aprés M. Lexell,
Comment lorfquon connoit langle w M m ou b
Que fait le parallaxe vrai avec 'apparent , on peut
Corriger la différence obfervée des alcenfions droi-
tes & des déclinaifons.

Cec
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Soit P M le cercle horaire
vrai dans le tems que Paftre qui
précede a été obfervé au fil
horaire qui touche le grand cer-
cle MQS, lequel fait avec PLM
Tangle <. Suppofons que laf-
tre qui fuit pafic & ce fil en Q
& du pole P avec Pintcrvalle
P Q. décrivons Tarc Q R, on
avra lanalogie commune fin
RPQ:finRQ=1:inPQ
==, ou parce que les petits
arcs font égaux i leurs finus RPQ: R Q =1 :
fin?P Qon RPQ = %%—Q, mis RQ = M Q
in QMR = MQ finy, donc RP Q==
ﬁi%——g—%, ceft Ia corre&ion de la différence des
alcenfions droites. Or M Q_ et la différence obfer-
vée des déclinaifons des aftres , donc appellant cette
__Diind __

T fn PQ

(en appcllant ¢ la déclinai-

différence D, on aura R\P

Dfind __ D find
colDec = col @
fon de Paftre qui fvit, & les circonftances feront
voir fi cette corredtion eft affirmative ou négative.
La vraie différence des déclinaifons fera R M == QM
cof ) == D cof ', & comme langle ' eft tou-
jours tres-petit , la corretion pour les déclinaifons
ne {era gueres fenfible.
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Supplement an Chapitre 1X.

La do&rine des parallaxes que nous venons d'expli-
quer , contieat a peu prés tout ce qui peut fervir a
éclaircir le calcul des écliptes de foleil & des occul-
tations des aftres les uns par les autres. Dans les
obfervations des éclipfes de f{oleil, outre le com-
mencement & la fin de Pécliple , on a coutume d’ob.
ferver les paflages des bords du foleil & des cornes
aux fils d’'un micrometre ou d’un quart de cercle.
Si ceft au micrometre, on. en déduit les diftances
des bords & des cornes au parallele & au cercle
horaire, & il s'agit de tirer de la le rayon de la lune,
& les diftances du centre de la lune au parallele &
au cercle horaire. Ceft ce qua fait entre autres M.
Mayer dans un Mémoire fur Pcclipfe de foleil du
24 Juillet 1748, il dit qu’il donnera ailleurs la mé-
thode de ces déductions. Je vais donner cette mé.
thode que M. Mayer m’a jamais publiée , & je lap-.
pliquerai a un exemple tir¢ des calculs de M. Mayer.

Cc 2
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7

Soit ' W N O le difque du foleil, S le centre,
swmno le difque de Ia lune, L le centre, A & B
les deux cornes, ' N le cercle horaire, & W O
le parallele qui paflent par le centre du folcil. I’ob-
fervation nous a donné Ja diftance du bord de la
lune s & ce parallele , favoir p s, les diftances des
cornes A & B au parallele & an cercle horaire, fa-
voir AD, AE, BD', BE". Prolongeops AE &
BD jufqwa ce quils fe rencontrent en 7. Menons
la corde A D qui étant commune aux deux cercles
fera partagée en deux également & perpendiculaire-
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ment par la ligne SL qui paffe par les centres des
deux cercles. Menons s & wo qui font le cercle
horaire & le parallele qui paflent par le centre de’
la lune. 1 faut par le moyen des données déter-
‘miner LB == au rayon de la lune, Lp & p S dif-
tances du centre de la lune au parallele & au cercle
horaire. Soit LB =, Sk =4a, ps—=c, AB
= 2 b. Dans le triangle rectangle A B m, nous con-
noiffons A m & B m qui font les fommes des diftan-
ces des cornes A & B au parallele & au cercle ho-
raire,, nous connoitrons donc AB ou BK == § qui
en eft la moitié. Dans le triangle re&angle SB K
nous connoifflons SB rayon du foleil & B K, nous
connoitrons donc SK & KSB, {oit S K = a. Dans
le triangie rectangle B E' S nous connoiffons B E' &
SE', nous connoitrons donc E* SB, & par confé-
quent K SE' = KS B — BSE', nous connoi-
trons dopc p S L = 90° —K S E', foitpSL ==
@. Cela polé, nous aurons Lp=—=# — ¢, LS =
rﬁ_“ (pc LK=a— gﬁ]f}'pcﬂ) , mais dans le trian-
" gleLBK, on aLB*= LK* 4+ BK* ou #* =

;__(r~——c)>= s a 2 20(r—20)
<a fin ¢ T =) lin @
! —M‘”f+ C, ou r* fin @* == (V* 4 a*)
{in @
fing* 4+ 208¢fing — 2arfing + 7" — 2¢cr
+¢*; ou 7t cof p == 27 (¢ +afin @) — ¢
— 2 ac ﬁn¢ = (B 4 a* ) fio @' Onr ==
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e+a ﬁn_@+ v (c+aling)*  (c+afin®)? b°ﬁnz-0f

~ cof ¢ cof @*  col @' cof @
¢+ a fing fin @

= Twte e X

V(c+a fin @2 —— 4 cof @°. Echircifons

cette formule générale par un exemple. M. Mayer

avoit trouvé & o™ g¢/ de tems vrai le rayon du

foleil SB == 948", ¢ == 305", AE == 906",

AD == 278", BD'== 938", BE' = 138”, nous

avous donc Am==AE+4+ BE' = 1044" & Bm

==1216" donc AB =+ Am* 4+ Bm* == 1603"
AB

& BK == b = ——= == go1”. Nous aurons en-
2 .

fuite S K = a8 = ¢su=-151{=":=:
V(SB4+BK)(SB —BK) == vV 1749. 147
== §o%. Nous aurons maintenant fin LS B ==

B K___ 8or1,j5 . P

= T2 (g e . 440, .

T 028 onc LSB s7°. 431, 20
BE' 138

demémeinE'SB== —~ = ——doncE'SB==
SB 948

8% 22'. 10", donc K SE' == 49°. 21". 10", &

pSL= @ == 40° 38. §0", donc

la == 2,7050935
[in¢ =_g,_§138476

lafin® = 2,518901T1

donc a fin @ == 330", donc ¢+ a fin ® == 304"
+ 330" == 63¢", donc
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A(c+-afine) ==2,8027737 deplusIb==2,903632%
lcol ¢ ==9,7601798 Jcole ==9,8800899

l(c_%:nﬁnq.) — no*:’__ lhcofleg =2 78{7_:5:1:
cof ¢* i
b cof ¢ == 6087

Or V(c +alin@)* — b* col @P* ==
V (ctafing 4 beol@) (8 fing —beol o)==

\/12+3 .27 Or 11243 == 3,0944711
/ 27== 1, 4313638
11243.37 = 4, 5258349

e ———— ——

1V 1243.27 == 2,2629174
/lin @ = 9.8138476

IV 1243, 27fnp = 2, 0767650
Icof@* == 9, 7621798

—————

1y 1242.27 {in @ — 2, 3165892

col @*
donc fin @ Vie+a hn @) — b col @* =
cof @°
207", donc » == 1103” — 20" == §96Y ==
14'. 56", Ceft précifément ce que trouve M. Mayer.
Ayant trouve » , on aura aifémentL p ==7¢ — ¢ ==
896 — 30§ == §91 == 9'. 1", comme le trouve

M. Mayer. On anra enfin pS == L p cot ¢ or

I Lp== 2,7715875
lcote ==10,0662423
I pS == 2,8378298
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donc pS == 688" == 11". 28", M. Mayer ne met
que 11'. 147, mais il eft problable quil y a une
faute d’impreflion.

Si Pobfervation - nous avoit donné avec les dif-
tances des cornes la diftance du bord o au cer-
cle horaire, la- formule auroit été femblable aux
fon&ions de Pangle ¢ pres. Soit 0 6 = ¢, BK=0 &
‘SK == g reftant les mémes, & lon aura L 6 ==

: r — ! y — ¢
¥ — ﬂ, LS = —- _ L]{:::a-—-( - )’
cof ¢ cof ¢
N ‘ r — 12
donc 7° = (af——— ———-—) -+ b*, dou lon tire
- colt g /

r* col¢* == (b* 4 a*) cofle* + zac" col ¢ —

aarcofle+7 — 2rc 4 ¢ ou r ==

¢ 4 acofg , cols
fin ¢* —{in ¢*

V (¢! +acofe)* — b fin o>

Soit, en continuant le méme exemple que ci-
deflus, ¢' == 213, langle 4 ne varic point,

nous



fops aurons donc 7 s == 2z,5050¢3§ donc l(c'+acof¢) == 277645833
fcofl @ == 9, 8800‘s‘-9 { fin &° = 9,6:76952
lacol @ == 2,5851:34 I¢* +800f¢).___.—_
acofl ® == 3847,7 iin @° == 3,i487881
¢! == 213,0 CI+“C0f¢=I08” ¢
¢t taoolQP = 597,7 fin @* t

Orvi'tacle)—biine*== (' +acl d+4 blind).(c'+acwlP—kiin@)
P b == 2,9036325 [(c' 4+ acofl @ + b {in P) = 3,0490241
Iin g == 9,8138476 I(c* F+ acol @ —4bfin @) = 1,8%02418
thfin@ == 271743ct ICcP Facol® =+ 4 fin QIx

bng = 52198 (' + ecol @ — bfin @) = +HI292659
Cc"tacl @ = 97,7 -
Cdccoflo 4 bfm@ == 1119, 5§ [ v(tacoletbline) (c*tu col v--bline = 2 4646329
' racolg— blind = 77.9 [ col P = ¢,38c0899
lcaf Dy (¥ -l—ncolcp—i—bﬁn@) (' Facol@g—4bun@ ) = 2,3437228
[in @ = 962/69s2
? cgfl'i ‘/(c 4 a cof@—i—aﬁmp)(c d- 2 cof@p—5bfinQ) = 2.,1,02(6
cof d)/(c +acof@+bfn4) (¢ +acof.p—bﬁv1$) S-Zl'
¢t 4 acol P 3409",6
hucp -
r = 887°%6=14.47"6

XL INTIALFHLS

60%
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M. Mayer trouve 14'. 49", mais il peut avoir
négligé des décimales, & d’ailleurs cette différence
n'elt d'aucune importance. Cela’me donne pS ==
988 = 213 == 675¢ == 11. 15". M. Mayer
met ici 11'. 28%, ceft ce qui me perfuade qu'il ¥
aici une faute d’impreflion, & que les deux nom-
bres ayant changé de colonne, il faut mettre 11'. 28"
dans la premiere colonne & 11'. 14" dans la fe-
conde , & alors nos réfultats ne different que dune
feconde de ceux de M. Mayer. On aura enfin L ¢

== p S tange, N IpS = 2,8293038
lt.e = 9,9337577
ILp == 2,7630615
Lp = §80"=29"'.40%

M. Mayer trouve 9'. 41”.

Si Yon avoit les diftances des deux cornes A & B
& le rayon de la lune, on pourroit trouver le refte.
Pour cela il n’y a qu reprendre P’équation ci-def-
fus, r*cof@*==2rc+2rafin® —c* — 24¢
fin ¢ — (b* 4+ a*) fin @' & en tirer la valeur de
¢ laquelle fera ¢ =7 — a fin ¢ 4 -
yri—zar fing + o iiﬁ‘ - r* col P* — [

finp*—a* fin @* 4+ 24 7 fin @

==y—afing+ fin @ vV r* — b Ainfi en pre-
nant Pexemple précédent ou nous avons trouvé r ==
896", a fin @ == 330, nous aurons ¥ — afin ¢
== §66". :
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Ot vit — 0 = V(r+bh)(r—b) ==
L. r+4 b)) = 3,2296818
I(r—10b) = 1,9777236
[ (r4b) (r—0b) == 5, 2074054
bv(r40) (r —b) = 2,6037027
Iio @ = 5,8138476
Ifing Vr — b == 2,4175503
fing v r* — b= 261"
Orr+4 0 = 1697

r—b = 95

Donc ¥ — a fin ¢ == 66"
finp v r* —- b* == 261

c = 30§"

comme nous lavions ci-deffus. Nous tirerons en-
fuite de-la Lp & p S comme ci-deflus,

Il femble d’abord que dans ce cas ci on peut
procéder d’une maniere plus fimple & plus diredte,
& fans former une équation. Car connoilfant L B
& BK, on connoitra LK & connoiffant SK on
connoitra S L d’oa lon tjrera enfuite Lp & p S
par le moyen de Plangle ¢. Mais cette méthode
préfente une difficulté, celt que pour lemployer il
faut favoir fi SL eft plus grand que SK ou non,
& c’eft ce qu’on ne peut pas déterminer d’avance en
faifant la figure. Notre méthode weft pas fujete a
cet inconvénient parce qu’elle n’emploie que le
quarré de SK —SL, or (SK—SL)*=(SL
— SK)?*, ainfi cette ambiguité ne lui nuit point
& le reéfultat du calcul fait voir i SL eft > ou <

Dd 2
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— 14
S K. Dai exemple ici S L = Ce 320 Or

{m@ iinq)'
1591 === 277H87f
Hin® == 98138476
ILS =. 2 9577399
LS = 906"
SK == §07

Dont le point L eft fur le prolongement de SK &
la figure que j'ai faite ne correfpond pas au cas que
jai calculé. Mais cela eft indifférent comme lan voit
pour le fucces de la méthode. On demandera peut-
étre ce que veut dire le double figne qui eft devant
le radical, & qu’eft-ce qui indique que I'on doit {e
fervir de Pun de ces fignes plutét que de lautre,
Une confidération bien fimple va éclaircir ce doute,
Suppofons la quantité contenue fous le radical ==o,
onaurabcolo =— c 4+ alin ¢, & r =
¢+afing b cof @ b
Ccal@t  col @' col@
b BK

T = iF Pour cela il faut que le point B tomhe
fur le point N, alors Pangle LSB devient égal au’

. Donc cof ¢ ==

complement de ¢, or ona I;Ié fin LSB ==

cofl P == %—I};, donc alors & B doit dtre =— LB,

¢elt-y.dire, que lorfque le radical devient==o, lo
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rayon de la lune eft égal au rayon du foleil. Sile
rayon de la lune étoit plus grand que celui du fo-
leil , comme dans la figure 27, le radical prendroit
le figne pofitif, il fera négatif tant que le rayon de
la lone fera plus petit. Si les obfervations fe faifoient
au quart de cercle au lieu de {e faire au micrometre,
Pon détermineroit la pofition du centre de la lune
relativement au vertical & a l'azymuth, de méme
quon I'a déterminée ici relativement au parallele &
au cercle horaire. Et comme tout {e réduit enfin &
trouver la longitude & la latitude, il n'eft pas plus
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difficile, comme on fait, de les trouver en connoif-
fant la hauteur & Plazymuth quen conunoiffant laf-
cenfion droite & la déclinaifon. Ainfi tout ce que
nous venons de dire peut fervir pour les obferva~

tions du quart de cercle, comme pour celles du
micrometre.

Quand on a déterminé par le moyen des opéra-
tions précédentes les différences d’afcenfion droite
& de déclinaifon entre les centres de la lune & du
foleil, on peut en déduire la latitude de la lune &
la différence de longitude de ces deux aftres. M.
Mayer donne pour cela deux formules fans démonf-
trations dans le Mémoire cité. Je vais les démon-
trer ici. Soit @ lafcenfion droite du foleil, o fa dé-
clinaifon , A fa longitude, d @ la différence des af-
cenfions droites de la lune & du foleil, 4 & la dif-
férence de leurs déclinaifons, d x la différence de
lears longitudes, B la latitude de la lune. Nous
avons démontré dans le Chapitre précédent que
fin ¢ tang 2+ fin @ cof,

tang A == (e étant 'obli-

cof ¢
quité de lécliptique ); donc en différenciant on
aura da  ddfine de ﬁn¢ﬁnstangJ+
cof A* T cotd®col'y col @*
do coflg ddfine
—_—dA = AP ———
col ¢* A cof <cofJ' col @
dp fin @ fine tangd  do col«
_— . M
cof 4), -+ cof S > ais nous

avons fait voir aufli dans le Chapitre cité que cofA ==
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202&‘:6.0 ___f‘P Or la latitude @ de la lune étant nécef-

fairement trés-petite , on peut faire cof g =1 &
fin @ == o0, nous aurons donc cof A == cof § cof » &
dix = dé’ﬁnecof¢+d¢(ﬁu¢ﬁn;ﬁné‘
cof J 4+ cof¢ cof &*). Or nous avons encore prouvg
dans le méme Chapitre cité que fin 8 == col'¢ {in &
— fin @ fin ¢ cofd, donc puifquici fin 8 == 0, on
aura fin @ fin ¢ cof & = cof¢ fin &; donc en fai-
fant cette fubftitution, d A = d d fine col @ 4=
d ¢ (cofe fin &* + cof ¢ cof &) ==d JIMin ¢ cof @
<+ d @ cofe, Ceft unc des formules que trouye
Mayer. Différenciant maintenant la valeur de fin g,
nous aurons d 8 col B8 ==d J cole cofl ) —~ dp
cof@ fingcofl P+ dMinHinp fine Orcofl@==1,
donc A8 ==dJ (col ¢ col p+ find fin ¢ fin ()
~— d @ colp fine col ', mais fing fin ¢ ==

" 2 {‘ v3
cof ¢« fin & , doncd g = dd cof ¢ cof ‘+ cof¢ fing
cof ¢ col 4.

— d ¢ cof p fing cof p, ou en réduifant & parce
dJ cof,
col J’

d ¢ fin, cofr, celt la feconde formule que donne
Mayer.

m——

-quc cof A== cof ¢ cofl p, d g =

#og

A
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mm = oy A (S e et e %
CHAPITRE X

Ufage de la trigonometrie dans Ia théorie de la figure
de lo terre.

O N fait que la figure de Ia terre elt celle dun
fp...roide applati aux poles, figure que doit prendre
tont globe fluide qui tourne fur un axe , comme
Newton l'a démonteé , & comme on peut le voir
dans P'ouvrage de Clairaut fur la figure de la terre.
Un tel fphéroide eft un {phéroide clliptique dont
tous les méridiens font des ellipfes, & M. Newton
a trouvé par la théorie de la pefantenr que la difs
férence des arcs ou lapplatilfement de ce fphéroide
devoit étre 55 (Voyez la-deflus le méme ouvrage
de Clairaut.) Les formules néceflaires pour trouver
les dimenfions de ce fphéroide applati font tres-
utiles dans laftronomie, comme on a pu le voir
‘dans le Chapitre précédent, & comme je le mon-
trerai en détail dans celui-ci, & je montrerai en
méme tems comment on a calculé d’apres ces for-
mules les dimenfions du {phéroide applati daus les
tables aftronomiques de Berlin Tome IIL p. 165. Je
- prepdrai la méme figure qui fe trouve a cet endroit.

Soit
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Soit C le cen-
tre de la terre,
NSlaxe,AD
Péquateur , N
A S D un méri-
dien de.la terre
& B un licu

fuelconque de
te méridien. T
B P touche le
méridien en, B
& cft horizon- _ ,
tale pat tapport & B. VB prolongée en R eft per.
bendiculaire 8 BT & par conféquent verticale en B,
C Qelt parallele 4 BT & donne la diftance hori.
Zantale de la verticale B Q. au centre C. B Q_eft
la hauteur de C au-deffus de horizon vrai qui paffe
bar le centre de la terre. '

Unte des premieres ;chofes qulon doit conftdérer
dans ce fphéroide, ceft Pangle que fait la verticale
ou la perpendiculaire i la furface avec la ligne qui
elt dirigée au centre, ceft-a+dire, langle C B Q,
Ou a vu dans la théorie des parallaxes que cet an-
gle étoit abfolument nécefluire pour pouvoir calcu-
ler toute efpece dc parallaxes avec une précifion”
fu{B{‘qnte. Mais avanr ' de le chercher, il eft bon
dérablic quelques propofitions préliminaires.

Soit D le degré du méridien 4 la latitude ou eft
le point B, feit T le fings de cotte ttiude, &

L e
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foit le rapport de 'axe & léquateur celuide 1: 1 + 4,
le degré de Iéquateur fera =D (1 — 3 2 T* 4
2 &). Pour démontrer cette propofition on remar-
quera que dans les ellipfes qui approchent beaucoup
du cercle, les arcs femblables qui foutendent des
angles égaux font proportionels aux rayons des cer-
cles qui ont la méme courbure que les arcs. Cher-
ghons donc le rayon de courbure du méridien i s
Jatitude - dont le finus eft T, l'on fait que le rayon
ofculateur pour une courbe dont les ordonnées y
font paralleles & en fuppofant l’élénlent de Pabcife
, a2}
fix conftant, & larc 3, R = — D dj}az
(dx* 4+ d )}
— dx ddy
Pellipfe b, & le grand a4, nous aurons pour Iéqua-
tion de lellipfe, en prenant les abfciffes depuis ke

Soit maintenant le petit axe de

b
centre,, yy === ;-» (aa — xx), nous aurons eu
[’}

b:
différenciant d y == — -‘—f—-{!—f, dz ==

8"y

de +£’.l.."_.._“.3___

—

dxx/a‘*u - ab’x"+b*
r ddy
abvVaa—xx

\ b*x* d x*
P dx*— a* d»* =___.b“dx’'--"-—-—-J—;--—
- ay ==
s PO
7
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ey dx—b *dx? ebdx

at 5 =—?a—;—xx>%
4 — 4,2
donc R =w (a* bb @b+ b %) Malsl’on
a* b
v a* b — a*h*x* 4 b*x

2 L 4

a

Donc en appellant la normale N, on auraR ==
3 A2 + _ .t f?

Nan Mais N° == p* +b——;—f——b—- x* == b 4

bb xx., QOr T étant le finus de la lati-

fait que la normale eft ==

aﬁ
tude, nous aurons BE ==y == BU finBUE =
bb

BU fin latit. = N T, doncyy == N* T* == —

(ag — xx) donc[z—éxx:-‘ bb -—— N* T? donc

aa
bb—

en {ubftituant cette valeur N? = b* - ""&T‘

(bb —N*T*) & N* (ae 4+ (bb—an) T*)
== )*, Soit maintenant b==1 &a=—=1+4+ & &
négligeons les fecondes puilances de o, puilque
Yapplatifement de la terre cit fort petlt, nows au-
P — I — —

rons N *1+2J—2J’T‘_r+g°“ 24
T, DoncN==1~—d+4 4 T* & N* == 1 —
34+ 34T, mais @* == 1 4 2 J. DoncR ==
N! a:
T
~ hant le rayon dc courbure du parallele, ncus re-
Eca

= 1 — 4+ 3 4§ T Pour avoir maintc-
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marquerons que ce rayon et CE == x, or on a
par Péquation de Pellipfe x x == Z—Z (bb—yy) &

yyz'N:'T:C:T:”—ZJ\Tz (r — T*),
. :

doncx:-l;“l;"l‘:+2$’r2(l'—Tz)

e= (14+HVI—T+2dT (1 —TH
== (1+N(V1—T1T"F TV 1i—T, or
4 Péquateur on a T == o, donc le rayon devient
== 1 4 J. Soit donc E le degré de Péquateur, on
aureE; D=14d:1—7J4 3 /T, donc E=

D([+J) e - .
J—-J‘+3J’l:_D(I+2 3JT).

ReEmMARGQUE

Pour démontrer cette propofition, nous avons en
befuin de la normale de Pellipfe, & 3 cette occa-
fion nouws indiquerons ici une méthode pour trou-
ver les tangentes & par conféquent les nortnales des
fedtions coniques qui dépend de la trigonométric &
qui nc fuppofe point la notion de linfini,

Sur le prolongement du grand axe I A d’une cllipfe
AN, ouprendle point donné B, d’oi I'on mene



SPHERIQWVE Chp X 88X
M

E/
B//ﬁﬁ““ \ -

- S I
Ap °  q |

la fécante BN qui fait Paggle NBI = ¢. Nom-
mant le demi-grand axe Ao == a, le demi-petit
axe Mo ==0, BA ==¢, on demande la valeur de
la corde EN; fait tirée E » parallele au grand axe,
& foit Ep =19, Ap =x, N g==)", Ag==

¥',onamaEuy=2a" —x, & EN = ko
cof @
X' — x
ofd . Or jai par Péquation de lellipfe »»
bb

= (zax-——xx). Jai de plus Ep=—y ==

aa
Bp tang EBp = (¢4 %) tang ¢ donc 3y ==

(c+x) ;ang@’mg—‘l; (3ax — x'x), donc

xx (bb+ha tang@*) == 2% (abdb —aac
tang @*) — aacc tang P* & x ==
abb-—aac t. @*

bb+aat. g’ *

\’(abJ-——-aact @) -—aacct. @ (bb+ant.@*)
bb 4+ aa t @ :
abw—-aact@ +ab Vb — (2ac rca)to’

== bbb+ aat @

A
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bb
Mais puilque jai pour x*, y'3" == -~ (zax" —x"x")

& ¥ == (¢4 «*') tang @, il s'enfuit que x" eft
déterminé par la méme équation que x, & que par
conféquent dans la ‘valeur de x* le radical aura le
figne -, & dans celle de x il aura le figne —.
Jaurai donc x* — x ==
2abVb*—(2ac +cc)t o
bb+4aa t. @*
aabcofl @ Vb cof @ — (2ac + c¢) din 0°
bb cof @* + aa fin @*
x'—x
& EN == ==
cof ¢
2ab  P*cold* — (2ac+ cc) fin qf::
bb col @* 4~ aa fin @*
2a8b VhEcof @' — (2ac+4cs)colp®
aag+ (bb—an) cofl @*

Lors E N devient == o, alors la fécante BN
devient tangente, x == x', & ¢ x devient fou-
tangente. Ainfi nous aurons b* cof ¢* == (24a¢
4 cc) fin ¢*, ou tang ¢* ==

b __abb— aact.®* -

2 ac-+cc’ donc x == bt -aat e

abp—"2C80 ,

28C+cC___ ctac L

b/7+‘quh - T~ 2actcct+aa
2ac+4 cc
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ac (a+c) a x

TV a+—2' doncc’-‘-"—-"“ x&n+x

== fout. de Pellipfe == 28X X% - LT,
a—- x x

fi P'on prend les abfciffes depuis le centre ce qui eft
la valeur connue de Ia foutangente de Lelliple. Ceft
donc fig. 28 Ia valeur de PE, mais dans le
BE*
triangle rectangle PBU, on a EU == FE =
[
Zrx f:—s. x, voild la valeur connue de la

——

aq — xx
founormale, donc la normale N == _

v Ve a* bt — a* bt x*
l/jy-i.- +;\-x..z +

.a"'

comme nous lavons dit ci-deffus. Cette méthode
s'applique également A la parabole & a Ihyperbole.
Maintenant nous n’aurons pas de peine a trouver

i b
langle C B Q.. Puifque EU == 2—5 x,onaura CU

bb a—25bb
CE——EU—-x-—-wx (T>x’
& faifant comme ci-defus b-—-—- I, a=1 -+,
“__:;ff’ == 24, doncCu = 2 Jx
=2 d(r 4+ d 4 JdT*) VI— T*(en met.
tant pour x fa valeur trouve? plus haut & négli-
geant les $*) == 24 v 1 — T* =2 Jcof la.-

titude. Mais angle CB Q::::g%— g(d, orBQ

on aura
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== BU4UQ, = N 4 CU coflat. ( parce que

UQ=CU ﬁnUCQ =CU cof CUQ, ==
CU cof BUE==CU coflat )= 1 — ¢ + 4 T*
G2 p(1—T*), (parceque CU = 2 4 cof
lat.) == 1 4 J — 2T, on a enluite CQ ==
CUcof QCU=CUin CUQ=CUinBUE
== CU fin lat. == 2 & fin lat, coflat. == donc CBQ ==
2 4 fin lat. cof lat. 2 4 fin lat. coflat.
1+J‘(1——1) 1+ 4 cof lat. ?
lat. cof lat. ==& fin 2 lat. (en négligeant dans la
divifion les &%), Ceft daprés cette formule quont
été calculés les angles CB Q dans les tables de
Berlin. Pour en donner un exemple , prenons la
latitude de 46" qui cft a 12’ pres celle de Ge.
neve, & nous aurons C B Q == ﬁn 92° ==
Jdfin 88", en voici le cajeul :

=2 Jfin

I fin §g° 9,99973%4
Ly==1 == — 23617278
7,63180076 "

Or cette derniere quantité {e tronve égale au {inus
de 14 58", ot 4 un angle de 14'. 58", car les
arcs de cctte petiteffe fc confondent avee leurs finus,
Cet angle de 14% §8" eft effetivement celui qui
correfpond dans les tables de Berlin & la latitude de.
46° dans la colonne 10,

Il fuit°de ce que mons avons dit plus haut que
les degrés de lutitude font proportionels aux rayons
ofculateurs de Pellipfe & chaque latitude. Nous avons
va aufli que Pon a en général le rayon ofculatent

R ==
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=1 —J 4 34T, ce qui donne pour I'éqtia-
teur ot T== 19, R == 1 — & & pour le pole
ot T== 1, R==1 4 2 & Or le degré du mé«
ridicn ntefuré fous Iéquatear par Mrs. Bouguer,
Ia Condamine ; &e. selt trouvé de §67¢3 toiles
de 6 pieds, comme on peut le voir dans les ous
vrages que ces Melfieurs ont publiés. Mais comme
ces déterminations font fojettes & des crreurs qui
peuvent aller & §o0 & méme a 100 toifes & au-
dela, M. Lambert a pris dans les tables de Betlin
pour le degré du méridien fous Péquateur, §6700
toifes & a calculé les degrés pour toutes les autres
latitudes draprés la formule que je viens de donuer.
Soit denc E' l¢ degré conna du méridien fous Dé-
quateur & I) celui du méridien fous une latitude
quelconque, pir exeniple de 467, nous aurons
parce que jai dit ¢i-deflus, E' : D = 1 — ¢
r— d - 3 41, - clum_ )=
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En voici le calcul :

{ T == 9,8969341
2
I TP == 9,7_,1—38682
13 == 0,4771212
13T == o,1909894
1 & = 2,3617278
[3dT* == 7,8292616
3 T* = 0,0067%
14+ 3JdT* = 1,00675
1(1+434T*) == o,0029217%
TE' == 4,7535831
1D == 4,7565048
D =a 47084

On trouve D == §7084, & en prenant la for-
mule plos exatement on trouveroit D == §7085 >
ce qui cft & peu prés le nombre qui correfpond dans
les tables de Berlin 4 la latitude de 46° dans 12
feconde colonne, ce nombre eft §7091, mais peut-

étre m’a-t-on pas mis dans ce calcul autant d’exacti-
tude que je viens d’en mettre.

L'arc N B qui eft dans la premiere colonne d¢
ces tables meft autre chofe que la fomme des degr¢®
de latitude trouvés d’apreés le calcul précédent.
{eroit inutile d’en donner un exemple.

la quatrieme colonne contient les degiés do
longitude, Ceft-a-dire, les degrés dos paralicles
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Péquateur, le rayon du parallele eft ce que nous
appellons x, & nous avons vu ci-deflus que x ==
(r+MNH(V1 — T4 PpT* Vi1i—T) ==
VIi—T 4 dVr1-—T 42Ty 1 —T Ayant
trouvé les degrés de latitude, on trouve facilement
les degrés de longitude, car foit D le degré de
latitude & la latitude dont le finus eft T & P le de-
gré de longitude, on aura D) : P = 1 — 4 -
30T V1I— T4 ¢y —T T
v1— T, donc P =
D(Vi—=T'+dVi—T 44T V1 — 1*)
1— 44434 T
= D Vi1 — T (1 424 (1 — T).

En voici le calcul pour la latitude de 46"

IV 1 — T" == 9,8417713
I (x — T*) = 9,6835426
l 2 == o,3010300
I2(1—T") == 9,9845726
! d = — 2,3617278
lZap(I-——T") —— 73__6—2“28448
2 (1 —T**) == c,00420
1+ 2d (1 —T? == 1,00420
| IV 1 — T° == 9,8417713
I(14 20 (1 —T*) —= o,0018202
ID = 4,7;6;672=157091
] P == 46001592
P == 39824 )

Ff =2
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Ce degré saccorde trés-bien avec le nombrg
eorrefpondant des tables de Berlin qui eft 39821,

La troifieme colonne cantient le rayon du paral.
Icle, ¢cft-a-dire, le rayon du cercle de longitude;
or puilque nous avons les degrés de longitude, nous
aurons bicntot les rayons des paralleles, car on
fait que le rayon eft égal a un arcde §7°. 17 457,
on fera donc pour la la latitude de 46° cegte pro-
portion; 1° : 39821 == §7°. 17'. 45% : x quan
uouvera par la multiplication fuivante ;

39821
57
278747
19910%
p— Is" 995§
) 1327
3’ 332
45" 166G

2281 577;-= rayon du paral-
lele de 46°

Cette valeor saccorde aflez bien avec le nombre
correfpondant des tables de Berlin qui et de 2281609
toifes; il y a apparence que jai pouflé¢ Pexadtitude
plus loin que les auteurs de ces tables.

La cinquieme colanne countient la tangente B T
en totles ; une fimple proportion la fait connoitee
dés quon counoit le rayon du parallele B W, cat
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on dira BT:BW ==tang NB: inNB, donc
B\W tang N B
fin NB

BT =

En voici le calcul pour la latitude de 46°, ce qui
donne N B = 44°.

I BYW = 6,3582412

It NB = 9,9848372
IBXYY t.NB == 6,3430784
JIinNB = 9,8417713
IBT = 6,5013071

BT = 2281809

Ce nombre s'accorde trés - bien avec le nombre
correfpondant  des tables de Berlin qui eft de

2281810,

La huitieme colonne contient la hauteur verticale
B Q_en toiles. Pour la déduire de ce qui précede,
nous remarquerons que BQ==BU 4 UQ==1
— I+ dT+2d (1 —T*))=1 49— gT%

En voici le calcul pour la latitude de 46

! T? = 9,7138683
} = 2,361727%

1 pT? == 7,3521404
FT?* == o,0022%

Or AN 4 des quantités de lordre J°

R
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pres; donc 1 44 — JT* ==1— 0,0022§ ==
0,99775. Cela nous donne B Q_en parties de CA,
& ceft le nombre quon trouve dans les tables de
Berlin , mais je n’ai pris que § décimales, au lieu
que les auteurs de ces tables en ont pris 7. Main-
tenant pour avoir B Q- en toifes, il faut multiplier
I <4 & ou le rayon de l'équateur, ceft-d-dire , le
rayon B W fous Péquateur par la quantité trouvée
ou bien retrancher de ce rayon qui eft 3277123, ce
méme rayon multiplié par 0,00225, 3277123

0,0022¢§
3277123 1638561%
7373 6554246

3269750 6554246
7373,9267%

Ce nombre staccorde tres-bien avec le nombre
correfpondant dans les tables de Berlin, lequel cft
de 3269758.

La fixieme colonne renferme la diftance au cen-
tre BC en toifes, elle eft fort aifée a connoitre au
moyen de BQ & de CBQ, car dans le triangle
reCtangle CBQ ona BC: BQ == 1:cof CBQ,
donc B C= »-1—3-—(—%—- .
cofl CBQ.

Fn voici le calenl pour la latitude de 46°

I BQ == 6,5145154
lcof CBQ == 9,9999959
I E C = 6,5147195"

I C == 3,269789 toiles,
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Cela s'accorde parfaitement avec le nombre cor-
refﬂéndant des tables de Berlin.

Nous avons vu ci-deffus qu’on avoit CQ==4{in
2 lat., ce qui fournit la valenr de CQ_taut en par-
ties du rayon de léquateur qu’en toifes, & ceft ce
que contiennent les colonnes onzieme & neuvieme
des tables de Berlin.

En voici le calcul pour la latitude de 46°.

Hing2' == 9,9997354
ld = — 2,3617278
I C Q= 7,6380076
C Q = o0,0043452
ICA = 6,5154927
1CQ == 7,6580076

4,1535003
CQ == 14240 toiles,

Cela s'accorde & peu prés avec les nombres cor-
refpondans des tables de Berlin qui donnent CQ ==
0,0043486 & CQ == 14251 toifes. Jignore d’on
la différence peut venir, mais elle neft pas effen-
tielle.

Enfin la feptieme colonne contient la Perpendi-
culaire BR en toiles, elle eft ficile & trouver pat
le moyen de CQ., car CQ = RQ tang NC3B
== R Q. cot BGA == R Q cot . donc R Q==
C Q tang lat,
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En voici le ealcul pour la latitade de 46°,

I1C Q= 471538473

It lat, == 100111628

lR.Q;—r—' "4,1690C8 1
RQ= 14757
B Q = 3269758
B R == 328451%§

Ce nombre s'accorde aflez bieri avec lé noribie
correfpondant des tables de Berlin, lequel eft
3284505. Il auroit peut-étre €été plus fimple de
chercher CQQ avant BQ. & d’en déduire B Q. par
la formule BQ == C Q. cot CBQ,, mais la diffé=
rence n'elt pas confidérable.

. On a fuivi dans ces tables le rapport que Newton
alligne aux axes, parce que quoiquil ne saccorde
pas parfaitemerit avec les obfervations, il ne s’en

écarte cependant pas affez pour quon foit en droit
de le rejeter, & dhailleurs les rapports quon y
fubftitu¢ tirés des obfervations ne s’accordent point
les uns-avec-les aufres.

Par la méme raifon 6n a confervé I’hypothefe
elliptique , fuivant laquelle les accroiffemens des de:
.grés font proportionels aux quarrés des finus de
latitude ; les écarts des degrés mefurés davec cetie
regle'ne font point intolérables ; comnte on le vertd
plus bas. L’hypothefe de M. Bouguer fuivant laquelle
les accroiffemens des degrés font proportionels apx

quarrés
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quarrés quarrés des finus de latitnde , fatisfait mienx 2
quelques oblervations, & moins bien & dautres, &
quand elle feroit en tout un peu plus cxalte en ap-
parence , comme clle et purement empyrique , nne
Iégere différence d’exadtitnde ne mettroit pas cn droit
de la peéférer 3 une regle déduite de la théorie.
Jen dis autant de Phypothefe de M. Ilennert qui a
véuni les deux fuppofitions dont nous venons de
parler. Voici unc petite table qui fera voir cc quon
doit attendre de I'hypothefc clliptique.

To1sks.
Degrds | Degres

: .o [ fFer 41 l r
calulds. | mefiuds. Differenc. | Latitudes. Obftrvateurs.

§6700 | §6753 | -—— §310°. g0'|Bouguer &c.
§6930 4%t §7037 | — 107 |33. 18 |La Cutlle.
§7003 | §6888 | 4~ 145 | 39. 12| Mafon.
§7052 | 56979 {4~ 73 1|43. 1|Bofevich.
§7072 | §7048 |+ 24| 44. 33 | Caflini &c.
§7075 | §7138 | — 63| 44. 44 | Beccavia.
§7090 | 56881 | 4 209 | 45. 57 ) Liclsanig,
§7094 | §7040 | 4+ 54| 46. 14 |Callint &c.
§7ito [ s7071 1 4- 39| 47. 28 {Cuflini &c.
§7126 { §70836 l + 40, 48. 43  Lielzanig.
57134 | 57074 | 4+ 601 49. 22 (Callini &c.
7148 | §7092 |-+ §6|50. 27 | Cailini &c.
§7168 | 57345 I 4+ 23| §2. 2 |Spelius &c.
§7181 | §7300 | — 119 | §3. o |Norwood.
§7330 | §7404 | — 74| 66. 20 | Manpertuis &c.

Gg
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Quand T'on fonge & la difficulté des mefures, on
ne trouvera pis ces erreurs extraordinaires a deux ou
trois prés qui tombent précilément fur les degrés
dont on pourroit le plus fe défier. Drailleurs ces
erreurs étant en plus & en moins, empéchent quon
ne penche d’un c6té plutdt que de lautre. Si I'on
prenoit une moyenne entre toutes ces erreurs on ne
trouveroit que 18 toifes, ce qui cft certainement
une quantité a négliger.

Avant de terminer ce Chapitre , je démontrerai
quelques formules relatives a cct objet, que M. de
la Grange a données dans le Mémoire cité des Ephé-
merides de Berlin pour 1782, ]I appelle Tangle
BCA= @ & Pangle BUA == @'; on voit que

B E 9 B E
tang @ == = & tang @' == . . , mais
b @ C E x g @ E U 4
nous avons ou ci-deffus que la fous-normale EU
; bh . )
étoit :E— x == ¢ x (en faifant avec M, de la.
a
Grange ¢ == —I-)-) donc’tang Q' = —.y——, doncl——
a g X X

== tang @ ==¢* tang @', dquation que donne
M. de la Grange. Pour réduire cette équation en
fuite , nous emp’oierons la méthode expofée ci-del-
fus pour les formules de M. de la Grange fur l'an-
gle de pofition & UTafcenfion droite. Oun a tang
1
(9 — gy = b O T b0
I+t Q' t @

= (‘en mettant
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t.¢0 — td)'
P2
ﬁn Q' (r
t.o" (1 — ) __ col @“ J-
2 1a n
I+¢ QP 1 4 o
(1 — ¢) fin @" col Q'
col @** + & fin (p':

(1—¢)
2

pour t. @ fa valeur)

H

—
=

(1—¢
fin 2 @° -—2—-—ﬁ112<1>

COf@”—f—Ez ~ fcol ™ —_ (} o E:) COf@n +E-

(r—e) fin 2 ¢°
%Q;ﬁ(l+cof2¢')+s’ .
2 .

(1 =) iy 2 o
2

—_— ==
52+I:E:+(I:.E)C0f2¢l
Gl DY PPN

2 e =
i (I*E:)cofz !

2 + .2 e .

I_Zﬁnch‘

(r— > fin29¢" . _‘=I+€ ]

"o (5 ——¢€*) col 2 @ L= ofaat
T o (X - 1+.[+£2c0 o

Go 2

=]
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£ fin 2 @° , .
== Tin—l;ccﬁch‘ ( en faifant pour abréger £ ==
'[—-—E

\Orcp——w—t(@‘—-—@, ;b

I—l-c'
(o' — )Y+ it (4) — @) &c. Mais t. (@'
— @) == kfin 2 p' (1 —Fk cof 29" &c. j==
kfin 2 @ — £ fin 2 P cof 2 @', donc o' —
o =kfin29"' — ;Ffing 0 & & Q0 ="' —
kﬁnch + 14 fin 4 0" & = @' —

(I — in20" 43 < :;> fin 4 @" &c.

Ceft ce que trouve M. de la Grange, 1 appelle
enfuite le rayon de fpéroide CB == ,, on aura

donc ¢* == x* -} »* = «x° +1;—f: (aa — xx)

== x* 4+ ¢ (1 — xx) (en faifant lec rayon de

1’equ1teu1 a = 1) Mis x == ¢ cof @ donc o
e CO[@ +t (l’-——-—;C')[CP )OUe (I-.--
cof @* + ¢ cof P*) = ¢ & p ==

3

——
—

Vi— (11— ¢)cof g
13
B———— : =

VI-—- i ('—-ﬁcol'zzb
2 2

£

V L ﬂ—- (—i-——-*'—) _cofz¢'
2 ' 2 ‘
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Or col 2 @ == col " — fin ¢z =

R Gl
of @ fec o*
L 4 ; or 12

1 —tang @° 1 —- : ﬂ:_f'gﬁ Mais tang @'
I - tang @* 4" tang @
Lo g i feef20t
T el ot [ fool2 9!
1 — cof 2 ¢ , n —
T el 2 @ one ol 0

. <[ — cof 2 )
Y — ¢ T col 2 b

r 4+ cof 2<D

[T col 2 0@

X+ e (1 +- col 2 (pl),

1 4-cof 20" — & (1 —col2d") __
£+ cof 20" 4 ¢ (1 —— CO[."”‘q’l).'—M
1 — '+ (1 *) colz o'
1 A et 4+ (1 —¢*) col2 9t

13
V[+22 (x»-e’)(l—~-s4+(l+f“‘)w“¢‘
2 2 14+ (t—e)colzef
. £ V1+g4+(,—-—s‘;)col'2¢l
144 ¢
V 26 t+s°+(1""e‘)00f2'b"‘"'( £>

)
-

(1 — &4 (14 <) cof 2¢")

. Donc p ==
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fVIdteF (1 — &) cola .
Ve — & col29 4 ¢ + ¢ col 2 pF
VT F & +(1———s)cof2¢
VI 4+ ¢ —}—(x—-—-e)cofz«p

—p——
e

f——]

Ce font les formules que domne M. de la
Grange.
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mm—_ e W= 1—:%

CHAPITRE XL

De I'ufage de la trigonometrie [phirique dans le calcul
aftronomique de ly précefion des cquinoxes . de
laberration, nutation , du changement de pofition
des affres produit par la variation de Lolliquité
de I'écliptique , €.

LA térre étant un fphéroide applati aux poles,
Pattradlion que le foleil & la lune exercent fur
I'équatcur de la terre, fiit que cet équateur change
de place relativement anx étoiles fixes, en forte que
Pinterfe@tion de Pécliptique avec Péquateur eft varia-
ble, ceft ce qu’on appelle la préceflion des équi-
noxes, parce que cela fait avancer les équinoxes
d’environ §0” 3 par année. Les longitudes des étoiles
fe comptant dcpuis cette interfection au point du
bélier , leur Jongitude varie toutes les années de
cette quantité, 1l s’agit de favoir quel effet a ce
changement de longitude fur Pafcenfion droite & la
déclinaifon des étoiles, c’elt-a-dice, de trouver la
préceflion en afcenfion droite & en déclinaifon, par
le moyen de la préceflion en longitude. Comme cette
préceflion annuelle et fort petite un fimple ufage
des analogies différentielles fufit pour nous donner
ce que nouns cherchons.
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Soit E le pole del’é-
cliptique , & P le pole
de I'équateur, S une
étoile, S D un paral-
lele a Pécliptique, S E

un parallele a P'équa-
teur. Que la préceflion
ait  fait varier 1'étoile

de S en D, langle
SED fera la préceflion

cn longitude, SPD D
fera la précefion en -
afcenfion droite, & DF fera Ia préceflion en décli-
nailon. Le triangle ES P seft changé en E D P par
Peffet de la préceflion, EP eft refté le méme, &
ED = ES, il faut donc chercher les variations
d’un triangle {phérigue qui a deux cotés conftans,
& Ton aura par le traifiemc Cas des analogies dif-
férentielles SED : SPD == {in PS : cof ESP
fin ES ou préc. en long. : préc. en afc. dr. == cof
déclin, : cof angle pofit. cof litit ; donc préc. en
afc. dr. == préc. en long. cof angle pofit.
cof latit.

cof décl’

Mais nous avons vu plus haut que fin

cof afc. dr. fin obl. éclipt.
angl. pofit. == ‘ ==
cof lat.

cul"cbl fin ¢

col g
= ¢, lat. == B, long. == A, décl. ==J') ; donc
cof

( en faifant afc. dr. == ¢, obl. ¢clipt.
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-of @* —— f »* fin ¢*
cof angl. pofit. == Vol g e Nt O
col g8

jai démontré aufli que fin g==cof 4 fin ) 4 fin¢

fin, cof #, donc cof 8* == 1 = cof ¢ fin J* —
fin ¢* fin 2 cof /2 — 2 fin @ find cof J fin ¢ cofe,

V' 1—cofe find"—1Dn g fin ¢ col &* — 2 {in® find

cof  fin¢ cof ¢ — cof ¢* fin ¢ =

‘¥ col & + fine® — cof ¢ fin d* — fin @* {ine* cof $*

— 2{in® fin § col 4 fine cofe — cof @* fin ¢* ==

¥ cof 4 fins*fino* — cof 4 find* — fin e fin

cofd* — 2 fin ¢ fin & col o fin ¢ cof ¢ =

vV col ¢* cofd® +4-fine*fi n¢‘ﬁnﬁ::ziinq,ﬁnd‘cofd‘ﬁng cols

=x col, cof § — fin¢ fin @ fin &. Donc cof angl.

pofit, == cofe cofd — fin"f't fin ¢ fin @

col 3

afc. dr. == préc. en long. (cof ¢ — fin¢ fin ¢ tang

&), ceft la formule que donne M. de la Lande,
Aftr. §. 2164.

& préc. en

Pour avoir la préceflion en déclinaifon on confi-
dérera qu'on a par le méme cas des analogies dif-
fércntielles, SED : DF == 1 :{in EPS fin PE
donc DF == SED {fin EPS fin PE ou préc. en
décl. == préc. en long. cof afc. dr. fin obl. éclipt.,
C'eft la formule que donne M. de la Lande §. 2168.

Les formules que donne M. de la Lande §. 2187

& fuiv. relativement aux changemens que produit
Hh
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fur les aftres la variation de lobliquité de Iéclipti-
que , reviennent au méme que celles que Pon trouve
dans les tables aftronomiques de Berlin, Tom. 1L
p. 279 : voici une manicre trés-fimple de les envi-
fager.

Soit AN la pofition de I'écliptique au commence-
ment de 1760, EN A celle quelle a prife aprés,
ou qwelle avoit avant , en fuppolant AN E tres-petit ;
{oit un point fixe en &, menaut Parc SN, on aura
le triangle fphérique SA N, dans lequel le c6té SN,
& langle ASN font conftans, EAS eft I'équateur,

A eflt Téquinoxe pour 1760, E Péquinoxe au bout
du tems £, A E eft donc le mouvement des points
équinoctiaux en afcenfion droite; voyons donc quelle
eft cette variation. Nous avons par le premier Cas
des analogies différentielles dAS : ¢ ANS = fin
‘AN : fin NASou AE: ANE = {inAN: fin
NAS. Or ANE eft Pinclinaifon des deux éclipti-
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ques que M. de la Grange appelle y dans les Mé-
moires de Paris de 1774, AN eft la longitude du
neeud que M. de la Grange appelle x, & SAN et
Pobliquité de Décliptique que M. de la Grange fait
de 23°}, donc AE : y == fin x : {fin23°%, donc
AE—_—.ﬁ)l]ﬁ:g-’-:—; == 9 {in x colec -23°§, ceft le
mouvement des points ¢quinotiaux en alcenfion
droite.

L’obliquité¢ de Pécliptique qui €toit Pangle SAN
en 1760 eflt devenue SEN; pour avoir la varia-
tion de cette obliquité , confidérant le méme trian-
gle que ci-devant, oun aura par le méme cas des
analogies différenticlles d AS : d SAN==tang AN :
fin NAS, ou AE: d SAN =t x : fin 23° ],
on en mettant la valeur trouvée de AE,

y» linx

—+dSs = g = o1
i zg 0 dSAN tang ¥ : fin 23°3, donc
fin x -
dSAN =72 ==y colx, ceft la variation

tang x
de lobliquité de lécliptique.

Pour avoir maintenant le mouvement des points
équino&iaux en longitude, on abbaiflera da point
Eunarc EP fur AN, & lon cherchera la varia-
tion AP du cbté AN, Ton aura toujours par le
méme cas des analogies différenticlles, ¢ AN : d ANS
==fin AN : tang NAS, onAP : ANE=={inx:
tang 23°% ou AP:y==fin x : tang 23"}, donc

I1h 3
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fin x .
=20 - == {in x cot 235, ceftlavya
tang 23° ; '
riation des points équino&ianx en longitude,

Soit maintenant S une étoile fixe dont S L fut
la latitude & A L la longitude en 1760 ; la varia-
tion de 'écliptique a fait que la latitude eft deve-
nue SI, & la longitude E/, or angle L S eft
évidemment égal & Pangle I N I, égal 4 Pinclinaifon
des deux ¢gcliptiques , & cette inclinaifon étant trés-
petite, S A eft fenfiblement égal & S/; pour avoir
donc la variation de la latitude , nous confidérerons
le triangle S N L dans lequel-le c6té SN demeure
conftant aufli-bien que Yangle qui lui eft oppolé,
puifque cet angle doit toujours ttre droit ; on a donc
par le fecond Cas des analogies différentielles d SNL :
dSL ==tang SNL : tang SL, nnis on a par le
fecond Cas des trig. re. tang SN L : tang SL ==

:finNL, doncd SNL: cl§L=== r :finNL,
or AISNL=LN/=y&NL = AL-—AN
== A — x (jappelle A la longitude de Pétoile & &
fa latitade ) doncy : €SL == 1 : fin(A—x),
donc d gL == — yfin (,— x), je metsle figne
~— patce que la variation el une diminution, ceft
la variation de I’étoile en latitude.

Pour avoir la variation en longitude ; nous con(-
dérerons que nous avons déja la variation de AN
y fin x

tang 23°;

qui eft == pour avoir celle de N L nous

cl’
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femarquerons que dans un triangle qui 2 un cété

SN & Dlangle oppofé conftant, on a par le fecond

Cas des analogies différenticllcs, dNL: d SNL

== tang S L cof NSL : fin SN L ==

tang SL cof NSL
finSNL

: 1, mais par le fixieme Cas

cof NSL :
fin S N L_cofNL
donc d NL:dSNL == tang SL cof NL : r,
oudNL : y ==t Gcof(A—x):1,donc dNL
==y col (A — x) tang 6. Il faut y ajouter AP
avec le figne — parce quil {¢ prend enfens con-
traire, donc la variatien de I’étoile en longitude
fera ==y col (A — x) tang ¢ —= 5 fin x cot
233

dus triangles rectangles, on a

Les formules que nous venons de trouver, &
qud données M. de la Grange dans les Mémoires de
Paris de 1774 ne different que pour les dénomina.
tions de celles qui fe trouvent dans endroit cité des
tables aftronomiques de Berlin, comme je vais le
faire voir. Je fais ¢* == 9 fin x & o' =y cof x
(je mets y au lieu de tang y a caufe de la petitefle

1
de Pangle ) ce qui me donne tang x = T & y=x
v
V &7 4+ v'°. Maintenant j'ai pour Ia variation de
Pobliquité de Décliptique, » cof x ==u", pour la
variation de la préceilion des équinoxes en longi-
tade, y fin x cot 3305 = ' cot 23°;, pour la
variation de la préceflion en afcenlion droite y finx
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1

cofec 23°,; == ‘o' cofec 23" , pour la varia-
tion dun aftre en latitude — » fin (A — x)
==y finx cofl A — » fin A cofx ==¢" COl A —
o' {in 5, pour la variation de cet aftre en longitude
Ycof (A—x) tang 6 — » finx cot 23° % ==
(y col 5 cofx + yfin » finx) t. ¢ — 5y fin x
cot 23" == (v cofp+ 5 fin A) t. g — oF
cot 23*%. Ce fontla les formules des tables de Ber-
lin, avec cette feule différence que l'on y prend
Pobliquité de Iécliptique de 23°. 285 au litu de 23° L.

°

La lumiere qui nous vient des étoiles ayant un
mouvement non pas inftantané, mais fucceflif, & la
vitelle de ce mouvement w’étant pas infinie en com-
paraifon du mouvement de la terre, il {e trouve que
pendant que le rayonm vient du foleil a nous , la
terre parcourt un certain arc de fon orbite, ce qui
fait quun obfervateur placé fur la terre rapporte Ié-
toile & un endroit du ciel différent de celui ou elle
cit réellement.

La différence entre ces deux endroits eft ce qu'on
appelle l'aberration.
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1 P q o)

q
\D ] ]

Jg 32

B A

Pour nous en former une idée mette, nous fup-
poferons que- EB foit la vitefle de la lumiere &
A B celle de la terre ; menons ED égale & paral-
lele 2 AB & achevons le parallelélogramme EDB A ;
la vitefle EB de la lumiere peut étre confiderée
comme décompofée en ED & B D ; cela pofé,
la lumiere étant en E lorfque la terre eft en A arri-
vera en B en méme tems que la terre, fi la lumiere
venoit inftantanément la terre verroit I’étoile en ¢q
dans la direttion BE g, mais & canfe du mouvement
{ucceflif de Ja lumiere qu'on peut confidérer comme
décompolé en ED & BD, le mouvement fuivant
DE étant parallele & égal & celui de la terre eft®
infenfible pour la terre, elle ne sappergoit donc que
du mouvement BI), la terre voit donc I'étoile dans
la direction BD ¢' ou AEp qui lui eft parallele,
Pétoile paroit donc en p au lieu de paroitre en ¢,
Plus avancée du coté ou va Ja terre de langle
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BA
2 Eg BEA=x BE ‘
des fatellites de jupiter que la tumiere du foleil met
environ §'. 8” & parvenir 2 nous dans les moyennes
diftances, pendant ce tems la la terre parcourt un
arc d’environ 207. Ainfi Paberration peut aller
20r tant6t d’un c6té, tantét de Pautre, ce qui fait
40% , comme lindiquent les obfervations. 1l y a une
maniere plus fimple de confidérer la chofe. Suppo-
fons la terre immobile en A, & donnons au rayon
fon mouvement en fens contraire Em, la pofition
relative A, m [era précifément la méme que la pofi-
fition B, E. Si le rayon ¢étoit parti depuis 7, on
auroit vu Pétoile en o depuis la terre, mais il eft
parti depuis E, on voit donc Vétoile en p, la dif-
férence de ces deux lieux ou laberration eft I'an-
gle EAm == BEA, en forte que laberration fait
toujours paroitre létoile plus avancée dans le fens
du mouvement de la terre, cC'eft d’aprés ce principe
que nous allons déterminer les aberrations en lon.
gitude & en latitude fuivant les fituations diverfes
du foleil & de la terre relativement a I'étoile. Nous
fuppoferons d’abord V'étojle dans le plan méme de 1'¢-
cliptique , nous lui donnerons enfuite une latitnde
quelconque.

Or on fait par les écliples

Soit



SPHERIQUE Chap XI. 249

E
E
G| \B
13
L \V2
N
S r

Soit le foleil en S, Vétoile en E, la terre allant
de B en G, lieu ot Pétoile paroit en oppofition avec
le {oleil, l'arc BG étant alors perpendiculaire a la
ligne E G, laberration fera de 20" vers I'Orient,
puifque la terre fe meut d’Occident en Orient, en
forte que la longitude de étoile fera augmentée de
20”. Lorfque la terre va d¢ F en L A la diftance
G L de Poppofition, I'arc LF eft oblique fur la ligne
EL, il ne mefure plos Pangle L EF; mais cet an-
gle eft mefuré par LN &= LF cof LFN = LF

Ii
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cof LG = 20” cof LG (car larc formé par la
tangente & par la corde elt mefuré par la moitié
de Parc fouftendu par la corde). Or cof L G eft le
cofinus de la différence des longitudes de la terre
& de Pétoile, car foit v le premier point du bélier
d’oit fe comptent les longitudes, v L fcra la longi-
tude de la terre, & v G celle de éeoile, ce cofinus
de LG ou de LSG eft aulli lIe colinus de G, ou
de G 4o pris avec un figne contraire, ceft-i-dire,
qu'il eft aufli le cofinus de la différence des longitu-
des du foleil & de Pétoile, en forte qwon a aberr.
en long. == — 20" cof (long.'@ — long. et.)
Voila ce qui a lieu fi Détoile eft placée dans le
plan de Iécliptique. Si elle en eft éloignée , alors ce
que nous venons de déterminer, au licu d'étre déter-
min¢ fur Iécliptique le fera fur un arc de grand cer-
cle parallele & Pécliptique , & il faudra réduire cette
détermination a Pécliptique , ce qui n'eft pas diffi-
cile. Soit C le pole de Pécliptique, Ff une portion
de Iécliptique, CF, Cf deux cercles de latitude,
B b un arc de grand cercle mené

parallélement a Décliptique A la c.
latitude B, on aura dans le trian- /

gle re@tangle B C b par Panalogic cf]éﬂ-34

commune I : fin BC ={inC:

fio Bb = C: Bl (les petits B b
arcs & les petits angles {e con-

fondant avec leurs finus ) = F f: Q.

B b, Ff étant la mefure de 'an- f
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: Bb Bh .
gle C, donc F f = FnBC — cof iat. ° donc il

faut divifer notre exprefion trouvée par le cofinus
de la latitude pour la réduire a Iécliptique, donc,
aberr. en long. == —
20” cof (long. @ — long. et)

col lat. et.

Ceft Ia formule qui fe trouve dans les tables de
Berlin, Tom. III. pag. 163, & dans laltronomie
de M. de la Lande §. 2256.

Pour trouver maintenant Paberration en latitude,
concevons une étoile S élevée au-deffus du plan
du papier qui reprélente Pécliptique , abaillons la
perpendiculaire S N fur ce plan, & foit laterreen A,

Ii =
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en forte que P'étoile foit en quadrature a 9o de
Poppofition , menons la ligne A M N, la latitude
de Détoile étoit S AN, mais la terre étant allée
de A en M, la latitude eft devenue SMN, Ceft
Ia différence de ces deux latitudes SM N — SAN
=== ASM quon appelle aberration en latitude;
menons 'arc M F depuis S, cet arc qui eft la me-
fure de ASM eft = A M fin SAN == 20" fin lat.
Soit maintenant Parc A M tranfporté en A'M', il
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faudra prendre la différence des angles S' M' N',
STA'O ou S*M'N*, S'PN', N* MP* érant per-
pendiculaire fur Q A*, cettc différence eft langle
PS'M', & Yarc M' F' qui eft fa mefure = M'P
fin S'P Nt == M' P fin latit. ; mais M' P ==
A' M' fin P A" M' = A" M" {in A" B; donc
M'F' == A* M' fin A" B f{in latit., donc aberr. en
latit, == — 20" fin (long. © — long et.)
{in lat. et.

Ceft Ia formule qui fe' trouve dans les tables de
Berlin, Tom. III. pag. 163 & dans l'altronomie de
M. de la Lande §. 2261.

Connoiffant Paberration en longitude & en lati-
tude, on peut en déduire laberration en alcenfion
droite & en déclinaifon ; il y a plofieurs méthodes
pour le faire qui font toutes en partic fynthétiques,
nous allons le faire d’unc maniere purement analy-
tique. Ce probléme confidéré en général fe réduit
a celui-ci: Ayant les coordonnées d'une courbe
rapportée A un axe, chercher les coordonnées de
la méme courbe rapportée a un autre axe.
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Soit le point m m
determiné par les .
coordonnées
connues Ep & p cﬁ? 36- O‘C_[/‘
m, on cherche ’ o/
les coordonnées FE —" '

P

Eg. g m relatives
alaxe Eq quifait
avec laxe Ep langle pE g —=p. Soient E p = %,

Ep .

pm ==y, on aura Eo___m =
T 7 & og = mofinp, op == x tang P,
doncmo ==y — x tangp & 0qg =y flin p —
x fin p* x
col p , doncEqg == Eo +oq_a)fp +
fin p — x fin p*

col p
x4+ yfinp cofl p — x finp*

cof p
x cof p* 4+ » finp col p
. = fing &

col 7 xcof p 4+ yling

mq == mo cof p ===y cof p — x {in p. Suppofons
maintenant long. (O — long. et. ==z ¢, compl lat. ct.
== u, nous aurons laberration en longitude (je
la“prends avant de la réduire a Pécliptique ) == —
20" cof ¢, & Paberration en latitude == —— 20" fins
cof u, foit Ep == x == aberr. en latit. & pm =
y == aberr. en longitade , Kp repréfentant axe de
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Iécliptique & E g celui de Péquateur, on aura Egq
= aberr. en déclinaifon & g #2 == aberr. en alcen-
fion droite , mettant douc pour x & y leurs valeurs,
nous aurons aberr. en afc. dr. === cof ¢ col p —
fing fin p col u, & aberr. en décl. == cof; finp
-+ fin, cof p cofu (je fais abftrattion de — 20"
pour abréger, je le rétablirai a la fin du calcul ).
Voila les valcurs analytiques des aberrations en af-
cenfion droite & en déclinaifon, mais comme ccs
valeurs paroillent peu propres & étre réduites cn
tables , on leur a fait fubir diverfes réductions pour
les adapter aux ufages aftronomiques & les rame-
ner a une forme plus fimple. Toutes les confidéra-
“tions quon a fait la-deflus peuvent {e déduire des
formules que nous venons de trouver, comme on
“va le voir. On cherche d’abord quand eft-ce que
Paberration en alcenfion droite elt la plus grande ;
pour le trouver, il 'y a qu’a égaler a zero la diffé-
rentielle de la formule que nous avons donnée , nous

aurons donc, — d ¢ fin, colp — d e cof ¢ {inp
fin ¢ fin

cofH ==0, ou ~— == tang ¢ == — np cof n
col e colp

=== — tang p col u. Pour voir ce qui réfulte de
cette formule, il faut confidérer la figure fuivante,
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Soit E le pole de Pécliptique, P celui de Téqua.
teur, r L Décliptique , r R Péquateur, E L un cer-
cle de latitude qui palle par DPétoile S, PAR un
cercle de déclinaifon qui paffe par la méme étoile S,
ES elt le complément de la latitude de Pétoile , que
nous avons nommé 4, ESP = ASL=RrA ¢t
Pangle de pofition que nous avons nommé p, LQO
= 1 ® — r L eft ce que nous avons appellé o,
ainfi adaptant notre formule a cette figure, nous
aurons tang L O == — tang ASL cof ES == —
tang ASL fin SL. Mais nous avons par le troie
fieme Cas des triangles rectangles tang ASL fin SL
== tang AL donc tang L == — tang AL;
donc au tems de la plus grande aberration en lon-
gitude , le foleil doit étre en A, ceft-a-dire , que
le cercle de déclinaifon qui pafle par I'étoile doit
aufli paffer par le foleil. Voyons ce que devient dans
ce cas l'aberration en afcenfion droite ; notre formule

nous
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tang ¢
tang p
waleur dans la valeur de Duaberration en afcenfion
_t'dng P
tang p

Subftityant cette

&
ons donne cofH == —

droite, on aura cof ¢ cof p 4 fin 4 fin

-

— Ofg col p + im e colp tang , ==

cof ¢ col' p + {fin¢ colp . cotp col ASL
col ¢ T cof P col A Le
Mais on a par le méme cas des triangled rectangles
cof ASL=colAL fin SAL =colAL fin TAR,
donc laberration en afcenfion droite fera propor-
tionelle & fin TAR, ou == — 20" finyAR. Or
dans le triangle ¥ A R, connoiffant P'afcenfion droite
r R & Pangle de pofition Ar R de Pétoile, on con-
poitra v A, longitude du point ot doit éere le
foleil au tems de la plus grande aberration , & T AR
argument de certe plus grande aberration. Pour que
cette recherche foit utile, il fant pouvoir exprimer
Paberration dans tous les cas par une fonltion de
fin r AR auquel eft proportioncelle la plus grande
aberration, Pour cela reprenons la formule de I'a-
berration en afcenfion droite, cote cof p — fine
finp cofl H == coflL® cof ASL — tin LG fin
ASL fin S L. Subftituons an licu de L. © fa valeur
AG® — AL, & nous aurons col A © cof AL cof
ASL 4+ 4inAG finAL cof ASL — {in A © cof
AL figASL linSL 4 coflA® finAL fin ASL
fin SL. Mais on a par le {econd Cas des o rect

. ang AL - :
finSL == fang 4 - donc les deux termes du
, tang AS L7 '
Kk
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milieu deviennent ==o0 & laberration fe réduit 3
cofA® (cof ALcofASL 4+ fin ASL fin AL
fin SL) == col AQ

(cofAL*colfASL 4 fin AL? ofASL)

cof AL fAO
M‘, mais cof AS L= cof AL finy AR;
cofl AL

donc l'aberration devient == cof A®) finT AR ==
= 20" fin T AR cof A ®; il n’y a donc qu’a mul-
tiplier la plus grande aberration par cof A(® pour
avoir laberration aCuelle , & l'on connoit A®), car
AQ =10 — rA == long. ©— long. © au
tems de la plus grande aberration. Jufquici, nous
n’avons point en égard 2 la déclinaifon de Pétoile ;
fi elic n'eft pas dans Péquateur, les déterminations
quec nous avons données f{e prennent {ur un grand
cercle parailcle & Péquateur, mené & la déclinaifon
de Vétoile; pour les réduire & Iéquateur, on fera
le méme railonnement que nous avons fait ci-def
{us pour réduire a Pécliptique laberration en longi-
tude , excepté que Pon mettra Péquateur & la dé-
clinaifon au lieu de Iécliptique & de la latitude. Il
fuit de la que pour réduire nos déterminations a I'é-
quateur , il faut les divifer par le cofinus de la dé-
clinaifon. Soit P S == compl. décl. == ¢, il faudra
divifer nos déterminations par fin ¢, en forte que la
plus grande aberration en afcenfion droite fera == —-
/4
2 {ii;:—]-%él—{ » & que Taberration en afcenfion droite
20" finT AR COfA@

{in ¢

fera en géngral = —
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Ceft la formule que trouve M. Lambert dans les
Ephémérides de Berlin pour 1776, Part. 1L p. 219,
& M. de la Lande dans fon Aftronomie §. 2277.

Pour procéder de méme relativement X Paberra.
tion en déclinaifon, nous chercherons dabord guand
eft-ce quc Taberration en déclinaifon cit la plus
grande ; pour cela’dgalant i zéro la différenticlle de
la formule que nous avons trouvée, nous aurdhs,
—dgfine fin p 4 decol, cofp coflu==0, ou

'-———ﬁn £ tan col (m cot of u
. - o= —_ Jashmid € .
col ¢ &« fin p co P

Menant le grand cercle ST perpendiculaire an cer-
cle de déclinaifon PS, nous aurons en adaptant cette
formulg. 3 lafigure, tang LO == cot ASL {inS L
== tang LSN fin SL. Mais on a par le troifieme
Cas des tr. ret. tang LS N{inS L = tang LN, donc
tang LN = tang LO & LN = L ©, douc au
tems de la plus grande aberration en déclinaifon, le
foleil fe trouve au point N, on le grand cercle per-
pendiculaire au méridicn coupe P'écliptique. Voyons
ce que devient dans ce cas laberration en déclinai-
fon; fubftituant dans notre formule la valenr de cof u
== tang ¢ tang p, nous aurons cof ¢ finp - {in ¢
cofp cofH == cof, {in p 4 lin ¢ cof p tang ¢ tang p
fin £ fin p (cole*4fin £)fin p
==cofe fnp+ - pe = cof ¢
finp  cof LSN
cof¢e cof LN’
cas des tr. re¢t. cof LSN == cof LN fm LNS,
donc la plus grande aberration en déclinaifon fera

Kk 2

o,
—_

Mais on a par le- méme
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proportionellc a fin LN S ou == — 20" fin LNS.
Or dans le triangle L N S, connoiflant la latitude
de I'étode L S & langle de pofition dont le com-
plément eft LSN. on aura LN & par conféquent
T N longitude du foleil an tems de la plus grande
aberration en déclinaifon & LN S ou ANS argu-
ment de cette plus grande aberration. Il faut main-
tenant tacher dexprimer laberration dans tous les
caf®¥par une foncion de fin AN S auquel eft propor-
tionelle la plus grande aberration. Pour cela, je
reprends Ia formule de Paberration en déclinailon,,
cofefinp +finecofp cof H = cof L cof L.S

=+ fin LO fin LSN fin S L. Subftituons au licu de
L@ fa valeur LN 4+ N®, & nous aurons, cof
NOcof LN cof LSN — fin N© fin, N cof
LSN 4+ finN® cof LN fin LSN fin SL + fin
LNcf NO finLL. SN finSL. Mais on a par le

tang LN
fecond Cas des tr. re&t. finS L =— .__g__‘_—, donc
tang LSN
les denx termes du milien deviennent —o0, & la-

berration fe réduit & cofl N ® (cof LN cof LSN 4~
fin LN fin LSN fin SL) == cofl NO

"L N? LS i : L -
(cofl ILN? cof L NﬂthN finl S)zzcofN@

col L'N
;g?%?—g , mais cofl LSN == cof LN fin ’LNS ,
donc Paberration devient == cof N® finLN S =
~— 20" finLNS cofl N® ; il n’y a donc qu’a mul-
tiplier la plus grande aberration par cof N (O pour
avoir l'aberration a&uelle, or Lon connoit N ®,
carNO=r1 @ — r N==long. © — long. O au
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tems de la plus grande aberration en déclinaifon. On
peunt donner encore une autre forme d cette expref-
fion en mettant au lien de N @ fa valeur A ©Q —
AN, car ellc deviendra alors cof A © cof AN fin
ANS 4+ finAQ® fin AN {in ANS. Mais on a par
fin AS
inAN’
donc {ubftituant cette valeur , notre expreflion de~
viendra cof A © cot ANfinAS +finA ®finAS.
Mais on a par le troilieme Cas des tr. rect. cot AN ==
cof SAN  cofl TAR q elfion {
EBE'A“'S‘ == t_';l“]g A 'S, onc notre expreihon 1ie
réduit A cof A© cof TAR cof AS + fin AQ fin
AS, & DPaberration fera == — 20” (cof A® cof
TAR cof AS + fin A® fin AS). Ce font la les
deux expreflions que trouve M. Lambert dans les
Ephémérides dec Berlin pour 1776, pag, 120 & 121.
Dans la premiere, au lien de cof N © il prend fin
D ®, ce qui revient au méme, par ce quil prend
le point D a 90° dupoint N. M. de la Lande doaue
aufli §. 2270 & 2273 des formules qni reviennent
a notre premiere formule. Si 'on veut favoir main-
tenant quand eft -ce que Daberration en alcenflion
droite eft nulle, il n’y a qua faire cofe cofl p —
fing finp colu === o0, ce qui donne tang ¢ ==
EZ—:{% ou tang LO == E:—-t——-lf\-g—s—l‘, niais on a par le
troifieme Cas des tr. redt. tang AL =— tang ASL

I
i;igtIASg,Ldonc cot AL == Gng A SLinLS —

Lﬁn_L—S- , donccot AL = tang L ©; donc L ©

lIe premier Cas des tr. rect. in ANS ==
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doit étre le complément de A L, donc au tems orr
Paberration en alcenfion droite eft nulle, le foleil
doit €tre a 90° du point A. Ceft ce qui (e dédui-
foit tout de fuite de la feconde formule que nous
-avons obtenue, car puilque Paberration eft propor-
tionelle & cof A ©, elle eft nulle lorfque A O eft
== 90". On procédéra de méme pour favoir quand
efi-ce que laberration en déclimilon ¢ft nulle, il
n’y a qu'a faire, cofy finp < fin, colp col n == o,
- tang p
ce qui donne tang ¢ == — oI

cot LSN

-t mais on a par le troifieme Cas des
ﬁn SL

_ outang LO =

tr. rect tang LN =fin SL tang LS N oucot L N ==

C(f)ltnL:IN don¢ —cot LN=tang L ©, doncL®

doit ¢tre le complément de LN, donc au tems ol
Paberration en déclinaifon eft nulle, le foleil doit
étre 2 90" dun point N. La méme chofe auroit pu
fe déduire tout de fuite de notre feconde formule,
car puifque I'aberration eft proportionelle a cofl N ©,
elle elt nulle lorfque N © elt == 90°. Ce font les
conclufions que trouvent MM. Lambert & de la Lande.

Y’aberration des planetes eft beaucoup plus facile
3 calculer que celles des €toiles, la confidération de
leur mouvement apparent vu depuis la terre & de
Jeur diftance a la terre fuffit pour cela. On a vu
ci-deflus que la lumiere met 8'. 8 4 venir du foleil
a nous, pendant ce tems )a le foleil parcourt un
arc de 20", laberration du foleil eft donc 20" dans
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le fens o va la terre, Pour appliquer ce raifonne-
ment aux planetes , il faut chercher dabord le tems
que met la lumijere & venir de la plancte 2 nous,
or fon mouvement étant fuppofé uniforme, ce tems
elt proportionel a la diftance. Soit donc la diftance
du foleil ala terre == 10, & celle de la planete a
la terrc =g, on aura cette proportion, 10:8". 8’
(8.8 ¢
"7 ro
nir de la plancte & nous. Pour connoitre maintenant
Paberration de la planete, il faut favoir quel arc
elle parcourt pendant ce tems 1A relativement 2 la
terre , (afin de wavoir pas & confidérer ici le mou-
vement de la terre), Soit donc # le mouvement
géocentrique de la planete exprimé en minutes, ou
6o ¢t ce méme mouvement exprimé en fecondes, on
(8. 8")g.60t(8-8")8g
10" * 24N 10
6t (8.8)g 6(U.")gt 661"gt
24 h. - 3 h. — T1g0
6!” 61Y 2 "
— 8= gir==
30 1800 680
I'aberration des planetes exprimée en fecondes. Cette
aberration elt également en longitude , en latitude ,
en alcenfion droite, ouen déclinaifon , parce qu'il
n’y a qua prendre le mouvement diurne de la pla.
nete cn longitude, latitude , afcenfion droite ou dé-
clinaifon. Ceft la formule que donne M. Lambert
dans les Ephémérides de Bedin pour 1776, p. 114.
Pour Paccommoder aux ufages aftronomiques , M.

) —— (e 0)?
Lambert obferve que g ¢ == (t+2) (t—g)
4

—

» tems que met la lumicre a ve-

aura 24 h.: 6ot ==

gt d-peu-pres, ceft
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—

Ptyogttg—to2gt—g 45t
4

4
== gt. La formule d’aberration devient donc

23 ((t4-gy — (t.—*). Ceft la formule for
2720

laquelle eft fondée la table qui fe trouve p. 162
du Tome Il des tables aftronomiques de Berlin,
& dontt+g & t+g font les deux argumens. On
a feulement appellé¢ d ce que jai appellé g. Si Pon
avoit appeli¢ 1 la diltance du foleil & la terre, on
auroit trouvé pour la formule duaberration

23" 123 . . 1 . ,

8—8—g t, or priias 9, 5292, il n’y a donc qu'a
ajouter le logarithme conftant 9, 5292 a celui de g
& a celui de ¢, celt la regle que donne M. de la
Lande dans explication des tables aftronomiques de
Halley p. r65. Si la diftance de la terre au foleil
eut été prife == 10 lc logatithme conftant auroit été
=x=8,5292, & Ceft effectivement fur cette {uppo-
fition quwett calculée la table XIX des tables de Hal-
ley. L’aberration doit étre prile dans le fens ou va
la terre, Ceft-a-dire, dans le fens oppofé & celuwi
vers lequel la planete paroit aller.

Les mémes caufes qui produifent la préceflion des
équinoxes occufionnent dans laxe de la terre un
mouvement de balancement, en vertu duquel le pole
de Péquateur décrit autour du pole de I'écliptique
une cllipfe dont le grand axe cft an petit axe comme
9" et 6", 7. Ce phénomene sappelle nutation, &
il en rélulte un changement dans les longitudes,

alcenfions
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Afcénfions droites & déclinaifons des aftrés, auffi
bien que dans LPobliquité de Pécliptique: Comme cé
phénontene dépend de la fitnation de la lune, Ceft-
A-dire, de ld fitdation de fes ncedds; on fuppofe que
le pole diu monde fe miett dans cette elliple dans
le méme tems que les nceuds de la luné mettent 4
faire une tévolution , en forte que la longitude du
pole foit toujours de 50° plus grande que celle du
ficeud. Soit E le pole de lechpthue P le centre au-
tout duquel le pole de Péquateur fe meuve dans une
ellipfe ARB, foit AMOB un cercle déerit fur le
grand axe de cette elliple & qué parcourroit le pole
de I'équatenr sil fe mouvoit uniforménient, foit EA
le colure des folftices qui paffe pzn le lied moyen du
pole, P & EMK celui qui paffe par le lien atuel du
pole M, en menant Pordonnée MNQ N fetfoit le
lieu moyen du pole correfpondant au Het vrai M,
car le pole emnt en M, le nceud doit étre en S, ent
ptenant N S == g¢°, & fa longitude elt égale 4 U S
=== 90° — UN == AN. Or on a d"tus Pellipfe
ON: QM =P U: PR==¢:6,7;doncQM==

N 6[/ .
< 2 IQN = 3 227 o fin long. noud P Q == gv
tof long. noeud Soit long. nosud == w, on anra Q M

6!/
P 5 7y “fin 5 & PQ==9"cofw, doncP M==

VPQ’+Q1V1‘=9" Vcofw‘+< ’7'ﬁnw — 7.

L1\
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SPHERIQUE Chap XL 267

Soit un aftre F, ayant mené par cet aftre un cer
cle de latitude EF quon prolonge jufquad quil ren.
contre Parc PMG & les arcs de grand cercle PF,
MF, lanutation en longitude fera Yangle QE M, or
on a par le troifieme Cas des tr, re&. tang QM ==
tang QEM fin EQ ==tang QEM fin EP, dono

i} __tanig QM .
tang QEM == “anip " (4 caufe dela petitelle
des angles,) QEM == &M__ AL S

fin EP ~ fin obl édlipt.
QM 6", % ﬁn w
e
fin 23°; fin 23°
la formule que trouve M. Lambert dans les Ephémé-
rides de Berlin pour 1776 p. 114. On trauve dans
les tables altronamiques de Berlin, Tome HL. p. 163
pout cette nutation en longitude 18" fin », mais
c'eft qu'on 'y a fuivi les déterminations de Mayer, qui
font un peu différentes de celle qu’on employe ici.

——

= 16", 8§ ﬁnw; ceft

La nutation en alcenfion droite cft égale & la va-
riation de Pangle EPF, or EPF = EPG — FPG,
dont la nutation en afcenfion droiteelt =d (EP G
— FPG) = dEPG—dFPG. Or pour avoir
la variation d EP G on confidérera que le triangle
EPG en devenant EM G conferve le cOté EG &
Pangle E G M conftans, c’eft-d-dire, un coté & P'ans
gle adjacent , donc par le premier Cas des analog.
diffir. {PG==PM :dEPG == tang EP: {in
E P G =={in APM==f{in ¢ (en failant APM == @),

PMfinog ot
donc d EPG --—--va;;’——pﬁ- = % {in g cot 23°}
Ll 2
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Pour avoir la variation de I'angle FRG, on confi-
dérera que le triangle FP G en devenant F MG con-
ferve le coté F G & langle FGM conftans, donc
par le méme cas des analog, différ.on a dPG=7:
dFPG ==tang PF v fin FPG. Or faifant la décli-
naifon de laftre =& & APF ==, on aura PF
==compl. & FPG ==p— @, donc Z:dFPG
== cotd: fin (p — @), &d FPG = Z fin
(e — @) tanga’ donc nut, en afc. dr. ==— dEPG
—i-dFPG : Z (fin (¢~ @) tang d— fin @
cot 23°L.)

La nutatxon en déclinaifon e} égale X la varia-
tion du coté PF, or dans le triangle FPG, on
aura par le méme cas cité PG == Z : dPF =
3 : cofl FPG == cof (¢ @), donc d PF ==
nut. en décl. == z col (p — @). .

Lrangle de poﬁtnon EFP eft devenue EF M, la
nutation eft donc a cet égard égale 2 l'angle PF M,

MO MO

= &

or PEM - Fn PF - cold MO ==FMin
FPG, == 3 fin (¢— @), donc PFM =
%ﬁn(e—-—o)

—, ceft aofi 1a Ia variation de l’an-

“cofl
gle parallaﬁlque

Leffet de la nutatnon fur I'obliquité de Péclipti-
que eft == P Q = 9" cof w. Nous avons trouvé

'6/1', 2 .
B == ”Vcofw +< 7 *=—9"col
9, 04 ’

é/ +< QM

> tﬂﬂ% @', Or tang @ == PQ =
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6h.7.0n » 6,7

tang , , donc % == 9" cof @

9, o'col 9,0
- COfm
1 an gl

Nous avouns trouyé la nutation en afcenfion droite_
==z ({in (p— o) t.d — fin @ cot23°3) ce
qui nous donnera en y fubftituant les valeurs de %
& décompofant la yaleur de fin (¢ — @); tangd
(9" fing cof w — 9" cof g cof » tang @) —
o" tang @ cof w cot 23° L == (en y fubftituant Id

“valeur de tang @) (9" fin ¢ coflw — 6",7 cof g
finw) tang — 6", 7 finy cot 23°3 =
”, sfin(etw)44", §fin(e~w o

-3, 3sﬁn(€’r“’)+3”,3sﬁn(g w} tang /6,7 fina

cot 23 ==

(1", 15 fin (¢4 w) + 7", 85 fin (g— w)) tangd
— 6",7 finw cot 23°; ==

(17, 15 {in (e+w) + 7", 85 fin (p—w) tangd'
— 157, 4 {in 4.

Ceft la formule qui fe trouve dans les Ephémé.
rides de Berlin pour 1776 p. 111, & Pexception que
dans le dernier terme au lien de 157, 4 ilyar§% 43
ce qui peut venir de ce quon n’y a pas pris l'obli-
quité de Pécliptique précifément de 23° L

Nous avons trouvé la nutation en déclinaifon = 3
cof ( —q')), ce qui devient en y mettant la va-
leur de 5, 9" col p colw 4 9" fing fing t. @ ==
(en y mettant la valeur de t @) 9’ cofe cof w ==

» 7 {ing fin o =

4”55 col (e-w)4", § col(p==w) . ;v
-a,ascol(e+w)+335cof(g . ;“;;’Ef,[g‘:?_j
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Ceft la formule qui fe trouve dans les Ephémé-
rides de Berlin pour 1776 p. 110,

Nous avons trouvé la variation de Pangle de po-
fition & de l'angle parallalique prodnite parla nu-
sfn (¢— @) __

tation, ==

cofaP
9"ﬁngcofw — g’ cof ¢ cof«tang@
‘ col o
fnicofm—-cs 7£,oi'gﬁn(,,3
“col o
rr/ 15 {in (6""_“’) + 4, sg.ﬁn (p—— ») Crefila
col &

formule qui (e trouve dans les Ephémérides de Berlin
pour 1776 p. IIf.

Soit r Iafcenfion droite d’un aftre, nous aurons
(=1 — 99", & fubftituant cette valeur, nous
aurons les formules fuivantes de nutation :

Pout l'afcenfion droite, (1% 1§ fin (4w — 90°)
-+ 7",85 fin (r — & — 90")) tang & — 15”,4 fin ,.

Pour la déclinaifon,

1” 15 cof(r+w——90)+'7 185 cofl (7 —= g ~——90°) ==
15 fin O w0) 4~ 77,85 o (r —

Pour l'angle paralladtique & Vangle de pofition.
(1",15 fin (¥ 4 w~—90")4 7”85 fin(r——u—y90")) fec J.

Ce font les tormules qui fe trouvent dans les ta-
bles aftro.romiqaes de Berlin Tom. 111 p. 161, ol
Pon dppeic o c2 que jai appellé a.

FlN



ERRAT A

Cz T ouvrage wayant pas ¥ imprimd fous les yeux de F Aitteur,
& ledeur eft prid de corriger les foutes dimpreffion que Pon vd
marquer. Au refle cet ouvrage a été compofé en 1729 , & litm-
prefion en a été retardée par' différentes circonflances; ce quifait
quon n'a pu y faire mention des owvrages qui ont paru depuis , &
xn pérticulier du dernier Volume de T Aflronomic de M. de la Lande
o cc grand Afironome a inferé diverfes correcfions: & un grand
nombre daugrentatiors relatives d quelques-uns des objets traitds
dans cet Effai, '

Avant-propos page 2 lig. § , au liew de» reiligne , Jifez {pherique.
pag. 8 figure 1, mettez la lettre a u Pextrémité de la ligne tirce
dv point d au.deflus’'de d f, . N
p. X2 lig. 1,aulicu de Vfinab® finad, jif V fin abd ... fin au3
Inid, ‘;lg. 2, aulleude, bfinab cof a ds lif, finab.eolad.-
p.-13lig. 9, aulicude, finbd o '
. emymstoiemey e din bda
v cofb2 1 fin b d* fin 07 n :
. vV col b2 1 fin b 3 hn 0 we. din b dfa.
P. 16 fig. 5, les lettres b & d doivent étre échanyes,
p. 28 lig.<7, au lien de, fin d col ¢, /4f; finbarc,

p. 29lig. 6, au liev de, fin b cof c, {if. lind toce. - .
p-30 lig. antépénultieme , le figne ( doit €re placé devant e
chiffre 1, ligne précddente, . ‘

p. 32 lig..2, aulieu de, Pon a toute la fuite, Ji/. I'on a tout de fuize.

P- 34 lig. 39, au leu de, fest, Lif: font.

P- 36 lig. derniere , eu licu.de, - d, 4f de,

+¢ ) +

p.38tig. 3, aulieu de, fin (—-;f) if. fin- bie ~ ¢

p. 50 lig. 25 an liev de, + cot ;: b, If. +3cot ; b*; ibid. lig. {9:
au liew de, 1%, if. 1t .

P. 51 lig. antépénultiome,, au lien de, + 2 cot @cot £ 139, i ta
cot a cot 3 b3, '

P- §3 lig. 2, au lieu de, % rPx, liff %»rﬁ x; flid. Mg. 3, an lieu
de, %r, Iy:%r"". :

p. 57 lig. 25, au lieu de, dans la feconde, lif. de 1a feconde.

p- 62 lig. 5 , av Heu de, fikieme Cas, If. quatrieme Cas,

p. 69 lig. 15, aulieu de, différence go®, /' diffirence de go™.

B-7

P

.9ulig. 13, aulieude, cof S, 4/ cotS; ibid. lig. 14, awiieu ds
cofl PZS cotZS, Uil cofl PZS el 28,
.72 kg 4, an liau de, teo( P §2, 4 + got PZ2



p. 98 lig-2 » au lieiv de, ci-yis Bif trjsf ; ibid. au liew de, ;4

O Lif suty ibid: lig. 14, au lieu de, -iutte g, Ui, ;u’qfq',:
p. 94 big. 6, au lied de, ¥, L x,” .7 '

p. 96 lig. pénultiemé , au lieu de , o, HLt ; e

p.100 lig. 32, au lieu-d¢, fin 3 s dif fin 3 oo, _

p- 103 lig: § 5 cn commencant par 1a fin, au fieu de, + £ (450 4
RIS IR T YOI 2 R _

‘§. 104 lig 3, an liewde, -3 abze lift3abd; ibid lig 10,

au liew de, +b, lif. + 6. S

p. 107 lig. 6, 4 commehcer par la fin ; Pexpoiant 5 a été oublic.
P. 120 lig. derniere ; Otez fe figne = gqui ¢ft devant C.

p.132 lig- 4, aulieade, STLy I SLT:

p.162 lig. 4 , ¥commiencer par la fin , au licu de, (pit'-- 02, Bif ieis

p. 167 lig. 1t , .au lleu-de, foit Ia _ldngitude , lif foitd la ?on'gi.
. tude ; fig. 17, ¢changez les lettres LT & L. o
p. 175 lig. 3 » 4 commiencer par la fin; aulieit de, + Q12 P12 i,
Iif. Q= fpra g2, . .
p. 178 lig. 1 s au. liew de,_cof V §* ; Zifi cof V §1 =,
p. 181 lig. 12 ; au liew dey - ¢, Lfs e 7, - ,
p. 182 lig. 3, anlieudé, + col VM col ¥ MS, if +clf VM
col M S;+ ibid. lig. 9, au liev.dc, n -~ 7 N
p. 184 lig. 16 yau liéwde , vee2fing. LVS, 4f 1422 fin L LVSZ,
p.1861igi 3, 2 cdnriencer- pAr “la fin; ag Heu de; <« 3Vs1,
1{/: << -5“.‘.1- 1. .
p. 196 atl dénomisateiit”d& laligne premiets, au leu de, cof
ot L ATAS
(2),11_[.(‘.0{(2)_
p. 196 lig. §, a commencer par lafin, placez le fin d A qui eft ¥
la fin de la ligne aprés d A . '
p. 197 lig. 4, & comntencer. par la fin, apres fin Z L P : mettez 1.
p. 200 lig, ¢ , au licu de,, PZm, lif. PZM. o
p. 204 lig. 3 ; & commencer par la fin, ad lieude, B D, Iif, BD{,
p. 206 lig. 1, au lieude, + ¥V, Iif. 9T :
p. 210 lig. 11, au lieu de, NipS, lij orip$.
- p.332)ig. 12, aw lieu de, lors, /S lorfgue.
p. 263 lig. 2, au liende, N* MPT, 4 Nu Mrep, .
. p.géolig. 7, en commengant par lafin, auli¢s de, inL N2 fin
LS, 4 finLN3 cofl LSN. . .
p.46alig. 6, au licude, s+g &styg, Ul ttyg &ty




