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AVERTISSEMENT.

ON a déjà pluiieurs Traités de Méchaníque, mais

le plan de celui-ci eft entièrement neuf. Je me fuis

propofé de réduire la théorie de cette Science, &

l'arc de réfoudre les problêmes qui s'y rapportent, à

'des formules générales, dont le fimple développement

'donne toutes les équations néceflàires pour la folution

de chaque problême. J'eipere que la manière dont

j'ai tâché de remplir cet objet, ne laiflèra rien à

deßrer.

Cet Ouvrage aura d'ailleurs' une autre utilité ; il

réunira & préfentera fous un même point de vue>

les différens Principes trouvés jufqu'ici pour faciliter

la folution des queftions de Méchanique, en mon-

trera la liaifon & la dépendance mutuelle , & mettra

à portée de juger de leur juíleífe & de leur étendue.

Je le diyife en deux Parties; la Statique ou- la

Théorie de l'Équilibre, &laDynamique ou la Théorie-
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du Mouvement ; & chacune de ces Parties traitera

féparément des Corps folides & des fluides.

On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage.

tes méthodes que j'y expofe ne demandent ni con£

emotions, ni raifonnemens géométriques ou mécha-

niques, mais feulement des opérations algébriques,

aflujetties a une marche régulière & uniforme. Ceux

qui aiment i'Analyfe, verront avec plaifir la Mécha-

nique en devenir une nouvelle branche, & me iàuronc

gré d'en avoir étendu ainii le domaine.
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E X T R A I T D E S R E G I S T R E S
DE L 'AC AD É M L E R O Y A L E DES S C I E N C E S .

Du vingt-fept Février nul fcpt cent quatre-vingt-huit..

JY1.ESSIEURS DE L A P LA CE, Co U S I N , t B G£ N DR E & moi, ayant

rendu compte d'un Ouvrage intitule : Mcchanique analytique 3 par M. D &
LA G R A N G E ^ l'Acadanie a juge cet Ouvrage digne de ion Appro-
bation, Se d'etre1 imprimé fous ion Privilège.'

Je certifie cet Extrait conforme aux regiftres clé l'Académie. A Paris?
ce 17 Février 1788,

L î M A R Q U I S DE C O N D O R C E 7 V

P R 1 Г-I L E G E VU ROL

-INOUÏS, PAR tA G R A C E DE DlEU, Rui DE PKANCD ET DD N A V A R R E ; А П05 amcjf

& féaux Coníêillers, les Gens tenant nos Cours de Parlement., Maîtres des Requête»'
ordinaires •àc notre Hùtel, Grand-Confcil, Prévôt de Paris, BaiHifs, Sinéchaiix, leurt
Lieutcnans Civils, & autres nos Jufticiers qu'il iippartiehdra, SAJ.ÜT. Nos bion-amés LES
MBMBRES DE L'ACADÉMIE ROYALE DES SCIENCES de notre bonne Ville de Paris,,
Nous ont fait expofer qu'ils auroient befoin de nos Lettres de Privilège pour l'inr-
preifion de leurs Ouvrages : A CES CAUSES , voulant favorablement traiter les Expo>-
iâns, -Nous leur avons permis & permettons par ces Prcfcntes, de faire imprimer',
par tel Imprimeur qu'ils voudront choifir, toutes les Ilechtrches ou ObfcrVations jour-
nalières , ou Relations annuelles de tout ce qui aura été fait dans les Aflemblées de ladite-

Académie Royale des Sciences, les Ouvrages, Mémoires ou Traités dt chacun des
Particuliers qui la compofcnt, & généralement tout ce que ladite Académie voudra faire
paroitre, après avoir fait examiner lefdits Ouvrages, & jugé qu'ils feront dignes de l'im-

preflion, en tels volumes, forme, marge, caractères, conjointement, ou fcparémenr,
& autant de fois que bon leur femblera, & de les faire vendre & débiter par-tout notre
Royaume, pendant le tenu de vingt années confécutives, à compter du jour de la daw
des Préfemes; fans toutefois qu'à i'occafion des Ouvrages cv-deflus fpécifiés, il en puiflê
itre imprimé d'autres qui ne foient pas de ladite Académie : Faifons dcfenfes à toute»-
uït«s de gerfonnes >. de çLuelque Dualité & condition qu'elles foient, d'en introduire d'ii



preffion étrangère dans aucun lieu de notre оЬеНГаясе ; comme aufli à tous Libraire«
£c Imprimeurs d'imprimer, ou faire imprimer, vendre, faire vendre & débiter lefditsOu-
vrages, en tout ou en partie, & d'en faire aucunes traduâions ou extraits, fous quelque
prétexte que £e puilie être , /ans la permiifion exprelTe & par écrit défaits Expoiâms,
ли de ceux qui auront droit d'eux; à peine de confifcation des exemplaires contrefaits,
de trois mille livres d'amende contre chacun des contrevenants, dont un tiers à Nous,
un tiers à l'Hôtel-Dieu de Paris, & l'autre tiers auxdits E#pofants, ou à celui qui
;aura droit d'eux, & de tous dépens, dommages & intérêts; à la charge que ces Pré-
fentes feront enregistrées tout 'au long iur le Regiflre de la Communauté des Libraires
jk Imprimeurs de Paris, dans trois mois de la date d'icelles ; que l'impreffion deflits
Ouvrages iêra faite dans notre Royaume & non ailleurs, en bon papier & beaux caraci
teres, conformément aux Réglernens de la Librairie ; qu'avant de les expoier en vente ,
les manuicrits ou imprimés qui auront iêrvi de copie à l'impreiïîon defdits' Ouvrages,
liront remis es mains de notre très-cher & féal Chevalier, Garde des Sceaux de France,
le fieur HUE DE MIROMEKIL, Commandeur de nos Ordres; qu'il en fera enfuite remiî
deux exemplaires dans notre Bibliothèque publique, un dans celle de notre Château du
Louvre, & un dans celle de notre très-cher & féal Chevalier , Chancelier de France ,
le fieur DE flUuPEOu , & un dans celle dudit iîeur HUE PE MIIIOMENII.. Le tout à
peine de nullité defdites Préièntes ; du contenu de/quelles vous mandons & enjoignons
de faire jouir lefdits Expofants & leurs ayans caufes, pleinement & pailîblement, fan«
jiouffrir qu'il leur (oit fait aucun trouble eu empêchement. VOULONS que la copie des
Préfentes,quiferaimprimée tout au long, au commencement ou à la fin dtfdirsOuvrages,
foit tenue pour duement iîgnifiée ; & qu'aux copies collationnées par l'un de nos âmes Se
féaux Coniëillers & Secrétaires, foi foit ajoutée comme à l'original. COMMANDONS au
premier notre Huiffi.er ou Sergent, iur ce requis, de faire pour l'exécution d'icelles,
ious aâes requis & néceiïàires, ians demander autre permilïion, & nonobflant clameur
Àe Haro., Charte Normande , & Lettres à ce contraires. Car tel ей notre plaiiîr. DONNÍ
à Paris, le premier jour de Juillet, l'an ds grâce nul fept cent foixantc-dix-huit, &
4e notre Règne le cinquième. Par le Roi en fon Coniêil,

. Signe LE BEGUE.

Rcgiflre fur le Rtgiflrt XX de la Chambre Royale & Syndlcalt des Libraires &
Imprimeurs de Paris, № 1477 , folio j8i, conformément au Règlement de 171}, qui
fait dejenfes, article If, à toutes pcrfonnes, de quelque qualité & condition qu'elles
foient, autres que les Libraires (if Imprimeurs, de vendre, débiter 6- faire afficher
aucuns Livres pour les vendre en leur nom, foit qu'ils s'en difentles Auttiin ou autre*
met't i & à la. charge de fournir cl la ßtfdite Chambre huit Exemplaires, preferi f t
par f an. С Pill dit тете-Règlement. A l'aris le zo Août 1778.

Signé A. M, LOT T IN l'aîné, Syndic.

M É C H A N I Q U E



M É C H A N I Q U E
A N A L I T I Q U E .

P R E M I E R E P A R T I E .

LA STATIQUE.

S E C T I O N P R E M I E R E .

Sur les différent Principes de la Statique.

J-JA Statique eft la fcience de l'équilibre des forces. Он
entend en général par force ou puijjance la caufe, quelle
qu'elle foit,.qui imprime ou tend à imprimer du mouvement
au corps auquel on la fuppofe appliquée; & c'eft aulîi par la
quantité du mouvement imprimé, ou prêt à imprimer, que

A
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la force ou puiflance doit s'eftimer. Dans l'état d'équilibre la
Force n'a pas d'exercice adbiel ; elle ne produit qu'une fimple
tendance au mouvement; mais on doit toujours la mefurer
par l'effet qu'elle produiroit fi elle n'étoit pas arrêtée. En pre-
nant une force quelconque, ou fon effet pour l'unité, l'ex-
preffion de toute autre force n'eft plus qu'un 'rapport, une
quantité mathématique qui peut être repréfentée par des
nombres ou des lignes; c'eft fous ce point de vue que l'on
doit confidérer les forces dans la Méchanique.

L'équilibre réfulte de la deftrucbon de plufieurs forces qui
fe combattent &: qui anéantirent réciproquement l'aftion
qu'elles exercent les unes fur les autres ; & le but de la Sta-
tique eft de donner les loix fuivant lefquelles cette deftru&ion
s'opère. Ces loix font fondées fur des principes généraux qu'on
peut réduire à trois ; celui de l'équilibre dans le levier , celui
de la compoßiion du mouvement, & celui des vitejjes virtuelles.

Archimede, le feul parmi les Anciens qui nous ait laifl'é
quelque théorie fur la Méchanique , dans fes deux Livres de
ALquiponderantibus, eft l'auteur du principe du levier,, lequel
confifte, comme tout le monde fait, en ce que fi un levier
droit eft chargé de deux poids quelconques placés de part 6c
d'autre du point d'appui à des diftanœs de ce point récipro-
quement proportionnelles aux mêmes poids , ce levier fera
•en équilibre, & fon appui fera chargé de la fomme des deux
poids. Archimede prend ce principe, dans le cas des poids
égaux placés à des diftances égales du point d'appui, pour un
axiome de Méchanique évident de foi-même, ou du moins
pour un principe d'expérience ; & il ramené à ce cas fimple
& primitif celui des poids inégaux, en imaginant ces poids
lorfqu'ils font commenilirables, divifés en plufieurs parties
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toutes égales entr'elles, & eu fuppofant que les parties de
chaque poids foient féparées 6c tranfportées de part &, d'autre
fur le même levier, à des diftancés égales , enforte que tout
le levier fe trouve chargé de plufieurs petits poids égaux &
placés à diftancés égales autour du point d'appui. Erifuite il
démontre la vérité du même théorème pour les poids incom-
menfurables à l'aide de la méthode d'exhauftion, en faifant voir
qu'il ne fauroit y avoir équilibre entre ces poids, à moins qu'ils
ne foient en raifon inverfe de leurs diftancés au point d'appui.

Quelques modernes, comme Stevin dans fa Statique, &
Galilée dans fes Dialogues fur le mouvement, ont rendu la
demonstration d'Archimede plus fimple, en fuppofant que les
poids attachés au levier foient deux parallélépipèdes horizon-
taux pendus par leur milieu, & dont les largeurs & les hau-
teurs foient égales, mais dont les longueurs foient doubles des
bras de levier qui leur répondent inverièment. Car de cette'
manière les deux parallélépipèdes font en raifon inverfe de
leurs bras de levier, & en même tems ils fe trouvent placés
bout-à-bout, enforte qu'ils n'en forment plus qu'un feul dont
le point du milieu répond précifément au point d'appui du
levier.

D'autres au contraire ont cru trouver des défauts dans la
démonftration d;Archimede, & ils l'ont tournée de différentes
façons pour la rendre plus rigoureufe. Mais fi l'on excepte
Huyghens, il n'y en a aucun qui ait mérité fur ce point la recon-
noiffance des Géomètres.

La démonftration d'Huyghens eft fondée fur la confederation
de l'équilibre d'un plan chargé de plufieurs poids égaux, ôc
appuyé fur une ligne droite ; mais cette démonstration, quoique
ingénieufe & exempte des difficultés auxquelles celle d'Archi-
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mede eft fujerce, ne paroît pas encore à l'abri de toute objec-
tion; voyez le premier volume des Opéra varia d'Huyghens.

Le principe du levier droit & horizontal une fois pofé, on
en peut déduire les loix de l'équilibre dans les autres machines,
& en général dans quelque fyftême de puiflances que ce foit.
C'eft ce que plufieurs Auteurs ont fait, fur-tout la Hire dans
fon Traité de Méchanique, imprimé dans le IXe volume des
anciens Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris. Cepen-
dant il paroît qu'on n'a pas d'abord connu la manière de réduire
à la théorie du levier celle de toutes les autres machines, &
fur-tout celle du plan incliné ; car non-feulement on voit par
les fragmens qui nous font parvenus du huitième Livre de
Pappus, que les Anciens ignoroient le vrai rapport de la puif-
fance au poids dans le plan incliné, mais on fait que la déter-
mination de ce rapport a été long-tems un problême parmi les
premiers Mathématiciens modernes, problême dont' la pre-
mière folution exacte eft due au fameux Stevin, Mathémati-
cien du Prince Maurice de NaiTau ; encore ne l'a-t-il trouvée
que par une confidération indirecte & indépendante de la
théorie du levier.

Stevin coniidere un triangle folide pofé fur fa bafe horizon-
tale ; enforte que fes deux côtés forment deux plans inclinés ;
& il imagine qu'un chapelet formé de plufieurs poids égaux,
enfilés à des diftances égales, ou plutôt une chaîne d'égale
groiTeur foit placée fur les deux côtés de ce triangle , de ma-
nière que toute la partie fupérieure fe trouve appliquée aux
deux côtés du trianglej 6c que la partie inférieure pende libre-
men. au-deiTous de la bafe, comme il elle étoit attachée aux
deux extrémités de cette bafe,

Or Stevin remarque qu'en fuppofant même que la chaîne
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puiiTe gliflèr librement fur le triangle, elle doit cependant
demeurer en repos ; car fi elle commençoit à glifler d'elle-
même dans un fens, elle devroit continuer à gliiTer toujours,
puifque la même caufe de mouvement fubfifteroit, la chaîne
fe trouvant, à caufe de l'uniformité de fes parties, placée
toujours de la même manière fur le triangle, d'où réfulteroit
un mouvement perpétuel, ce qui eft abfurde.

Il y a donc néceffiu'rement équilibre entre toutes les parties
de la chaîne ; or il eft évident que la portion qui pend au-
deiîous de la bafe, eft déjà en équilibre d'elle-même ; donc
il faut que l'effort de tous les poids appuyés fur l'un des côtés,
contrebalance l'effort des poids appuyés fur l'autre côté ; mais
la fomme des uns eft à la fomme des autres, dans le même
rapport que les longueurs des côtés fur lefquels ils font appuyés.
Donc il faudra toujours la même puiiïance pour foutenir un
ou pluiîeurs poids placés fur un plan incliné, lorfque le poids
total fera proportiennel à la longueur du plan, en fuppofant
la hauteur la même ; mais quand le plan eft vertical, la puif-
fance eft égale au poids ; donc dans tout plan incliné, la puif-
fance eft au poids comme la hauteur du plan à fa longueur.

J'ai rapporté cette démonftration de Stevin, parce qu'elle
eft très-ingénieufe, & qu'elle eft d'ailleurs peu connue. Au
refte, Stevin déduit de cette théorie celle de l'équilibre entre
trois puiiTances qui agiflent fur un même point, ôc il fait voir
que cet équilibre a lieu lorfque les puiiîances font parallèles
& proportionnelles aux trois côtés d'un triangle re&iligne
quelconque. Voyez les Élémens de Statique & les Additions
à la Statique de cet Auteur dans fes Hypomnctnata Mathe-
matica.

Le fécond Principe fondamental de l'équilibre eft celui de
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Ja compofition des mouvemens. Il eft fondé fur cette fuppo-
fition, que fi deux forces agiflent à la fois fur un corps fuivant
différentes directions, ces forces équivalent alors à une force
unique, capable d'imprimer au corps le même mouvement
que lui donneroient les deux forces agiiTant féparément. Or
un corps qu'on fait mouvoir uniformément, fuivant deux
directions différentes à la fois, parcourt néceflairement la dia-
gonale du parallélogramme dont il eut parcouru feparément
les côtés en vertu de chacun des deux mouvemens. D'où il
s'enfuit que deux puiffances quelconques qui agiffent enfemble
fur un même corps, feront équivalentes à une feule repré-
fentée dans fa quantité ôc fa direction, par la diagonale du
parallélogramme dont les côtés repréfentent en particulier les
quantités & les directions des deux puiffimces données. C'eil
en quoi confifte le Principe qu'on nomme la compofition des.
forces.

Ce Principe fuffit feul pour déterminer les loix de l'équilibre
dans tous les cas ; car en compofant fucceflîvement toutes les
forces deux à deux, on doit parvenir à une force unique, qui
fera équivalente à toutes ces forces, & qui par conféquent
devra être nulle dans le cas d'équilibre, s'il n'y a dans le fyftême
aucun point'fixe ; mais s'il y en a un , il faudra que la dire&ion
de cette force unique pafle par le point fixe. C'eft ce qu'on
peut voir dans tous les Livres de Statique, & particulièrement
dans la nouvelle Méchanique de Varignon, où la théorie des
machines eft déduite uniquement du Principe dont nous ve-
nons de parler.

Il eft évident que le théorème de Stevin fur l'équilibre de
crois forces parallèles & proportionnelles aux trois côtés d'un
tria.pgle quelconque, eft une conféquçnce immédiate & nécef-
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faire du principe de la compoiîtion des forces, ou plutôt qu'il
ii'eft que ce même principe préfenté fous une autre forme.
Mais celui-ci a l'avantage d'être fondé fur des notions /impies
& naturelles, au lieu que le théorème de Stevin ne l'eft que
fur des' confidérations indirectes.
- Quant à l'invention du Principe dont il s'agit, il me iemble
qu'on doit l'attribuera Galilée, qui dans la féconde propoii-
tion de la quatrième journée de fes Dialogues, démontre
qu'un corps mu avec deux viteÎTes uniformes, l'une Jhorifon-
tale, l'antre verticale, doit prendre une viteife repréfentée
par l'hypothënufe du triangle dont les côtés repréfentent ces
•deux viteiîes; mais il paroît en même tems que Galilée n'a
pas connu toute l'importance de ce théorème dans la théorie
de l'équilibre. Car dans le Dialogue troiiième où il traite du
mouvement des corps pefans fur des plans inclinés, au lieu
d'employer le Principe de la compoiîtion du mouvement pour
déterminer directement la gravité relative d'un corps fur un.
plan incliné, il déduit plutôt cette détermination de la théorie
de réqailibre fur les plans inclinés, d'après ce qu'il avoit établi
auparavant dans fort Traité délia Scien^a Mecânica.^ dans
lequel il rappelle le plan incliné au levier.

On trouve enfuite la théorie des mouvemens compofés dans
•les écrits de Defcartes, de Roberval, de Merfenne, de
Nfallis -, &c : mais c'eft à Varignon qu'on doit d'avoir montré
l'ufage de cette théorie dans l'équilibre des machines.

Le projet d'une nouvelle Méchanique qu'il publia en -1687,
л'а pour objet que de démontrer les règles de la Statique par
la compoiition des mouvemens ou des forces; 6c cet objet á
été rempli enfuite avec plus d'étendue dans la nouvelle M,écha~
nique qui n'a paru qu'après fa mort, en 1715 ; il avoir même
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déjà donné en 1685, dans l'Hiftoire de la République des

Lettres, un Mémoire Гиг les poulies, où il expliquoit la théorie
de ces fortes de machines, par celle des mouvemens com-
pofés.

Je viens enfin au troifieme Principe, ce?'û des viteiïes vir-
tuelles. On doit entendre par vitejfi virtuelle, celle qu'un
corps en équilibre eft difpofé à recevoir, en cas que l'équilibre
vienne à être rompu ; c'eft-à-dire la vkeiTe que ce corps pren-
droit réellement dans le premier inftant de ion mouvement ;
Si le Principe dont il s'agit coniîfte en ce que des puiiTances
font en équilibre quand elles font en raifon inverfe de leurs
viteiTes virtuelles, eftimées fuivant les directions de ces puif-
fances.

Pour peu qu'on examine les conditions de l'équilibre dans
le levier ôc dans les autres machines, il eft facile de reconnoitre
la vérité de ce Principe; cependant, il ne paroît pas que les
Géomètres qui ont précédé Galilée, en aient eu connoif-
fance, & je crois pouvoir en attribuer la découverte à cet
Auteur , qui dans fon Traité ddla Scien\a Mecânica, &
dans fes Dialogues fur le mouvement, le propofe comme
une propriété générale de l'équilibre des machines. Voyez la
fcholie.de la féconde Proportion du troifieme Pialogue.

Galilée entend par ?noment d'un poids ou d'une puiffimcè
appliquée à une machine, l'effort, l'action » l'énergie, Vimpetus
de cette puiiTance pour mouvoir la machine, de manière qu'il
y ait équilibre entré deux puiiTançes, lorfque leurs momens
pour mouvoir la machine en fens contraires font égaux ; &c
il fait voir que le moment eft toujours proportionnel à la
puiiTance multipliée par la viteiTe virtuelle, dépendante de la
manière dont, la риЖацсе agit,

Cette
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Cette notion des momens a auffî été adoptée par Wallis

dans fa Méchanique publiée en 1669. L'Auteur y pofe le
principe de l'égalité des momens pour fondement de la Sta-
tique , & il en déduit au long la théorie de l'équilibre dans
les principales machines.

Aujourd'hui on n'entend plus communément pour moment,
que le produit d'une puiiTance par la diftance de fa direction
à un point ou à une ligne, c'eft-à-dire par le bras de levier par
lequel elle agit; mais il me femble que la notion du moment
donnée par Galilée & par Wallis, eft bien plus naturelle & plus
générale, 6c je ne vois pas pourquoi on l'a abandonnée pour
y en fubftituer une autre qui exprime feulement la valeur du
moment dans certains cas, -comme dans le levier, &c.

Defcartes a réduit pareillement toute la Statique à un Prin-
cipe unique, qui revient pour le fond à celui de Galilée,
mais qui eft préfenté d'une manière moins générale. Ce Prin-
cipe eft, qu'il ne faut ni plus ni moins de force pour élever
Un poids à une certaine hauteur, qu'il en faudroit pour élever
un poids plus pefant à une hauteur d'autant moindre, ou un
poids moindre à .une hauteur d'autant plus grande. (Voyez la
Lettre73 delà première Partie, &: le Traité de*Méchanique
imprimé dans les Ouvrages pofthumes). D'où il-refaite qu'il
y aura équilibre entre deux poids, lorfqu'ils feront difpofés
de manière que les chemins perpendiculaires qu'ils peuvent
parcourir enfemble, foient en raifon réciproque des poids.
Mais dans l'application de ce Principe aux différentes ma-
chines, il ne faut confidérer que les efpaces parcourus dans
le premier inftantdu mouvement, & qui font proportionnels
aux viteiTes virtuelles ; autrement on n'auroit pas les véritables

de l'équilibre.

В
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Au refte , foie qu'on regarde le Principe des viteíTes vir-
tuelles comme une propriété générale de l'équilibre, ainfique
Га fait Galilée j foit qu'on veuille le prendre avec Defcartes oc
Wallis, pour la vraie caufe de l'équilibre , il faut avouer qu'il
a toute la iïmplicité qu'on peut defirer dans un principe fonda-
mental; 6c nous verrons plus bas combien ce Principe eft

encore recommandable par fa généralité.
Torricelli , fameux difciple de Galilée , eft l'auteur d'un

autre Principe , qui revient cependant au même que celui de
Galilée, ou qui plutôt n'en eft qu'une conféquence ; c'eft que
lorfque deux poids font tellement liés enfemble , qu'étant
placés comme l'on voudra, leur centre de gravité ne hauiïe
ni ne baifle , ils font en équilibre dans toutes ces fituations.
Torricelli ne l'applique qu'au plan incliné , mais il eft facile de
fe convaincre qu'il n'a pas moins lieu dans les autres machines.
Voyez fpn. Traité du mouvement accéléré , qui a paru en

Le Principe de Torricelli en a fait naître un autre , dont
quelques Auteurs ont fait ufage pour réfoudre avec plus de
facilité différentes queftions de Statique. C'eft celui-ci : que
dans un fyftème de corps pefans en équilibre , le centre de
gravité eft le plusl>as qu'il eft poffible. En effet, on fait par
la théorie de maximis & minimis , que le centre de gravité
eft le plus bas lorfque la différentielle de fa defcente eft nulle ,
ou , ce qui revient au même , lorfque ce centre ne monte ni
ne defcend , tandis que le fyftème change infiniment peu de ,
place.

Le Principe des viteffes virtuelles peut être rendu très-général
de cette manière :

Si un fyftcme quelconque de tant de corps ou points que
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ton. veut tirés\ chacun par des puijfances quelconques 3^ eß en
équilibre, & qu'on donne a cejyßeme un petit mouvement quel-

conque , en vertu duquel chaque point parcoure un efp ace infini-

ment petit qui exprimera Ja vitejjè virtuelle >• la Jommë' des putf-

fances 3 multipliées chacune par l'efpace que le point ou elle eft

appliquée л parcourt fuivant ta direction de cette même puijffance ,

fera toujours égale a ^ero y en regardant comme pófitifs les petits

efpaces parcourus dans le fens des puijfances > à comme négatifs

les efpaces parcourus dans un fens oppofé.

Jean Bernoulli eft le premier que je fâche, qui ait npperçu
cette grande généralité du Principe des viteiTes virtuelles , &:
ion utilité pour réfoudre les problêmes de Statique. C'eft ce
qu'on voit dans une de fes Lettres à Varignon, datée de 1717,
que ce dernier a placée à la tête de la fection neuvième de fa
nouvelle Méchanique , fe&ion employée toute entière à mon-
trer par différentes applications la vérité &; l'ufage du Principe
dont il s'agit.

Ce même Principe a donné lieu enfuite a celui "eue Ша
M. de Maupertuis a propofé dans les Mémoires de l'Académie
des Sciences de Paris pour l'année 1740 , fous le nom de Loi
de repos, & que M.Euler a développé davantage, & rendu
plus général dans les Mémoires de l'Académie de Berlin pour
l'année 1751. Enfin c'eft encore le même Principe qui fert de
bafe à celui que M. le Marquis de Courtivron a donné dans
les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris pour 1748
& 1749.

Et en général je crois pouvoir avancer que tous les principes
généraux qu'on pourroit peut-être encore découvrir dans la
fcïence de l'équilibre, ne feront que le même principe des

B z
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viteiïès virtuelles, envifagé diíFéremment, &: dont ils ne diffé-
reront que dans Г.ехргейюп.
. Au reite, ce Principe eft non-feulement en lui-même très-
fîmple & très-général ; il a de plus l'avantage précieux & unique
de pouvoir fe traduire en une formule générale qui renferme
tous les problêmes qu'on peut propofer fur l'équilibre des corps.
Nous allons expofer cette formule dans toute fon étendue ;
nous tâcherons même de la préfenter d'une manière encore
plus générale qu'on ne l'a fait jufqu'à préfent, ÔC d'en donner
des applications nouvelles.

S E C O N D E S E C T I O N .

Formule générale, pour l'équilibre d'un Jyflême quelconque de
forces \ avec la manière de faire ufage de cette formule.

*• *
,£'Т •*** '
i. ÍUA. loi générale de l'équilibre dans les machines, eil
que les forces ou puiiTances foient entr'elles réciproquement
comme les vitefles des points oh elles font appliquées, eftimées
fui van t la direction de ces puiiTances.

Ceil dans cette loi que confifte ce qu'on appelle commu-
nément le Principe des vitejjes virtuelles , Principe reconnu
depuis long-tems pour le Principe "fondamental de l'équilibre,
ainfi que nous l'avons montré dans la Sec~lion précédente, &
qu'on peut par conféquent regarder comme une efpece d'a-
xiome de Méchanique,

Pour réduire ce Principe en formule, fuppofons que des
puiíTances P3 Q, R, fjc. dirigées fuivant des lignes données,
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fe faiTent équilibre. Concevons que des points où ces puif-
fances font appliquées, on mené des lignes droites égales à/>,
q, r, &c, ôc placées dans les dire&ions de ces puiffances; &
déiîgnons en général, par dp t d q y d r, &c, les variations, ou
différences de ces lignes, en tant qu'elles peuvent réfulter
d'un changement quelconque infiniment petit dans la pofition
des différens corps ou points du fyftême.

Il eft clair que ces différences exprimeront les efpaces par-
couru« dans un même înftant par les puiíTánces Pt Q3 -R, ôtc,
c'eft-à-dire, les viteííès de ces puiffances eftimées fuivant leurs
directions.

Cela pofé, imaginons d'abord trois puiffances P^Q^R en
équilibre, il eft clair qu'en fubftituant à la place d'une quel-
conque de ces puiffances un appui fixe, capable de réiifter a
l'effort commun des deux aueres, l'équilibre fubiiftera encore ;
je commencerai donc par chercher les loix de l'équilibre entre
deux puiffances P & Ç,eo fuppofant que le point fur lequel la
troifieme puiffance agit foit fixe,enforte que la ligne r demeure
la même pendant que les lignes p&q deviennent p-+~dpy

q-+-dq^ o \ ip -—dp> q — dq. Par le principe général, il
faudra que les puiffances P 8c Q foient entr'elles en raifon
inverfe des différentielles dp, dq\ mais il eft aifé de con-
cevoir qu'il ne fauroit y avoir équilibre entre deux puiffances,
à moins qu'elles ne foient difpofées de manière , que quand
l'une d'elles fe meut, fuivant fa propre direction, l'autre ne
foit contrainte de fe mouvoir dans un fens contraire à la
fienne ; d'où il s'enfuit que les valeurs des différences dp &c d q
doivent être de figne contraire ; donc comme les valeurs des
forces P & Q font fuppofées tomes deux pofitives, on aura
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par l'équilibre -^- — — -^ , ou bien P dp -t-Qdq = o;

c'efl la formule générale de l'équilibre de deux puiiTances.
On trouvera de la même manière, en regardant la puif-

fance Ç, comme appliquée à un point fixe, l'équation P dp
-f- Rdr = о, pour les conditions de l'équilibre entre les puif-
fances P & R. Pareillement on aura pour l'équilibre des deux
puiíTaiices Q &.R l'équation Qdq •+• Rdr = o.

On a donc pour les trois puiiTances P, Q> Кл les trois
équations

P dp H- Qdq = o, P dp -+-Rdr = O, Qdq-)-Rdr = o,

en fuppofant dans la première de ces équations r confiante,
dans la féconde q confiante, 6c dans la troifîeme p confiante.

D'où il s'enfuit qu'on aura en général, en faifant varier
p _, q y Г à la fois, l'équation P dp -H Q d q -f- Rdr =* o.

En effet, pour qu'il y ait équilibre entre les puiflances
P'л Ç, R} il faut que ces puiflances foient difpofées de ma-
nière que l'une ne puiilè fe mouvoir indépendamment des
deux autres.

Il faut donc qu'il y ait une relation donnée entre les dif-
férences dp, dq^ d r, & par conféquent auffi entre les quan-
tités finies^, q, r> donc en vertu de cette relation, quelle
qu'elle foit, la variable p pourra être regardée comme une
foncbon des deux autres variables q ОС r\ & fa différentielle
dp pourra, par conféquent, s'exprimer en général par dp
= m d q -f- n dr. Or en faifant r confiante, on auroit
^Implement dp ••= mdq 3 &c en faifant q confiante, on
auroit dp = ndr; donc le terme P dp qui fe trouvera
dans les deux premieres' équations , pourra être repré-
fçntié par P m d q dans la première de ces équations , OC
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par P n. d r dans la féconde; de forte que la foivme de ces
deux termes fera P (m d q •+• n d r} = P d p. On prouvera de
la même manière, ÔC en regardant q comme une fonction de
p & r, que la fomme des deux termes Qdq qui entrent
dans la première & dans la croifieme équation, fe réduira
/implement à Qdq^e i \ regardant dans d qy p & r comme
variables à la fois; & pareillement les deux termes Rdr
qui fe trouvent dans les deux dernières équations, fe ré-
duiront à R d r ^ (p & q étant variables à la fois dans dr ).
De forte que la fomme des trois équations particulières trou-
vées ci-deííiis, deviendra, en regardant p, q, r comme
variables a la fois P dp •+* Qdq 4- Rdr — o; formule de
J'équilibre de trois puiffimces quelconques P, Q, R.

S'il y avoit une quatrième puiiTance 5, dirigée fuivant la
la ligne s , on trouveroit par un raifonnement femblable, que
l'équilibre des quatre puiíTances P, Q, R, S feroit renfermé
dans la formule Pdp-b-Qdq-b-Rdr-i-Sds — o.

Ainfi de fuite, quel que foit le nombre des puiiïances en
équilibre.

2. On a donc en général pour l'équilibre d'un nombre
quelconque de puiíIancesP, Ç, Jf?, &c, dirigées fuivant,les
lignes p , «7, r, &.c,& appliquées à un fyftême quelconque de
corps ou points difpofés entr'cux d'une manière quelconque,
une équation de cette forme,

P dp 4- Qdq-\-Rdr-i-&.c = o.

C'eft la formule générale de l'équilibre d'un fyftême quel-
conque de puiffimces.

Nous nommerons chaque terme de cette formule, tel que
P dp^ \Q moment de la force P, en prenant le mot de moment
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dans le fens que Galilée lui a donné, c'eft-à-dire, pour lé
produit de la force par fa vkeiTe virtuelle. De forte que la
formule générale de l'équilib,re coniîftera dans l'égalité à zéro,
de la fomme des momens de toutes les forces.

3. Pour faire ufage de cette formule, la difficulté fe réduira
à déterminer, conformément à la nature du fyftême donné,
les valeurs des différentielles dp, dq,^dr\ &c.

On confidérera donc le fyftême dans deux poiîtions diffé-
rentes, & infiniment voifines, & on cherchera les expreiîions
les plus générales des différences dont il s'agit, en introdui-

/ИК-- fant dans ces expreffions autant de quantités/déterminées, qu'il
y aura d'élémens arbitraires dans là variation de poiîtion du
fyftême. On fubftituera enfuite ces expreffions de dp,dq 9

dr, ôtc, dans l'équation propofée, & il faudra que cette équa-
tion ait lieu, indépendamment de toutes les indéterminées,
afin que l'équilibre du fyftême fubiîfte en général & dans tous
les fens. On égalera donc féparément à zéro, la fomme des
termes affeftés de chacune des mêmes indéterminées; ßcl'on
aura, par ce moyen, autant d'équations particulières, qu'il y
aura de ces indéterminées ; or il n'eft pas difficile de fe con-
vaincre que leur nombre doit toujours être égal à celui des
quantités inconnues dans la poiîtion du fyftême ; donc on
aura par cette méthode, autant d'équations qu'il en faudra
pour déterminer l'étai d'équilibre du fyftême,

C'eft ainfi qu'en ont ufé tous les Auteurs qui ont appliqué
jufqu'ici le Principe des viteffes virtuelles, à la folution des
problêmes de Statique; niais cette manière d'employer ce
Principe, peut exiger des conftru£tions &c des confidéra^
tions géométriques, qui rendent les folutions auffi longues
mie Ci on les d^duifoit des principes ordinaires de la St^ti-
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que ; c'eft peut-être la principale raifon qui a empêché qu'on
n'ait fait jufqu'ici de ce Principe tout le cas & l'ufage quUl
femble qu'on en auroit dû faire, vu fa fimplicité Se fa géné-
ralité.

4- Quelles que foient les forces P, (), 7?, &c, qui agiiïent
fur les différens corps ou points du fyftême, il eft clair qu'on
peut toujours les fuppofer tendantes à. des points placés dans
les directions de ces forces, 6c que nous appellerons les centres
des forces.

Ainfi pour avoir les lignes p, q, r ,&c, qui repréfentent
les directions des forces P y Q,R &c, il n'y aura qu'à prendre
les diftances rectilignes entre les corps ou points, fur lefquels
les forces agiiïent, & les centres de ces mêmes forces. Or
ces centres peuvent être placés hors du fyftême, ou bien
«n faire partie.

Dans le premier cas il eft vifible que les différences dp9 dqy

d r j &c j expriment les variations entières des lignes/?, q, r, &c,
dues au changement de fituation du fyftême ; elles font
par conséquent les différentielles complettes des quantités/»,
q, r, &c , en y regardant comme variables toutes les quantités
relatives à la fituation du fyftême, & comme confiantes celles
qui fe rapportent à la pofition des différens centres des forces.'

Dans le fécond cas, quelques-uns des corps du fyftême
feront eux-mêmes les centres des forces qui agiffent fur d'au-
tres corps du même fyftême, &; à caufe de l'égalité entre
l'action & la- réaction , ces derniers corps feront en même
tems les centres des forces qui agifTeat fur les premiers.

Confidérons donc deux corps qui agifTent l'un fur l'autre
avec une force quelconque P, foit que cette force vienne de
l'attraction ou de la répulfion de ces corps, ou d'un reffort

С
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place entr'eux, ou d'une autre manière quelconque, foit p la
diftance entre ces deux corps, & que dp' exprime la variation
<le cette diftance, en tanc qu'elle dépend du changement de
iituation de l'un des corps j il eft clair qu'on aura relative-
ment à ce corps, P dp1 pour le moment de la force P;.de
même fi on défigne par dp" la variation de la même diftance
p, réfultante du changement de iltuation de l'autre corps , on
aura relativement à ce fécond corps, le moment P dp" de la
même force P; donc le moment total dû à cette force, fera
repréfenté par P ( dp' -b dp"} ; mais il eft vifible que dp' -4- dp"
eft la différentielle complette de p que nous déiignerons par
dp, puifque la diftance p ne peut varier que par le dépla-
cement des deux corps ; donc le moment dont il s'agit fera
exprimé amplement par P dp: on peut étendre ce raifonne-
ment à tant de corps qu'on voudra.

5". Il fuit dé-là que pour avoir la fomme dee momens
de toutes les forces d'un fyftême donné, il n'y aura qu'à
confîdérer en particulier chacune des forces qui .agiiîènt
fur les différens corps ou points du fyftême, 6c prendre
la fomme des produits de ces différentes forces multi-
pliées chacune par la différentielle de la diftance refpeftive
entre les deux termes de chaque force, c'eft-à-dire entre le
point fur lequel agit cette force 6c celui d'où elle part, en
regardant, dans ces différentielles, comme variables toutes
les quantités qui dépendent de la iîtuation du fyftême, 6c
comme confiantes celles qui fe rapportent aux points ou
centres extérieurs, c'eft-à-dire en coniidérant ces points
comme fixes., tandis qu'on fait varier la fituation du fyftême.
Cette quantité étant égalée àzéro,donnera la formule générale
du principe de l'équilibre.
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б, Pour exprimer analitiquement la même quantité, ce qui
fe préfente de plus fimple, eft de rapporter la poiîtion de
tous les points du fyftême donné à des coordonnées rectangles
& parallèles à trois axes fixes dans l'efpace.

Nous nommerons en général je, y, \y les coordonnées des
points auxquels les forces font appliquées, &. nous lesdiftin-
guerons enfuite par un ou plufîeurs traits, relativement aux
différens points du fyfteme.

Nous défignerons de même par a, £, <:, les coordonnées
pour les centres des forces,

II eft vifîble que les diftances/, q,r, &c, feront expri-
mées en général par la formule

И-((* — в)'•+-(>—J)'-Mï-*)')
dans laquelle les quantités a, b, с feront confiantes ou du
moins devront être regardées comme telles, pendant que
x ->У-> î varient» dans le cas où elles fe rapportent à des points
fixes placés hors du fyftême >. mais dans le cas où les forces
partent de quelques-uns des corps du fyftême même, ces
quantités я, è, с deviendront x" *% y" fcc, \ ' K c , & feront
par conféquent variables.

Ayant ainfi les expreffions des quantités finies/?,' ̂ , r, &c,
en fondions connues des coordonnées des différens corps du
fyftême, il n'y aura plus qu'a différentier à l'ordinaire, en
regardanp ces coordonnées comme variables, pour avoir les
valeurs cherchées des différences dp, d^\dr^ &c,qui entrent
dans la formule générale de l'équilibre.

Mais quoiqu'on puiffè toujours regarder les force*
P, (?, Rt &c, comme tendantes à des centres donnés;
cependant comme la confidération de ces centres eftëtran-
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gere à la queftion, dans laquelle on ne confidere ordinaire-
ment comme données, que la quantité & la direction de
chaque force ; voici des manières plus générales d'exprimer
les différences dp9 d q, d r, &c.

7- Et d'abord en fuppofant, ce qui eft toujours permis,
que la force P tende à un centre fixe, on a

p==yi—^^
de-Ià , en différentiant fans que a , b , с varient

Or il eil facile de concevoir que • *-""-.— , — - — • э
*-""-.— — - — • — -— '

ne font autre cliofe que les cofinus; des angles que la ligne
p fait-, avec les coordonnées x9. y, •{. Donc en général, fi on
•nomme. -л, ß , y les angles que la direction de la force P faie
avec les ' axes des x , y , • ̂ , ou avec des parallèles à ces axes ,

t>n aura '-ÜÜ- в cof. « л ' Jl^i- îb cof.

par conféquent

í// == cof. a-dx -+• cof ßdy-+- cof.

& ainfi des autres diiFérences dq^ dr^ &c,
On remarquera par rapport aux angles « , ß t y 9 premiè-

rement que cof. лг ч- cof /31 -f- cof. >* = ï , ce qui eft évi-
dent par les formules précédentes. En fécond lieu que fi on
nomme « l'angle que la projection de la ligne p fur le plan
des x & y fait avec l'axe des x , il eft clair qu'on aura

-Í^T-t.- =- cof. e .. .-У.ГГ, — — - fin. «, en fuppofant
Я- ..... V • 5Г ' ГГ

я- '=•-• j/ (л; — a )* -f- (y — b )* ; donc mettant pour л: — <г ,
jy — ^, leurs valeurs /» coi! «,^7 cof. /2, oa aura auiîi
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•n ±=p КС cof, a1 4- Cof. /3* ) —p V ( l — Cof. >" ) =/> fill. 7 ,'

donc ±=1 -, fin. ,, cof. , JLT-L = fin. 7 fin. , ; & par
? • -> p l

conféquent , cof. « = fin. y cof. e , cof. /3 = fin. y fin. e.

3. Je confidere enfuite que puifque i/o repréfente le petit
efpace que le corps ou point auquel eft appliquée la force P
peut parcourir fuivant la direction de cette force , fi on fait
dp = о , ce point ne pourra plus fe mouvoir que dans des
directions perpendiculaires à celle de la même force. Donc
dp = о fera l'équation différentielle d'une furface a laquelle
la direction de la force P íera perpendiculaire.

Suppofons maintenant en général que la force P agiílè
perpendiculairement à une furface repréfentée par l'équation

différentielle du. = o, foit que du foit une différentielle
complette ou non. Comme cette équation doit être équiva-
lente à l'équation dp •=. o, on aura néceiTairement du = Vdp ,
tétant une fonction finie des coordonnées л: ,у, \. Et pour

trouver cette fonction , il fuffira de remarquer que puifqu'on,
a par l'article précédent dp =s cof. a-dx •+• cof. ßdy-+>
cof. yd-{) & cof, a1 -H cof, ßl •+• cof. y* =s ï , on aura fui-
vant la notation reçue pour les différences partielles ,

с -

donc

d u d u

f
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On déterminera de la même manière les valeurs des autres
différences*/^ i/r, &с, d'après les équations'différentielles
des furfaces auxquelles les directions des forces Q, A, &c,
font perpendiculaires.

(?. Les valeurs des différences dp, dq, dr, &c. étant con-
nues en fondions différentielles des coordonnées des diffé-
rens corps du fyftême, il n'y aura qu'à les fubftituer dans la
formule générale

P dp->r Qdq-Ъ- Rdr-+-&c, = o,

& vérifier enfuite cette équation de la manière la plus gé-
nérale , & indépendante des différentielles qu'elle ren-
ferme.

Donc fi le fyftême eft entièrement libre, enforte qu'il n'y
ait aucune relation donnée entre les coordonnées des diffé-
rens corps, ni par conféquent entre leurs différentielles, il
faudra fatisfairé à l'équation précédente , indépendamment de
ces différentielles, & pour cet effet égaler féparément à
zéro la fonime de tous les termes qui fe trouveront multi-
pliés par chacune d'elles ; ce qui donnera autant d'équations
qu'il y aura de coordonnées variables, & par conféquent
autant qu'il en faudra pour déterminer toutes ces variables,
& coniioître par leur moyen la pofition de tout lé fyftême
dans l'état d'équilibre.

I o. Mais fi la nature du fyftême eft feile que les corps
foient aiïujettis dans leurs mouvemens à des conditions par-
ticulières , il faudra commencer par exprimer ces conditions
par des équations analitiques que nous nommerons équations
4e condition; ce qui eft toujours facile. Par exemple, fi quel-
ques-uns des corps étoient affujettis à fe mouvoir fur des
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lignes ou des furfaces données, on auroic entre les coordonnées
de ces corps, les équations mêmes des lignes ou des fur-
faces données ; fi deux corps /étoienc tellement joints en-
femble, qu'ils duflent toujours fe trouver à une même dif-
tance k l'un de l'autre, on auroit évidemment l'équation
*' = (*'— x»y -+- (У—/)' -4- U'~-f}', & ainfi du
refte.

Les équations de condition ainfi trouvées, il faudra par

leur moyen éliminer autant de différentielles qu'on pourra ,
dans les expreffions de dp y dq> dr &c, enforte que les diffé-
rentielles reftantes foient abfolument indépendantes les unes
des autres, & n'expriment plus que ce qu'il y a d'arbitraire
dans le changement de iîtuation du fyftême. Alors comme
Ja formule générale de l'équilibre doit avoir lieu, quel que
puiffe être ce changement, il faudra y égaler féparément à
zéro , la fomme de tous les termes qui fe trouveront affectés
de chacune des différentielles indéterminées ; d'où il viendra
autant d'équations particulières qu'il y aura de ces mêmes
différentielles ; ôc ces équations étant jointes aux équations
de condition données, renfermeront toutes les conditions
néceifaires/uar' la détermination de l'état d'équilibre du fyf- /ti
terne ; car il eft aifé de concevoir que toutes ces équations
enfemble feront toujours en même nombre que les différentes
variables qui fervent de coordonnées à tous les corps du
fyftême, 6c fuffiront par conféquent toujours pour déterminer
chacune de ces variables.

I I. Au refte fi nous avons toujours déterminé les lieux
des corps par des coordonnées rectangles, c'eft que cette
manière a l'avantage de la {implicite Ôc de la facilité du calcul ;
niais ce n'eft pas qu'on ne puiiïb en employer d'autres dans
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l'ufage de la méthode précédente ; car il eft clair que rien
n'oblige dans cette méthode à fe fervir de coordonnées
redb'ngles, plutôt que d'autres lignes ou quantités, relatives
aux lieux dés corps. Ainfi au lieu des deux coordonnées x , y ,
on pourra employer, lorfqueles circonftances paroîtront l'exi-

ger , un rayon vecteur f = y x* •+• y% & un angle <p dont

la tangente foit — ( ce qui donnera x = p cof. <p ,y = p fin. <P),

en lailTant fubfifter la troifieme coordonnée ^; ou bien

on employera un rayon . ve&eur p = |/ x* -h y* -+- ^a

avec deux angles <? & 4 , tels que tang. <p =3 — , tang. 4 ==

>-• 7_ T ce qui donnera x = p cof. 4 cof. ç>, y s= p cof. 4

fin. ?, ^ = p fm. 4; ou d'autres angles ou lignes quel-
conques.

Remarquons encore que comme il n'y a proprement que
la coniïdération des différences dx, dy •> d% qui entre dans
la méthode dont il s'agit, il eft permis d'introduire immé-
diatement à la place de celles-ci , d'autres expreffions diffé-
rentielles quelconques t foit intégrables d'elles - mêmes оц
pon, & faus aucun égard aux^y-aleurs de AT, y? £

TROISIEME
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T R O I S I E M E S E C T I O N .

Propriétés générales de l'équilibre déduites de la formule
précédente.

1. V _ j O N S I D É R O N S unfyftêmeouaflemblagequelconque
de corps ou points, qui étant tirés par des puiiïnnces quelcon-
ques, fe faiTent mutuellement équilibre. Si dans un inftant l'ac-
tion de ces puiiïances cefloit d'être détruite, le fyftême com-
menceroit à fe mouvoir, & quel que pût être fon mouvement,
on pourroit toujours le concevoir comme compofé, i° d'un
mouvement de tranflation commun à tous les corps ; z° d'un
mouvement de rotation autour d'un point quelconque ;
3° des mouvemens relatifs des corps entr'eux, par lefquels
ils changeroient leur pofition, 6c leurs diftances mutuelles.
Il faut donc pour l'équilibre que les corps ne'puiiTent prendre
aucun .de ces différens mouvemens. Or il eft clair que les
mouvemens relatifs dépendent de la manière dont les corps
font difpofés les uns par rapport aux autres; par conféquent
les, conditions néceffiiires pour empêcher ces mouvemens,
doivent être particulières à chaque . fjjftême. Mais les mou-
vemens de tranflation &. de rotation peuvent être indépen-
dans de la forme du fyftême, & s'exécuter fans que la difpo-
fition & liaifon mutuelle des corps en foit dérangée.

Ainfi la coniîdération de ces deux efpeces de mouvemens
doit fournir des conditions ou propriétés générales de l'équi-
libre. C'eft ce que nous allons examiner.

D
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2 . Soient donc un nombre quelconque de corps regardés
comme des points , ôc difpofés ou liés entr'eux comme l'on
voudra , lesquels foient tirés par les puiiTances P, P't P",. &c ,
fuivant les directions des lignes pt p'y p", &c. On aura
(Sect. précéd. ) pour l'équilibre de ces corps, la formule

Pdp-^F' dp1 -+• T"dp " -b &c =» o.

Soient maintenant л: , y , % les coordonnées rectangles du
point tiré par la puiílànce P ; *', y, •£ celles du point tiré
par la puiflance P', & ainiî de fuite ; ces coordonnées étant
toutes parallèles à trois axes fixes, & ayant pour origine un
même point.

Soient de plus « , /3 9y les angles que la ligne p ou la direc-
tion de la puiíTance P fait avec les axes des л: , y , \\ <*',, 0', />
les angles que la direction de P' fait avec les mêmes axes , ÔC.
ainiî de fuite,

On aura ( Sect, précéd. art. 7 ) ,

dp =5 cof. *dx.^ cof. ßdy H- cof.

dp' = cof. *' </*' -b cof. jô' </y 4- cof. y'

f. *"(tx" -h cof. il1 d f -

Et la formule de l'équilibre deviendra,,

о = P ( cof. *dx •+• coL ß dy •+• соП.

4-Px (cof. *'dyt+-coiffdtf -

4- ?" ( cof. a'Vx" 4- cof. /a'V/^- coC. >/;

Ч-&С,

3 . Faifons, ce qui eft permis\
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*" = *_ы',у e<y H- „', f « { -f. ?,
&c.

fubftituanc ces valeurs dans la formule précédente , on aura
cette transformée,

о = ( P cof. * ч- P1 cof. J -4- P" cof. «" Ч- &c) </x.

.-H ( P cof. £ .+. P' cof. »' 4- P" cof. 0" 4- &c ) </y

H- (P cof. y -b P' cof. У -b P" cof. y" -f- ôcc ) d\

-b P' ( cof. Jdt H- cof. /з'Л -h cof. >'</£)

-H P" ( cof. <t'Vf 4- cof.yV«; H- cof. /

Or x j jy, ^ étant les coordonnées abfolues du corps tiré
par Ja force P, il eft clair que % 3 и , ç , Iх, »', f, &c , ne feront
autre chofe que les coordonnées relatives des autres corps
par rapport à celui-ci pris pour leur origine commune ; de
forte que la pofition mutuelle des corps ne dépendra que de
ces dernières coordonnées , & nullement des premières. Donc
fi on fuppofe le fyftême entièrement libre, c'eft- à-dire, les
corps fimplement liés entr'eux d'une manière quelconque,
mais fans qu'ils foient retenus ou empêchés par des appuis
fixes , ou des obftacles extérieurs quelconques , il eft aifé de
concevoir que les conditions réfukantes de la nature du fy£
terne, ne pourront regarder que les quantités £, «, £, ?', «', £', &c,
& nullement les quantités x , y, ç , dont les différentielles
demeureront par conféquent indépendantes & indéter-
minées.

Ainfi dans l'équation précédente, il faudra égaler fépa-
rément à zéro , chacun des membres affectés de dx^ dy ,
ce qui donnera ces trois équations particulières.

D x
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P cof. * -f- P' cof. «' H- P" cof. *" H- &c = o.

P cof. ß ч- P' cof. /3' ч- P'/ cof. ja" -f- &c = о

P cof. y -+- P' cof. т/ Ч- P" cof. у" -+- &с = о,

lefquelles devront néceflairement avoir lieu dans l'équilibre
d'un fyftême libre. Ce font les équations néceflaires pour
empêcher le mouvement de tranilation.

4« Si les puiflances F, P', P", &c, étoient parallèles, on
auroit » t= *' = <*" &c , /3 = ß' = /3" &c, y = ^ = У, ôcc,
& les trois équations précédentes fe réduiroient à celle-ci,

P -H F 4- P'1 4- &c. = o.

laquelle montre que la fomme des forces parallèles doit être
nulle.

En général il eil facile de concevoir que P repréfentant
l'a&ion totale de la puiíTance P fuivant fa propre direction,
P cof. « repréfentera fon action relative, eftimée fuivant la
direction de l'axe des x, laquelle fait avec la direction de la
force l'angle a; de même P cof. /3 & P cof. >, feront les
actions relatives de la même force, eftimées fuivant les di-
rections des axes des y &. /[, Sc ainíi du refte.

Et dé-là réfulte ce théorème, que la fomme des puiflances
cßimees fuivant la direction de. trois axes perpendiculaires
entr'euxj doit être nulle par rapport a chacun de ces axes л dans
Г équilibre d'un fyftême libre.

5. Prenons maintenant, ce qui eft permis t à la place des
coordonnées x,y9 xf> y', х"уу"9 &с, des rayons vecteurs
p, /, p", &c, avec les angles ?, /, <p", &c, que ces rayons font
avec l'axe des x ; on aura, comme l'on fait, x = p cof p ,

y == p fin. <p, & de même x1 = p' cof. <?/, y7 == p' fin. /, &c*
Donc i/x -— cof. <pdp — y d < t > , dy = fin. *i/p 4- xdv t dx1 =a
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cof. ф'лУ — y<jV, </y=s/ín. «p'i/р'Ч- x'df', &c. Et l'équation
de Гаге, z deviendra par ces fubfficutkms ,

o =*P (je соГ./з— у cof. «) í/ <p -H P' (x' cof. ß1 — У cof. *')aV

-b P" (*" cof. /3" — / cof. «" j <V -H &c.

H- P (cof. <p cof.a-f- fin. ? cof./з yp-f- .P'( cof. p'cof. *'-f- fin. <p' cof.ß)df'

Ч- P" ( cof. ?" cof. a" -+- fin. 9" cof. /3") о?,'' -ь &c.

-+• P cof. ,, ^ ч- P' cof. v'̂  -i- P/; cof. y»d-f 4- &c.

Or íi l'on faie ç' = i? 4- í-, <p" = ч> •+• <гл &c. il eft vifible
que <r, /s &c. feront les angles que les rayons p, p', p", &c. for-
ment avec le rayon p ; par conféquent les diftances des corps ,
tant entr'eux, que par rapport au plan des x, y, & au point
qui eft l'origine des coordonnées, dépendront /implement des
quantités p, p', f"9 &c , <r, </, Sec, ^, ^, ^', ôcc. Donc fi le fyf-
terne a la liberté de tourner autour de ce point , parallèle-
ment au plan des х л у л c'eft-à-dire, autour de l'axe des ^,
qui eft perpendiculaire à ce plan, l'angle ç fera indéterminé,
& la différence d<? arbitraire. D'où il fuit que le membre af-
feclé de d<? dans l'équation précédente , devra être en parti-
culier égal à zéro.

6- On aura donc ainiî l'équation ,

P (д: cof. /8— y cof. «) -h P1 (d cof. ß' — y cof. *')
-h P*( x" cof. /' — y" cof. «" ) -h &c « о ;

laquelle devra avoir lieu dans l'équilibre de tout fyftême qui
a la liberté de tourner autour de l'axe des ;j.

On trouvera de la même manière, par rapport à l'axe des
y t fi le fyftême a la liberté de tourner autour de cet aae,
l'équation
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P (x cof. y — ç cof. * ) H- F (*' cof. >' — ̂  cof. *')
. -h P" (У Cof. 3," — f .Cof. *" ) -f- &C =: О.

Et pareillement on aura par rapport à Taxe des je, fi le
fyftême eft libre de tourner autour de cet axe, l'équation

P (y cof. y — ï cof. ß ) -h F (y cof. У — s'cof. 0х )
-h P" (/' cof. y" — f cof. ,3" ) -h &c = o/

De forte que lorfque le fyftême aura la liberté de fe mou-
voir autour de chacun de ces trois axes, il faudra pour l'équi-
libre, que ces trois équations aient lieu à la fois.

Si dans la quantité A: cof. ß — y cof. a, qui multiplie la
force P dans la première équation, on met pour cof л, cof. /3
les valeurs fin. y cof. «, fin. y fin. « ( art. 7, Seit, ï ), on a
fin. Y' (x fin.« —y cof. • ) ;& cette quantité deviendra
f fin. y fin. ( • — 9 ), en fubftituant pour x &Ly leurs valeurs
P cof. <p, p fin. 9.

Or » eft l'angle que la projection de la direction de la force P
fur le plan des x de y fait avec l'axe des x, & $ eft l'angle
que le rayon vefteur p fait avec le même axe. Donc « — $
fera l'angle que la projection dont il s'agit fait avec ce rayon ;
par conféquent p fin. (e — <?} fera la perpendiculaire menée
du centre des rayons p à la direction de la force P projettée
fur le plan des x, y ; c'eft-à-dire en général la perpendicu-
laire menée de l'axe des ^ ( lequel eft lui-mêmç perpendicu-
laire au rayon f ), a la direction de cette force. Ainfi nom-
mant w cette perpendiculaire, on aura x cof. ß —y cof. « =a
•a fin. y ; Se on pourra auffi réduire à une forme femblable les
quantités analogues Л qui multiplient les forces РЪР'Л P", &c,
4afts les trois équations précédentes.

7/. Quand le fyftêmç a la liberté de tourner ou pirouetter
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en tout fens autour d'un point, on pourroit douter s'il fuiïït
de confidérer féparément les rotations autour de trois axes
perpendiculaires paiTant par ce point , & fi ces trois rotations
étant empêchées , toute autre rotation autour du même point
le fera auifi;

Pour éclaircir ce doute , je confidere qu'en fuppoiant ,
comme plus haut , x = p cof. <p , y = p fin. <p , oc' = p' cof. <p' ,
y1 = p' fin. ç' &CC ; & faifant varier (implement les angles
f , /, &c, de la même différence </?, on aura>

dx =5 — с??», d — xd dx' =a —

Ce font les variations de x, y, л:', y, &c, dues à la rotation
élémentaire í/? du fyftême autour de l'axe des ^.

On aura de même les variations de y , £, y*, ̂ ', &c. dues
à une rotation élémentaire i/4 autour de l'axe des x, en
changeant fimplement dans les formules précédentes, #,jy,
*', y, &c, en j, î,y, ^, &c : & </<p en <^4 j ce qui don-
nera,

Enfin en changeant dans ces dernières formules^, ç,y, ^'j&c,
refpedivement en ̂  , x , ̂ ', je', &c , & d-^ en ̂ » , on aura les
variations provenantes de la rotation élémentaire d<* autour
de l'axe des y , lefquelles feront

Si donc on fuppoiè que les trois rotations élémentaires d 'ç ,
ddi aient lieu à la fois,, les variations totales des coor-

données x,^,^[, x',y, $' &c, feront, d'après les principe»
du calcul différentiel , égales aux ibmmes des variations par«
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tieJJes dues à chacune de ces rotations ; de forte qu'on aura
alors

-[du» — y d<p ï dy = xd<p — /[ d 4 , d •{ ==y d-\ — xdu 9

= '{du —y'dtf , dy' ̂ x'dç — -(d-\ , d\ = y V4 — « x' d<* ,

Si Je remarque maintenant que iî les coordonnées x^y^
d'un point quelconque du fyftême étoient refpe&ivement pro-
portionnelles à d4 , du^ d$ , les variations </x, i/y, ûf^ feroient
nulles, comme on le voit par les formules qu'on vient de trou-
ver. Donc tous les points qui répondroient à ces coordonnées ,
feroient immobiles pendant l'inftant que le fyftême décriroit
les trois angles d-\ , du , d?t en tournant autour des axes des

Or il eft vifible que tous ces, points font dans une ligne
droite qui paile par l'origine des coordonnées; & il n'eft pas
difficile de concevoir que cette droite fera refpectivement
avec les axes des x ,уъ % des angles dont les coiînus feront

d-^ da dç

ainfi cette droite fera immobile pendant le même inftant,
& le mouvement du fyftême ne pourra être qu'un iimple mou-
vement de rotation autour de cette même droite , qu'on nom-
mera à caufe de cela , l'axe inftantuni de rotation.

Pour avoir l'angle décrit en vertu de cette rotation , on
confidérera que ]S(dx* ~b i/jy'H-i/^1) eft en général l'élé-
ment de l'efpace décrit par un point quelconque qui répond
aux coordonnées л; , y, £.

Or en fubftituant les valeurs de dx^ dy^ d\ trouvées plus
haut , on a d x1 -Ь dy* 4- d^ =* ( ï d<* — y d 9 )* -j- (^ Jç ^ —
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D'un autre côté il eft facile de prouver par la Géométrie л

que xd-\-\-y d<* -4- ^9 = o, eft l'équation d'un planpaf-
fant par l'origine des coordonnées, & perpendiculaire^ la
. droite , pour laquelle les coordonnées ièroient proportion-
nelles aux quantités données </4» dat d$9 c'eft-à-dire, l'axe
inftantané de rotation , en défignant toujours les coordonnées
par x^yy %. Donc l'efpace élémentaire décrit par un point
quelconque de ce même plan, fera exprimé (implement par
V( хя -t-y •+• £) x lS(dV •+• d»* •+• d<?*); & comme
ï/"(.v* 4-y* -4-^*) eft la diftance de ce point à l'origine des
coordonnées , où le plan & Taxe inftantané de rotation , fe
coupent à angles droits, il s'enfuie que ^(</4М-^«М-<з^*)
fera l'angle élémentaire de rotation autour de cet axe , en
vertu des rotations partielles'^ 4, d»i d$ autour des axes des
coordonnées x,yy ç.

f p. On doit conclure dé-là en général, que des rotations
quelconques </4 , d» , d9 autour de trois axes qui fe coupenp
perpendiculairement dans un point, fe compofent en une
feule , i/9 = V ( ̂ 4* -b ^a>* H- ̂ ** )> autour d'un axe paflant
par le même point d'mterfecbon , & faifant avec ceux-là des

V j | - - - j *

angles * , f* , t , tels que cof. л = -~- , cof. и- = ~-, cof v =a

•— , & réciproquement qu'une rotation quelconque J B autour

d'un axe donné, peut fe décompofer en trois rotations par-
tielles exprimées par </$ cof *, </9cof. A*, do cof t>; autour
de trois axes qui fe coupent perpendiculairement dans un
point de l'axe donné , Se qui faflent avec lui les angles

E
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ce 'qui fournit, comité Ton voit, un moyen -bien fimplede
compofer & de décompofer les irioiivemens de rotation.

IO. Donc quelque rotation que le fyftême puifle avoir
Autour du point qui eft l'origine des coordonnées, on pourra

'toujours !la réduire a trois /4, dt*^d$ autour des trois axes
"des coordonnées . x',_y ,"£; ßc les Variations de toutes les coor-
données x, y, \ , Vjj/', 1(1 &c , des diiFérens corps du fyftême ,
provenantes uniquement de ces rotations, feront exprimées
généralement par les formules trouvées dans l'article 7.

Subftituant donc /implement ces valeurs de d x 3 dy , ct%,
dx1, dy1^ &c, dans la formule générale de l'équilibre (art. г ),
on aura les termes dûs aux rotations </4, <^«, d$ du fyftême ,
£c comme ces rotations font tout-à-fait arbitraires lorfque
le iyftême a la liberté dé tourner en tout fens, il faudra dans
ce cas que chacun des membres affe£tés de */4> </«>^?ioit
nul en particulier ; ce qui donnera les mêmes trois équations
déjà trouvées dans l'article 6, lefquelles feront donc fuffi-
fântes pour empêcher toute rotation du fyftême autour du
point qui eft l'origine des coordonnées.
' ь / ; •• ' . ,

,11. Si toutes les forces P, P', P", &c, étoient parallèles
entr'elles, on auroit л = л' rW, £>tc",ß — ß' = &"•> &c ; y — y1

e= ?", &c , & les trois équations dont nous venons de parler ,
devieridrpie'nt

( Px-bPV4-PV4- &c ) cof.;3 — (Py H- P'jy4- P''y"-*r &c ) cof. * =» o.

V-H &c) cof. 7 — (Pï ч- Р '̂Ч- P'Y^b &c) cof- * = °

dont la trbifieme eft déjà une fuite des deux premières. Mais
comme on -a cof. ** 4- cof. ß* 4- cof. / s= ï ( Se6t. г , art. 7) ,
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on pourra déterminer par ces équations, les angles *, /3., y,
faifant pour abréger

P * -h F*'-h PV -НАС =» £
P^ .4- -p/y 4- P"/'-+. &c == M
p ï •+•p> \'

on trouvera cof;.« =~ -

Donc la poiîtion des corps ^tant donnée par rapport à trois
axes, il faudra pour que tout mouvement .de rotation du
fyftême foit détruit, que le fyft£me foie, placé relativement à la
direction des forces, de manière que, cette direction fafle avec
les mêmes axes le s an gles < * , / з , у qu'on vient de déterminer.

I 2. Si les quantités L, M, N étoient nulles, les angles
a, /g, y demeureroient indéterminés, & la pofition du fyf-
tême , relativement à la direction des forces, pourroit être
quelconque ; d'où réfulte ce théorème, que ß la fomme des
produits des forces parallèles л par leurs difiances a trois ptans
perpendiculaires entr'eux > efi nulle par rapport a chacun de ces
trois plans, l'effet des forces pour faire tourner le fyflême autour
du point commun d'interfecîion des mêmes plans, fe trouvera
détruit.

On fait que la gravité agit verticalement Se proportionnel-
lement à la maffe ; ainii dans un fyftême de corps pefants,
fi on cherche un point tel que la fomme de chaque maiTe
par fa diftance à un plan paiïant par ce point, foit nulle rela-
tiyeme,nt à trois plans perpendiculaires, ce point aura la pro-
priété que la gravité ne pourra imprimer au fyftême aucun
mouvement de rotation autour du même point. C'eft ce point

E z
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qu'on appelle centre de. 'gravité , -St "qui ëft d'un ufage-fi étendu
dans toute la Méchanicjue.

Pour 'le déterminer:,- il Ыу à qu'à, éhercher fa diftance à
trois plans perpendiculaire.? dorm.es. \Q<r, puifque la fomme
des produits des maiTes par leurs diftances à un plan paiïant
parle centre de gravité eft nulle, la fomme des produits
des Mrrrßnpes-maifes ^parleurs diftan;ee£-:-à un autre plan paral-
lèle à celui-ci , fera néceiTairement égale au produit de toutes
les maiTës par la diftance du centre dé gravité au même plan;
de- forte qu'on aura cette diftance en divifant la fomme des
produits des mafles j'& de leurs diftances par la fomme même
désmaÎTès. Et dé-là rtéfulteíít lès formules1 'connues pour les
centrés de gravite 'des 'Îignes-, des furfaces de • -'des ' folides.

' f * * f

13- Nous allons confidéret maintenant 'lea maxima <5
minima qui peuvent avoir lieu dans l'équilibre ; ôc pour cela
nous reprendrons là formule générale.

'. ! ' , '' , » ï , \ '•' •

Pâ'p -4- Qd'q •+• Rdr -b &c , => о ,

de l'équilibre entre les forces P, Q , Ä> &c , dirigées fuivanc
les lignes /, q y r, &c. (Se£t. г , art. г ).

On .peut fup.pofer.. que ces forces fojent exprimées dé ma-
nière que la quantité P dp 4--Ç^ff -.-+• RJr.-h.&^c^ foit une
différentielle exacte d'une fancT:ion de py q, /•, &c, laquelle
foit repréfentée par *, enforce que l'on ait

Alors on aura pour l'équilibre cèt'te: équation ^Ф==='о, laquelle
fait voir que le fyftême doit être diipofé 'de manière que ;Ы
fonction * y foir généralement parlant ;uir maximum ou un
minimum.

Je dis généralement parlant > car on fait qtfè l'égalité-
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différentielle à zéro, n'indique pas toujours un-maximum ou
un minimum, comme on le voit par la théorie des courbes.

La fuppofition précédente a lieu en général lorfque les forces
P* Q t R, &ç, tendent réellement ou à des points, fixes ou
à des corps du même fyftême, & font proportionnelles à.
des fonctions quelconques des diftances (Secb z,art. 4); ce qui
eft proprement le cas de la nature.

Ainiî dans cette hypothèfe de forces le fyftême fera en
équilibre lorique la fonction * fera un maximum ou un mini-
mum j c'eft en quoi confifte le principe que M. de Maupertuis
avoit propofé fous le nom de loi de repos.

I 4. Si. on çoniîdere un fyftême de corps pefants en équi-
libre , les forces P, Q, R, &c, provenantes de la gravité >

feront, comme l'on fait, proportionnelles aux maiTes des
corps y &: par conféquent confiantes, & les diftances^, q, rt &c,
concourront au centre de la terre. On aura donc .dans
ce cas Ф = P p -+- Q g •+• R r -f- ôcc ̂  par conféquent \ puífque
les lignes7?, ^,r, &c, font cenfées.paralleles, la quantité

-p—x' -p—r—, exprimera la diftance du centre .de gra-

vité de tout le fyftême au centre de la terre ; laquelle fera
donc un-minimum ou un 'maximum, lorfque le fyftême fera
en équilibre; elle fera., par exemple, un minimum dans le
cas de la chaînette j & un. maximum dans le cas de plufieurs?
globules qui- fe foutiendroient en forme de voûte. Ce prin-
cipe eft connu depuis long-terris.

. 15. Si dans rhyjJdthèfe. de l'article 13 , on confidere le
fyftême en moiivem6nti,;& que u'î V,V", &c, foient les
vajeíTeSj Ôc m', m", m".'̂  &c, les mafles-rèfpeilives des di'fFé-
rens corps <u.ii cpmpofent le1 fyftême ;• le! Principe fi connu de
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la confervation des forces vives, dont nous donnerons une dé-
monftration directe 6c générale dans la féconde Partie, four-
nira cette équation,

m'u'*' -b m" u"1 -+• m!" и"1г ~b Sec « conft. — z Ф.

Donc, puifque dans l'état d'équilibre la quantité Ф eft un
minimum ou un maximum , il s'enfuit que la quantité m' u'*
-b m" u"*-\- m'"'u'"1-+* ôcc, qui exprime la force vive de tout le
fyftême, fernen même tems un maximum ou un minimum ;
c'eft en quoi confifte le principe de Statique propofé par
M. de Courtivron, que. de toutes les ßtuations que prend fuc-
çejjivement le fyftême, celle ou il a la plus grande ou la plus
petite force vive 3 eft la même que celle où il le faudroit placer
en premier lieu pour qu'il rcftât en équilibre-

I 6- On vient de voir que la fonction * eft un minimum.
ou un maximum, lorfque la pofition du fyftême eft celle de
l'équilibre ; nous allons maintenant démontrer que fi cette
fonction eft un minimum, Téqiûlibre aura de la ftabilité;
enforte que le fyftême étant d'abord fuppofé dans l'état d'équi-
libre, & venant enfuite à être tant foit peu déplacé de cet
état, il tendra de lui-même à s'y remettre, en faisant des
ofcillations infiniment petites; qu'au contraire, dans le cas
ou la même.fonction fera un maximum , l'équilibre n'aura pas
de ftabilité, & qu'étant une fois troublé", le fyftême pourra
faire des ofcillations qui ne feront pas très-petites, & qui
pourront l'écarter de plus en plus de fon premier état.

17. Pour démontrer cette propofítion d'une manière
générale, je confidere que, quelle que puifle être la forme
du fyftême, fa pofiriorx, c'eft-à-dire celle des differens corps
qui le compofent, fera toujours déterminée par un certain
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nombre de variables, & que la quantité * fera une fon&ion
donnée de ces mêmes variables. Or fuppofom que dans la
fituation d'équilibre les variables dont il s'agit foient égales
à я, b ̂  £, &с, & que dans une fituation très-proche de celle-
ci , elles foient a -+- я , b Ч- у , с •+• % , &c , lés quantités x ,y,
?» ÔCc, étant très-petites; fubftituant ces dernières valeurs
dans la fonction. Ф , &: réduifant en férié , fuivant les dimen-
iions des quantités très-petites x^y , \> oie, la fonction *
deviendra de cette forme,

* sa A -h Bx -b Cy -b D ? -h &c.

les quantités, Л, JS, (7, 6cc, étant données en a, ^, c, &c.
Mais dans l'état d'équilibre la valeur de d<J> doit être nulle,
de quelque manière qu'on faife varier la pofition du fyftême ;
donc il faudra que la différentielle de * foit nulle en géné-
ral , lorfque x ,jv, \ , &c , font =з о ; donc В =з о, С = о ,

jD=s o,&c.

On aura donc pour une fituation quelconque très-proche
de celle de l'équilibre , cette expreffion de *.

ф а« А ч- Fx*-+- G x * r H * -h Kx •+• L ~ \ - M -H

dans laquelle tant que les variables œ)wy, ^, &c, font très-
petites, il fuffira de tenir compte des fécondes dimenfîons
de ces variables.

I 8. Maintenant il eil clair que pour que la quantité * foie
toujours un minimum , lorfque x>y , \t &c, font nulles, il
faut que la fonction
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que je nommerai X ", foit conftamment pofitive, quelles que
foient les valeurs des variables x , y , \, &c.

Suppofons d'abord y ,£, &c, nuls , on aura X=> F л:1,, quan-
tité qui fera toujours pofitive, fi Feil pofitif ; ainfi on aura,
pour première condition du minimum , F^> o.

Or puifque la quantité X eft toujours pofitive, lorfque
y, r, &c font nuls, il eft clair que pour qu'elle demeure
conftamment pofitive , en donnant à ces variables des valeurs
quelconques, il faut qu'elle ne puiile jamais devenir nulle.
Donc fi on fait l'équation X = о., &С qu'on en tire la valeur
de #, il faudra que cette valeur foit imaginaire; mais l'équa-
tion „Y= о , donne

Gy + A'

donc il faudra que la quantité
Ну1 •+- Lyi+Mi 2 -h kc. f G y •+- К y Ч- &c

~~
f

~~Ч
que j'appellerai Y foit toujours pofitive. Or cette quantité fe
réduit à Ja forme

faifant pour abréger

p _ _ H : , \
"" "~

Donc par un raifonriemeht femblable au. précédent , on
aura premièrement la condition P >• о ; & il faudra enfuite
que la valçuc de^y tirée de' l'équation Y = о foit imaginaire j
or cette équation donne '''

. / ?-<-6cc *
*~\ г? J

donc
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donc la quantité .

•^í"** —C0 1»4"/*)1

que je nommerai Z, & qui fe réduit à la forme T g H
en faifanc pour abréger

devra être toujours pofitive. Donc il faudra de nouveau
que l'on ait T> o; & ainii de fuite.

Si la fonction X ne contient que trois variables x ,jy, \,
il eft vifible que les trois conditions F>- o, P > о, T7^ о,
fufiîront pour la rendre toujours pofitive ; 6c par conféquenc
pour le minimum de la quantité <i>; s'il y avoit une qua-
trième variable, on trouveroit une condition de plus; ôc en
général le nombre des conditions fera toujours égal à celui
des variables.

Si au contraire la quantité Ф devoit être toujours un mu"
ximum lorfque x, y, ^, 6cc font nuls, il faudroit que la
fonction X fût conibmment négative. Par conféquent il fau-
droit d'abord que F fût une quantité négative, 6c enfuite que
l'équation X = о ne donnât aucune racine réelle pour x ; ce
qui fournira les mêmes conditions qu'on a trouvées dans le
cas précédent, favoir P >• о , Т >• о , &с.

D'où il s'enfuit que les conditions du maximum font les
mêmes que celles du minimum, À l'exception de la première
qui, pour le minimum eft F >> о, & pour le maximum
I < o.

ï 9. Je remarque maintenant que les quantités X, K, Z,&c,
peuvent fe mettre fous la forme

F



4 3 M È C H A N I Q U E A N A ' L Ï T I Q U E .

* + r)

&c.

Donc fubftituant fucceflîvement , on aura.

&c.

d'où l'on voit clairement que la valeur de X fera toujours po-

iitive, fi F , P , Т, бес > о, 6с qu'au contraire elle fera tou-

jours négative, fi F< о & P, T7, &c >• о.

Dé-là il fuit qu'en prenant, pour plus de fimplicité, à la
place des variables x ty'9 ^, &c, d'autres variables f , «,?, &c,

telles que Ç « x + Ъ +•**•+•*< ? „ А^ ^ £lftlc, &c, oi>

pourra toujours donner à la fonction X cette forme très-
fimple,

X =*f? +g»*+.hf + &c,

enforte que la quantité <i> fera

Ф _= A -+-/!' -Ь^и" Ч- AC* •+• &c.

& que les coëfficiens/, g, h , &c, feront néceiTairement tous
poiîtifs , dans le cas du minimum de * , & négatifs dans celui

du maximum.

20. Cela pofé, pour démontrer le théorème de l'article
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1 6 , il ne faudra que fubftituer l'expreffion précédente de *
dans l'équation de la confervation des forces vives ( art. 1 5 ), ce
qui donnera celle-ci ,

и""

Or dans l'état d'équilibre on a ( hyp. ) л? = oty = o, £= o,
donc auiïï| = o,M = o,£= o, &c(art. ic));donc,fion fup-
pofe qu'on dérange le fyftême de cet état , en imprimant aux
corps M',M",M'",&c, les viteiTes très-petites /^" '̂"»fcc,
il faudra que l'on ait uf = ^', u" = У", u"' = Г'\ &c ,
lorfque |=o, „ = 0 , ^ = 0 , &c. On aura donc M' V*
4- M"1 V"*^r M" V"1*-*- &c. = conft. — г А ; ce qui fervira à
déterminer la conftante arbitraire.

Ainil l'équation précédente deviendra

d'où il eft aifé de tirer ces deux conclufions.
i°. Que dans le cas du minimum de Ф, dans lequel les

coëfficiens /,£, À, 6cc , font tous pofitifs; la quantité toujours
pofitive , i/|*-|- x^-«* -4- 2 A £* -4- &c, devra néceiTairement être
nioindre, ou du moins ne pourra pas être plus grande que la
quantité donnée M V* •+• M1 F"1 -4- M"1 ' f™'* 4- &c, qui eft
elle-même très-petite ; par conféquent ii on nomme cette
quantité ЗГ, on aura pour chacune des variables I ,«, Ç, ôcc ,

ces limites

lefquelles elles feront néceÎTai rement renfermées ; d'où il fuit
que datas ce cas le fyftême ne pourra que s'écarter très-peu
de fon état d'équilibre , & ne pourra faire que des ofcilla-

ns très-petites s .& d'une 'étendue déterminée.
F »
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a°. Que dans le cas du maximum de <i> dans lequel les coëf-
jficiens/", g y A, &c, font tous négatifs, la quantité toujours
poiîtive — 2/£2 — г g** — i k f , Sec, pourra croître à l'infini,
& qu'ainfi le fyftême pourra s'écarter de plus en plus de fon
état d'équilibre. Du moins l'équation ci-deiTus fait voir que
dans ce cas rien n'empêche que les variables ?, «, fs &c,
n'aillent toujours en augmentant ; mais il ne s'enfuit pas
encore qu'elles doivent aller en effet en augmentant ; nous
démontrerons cette dernière Propofition dans la Section cin-
quième de la Dynamique.

Q U A T R I E M E S E C T I O N .

Méthode tres-ßmple de trouver les équations nécejjaires pour
l'équilibre d'un fyftême quelconque (de corps regardés comme
des points j ou comme des maßcs finies л 0 tirés par des
puijfances données.

I. V^EUX qui jufqu'à préfent ont écrit Гиг le Principe des
viteiTes virtuelles, fe font plutôt attachés à démontrer la vé-
rité de ce principe par la conformité de fes réfultats avec
ceux des principes ordinaires de là Statique, qu'à montrer
l'ufage qu'on en peut faire pour réfoudre directement les pro-
blêmes de cette Science. Nous nous fommes propofé de
remplir ce dernier objet avec toute la généralité dont il eft
fufceptible, &c de déduire du Principe dont il s'agit, des for-
mules analitiques qui renferment la folution de tous les pro-
blêmes fur l'équilibre des corps, à-peu-près de la même ma-
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niere que les formules des foutangentes, des rayons ofcula-
teurs, &c, renferment la détermination de ces lignes dans
toutes les courbes.

2. La méthode expofée dans la première Se&ion,
peut être employée dans tous les cas, & ne demande,
comme on l'a vu, que des opérations purement analiriques ;
mais comme l'élimination immédiate de ces variables ou de
leurs différences, par le moyen des équations de condition ,
peut être fouvent embarraiTante, & conduire à des cal-
culs trop compliqués, nous allons préfenter la même mé-
thode fous une forme plus iimple, en réduifant en quelque
manière tous les cas à celui d'un fyftême entièrement libre.

3. SoientZs=o, A f = s o , A r c = » o , &c. les différentes
équations de condition données par la nature du fyftême >
les quantités L,M9 N, &c, étant des fondions finies des
variables xy y, £, A/,JK'» ï'» &c; en différentiant ces équations
on aura celles-ci, dLe= o, dMt=soy dN = o, &c, lef-
quelles donneront la relation qu'il doit y avoir entre les dif-
férentielles des'mêmes variables. En général nous repréfen-
terons par dL = oy </Me=o, dN=o, &c, les équations
de condition entre ces différentielles, foit que ces équa-
tions foient elles-mêmes des différences exactes ou non,
pourvu que les différentielles n'y foient que linéaires.

Maintenant comme ces équations ne doivent fervir qu'à
éliminer un pareil nombre de différentielles dans l'équation
des viteiïes virtuelles, après quoi les coëfficiens des différen-
tielles reftantes, doivent être égalés chacun à zéro, il n'eft
pas difficile de prouver par la théorie de l'élimination des
Aquations linéaires, qu'on aura les mêmes réfultats Я on,
ajoute amplement à l'équation des viteiTes virtuelles, les
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différentes équations de condition d L = о , d M = о, d N
= o, &c, multipliées chacune par un coefficient indéterminé^
qu'enfuite on égale à zéro la fomme de tous les termes qui fe
trouvent multipliés par une même différentielle; ce qui don-
nera autant d'équations particulières qu'il y a de différen-
tielles ; qu'enfin on élimine de ces dernières équations les
coëfficiens indéterminés par lefquels on a multiplié les équa-*
tions de-condition.

4. Dé-là réfulte donc cette règle extrêmement iïmple pour
trouver les conditions de l'équilibre d'un fyftême quelconque
propofé.

On prendra la .fomme des momens de toutes les puiiïances
qui doivent être en équilibre ( Sect, ï, art. 5), Se on y ajou-
tera les différentes fondions différentielles qui doivent être
nulles par les conditions du problème, après avoir multiplié
chacune de ces fondions par un coefficient indéterminé; on
égalera le tout à zéro, & l'on aura ainiî une équation diffé-
rentielle qu'on traitera comme une équation ordinaire de
maximis <& minimi's, & d'où l'on tirera autant d'équations
particulières finies qu'il y aura de variables; ces équations
étant enfuite débarraffées, par l'élimination, des coe'fficiens
indéterminés donneront toutes les conditions néceffaires pour
l'équilibre.

5. L'équation différentielle dont il s'agit, fera donc de
cette forme,

dans laquelle л,/*, с, &с, font des quantités indéterminées;
nous la nommerons dans la fuite, équation générale de l'é-
quilibre.
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Cette equation donnera relativement à chaque coordonnée,
telle que A;, de chacun des corps du fyftême, une équation
de la forme fuivante ,

ах *- dx dx dx dx dx

enforte que le nombre de ces équations fera égal à celui de
toutes les coordonnées des corps. Nous les appellerons équa»
lions particulières de Г équilibre.

6- Toute la difficulté confiftera donc à éliminer de ces der-
nières équations , les indéterminées A , /* , v , &c ; or c'eft ce
qu'on pourra toujours exécuter par les moyens connus; mais
il conviendra dans chaque cas de choifir ceux qui pourront
conduire aux réfultats les plus fimples. Les équations finales
renfermeront toutes les conditions néceiTaires pour l'équilibre
.propofé; Se comme le nombre de ces équations fera égal à
celui de toutes les coordonnées des corps du fyftême moins
celui des indéterminées л, /*, с, &c, qu'il a fallu éliminer ,
que d'ailleurs ces mêmes indéterminées font en même nombre
que les équations de condition finies L = о,Л/ =o,.^V==o, &c,
il s'enfuit que les équations dont il s'agit, jointes à ces der-
nières, feront toujours en même nombre que les coordonnées
de tous les corps ; par conséquent elles fuffiront pour déter-
miner ces- coordonnées , & faire conuoître la pofition que
chaque corps doit prendre pour être en équilibre.

7. Je remarque maintenant que les termes л dLy ^
de l'équation générale de l'équilibre, peuvent être auifi regardés
comme repréfentants les momens de différentes forces appli-
quées au même fyftême.

En effet, puifque d L eft une fonction différentielle des
variables x', y1, £', *", 7", &c, qui fervent de coordonnées
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aux diiFérens corps du fyitême ^ cette fonction fera compofée
de diiFérentes parties que je défignerai par dL'^ dL"y Ôcc , en-
forte que d L — dL'-ъ- dL" -*г Sec ; d L' ne renfermant que
les termes afFedés de dx'3 d-/^ d^' , dL" ne renfermant que
ceux qui contiennent dx"^ dy", d^', Se ainfi de fuite.

De cette manière le terme л d L , de l'équation générale
fera compofé des termes ^dL'^^dL"^ ôcc. Or il on donne au
terme * d L1 la forme fuivante ,

U \
~/

II eft clair par ce qu'on a dit dans l'article 8 de la féconde
Section, que cette quantité peut repréfenter le moment d'une

au corps dont les coordonnées font x' ,_/, ^, & dirigée per-
pendiculairement à la furface qui aura pour équation dL' = о ,
en n'y regardant que x'» y'* £'» comme variables. De même
le terme \dL"^ pourra repréfenter le moment d'une force

corps qui a pour coordonnées x"^y"^ ^ & dirigée perpendi-
culairement à la furface courbe, dont l'équation fera dL"=. о ,
en n'y regardant que л?",у, ^', comme variables, 8c ainfi de
fuite.

Donc en général le terme *dL fera équivalent à l'effet de

différentes forces exprimées par л J/~ \\~j-, ) ~

»ppliqviçes refpectivement aux corps qui répondent aux
coordonnées
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coordonnées л/, y', ^, oc", y, :j", &c, fuivant des dire&ions
perpendiculaires aux diflerentes furfaces courbes repréfentées
par l'équation d L = o, en y faifanc varier premièrement
ле',У, £;, enfuite я", У, ^", & ai n fi du refte.

8. Il réfulte dé-là que chaque équation de condition eft
équivalente à une ou pluiîeurs forces appliquées au fyftême
fuivant des directions données ; en forte que l'état d'équilibre
du fyftême fera le même, foit qu'on emploie la coniidéra-
tion de ces forces , ou qu'on ait égard aux équations de con-
dition.

Réciproquement ces forces peuvent tenir lieu des équa-
tions de condition réfultantes de la nature du fyftême donné;
de manière qu'en employant ces forces, on pourra regarder
les corps comme entièrement libres & fans aucune liaifon.
Et dé-là on voit la raifon métaphyfique, pourquoi l'introduc-
tion des termes *dL Ч-л^-МЧ- &с, dans l'équation géné-
rale de l'équilibre, fait qu'on peut enfuite traiter cette équa-
tion comme fi tous les corps du fyftême étoient entièrement
libres ; c'eft en quoi confifte l'efprit de la méthode de cette
Section.

A proprement parler, les forces en queftion tiennent
lieu des réiîftances que les corps devroient éprouver en vertu
de leur liaifon mutuelle, ou de la part des obftacles qui,
par la nature du fyftême, pourroient s'oppofer à leur mou-
vement , ou plutôt ces forces ne font que les forces mêmes
de ces réfiftances, lefquelles doivent être égales &: directe-
ment oppofées aux preffîons exercées par les corps. Notre
méthode donne, comme l'on voit, le moyen de déterminer
ces forces &c ces réfiftances ; ce qui n'eft pas un des moindres
avantages de cette méthode.

G
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p. Jufqu'ici nous avons confidéré les corps comme des

points ; & nous avons vu comment on détermine les loix de
l'équilibre de ces points, en quelque nombre qu'ils foient,
& quelques forces qui agiiTent fur eux. Or un corps d'un
volume Se d'une figure quelconque, n'étant que l'ailemblage
d'une infinité de parties ou points matériels, il s'enfuit qu'on
peut déterminer auifi les loix dé l'équilibre des corps de
figure quelconque , par l'application des principes précédens.

En effet, la manière ordinaire de réfoudre les queftions
de Méchanique qui concernent les corps de mafle finie,
confifte à ne confidérer d'abord qu'un certain nombre de
points placés à des diftances finies les uns des autres, & à
chercher les loix de leur équilibre ou de leur mouvement ;
à étendre enfuite cette recherche à un nombre indéfini de
points; enfin à fuppofer que le nombre des points devienne
infini, & qu'en même tems leurs diftances deviennent infi-
niment petites, &C. à faire aux formules trouvées pour un
nombre fini de points, les réductions & les modifications
que demande le pafTage du fini à l'infini.

Ce procédé eft, comme l'on voit, analogue aux méthodes
géométriques ôc analitiques qui ont précédé le calcul infini-
téiimal ; & fi ce calcul a l'avantage de faciliter & de fimpli-
fier d'une manière furprenante , les folutions des queftions
qui ont rapport aux courbes, il ne le doit qu'à ce qu'il con-
fidere ces lignes en elles-mêmes, & comme courbes, fans
avoir befoin de les regarder, premièrement comme polygo-
nes, & enfuite comme courbes. II y aura donc à peu-près
le même avantage à traiter les problêmes de Méchanique
dont il eft queftion par des voies directes, ôc en confidéranc
immédiatement les corps de maflès finies comme des aflem-
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blages d'une infinité de points ou corpufcules, animés chacun
par des forces données. Or rien n'eft plus facile que de mo-
difier & iimplifier par cette confidération , la méthode géné-
rale que nous venons de donner.

I O. Mais il eíl néceíTaire de remarquer, avant tout,
que dans l'application de cette méthode aux corps d'une mafle
finie, dont tous les points font animés par des forces quel-
conques, il Ce préfente naturellement deux fortes de diffé-
rentielles qu'il faut bien diftinguer. Les unes fe rapportent
aux différens points qui compofent le corps; les autres font
indépendantes de ia poiition mutuelle de ces points, & repré-
fentent feulement les efpaces infiniment petits que chaque
point peut parcourir, en fuppofant que la fituation du corps
varie infiniment peu. Comme jufqu'ici nous n'avons eu que
des différences de cette dernière efpece à confidérer, nous
les avons défîgnées par la caractériftique ordinaire i/;maispuif-
que nous devons maintenant avoir égard aux deux efpeces
de différences à la fois, 6c qu'il eft par conféquent nécef-
faire d'introduire une nouvelle caraftériftique, il nous paroît
à propos d'employer l'ancienne caraftériftique d pour défigner
les différences de la première efpece qui font analogues à
celles que Ton confidere communément en Géométrie, &
de dénoter les différences de la féconde efpece qui font par-
ticulières à la matière que nous traitons par la caradtérif-
tique cf, que nous avons employée autrefois dans le calcul dei
variations, avec lequel celui dont il s'agit ici a une liaifon
intime &: néceffaire.

Nous nommerons même, par cette raifon, variations les diffé-
rences affectées de <r, & nous conferverons le nom de diffé-
rentielles ̂  à celles qui feront affedées de d. Du refte les

G г
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mêmes formules qui donnent les différentielles ordinaires э

donneront auífi les variations, en fubftituant <T à la place
de d.

I I. Je remarque enfuite qu'au lieu de coniïdëYer la mafle
donnée comme un aiTemblage d'une infinité de points con-
tigus, il faudra, fuivant l'efprit du calcul infmitéfimal, la
coniidérer plutôt comme compofée d'élémens infiniment
petits, qui ioient du même ordre de dimenfion que la mailè
entière; qu'ainû" pour avoir les forces qui animent chacun,
de ces élémens, il faudra multiplier par ces mêmes élé-
mens, les forces P, Ç, A, &c, qu'on fuppofe appliquées
à chaque point de ces élémens, & qu'on regardera comme
analogues à celles qui proviennent de l'action de la gravité.

I 2. Si donc on nomme m la maiTe totale, & dm un de fes'
élémens quelconque , on aura Pdm, Q d m , R d m , ôcc, pour
les forces qui tirent l'élément dm, fuivant les directions des
lignes/7, ^, r, &c. Donc multipliant refpedivement ces
forces par les variations £pt Pq9 <Tr, 6cc, on aura leurs
momens, dont la fomme pour chaque élément dm^ fera repré-
fentée par la formule (Pfp-±- С < Г ^ Ч - А « Г г Н - & с ) dm\
& pour avoir la fomme des momens de toutes les forces du
fyftême, il n'y aura qu'à prendre l'intégrale de cette for-
mule par rapport à toute la maiTe donnée.

Nous dénoterons ces intégrales totales, c'eft-a-dire, rela-
tives à l'étendue de toute la maiïè, par la caractériftique
majufcule S, en confervantla cara£tériftique ordinaireAjour
défigner les intégrales partielles ou indéfinies.

I 3 • On aura ainfî pour la fomme des momens de toutes
les forces du fyftême, la formule intégrale
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& cette quantité devra être nulle en général dans l'état d'équi-
libVe du fyftême.

Or, comme par la nature du fyftême il y a nécessairement
des rapports donnés entre lei. différentes variations, S p,
f j, <IYVÔCC, relatives à chaque point de làmafle, il faudra
les réduire à un certain nombre de variations indépendantes
& indéterminées; & les termes multipliés par ces dernières
variations, étant égalés à zéro, donneront les équations par-
ticulières de l'équilibre. Mais comme ces réductions peuvent
être embarraiTantes, il conviendra de les éviter, .par Je.
moyen de la méthode que nous venons de donner 4ans
cette Section.

I 4- Pour appliquer cette jnéthode au cas dont il s'agit ici,
nous fuppoferons que Z = о , М=*=. о, Осе^ ;foient les équa-
tions de condition qui doivent avoir!'lieu par-.la nature du
problême, par rapport à chaque point de la maÎTe ; & nous
les nommerons équation$de condition indéterminées.

Ces équations étant différentiées fuivant.^, on aura celles-
ci л < г Х = = о , < Г Л / = о , &c. On mulfipliera les quantités;«^,
fMt &c, par des quantités indéterminées *, /*, &с:,од'еп
prendra l'intégrale totale j qui fera .par çonféquent ,repjfér

fentée par la formule S ( A f L •+• M f M ч- &с ), & ajoutant
cette intégrale, a celíe de l'article précédent, on aura^'equaT-.
tion générale de l'équilibre.

Au reftCj on obfervera qu'il n'eft pas néceiTàire que ï L,
«гЛГ, &c, foient les variations exactes de fonctions de, л,
У > 1 » Л х л а у у & . с 9 mais qu'il fuffit que f L — о, f M = ò, &c,
foient les équations de condition indéterminées'entre les" va-
riations de x,y, ^ dx, dy^ ÔCc,.(art . 3-); i'i __

l.jf. Mais pour.елгЬгаСег à la fois to.ute la généralité
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poffible, il faut Remarquer qu'il peut fe faire qu'outre les
forces qui agiflent en général fur tous les points dela maíTe,
il y en ait qui n'agiiTent que fur des points déterminés de
cette maiïe, lëfcjuels points font ordinairement ceux qui
répondent aux extrémités de la maiTe donnée, c'eft-à^dire /
ли commencement & à la fin de l'intégrale défignée par S.

De 'même il pourra y avoir des équations de condition
particulières à ces points, & que nous nommerons équations
de condition déterminées , pour les diftinguer de celles qui
ont lieu ëii général dans toute l'étendue de la mafle , & nous
lès reprëfenterons par A = о , В = о 3 С = о , &с , ou plutôt
par í Л = о , <г В := о , í С = о , &с.

Nous marquerons d'un trait , de deux 3 de trois , &c , toutes

les Quantités qui fe rapportent à des points déterminés de
la maflev&.ien. particulier nous marquerons d'un feul trait
celles qui fé rapportent .au commencement de l'intégrale
dé/ignée par S? de deux -traits celles' qui. vfe, rapportent à la
firt>ridç • cette.- intégrale", -Hé trois o,u davantage, celles
qui fe mpportentfà' -desipoists iiiterjnédiaires quelconques.
.'•''»Aittii il -'faudra ajouter -à l'intégrale S (P îp 4- Q ' fq
**• R f. r •+- &c ) dm , la quantité P' *p'-+- Q' ïj -+• R' f /4- &c
^ P'J ïp'i 4_ Q" fytt.. 4. R* f r"-*. &c ; & à l'intégrale S ( x f l

*=№<ГМЧ- &€ ) л lít; quantité *S A'*- fi-JB-i-y*Cr*- &c.

Ds forte que l'équation générale' 'de réquiHbrç'fèra de cette
forme',

ч- вес'

-h 0 / -Jf- ?.<* Ч- &в = О, •

" i б/C'çtte équation, lorfqu'on y aura fubftitué Jes valeurs
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de fp^Sq* *r, &c; <г£,(гЛ/,&:с,еп<ГА;, S'y ,<T^,^JC
ainfi que celles de f ff, $p' , &c ; jy, jy, &c , «ГЛ , <TJ5 , &c ,
en л', x", &c, «Г ж', JV, &с, t d d у &с, déduites des cir-r
confiances particulières de chaque problême, aura toujours
une forme analogue à celles que le calcul des variations
fournit pour la détermination des maxima ôc minima des for-
mules intégrales ; ainii il n'y aura qu'à y appliquer les régies
connues de ce calcul.

On coniuiérera donc que , comme les cara&ériftiques d ôc
/ marquent deux efpeces de différences entièrement indépen-
dantes entr'elles, quand ces cara£tériftiques fe trouvent en-
femble, il doit être indifférent dans quel ordre elles foient
placées, parce qu'en fuppofant qu'une quantité varie de deux
manières différentes 3 on a toujours le même réfultat, quel
que foit l'ordre dans lequel fe font ces variations. Ainlî fdx
fera la même chofe que dfx, & pareillement £* S x fera la
même chofe que аж?х'9 ос ainfi de fuite. On pourra donc
toujours changer à volonté l'ordre des cara&ériffiques , fans
altérer la valeur des différences; ôc pour notre objet il fera
à propos de tranfporter la cara&ériftique d avant la f, afin
que l'équation propofée ne contienne que les variations des
coordonnées, & les différentielles de ces mêmes variations»
C'eft en quoi confifte le premier principe fondamental du;
calcul des variations.

17. Or les différentielles dSx^ dïy^dÏT^ </*<T*, &c,,
quife trouvent fous le figne 5, peuvent être éliminées par
l'opération connue des intégrations par parties. Car en géné-

* n, & ainfi des autres, où il faut obferver que les
quantités hors du fjgne /Te rapportent naturellement aux der-
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niers points des intégrales , mais que pour rendre ces inté-
grales complettes , il faut nécessairement en retrancher les
Valeurs des mêmes quantités hors du figne , lefqüelles répon-
dent aux premiers points des intégrales, afin que tout s'éva-
nbuhTè dans ces points ; ce qui eft évident par la théorie des
intégrations.

Ainfi en marquant par un trait les quantités qui fe rappor-
tent au cpmmencement des intégrales totales déiignées par S ,
&par deux traits celles qui fe rapportent a la fin de ces inté-
grales, on aura les réductions fuivantes ,

•Sadfxr** л" f x"—- ß'jy— SfxJa

S n d*'* x e n" d <Гл"— d Q." f x"— o! d S x1

&c.

lefquelles fervironç à faire difparoître toutes les différentielles
des variations qui pourront fe trouver fous le figne S. Ces
réductions conftituent le fécond principe fondamental du
calcul des variations.

, :-l 8- De cette manière donc l'équation générale de l'équi*
fe, réduira à la forme fuivante,

dans laquelle n, s» •*• feront des fonctions de x9y t £, &
de leurs différentielles, 8d д contiendra les termes aiFedtés
des variations tx^fy'^f^ *x\ ty", &c, & de leurs difFé,
rencielles.

Donc pour que cette équation ait lieu , indépendamment
des variations des différentes coordonnées , il faudra que l'on
ait, i°. ri, 2, -•*-, nuls dans toute l'étendue de l'intégrale S ,

c'eft-à-dire ,
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c'eft-à-dire , dans chaque point de la mafle, z°. chaque
terme de д auífi égal a zéro.

Les équations indéfinies п := о, s *=z о, -.y = о,
donneront en général la relation qui doit fe trouver entre
les variables x , y > ^; mais il faudra pour cela en éliminer
les variables indéterminées *, /«, &c , lefquelles font en même
nombre que les équations de condition indéterminées L = о,
Ж=о, &с. (art. 14).

Or je remarque que ces équations ne fauroient être au-delà,
de trois ; car puifque ce font des équations indéfinies entre
les trois variables A; , y, ^, & leurs différentielles, il eft clair que
s'il y en avoit plus de trois, on auroit plus d'équations que
de variables; enforte qu'il faudroit que la quatrième fût une
fuite néceflaire des trois premières, &: ainfi des autres. Donc
il n'y aura jamais plus de trois indéterminées, *, /*, v à éli-
miner; enforte qu'on pourra toujours trouver les valeurs de
ces indéterminées en fondions de x, jx, £ Au refte les équa-
tions qui difparoîtront par ces éliminations, feront remplacées
par les équations mêmes de condition, moyennant quoi on
pourra toujoursconnoîtrç: les valeurs de.v,_y, ^, qui doivent
avoir lieu dans l'état d'équilibre de tout le fyftême,

A l'égard des autres équations réfultantes des differens
termes de la quantité д, ce ne feront que des équations par-
ticulières qui ne devront avoir lieu que par rapport à des
points déterminés de lamafle, 8t qui ferviront principale-
ment à déterminer les confiantes arbitraires que les expref-
fions de X y y ^ v ^ déduites des équations précédentes, pour-
ront contenir. Pour faire ufage dé ces équations , on y fubih-
tuera donc les valeurs déjà trouvées de A, /* , &c, enfuite
on en éliminera les indéterminées «, 0, &c , & on y joindra

H
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les équations de condition A = о , В = о, &cc , qui fervi-
ront à remplacer ceJJes que l'élimination dont il s'agit fera
difparoître.

19. Enfin on fera ici par rapport aux coordonnées rec-
'tangles, la même remarque qu'on a déjà faite à la fin de la
féconde Section, en appliquant aux .variations ^jc, ty, /£,
ce que nous y avons dit relativement aux différences d x ,

j mais pour ce qui regarde les différentielles dx,
de la méthode de la Section préfente, il ne fera pas

permis d'employer à leur place d'autres différentielles, à.
moins qu'elles ne réfultent de la differentiation des expref-

iîons finies de x , y, 7.

C I N Q U I E M E S E C T I O N .

Solution de différent problêmes de Statique,

IN o u s allons préfentement montrer l'ufage de nos méthodes
dans différens problêmes fur l'équilibre des corps; on verra
par l'uniformité & la rapidité des folutions, combien ces
méthodes font fupérieures à celles que l'on avoit employées
jufqu'ici dans la Statique.

P A R A G R A P H E P R E M I E R .

De l'équilibre de plußeurs forces appliquées, a un même point ;
& de la compofition & de la . écompofition des forces.

I. Qu'il s'îigifîb de'trouver les loix de l'équilibre d'autant
de forces qu'on voudra, P, С, Л, &c, toutes appliquées à
un même point, &: dirigées à des points donnés.
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Nommant p, 3 •> r, бес, les cliftances reftiligues entre

le point commun d'application de ces forces, Se leurs points

de tendance, on aura la formule

P dp 4- Qdq->r Rdr-^г &C.

pour la fomme des momens de toutes les forces, laquelle
doit être nulle dans l'état d'équilibre.

2,. Soient x, y, 7 les trois coordonnées rectangles du point
auquel toutes les forces font appliquées; &. foient de même
д, b^ с les coordonnées rectangles pour Je point auquel tend

la forcé P ; /*,£-, /г, celles du point auquel tend la force Q ; /,

/л, n celles du point auquel tend la force R , & ainfi des
autres ; ces coordonnées étant toutes rapportées aux mêmes
axes fixes dans l'efpace. On aura évidemment

(x — /)> -H (y — m? Ч-( ï — я)'

Sec.

Et la quantité P dp -{- Qdq-{- Rdr-\- &c, fc transformera
en celle-ci,

dans laquelle on aura

p -h JL= Q

P Ч

n'eil pas inutile de remarquer dans ces exprcifions que
Н г
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les quantités *~a
 9 .

y~~ - , _lHi font égales aux cofínus des

angles que la ligne p, c'eft-à-dire la direction de la force P y

fait avec les axes des x, y, ^; que de même ^^-- , -?~~B
 y

•*"" • font les cofínus des angles que la direction de la force

Q fait avec les mêmes axes ; & ainû de fuite ( Sect, г ,
art. y).

3 . Cela pofé , fuppofons en premier lieu que le corps ou,
point auquel les forces P, Q , R9 &c , font appliquées, foit
entièrement libre; il n'y aura alors aucune équation de con-
dition entre les coordonnées #, j/, ^; ôc la quantité Xdx
•+• Ydy-^-Zd^ devra être nulle , indépendamment des valeurs
de d x , ây , </£ ( Sect, ï , art. 9 ) ; ce qui donnera fur le champ
ces trois équations particulières ,

Jf=o, Y=o, Z = o.

Ce font les équations qui renferment les loix de l'équilibre
de tant de forces qu'on voudra concourantes à un même
point.

4- Si dans les expreflîons de X, Y y Z 9 on fait P =p ,
Q =з ^, R •==* r, &c3 (ce qui eft permis, puifqu'il eft indi£
férent à quels points pris dans les directions des forces , elle»
jfoient fuppofées tendre ) on aura ces équations ,

x — a -h x — /"•+• x — / 4- &c = о ,

y —• b *+-у — g -h y — m 4- &c — о ,

— c -- — /J- — /z-

d'où l'on tire , en fuppofant que le nombre des forces
P, Q, R, 6cc, foie /*,
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X =

Ь •+• g -f- m -Ь &с
•у ces •

J f*

e Ч- А -Ь n -Ь &с.

St ces expreiîïons d« A;,^, ^, font voir que le point auquel
font appliquées les forces, eft dans le centre de gravité des
points auxquels ces forces tendent.

Dé-là réfulte le théorème de Leibnitz, que fi tant de puif-
fances qu'on voudra font en équilibre fur un point, 6c qu'on
tire de ce point des droites qui repréfentent tant la quantité
que la direction de chaque puiiTance, Je point dont il s'agit
fera le centre de gravité de tous les points auxquels ces lignes
feront terminées.'

Si donc il n'y a que quatre puiflances, &: qu'on imagine une
pyramide dont les quatre angles foient aux extrémités des
droites qui repréfentent les puiiTances; il y aura équilibre
entre ces quatre puiffimces, lorfque le point fur lequel elles
agiiTent, fera dans Je centre de gravité de la pyramide; car
on fait par la Géométrie, que le centre de gravité de toute
la pyramide, eft le même que celui de quatre corps égaux
qui feroient placés aux quatre coins de la pyramide. Ce der-
nier théorème eft du à Roberval.

5. Si on confidere l'équation

Pdq -h Ç</2 -*-Rdr 4- &CC ~ Xdx —Ydy — Zd$ = о,

laquelle étant identique (art. a), doit par conféquent avoir
lieu en général, quelles que foient les différences dx> dy^ d^
il eft clair qu'on pourra la regarder comme l'équation de l'équi-
libre entre les puiflances P, Q, R , &c, dirigées fuivant les
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lignes p) q> r, Sec, 5c les puiiTances X, Y^ Z, dirigées fui-
vant les lignes — oc, — jy, — ç, coûtes ces puiííances étant
appliquées à un même point. Donc les trois puiflances X9

Y, Z fone équilibre aux puiflances /', Ç, R, &c ; mais il
ell vifible que les puiiTances JT, í% Z , étant appliquées fui-
vant les directions des lignes x , j/, ^ , feroient auffî équilibre
aux mêmes puiflances X, Y, Z, mais dirigées fuivant

— я, — y, — ^; donc elles feront équivalentes aux puiiTances

P, Q,R, &c. D'où il s'enfuit que les quantités X \ Y ^ Z ,
ne font autre choie que les valeurs des puiffimces P t Q j R > &c ,
réduites aux directions des : trois coordonnées rectangles
x * У •> \."> ^ Andantes à diminuer ces coordonnées, Se les
formules de l'article' г donnent par conféquent un moyen fort
fimple de faire cette réduction, c'eft-à-dire , de trouver les

rcfultantes de tant de forces qu'on voudra qui concourent

dans un même point , .& qui aient des directions quel-
.conques.

6- En général fi des forces quelconques P, Ç, A, &c ,
dirigées fuivant les lignes / > , < / , /", &c, agiilent fur un

même point , & qu'on veuille réduire toutes ces forces à trois
autres, s, n, 2, dirigées fuivant les lignes |, w, e-, il n'y

aura qu'a coniidérer l'équilibre des forces JP, Ç, R, &c, &

S , n , ï , appliquées à ce même point , & dirigées refpecli-
vement fuivant les lignes p , ^ , /', &e , — I , r- ^ , — «-, ôc

iormer en conféquence l'équation

-h &c;— s d Ç — n d n — sdr= o,

laquelle doit être .vraie de quelque manière qu'on faflè varier
la pofition du point de concours de toutes les forces. Or
quelles que foient les lignes _£, w, »•, il eil clair, que pourvu
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qu'elles ne foient pas toutes dans un même plan , elles fuf-
fiient pour déterminer la *olîtion de ce point; par confé-
quent on pourra toujo'urs exprimer les lignes p , </,, r, £:c,
par des fondions de |, <», <r, & l'équation précédente devra
alors avoir lieu, par rapport aux variations de chacune de ces
trois quantités en particulier; d'où il s'enfuit qu'on лига

-

Ces formules peuvent être d'une grande utilité dans plu-
fieurs- occafions , & fur-tout lorfqu'il s'agit de trouver les
réfultantes d'une infinité de forces qui agiffent fur un même
point , comme l'attraction d'un corps de figure quelcon-
que, &c.

7, Si l'on veut que les directions des forces réfultantes
paiïent par des points donnés; alors nommant < * , $ , > les

coordonnées rectangles du point auquel doit tendre la force
s, & de même «, C» »» & AÎ /*» '» ^es coordonnées rectan-
gles des points de tendance des fo'rces n Se 2, on fera

f

6с l'on tirera de ces équations les valeurs de x, y, ^, en
£> ^ , < r > qu'on fubftituera enfuite dans les exprelfions de
P - » < î > r,&c, de l'article a.
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On pourroic encore confidérer directement les quantités

p ^ q, r, &c, |, w, e-, comme des fonctions de x,y, £, 6C
faifant varier chacune de ces trois quantités à part, on auroit
ces équations,

ai? d-nr dir T) dp . r\ da п dr ,

-"Z

-£-=P ^ + P -£- 4-Ä-—
^î <^t ^ï rf?

par lefquelles on connoîtra les trois forces s , n , 2.

Si la force s devoit être dirigée comme auparavant à un
point fixe , mais que les deux autres forces n Sc s duíTent
être perpendiculaires à celle-là dans des plans donnés ; alors

on prendroit pour 77 Se <r les arcs de cercle décrits du rayon

| dans les plans dont il s'agit ; pour cela on regardera la droite
Ç comme un rayon ve&eur, & nommant 4» Ф les angles que
ce rayon fait avec des plans perpendiculaires aux plans don-

nés , il eft clair qu'on aura d* = % d - j - , d < r — % d ç ' 3 d'ailleurs
on pourra toujours i par les trois variables ? , 4 & <?, déter-

miner la pofition du point auquel les forces font appliquées ;
par conféquent on pourra exprimer les lignes/, 7, r, &c,
par des fonctions de ces mêmes variables j car il n'y aura pour
cela qu'à exprimer d'abord les coordonnées rectangles x, y, 7,

en Ç , 4 , 9 y & fubftituer enfuite ces expreflîçms dans celles

de p , q , r, &c. Confidérant donc la variabilité de £, 4, Si <PI
on aura les trois équations ,
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On voit par-là, comment on doit s'y prendre dans tqus les
cas femblables , & combien la méthode précédente eft utile
pour trouver les réfultantes de tant de forces qu'on voudra ,
& les réduire à des directions données.

8 . Reprenons les formules de l'article 2 , 6c fuppofons en
fécond lieu que le corps ou point fur lequel agiflent les forces
•P » Q » & » &c , ne foit pas tout-à-fait libre , mais qu'il foie
contraint de fe mouvoir fur une furface , ou fur une ligne
donnée; on aura alors entre les coordonnées *,jx, ^> une
ou deux équations de condition, qui ne feront autre chofe
que les équations mêmes déjà furface ou de la ligne dont il
s'agit.

Soit donc £=0 l'équation de la furface fur laquelle le
corps ne peut que gliíTer , on ajoutera à la fomme des mo-
mens des forces Xd x 4- Y.dy -H 2 d^ le terme *dL (Secb
Quatrième , art. 4 ,5 )8 : l'on aura pour l'équatic^i générale
de l'équilibre

o,

я étant une quantité indéterminée.

Or L étant une fonction connue dex ,y 9 £, on aura par
la differentiation ,

d l *** - dx •*• "

donc fubftituant & égalant enfuite féparément à zéro la fomme
des termes multipliés par chacune des différences dx, rfy,
011 »ura ces trois équations particulières de l'équilibre

rf* "
I
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v , % dL
Y"*-* — ^°

7_l_ dLZ~^x -JT ==50э

d'où chaflant l'indéterminée л, on aura ces deux-ci,
•r/- ^£ ^^ XT ifZ. _
JT — - ; — - ••"" Л !=: О «

а ж tí/ '

-cr
Л. sss Q

lefquelles renferment par conféquent les conditions cher-
chées de l'équilibre du corps fur là furface propofée.

5?. Si on applique maintenant ici la théorie donnée dans
l'article 7 de la Section quatrième , on en conclura que la
furface doit oppofer au corps une réfiftance égale à

.
& dirigée fuivant la perpendiculaire à la furface qui auroit
pour équation dL sss o, c'eft-à-dire , perpendiculairement Л
la même fwtface fur laquelle le corps eft pofé; 6c comme
on a

dL ^_^ _ -y âL _ _ -tr dl, _ _ ^
dx "" ' dy """* ' ~~d\ ' """ '

il s'enfuit que la preiïîon du corps fur la furface (preffion
qui doit être égale & directement contraire à la réfiftance de
la furface) fera exprimée par V^ (Хг •+• Y* •+• Z* ), 6c agira
perpendiculairement à la même furface ; & c'eft uniquement
à cette condition que fe réduifent les deux équations
trouvées ci-deiTus pour l'équilibre du cofps , comme on peut
s'en aflurer par la méthode de la compofition des forces.

I O. Au refte dans le cas d'un feul corps tiré par des
puiffances données , on peut trouver encore plus (implement
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les conditions de l'équilibre , en fubftituant immédiatement
dans l'équation Xdx •+• Y dy -h Z d\ s=t o , à la place de

dL j , , dl j
— ; — a #-H —, — a y

la différentielle d^y fa valeur — ̂  - "^ ^ 7 , tirée
~

de l'équation différentielle de la furface donnée fur laquelle
le corps peut gliiïèr, & égalant enfuite féparément à zéro
les coëffîciens des différentielles dx & dy qui demeurent
indéterminées, fuivant la méthode générale de l'article ю
4e la féconde Section.

On aura ainfi fur Je champ les deux équations
dL

<jui reviennent au même que celles qu'on a trouvées pluf
haut.

Pareillement fi le corps étoit aifujetti à fe mouvoir fur
une ligne de figure donnée, 6c déterminée par les deux
équations différentielles dy t=p dx9 d\ « q d x , il n'y auroit
qu'à fubftituer ces valeurs de dy & d\ dans Xdx -Ь Y dyt

*4rZ(t^=3Q9 & l'on auroit, en divifant par d x

X -4- Y p H- Z q =з о »

pour la condition de l'équilibre.
Mais dans tous les cas où il y aura plufieurs corps en

équilibre, la méthode des coëfficiens indéterminés expofée
I i



68 M É C H A N ï Q U E A N A L I T I Q U E.

dans la Sedion précédente, aura toujours l'avantage tant du
côté de la facilité , que de celui de la {implicite 6C de l'uni-
formité du calcul.

. II-

De l'équilibre de plußeurs forces appliquées a un fyßemc du
corps conßderes comme des points , 0 liés entr'eux par des
fils ou par des verges,

1 1. Quelles que foient les forces qui agiflent fur chaque
corps, nous avons vu ci-deiïus, (art. 1 , 5 ) , comment on
peut toujours les réduire Я trois, Jf, JT, Z, dirigées fui-
vant les .trois coordonnées rectangles я, jy, £ du même
corps, & tendantes à diminuer ces coordonnées.

Nous fuppoferons donc pour plus de fîmplicité, ici &
dans la fuite , que toutes les forces extérieures qui agiiTent
fur un même point, foient réduites i ces trois -X, Y,Z. Ainfi
la fomme des momens de ces forces fera exprimée par la
formule Xdx-\~ Ydy-b+Zd^ par conféquent la fomme
totale des momens de toutes les forces du fyftême, fera
exprimée par la fomme d'autant de formules femblables ,
qu'il y aura de corps ou points mobiles, en marquant par
xi n , deux, trois, &c traits, les quantités qui fe rapportent
aux différens corps que nous nommerons premier, fécond,
troiiieme , &c.

De cette manière on aura donc pour la fomme des mo-
mens des forces qui agiiTent fur trois ou fur un plus grand
nombre de corps , la quantité

X'dx '4- KV/V Z'</7t' + X " d ^ " ^ - '
X'"dx"' -ь У» d"( + Z>" d -h &c.
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Et il ne s'agira plus que de chercher les équations de con-
dition Z = о , M =s о , N=o> &c , réfultantes de la na-
ture du problême,

Ayant Z, M , N, &c, ou feulement leurs différentielles
en fonctions dé xf , y' , ̂ ', зс" j &c , Se prenant des coëfficiens
•indéterminés л , /* , ? , &c , on ajoutera à la quantité pré-
cédente les termes \dL •+• ц d M -f- v d N -H Sic^'ôc on éga-
lera enfuite féparément à zéro les membres affe&és de cha-
cune des différences d x', dy' , d^ , dx", &c , ( Sec!;, précéd.
art. 5).

I 2. Confîdérons premièrement trois corps attachés fixe^
ment à un fil inextenfîble j lés conditions du problême font
que les diibmces entre le premier Se le fécond corps, 8e
entre le fécond & le troifîeme foient invariables , ces diftances
étant les longueurs des portions de fil interceptées entre le«
corps. Nommant /la première de ces deux diftances, 6c g
la féconde, on aura df=a'o9 d g = о pour les - équations
de. condition; donc d L = df,~dM=* dg>.& l'équation
générale de l'équilibre des trois corps fera.

; ^ d x' 4- Y' W -+- Z1 dj Ч- X" d x" 4- Y" dy 4-, S?' d?

t*- X'" d x'" -b Y'" dy"' -H Z"'d.f 4- x df+ » dg » o,

Or il eft vifible qvi'oii aura

g- =:

donc en différentiant

x>) (d*"^*1 ) -ь ( y"l y J Г rfy"~ '
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ces valeurs étant fubftituées, on aura les neuf équation*
fuivantes pour les conditions de l'équilibre du fil,

ж" — *'j? s= О

.л *"-*'

& Л n'y aura plus qu'à éliminer de ces équations les deux
inconnues A & /Mj ce qui peut fe faire de pluiieurs manières»
lefquelles fourniront au/fi des équations différentes, ou pré-
ientées différemment pour l'équilibre .des trois corps attaché!
au fil ', nous choiiirons celle qui paroîtra la plus iimple.

Il eft d'abord vifible que fi on ajoute refpe&ivement les
trois premières équations aux trois fuivantes, & aux trois
dernières, on obtient ces trois-ci .délivrées des inconnuet
л & A*.
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teíquelles montrent que la fomme de toutes les forces paral-
lèles à chacun des trois axes des coordonnées doit être
nulle.

Il ne refte donc plus qu'à trouver quatre autres équations ;
pour cela faifant abftra&ion des trois premières , j'ajoute ref-
pe&ivement les trois- du milieu aux trois dernières , j'ai
iCelles-ci où /<* ne fe trouve plus ;

X" ч- Xf!l •+• -j- (*" — *') « о

Y" ч- Y'" -ь - (y —y ) » о

ÍC qui par l'élimination de Adonnent les deuxfuivantes,

V" j_ Vin - y" "~y>. f Y" » yw>..... .'/ч•* rr̂  •* ^^ ,; , V -«*. ™t™ ̂ X l "ss О

Enfin conudérant féparément les trois dernières équations
qui contiennent /л feul & éliminant /*, on aura ces deux
smtres-ci,

y'"—y"
>_*".'

— л;"

Ces fept équations renferment les conditions néceffîtires
t>our l'équilibre des trois corps.

ï- 3. Si le fil fuppofé toujours inextenfible, étoit chargé
de quatre corps, animés refpe&ivement par les forces X',
*>> Z'',X"t Y", Z"; X"', dec, fuivant les diredions des
troi* axes des coordonnées rectangles, on trouveroit par
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des procédés femblables, qu'il me paroît inutile de répéter,
les neuf équations fuivantes pour l'équilibre de ces quatre
corps ,

X1 +• X' -*- X1" *• X" =0
Y' .4- Y" -h Y'" 4- Г'"= о
Z' 4- Z" 4- Z"' ч- Zr" = о

Y" + Yf" ч- Г" — -; -*r ( X»*. X"' H- -ST'") » о

о

II eft facile maintenant d'étendre cette folution à. tel
ftombre de corps qu'on voudra, & même ац cas de la funi-
culaire ou chaînette ; mais nous traiterons ce cas en parti-
culier , par la jnéthode expofée à la fin de la Sedion pré-
cédente.

14- Si on vouloir que le premier corps fût fixe, alors le»
différences </*•', û?y, d^ feroient nulles, &: les termes af-
fe£tés de ces, différences difparoîtroient d'eux-mêmes dan«
l'équation générale de l'équilibre. Ainiî les trois premières

équations, favoir 9X
f j- («"— *' ) « o, Y"— (̂/—У)=*:О,

Z" r— -j- (f —• т( ) asa o, n'auroient point lieu ; donc les équa-
tions
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tions X' ч- X" ч- X'"H- &c = o, Y' ~ь Y" -f- J*''-*- &c = o,
Z'4- £"•+• Z"'H- &c = o, n'auroierit pas lieu non plus,
mais toutes les autres demeureroient les mêmes. Ce cas eft1,
comme Ton voit, celui ou le fil fëro'it attaché fixement par
une de fes extrémités.

Et fi le fil étoit attaché par fes deux extrémités, alors on
auroit non-feulement d x' = о, а[/ =* о, d-( = о, mais auflî
dx'"^ = о,'dy"**-^o, d\^ == ó;•& les termes'affeués
de ces fix différences dans 1-équation générale de l'équilibre л

difparoîtroient, & feroieht par conféquent difparoître auflï
les fix équations particulières qui en dépendent.

15' En général fi les deux, extrémités du fil n'étoient
pas tout-à-fait libres, mais qu'elles fuiîent attachées à des
poipts mobiles fuivant une, loi donnée; cette loi exprimée
analitiquement, donneroit une ou plufieurs équations entre
les différences dx1, dy\ d^ qui ie rapportent au premier
corps, & les différences d'x /ecS dy"/&c, </î"'fce, qui fe rap-
portent au dernier; & il faudroit ajouter ces équations mul-
tipliées chacune par un nouveau coefficient indéterminé, à
l'équation générale de l'équilibre trouvée plus haut ; ou bien
on fubfimieroit dans cette équation générale, la valeur d'une
ou de plufieurs de ces' différences, tirée des équations dont
il s'agit, & on égaleront enfuite à zéro le coefficient de
chacune de celles qui reftent, ainfi qu'on a fait ci-deiïus
(art. 9). Comme cela n'a aucune difficulté, nous ne nous
y arrêterons pas.

I 5- Si on vouloit connoître les forces qui proviennent
de la réadion du fil fur les différens corps, il n'y auroic
qu'à faire ufage de la méthode donnée pour cet objet dans
fo Sett, précédente (art. 7),

К
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On coníidérera donc que l'on a dans le cas préfent,
(*"- X1) (<tX»-dx')+ (r'-y'Xfo"

- —

Donc i°, on aura par rapport au premier corps dont les

coordonnées font ac'., y'- ?', - , . • «= — •? "7*.. —-p-
' ^ * l dje' / J rfy '

Ainiî le premier corps recevra par l'action des autres une
force = A, & dont la direction fera perpendiculaire à la
furface repréfentée par l'équation d L e=» dfsss о , en y
faifant varier {implement x' 3 y* 9 ^, or il eít viííble que
cette furface n'eft autre chofe qu'une fphere dont le rayon
eft У", & dont le centre répond aux coordonnées xf'^y"9 %"i
par conféquent la force л fera dirigée fuivant ce même
rayon , c'eft-à-dire , le long du fil qui joint le premier &
Je fécond corps.

1°. On aura de même par rapport au fécond corps , donc

les coordonnées font ж",/7, f; -^- = *"~f*' , -~-

_
""
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d'oîi il s'enfuit que -le fécond corps recevra auffi une forco
л , dirigée p erpendicdtaïrement à la furface dont l'équation
«il (fi = df =• о , en faifant varier x" ̂  y" , ^'^ mais cette

furiace eft de nouveau une fphei'e dont le rayon eft /, mais
dont le centre répondra aux coordonnées л;', y' 9 %' du pré1'
rmer corps; par conféquent la force л qui agit fur le fé-
cond corps, fera iiuflï dirigée fuivant le fil f qui joint ce
corps au premier.

3°. On aura de plus , par rapport au fécond corps ,

X

dx"~ g > T/7" = = = " ~ , g
У"' — У" dM

' ~

>"'— >"•Ч-8- j do»c

De forte que le fécond corps fera pouÎTé de plus par
une force ==//, dont la ciire&ion fera perpendiculaire à la
furface repréfentée par l'équation de = o, en faifant varier

*'*У"*> £9 cette furface n'étant autre cliofe qu'une fpher'e
dont le rayon ell^-, il s'enfuit que la direction de la forcé
H, fera, fuivant ce rayon, c'eft-à-dire, fuivantlefil qui joint
le fécond corps au troifième.

• On fera le même raiionmement par rapport aux autres
corps, & on en rkera des conclufiotns fewiblables.

iy. Il eft évident que la force * produite dans le pre-
mier corps, fuivant la direction du fil qui joint ce corps au
fuivant, & la force égale x, mais directement contraire , qui
agit fur le fécond corps, fuivant la direction du même fil,
ne peuvent être que les forces qui réfultent de la réaction
de ce fil fur les deux corps, c'eft-à-dire, de la tenfion que

K z
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foufire la portion du fil interceptée entre le premier & le
fécond corps; de forte que Je coefficient л exprimera la quan-
tité de cette tenfion. De même le coefficient /* exprimera
la teniîon de la portion du fil interceptée entre le fécond
& le troiiîeme corps, Se ainfi de fuite.

Au reite, on a fuppofé tacitement dans la folution du
problême dont il s'agit, que chaque portion du fil étoit,
non-feulement in'extenfible, mais aufli roide, enforte qu'elle
confervoit toujours la même longueur; par conféquent les
forces A , /A л &c, n'exprimeront les reniions qu'autant qu'elles
tendront à rapprocher les corps ; mais fi elles tendoient à
les éloigner l'un de l'autre, alors elles exprimeroient plutôt
les réfiftances que le fil doit oppofer au corps par le moyen
de fa roideur, ou incompreffibilité.

I g. Pour confirmer ce que nous venons de démontrer, &C
pour donner en même-tems une nouvelle application de
nos méthodes, nous fuppoferons que Je fil auquel les corps
font attachés, foit élaftique & fufceptible d'extenfion &
de contraction ; & que F, G, &c, .foient les forces de con-
traction des portions du fil /*, g, &c, interceptées entre le
premier & le fécond corps, entre le fécond & le troi-
fieme, &cc.

II cil clair par ce qu'on a dit dans l'article 5 de la Sec-
tion féconde, que les forces F9 Gt &c, donneront les
momens Fdf-\-Gdg> &c.

Il faudra donc ajouter ces momens à ceux qui viennent
de l'action des forces étrangères, &: que nous avons vu plus
haut, être rcpréfentés par la formule X' d x' Ч- Y' dy' 4-

+ Y"ây" -f- Z''Jf-h X^dx^-^Y^dy'11

(art. i o), pour avoir la fomme totale des
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momens du fyftême; & comme il n'y a d'ailleurs aucune
condition particulière à remplir , relativement à la difpo/-
fition des corps, on aura l'équation générale de l'équilibre
en égalant /implement à zéro la fomme "dont il s'agit , donc

' -t-

= o.

Subftituant les valeurs de df, d g , &c , trouvées ci-deiTus
( art. 1 1 ) , & égalant à zéro la fomme des termes affeftés
de chacune des différences dx' , d y' , &c , on aura les
équations fuivantes pour l'équilibre du fil , dans le cas dont
il s'agit.

/
р/Чя FW-*) _G(*«'-*») &о

.*•// . _F(y"—y') <ш-в С Гу'"—у'7
/ í
-í'; cr?"'-?") _„

/ f

£

"~î"') =з О.

lefquelles font, comme l'on voit, analogues à celles du
même article, pour le cas où le fil eft inextenfible , en

fuppofant * F* F, M = G, 6cc.
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D'où l'on voit que les quantités F1, G , &c , qui expriment
ici les Forces des fils fuppofés éla'ftiques, font les mêmes
que celles que nous avons trouvées ci-deffus { art. 16), pour
exprimer les forces des mêmes fils , dans la fuppoîîtion qu'ils
ibient inextenfibles.

I p. Reprenons encore le cas d'un fil inextenfible chargé
de trois corps , mais fuppofons en même tems que le corps
du milieu puiïTe couler ie long du fil ; dans ce cas la con-
dition du problême fera que la fomme ties diftances entre
-le premier & le fécond corps , •& entre le iecond &t le
troiiïeme foie confiante л ainfi nommant comme ci-deiîus
f & g ces diftances, on aura /4- g = conft, ÄC par con-
fcquent df-\- d g = o.

On multipliera donc la quantité différentielle df-*rdg
par un coefficient indéterminé A, & on l'ajoutera à la fomme
des momens des différentes forces qu'on fuppofe agir fur
les corps , ce qui donnera cette équation générale de l'é-
quilibre ,

X'dx' -+- Y'dy' -+-

= o;

d'où ( en fubftituant les valeurs de d f 6c dg, & égalant à
zéro la fomme des termes affeéfcés de chacune des diffé-
rences dx1, dy1 &c ), on tirera les équations fuivantes pour
l'équilibre du fil,

y. *"—*'X' — x f.— =s о
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•"»(
"•4-л —

8

F'-f-л У"'-У". ^ог

.А -3

dans lefquelles il n'y aura plus qu'à éliminer l'inconnue *.
On voit par-là comment il faudroit s'y prendre, s'il y

avoit un plus grand nombre de corps dont les uns fuiïènt
attachés fixement au fil ? & dont les autres y puiïènt couler
librement.

2 о. Suppofons maintenant que les trois corps foient unis
par une verge inflexible, enforte qu'ils foient obligés de
garder toujours entr'eux les mêmes diftances ; il faudra dans
ce cas que l'on ait non-feulement <//"«= о & dg = о, mais
que la différentielle de la diftance entre le premier & le troi-
fieme corps que nous désignerons par h, foit aufli nulle ;
par conféquent en prenant trois coëfficiens indéterminés,
л, f * , v t on aura cette équation générale de l'équilibre,

X'dx' ч-

o,

Les valeurs de d} &c d g ont déjà été données ci-deíTus j
l'égard de celle de d h, il eft clair qu'on aura
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h e y (x«< _ X'Y ч- (/"-/Г + U'"-í')1 »
& par conféquent

"-̂ У; -f- rî"

Faifant ces fubílitutions, & égalant à zéro la fomme des
termes affectés de chacune des différences dx1 ^ dy'\ &c,
on aura ces neuf équations particulières

vll „/ v'" v1

j£/_A^-_f r í—JL^o

f

''"7

. = О

e n *
d'où i} faudra éliminer les trois inconnues indéterminées
л, /*, c, enforte qu'il ne réitéra que fix équations pour les
conditions de l'équilibre.

2 I. D'abord il eft clair par la forme même de ces équa-
tions, qu'en ajoutant refpecbvernent les trois premières aux
trois fuivantes Se enfuice aux trois dernières, on obtient fur le
champ trois équations délivrées de A , /л, с, lefquelles feront

A"-H
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X'+ X» + X'» ** о

У-ь У» ч-У« о

Z' н- Z" -ь Z"' » о,

Rien n'eft plus facile cjue clé trouver encore trois autres
équations par Г élimination de A , p., v ; mais pour y parve-
nir Je la manière la plus fimple & la plus géaërale > je com-
mence par déduire des équations ci-deiïus, ces neuf trans-
formées ,

Y' т! — Z

л 2JL—-1£— •—/* JLi £_ s= o
/ s

Y» - z-

-- - - 4- v . ==: О. ^ Л

y-y/'— £'V>f+ *"y<"""y'Y" , ^ ^y'"-y4'<f _ 0

lefquelles étant, comme l'on voit, analogues aux équations
primitives , donneront de la même manière , par la fimple
addition , ces trois-ci ,

L
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- X'Y— z" x"
ч- -Г" 5" — Z'y ' -h í™ f — Z"y " =» o.

Les trois premieres équations montrent que la Tomme des
forces parallèles à chacun des trois axes des coordonnées, doir
être nulle; & les trois dernières renferment le principe
connu des momens (en entendant par moment le produit
de la puiffîmce par fon bras de levier) par lequel il faut
que la fomme des momens de toutes les forces, pour faire
tourner le fyftême autour de chacun des trois axes, foie
auffi nulle.

2,2. Si le premier corps étoit fixe, alors les différences
</x/, dy1 ', d^ feroient nulles, 6c les trois premières des
neuf équations de l'article ю n'exifteroierit pas ; il n'y auroit
donc alors que lix équations , qui par l'élimination des trois
inconnues A, /*, c, fe réduiroient à trois.

Pour arriver à ces trois équations, on peut s'y prendre
d'une manière analogue à celle dont on s'eft fervi pour trou-
ver les trois dernières équations de l'article 2 ï , pourvu qu'on
ait foin de faire enforce que les transformées ne renferment:
point les indéterminées A & с qui entrent dans les trois pre-
mières dont il faut faire maintenant abftraóbion j or c'eit
ce que l'on obtiendra par ces combinations ,
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& il l'on ajoute maintenant les trois premières de ces trans-
formées aux trois dernières, on aura fur le champ ces
trois-ci ,

о

— $ — Z//f(x'"—x>J = о

Y"«'- 0- ZY/-y;^ J™ tf 'H0 - Z»i(y»-y>} = о ,
lefquelles auront toujours lieu , quel que foit l'état du pre-
mier corps , puifqu'elles font indépendantes des équations
relatives à" ce corps. Ces équations renferment , comme l'on
voit, le même principe des momens, mais par rapport à
des axes qui paiTeroient par le premier corps.

23- Suppofons qu'il y ait un quatrième corps attaché à
la même verge inflexible , pour lequel les coordonnées rec-
tangles foient jc'r, y, £/к, & les forces parallèles à ces
coordonnées Xltr

9 Y'r, Z'\
II faudra donc ajouter à la fomme des momens des forces ,

la quantité X'rdxlr^- Y'vdylv>+- Z'V^; enfuite, cçmme
les diftances entre tous les corps doivent demeurer conf-
tantes , on aura par les conditions du problême , non-feu-
lement df= о , dg= о , dh = о , comme dans le cas pré-
cédent; mais auíli dl= o , dm «o, dn = o, en nommant
^, m , n les diftances du quatrième corps aux trois précé-

. Ainfi l'équation générale de l'équilibre fera dans ce cas
Li

o
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+ Y'dy' -ь

H-dg -\- f d h Ч-»тг^/-Н f dm -Ь f d n = o.

Les valeurs de ti f, dg^dh fondes mêmes que ci-defTusí
quant à celles de dl, dm^ d n 3 il eft viable qu'on aura

— У'/-»- (T—. f/

& par conféquent,

• r^'K- *' ; r^'rrr ̂ ^ ; + ry r-
•

lr— y; r^"— «

, _
'

Faifant ces fubftitutions , 6c égalant à zéro la fomme des
termes affedés de chacune des diiFérences dx'> dy\ &c,
on trouvera douze équations particulières , dont les neuf
premières feront les mêmes que celles de l'article 10 , en
ajoutant refpe&ivement à leurs premiers membres les quan-
tités fuivantes,

—

— P

./'- ylll -Ir III

я я

dont les trois dernières feront
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P

.,_.„ v"- _ vi v"' _ v" v"" — v'"
Ylv^r * - - — -b p - - - -- h ' - - — — oI ' m n
__.„ Tlr _ _r fr _ (/ _lr _ _Ш

2'" -H » -i—L. 4, J_JU_ 4- r J - L_ ,= o.
I ' m n

24. Comme il y a en tout douze équations, & qu'il y
y a fin indéterminées, A, /л, с, w, p, o-à éliminer, il ne
reitera pour les conditions de l'équilibre, que iix équations
finales comme dans le cas de trois corps; &. on trouvera
par une méthode femblable à celle de l'article n , ces fix
équations analogues à celles de cet article,

Y1 H- Y" ч- Y1" H-. YIV = о

Z' ч- Z" H- Z'" ч- Z / K = o

X' y'— Y' x'-+.X"y"— Y" x ''+Xf"y>"—Y'" x"'-*-Xiry"'— I '" x'r = o

f — Z" x"4-A~'" f —Z1" x111 4- X"' ̂ K— ZIV -x'r « o

ГУ —ZV+rV —ZVM-F''Y''--Z"Y//4-F''- i' — Z" v" =o.

Au lieu des trois dernières , on pourra aufli fubftituer
les trois fuivantes , qu'on trouvera par la méthode de l'ar-
ticle 11, &: qui étant indépendantes des équations relatives
au premier corps , ont l'avantage d'avoir toujours lieu , quel
que foit l'état de ce corps,

•X" (y"— y')— Yn(^—^)^X

X" (^ — ̂  — z" (x» — x'j ч- X1" (f — ^
K — л?' = о
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Y" ff- V - ^Y/'-/; "H r'»tf'- V -Z>" (у'"~уГ)

H- Y" - - ~ Z" " -; - o.

2 5 • On voit maintenant comment il faudroit s'y prendre
pour trouver les conditions de l'équilibre d'un nombre quel-
conque de corps attachés à une verge ou à un levier infle-
xible. En général il eft viiîble que pour que la pofition ref-
pecbve des corps demeure la même , il fuffît que les dif-
tances des trois premiers corps entr'eux foient confiantes ,
ôc que les diftances de chacun des autres corps à. ces trois-ci
le foient auiîî, puifque la pofition d'un point quelconque
eft toujours déterminée par les diftances de ce point st
trois points donnés; on fera donc pour chaque nouveau
corps qu'on ajoutera au levier , les mêmes raifonnemens &:
les mêmes opérations qu'on a 'faites dans l'article 13, rela-
tivement au quatrième corps ; & chacun d'eux fournira trois
nouvelles équations' particulières , avec trois nouvelles indé-
terminées à éliminer; en forte que les équations finales fe-
ront toujours en même nombre que dans le cas de trois
corps ; èc elles feront de la même forme que celles que
nous venons de trouver dans l'article précédent.

Au refte, il eft vifible que ces équations rentrent dans
celles que nous avons trouvées en général pour l'équilibre
d'un fyftême quelconque libre , dans les articles 3 & 6
de la Section troifieme. En effet, puifque, à caufe de l'in-
flexibilité de la verge , les diftances des corps entr'eux font
inaltérables , il s'enfuit que l'équilibre doit avoir lieu , pourvu
que les mouvemens de tranilation & de rotation foient dé-
truits; & l'on auroit pu par cette feule confidération, ré-
foudre le problême précédent, d'après les formules des
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articles cités ; mais nous avons cru qu'il n'étoit pas inutile
d'en donner une folution directe , & tirée des conditions
particulières de la queftion.

2 6. Confidérons de nouveau le cas de trois corps joints
par une verge ; & fuppofons de plus que la verge foit élaf-
-tique dans le point ou eft le fécond corps, enforte que les
diftances de. celui-ci au premier &. au dernier foient conf-
iantes, mais que l'angle formé par les lignes de ces diftances
foit variable, &c que l'effet de l'élafticité confîfte à aug-
menter cet angle , & par conféquent à diminuer l'angle ex-
térieur formé par un des côtés , & par le prolongement de
l'autre.

Nommons la force de l'élafticité E , & l'angle extérieur
iuivant lequel elle s'exerce e í il eft facile de conclure de
ce que nous avons établi dans la féconde Section, que le
moment de la force E devra être repréfenté par E Je; de
forte que la fomme des momens de toutes les forces du
fyftême fera X'dx'^r Y1 dy1 -+- Z' d^ H- X"dx" -h FVy"
rb Z'Vf 4- X"'dx"'-+- Y'"dy"' H- Z'"df -*-Ed*.

Or les conditions du problême font les mêmes ici que
dans l'article 1 1 , c'eft-à-dire , d f === о & dg = o, Donc
on aura cette équation générale de l'équilibre

& il ne s'agira que d'y fubftituer les valeurs de de,,
d g'y celles de d f & dg font les mêmes que dans l'ar-
ricle cité; & pour trouver la -valeur de det on remarquera
que dans le triangle dont les trois cotés font /, ^, Л,
(art. zo), i8o°-i-^ eft l'angle oppofé au côté //; enforte
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que par le théorème connu, on aura cof. e =з -- ~*~e ~—í
• *fe

d'où l'on tirera par la différenciation la valeur 'de de. s &
comme par les conditions du problême on a df=- o Sc
dg-= o, il fuffira de faire varier e & hy ce qui donnera

tte-s=* —-—-. ; cette valeur étant fubftituée dans l'équation
Jg lin e * 1

précédente, il eft clair qu'elle deviendra de la même forme
que l'équation générale de l'équilibre dans le cas de l'article

г о , en fuppofant dans celle-ci " = - —; par conféquent

les équations particulières feront encore les mêmes dans les
deux cas, avec cette feule différence, que dans celui de
l'article cité , la quantité v eft indéterminée, 8í doit par
conféquent être éliminée; au lieu que dans le cas préfent,
cette quantité eft toute connue , & qu'il n'y a que les deux
indéterminées л , /*' à éliminer ; enfo'rte qu'il doit refter une
équation finale de plus que dans le cas cité , c'eft-a-dire >
fept équations finales au lieu de fix. Or comme, foit que
la quantité f foit connue ou non, rien n'empêche de l'éli-
miner avec les deux autres *, /*, il eft clair qu'on aura
auflî dans le cas préfent les mêmes équations qu'on a trouvées
dans les articles n & z z ; 6c pour trouver la feptieme équa-
tion, il n'y aura qu'à éliminer A dans les trois premières,
ou ^ dans les trois dernières des neuf équations particulières

de l'article 11 , & fubftituer pour * fa valeur •
1 /£ fin 't

27. Au refte, fi dans la valeur de de on n'avoic pas
voulu fuppofer d f & dg nuls, on auroit eu une expreiîîon

de cette forme de =* j~- 4- Adf-+- Bdg, Л&В étant

des
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cl.es fonctions de /, g^ k , fin e y alors les trois termes E de

«•+• л d f -H /* </£• de l'équation générale , feroient devenus

étant deux quantités indéterminées , il eit vifible qu'on peut
mettre à leur place л — £A, /л — JE В у moyennant quoi

la quantité dont il s'agit deviendra • r -dh-\-*df-{-p.dg

comme fi f & g n'euflent "point varié dans l'expreiïîon
de de.

28- Si pluiîeurs corps étoient joints enfemble par des
verges élaftiques , on trouveroit de la même manière les
équations néceflaires pour l'équilibre de ces corps, & en
général notre méthode donnera toujours, avec la même fa-
cilité, les conditions de J'équilibre d'un fyftême de corps
liés entr'eux d'une manière quelconque, ô£ animés de telles
forces extérieures qu'on voudra. La marche du calcul eft,
comme l'on voit , toujours uniforme , ce qu'on doit regarder
comme un des principaux avantages de cette méthode.

§, I I I .

De l'équilibre efurt fil dont tous les points font tirés par des
forces quelconques t 0 qui eft fuppofé parfaitement flexible

ou inflexible t - ou élaftiquc , 0 en même- tems extenfiblc ou
non.

29. Ceil ici le lieu d'employer la méthode que nous
fcvons expofée dans les articles 9 ÔC fuiv. de la Section
quatrième,

M
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Nous fuppoferons toujours, pour plus de fimplicité,
toutes les forces extérieures qui agiflent fur chaque point
du fil foient réduites à trois, Jf, F, Z, dirigées fuivant les
Coordonnées rectangles x ., ул г de ce point. Ainfi eh nom-
mant dm l'élément du fil, on aura' pour la fomme des mo-*
mens de toutes ces forces, relativement à la longueur to-
tale du fil, cette formule intégrale (Art. 13 , Se£t. 4),

30. Confidérons le. cas d'un fil parfaitement -flexible &
inextenfible ; nommant d s l'élément de la courbe de ce

fil , lequel eft exprimé par \/. dx* -+-dy*-t- d-Ç ; il faudra
par la condition de l'inextenfibilité , que d s foit une quan-*
tité invariable, &: qu'ainfi l'on ait par rapport, à chaque élé-
ment du fil , cette équation de condition indéfinie $ds-=ot

Multipliant donc ï d s par une quantité indéterminée' A , 8i
prenant l'intégrale totale, on aura S^ïds; &c fi l'on n'a
point d'autre équation de condition, on aura l'équation
générale de l'équilibre, en égalant à zéro la fomme de«
deiïx intégrales qu'on vient de trouver.

Or ayant d s s=> y dx*-ï* dy* 4- d£ , on aura en diffe-
rentiant fuivant <r,

» ï _ dx f-dx-^-dy S-dy -
Q (* à *— __rni._-rT-- i -_. - — ï—

as

changeant 5- d en df, &c intégrant par parties pour faire
difparoître le d avant «r, fuivant les régies données dans
l'article 17 de Ja Seilion quatrième, on aura ces trans-
formées ,
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С X r f ) f . Л"^л.» A»rf*' . -, c,0 -'v,- '•• ïdx == , „ ef я" -- VT- «W — Sa. —г — x

«J <fo" < Z f ' (í J

Ainlî l'équation générale de Téquilibre deviendra

-) .Tjc-Ь (Ydm — d. -

/О ч-

3l. On égalera d'abord à zéro (arc. 18., Se£t. -citée) ,
les coëfiîciens de «fA-, Jj/ , í^fous le figne S'y fc l'on aura
ces trois équations particulières & indéfinies ,

r
— (/.

a S

L a m — a, — -j - sss о у

d'où éliminant l'indéterminée л, il reftera deux équations
«qui ferviront à déterminer la courbe du fil.

Cette élimination eft très-facile , car on n'a qu'à intégrer
les équations précédentes , ce qui donnera celles-ci ,

j-s — к= С Ч- /Z dm э

M
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-A-9 В, С étant des confiantes arbitraires ; enfuite on
en chaflant A,

dy B+fYdm
dx A-bfXdm

df C+fZ dm
' dx S==î

équations qui s'accordent avec lés formules connues de là
chaînette.

3 2 . Si on veut parvenir dire&ement à des équations pu-
rement différentielles & fans figne /, on mettra les équa-
tions trouvées fous cette forme ,

•V J J X J «?.Jí. d m — x a. — -т— •*" a. A - - . , -

Zdm — *d. -И. _ </л-Й- =öй1 J <íí

d'où éliminant </л , on aura d'abord ces deux-ci ;

X d y — Y d x j f dy , dx d* r dy.- -. — .

A /i d. £- - ^. Л -í-Ч «í* <tfí ^* «-f

enfuite íi on multiplie les mêmes équations refpe&iVfement

dx dv • dt \ г î dx j dx
Far -77' -77» 7Г » on aura' à caufe de T7d '-dT
. ^ ^ «/y . ^T j ^ï „ »
^ "77 *' ТГ ̂  "77 л "77 e Т

Tdy -+- Zdr , , „ ., , , ,, r .
as amt=a^; & il n y aura plus qu a lub-

ftituer dans cette dernière les valeurs de л tirées des précé-
dentes.
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33- Confîdérbns maintenant les termes de l'équation
générale qui font hors du iîgne S'y ôc fuppofons première-
ment que le fil foit entièrement libre; dans ce cas les va-
riations JV, <ry, 't^9 & «Tç", fy",-f^' qui répondent aux
deux points extrêmes -du fil , feront toutes indéterminées Se
arbitraires; par conféquent il faudra que chaque terme af-
fe&é de ces variations foit nul de lui-même. Donc il faudra
que l'on ait л' s=s o ßc *" =s о, c'eft-à-dire que la valeur de
л devra être nulle au commericement & à la fin du fil. On
remplira cette condition par le moyen des confiantes. Ainfi ,
comme les trois premières équations intégrales de l'article
31 , donnent pour le premier point du fil où les quantités
afiè&éés de У deviennent nulles,

*'<**' л >'dy' D Л' d ï' Г Sir \ Л
"—г-, — «=3 Л , —*{--,- «=* *» » — -7-г- = С j SE; pour le dernier

point du fil où/fe change en S,

on aura dans le cas dont il s'agit, A =« о , Б= о , C= о , 6с
5 X dm = 0,5 Y d m =s о, S Z dm = о. Ces trois der-
nières équations répondent, comme l'on voit, aux trois
premières de l'article 1 1 de la Section préfente.

3 4- Suppofons en fécond lieu que le fil foit attaché par
un de fes bouts , ou par tous les deux ; & fi c'eft Je pre-
mier bout qui eft fixe, les variations <Гх',<гу, J4^' feront nulles ,
6 il fuffira d'égaler à zéro les coëfficiens de fx'1, <^y, i-^",
c'eil à-dire, de faire л" = о.

Par la même raifon , lorfque le fécond bout fera fixe , il
fuffira de faire л' = о. Mais fi les deux bouts çtoient fixes



É C HA N I Q U E АН A L: I T I :Q U E.

à la fois, alors il n'y auroit aucune condition particulière
à remplir, puifque les variations JV/JV, S-?' fx", «ту", <Г^'.
feroient toutes nulles.

5 5* • Suppofons en troifieme lieu que les extrémités du
fil foient attachées à des lignes ou fùrfaces courbes, le long
defquelles elles puiíTent gliíTer librement; & foient, par
exemple, ct^a'dx' ~*r У dy\ d<£ == a."dx" -4- Vdf les
équations différentielles des fùrfaces auxquelles le pre-
mier & le dernier point du fil font attachés; on :aura pa-i
reillement en changeant d en <T, S"£ =: a' S-x' -4- b'ïy',
f f = д" f x" -4- b"S-y"; on fubftituera donc ces valeurs dans
les termes dont il s'agit, on égalera enfuite à zéro les coëf-
ficiens de <f *', <Гу', <ГАУ/, <^ух.

En général on traitera la partie qui eft hors du iîgne dan»
l'équation générale de l'équilibre, comme iî elle é toi t. feule,
& qu'elle repréfentât l'équation de l'équilibre de deux corps
féparés 6c placés aux extrémités du fil.

3 5. Suppofons, par exemple, que. le fil foit attaché par
fes deux bouts aux extrémités d'un levier mobile autour
d'un point fixe. Soient a,, b, des trois coordonnées rectangles
qui déterminent dans l'efpace la pofition de ce point fixe,
c'eft-à-dire, du point d'appui du levier, & foient de plus

./" la diftance entre ce point d'appui & l'extrémité du levier,
à laquelle eft attaché le premier bout du fil, g la diftance
entre le même point d'appui Si l'autre extrémité du levier
я laquelle eft attaché le fécond bout du fil, h la diftance entre
les deux extrémités du levier, & par conféquent auflï entre
les deux bouts du fil ; il eft clair que ces fix quantités a >
^> ^ j /»^> Ä font données par la nature du problème, &
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il eil viíible en même-tems que #', y, ^ étant les coordon-
nées pour le commencement de la courbe du fil, & x"->y''-> ^'
les coordonnées pour la fin de la même courbe , on aura

/«= V fa'-V/-b Çb -y/ -»- (c —

= (a

Or ces quantités /, ^, A étant invariables, on aura donc en
• clifférentiaut par J4 ces trois équations de condition déter-
minées ,

(a — x>) îx> ̂ -(b —y* ) f У •+• (c

fa ~ x"J W+(b —y") ff+fc

^— x1) frx"— f x1) + (y— y) (
qui étant multipliées chacune par un coefficient indéterminé,'
devront être auffî ajoutées à l'équation générale de l'équilibre.
Ainfi prenant«, /3, y pour les trois coëfficiens dont il s'agit,
& égalant à zéro les coëfficiens des fix variations сГх', <гу,
^ '̂» fx") <Гу/х, -.Гт", on aura autant d'équations particulières dé-
terminées, qui feront

ds1

~ se"J H- y (x" — x'J -b
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ß (b _y/; -H y (f-y') -H ̂ f = o

Sc qui, par l'élimination de«, 4, 7/", fe réduiront à trois.
Ces trois -étant enfuite combinées avec les trois équa-

tions de condition ci-deiTus , .ferviront à déterminer la
pofition du levier,

On voit par-là comment il faudra s'yprendre dans d'autres
cas femblables.

37- Enfin, fi outre les forces qui animent chaque point
du fil , il y en avoit de particulières appliquées aux deux-
extrémités du fil , &. repréfentées. par X'r Y', Z' pour le,
premier bout du fil, & par Х"'^"У"^ Z" pour le dernier
bout , ces forces donneroient les momens

£f. il faudroit ajouter encore cette quantité au premier
membre de l'équation 'générale de l'équilibre, c'eft-à-dire , à
la partie qui eft hors du iîgne , laquelle deriendroit alors

& fur laquelle on opé'reroir dans les diiFérens cas, comme
on vient de le voir dans Jes articles précédens.

3 8- Suppofons maintenant que le- fil animé dans tous fes
points par les mêmes, forces X, Y9 Z , & tiré de plus dans
fes deux extrémités par les forces X't Y', Z', X", Y", Z",
doive être couché fur une furface courbe donnée, dont

l'équation
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l'équation foit d^ t=*pdx -+-аау> 8с que l'on demande la
figure & la pofition de ce fil fur la même furface pour qu'il
foit en équilibre.

Ce problême qui feroit peut-être afíez difficile à traiter
par les principes ordinaires de la Méchanique л fe réfout très-
facilement par notte méthode & par nos formules ; en effet,
l'équation de la furface donnée, donne en changeant d en <T,
s\ a=s P*x •+• Î^JX» aittfi il n'y aura qu'à fubftituer cette
valeur de f^ dans les termes fous le figne de l'équation
générale de l'équilibre du fil (art. 30) & enfuite égaler fépa-
rément à zéro les quantités affe&ées de <Г#, & de f y. On
aura par ce moyen ces deux équations indéfinies,

Xdm — d.

Jefquelles ferviront à déterminer la courbe du fil, étant
combinées avec l'équation d^=pdx -\~-qdy delà furface,
& étant débarraiTées, par l'élimination, de l'indéterminée *.

39. De plus, comme on fuppofe que le fil foit appliqué
dans toute fa longueur à la même furface, on aura auffi
pour fes deux points extrêmes, J^' =» p'fx' -Ь q'ïy'* &
$т£'s=sp"?x" -Ъ-q" fy". On fera donc encore ces fubftitu-
tions dans les termes hors du figne de ' l'équation géné-
rale (art. 30), ou plutôt dans la formule donnée dans l'ar-
ticle 37, & dans laquelle on a eu égard aux forces X'y
У3 &c ; on égalera enfuite féparément à zéro les quantités
affè&ées de chacune des quatre variations reftantes <JV,<ry,
toc'^fy"; l'on aura ces quatre nouvelles équations déter-
minées,

N
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auxquelles il faudra fatisfaire par le moyen des confiantes.

40. Mais au lieu de fubftituer , ainiî que nous venons
de le faire, la valeur -de <f£ en f x & ïy tirée de l'équation
f ^ — p S x — ^cTyssîo,. on pourroit regarder cette même
équation comme une nouvelle équation de condition indé-
terminée; il faudroit alors multiplier cette équation par un
autre coefficient indéterminé/*, en prendre l'intégrale totale,
& l'ajouter à l'équation générale de l'équilibre (art, 30).
De cette manière la partie fous le iïgne deviendroit

& l'on auroït immédiatement ces trois équations indéfinies,
j bd»

— a. — 2 — — • f* P ^^ о,

Y dm — di ••* .y • —

Zdm

lefquelles par l'élimination de /* redonneront les mêmes équa-
tions déjà trouvées (art. 38). Mais ces dernières ont de
plus l'avantage de faire connoître en même-tems la preffion
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que chaque élément du fil exerce fur la Surface d'après la
théorie donnée dans l'article 7 de la Section quatrième.

4l. En effet, il eft facile de déduire de cette théorie
que les termes ^ (cT^—p fx — q S'y] provenants de l'équa-
tion de condition f% —pi x — q$y = o, peuvent repré-
fenter l'effet d'une force égale ^.и-У ( \ 4-^*4- ç1), 6c ap-
pliquée à chaque élément dm du fil dans une direction per-
pendiculaire à. la furface qui a pour équation < r?—pfx
""" Ч *У — ° > ou bien ^\ — P dx — q d y =s о, c'eft à la
furface même fur laquelle le fil eft fuppofé couché. Cette
furface fait donc l'effet de la force en queftion, laquelle
fera par conféquent égale Si directement contraire à la
prelïîon exercée par le fil fur la même furface (art. 8 , Sect. 4).
De forte que la preifion de chaque point du fil fera =

—-— I '~ï~p +q. , ou bien en fubftituant les valeurs de /*,
dm '

, f*q tirées des équations ci-deiTus,

On appliquera enfuite les mêmes raifonnemens à la partie
de l'équation générale qui eft hors du figne S, 6c l'on en
tirera des concluiions analogues.

42. Jufqu'ici nous avons fuppofé que le fil étoit inex-
tenfible j regardons-le maintenant comme un reflbrt capable
d'extenfion & de contraction; ßcfoitPia force avec laquelle
chaque élément d s de la courbe du fil tend à' fe contra&er,
on aura, comme dans l'art. 18 (en mettant d s à la place
de /, & en changeant d en < T ) , Fïds pour le moment de
cette force, & S F? d s pour la fomme des momens de
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toutes les forces de contraction qui agiiTent fur toute la
longueur du fil. On ajoutera donc cette intégrale S F f d s
à l'intégrale S(X?x -*rYXy -4- Z < T ^ ) qui exprime la fomme
des momeils de toutes lés forces extérieures qui agiflent fur
le fil (art. z<) ) , & égalant le tout à zéro, on aura l'équation
générale de l'équilibre du fil à reiTort.

Or il eft vifible que cette équation fera de la même forme
que celle de l'art. 30 pour le cas d'un fil inextenfible, ôc
qu'en y changeant F en л, les deux équations deviendront
même identiques. On aura donc dans le cas préfent les
mêmes équations particulières pour l'équilibre du fil qu'on
a trouvées dans le cas de l'article 31 , en mettant feule-
ment dans celle-ci F à la place de >. Or comme la quan-
tité F eft fuppofée connue, on n'aura pas befoin de l'éli-
miner ; c'eft pourquoi on aura ici une équation de plus pour
l'équilibre du fil 'que dans le cas cité ; mais comme d'ail-
leurs l'élimination eft toujours permife, il s'enfuit que les
équations réfultantes de cette élimination, auront également
lieu pour un fil inextenfible, comme pour un fil extenfible
& à reflbrt.

On peut conclure dé-là que la quantité indéterminée л de
la folution de l'article 31, n'exprime proprement autre chofe
•que la force avec laquelle chaque élément du fil réfifte à
être allongé par l'action des forces extérieures ; c'eft à-dire,
ce qu'on nomme communément la tenfion du fil. C'eft auffî
ce qu'on auroit pu trouver dire&ement par la théorie de
l'article 7 de la Section précédente, ainfi que nous l'avons
fait à l'égard de la preflion exercée par le fil fur une fur-
face ( art. préçéd. ).

43- Suppofons de nouveau le fil inextenfible, mais au lieu
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áe le fuppofer en même-tems parfaitement flexible, comme
on Га fait jufqu'ici, fuppofons-le élaftique, enforte qu'il y
ait dans chaque point une force que j'appellerai E , qui
s'oppofe à l'inflexion du fil, & qui tende par conféquent à
diminuer l'angle de contingence. Nommant cet angle tf, on
aura, comme dans l'article z6 (en changeant feulement d
en <F), Es e pour Je moment de chaque force E; donc
SE f e fera la fomme des momens de toutes les forces d'élaf-
ticité qui agiiTent dans toute la longueur du fil , laquelle
devra donc être ajoutée au premier membre de l'équation
générale de l'équilibre dans le cas d'un fil inextenfîble 6e
parfaitement flexible ( art. 30 ).

Toute la difficulté confifte done à. ramener l'intégrale
SE f e à. la forme convenable ; pour cela il faut commencer
par chercher la valeur de t ; or nous avons trouvé plus haut

(art. г6} у cof. ç =» +~ , d'où l'on tire

_ ,

pour appliquer cette formule au cas préfent, il fuffit de
remarquer' que les coordonnées x', у'л ^', x",̂ ", ̂ ", х"'^у"'\ %'"
par lefquelles nous avons exprimé les quantités fy g> k
(art. ii & 20), deviennent ici x \ y > \; x-+- dx^y-^e-dy^
^•4-^^;л:Ч- ídx + í/*A,^-b z dy •+• d* yy £•+• a</;(-4- d* ^;
enforte qu'on aura /' =» d x* -H dy* •+• d ̂  = d s* э

f = (dx •+• f x)* -h (dy -b í/»* -f- (</ ï - -b d\Y
*=*dx* -*-dy* 4- d-£ •+• a, (dx^x -t- dyd*y -b d\ d*\)
•4- ^АЧ- <Лу» -i- ^ ^ c=.í/ja •+• г ds d* s -+• d1 x* -+• dy

\ A1 = (i dx H- ̂  .v / -4- (2 ^ 4- d*y}* -+- (2 d\ -t- í/1 í)1
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' -W1^*; "donc/1 -H g*

* (í/*-** Ч- J1 у* Ч- <?5j*)
= 4^-í1 (d* x* -h ̂ y 4- d*-£ : — í/V).

JQonc enfin on, aura

Í7n ^» — ^^4-^^-f-rf'f ~^^im e -- -^j -- .

Comme cette valeur de fin c* eft infiniment petite 'du fécond
ordre, il -s'enfuit que fin e, &C par conféquent auffi Tanglee
fera infiniment - petit du: premier ordre î de forte qu'on aura

A

V ( J* X'1 -f- if1 y» Ц- J> 71 — rfl.r» )

c'eft l'expr^ffion de l'angle de contingence e dans une,
courbe quelconque à double courbure.

44- On différenciera maintenant fuivant <f, pour avoir
la valeur de f e , & comme par la condition de l'inexten-
fibilité du fil on a déjà S- d s = о (art. z i ) , & par confé-
quent auiïï aï äs =» í d* s = о , on pourra traiter dans la
différenciation doht il s'agit, </i & d* s comme conftantes ,
ainfi Ton aura

_ . , «M» y •+- <f' :[ S <£'
"

fubftituant dans SE^e, 6c faifant pour abréger

__ __
^ ofj V (• d1 v1 -t-tll y* + et* ? -± dl s* ) *

on aura donc

^ SJd% y Ыг x -к
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Ces expreifions étant traitées fuivant les règles données

dans l'article 17 de la Seâtion quatrième,, en y changeant
d'abord f d en df, &: intégrant ;enfuit$ par-parties pour faire
diiparoître le d avant <P, on aura les transformées fuivantes,

ïdby^Fd^ytdïy" — d. (I"d*y"}ïy"

/y-h d. (7'^ун/ 4-£^(/<y)

S Id1 î rd> î « l" d* f ds f" — d. ( Г<{* i" ). t f

On ajoutera donc ces diffërens termes à ce'ux qui 'formen с
le premier membre de l'équation générale de l'équilibre de
l'article 30, & l'on aura l'équation de l'équilibre d'un fil
inexten^ble & élaftique.

4 5 • Égalant d'abord a zéro les coefficients des variations
<гя, fy) . ï% qui fe trouvent fous le /igné S9 on aura ces
trois équations indéfinies

d. ~L- ц-^. (Id1*) i-i= о

d'où il faudra élimine. r l'indéterminée^, ce qui les réduira
à deux, qui fuffiront pour déterminer la courbe du .fil...

Une premiere integration donne
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A ) "В , С. étant des confiantes arbitraires , ôc l'élimination,
de A donnera

dx d. (Id1 ï)-+did. (Id* x) = (A +fXdmJ di-*(C ^rfZ dm)dx

dy d. (Id1^) — d^ d,(ld*y) = (В -Ь/Г dm) d^ — (C 4-/Z dm)dyy

dont. la dernière eil déjà contenue dans les deux autres.

Ces- équations fonç de nouveau 'intégrables, & l'on aura

](dx d*y — dy df xj=* F ̂ f(A^fXdm) dy ->f(B -h/7 d m) dx^

F, Q , H étant de nouvelles confiantes.
, Or nous avo.ps fuppofé plus haut (article 44) ,

; le carré du dénominateur
— 1 г

de cette ^antiré eil J? (# x.\ rf- £ У -h f/* \ г) — ds* d1 í»
*= (dx* -4- ï f ->r d f) (d1 x1 4-^/4- d*?)
— (dx d1 * 4- dy d*'y -b d. i d1 ï/ = (d x f y — dy d1 x)"
r+- (dx d1^ — d\ d1 x)1 4- ( dy d1 \ — d ̂  d*y)\ Donc il on
ajoute "eníçmble les carrés des trpis équations précédentes,
on aura celle-ci , fans différentielles ,

) dy +-
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& fi oil divife enfemble .deux des, mêmes équations , on.
aura celle-ci où l'élaukiçé1 n'entré pas, •

m dx .

Ces deux- équations : font ce qu'il y ; í* 'de plus Timple pour
déterminer la courbe élailique , en ayant égard à la double
courbure.

46. Conildérons maintenant, les termes de l'équation gé-
nérale qui font hors du figne S', ces termes, font

-- ä.(l"dl
x") \

— (J .̂ -- d. (Г d1 x1) ) -fx ' — Т Л x' d f x'

- - d'

& il faudra les faire difparoître indépendamment des valeurs
de

Ьопс, i°, fi le fil eft entièrement libre, il faudra que
les coëificiens des douze quantités JV, cTy", J4^'', </<Гх",
rf-ry', dï^ f , fxf9 <ry, J4^, c/^x', rf/y, tfJ4^ foient chacun
nul en particulier,

Or d'après les premières équations intégrales de l'article
45 » on voit qu'en faifant commencer les intégrations au
premier point du fil , les cocfficiens de ^x', f y', J»ç', font

О
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égaux à A\ B9 C, & ceux de <fx", ty"; S"f deviennent
A-^SXdm^ В -+- S Y dm, С H- JZVm.'Aibfî il faudra
que l'on ait- dans le cas dont il ; s'agit Ла=о, 5=ао,
^=»0, & SXdm=*o, S Y d m = t K & ) 5ЪагЛ=*о.

Enfuite il faudra que l'on ait auffi -Pd* d'** ò , I"d*y"= о ,
Г d* f = p , & /' </• j. = p , /V*/ = o , /V s' = o , pour
faire difparoître les termes affectés de i/^x", ^«Py", &с ; &
il eft clair que, les iècondes équations intégrales du même
article donneront -F = o9 G = o, ff = o ; &S(fXdm.dy
—fYdm. dx) = о , S (fXdm. d i — f Z dm. d x) = о ,

г°. Si la premiere extrémité du fil eft fixe , alors ^У== о ,
S- y' = о , f^ ~ о ; par conféquent ^ , В , С ne feront pas
nuls; mais la condition que les coëfficiens de fx", $~y"-> ?^'
foient -nuls , donnera A •*= . — S Xdm , Б = — S Y dm 9

C=B~— S'Tjdm'y & fi la pofition de la tangente à cette
extrémité étoit donnée auiïï, on auroit de plus dïx' = о ,
d S'y' == о , dP-^ = о , par conféquent F, (j , H ne feroient
pas nuls, mais la nullité des coëfficiens de dS'x"^ dS-y" ̂
dï Adonnerait F*=S ( (B -+-fYdm}dx — (A+fXdm)dy)
G = S ( ( C -h f T J d m } d x — (A >*

On raifonnera de la même manière par ráppoft a l'état de
ia féconde extrémité du fil.

3°. Enfin , fi outre les forces qui agiflent fur tous les points
du fil , il y en avoit .de particulières X\ Г, Z', X", Y", Z",
appliquées à l'une &i à l'autre extrémité» il n'y auroit qu'à
ajouter aux termes ci-deííus les fuivarrs ,

X'M-h Y's-y' ч- TJt£ H- X"fx" -+• Y"ty" -h Z" '̂7,
i<- s'il y avoit de plus d'autres conditions relatives à l'état de
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ces extrémités, on opéreroit toujours de la même façon Se
d'après les mêmes principes.

47- Si on vouloit que le fil fût doublement élaftiquè.,
tant à l'égard de l'extenfibilité , qu'à l'égard de Ja flexibilité,
alors on auroit dans l'équation générale de l'équilibre, à la
place du terme Sbdïs, celui-ci ,$ Fds-s , c'eft-à-dire /fini-
plement F à la place de л , en nommant F la. force d'élaf-
ticité qui réfifte à l'èxtenfion du fil (art. 41). Mais il fau-
droit de plus, dans ce cas, regarder d s comme,- variable
dans l'expreflîon de «Te; par conféquent il faudrok ajouter
à la valeur de ? e de l'article 44,' ces deux termes, dans
lefquels je fais , pour abréger, V(d* x'-W1 y'-b-d* "£ — d*s ') == <r,

_ J+*L _ J^jíí. ; donc on ajouteroit à la valeur de

u même article les termes —5 тт- sds — S — ~ fd1 s ;1 rds

ce dernier fe réduit d'abord (article 17, Section 4) à

; -donc
£"//!j"

il faudra ajouter à la valeur de SEs~e les termes — ( r , ,</ f , , d ï s '

Le dernier

terme 'de cette expreflîon étant analogue au terme S F S- d s
fera fufceptible de réductions femblables ; à l'égard des deux
autres il n'y aura qu'à y fubftituer pour dïs fa valeur
dxdïx-+.dy dè-v-b-didii ï ï j). - d - э en marquant toutes les lettres d un

trait ou de deux.
Dé-là il eft facile de conclure qu'on aura pour la folu-

tion du cas préfent, les mêmes formules que dans les articles
О г
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31 6c 31, en y mettant feulement jF-h d. —т^

place de л; ос ajoutant aux coëfficiens de dfrx", dfy",

<^f, dfx', d ? y', d$~7^ les quantités u" dx", <*" dy"9 «Vf,

u d x'y <*' dy') u' d?'у и étant <= —

4 8 • Venons enfin au cas d'un fil inextenfible & infle-
xible; on aura ici pour la fomme des mornens des forces

la même formulé intégrale que dans le cas de l'article 30,

c'eft-à-dire, S ( Xïx H- Y í1 y •+• Z<T^ ) dm ; enfuite la condi-
tion de l'inextenfibilité du fil donnera comme dans le même

article, fds= o; & celle de l'inflexibilité donnera <Te = о1,
puifque l'angle de contingence doit être. invariable ; mais*,
ces deux conditions ne fuffifent pas encore dans le cas où

la courbe eft à double courbure, comme on va le voir.

4p. Pour traiter la queftion de la manière la plus fimple

& la plus directe, je remarque que tout confifte à faire
enforte que les difFérens points de la courbe du fil confervent
toujours entr'eux les mêmes diftances : or en confidérant plu-

fieurs points fucceffifs, dont les coordonnées foient x, y, \,
x-H dx ^y -+- d y ,£ -H i/£, л: H- adx H- d* x 9y H- г d y

-í- d*y, •{ H- 2 d\ •+• d1 ^ &c. Il eft clair que les carrés des

diftances entre le premier de ces points ôc les fuivans feront
exprimés par les quantités dx* 4- dy2 -b-d-f , ( i d x-{-d1 xj1

)\ (}Jx-+- 3 d^-b-d1 х)г

Ч- з d1 % -f- d3 ^J1-, &c.

Suppofons, pour abréger , d x1 4- dy* -h d-£ = « ,
d1 хг Ч- d1 уг -t- d1 ^ = ß , d1 x1 -f- d* y2 -+- d* -£ = y , &c,
les quantités précédentes étant développées, deviendront
a. t 4 ci 4- ZÎ /*H- j6 ,
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5> a, 4- ? o? « -h 9 / 3 4 - ) (d** — i 0 ) 4- 3 <f 0 -4- У

Il faudra donc que les variations de ces quantités foient

nulles dans toute l'étendue de la courbe, ce qui donnera

ces équations indéfinies,

«Г* = s o , 4eT* -+. ï S-d л H- «ГуЗ = о, ? «г* Ч- у $d a.

Ч- з «Г£4-3 сР</* « -4- 3 ^^ Ч- <Г?' = °» &с ; mais <г* étant = о,

on a auífi í/<T* =s «TÍ/ л r= o ; donc <г/з = o ; dé-là on aura de

plus d1 f et. = f d1 а = O, d£ß= ïd ß = O J doilC ^j-ssO ;

& ainíí de fuite. De forte que les équations de condition pour
rinextenfibilité & l'inflexibilité du fil feront <Га = о,
«r^ = о, «F?' = о , &c, c'eft-à-dire, en difTérentiant & chan-
geant ï d en i/J1,

</ x d <Гх Ч- í/y i / < T j y - 4 - ^ ^ ö f < r ^ = o

x 4- dly d1 í-y 4- d11 d1 «T£ = o

x-b-dydtfy-b-cl1 ^ í / 3 <T^ = o,

&c.

II eft clair qu'il fuffit de trois de ces équations pour dé-
terminer les trois variations J1*, ^y, <r^, d'où l'on peut
d'abord conclure que dès qu'on aura fatisfait aux trois pre-
mières , toutes les autres qu'on pourroit trouver à l'infini ,
auront lieu d'elles-mêmes ; c'eft au/fi de quoi on peut fe
convaincre par le calcul même, comme on le verra 'plus
bas ( art. 55).

,50. On. aura donc par notre méthode cette équation
générale de l'équilibre,
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laquelle par les transformations enfeignées fe réduira1 à Ia
forme fuivante ,

o =S (X' d m — d. (*dx) 4- d\ (ц â1 x)— d*, (y d* x)) f x

-^S(Ydm — d.(^dy)-^d\ (p d* y) — o?' . (v d* y}} í y

4- S (Z dm — d. (bd\) 4- et*, (ц d1 \) — #. (y d*

H- (*" d x" ~ d. (H." d* x") -H d\ (v" d* x")) ï x"

4- &' d1 x" — d. (v" d> x")) dfx" 4- v" c/5 x" d1 f x"

H- ̂ '^y"— d(v"d>y"))d*y" Ч- /' J'y" J* f y"

ц- (^ d f — d, (n" £ f; -f- d1 (v" d> •£)) <Tf

« j" ?" — ̂ . ̂ /' ̂  ̂ ;; ^ f ч- /' ̂  ?" ̂  «r f
л' Jx7 — í/. ̂  d:x'J 4- ̂ . f/ ^ x'}} f x'

— ^ d1 x' — J. f/ d* x')) dïx1 — / d* x1 d1 f x1

__^y_^. (Sel'y'JJdfy' — Scl'y'a'-

—d. (и-1 d* t) +.d\(,'d> t)) S-

-d. (v1 d\ •()) dt-t - / ̂ 3 í' ̂  í l'.

5 I. Egalant d'abord à zéro les coëfficiens de <rx, <ry, <Tr
fous le figne 5", on aura ces trois équations indéfinies,

Xdm — d.(b dx) H- d\ (pdl x) — d\ (v d> x) »• о

Y d m — d. (* dy) Ч- J1. (W* y^ — ̂ . (' d* y ) = o

lefquelles renfermant trois variables indéterminées, *, А*Э ',
ne ferviront qu'à déterminer ces trois quantités j enforte
qu'il n'y aura aucune équation indéfinie entré les différentes
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forces X, Y, Z qu'on fuppofe appliquées à tous les points
de la verge.

Pour déterminer les quantités dont -il s'agit , il eft clair
qu'il faut intégrer les équations précédentes ; or c'eft ce qui
cil facile, & l'on aura ces trois-ci,

fXdm — *dx->rd.(nd*x) — £.(vd*x)^A

f Y dm.— xdy^rd. (ц d*y) — d\ (v #y) = В

A, В , С étant trois confiantes arbitraires.

Je remarque de plus , que fi on multiplie la première par
dy ou d-[ , & qu'on en retranche la féconde ou -la troiiîeme
multipliée par dx, pour éliminer A de ces 'trois équations,
on aura celles-ci ,

dyfXdm — dxfYdm

— dy d\ (vd*x) -+- dxd\

— d-{ d\ (v d x)

; — d ^ & . (v d3 y) ч

lefquelles font auffî intégrables, ôc dont les intégrales font

yfXdm — xfYdm —f(Xy — Yx) dm

x-—dxd ty) — dy d. (v d* x) -H dx d. (v d* y)

\fXdm— xfldm—

* x—dxd* \ )—d\d . (* J1 x} -+-dxd. fi ^
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-+- " (d1 l ct}''X — d1 X (P \) = AI — C x 4- G ,

-y fid m ~f(Yi - Z y) dm

— dyd*-{) — d-{d.(* d*y) -h dy à., fid' \)

d1 y — d* y d* %J = B i — С у Ч- Я,

F, G y H étant de nouvelles confiantes arbitraires.

Ces trois dernières équations ferviront à déterminer les
trois quantités /*, v & ^c ; & les trois premières équations
intégrales donneront les valeurs de л ,<//*, e/1 y. Ainfi on aura
toutes les inconnues qui entrent dans les termes de l'équa-
tion générale ( art. préc. ) qui font hors du figne S ; il iuf-
fíra pour cela de marquer dans les fix équations qu'on vient
de trouver, toutes les lettres d'un trait, ou de deux 3 à l'excep-
tion des confiantes arbitraires, en fuppofant nulles dans le
premier cas les quantités affe&ées du figne y, lefquelles
font cenfées commencer au premier point du fil л &С chan-
geant dans le fécond cas,/*en S dans les mêmes quantitésл

pour les rapporter au dernier jpoint du fil.

52. Cela pofé, voyons maintenant les conditions qui
peuvent réfulter de ranéantifTement des termes hors du
figne У dans l'équation générale de l'équilibre ( art. 50).

Et d'abord fi on fuppofe la verge entièrement libre, les
variations <Гх', <г/, «г^, dfx', d^y', dï^ 4г ïx'yd^y', d1 <T^,
Si <Глг", <Гу", ^^", dïx", 8cc, feront toutes indéterminées;
par conféquent il faudra égaler à zéro chacun de leurs
coëfficiens; & il eil vifible qu'il faudra pour cela que les
quantités A', «', /, d/^', d^ d*Vy ainfi que A", /*", /', <//*",
dr", d1 *" foient toutes nulles.

Donc les trois premières équations intégrales de l'article
précédent,
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précédent , donneront ces fix conditions , о =ае A , о = В ,

Et les trois dernières donneront celles-ci ,

о *=Л/ — Бх'Н-F, o«^'~ CV -h G-, о = B i'

— y"SZdm —

Donc ^=o, 2î s= о , С« о , -F= о , Cr ss. о , Я — о ;

& par conféquent

S X dm c=ss o, S Y dm = o, SZ dm = о ,

S(Xy—Yx)dm « o, S(Xi—Zx)dm = o, i(Tl— 2> ̂ « =• о .

Ces fix conditions font donc les feules qui foient nécef-
faires pour l'équilibre d'une verge inflexible lorfqu'il n'y a
pas de point fixe;, c'eft ce qui s'accorde avec ce que nous
avons dit plus haut (art. 15), & c'eft auflî ce qu'on auroit
pu déduire immédiatement de la théorie donnée dans la
Section troifieme , ainû que nous l'avons remarqué dans l'ar-
ticle cité.

5 3 • Suppofons maintenant qu'il y ait dans la verge un
point fixe, & que ce point foit la première extrémité de
la verge ; dans ce cas on aura S~x' = о , í y1 = о , jy = о ;
enforte que les termes affectés de ces variations difparoî-
tront d'eux-mêmes; il fuffira donc d'égaler à zéro les coëf-
ficiens de </<Tx'3 <fjy, df\', rfVx', ifjy, d* r%'tjànû. que les
coëfficiens de tyf'% f y", .r^", drrf't d S'y", ôcc.

eft aifé de voir que pour cela il fuffira que l'on
P
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ait fi = о , /.;*= о , d v' c= о ; & enfuitc Vх = o , //' == o ,
r" = o, dt*"=o, d*" =• o, d1*" =. o, comme dans le cas
précédent; & Ton trouvera les mêmes conditions que dans
l'article précédent, à l'exception de ce que Лу В , С ne
feront pas nulles. *

On aura donc ./Í = SX d m , 5 —SYdm, C= SZdmy

«nfuite F=Bx'— Ay',G = CiJ-.AÏ,H=Cy'-Bt*
& les trois dernières équations fe réduiront à celles-ci ,

— S(Xy -Yx)dm ^BJ — Ayi—Sf-Xi-ZxJdm

= С'я! -A^ - S(Y^—Zy)dm=*Cy'— Bf-, c'eft-

— Zxjdm H- -xf SZ dm - ^ J^^m == o,

— Zy}dm-+-y 'SZdm — ^ S Y d m = o ; o u c e

qui eft la même chofe , à

— T{) — Z ( X — x1)) d

Ce font les feules conditions néceflaires pour l'équilibre , &c
il eft clair qu'elles répondent à celles que l'on a trouvées
dans l'article 14.

<j 4. Si la verge étoit fixement attachée par fa première
extrémité , enforte que non-feulement le premier point de
la courbe fût fixe , mais auflî la tangente à ce premier point ,
alors on auroit non-feulement ^^' = 0, f y' s=r о , «rij' = o,
mais auifi $dxf=dïx'= o, S-dy'=diy'= o, ïd^=dï^= о ;
par conféquent tous les .termes affectés de ces quantités
difparoîtroient d'eux-mêmes , & jl ne refteroit qu'à faire
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évanouir les termes affectés de d* JV, tfïy', с/'<Г^', ос de
f 'Х", Гу", «Tf» d f d', dfy", &C.

On n'aura donc dans ce cas que ces conditions

' = o, x" « о , и!' =. о , / = о , <//*" ~о , <fv"= о , <fV == о.

Donc les conftantes A , ß , С auront encore .les valeurs
Л = S X dm, В = SY dmt C=>SZdm ; eniuite les trois
dernières équations de l'art. 5 1 étant appliquées au dernier
point de la verge, donneront F s= S (Ух — Xy)dm,
G = S(Zx — Xï)dm, H = S (Zy — Y т*) dm. Et fi on
applique ces mêmes équations au premier .point , on aura

J (dy'ddx1— dx'ddy1) — dJ (dy'd* x' — daifd^) =F= Ay' — Bx'-+- F

d'où éliminant p! & dv' , réfulte cette condition de l'équi-
libre

Voyez ci-deiTous un cas femblable , art. 59.

On pourroit réfoudre de la même manière tous les autres
cas, & particulièrement celui d'un corps de figure quel-
conque. Mais cette dernière queftion mérite d'être examinée
avec plus de foin, & par une méthode plus fimple que la
précédente.
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§. IV.

De l* équilibré, (Fun corps folide de grandeur fenfible 0 de
figure quelconque , dont tous les points font tirés par des.
forces quelconques.

5 5" . Puifque la condition de la folidité du corps eonfifte
en ce que tous fes points confefvent conflamment entr'eux
la même pofition & les mêmes diftances, on aura entre les
variations ïx^fy , <r^ , les mêmes équations de condition

qu'on a trouvées dans l'article 49 ; ainfi on pourra, par leur
moyen, déterminer immédiatement les valeurs? de ces varia-
tions. Pour cela je remarqué que comme en paffant aux
différences fécondes , il eft toujours permis de prendre une
des différences premières pour confiante , on peut fuppofer
dx confiante, & par conféquent d* x =a о , d1 x = о , &c i
moyennant quoi la féconde ôc la troifieme équation de l'ar-
ticle cité, deviendront

La première de ces équations donne d'abord

< / * / , . & différentiant

cette valeur étant fubftituée dans la féconde équation', elle

fe trouvera toute divifible par d1 ̂  — — ̂  — - , & on aura

après la divifion d1 S% — ~- d * f % = o ; d'où l'on tire, en

intégrant d * f % — fLd* y , f L étant une confiante. Ayant
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d*f% on trouvera d1 S y = — f L аг \ ; donc integrant de
nouveau, & ajoutant les confiantes — sMdx^ fNdx, on
aura </,?;£ = ïLdy — fMdx^dïy^ — s -Ld^^fNdx^
& ces valeurs étant enfuite fubftituées dans la première
équation de condition , favoir dxd$x-\~d yd^y-^r d\d^\ = o^
il viendra dïx = — fNdy H- fMd\.

Enfin on aura par une troifieme intégration , & par l'ad-
dition des nouvelles confiantes <Гл, <Г/*Э < T C ,

= ^л— у

Et il eft facile de fe convaincre que ces expreffîons ne fads-
font pas feulement aux trois premières équations de condi-
tion de l'article 49 , mais aulîî à toutes les autres qu'on
pourroit trouver à l'infini , & qui font toutes renfermées
dans cette équation générale d"xdn îx •+- dn y dn ï y H-

Teiles font donc les valeurs de «Tx, ^y, f% pour un fyf-
tême quelconque de points unis enfemble^ de manière qu'ils
confervent toujours entr'eux les mêmes diftances ; ainfi ces
valeurs fervîront non-feulement pour le cas d'une courbe
quelconque mobile Se invariable dans fa figure, mais auffi
pour le cas d'un corps folide de figure quelconque.

5 6. Puis donc que les valeurs précédentes de J\v, /y, <Tç
Satisfont déjà aux équations de condition du problême , il
eft clair qu'il fuffira de les fubftituer dans la formule

•Sy.XVjç-h Yïy-\-2 f^}dm y &c faire enforte qu'elle de-
vienne nulle, indépendamment des quantités < T * , <!>, < T > ,
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< r Z , SMj s-N qui font les feules indéterminées qui
reftent.

Or comme ces quantités font les mêmes pour tous les
points du corps , il faudra dans la fubftitution les faire fortir
hors du ligne S; & l'on aura conféquemment cette équa-
tion générale de l'équilibre d'un corps folide de figure quel-
conque.

*x S Xdm -h fnSYdm 4-^5Z dm

d'où l'on tirera les équations particulières de l'équilibre , en
ayant égard aux conditions du problême.

57. Et d'abord file corps eft fuppofé entièrement libre,
les fix variations <Рл, <f>, f y , <rZ, s- M , «P JV", feront toutes
indéterminées, & il faudra égaler féparémenc à zéro les
quantités par où elles fe trouvent multipliées ; ce qui don-
nera ces fix équations déjà connues,

S Xdm = o, S Y dm =o, S Z dm = о

S( Yx - A» am=*o, S(Xi— Zx) dm=ot S( Zy-Y$ dm =ol

58- En fécond lieu , s'il y a dans le corps un point fixe
autour duquel il ait fimplement la liberté de pouvoir pi-
rouetter en tout fens, 6c qu'on nomme я , Át c les valeurs
des coordonnées *, y, ç pour ce point ; il faudra que l'on ait
;a î=o, ïb=* o, <Tc = oj donc ^л — b$'N-+-c£M = o,
tf* + afN — cïL= o, fv— afM-t-6fL = o, d'où l'on
tire
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Qu'on fubftitue ces valeurs dans l'équation générale de
l'article précédent , & mettant fous le figne S les quantités
a ^ b ^ c qui font confiantes par rapport aux différens points
du corps , on aura cette transformée ,

laquelle ne fournira donc plus que trois équations , favoir ,

S(Y(x — a)—X(y — b))

S (X(\ — c) — Z (x — a))

5 9- En troifîeme lieu s'il y a dans le corps deux points
fixes, & <^ue/, g, k foienc les valeurs de x, уъ ^ pour le
/eeond de ces points , on aura de plus

donc , comparant ces valeurs de <r л , <r ц. , j f avec celles
de l'article précédent, on aura

( f—aj fN—(k-c J*L = о

»-о.
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Les deux premières de ces équations donnent

& comme ces valeurs fatisfont aufïï à la troifieme équation ,
il s'enfuit que la variation fN demeure indéterminée.

Faifant donc ces fubftitutions dans la transformée de l'ar-
ticle précédent, on aura

— c )S(Y(x~ a) — X(y

ainiî les conditions de l'équilibre feront renfermées dans
cette feule équation ,

. En général iî les deux points du corps que nous ve-
nons de fuppoier fixes ne l'étoienc pas , mais qu'ils fuiTent
mobiles fur des lignes ou des furfaces données, ou même
joints entr'eux d'une manière quelconque, on auroit alors
une ou plufieurs équations différentielles entre les variations
des coordonnées a, b ъ с, /*, g, à qui répondent à ces
points ; & fubilituant à la place de ces variations leurs
valeurs en <Гл, J>, jv, <rZi, s M, «T'JV, d'après les formules
générales de l'article 55, on auroit autant d'équations entre
ces dernières variatiofls, au moyen defquelles on détermi-
neroit quelques-unes de ces variations par les autres, &c
fubilituant enfuite ces valeurs dans l'équation générale, on
égaleroit à zéro chacun des coëfficiens cbs variations reftantes;

ce
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ce qui fournira toutes les équations néceflaires pour l'équi-
libre.

La marche du calcul eft, comme l'on voit, toujours la
même; & c'eft ce qu'on doit regarder comme un des prin-
cipaux avantages de cette méthode.

6 1. Au refte, les expreiîîons trouvées plus haut (art. yj ),
pour les variations сГдг, <Fy, <Г^ font voir que ces variations
ne font que les réfulrats des mouvemens de tranflation & de
rotation , que nous avons confidérés en général dans la Sec-
tion troiiîeme.

En effet, il eft vifible que les termes < Г л , <r> , f v qui font
communs à tous les points du corps, repréfentent les petits
elpaces parcourus par le corps , fuivant les directions des
coordonnées x, у„ ^, en vertu d'un mouvement quelconque
de tranf lat ion ; &c on voit par les formules de l'article 3 de
la même Section, que les termes ч^М — y?N, x^N—
\£L,y$L — л: S-M repréfentent les petits efpaces parcourus
par chaque point du corps, fuivant les mômes directions,
en vertu de trois mouvemens de rotation <rZ, f M, <rJV
autour des trois axes des-*, jy, ^; ces quantités <T L, «rM,
f-N répondant aux quantités d 4, í/«, d if de l'article cité.
Ainiî on auroit pu déduire immédiatement les expreiîîons
dont il s'agit de la feule coniîdération de ces mouvemens,
ce qui auroit été plus iimple , mais non pas fi direct. L'ana-
lyfe précédente conduit naturellement à ces expreiîîons, &
prouve par-là d'une manière directe & générale, que lorf-
que les différens points d'un fyftpme confervent leur pofî.
don refpedtive; le fyftême ne peut avoir à chaque inftant
Яие des mouvemens de tranflation dans Tcfpace, & de ro-
tation autour de trois axes perpendiculaires entr'eux.

Q
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S I X I E M E S E C T I O N .

Sur les Principes de l'Hydroßatiquc.

( / u o i Q U E nous ignorions la conftitution intérieure
des fluides, nous ne pouvons douter que les particules qui
les compofent ne foient matérielles, &: que par cette raifon
les loix générales de l'équilibre ne leur conviennent comme
aux corps folides. En effet, la propriété principale des
fluides & la feule qui les diftingue des corps folides,
confifte en ce que toutes leurs parties cèdent à la moindre
/orce, & peuvent fe mouvoir entr'elles avec toute la faci-
lité poflîble, quelle que foit d'ailleurs la liaifon & l'a&ion
mutuelle de ces parties. Or cette propriété pouvant aifément
être traduite en calcul, il s'enfuit que les loix de l'équilibre
des fluides ne demandent pas une théorie particulière, mais
qu'elles ne doivent être qu'un cas -particulier de la théorie
générale de la Statique. C'eft fous ce point de vue que nous
allons les confîdérer; mais nous croyons devoir commencer
par expofer en peu de mots les diiFérens principes qui ont
été employés jufqu'ici dans cette partie de la Statique, qu'on
nomme communément Hydroftatique.

Archirnede eft le plus ancien Auteur qui nous ait laiiTé
quelques principes fur l'équilibre des fluides. Son Traité de
Jnßdentibus húmido n'a jamais été retrouvé en grec ; il y en
avoit feulement une traduction latine aílez défeibueufe,
lorfque Commendin entreprit; de le reftituer & de Téclaircir
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par des notes ; il parut par les foins de ce favant Commen-
tateur en 1565 , fous le titre delis qu<z vekuntur in aquâ.

Cet Ouvrage qu'on peut regarder comme un des plus pré-
cieux reftes de 1'antiquiré, eft divifé en deux Livres. Dans
le premier Archimede pofe ces deux principes, qu'il regarde
comme des principes d'expérience, & fur lefquels il fonde
toute fa théorie. i°. Que la nature des fluides eft telle que
les parties moins preiïées font chaiTées par celles qui le font
davantage, & que chaque partie eft toujours preiTée par le
poids de la colonne qui lui répond verticalement. 1°. Que
tout ce qui eft pouflTé en haut par un fluide, eft toujours
poufTé fuivant la perpendiculaire qui p a île par fon centre
de gravité.

Du premier principe Archimede conclut d'abord que la
furface d'un fluide dont toutes les parties font fuppofées
pefer vers le centre de la terre, doit être fphérique pour
que le fluide foit en équilibre. Enfuite il démontre qu'un
corps auflï pefant qu'un égal volume de fluide doit s'y en-
foncer tout-à fait, parce qu'en confidérant deux pyramides
égales du fluide fuppofé en équilibre autour du centre de la
terre, celle où le corps ne feroic plongé qu'en partie, exer-.
ceroit une moindre preilion que l'autre fur le centre de la
terre/4 ou en général fur une furface fphérique quelconque
qu'on imagineroit autour de ce centre. IL prouve de la même
manière que les corps plus légers qu'un égal volume du
fluide ne peuvent s'y enfoncer que jufqu'à ce que la partie
fubmergée occupe la place d'un volume de fluide auffi pefant
que le corps entier; d'où il déduit ces deux théorèmes Hy-
droftatiques, que les corps plus légers que des volumes
égaux d'un fluide y étant plongés, en font repouiTés de bas

Q*
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en haut avec une force égale à. l'excès du poids du fluide
déplacé fur celui du corps plongé, 6c que les corps plus
pefans y perdent une partie de leur poids égale à celui du
fluide déplacé.

Archimede fe fert enfuite de fon fécond principe pour
• établir les loix de l'équilibre des corps qui flottent fur un
'fluide; il démontre que toute Se&ion de fphere plus
légère qu'un égal volume du fluide, y étant-plo-gée, doit
néceiTairement fe difpofer de manière que la bafe en foit
horifontale ; 6c fa démonftration confifte à faire voir que fi
la bafe étoit inclinée, le poids total du corps confidéré comme
concentré dans fon centre de gravité, &: la pouiTée verti-
cale du fluide confidérée auffi. comme concentrée dans le
centre de gravité de la partie fxibmergée, tendroient tou-
jours à Faire tourner le corps jufqu'à ce que fa bafe fût re-
deven'ue horifontale.

Tels font les objets du premier Livre. Dans le fécond,
Archimede donne, d'après les mêmes principes, les loix de
l'équilibre de différens folides formés par la révolution des
Sections coniques, & plongés dans des fluides plus pefans
que ces corps; il examine les cas où ces conoïdes peuvent
y demeurer inclinés, ceux où ils doivent s'y tenir debout,
&: ceux où ils doivent culbuter ou fe redreiTer. Ce Livre eft
urç des plus, beaux monumens du génie d'Archimede, &c
renferme une théorie de la ftabilité des corps flottans, à
laquelle les modernes ont peu ajouté.

Quoique d'après ce qu'Archimede avoit démt>ntré, il ne
fut pas difficile de déterminer la preffion d'un (fluide fui" le
fond ou fur les parois du vaie dans lequel il eft renfermé,
Stevin eil néanmoins le premier qui ait entrepris cette re-
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cherche , et qui aie découvert le paradoxe Hyciroibitique ,
qu'un fluide peut exercer une prefiion beaucoup plus grande
que ion propre poids. C'eft dans le tome troificme des
Hypomnemata Mathcmatica, traduits de l'Hollandois par
Snellius, &. publics à Leyde en 1608, que j4 trouve Ia f
théorie Hydroftatique de Stevin. Après avoir prouvé qu'un
corps folide de figure quelconque, & de même .gravité que
l'eau peut y refter dans une fituation quelconque, par la
raifon qu'il occupe la même place, & pefe autant que il
c'étoit de l'eau, Stevin imagine un vafe rectangulaire rempli
d'eau, & il fait voir aifément que ion fond doit fupporter
tout le poids de l'eau qui remplit le vafe. Il fuppofe enfui ce
qu'on plonge dans ce vafe un folide de figure quelconque,
6c de même gravité que'l'eau, il eft clair que la preifioiï
reitera la même ; de forte que fi on donne au folide plongé
une figure telle qu'il ne refle plus qu'un canal de fluide
d'une figure quelconque, la preflion de ce canal fur la bafe
fera encore la même, Ôc par/ conféquent égale au poids
d'une colonne verticale d'eau qui auroit cette même bafe.
Or Stevin obferve qu'en fuppofant ce folide fixement ar-
rêté à fa place , il n'en peut réfulter aucun changement dans
l'action de l'eau -fur le fond du vafe; donc la preifion fur
ce fond iera toujours égale au poids de la même colonne
d'eau, quelle que foit la figure du vaie.

Stevin pafle dé-là à déterminer la preffion de l'eau fur
les parois verticales ou inclinées; il divife leur furface en
pluiîeurs petites parties par des lignes horifontales, & il fait
v°ir que chaque partie eft plus preíTée que fi elle étoit ho-
rifontale & à la hauteur de ion bord fupérieur, mais qu'en
même'tems elle eft moins preifée que fi elle étoic placée
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horifontalement à la hauteur de fon bord inférieur. D'où
en diminuant la largeur des parties, & augmentant leur
nombre à l'infini, il prouve par la méthode des limites,
que la preffion fur une paroi plane inclinée, eft égale au
poids d'une colonne dont cette paroi feroit la bafe, 6c dont
la hauteur feroit la moitié de la hauteur du vafe.

Il détermine enfuite la preffion fur une partie quelconque
d'une paroi plane inclinée, & il la trouve égale au poids
d'une colonne d'eau qui feroit formée en appliquant per-
pendiculairement à chaque point de cette partie des droites
égales à la profondeur de ce point fous l'eau. Ce théorème
étant ainiî démontré pour des furfaces planes quelconques,
/huées comme l'on voudra, il eft facile de l'étendre à des

furfaces courbes quelconques, & d'en conclure que la pref-
iîon exercée par un fluide pefant contre une furface quel-
conque, a pour mefure le poids d'une colonne de ce même
fluide, laquelle auroit pour bafe cette même furface, con-
vertie en une furface plane, s'il eft néceiïaire, &c dont les
hauteurs répondantes aux diflerens points de la bafe, feroient
les mêmes que les diftances des points correfpondans de la
furface à la ligne de niveau du fluide, ou ce qui revient
au même, cette preiïïon fera mefurée par le poids d'une
colonne qui auroit pour bafe la furface preiTée, ôc pour

hauteur la diftance verticale du centre de gravité de cette
même furface, à la furface fupérieure du fluide.

Les théories précédentes clé l'équilibre ôc de la preffion
des fluides font, comme l'on voit,, entièrement indépen-
dantes des principes généraux de la Statique, n'étant fondées
que fur des principes d'expérience, particuliers aux fluides ;

& cette manière de démontrer les loix de l'Hydroftatique,
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en déduifant de la connoiiTance expérimentale de quelques-
unes de ces loix, celle de toutes les autres a été adoptée
depuis par la plupart des Auteurs modernes, & a fait de
l'Hydroftatique une fcience ;touc à-fait différente, & indé-
pendante de la Statique.

Cependant il étoit important de lier ces deux fciences
enfemble, & de les faire dépendre d'un feul & même prin-
cipe. Or parmi les dilïerens Principes qui peuvent fervir de
bafe à la Statique, & dont nous avons donné une expoiî-
tion fuccinte dans la première Section, il eft viíible qu'il
n'y a que celui des vîrefles virtuelles qui s'applique natu-
rellement à l'équilibre des fluides. Auffi Galilée, Auteur de
ce Principe, s'en eft fervi également pour démontrer les prin-
cipaux théorèmes de Statique & d'Hydroftatique.

Dans fon Difcours interne alle cofe ehe flanno infu l'aqua ,
o ehe in quelle ß mouvono ; il déduit immédiatement de ce
principe l'équilibre de l'eau dans un fyphon, en faifant voir
que fi on fuppofe le fluide à la même hauteur dans les deux
branches, il ne fauroit defcendre dans l'une , fie monter dans
l'autre, fans que les momens ne foient égaux dans la partie
du fluide quidefcend, & dans celle qui monte. Galilée dé-
montre d'une manière femblable l'équilibre des fluides avec
les folides qui y font plongés; Se quoique fes démonftrations
paroiiTent n'avoir pas toute la rigueur qu'on y pourroit déli-
rer, il eft cependant facile de l'y mettre en enviiageant le
Principe dont il s'agit dans une plus grande généralité, ainii
que l'a fait depuis l'Abbé Grandi dans fes notes, au même
Traité de Galilée. Defcartes & Pafcal ont également em-
ployé le principe des vîtefles virtuelles dans l'Hydroftatique ;
ce dernier fur-tout en a fait le plus grand ufage dans fon
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Traité de. l'équilibre des 'liqueurs, & s'en eft fervi pour dé-
montrer la propriété principale des fluides ; favoir qu'une
preiiïon quelconque appliquée à un point de leur furface ,
iè répand également dans tous les autres points.

Néanmoins, quoique ce Frincipe ait l'avantage d'être
/impie &: général, foit pour l'équilibre des fluides, ioit pour
celui clés corps folides, il a été abandonné par la plupart
des Auteurs modernes qui ont traité de l'Hydroftatique , &C
fur-tout par ceux qui ont entrepris de reculer les limites de
cette Science , en cherchant les loix de l'équilibre des fluides
hétérogènes, dont toutes les parties font animées par des
forces quelconques ; recherche très-importante par le rap-
port qu'elle a avec la fameufe queftion de la figure de la

Terre.
Huyghens a pris dans cette recherche, pour principe d'équi-

libre, la perpendicularité de la pefanteur à la furface« Newton
eft parti du principe de l'égalité des poids des colonnes cen-
trales. Bouguer a remarqué enfuite que fouvent ces deux
principes ne donnoient pas le même réfutait, & en a conclu
que pour qu'il y eût équilibre dans une mafle fluide , il falloir
que les deux principes y euiTent lieu à la fois, de s'accor-
daient à donner la même figure à la furface du fluide. Mais
icu M. Clairaut a démontré de plus qu'il peut y avoir des
cas où cet accord ait lieu , £: où cependant il n'y auroit
point d'équilibre. Maclaurin a généralifé le principe de
Nev7ton, en établiiTant que dans une malle fluide en équi-
libre, chaque particule doit être comprimée également par
toutes les colonnes re&ilignes du fluide, Icfquelles appuient
fur cette particule., & fe terminent à la furface; fie M. Clai-

l'a rendu pb.is général encore , en faifant voir que l'équi-

libre
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libre d'une mafle fluide, demande que les efforts de toutes
les parties du fluide, renfermées dans un canal quelconque ,
aboutiiTant à la furface , ou rentrant en lui-même, fe détrui-
iènt mutuellement. Enfin il a déduit le premier de ce Prin-
cipe , les vraies loix fondamentales de l'équilibre d'une mafle
fluide dont toutes les parties font animées par des forces
quelconques, & il a,trouvé |es équations aux différences
partielles, par lefquelles on peut exprimer ces loix. Décou-
verte qui a changé la face de l'Hydroftatique, & en a fait
comme une fcience nouvelle.

Le Principe de M. Clairaut n'eft qu'une conféquence na-
turelle du Principe de l'égalité de preflîon en tout fèns.
Auflî M. d'Alembert a-t-ildéduit immédiatement de ce der-
nier principe, les mêmes équations différentielles que M. Clai-
raut avoit trouvées par le lien; ôc il faut avouer que ce Prin-
cipe renferme en eiret la propriété la plus fimple & la plus
générale que l'expérience ait fait découvrir dans l'équilibre
des fluides. Mais la connoiiTance de cette propriété eft-elle
ipdifpenfable dans la recherche des loix de l'équilibre des
fluides ? Et ne peut-on pas dériver ces loix directement de
la nature même des fluides confidérés comme des amas de
molécules très-déliées, indépendantes les unes des autres,
& parfaitement mobiles en tout fens ? C'eft ce que je vais
richer de faire dans les Sellions fuivantes, en n'employant
que le Principe général de l'équilibre dont j'ai fait ufage
jufqu'ici pour les corps folides ; & cette partie de mon tra-
vail fournira, non-feulement une des plus belles applica-
tions du Principe dont il s'agit, mais fervira auflï a Ampli-
fier à quelques égards la théorie même de l'Hydroftatique.

On fait que les fluides en général fe divifent en deux
R
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efpeces; en fluides incompreflibles donc les parties peuvent
changer de figure, mais fans changer de volume; & en
fluides compreffibles £c élaftiques dont les parties peuvent
changer à la fois de figure & de volume, &C tendent tou-
jours à fe dilater avec une force connue qu'on fuppofe or-
dinairement proportionnelle à une fonction de la denfité.

L'eau i le mercure, &c, appartiennent à la première
efpece; & l'air, la vapeur de l'eau bouillante, &c, appar-
tiennent à la féconde.

Nous traiterons d'abord de l'équilibre des fluides mcom-
preffibles; & enfuite de .celui des fluides compreffibles &
élaftiques.

S E P T I E M E S E C T I O N .

De l'équilibre des fluides mcomprejjiblcs.

I. »Ь о ï т une mafle fluide m, dont tous les points foient
animés par des pefanteurs ou forces quelconques P, Qt

R У &c, dirigées fuivant les lignes p3 q> r> &c, on aura,
fuivant les dénominations de l'article т г de la Section 4 >
pour la fomme dès momens de toutes ces forces,. la for-
mule intégrale

S (PSp H- Q f q -f- Rïr Ч- &с) dm ,

laquelle devra être nulle en général, pour qu'il y ait équi-
libre dans le fluide.

2. Suppofons d'abord le fluide renfermé dans un canal
QU tuyau infiniment étroit, & de figure donnée; & imagi-
nons ce fluide divifé en tranches ou portions infiniment
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petites, dont Ja hauteur foit ds^ & la largeur » , on pourra
prendre dm = uds , à caufe que la largeur û> du tuyau eft
fuppofée infiniment petite, d s étant l'élément, de. la courbe
du tuyau. Or en imaginant que le fluide reçoive un petit
mouvement, &. change infiniment peu de place dans le.
tuyau, foit <TÎ le petit efpace que la tranche ou particule
dm parcourt dans le tuyau; il eft clair que <*Ps fera la quan-
tité de fluide qui paíTera err même-tems par chacune des
Serions и du canal. Donc A caufe de l'incompreffibilité du
fluide, il faudra que cette quantité foit par-tout la même ;
de forte que faifant « Xj = *, la quantité * fera confiante

par rapport à la courbe du tuyau. On aura ainfi. « =* -y- > &

par conföquent elm =*» -"• • - ; de forte que la formule qui

exprime la fomme des momens des forces, deviendra (en
faifant fortir hors du figne intégral S la quantité confiante *)

Rtr-ï-

Maintenant il eft vifible que puifque fp, * $ у * г 9 &с,
font les variations des lignes pt я , г, ôcç 9 réfukantes de la
variation f s , ces variations doivent avoir entr'elles les mêmes
rapports que les diffdrentielles dp , <^,</г,&с,^.у,а caufe

de la figure du canal donnée; ainfi on (a,ura -
7 iç S r dr „ • / j • if ï

77- = -j- » -jj = -^ , &c ; ce qui réduira la formule

précédente à cette forme,
« S (Pdp -f- Qdq -t- Rdr-*- &c) ,

où les difl-érentielles dpt dq> dr^ §cc , fe rapportent à Ц
courbe du canal , & le figne 5 indique une intégrale prife
par toute l'étendue du canal.

Faifant donc cette quantité вя.о,- on- aura l'équation
R г
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laquelle contient Ja loi générale de l'équilibre d'un fluide
renfermé dans un canal de figure quelconque.

3. Si outre les forces P 3 Q, R, &c , qui animent chaque
point du fluide , il y avoit de plus à l'une des extrémités du
canal une force extérieure n' qui agît par le moyen d'un
pifton fur la furface du fluide, & perpendiculairement aux
parois du canal ; alors dénotant par <Г У le petit efpace parcouru
par la tranche de fluide qu'on fuppofe preflee par la force n',
tandis que les autres tranches parcourent les différens ef-
paces í s , il faudra ajouter à la fomme des momens des
forces P, Ç, R\ &c, le moment de la, force n', lequel
fera repréfenté par n'JY. Or ii ou nomme «' la fe&ion du
canal à l'endroit où agit la force n', on .aura <*'i s' pour la
quantité de fluide qui pafle par la fe&ion «', tandis que par
une autre fe&ion quelconque « , il paÎTe la quantité de fluide
«<Гу.

Mais l'incompreiTibilité du fluide demande que ces quan-
tités foient par-tout les marnes ; donc ayant déjà fuppofe
» <r s = л , on aura auilî a ï s 1 = « ; par conféquent

f s' = -^T. Donc la fbmme totale des momens des forces qui

agiflfent fur le fluide , fera repréfentée par la formule

de forte que l'équation de l'équilibre fera

4- H eft évident que dans l'état d'équilibre, la force n'
doit être contrebalancée par la preffion du fluide fur le
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pifton dont la largeur eft w' j d'où il s'enfuit que cette pref-
fion fera égale à — n7, & par conféquent,

= *' S (P dp -b Q d q -h R dr -H &c ).

Donc en général la preffion du fluide fur chaque point
du pifton , fera exprimée par la formule intégrale

en prenant cette intégrale par toute la longueur du canal.
Et cette preffion fera aufli la même , fi au lieu d'un pifton
mobile on fuppofe un fond immobile qui ferme le canal
d'un côté.

ji . Si à l'autre extrémité du canal il y avoit une autre
force n" agiíTante de même par le moyen d'un pifton, on
trouveroit pareillement, en nommant V la fe&ion du canal
dans cet endroit, l'équation

pour l'équilibre du, fluide.

6- Donc fi le fluide n'eft preiTé que par les deux forces
extérieures n' & n" appliquées aux furfaces tt & »", il faudra

n' n"
pour l'équilibre que l'on ait —7- -4- —7- = о ; d'où Ton voit

que les deux forces n' & n" doivent être de directions con-
traires, & en .même tems réciproquement proportionnelles
aux furfaces «', «" fur lefquelles ces forces agiiTent. Propo-
fition qu'on regarde communément comme un principe d'ex-
périence, ou du moins comme une fuite du principe1 de
l'égalité de preffion en tout fens, dans lequel la plu.
part des Auteurs d'Hydroftatique font confifter la nature des
fluides.
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7. ConnoiíTant les loix de l'équilibre d'iui fluide renfermé
dans un canal très-étroit ôt de figure quelconque, il n'eft
pas difficile d'en déduire celles de l'équilibré d'une mafle
quelconque de fluide renfermée dans un vafe ou non.

Car il eft évident que fi une mafle fluide eft en équi-
libre , & qu'on imagine un canal quelconque qui la tra-
verfe, le fluide contenu dans ce canal fera auflî en équi-
libre de lui-même, c'eft-à-dire, indépendamment de tout
le refte du fluide. On aura donc pour l'équilibre de ce canal,
en faifant abftra&ion des'forces extérieures (arc: ï),
$ (Pdp -H Qdq 4- Rdr -f- &c ) = о s ôc comme la figure
du canal doit être indéterminée , l'équation précédente devra
toujours avoir lieu, en faifant varier cette figure d'une ma-
nière quelconque.

Dénotons en général par Ф la valeur de l'intégrale
S (P dp -H Q d q -f- Rdr -h &c) prife par toute la longueur
du canal, enforte que l'équation de l'équilibre du canal foit
<j> = o; St repréfenrant les variations par la carafteriftique
<f, comme c'eft l'iifage, il faudra que l'on ait auiîî en gé-
néral <ГФ = О.

Or «Г Ф = ,Г . S (P dp -4- Q d q •+• Rdr -±- &tcj

. Changeant f d en <//>,& faifant
çnfuite difparpître le double figne d ? < T p a r . d e s intégra-
rions par parties, fuivant les principes connus du calcul
des variations, on aura

f Ф ̂  P tp -H Q í q H- R S r Ч- &с.

dp — 4P*p->t-ïQdq — dQs-q
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ouïes termes qui font hors du figne S Ce rapportent aux
extrémités de l'intégrale repréfentée par ce figne , • & ré-
pondent par conféquent à la fur face du fluide.

Maintenant comme les quantités P, Q , R , &c , qui repré-
tentent les forces, font, ou peuvent toujours être fuppo-
fées des fonctions de/>, ç, r, &c, il eft clair que la partie
de J1* qui eft affectée du figne Sy n'eft plus fufceptible de
réduction; donc pour que l'on ait en général <T* «=» o, il
faudra i° que cette partie foit nulle d'elle-même л & que
par conféquent on ait pour chaque point de la maffè fluide,
l'équation identique

o;

a°. que l'on ait pour la furface extérieure du fluide ,

Pïp 4- Q ï q Ч- R îr-î- &c = о ,

en fuppofant que les différences ïpy ïqy frt &c, fe rap-
portent à cette furface.

La première condition fervira à déterminer la nature des
forces P, Q, Rt fi^c, par lefquelles le fluide pourra être en
équilibre, & la féconde donnera la figure même que le
fluide doit prendre en vertu de- ces forces.

g. Suppofons que les quantités P, Ç,A, &c. foient telles
que la première condition ait lieu, on aura dans ce cas
fimplement

hÄJVHh &C.

Or f * eft évidemment une différentielle exacte prife par
rapport à la variable <T; ainfi P f p •+• Q f q -b R f r 4- &c ,
fera auffî une différentielle exaue ; donc changeant f en
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d9 on aura la différentielle exacb P dp -+- Q d q -*r R dr-t- Sic ,
dont * fera l'intégrale.

Réciproquement fi P dp -+• Qdq 4- Rdr •+• &c , eft une
différentielle exaóte, la première condition ci-deffus aura
néceffairement lieu. Car alors l'intégrale Ф de cette quan-
tité fera une fonction de p9 q9 r, &c; de forte qu'en diffé-
rentiant

d<s> = P dp H- Q d q Ч- R d r 4- Sec, & de même

f Ф «= P ^ -f- Q ï q •+• R f /4- &c л donc

=я № dp -b-

H R dSr + &c.

Mais par les principes du calcul des variations, «r í/ eít la
même chofe que i/<^; donc on aura

ce qui eft la condition, dont il s'agit. D'où il s'enfuit que
cette condition fe réduit à ce que les forces P 3 Q, R9 &c,
fuient telles que P dp->r Q d q-\-Rdr-+- Sec, foit une quan-

tité intégrable.
Nommant donc о l'intégrale de cette quantité, la féconde

condition de l'équilibre fera сГФ = о, ou bien d<s> = о pour
la furface extérieure du fluide; de forte, qu'en intégrant on
aura * = conft. роцг l'équation de cette furface.

p. Si on confidere l'équation même

trouve
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trouvée dans l'article 7, on en pourra déduire les condi-
tions analiriques qui doivent avoir lieu entre les expref-
fions des forces P, Ç, R, &c; car en regardant ces ex-
preifions comme des fonctions quelconques de • p9 q, ry &c',

on aura, fuivant la notation reçue, d P s= -j-'^/». '-H
j p j p • '

j- d q -f- -j-
j p j p

d q -f- -j- </r H--&C ; de même

-77 'Î.-+- т "-*
& ainfi des autres différences ; íubftimant ces valeurs dans
l'équation précédente , & ordonnant ' les termes , elle de-
viendra de cette forme,

fie devra avoir lieu indépendamment desdiíFérences<^,í/^,
dr, &cj «T/>, fq> <Tr, &c.

I O. Donc s'il n'y a aucune relation donnée entre les
variables / > , £ ' r> ^c» ^ faudra faire féparément

dû
n.i ï ^-i

dp

&c,

.Ce font les équations de condition connues pour l'inté-
grabilité. de la formule P dp •+• Q d q Ч- R а г -ь &с.

S
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Mais fi la variable r dépendoit , par exemple , des deux
variables p & <? » enforce que dr-= Adp-\-Bdq9 on au-
roic égajement <5V = Afp H- В <Г q ; donc ïrdp — dpfr=>
Б (,Sqdp ~dqîp), îrdq — drïq = A (spdq— dp * q) \
fubftituant. ces valeurs dans l'équation générale , & égalant
à zéro le 'coefficient de s q dp — dqSp, on nuroit l'équa-
tion

p т? /^p , ^ Д > > _ j f Q __ .<Д> „
~~
._

dq ^ V rfi-:_ ^ / . \ ^r dq

laquelle tiendra lieu; des trois premières équations de condi-
tion, 6c íiinfí du refte.

ï ï. Lorfque la;rnafle fluide n'a que .deux dimenfions , la
poiîtion de chacun de fes points ne dépend que de deux
variables ; ainfi les' différentes variables p , £, r ,- &xr, 'pour-
ront toujours fe„, réduire à deux feulement; ôc il n'y aura
alors qu'une feule équation de conditipn. Mais quand la
maiTe fluide a trois dimenfions, la- pofition .de fes points
dépend en général de trois variables; par conféquent on
pourra toujours réduire à trois toutes les différentes varia-
bles p, q y r, &c, & l'on aura auiîî trois équations de
condition.

12. Au refte, on a fait abstraction jaíqutci- de la den-

fité du fluide , ou plutôt on Га regardée comme confiante
6c égale à l'unité ; mais fi on vouloit la fuppofer variable ,
alors en nommant д la denfité d'une particule quelconque
d m ^ o n atiroit (art. z) dm=-b.<*ds \ moyennant quoi les
quantités P } Q ,R , &c>fe trouveroient toutes multipliées
par д. Ainfi l'on aura pour l'équilibre des fluides de den-
fité variable , les mêmes Ых que pout L'équilibre des fluides
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de denfiré uniforme, en multipliant feulement les différentes'
forces par la denfité- du point fur lequel elles agnTent ; c'eft-
à-dire, en écrivant {implement д P , A@J A.R, &с, à. la
place de P, Ç, Л, &c.

I 3 • Nous avons commencé par chercher les loix de l'équi-
libre d'un fluide renfermé dans un tuvau infiniment étroit,
& nous, en avons déduit enfuite|es.loix générales--de l'équi-
Jibre d'une mafle fluide quelconque. On peut .néanmoins

;• •• -1 ' • ' ' ï : : ' '• l i ' I " . v " '

parvenir immédiatement aV ces dernières ,loix, en coniîdé-
rant d'abord la queftion dans toute fa généralité, ÔC faifant
ufage de la 'méthode de la Se&ion quatrième.

Suppofons, ppur pins de fimplicité, .que tenues les forces,
qui agiiTent fur les particules du fluide.,foient- réduites à
trois, repréfentées par X^ \F", 2", &. diifgées fuivant les
coordonnées reítangles x, y , \ , c'eft-л-dire , tendantes à
diminuer ces coordonnées. Nous avons donné dans l'article
5 de la. Section cinquième, les formules générales de cette
• > - - _ . . . , . , . . . ' : , . i ) ' • ' . . • ' • И . О

réduction. NommantV/й la maiTe d'une particule quelcon-

que , on aura Jipur ja, fqmmfi des^ mçxmens des forces Xt Y, Z,
la formuJeMintégrale;

5^ДГ^ ч-' r^^rZsi) dm ;

or - le, volume1 de la particule dm peut être repréfenté par
d,xdydfy^mk en exprimant par д la 'deniîté, il eft clair
qu'on auraj cfm ̂  bdxdyd^; & Je figne d'intégration £
appa.rdeiidr.1; à, la fois > aux trois variables .oc fly, \.

. Il faudra de plus avoir égard à Téquation de condition
refill tante de l'incompreflibilité du fluide , laquelle étant fup-
pofée repréfentée par L = о, on aura ( en difFérentiant

S z
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felon s, multipliant par un coefficient indéterminé *, &
intégrant) la formule S^fL à ajouter à la précédente.

S'il n'y a point de forces accélératrices qui agiflent fur
la furface du fluide, ni de conditions particulières à cette
furface, on aura /implement pour l'équilibre cette équation
(Sedl. 4, art. 14),

dans laquelle il faudra prendre les intégrales ' relativement
à toute la mafle du fluide.

14- Cherchons maintenant les valeurs de L &C de fa
variation <r L. Il eft vifible que la condition de l'incompref-
fibiliré confiftë en ce que le volume de chaque particule foit
confiant; ainir ayant exprime ce volume par dx dy d\9 on1

aura dxdyd^-^=. conft.. pour l'équation de condition; par
conféquent L fera == d-x dy d\ *— conft; 6c ï L =«'
S.(dxdy d\).

Pour avoir la variation ï.(dxdy J^J^il iemble'qu'il n'y
auroit qu'à difFérentier iîmplement dxdyd-{ felon J1; mais
il y a ici une confidération parti'culiere à faire, ôc fans la-
quelle .le calcul ne feroit pas rigoureux. La quantité d x dy d\
n'exprime le yplum.e d'une particule qu'autaot qu'on fup-
pofe la figure de cette particule, un parallélépipède rectan-
gulaire dont les côtés font parallèles aux axes des x, y t ^;
cette'fuppbiîtion eft très-pèrmife, pùifqu'on peut imaginer
le fluide partagé en élémens infiniment petits d'une figure
quelconque. Or ^.(dxdyd-^) doit exprimer la variation
que fouflre ce volume Jorfque la particule change infiniment
peu de fituation, fes coordonnées x ty, % devenant Jc-b«Tx,
y •+• í y, 3j 4- f% ; & il eft. clair que iî dans ce changement
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de lieu la particule changeoit au/fi de figure & de pofition
relativement aux axes des #, y, ^, on ne pourroit plus
mefurer fon volume pa.r le produit des différences d(x-Jrfx)^
d (y-+- ïy) 9 d(%-+>ï\) * de fes coordonnées; ainfi pour
avoir la variation exa&e du volume, il faut avoir égard à
la fois au changement de poficion & de figure de la par-
ticule.

Pour cela il faut confidérer les coordonnées qui répondent
aux angles du parallélépipède d xdy dedans fon état primitif,
& dans l'état changé. Dans le premier état il eft vifible que
ces coordonnées font х , у , % ' , х - + - а х , у у ^;

x, y •+• dy9 £-h<^{; x-}-dx9 y-+-dy, %~*~d%; & dé-là, en
prenant lès racines de la fomme des carrés des différences
des coordonnées pour deux angles quelconques t on aura la
droite qui joint ces angles, & qui fera ou un côté ou une
diagonale du parallélépipède; on trouve ainfî dxt dy , d?
pour les cotés, .& У (dx* -b dy1}, V (dx* -h d^)t

К (dy*-b- d^J , \/ (dx* -Ь dy* -+- dr*) pour les diagonales-

Suppofons maintenant que les coordonnées *, y, ^ de-
viennent AT -H Px y y -4- <Ty, \ •+• * ̂ , & regardons fx9 J>, «r^
comme des fon£ti-ons- quelconques de x>y, ̂ ; en fai fan t va-
rier fucceiïïvement les .v, y, ^ de dx9 dy , i/^, on trou-
vera ce que doivent devenir les autres coordonnées

Ainfi en faifant varier fimplement x de dx 3 on aura

dx- H- <T

.v pour ce que deviennent les coordonnées

tíxy y: s; faifant varier y de dy> on aura ас-
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dîx .
—

--4— d У Pour ce que deviennent je, y-+-dy, ц & faifant

varier ^ de ^^ on aura jc-t-^x-b bJX "^ ЛУ

— 2 — ^fr ^-l-u'̂ +J4^ H -- — - d-{ pour ce que deviennent

je, y , ^ 4- d^y de même en faifant varier à la fois x de

dx &c y de d y , on aura л; H- É/Л: H- <TJC Ч -- -^- of л:
•/ ^ £^;

dx+- -~ <^y , pour ce que deviennent л: Ч- d x ,

y ^- í/y , ^ ; & ainfi des autres.

Dé-là en prenant la racine de la fomme des carrés des
différences de ces nouvelles coordonnées pour deux angles
quelconques du rhomboïde dans lequel s'eft changé le patal-
lélepip.ede dxdyd\^ on trouvera aux quantités infiniment
petites du troilieme ordre près, ces expreffions pour \щ

, dïx j j dïy j
côtés ^c 4- — d x , d y + - - d y 9dx » J ' dy

celles-ci pour les diagonales

,Г /. ï dfx , \l . /• ï , • rfj'y
l/[ ( ^*-*--7Г ̂  "^С^-^-ЗГ

^^Aí 7 N1 . / / . ^<í•л /"Г f ï а°х J \г , / J i " * ?" J N1!^[C^-b-zr^^; + (^ï4--^-^)]»
(f^y ; N» Xj d$\ j \ г ~ \

^~7y~ У) "í" ^«fí 77" " T / J »

d'où il eft- aifé de conclure que le rhomboïde dont il s'agit
de nouveau un parallélépipède recbngle, & que par
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conféquent fon contenu peut être exprimé par le produit

Donc la variation du volume du premier parallélépipède ,
c'eft-à-dire, la valeur de <T. (dxdyd^) fera exprimée par

par conféquent développant les termes, 8c négligeant les in-
finiment petits des ordres fupérieurs, on aura

c'e'ft la valeur de <TZ qu'il faudra fubftituer dans l'équation
de l'article précédent.

I j* . Cette équation deviendra donc de cette forme , en
y mettant pour dm fa valeur

= Q\ & il ne s'agira plus que d'y faire dif-

paroître les doubles fignes d 'f par la méthode expofée dans
l'article 17 de la quatrième Sektion.

Confidérons d'abord la quantité S x — - — d x dy d \ , où le

iîgne S dénote une triple intégrale relative à a ï t y , ^ ; il
eft clair que comme la différence de <^лг n'eft relative qu'à
la variation de л-, il ne faudra nuflî pour la faire difparoîrr'e
qu'avoir égard à l'intégration relative à .r; c'eft .pourquoi
on donnera d'abord à cette quantité la forme . . . .

— -~ dxj enfuite on transfqrmera l'intégrale
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fímple JA -í£L dx en x" «г*"— x'.JV— 5 -Í£_ j*,/*; les

quantités marquées d'un trait fe rapportent au commence-
nieilt de l'intégration , & celles qui en ont deux fe rappor-
tent aux points où elle finit, Jfoivant la notation adoptée
dans l'endroit cité. Ainiî la quantité dont il s'agit fe trou*
vera changée en celle-ci 3

-^- txdx ,

ou, ce qui eft la même chofe,

De la même manière & par un raifonnement femblable,

on changera les quantités S* • -~y dxdy d\^ &

S л .. .if à x d y d % , en celles-ci,

S (*" ïy" — x' ff} d x d ^ — S rli-1 y dx dy d ï , «С

Faifant ces fubftitutions, on aura donc pour l'équilibre
de la maiTe fluide, cette équation générale :

r S (*"•* t '—b't ,

dans laquelle il n'y aura plus qu'à égaler féparément à zéro,
les coëfficiens des variations indéterminées ?x, fy , f\
(art, "8, Seã. 4),
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I 6- On aura donc d'abord ces trois équations indéfinies

dx * ~~ dy ' """ TI *

lefquelles doivent avoir lieu pour tous les points de la
maiTe fluide.

Enfuite fi le fluide eft libre de tous côtés, les variations
<T x', f y'y <Г^', fx", «ту, J4^" qui fe rapportent aux points
de la furface du fluide feroient auiîî indéterminées , & par
conféquent il faudra* encore égaler féparément à zéro leurs
coëfficiens, ce qui donnera л'=зэо, л" = о , c'eft-à-dire ,
en général A = о pour tous les points de la furface du
fluide ; et cette équation fervira à déterminer la figure de
cette furface.

II en fera de même lorfque le fluide eft renfermé dans
un vafe, pour la partie de la furface oh le vafe eft ouvert;
mais à l'égard de la partie qui eft appuyée contre les parois,
il eft clair que les variations «Г*', Sy\ <Г^', <Гзс", <Гу", £•£' doi-
vent avoir entr'elles des rapports donnés par la figure de
ces parois, puifque le fluide ne peut que couler dans leur
direction, &: nous démontrerons plus bas (art. 20, г ï ), que
quelle que puiilè être leur figure, les termes qui renfer-
ment ki$ variations en queftion feront toujours nuls d'eux-
mêmes; de forte qu'il n'y aura aucune condition relative-
ment à cette partie de la furface du fluide.

l7- I-es trois équations qu'on vient de trouver pour les

conditions de l'équilibre.du fluide, donnent ~r— == д X,
j j j)?

-̂ p- .s=a A Y•> -^-=s д Z ; donc puifque </л ?=»-^- d x H-
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^L^dy-Jf -~ ^onaura^XÄA^^H

par conféquent il faudra que la q uantité д (Xdx
•+-Zö^,J foit une différentielle complette en #, y, ^; ôc
cette condition renferme feule les loix de l'équilibre des

fluides.
On voit auflî qu'elle s'accorde avec ce qu'on a trouvé ci-

deiïus ( art. 8 , ï г ) ; car par ce qu'on a démontré dans l'ar-
ticle 5 de la Section cinquième, l'on a en général X d x •+•
Ydy ~>rZdi=zPdp-+-Qdq-^R dr->r &c.

Si on élimine la quantité л des mêmes équations, on aura
les fuivantes,

<лдх
dy

d. ДХ

d. А Г
^ rfx »

. rf.AZ

dl — dy »

équations qui différent entr'elles, êc dont l'une ne pourroic
pas être regardée comme la fuite des deux autres.

Ces conditions font donc néceflaires pour que la maiTe
fluide puifle être en équilibre, en vertu des forces JF, K, Z.
Lorfqu'elles ont lieu par la nature de ces forces, on eft
aíTuré que l'équilibre eft poffible ; & il ne refte plus qu'à
trouver la figure que la maílè fluide doit prendre pour être
en équilibre, c'eft-à-dire, l'équation de la furface extérieure
du fluide. Or nous avons vu dans l'article i£, qu'on doic
avoir dans chaque point de cette furface л =* о. Donc puif-
que d*. sa, A (Xdx 4- Ydy 4- Z d\), on aura en intégrant
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A «/д (Xdx -H Y d y •+• Z d \) -t- conft ; par conféquent
1 équation de Jk furface extérieure fera

К étant une confiante quelconque; & cette équation fera
toujours en termes finis, puifque la quantité b(Xdx-b-
Ydy-+-Zd^) eft fuppofée une différentielle exadbe.

I 8 . Si la quantité^/ x-b-Ydy-+3L d^ eft elle-même une dif-
férentielle exafte, cequi a toujours lieu lorfque les forces X9Y9Z
font le réfultat d'une ou de plusieurs attractions proportion-
nelles à des fonctions quelconques des diftances aux centres,
puifqu'on a en général Xdx •+• Ydy-*rZ d\ = P dp-\-Q d q
H-jR</rH-&c (Se£t. V, art. 5); nommant cette quantité
d Ф , on aura alors </л = д</ф; donc pour que d*. foit une
différentielle complette, il faudra que д foie une fonction
de *. Par conféquent л=уд^Ф fera auffi néceflairement une
fonction de Ф.

On aura donc dans ce cas pour la figure de la furface
l'équation fonft. Ф = К ; favoir * = à une confiante ; de
même que ii la deniité du fluide étoit uniforme. De plus,
puifque Ф eft confiante à la furface, ÔC que д eft fon&ion
de * , il s'enfuit que la deniîté Д doit être la même dans tous
les points de la furface extérieure d'une maflè fluide en équi-
libre.

Dans l'intérieur du fluide la denfité peut varier d'une ma-
nière quelconque, pourvu qu'elle foit toujours une fonction
de *; elle devra donc être confiante par-tout ou la valeur
de Ф fera confiante; de forte que * е=яА, fera en général
l'équation des couches de même denfité , h étant une conf-
iante, Donc differential« , on aura d<b 90» o, ou Xdx ~b

T z
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Ydy -f- Z d^ = o pour l'équation générale de ces couches;
& il eft vifible que cette équation eft celle des furfaces aux-
quelles laréfulrante des forces X, Y', Z eft perpendiculaire,
& que M. Clairaut appelle furfaces de niveau. D'où il s'en-
fuit que la deniité doit être uniforme dans chaque couche
de niveau formée par deux furfaces de niveau infiniment
voiiînes.

Et cette loi doit avoir lieu dans la Terre & darls les Pla-

nètes, fuppofé que 'ces corps aient été originairement fluides,
& qu'ils aient confervé en fe durcuTant la forme qu'ils avoient
prife en vertu de l'attradion de leurs parties combinée avec
la force centrifuge.

1p. L'équation /д (Xdx+ Y dy •+• Z d %J = K de la
furface des fluides en équilibre, a lieu également pour les
fluides libres de tous côtés, & pour ceux qui font renfermés
dans des vafes, du moins relativement à la partie de leur
furface qui répond aux ouvertures du vafe (art. 17).

Pour ce qui eft de la furface contiguë aux parois du
vafe, ri eft clair qu'elle doit avoir la même figure que ces
parois ; de forte que fi le vafe eft inflexible, la figure dont
il s'agit fera donnée &c indépendante des conditions de l'é-
quilibre. Il faudra donc que par rapport à cette partie de
la furface du fluide, les termes de l'équation générale de
J'équilibre, contenant les variations fx'^fy^ f-^, fx", fy"t f^'
diíparoiííent d'eux-mêmes, puifqu'on ne pourroit les faire éva-
nouir par aucune condition particulière i c'eft ce qu'il eft
bon d'examiner pour ne lahTer rien à defirer fur la jufteiTe
& la généralité de nos méthodes.

2O. Confidérons un point quelconque de la furface du
fluide contiguë aux parois du vafe fuppofé inflexible 6c d'une
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figure donnée ; ce point répondra nëceiTaïrement au com-
mencement ou à la fin de chacune des intégrations rela-
tives à a:,jv, î» ou au commencement de l'une & я la fin
des deux autres, ou réciproquement (art. i j ) . Suppofons
d'abord qu'il réponde à la fin de chacune des trois intégra-
tions ; les variations de x , y t % relatives à ce point, feront
alors «Toc", <ry, f%" 6c les termes affe&és de ces variations
feroDtb"fx"dy..dï, *"ty"dxdi, ^ï^dxdy. De forte
qu'on aura pour tous les points femblables delà furface du
fluide, les intégrales Sb."fx"dyd^> S -A" <ry" d x d y
S^'d-^'dxdy, dont la première doit être prife en faifant
varier féparément y &£, après avoir fubftitué pour x ia va-
leur en y &. £ donnée par la nature de la furface ou de la
paroi du vafe, dont la féconde doit être prife en faifant
varier féparément x oc ^, & fubftituanc pour y fa valeur
en x 6c £ donnée par la môme furface, & dont la troifième
doit être prife pareillement, en faifant varier fucceflïvement
& féparément x & y, & fubftituanc pour ç fa valeur don-
née en x &jy par la même furface.

Or il eft vifible qu'on peut réduire ces trois intégrales à
la même forme, en fiippofant qu'on fubftitue dans les deux
premières, à la place de ^, fa valeur en x &j, & qu'on
prenne enfuite dans la première x variable , &. dans la fé-
conde y variable à la place de ^.

Aînfi fi on repréfente par d\ =pdx~+-q d y l'équation de la
furface * donnée, il n'y aura qu'à mettre dans l'intégrale
S^'ïx" dy d^pdx à la place de d\, & dans l'intégrale
S*!1fy»dxd'fa qdy à Lvplace de d^ enfuite intégrer l'une
&: l'autre relativement à x Oc à^. Mais il y a ici une ob»
íervation importante à faire, laquelle conftfte en te que les
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différences dx, dy, d\ doivent toujours être prifes pofiti-
vement, parce qu'elles font cenfées telles dans la parallèle-
pipede rectangulaire dxdyd^ qui exprime le volume de la
particule dm9 lequel ne peut jamais devenir négatif par la
nature même dje la chofe. D'où il s'enfuit que dans les
iubftitutïons de p dx et qdy à la place de d%, il faut tou-
jours fuppofer. p Se. q des quantités poiîtives.

Nous fuppoferons donc en général que l'équation des pa-
rois du vafe foit repréfentée par d% = -+pdx ± £<(y>
p & q étant toujours des quantités poiîtives; & d'après ce
que nous venons de démontrer, on aura au lieu des trois
intégrales Sb"tx"dyd^9 S*."fy"dxd^9 S^ffdxdy,
celle-ci unique S*." (pïx" •^qîy"-*- f%" )dxdy.

Maintenant puifque nous avons fuppofé que les points
que nous confidérons de la furface du fluide , répondent
à la fin de chacune des trois intégrations relatives à xf y, ?,
il eft facile de fe convaincre que cette fuppoßtion ne peut
avoir Heu à moins que les coordonnées л:, у, ;{ de ces points
ne tombent toutes du même côté de la furface dont il s'agit,
c'eft-à-dire, du même côté des plans qui touchent cette
furface dans les mêmes points. Or pour cela il faut nécef-
fairement que l'équation différentielle de la furface foit dans
ces points d^ SA — p d x — q dy ^ afin que x & y croif-

fant £ diminue. Mais «îV, fy"9- S-̂ 1 étant (hyp:) les varia-
tions de x, y , ç pour ces mêmes points , il eft viiïbJe qu'el-
les doivent aulli avoir entr'elles les mêmes rapports que lés
différentielles dxy dy, <//[, du moins tant qu'on regarde
la figure de la furface comme invariable. On aura donc
auffi <T ^" s=a —p ï x" — q ?y" ^valeur qui étant fubftituée dane
l'intégrale ci-deffus, la rend évidemment nulle.
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2. l . Si les points dont il s'agit , au lieu de répondre à
la fin des trois intégrations relatives à je, y, ;{, répondoient
au commencement de ces mêmes intégrations , alors on au-
roit dans l'équation générale de l'équilibre (art. 15), relati-
vement à ces points, les trois intégrales — Sb'ïx'dyd^
— . Sb'ïy'dxd^ — Sb'ï^dxdy^ qui fe changeroient de
mémo en celle-ci unique,

& l'on auroit auflî dans ce cas d^*==--pdx — £<(у» & Par

conféquent auflî J^' = — p «Г к' — q S'y' ; ce qui rendroit, pa-
reillement cette intégrale nulle.

Mais fi ces mêmes points répondoient, par exemple, au
commencement de l'intégration relative à x, & à la findes
deux intégrations relatives à y & ^, alors, les variations des
coordonnées #, y, ^pour ces points , feroient fx', ^
& les intégrales correfpondantes feroient

dans lefquelles x'feroit la même chofe que A"; ces intégrales
fe changeroient donc en celle-ci,

^ *'Y—P *x< -ь i fy" •+•f î').(lx dy-
Or il eft facile de concevoir que pour que ce cas ait lieu,
il faut que les deux coordonnées y & £ fe trouvent d'un
même côté, & la coordonnée x de l'autre côté de chaque
plan touchant la furface dans les points en queition; c'eit
ce qui demande que l'équation de la furface foie pour ces
points de la forme d^*=*pdx — qdy> <& f°rte qu'on aura
auffi f |" es p <rx'— ^^У» ce qui étant fubftitué .dans l'inté-
grale précédente la rendra encore nulle.



1 ^ 2 M é c H A N I Q U B A N A L I T I Q . U E .

On trouvera le même réfultat pour les ancres cas où l'on
confidérera des points relatiFs.au commencement des inté-
grations fuivant * & y, &c à la fin de l'intégration fuivant
^ , ou au Commencement des intégrations fuivant x &c •{ ,
& à la fin dé l'intégration fuivant y 3 ou ôcc.

»

22. De ce que nous venons de démontrer par rapport
à ces différens cas , on peut conclure que fi on dénote par
un trait les quantités qui répondent au commencement de
l'intégration relative à £, c'eft-à-dire les quantités qui appar-
tiennent à la partie antérieure de la furface du fluide par
rapport au plan des x &JX» & qu'on dénote par deux traits
les quantités répondantes à la fin de la même intégration
fuivant •{ , c'eft-à-dire , les quantités relatives a la partie po£-
térieure de la furface du fluide par rapport au même plan
des x & y j qu'enfuite on repréfente en général par
d\ ~+~pdx-+- qdy = о l'équation différentielle de la fur-'
face du fluide ( p , q étant pofitives ou négatives) ; on pourra
toujours transformer les trois expreflions intégrales

de l'équation générale de l'é-
quilibre de l'article ï ; en ces deux-ci ,

Sx" |^f -b/W -H fty"J dxdy

— S *' (f^ -h/ *x' -t- <f ïy'J dx dy.

Or puifque d^-^pdx -f- qdy = о eft l'équation d'une
furface courbe, il s'enfuit de la, théorie connue, qu'il y я
néceíTairement un multiplicateur r qui peut rendre cette
équation intégrable ; de forte qu'on aura r (d^ -hpdx

=sdu % du étant la différentielle exacte d'une fonc-
tion
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tion и de л;, y, r. On aura donc aufîï en changeant d en J*
dans la differentiation de к, г (Гц Чгр^х-+-д^у) = ^ы;

& par conféquent ^\-+-pfx ^ qfy г== —?-• Donc en mar-

quant toutes les quantités d'un ou de deux traits pour les
rapporter à la furface. antérieure ou poftérieure du fluide,
& fubftituant dans les expreffions intégrales ci-deflTus, ces
expreffions deviendront

S A " dxdy — S Л

 r," dxdy.

2 3 • Soit maintenant d s l'élément de la furface du fluide,
dont l'équation eft en général d-^-^pdx -H- q dy = о , on
aura, comme Гоц fait,

Mais en regardant и comme une fon&ioii de x , y ,

г • ï • du du
on a iuivant la notation reçue, r^= -j — *rP~-T-> rq

. donc dxdy =
' ( ï

' ч- (--)'
Donc fi on fait pour abréger

V 'ее l/ f itu'y . '/7и Ук (— .) ^ С^г;
& qu'on marque toutes les quantités d'une -ou de deux traits
pour les rapporter à la furface antérieure ou poftérieure du
fluide , on pourra donner aux expreifions intégrales dont il

V
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, . c c A"^U" r // c A'<h/ ' , ,
s agit, cette forme ò —y^— a s' — ò —^— äs.

. Or par ce qui a été dit dans l'article 8 de la féconde

Section, on voit que la quantité *ds x —~ peut repréfen-

ter le moment d'une force égale à *ds , & appliquée à l'élé-
ment d s de la furface du fluide , perpendiculairement à cette
même furface, dont l'équation eft fuppofée Pu ou du e= о

(art. z2). Ainiî l'expreiîîon intégrale S —-^— d s" repré-

fentera la fomme des momens des forces x" agiiïantes fur
chaque point de la furface poftérieure de la mailè fluide dans
des directions .perpendiculaires à cette furface; de même

l'expreffion S л ? d s' repréfentera la fomme des mo-

mens des forces x' appliquées à chaque point de la furface
antérieure, &: dirigées aufli perpendiculairement à cette fur-

face ; de forte que —- S л " d s' fera la fomme des mo-

mens de ces dernières forces prifes en fens contraire, c'eit-
à-dire, en fuppofant leurs directions oppofées à celles des
forces x" par rapport au plan des x & y ; ce qui 'revient à
ce que toutes les forces appliquées à la furface de la maiTe
fluide fuient dirigées perpendiculairement à cette furface,
de tendent de dedans en dehors, ou de dehors en dedans.

24« Donc puifque les expreffions intégrales qui entrent
dans l'équation générale de l'équilibre d'une maiîe fluide
incompreiTible, 6c qui fe rapportent aux points de la fur-
face de cette maiTcj font équivalentes à la fomme des mo-
mens d'une infinité de forces * appliquées perpendiculaire-
ment à tous les points de cette furface; il s'enfuit que ces
forces ont réellement lieu à la furface du fluide ; & il
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vifible qu'elles ne font autre chofe que la preffion que le
fluide exerce dans tous, les points de fa furface 4 en vertu
<les forces qui agaTent dans toute fa maiTe.

2 5 • Cette preffion fera donc exprimée en général par la
quantité л , favoir par la formule/Д (Xdx -4-Ydy-+-Z dij
rapportée à la furface du fluide (art. 17); & il eft clair que
par-tout-où le fluide eft libre, elle devra être nulle dans
l'état d'équilibre ; mais par-tout où la furface du fluide fera
appliquée contre la furface d'un corps folide quelconque,
il faudra que ce corps foutienne l'eiFort des forces л ap-
pliquées à. fa furface. D'où il eft facile de déduire les loix de
l'équilibre des fluides avec les folides qui les contiennent, ou
qui y font plongés. Comme elles font aiîez connues, nous ne
nous arrêterons pas à les détailler; nous nous difpenferons auffi
de donner des applications particulières de la théorie géné-
rale de l'équilibre des fluides incompreffibles9 n'ayant gueres
rien à ajouter à ce qu'on trouve fur cette matière, dans les
Auteurs qui en ont déjà traité.

H U I T I E M E S E C T I O N.

De, l'équilibre, des fluides compreßibles 0 élaftiques.

I. о ° IE N т comme dans l'article 13 de la Se&ion pré-
cédente,, Xy JP% Z les forces qui agiíTent fur chaque point
de la made fluide, réduites aux directions des coordonnées
*» У•> ï» & tendantes à diminuer ces coordonnées; on

V г
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aura d'abord S (Xfx-+- Y f y Ч- Z f^Jdm pour la fomme
de leurs momens. . -

Dans les fluides élaftiques il y a de plus une force inté-
rieure qu'on nomme élafticité ou reflore , & qui tend à les
dilater j ou à augmenter leur volume. Soit donc « l'élafti-
cité d'une particule quelconque dm j cette force étant dirigée'
à augmenter le volume d x dyd\ de la même particule tendra
donc à diminuer la quantité — dxdyd^ par conféquent
ette aura ou pourra être cenfée avoir pour moment la quan-
tité — *ï.(dxdyd^). De manière que la fomme des mo-
mens provenans de l'élafticité de toute la maiïe fluide , fera
exprimée par , — S*P(dxdyd^).

Donc la fomme totale des momens des forces qui agiiïent
fur le fluide, fera

& comme il n'y a ici aucune condition particulière à rem-
plir , on aura l'équation générale de l'équilibre , en égalant
Simplement cette fomme à zéro.

2. On aura donc ainiî pour l'équilibre des fluides élafti-
ques, une équation de la même forme que celle que l'on
a trouvée dans la Section précédente (art. 13) pour l'équi-
libre des fluides incompreifibles, puifque dans celle-ci ï L
= сГ (dxdyd\) (art. 14], ce qui rend le terme S^sL

provenant de la condition de l'incompreffibilité entièrement
femblable au terme 5e ï(dxdyd^) dû aux momens des
forces élaftiques. •

3- H s'enfuit dé-là que les formules trouvées pour l'é-
quilibre des fluides incompreffibles , s'appliquent immédia-
tement & fans aucune reftri&ion à l'équilibre des fluides
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Diadiques, en y changeant {Implement le coefficient л en
*-t л c'eft-à-dire, en fuppofant que la quantité л prife néga-
tivement , exprime la force d'élafticité de chaque élément
du fluide. Il n'y aura donc qu'à répéter ici tout ce que
nous avons démontré dans la .Section précédente, depuis
l'article 14 jufqu'à la fin.

4- On fuppofe ordinairement que l'élafticité eft propor-
tionnelle à la denfité, оц. en général à .une fonction quel-
conque de la deniité ; on aura donc * = — * = <p д (en nonî-
mant д la denlité); donc la détermination de д dépendra
de l'équation fuivante, (art. 17, Sect, précédente).

d :<pb = b(Xdx-+-Ydy-*- Zd\).

Cette équation donne

or ——— eft une différentielle corrtplette d'une fonc-

tion de д ; donc il faudra auffi que Xdx -4- Ydy -\-Ъа^
ioit toujours une différentielle complette ; autrement l'équi-
libre ne fera pas poffîble. On a donc le cas de l'article 18
de la Section précédente; on aura par conféquent auflî les
mêmes conféquences.

Fin de la première Partie de la Méchanique,
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S E C O N D E P A R T I E .

D E L A M Ê C H A N I Q U E ,

OU LA D Y N A M I Q .U E.

S E C T I O N P R E M I E R E .

Sur les différons Principes de la Dynamique.

JL A Dynamique eft k Science des forces accélératrices ou
retardatrices, & des mouvemens variée qu'elles peuvent pro-
duire. Cette Science eft due entièrement aux Modernes, &
Galilée eft celui-qui en-a jette les premiers fondemens. Avant
lui on n'avoit confidéré les forces qui agiiTent fur les corps
que dans l'état d'équilibre; &: quoiqu'on ne pût attribuer
l'accélération des corps pefans, & le mouvement curviligne
des projectiles qu'à ГасЪоп confiante de la gravité, perfonne
n'avoit encore réuffi à déterminer les loix de ces phéno-
mènes journaliers, d'après une caufe fi fimple. Galilée a fait
le premier, ce pas important, & a ouvert par-là une carrière
nouvelle & immenfe à l'avancement de la Méchanique. Ces
découvertes font expofces &; développées dans l'ouvrage inti-
tulé : Dialoghi délie feiende nuove, 6cc. lequel parut pour 1л
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premiere fois à Leyde en 1637; elles ne procurèrent pas à
Galilée , de ion vivant, autant de célébrité que celles qu'il
avoit faites fur'Je fyftême du monde, mais elles font aujour-
d'hui la partie la plus folide & la plus réelle de la gloire de
ce grand homme.

Les découvertes des fatellites de Jupiter, des phafes de
Vénus, des taches du Soleilл &c, ne demandoient que des
télefcopes & de Paffiduité ; mais il falloit un gén^e extraor-
dinaire pour démêler les loix de la nature dans des phéno-
mènes que l'on avoit toujours eus fous les yeux, mais dont
l'explication avoic néanmoins toujours échappé aux recher-
ches des Philofophes.

Huyghens qui paroît avoir été deftiné à perfectionner SX.
completter la „plupart des découvertes de Galilée, ajouta à
la théorie de l'accélération des graves celles du mouvement
des pendules & des forces centrifuges, & prépara ainfi la
route à la grande découverte de la gravitation univerfelle!
La Méchanique 'devint une Science nouvelle entre les
mains de Newton , &c fes Principes Mathématiques qui paru -
rent pour la première fois en 1^87, furent l'époque de
cette révolution.

Enfin l'invention du calcul infinitéiïmal mit les Géomètres
en état de réduire à des équations analytiques les loix du
mouvement des corps; & la recherche des forces & des
mouvemens qui en réfultent, eft devenue depuis le prin-
cipal objet de leurs travaux.

Je me fuis propofé ici de leur offrir un nouveau moyen
de faciliter cette recherche ; mais auparavant il ne fera pas
futile d'expofer les principes *qui fervent de fondement à
la Dynamique, & de préfenter la fuite & la gradation des
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idées qui ont le plus contribué à étendre 8c^l perfe£tion-
ner cette Science.
1 La théorie des mouvemens variés & des'forces accéléra-
trices qui. les produifent, eft fondée fur ces loix générales ,
que tout mouvement imprimé à un corps, eft par fa nature
uniforme &c rediligne, & que difFérens mouvemens im-
primés à la fois ou fucceifivement à un même corps, fe
compofent de manière que le corps fe trouve à.chaque inf-
tfint dans ' le même point de 1'eípace où il devroit fe trouver
en effet par la combinaifon de ces mouvemens, s'ils exif-
toient chacun réellement & féparément dans le corps. C'eft
dans ces deux loix que confiftent les Principes connus de
la force d'inertie ôc du mouvement compofé. Galilée a
apperçu le premier ces deux principes, 2c en a déduit les
loix du mouvement des projectiles, en compofant le mou-
vement oblique, effet de l'impulfion communiquée au corps,
avec fa chute perpendiculaire due à ГаШоп de la gravité.

A l'égard des loix de l'accélération des graves, .elles fe
déduifent naturellement de la coniîdération de ГабЫоп conf-
tante Se uniforme lie la gravité, en vertu de laquelle les
corps recev'ant dans des inihmts égaux des degrés égaux de
vîtefle fuivant la même diredtíon, la vîteiTe totale acquife
au bout d'un tems quelconque, doit être proportionnelle à
ce tems j fie il eft clair que. ce rapport confiant des vîteiTes
au tenis, doit être lui-même proportionnel à l'intenfîté de
la force que la gravité exerce pour mouvoir le corps; de
forte que dans le mouvement fur des plans inclinés, ce
rapport ne doit pas être proportionnel à la force abfolue
de la gravité comme dans Ге mouvement vertical, mais à
fa force relative, laquelle dépend de Tinclinaifon du plan

ÔC
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& fe détermine par les règles de la Statique ; ce qui fournie
un moyen facile de comparer entr'eux les mouvemens des
coi-jps qui defcendent le long des plans différemment in-
clinés.

Cependant il ne paroît pas que Galilée ait découvert
de cette manière les loix de la chute des corps pefants.
Il a commencé, au contraire, par fuppofer la notion
d'un mouvement uniformément accéléré, dans lequel les
vîtefles çroiiTent comme les tems; il en a déduit géo-
métriquement les principales propriétés de cette efpece de
mouvement, & fur- tout la loi de Paccroiflcment des efpaces
en raifon des carrés des tems ; enfuite il s'eft aíTuré par des
expériences, que cette loi a lieu eiïe&ivement dans le mou-
vement des corps qui tombent fur des plans quelconques
inclinés. Mais pour pouvoir comparer entr'eux les mouve-
mens fur différens plans inclinés, il a été obligé d'abord
d'admettre ce principe précaire, que les viteiîes acquifes en
defcendant de hauteurs verticales égales, font auffi toujours
égales ; & ce n'eft que peu avant fa mort, ôc après la publica-
tion de les Dialogues, qu'il ä trouvé la démonftriition de ce
principe, par la confidération de l'action relative de la gra-
tté fur les plans inclinés, demonstration qui a été enfuite
inférée dans les autres éditions de cet Ouvrage.

Le.rapport conftant qui dans les mouvemens uniformé-
ment accélérés, doit fubfifter entre les vîteÎTes & les tems,
°u entre les efpaces & les carrés -des tems, peut donc
fctre pris pour la mefure de la force accélératrice qui agit
continuellement fur le mobile; parce qu'en effet cette
force ne peut être eftimée que par l'effet qu'elle produit

la «orps, & qui coniifte dans les vîtefles engen-
X
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drées , ou dans les. efpaces parcourus, dans des temgp
donnés.

Ainfi il iuffit, pour cette eftimation des forces , de confî-
dérer le mouvement produit dans un tems quelconque,.
fini ou infiniment petit, pourvu que la force foit regardée
comme conftante pendant ce tems; par conféquent,quel que
foit le mouvement du corps- & la loi de fon accélération ,
on pourra toujours déterminer la valeur de la force qui
agit fur lui à chaque inftant, en comparant la vîtefle ' en-
gendrée dans cet inftant avec la durée du même inftant, ou
l'efpace qu'elle fait parcourir pendant le même iuftant avec
le carré de là durée de cet inftant; & il n'eft pas" même
néceiTaire que cet efpace ait été réellement parcouru par le:
corps, il fuffit qu'il puiflè être cenfé avoir .été parcouru par
ил mouvement compofé, puifque l'effet de la force eft le
jmême dans l'un & dans l'autre cas, par les principes du
mouvement expofés plus haut. t

C'eftamfi qu'Huyghens a découvert les Ibîx des .forces cen1-
trîfugesdes corps mus dans des cercles avec des yîtèiTés conf-
tantes, •& qu'il a comparé ces forces entr'èlles, & avec la.
force de la peíãnteur à la furface de la terre, comme on
îe voit par les démonftrations qu'il a laiiTées de fes théo-
rèmes fur la force centrifuge, publiés en 1673, > ^ ^a ^n ^u

Traité de Horologio ofcillctorio.
Mais. Huyghens n'a pas- été plus loin ,. ßc il étoit réiervé a

Nevton d'étendre cette théorie à des courbes quelconques ,t
Se de completter la fcience des mouvemens variés Se des
forces, accélératrices qui peuvent les engendrer. Cette fcience
ne coniifte maintenant que dans quelques formules diffé-
rentielles, trèsrjfanples, mais Nevtoa a conftammeat faic
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ufage de la méthode géométrique iîmplifîée par la confîdé-
ration des premières &C dernières raifons, &: s'il s'efl quel-
quefois fervi du calcul analitique, c'eft xmiquement la mé-
thode des fériés qu'il a employée, laquelle doit être bien
diftingnée de la méthode différentielle, quoiqu'il foie fa-
cile de les rapprocher, &c de les rappeller à un même.prin-
cipei

I,e$ Géomètres qui ont traité après Nevton la théorie
des forces accélératrices, fe font prefque tous contentés de
généralifer fes théorèmes, & de les traduire en expreffions
différentielles. Dé-là les différentes formules des forces cen-
trales qu'on trouve dans la plupart des ouvrages de Mécha-
nique, mais dont on ne fait maintenant plus d'ufage dans les
recherches fur le mouvement des corps animés par des forces
quelconques, parce qu'on a une manière plus fimple de mettre
ces problêmes en équations.

Si on conçoit que le mouvement d'un corps Sdes forces qui
agiffent fur lui foient décompofés fuivant trois lignes droites
perpendiculaires entr'elles, on pourra confidérer féparément
îes mouvemens & les forces relatives à chacune de ces trois
directions. Car à cauie delà perpendicularité des directions, il
eft viable que chacun de ces mouvemens partiels peut être
regardé comme indépendant des deux autres, & qu'il ne
peut recevoir d'altération que de la part de la force qui agit
dans la dire£tion de ce mouvement ; d'où l'on peut conclure
que ces trois mouvemens doivent fuivre, chacun en particu-
lier , les loix des mouvemens redlilignes accéléré? ou retardés
par des forces données. Or dans le mouvement reûiligne,
l'effet de la force accélératrice ne confidant qu'à altérer, la
vîte{Te du corps, cette forco doit être meiurée par le rap-

X i
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port entre l'accroiffement ou le décroiiTement de la vîteite
pendant un inftant quelconque, & la durée de cet inftant,
c'eft-à-dire, par la différentielle de la vîteiTe divifée par celle

_du tems; & comme la víteíTe elle-même eft exprimée dans
les mouvemens variés, par la différentielle de l'efpace divi-
fée par celle du tems, il s'enfuit que la force dont il s'agit
fera mefurée par la différentielle féconde de Tefpace divi-
fée par te carré de la différentielle première du tems fup-
pofée conftantei Doac auflî la différentielle féconde de l'ef-
pace que le corps parcourt ou eft cenfé parcourir fuivanc
chacune des trois directions perpendiculaires, divifée par
te carré de la différentielle eonftante du tems», exprimera
la force accélératrice dont le corps doit être animé fuivanü
cette même direction ; & devra par conféquent être égalée
à la force actuelle qui eft fuppofée agir dans cette di-
redion.

11 n'eft pas néceflaire que les trois directions auxquelles;
on rapporte le mouvement inftantàné du corps, foient'abfo-
lument fixes, il fuîïït qu'elles le foient pendant la durée d'un
înftant. Ainfi dans les mouvemens en ligne courbe, on peut
prendre à chaque inftant ces directions, l'une dans la tan-
gente, & les deux autres dans les perpendiculaires à là courbe-.
Alors t'a force accélératrice qui agit fui vaut la tangente, &
qu'on nomme force tangentielle ,. fera toute employée à al-
térer la vîteffe abfolue du corps, 6c. fera exprimée par l'élé-
ment de cette vîteffe divifée par l'élément du tems. C'efb
ce qui conftitue le principe П connu des forces accéléra-
trices.

Les forces normales, au contraire, ne feront que changer
k direction du. corps, oc dépendront de la courbure de la ligne.
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qu'il décrit. En réduifant ces deux dernières Forces a une
feule, il faudra que la dire&ion de celle-ci fait dans le plan
de la courbure, oc fa valeur fe trouvera exprimée par le carré
de la vîteiTe du corps divifé par le rayon de la développée,
c'eft-à-dire, par le rayon du cercle qui mefure la courbure
de la courbe en chaque point, &c qu'on nomme cercle of-
culateur. C'eft auffî l'expreflion qu'Huyghens avoit trouvée»
pour la force centrifuge des corps qui décrivent des cercles
avec des vîtefles uniformes ; & elle eft générale pour dès-
courbes & des vîteiTes quelconques , en confidérant à chaque
inftant le corps comme mu dans le cercle ofculateur.

11 eft cependant beaucoup plus fimple de rapporter le mou-
vement du corps à des directions fixes dans l'efpace. Alors
en employant pour déterminer le lieu du corps dans l'ef-
pace j trois coordonnées re£bangles qui ayent ces mêmes di-
re&ions, les variations de ces coordonnées repréfente-
ront évidemment les efpaces parcourus par le-corps fuir-

les directions de ces coordonnées.; par conféquent
rs différentielles fécondes, divifées par le carré de la

différentielle confiante du. tems, exprimeront les forces-
accélératrices qui doivent agir fuivant ces mêmes coordon-
nées; ainfi en égalant ces expreffiona à celles des forces,
données par la nature du problème, on aura trois équations
Semblables qui. ferviront à déterminer toutes les circonf-
tances du mouvement. Cette manière de déterminer le mou-
veftient d'un, corps animé par des forces accélératrices quel-
Conques, eft par fa fimplicité préférable à toutes les autres ;
* paroît que Maclaurin eft le premier qui l'ait employée
«ans fon Traité des Fluxions, imprimé en 1741; elle eft main»
tenant univerfellement adoptée..
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Par les principes qui viennent d'être expofés, on peut
donc déterminer les loix du mouvement d'un corps libre ,
follicité par des forces quelconques, pourvu que le corps
ibit regardé comme un point.

On peut auifi appliquer ces principes à la recherche du
mouvement de plufieurs corps qui exercent les -uns fur les
autres une attraction mutuelle, fuivant une loi quelconque
qui foit comme une fonuien- connue des diftances ; enfin il
n'eifc pas difficile de les étendre aux mouvemens dans des
milieux réiiftans, ainfî qu'à ceux qui fe font fur des furfaces
courbes données i car la réfiftance du milieu n'eft autre
chofe qu'une force qui agit dans une direction oppofée à
celle du mobile; & lorfqu'un; corps eft forcé de ie mouvoir
fur une furface donnée, il y a nécessairement une force
perpendiculaire à la furface qui l'y retient, & dont la valeur
inconnue peut iè déterminer d'après les conditions qui ré*
Ailtent de.la nature de la même furface.

Mais fi on cherche le mouvement de pluiîeurs corps qui
agiflènr les uns fur les autres par impuliion ou par preflion,
foit immédiatement comme dans le choc ordinaire, ou par
le moyen de fils ou de leviers inflexibles , auxquels ils foient
attachés, ou en général par quelqu'autre moyen que ce foit,
alors la queftion eft d'un ordre plus élevé, & les principes
précédens font infuffifans pour la réfoudre. Car ici les forces
qui agiflent fur les corps font inconnues, & il faut déduire
ces forces de l'adb'on que les corps doivent exercer entr'eux ,
fuivant leur difpofition mutuelle. Il eft donc néceffaire d'avoir
recours à un nouveau principe qui ferve à déterminer la
force des corps en mouvement, eu égard à Jeur maiïe &c
st. leur vîteiïb,
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Ce principe coniîfte en ce que pour imprimer à une
Ruffe donnée une certaine vîtefle fuivant une direction quel-
conque , foie que cette maiTe foit en repos оц en mouve-
ment, il faut une force dont la valeur foit proportion-
nelle au produit de la maffe par la vîtefle , & dont la
direction foit la même que celle de cette Vîtefle. Ce
produit de" la mafle d'an corps multipliée par la vîtefle,
s'appelle communément la quantité de mouvement de ce
corps, parce qu'en effet c'eft la fomme des mouvemens
de toutes, les parties matérielles du corps. Ainiî lès-
forces fe mefurent par les quantités de mouvement qu'elles
font capables de produire, & réciproquement la quantité
de mouvement d'un corps, eft la mefure de la force que
Je corps eft capable d'exercer contre un obftacle, & qui s'ap-
pelle la percufflon. D'où il s'enfuit que G. deux corps* nom
élaftiques viennent a fe choquer dkedement en fens con-
traires avec des quantités de mouvement égales , leurs forces;
doivent fe contrebalancer & fe détruire, par conséquent les
corps doivent s'arrêter & 'demeurer en repos. Mais fi le
choc fe faifoit par le moyen d'un leyier, il faudroit pour
la deftr'u&ion du mouvement des corps, que leurs forces
iuiviflent la loi connue de l'équilibre du levier.

Il paroît que Defcartes a apperçu le premier le Principe
que nous venons d'expofer, mais il s'eft .trompé dan»
fon application au choc -des corps, pour avoir cru que la.
même quantité de mouvement abfolu devoit toujours fe
Conierver.

Wallis eft proprement le premier qui ait eu une idée nette
**e ce Principe, & qui s'en foit fervi avec fuccès pour dé-
couvrir les loix de la communication du mouvement dan*
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le choc des corps durs ou élaftiques, comme on le voit dan*'
les Tran factions Philofophiques de 1.669 > '& ^a|is ^a troL"
{lerne Partie de fon Traité de. Motu9 imprimé en 1671.

De même que le produit de Ia maílè &. de la vîteiTe
exprime la force finie .d'un corps en mouvement, ainfi le
produit de la maiTe ôc de la force accélératrice que nous
avons vu être repréfentée par l'élément de la vîtefle divifé
par l'élément du tems, exprimera la force élémentaire ou.
naiffimte; 6c cette quantité, iî on la confidere comme Ц
mefure de l'effort que le corps peut faire en vertu de la
vîtefle élémentaire qu'il a prife, ou qu'il tend à prendre,
conftitue ce qu'on nomme preffîon. ; mais fi on la regarde
comme la mefure de la force ou puiflance néceflaire pour
imprimer cette même vîtefle, elle eft alors ce qu'on nomme

force motrice.
Amii des preffions, ou des forces motrices, fe détrui-

ront ou fe feront équilibre iî elles font égales &. directe-
ment oppofées, ou il étant appliquées à une machine quel«
conque, elles fl.uve.nt les lois de l'équilibre de cette,ma-
chine.

iorfque des corps font joints enfemble, de manière qu'ils
ne puiiTent obéir librement aux impuliîons .reçues; & aux
forces' accélératrices dont ils font animés, ces corps exercent
néceiTairement les uns fur - les autres des preffions conti-
nuelles qui altèrent leurs mouvemens, 6c en rendent la dé«
termination difficile.

Le premier problême & le plus fimple de ce genre dont1

les Géomètres .fe foient occupés, eft celui des centres d'of-
cillation. Ce problème a été fameux dans le fiecle dernier.
& au commencement^ de celui-ci, par les efforts ôc les ten-

tatives
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tatives que les plus grands Géomètres ont faits pour en
Venir à bout ; & comme c'eft principalement^ ces tentatives
qu'on doit ïes progrès immeniès que la Dynamique a faics
depuis, je .crois devoir en donner ici une biftoire fuccinte,
pour montrer par quels degrés cette Science s'eft élevée à la
perfection oui elle paroit être parvenue dans ces dernier«
rems.

JLes premières traces des recherches fur les centres d'of-
cillation, fe trouvent dans les Lettres de Defcartes. On y
voit que Je Père Merfenne lui avoit propofé de déterminer
la grandeur que doit avoir un corps de figure quelconque,
pour qu'étant fufpendu par un point, il fafle fes ofcilla-
tions dans le même tems -qu'un fil de longueur donnée,
j& chargé d'un feu'l poids à ion extrémité. Defcartes ob-
ferve que cette queftion a quelque rapport avec celle du
centre de gravité, oc que de même que dans un corps pefant
qui tombe librement, il'y a un centre de gravité autour
duquel les efforts de la pefanteur de toutes les parties du corps
fe font équilibre, enforte que ce centre defcend de la
même manière que fi le refte du corps étoit anéanti, 'ou.
qu'il fût concentré dans le même centre; ainfi dans les
corps pefâns qui tournent autour d'un axe fixe, il doit y
avoir un centre, qu'il appelle centre d'agitation, autour duquel
les Forces d'agitation de toutes les parties du corps ie contre-
balancent de manière que ce centre étant libre de l'aétion
de ces forces, puiiTe être mu comme il le feroit il les autres
parties du corps étoient anéanties, ou concentrées dans ce

centre ; que par conféquent tous les corps dans lef-
ce centre fera également, éloigné de l'axe de rotation „
|eui vibration dans le même tems.

У
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0'après 'cette notion du centre d'agitation , Defcartes
donne une méthode générale de le déterminer dans
des corps de figure quelconque ; cette méthode confifte à
chercher le centrede gravité des forces d'agitation de toutes
les parties du corps, en eftimant ces forces par les produits
des mailes multipliées par les vîteiTes qui font ici propor-
tionnelles aux diftanees de l'axe de rotation, 6c en fuppofant
que les parties du corps foient projettées iur le plan qui
paile, par fon centre de gravité & par l'axe de rotation , de
manière qu'elles foient toujours à la même diibmcede cet axé.

Mais cette fuppofition neft pas, permife ici j parce que;
l'effet des, forces ne dépend pas feulement de la quantité du,
mouvement,. mais encore de fa. direction ; auffi la règle de
Defcartes n'eft-elle bonne que brique toutes les, parties dm
corps font réellement ou peuvent être cenfées placées dans
un même plan paiTant par l'axe de rotation ; dans tous les.
autres cas il ne faut coniidérer .que les mouvemens perpen-
diculaires au plan paiTant par l'axe dé rotation & par le
centre de gravité du corps,. &. on doit. rapporter chaque
particule au point où ce plan eft rencontré par la direc-
tion du mouvement de cette particule, direction qui eft.
toujours perpendiculaire au plan de cette particule & de
taxe de rotation.

Ce défaut de la règle de Defcarces fut apperçu par Roberval „
& devint le fujet d'une conteftation entre ces deux Géomètres,
dans laquelle l'avantage paroît être entièrement du côté de ce
dernier.. Roberval donne des déterminations exactes des cen-
tres- d'agitation des feAeurs & dés.arcs de cercle mus perpen-
dicttlairemene à leur plan, & Д fait voir l'infuffifance de 1*
Eegîe de fon adverfaire dans ce cas ; maie accoutumé à cacher
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méthodes, il fe contente d'indiquer ces réfultats parti-

culiers., &. Ц eft impoffible de juger s'il étoit ед pofleffion
"d'une méthode générale.

Ац refte., Roberval, remarque avec raifon 5 que I« centre
dont il s'agit n'eft proprement que le centre de percuffion^
Autour duquel les chocs ou les momens de percuflion Tont
égaux, &; que pour trouver le vrai centre d'ofcillation d'un
pendule pefant, il faut auffi avoir égard à l'action de la gra^
vite, çn /vertu de laquelle le pendule fe meut. Mais cette-
^cherche étant fupérieure à la Méchanique de ces tems-là t

les Géomètres continuèrent à fuppofer rTicitement que le
centre de percuffion ë.toit Je même que celui d'ofcillation ,
& Huyghens fut le premier qui envifagea ce dernier centre
fous fon vrai point de vue; auffi crut-il devoir regarder ce
problême comme entièrement neuf, & ne pouvant le ré-
foudre par l'application des loix connues du mouvement, il
inventa un principe nouveau', mais indirect, lequel eft devenu
célèbre depuis, fous le nom de Conßrvauon det forces vives,

Un fil conlldéré comme une ligne inflexible, fans pefan-
teur & fans maiTe , étant attaché par un bput Л un ppint fixe
& chargé à l'autre bout d'un petit poids qu'on puiiïe regarder
çomme réduiçàua point, forme ce qu'on appelle un pen-
dule iîmple, & la loi des vibrations de ce pe»dule dépend
uniquement de fa longueur, c'eft-à-dipe, de U diftance
entre le poids & Je point de fufpenfion. Mais fi à ce fit
on attache encore цп ou pluiïeurs poids à différentes dii-
tances du point de fufpenfion, on aura .alors un pendule
compofé, dont le mouvement devra tœnir une efpece de
Milieu entre ceux des diiférens pendules fimples que l'on
auroit, fi chacun de ces poids étoit .fufpendu feul au fil.

Y i



172 M é C H A N I Q U E A N A L I T I Q' U E.

Car la force de la gravité tendant d'un côté à faire dëf*
cendre tous les poids également dans le même tems;, Se de
l'autre l'inflexibilité du fil les contraignant à décrire dans ce
même tarns des arcs- inégaux £c proportionnels à leurs dif-
tances du point dé fufpenfion , il doit fe faire entre ces
poids-une ëfpece de compenfation & de répartition de leurs
mouvemens', enforte que les poids qui font les plus proches
du point de fuípéníÍQn.,vbâteront:leà.vibfàtionsides.plus éloi-
gnés-, & ceux-ci, au. contraire, retarderont les vibrations
des premiers. Ainfi- il y. aura dans'- le. fikitn pôinfoh un
corps étant placé, Con mouvement ne feroit ni accéléré,:

ni retardé1 par les autres> poids r mais feroit le même que
s'il étoir ieul fufpendu- au fil». Ce poinrfera donc lé vrai
centre d!ofcillation du- pendule compofé л ô£ un tel centre
doit fe trouver aufli dans tout corps.folide,de quelque figure
que ce foit, qui ofcille autour d'un axe horizontal"..

Huyghens vit qu'on ne pouvoit déterminer ce centre d'une
manière' rigoüreufe, faris connoître la' loi fuivánt laquelle les;
différens poids du pendule compofé altèrent mutuellement
lies mouvemens que la gravite tend à leur imprimer à chaque'
inftant; mais au-lieu de chercher à déduire cette loi des
Principes fondamentaux de la Méchanique, il fe contenta-
d'y fuppléer par un Principe indiredb, lequel coniîfte à flip-
pofer, que iî plufieurs- poids attachés, comme l'on voudra,.
i un pendule defcendent par là feule aéfcion de là gravité-,
& que dans un inftant quelconque'ils foient détachés Se
féparés les uns des autres, ch'acun d'eux, en vertu de fa vî-
teiTe acquife pendant fa. chute, remontera- à>une telle hauteur
que le centre commun de gravité fe trouvera remonte à lai,
mémo hauteur d'où il étoitdefcendu,.Ala vérité Huyghens-,,
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n'établit pas ce principe immédiatement, mais il le déduit
de deux hypothèfes qu'il croit devoir être admifes • comme
des demandes de Méchanique; l'une c'eft que le centre de
gravité d'un fyftême de, corps pefans, ne peut jamais re-
monter à цпе hauteur plus grande que celle, d'où il eft
tombé, quelque changement qu'on faiTe à la difpoiîtion mu-
tuelle des corps, parce qu'autrement le mouvement perpé-
tuel ne feroit plus impoflible; l'autre e'eft qu'un pendule
.compofé peut, toujpurs remonter de lui-même à la même
hauteur d'où il eft defcendu librement. Au refte, Huyghens
remarque que le même principe a lieu dans le mouvement
des corps pefans liés enfemble d'une manière quelconque
comme auffi dans le mouvement des fluides.,

On ne fauroit deviner ce qui a donné à cet Auteur l'idée
d'un tel Principe; mais- on peut conjeAurer qu'il-y a été
conduit par le théorème que Galilée avoir démontré fur la
chute des corps pefans л lefquels foit qu'ils; défcendent
verticalement ou fur des plans inclinés, acquièrent toujours
des vîtefles capables dé les faire remonter aux mêmes hau-
teurs d'où ils étoient tombés. Ce théorème généralifd ôc
appliqué au centre de'gravité d'un fyftême de corps pefans,,
donne le Principe d'Huyghens.

Quoi qu'il en foit, il eft vifible que ce Principe fournit
one équation entre la hauteur verticale,, d'où le centre de
gravité du fyftême eft defcendu dans un tems quelconque,
& les différentes hauteurs verticales auxquelles les corps qui
eompofent le fyftême pourroient remonter avec leurs vîtefTes
acquifes, Si qui par les théorèmes de Galilée font comme
les carrés de ces vîteflès. Or dans un pendule qui ofcille.

autour d'un axe horifontal-les vîteffes 4es différens points
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font proportionnelles à. leurs diftances de l'axe j ainii on peut
réduire l'équation à deux feules inconnues , donc l'une foi't
la defcente du centre de gravité du pendule dans un tems
quelconque , & dont l'autre foit la hauteur à. laquelle un
point dorme de ce pendule pourroit remonter par fa vîteffe
acquife. Mais la defcente du centre de gravité détermine
celle de tout autre point du pendule; donc on aura une
équation entre la hauteur d'où un point quelconque du pen-
dule eft defcendu, Se celle à laquelle il pourroit remonter

.par fa vîteflfe, due à cette chute. Dans le centre d'oicilla-
tion, ces deux hauteurs doivent être égales, parce que les
corps libres peuvent toujours remonter à^ la même hauteur
d'où ils font tombés ; 6c l'équation fait voir que cette égalité
ne peut avoir lieu que dans un point de la ligne perpendicu-
laire à l'axe de rotation, & paflant par le centre de gravité
du pendule, lequel foit éloigné de cet axe de la quantité
qui provient en multipliant tous les poids qui compofent le
pendule, par les carrés de leurs diftances à l'axe, & divj-
fant la fomme de ces produits par la таДе du pendule mul-
tipliée par la diftance de fon centre de gravité au même axe.
Cette quantité exprimera donc la longueur d'un pendule
fimple, doue le mouvement feroic égal à celui du pendule
compofé.

Cette théorie d'Huyghens eft expofée dans fonTraité de
Horologio of dilatório ̂  qui parut en 1673, & elle y eft ac-
compagnée d'un grand nombre de favantes applications.
Elle n'auroit rien laiiTé à défirer, fi elle n'avoit pas été ap-
puyée fur un Principe précaire ; & il reftoit toujours à dé-
montrer ce Principe pour la mettre hors de toute atteinte,
En 1681 -parurent dans le Journal des Savans de Paris, quel-
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«Jtres mauvaifes objections contre cette théorie> auxquelles
Huyghens ne répondit que d'une manière vague & peu fatis-
faifante. Mais cette conteftation ayant excité Pattention de
Jacques Bernoulli, lui donna occafion d'examiner à fond la
théorie de Huyghens, ôc de chercher à la rappeller aux pre-
miers principes de la Dynamique. Il ne confidere d'abord
que deux poids égaux attachés à une ligne inflexible & droite,
& il remarque que la vîteffe que le premier poids, celui
qui eft le plus près du point de fufpenfion, acquiert en dé-
crivant un arc quelconque, doit être moindre que celle qu'if
auroit acquife en décrivant librement le même arc j 6c qu'en
même tems la vîtefle acquife par l'autre poids, doit être
plus grande que celle qu'il auroit acquife, en parcourant le
même arc librement. Là vîtefle perdue par le premier poids
s'eft donc communiquée au fécond, ôc comme cette cofnniw^
nication fe fait par le moyen d'un levier mobile autour
d'un point fixe, l'Auteur fuppofe qu'elle doit fuivre la loi
de. l'équilibre des puiiTances appliquées à ce levier ; de ma-
nière que la perte de vîtefle du premier poids foit au gain
de vîteffe du fécond, dans la raifon réciproque des bras de
levier, c'èft-à-dire, des diftáncés au point de fuipcnfion.
Dé-là & de ce que les vîteflès réelles des deux poids doi-
vent être elles-mêmes dans la raifon direde de ces diftancés,'
on détermine facilement ces vîteflès, & par conféquent le
mouvement du pendule.

Tel eft le premier pas qui ait été fait vers la iolution
dire&e de ce fameux problême. L'idée de rapporter nu

les forces réfultahtes des vîteflès gagnées ou perdues
les poids j eft très-fine, ôc donne la clef de la vraie théo-

rie; mais Jacques Bernoulli, s'eft trompé \ en confidérant les



M É C H A N I Q U E, A N A L I T IQ U E.

viteiTes acquifes pendant un teins quelconque fini, au l'eu qu'il
n'auroit dû coniidérer que les vîteiles élémentaires acquifes
pendant un inftant, .& les comparer avec celles que.la gravité
tend à imprimer pendant le même i-nftant. C'eftce qu'a f aitde
puis le Marquis.de, l'Hôpital, dans un -Écrit kiféré dans le Jour-
nal de Ró.tterdam de 1690. Il fuppofe deux poids quelcon-
.ques attachés au fil inflexible qui fait le pendule compofé,
ôc il établit l'équilibre entre les .quantités, de mouvement
perdues & gagnées par ces poids dans un inftant, quelconque*»
c'eft-à-dire, entre les différences des quantités de.jnouve-
ment que les poids acquièrent réellement dans cet inftant,
& celles que la gravité tend A leur imprimer. Il détermine
par ce moyen le. rapport de l'accélération inftantanée de
chaque poids à celle que la gravité feule tend à lui donner,
£c il trouve le centre d'ofcillajtion, ..en cherchant le poinc
du pendule-pour lequel ces ,de,ux accélérations {broient.égales..
IJ étend enfuite fa théorie à,un plus grand nombre de poids ъ

mais il regarde pou^ .cela les premiers comme réunis fuccef-
iivement dans leur centre.d'ofcillation, ce qui p'eft pl.us fî
,dire£b, ni ne peut être .admis fans démonftration,.

Cette analyfe du Marquis de l'Hôpital fit revenir Jacques
Bernoulli fur la fienne, & donna enfin lieu .à, la première
jfolution- direile ôc rigoureufe d,u problême des centres d'of-
xillation, folution qui mérite d'autant plus l'attention dès Géo-
mètres, qu'elle contient le germe de ce Principe de Dyna-,
mique^ qui eft devenu fi fécond entre les mains de M. d'A-
Jembert.

L'Auteur confidere les mouvemens que la gravité imprime
Д chaque inftant aux corps qui compofent le pendule, &C
çom>-ne .ces corps, à caufe de leur liaifon, ne peuvent les

jTuivre
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fuivre en;entier,! il conçoit les mbuvemens imprimés comine
compofés de ceux que les corps peuvent prendre, & d'autres
niouvemens qui Doivent être détruits, & en verçu defquels
le pendiile doit demeurer en>étqoilibre. Le problême fe trouve
ainii ramené aux-principes de la Statique, 6c ne demabde
plus que le fecours de Tanalyfe. Jacques Bernoulli trouva
par ce moyen des formules générales pour les centres- d'of-
dilation des corps de figure quelconque, een fit .voir i'ac-
cord avec le principe de Huyghens, & démontra .i'idfetaeitè
des centres d'ofcijlation ôc depercuffion; Cetpe folution avoit
été ébauchée dès 16191 dans les acbss de Leipfîc, mais elfe
n'a été donnée.d'une manière complette qu'en 1703, dans
les Mémoires de l'Académie des Sciences- de PUPÍS. • -» •

Pour ne rien laiflèr à deiirer fur cette hiíbire du: ^fòfelême
du centre d'ofcillation ,• je devrois rendre tQtriptèi&ífi ч!е
la folution que Jean Bernoulli en a donnée enfuite dans les
mêmes Mémoires, Se qui ayant écé trouvée Se publiée A peu
près ea même-tems par Taylor, dans l'ouvrage intitulé:
Mcthodus incrementorum, a été IVw^fiotíid^une YÍve;âifpute
entre ces deux Géomètres; mais quelque ingénieufe que foie
l'idée fur laquelle eft fondée cette nouvelle folution, & qui
confifte à. réduire tout d'un coup le pendule compofé en un
pendule fimple^ en fubfticuant à fes difféveus^^ poidsVd'autres
poids réunis dans un feul point, ôc dont les mafles 6c les pefan-
teurs foient telles qu'il faut pour que leurs accélérations an-
gulaires & leurs momens, par rapport à l'axe de rotation
fpient les mêmes, il faut néanmoins, avouer que cette idée
ll'eft ni il naturelle, vjoi £ lumineufe que celle'de l'équilibre
entre les mouvemens détruits à laquelle Jacques:. Bernoulli
avoit ед i'art de réduire cette recherche.
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On trouvé encore dans Ja Pkoronomic d'Herman, publiée
en 1716, une nouvelle manière de réfoudre le même pro**
blême, & qui eft fondée fur cet autre principe, que les
forces motrices, dont les.poids qui forment, le pendule font
lëellement.animés j pour pouvoir être mus conjointement,
doivent être équivalentes à celles qui proviennent de Гас-
tion.de la gravité y enforce 'que les premières étant fuppofées
dirigées en. fens contraire,- doivent .faire équilibre à ces
dernières. •
-, .Ce. (principe préíénté de cette manière, n'eft cependant
pa$,aiîez lumineux pour pouvoir être pris pour un axiome
de Méchanique ; mais il n'eft. pas difficile de ïe démontrer
par le moyen de: celui de Jacques Bernoulli, dont il eft en
effet une fuite néceiTaire.

M. Euler lui adonné depuis une plus grande:généralité>.
&L Га appliqué à la folucion de difFérens problêmes touchant
les ofcijlapions des corps flexibles ou inflexibles, dans un:
Mémoire imprimé en, -1/740 ^ dartjs le tome УД des anciens
Commentaires de, Pétersbotírg.,

II feroit trop long de parler des autres problêmes de Dy-
namique qui ont exercé la fagacité des Géomètres après
celui, du centre d'ofcillation 5 & avant .que l'art dé les ré-
fpudre fût réduit à 'des .règles fixés.', Ces problèmes .que
MM. Bernoulli, Clairaut, Euler'fe 'propo/bient entr'eùx,
iè trouvent répandus dans les premiers volumes des Mémoires
de Pétersbourg .& de Berlin, dans les Mémoires de Paris
( années 1736: :& 1741), dans les Œuvres 4« J«an- Bernoulli ,
5c dans lefc ,Opufcules de M.. £ulei. Ils rcohfiftent à idérer-
miner les mouvemens de plufieurs cbrps pefansou non qui'
fe pouiTent ou fe tirent par, des fils ou des leviers inflexibles-
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oit ils font fixement attachés, ou le long defquels ils- peu-
vent couler librement, ôc qui ayant reçu des impulfions
quelconques, font, enfuite abandonnés, à,-eux-mêmes, ou
contraints de >fe mouvoir fur des (courts ou. des furfaces
données.

Le principe de Huyghens étoit prefque toujours employé
dans la iblution de ces problêmes ; mais .comme ce principe
lie donne qu'une, feule, équation, on cherchoif les autres paj:
la confid.ération ^forces inconnues avec lefquelles оделят
cevoit que les corps dévoient fe pouiTer ou iè tirer, & qu'oa
regardait comme- des-forces élaftiques agiflant également
en fens contraires ; l'emploi de. ces forces difpenfoit d'avoir
égard à la liaifon des corps* & permettait de faire ufage des
loix du mouvement des corps libres; enfuite les condition*
qui par la nature du problème, dévoient, avoir lieu encre lei
mouvemens des différens corps, fervoient à déterminer les
forces inconnues qu'on, avoir- introduites 4an«uJe calcul»
Mais il falloit toujours une,adreiTe particulière pour démêler
dans chaque problème toutes les forces auxquelles il écoit nef
ceiTaire d'avoir égard; ce qui rendoit ces problèmes piquants
& propres à exciter l'émulation.

Le traité de Dynamique de M. d'Alembert qui parut en
1743, mit fin à ces efpeces de défis, en offrant une me*
thode direcb ôc générale pour réfaudre, ou du moins pour
mettre en équations tous les problêmes de Dynamique qoe
l'on peut imaginer. Cette méthode réduit toutes- des ЛоЙи du
mouvement des corps à œlles de leur équilibre, •& rameftSt

la Dynamique à la Statique. Nous avons déjà rertïarqué
le principe employé par Jacques Bernoulli ; dans la re-

cherche du centre d^ofcillation, avoit ' l'avantage <cte -fftiït
Z z
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dépendre cette recherche des conditions de l'équilibre du
levier; mais il étoit réfervé à M. d'Alembert d'envifager
ce principe d'une manière générale , & de lui donner toute
la /implicite & la fécondité dont il pouvoit être fufceptible.

Si plufieurs corps' tendent à fe mouvoir avec des vîtefles
& des directions, qu'ils foient forcés de changer à caufe
de leur acbon mutuelle, on peut regarder ces mouvemens
comme compofés de ceux que les corps prendront réelle-
nient, & d'autres mouvemens qui font détruits ; d'où il fuit
que ces derniers doivent être'tels que les corps animés
de ces feuls mouvemens fe faflènt équilibre.

Tel eft le Principe que M. d'Alembert a donné, & dont
il a fait tant d'heureufes & utiles applications. Ce Principe
ne fournit pas immédiatement les équations néceffaires pour
la folution des difFérens problêmes de Dynamique, mais il
apprend à les déduire des conditions de l'équilibre. Ainii
en combinant ce Principe avec les Principes ordinaires de
l'équilibre du levier, ou de la cornpofition des forces, oh
fieut toujours trouver les équations de chaque problème à
l'aide de quelques conftru&ions plus ou moins compliquées.
C'eft de cette manière qu'an en a ufé jufqu'ici dans l'ap-
plication du (Principe-dont il s'agit; mais la difficulté de
déterminer les forces qui doivent être détruites, aíníi que
les Joix de l'équilibre^en&ve ces forces, rend fouvent cette
application embarraiFante & pénible ; Se les folutâons qui en
«é/ul'tent. font pré/que toujours' plus longues que iî elles

dédmtës^dê Principes ' moins iimpIes--& moins

.ia première-Partie de ce Traité, le Principe des
, virtuelles 'BOUS a conduits à itee.Méthode analytique
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très-fimple, pour réfoudre toutes les queftions de Statique.
Ce même PrincijJfe combiné avec celui que nous venons d'ex-
pofer, fournira donc auffi une Méthode femblable pour les
problêmes de Dynamique , ôc qui aura les mêmes avan-
tages.

Pour fe former d'abord une idée de cette méthode, on
le rappellera que Je Principe général des vîteiTes virtuelles
confifte en ce que, lorfqu'un fyftême de corps réduits à des
points, & animés de forces quelconques eft en équilibre,
fi on donne à ce fyftêmè un petit mouvement quelconque
en vertu duquel chaque corps parcoure un efpace infini-
ment petit, la fomme des forces ou puiiïances multipliées
chacune par l'efpace que le point où elle eft appliquée
parcourt fuivant la direction de cette puiiïance, eft toujours
^gale à zéro.

Si maintenant on fuppofe le fyftêmè en mouvement, &
qu'on regarde le mouvement que chaque corps a daus un
inftant comme compofé de deux, dont l'un foit celui que
le corps aura dans l'inftant fuivant, il faudra que l'autre
foit détruit par l'action réciproque des corps, & par celle
des forces motrices dont ils font actuellement animés. Ainfî
il devra y avoir équilibre entre ces forces & les preffions
ou réfiftances qui réfultent des mouvemens qu'on peut re-
garder comme perdus par les cojps d'un inftant à l'autre.
D'où il fuit que pour étendre & mouvement du fyftêmè
la formulevde fon équilibre, il iuffira d'y ajouter les termes
dûs à ces dernières forces.

Or iî on confidere, ainfî que nous l'avons déjà fait plus
les vîtefles que chaque corps a fuivant trois direc-

tions. fixes & perpendiculaires entr'elles, les décroilïèmens
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de ces vîteiTes représenteront les mouvemens perdus fuivarij;-
les mêmes directions, & leurs accroiíKmiens feront par
conféquent les mouvemens perdus dans des directions op-
pofées.. Donc les preifions réfultantes. de ces mouvemens
perdus feront exprimées en général par la maflè multipliée
par l'élément de la vîteiTe , & divifée par l'élément dutems,
&: auront des directions directement contraires à celles des
vîtefles. De cette manière on pourra exprimer analitique-»
ment les termes dont il s'agit, & l'on aura une formule gé-
nérale pour le mouvement des corps , laquelle renfermera
la folution de tous les problêmes de Dynamique, - & dont
le iîmple développement donnera les équations néceÎTaires
pour chaque problême, comme on le verra dans la fuite
de ce Traité.

Mais un des plus grands avantages de cette formule, eft
d'offrir immédiatement les équations générales qui Tenfer-
ment les Principes, ou théorèmes connus fous les noms
de confervation- des forces vives , de confervation du mouve-
ment du с entre de gravité^ de confervation du moment du mou-
vement de rotation, ou Principe des aires, & de principe de
la moinire quantité d'aclion. Ces Principes doivent être re-
gardés plutôt comme des réfultats généraux des loix de Ja
Dynamique, que comme des principes primitifs de cette
Science, mais étant fouvent employés comme tels dans la

-folution des problêmes, nous croyons devoir en dire auffi
un mot, en indiquant en quoi ils confiftent, & à quels
Auteurs ils font dûs, pour ne rien JaiiTer à defîrer dans cette
expofition préliminaire des Principes de la Dynamique.

Le premier des quatre Principes dont nous venons de
parler, celui de la confervation des forces vives, a été trouvé
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par Huyghens, «mais fous une forme un peu différente de
celle qu'on lui donne préfentement j 6c nous en avons déjà
parlé à l'oceafion du problême des centres d'ofcillation.
1-е principe tel qu'il a été employé dans la folution de ce
problême, confifte dans l'égalité entre la defcente &. la
montée du centre de gravité de plufieurs corps pefans qui
defcendent conjointement, & qui remontent enfuite fépa-
rément, étant réfléchis en haut chacun avec la vîtefle qu'il
avöit acquife. Or par les propriétés connues du centre de
gravité y le chemin parcouru par ce centre dans une direction
quelconque, eft exprimé par la fomme des produits de la
mafle de chaque corps & du chemin qu'il a parcouru fui-
vaut la même dire£tion, divifée par la fomme clés maiTes,
D'un autre côté, par les théorèmes de Galilée, le chemin
vertical parcouru par un corps grave eft proportionnel au
carré de la vîtefle qu'il a acquife en defcendant librement,
& avec laquelle il pourroit remonter à la même hauteur.
Ainfi le Principe de Huyghens fe réduit à ce que dans le
mouvement des corps pefans , la fomme des produits des
maiTes par les carrés des vîteiTes à chaque inftant, eft la
même, foit que les corps fe meuvent conjointement d'une
manière quelconque, ou qu'ils parcourent librement les mêmes
hauteurs verticales. C'eft auffi ce que Huyghens lui-même
a remarqué en peu de mots dans un petit Ecrit relatif aux
méthodes de Jacques Bernoulli & du Marquis de l'Hôpital,
pour les centres d'ofcillation.

Jufques-là ce Principe rv'avoic été regardé que comme un'
théorème de Méehâiïique ; mais lotfque Jean Bernoulli

te la diftin&ion étabHe par Leibnitz, entre les forces
mortes ou preffions qui ;agiíTent fans raouvemeoc"a&ud1, •&
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les forces vives accompagnées de ce msuve'ment, ainiî
que la mefure de ces dernières par les produits des maiTes
& des carrés. des vîteiTes, il ne vie plus dans le Prin-
cipe en queftion, qu'une eonféquence de la théorie des
forces vives, ôc une loi générale de la nature, fuivant la-
quelle la fomme des forces vives de plufieurs corps fe con-
ierve la même pendant que ces corps agiflent les uns fur les
autres par de fimples preffions, & eft conftamment égale à la
fimple force vive qui réfulte de l'action des forces actuelles
qui meuvent les corps. Il lui donna ainfi le nom de con-
fervation dus forces vives t & il s'en fervir. avec fuccès pour
réfoudre quelques' problêmes qui ne l'ayoient pas encore été,
& dont il paroiiTok difficile de venir à bouc par des mé-
thodes directes,

Son illuftre fils, Daniel Bernoulli, a déduit enfuite de ce
Principe, les loix du mouvement des fluides dans des vafes,
matière qui n'avoit été traitée avant lui que d'une manière
vague ôc arbitraire. Enfin il a rendu ce même principe très-
général dans les Mémoires de Berlin pour l'année 1748 , en
faifant voir ÇQmment on peut l'appliquer au mouvement des
corps animés par des attractions mutuelles quelconques, ou
attirés vers des centres fixes par des forces proportionnelles
à quelques fonctions des diftances que ce foit.

Le grand avantage de ce Principe eft de fournir immé-
diatement une équation finie entre les vîteflès des cosps &
les variables qui déterminent leur portion dans l'efpace;
de forte que lorfque par la nature du problême, toutes ces
variables fe réduifent à une feule, cette équation fuffit pour
le réfoudre complettement, & c'eft le cas de celui des cen-
tres d'ofcillation. En général la confçrvation des forces vives

donne
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donne toujours une intégrale première des différentes équa.
tions différentielles de chaque problême j ce qui eft d'une
grande utilité dans plufieurs occafions.

Le fécond Principe eft dû à Newton, qui, au commen-
cement de Tes Principes Mathématiques , démontre que l'état
de repos ou de mouvement du centre de gravité de plufieurs
corps n'eft point altéré par l'a&ion réciproque de ces corps
quelle qu'elle foit ; de forte que le centre de gravité des
corps qui agiffent les uns fur les autres d'une manière quel-
conque, foit par des fils ou des leviers, ou des loix d'at-
traction , 8cc, fans qu'il y ait aucune aftion ni aucun ob-
ftacle extérieur, eft toujours en repos, ou fe meut unifor-
mément en ligne droite.

M. d'Alembert lui a donné depuis, dans fou Traité de
Dynamique, une plus grande étendue, en faîfant voir que
fi chaque corps èft follicité par une force accélératrice conf-
tante, & qui agiiTe fuivant des lignes parallèles, ou qui
foit dirigée vers un point fixe, & agiiTe en raifon de la
diftance, le centre de pravité doit décrire la même courbé

* » О

que fi les corps étoient libres ; à quoi on peut ajouter que
le mouvement de ce centre eft en général le même que fi
toutes les forces des corps quelles qu'elles foient, y étoient
appliquées chacune fuivant fa propre direction.

Il eft vifible que ce Principe fert à déterminer le mou-
vement du centre de gravité, indépendamment des niou-
Vemens refpe&ifs des corps, 6c qu'ainfi il peut toujours four-
nir trois équations finies entre les coordonnées des corps
6t le tems, lefquelles feront des intégrales des équations

Différentielles du problème.
•*-e troiiieme Principe eft beaucoup moins ancien que les

A a
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deux précédens, &: paroîc avoir été découvert en même-
tems par MM. Euler, Daniel Bernoulli, ôt le Chevalier
d'ArcVj mais fous des formes différentes.

Selon les deux premiers, ce Principe confifte en ce que
dans le mouvement de pluiîeurs corps autour d'un centre
fixe, la fomme des produits de la maiTe de chaque corps,
par fa vîteile de circulation autour du centre, & par fa diC-
tance au même centre, eft toujours indépendante de l'ac-
tion mutuelle que les corps peuvent exercer les uns fur le&
autres, Se fe conferve la même tant qu'il n'y a aucune ac-
tion ni aucun obftacle extérieur. M. Daniel Bernoulli a
donné ce Principe dans le premier volume des Mé-
moires de l'Académie de Berlin, qui a paru en 1746, Se
M. Euler Га donné la même année, dans le premier tome
de fes Opufcules; & c'ëft auffi le même problême qui les
y a conduits, fçavoir la recherche du mouvement de plu-
Heurs corps mobiles dans un tube de figure donnée, &
qui ne peut que tourner autour d'un point ou centre fixe..

JLe principe de M. d'Arcy, tel qu'il Га donné à l'Aca-
démie des Sciences de Paris, dans un Mémoire qui porte
la date de 1746, mais qui n'a paru qu'en 1751 dans le Re-
cueil pour 1747 y еЛ 4ue te fomme des produits de lamafle
de chaque corps par l'aire que fon rayon vecteur décric
autour d'un centre fixe , eft toujours proportionelle air
tems. On voit que ce Principe eft une généralifation du
beau théorème de Nevton, fur les aires décrites en vertu de
forces centripètes quelconques ; 6c pour en appercevoir l'ana»
logic, ou plutôt l'identité avec celui de MM. Euler & Da-
niel Bernoulli, il n'y a qu'à confidérer que la vîtetfe de cir-
culation eft exprimée par l'élément de l'arc circulaire divifé
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par l'élément du tems, & que le premier de ces élémens
multiplié par la diftance au centre, donne l'élément de l'aire
décrite autour de ce centre ; d'où l'on voit que ce dernier
Principe n'eft autre chofe que l'expreffion différentielle de
celui de M. d'Arcy.

Cet Auteur a préfenté enfuite fon'Principe Tous une autre
forme qui le rapproche davantage du précédent, & qui con-
fifte en ce que la fomme des produits des maffes, par les vî-
teiTes &: par les perpendiculaires tirées du centre fur les direc-
tions du corps, eft une quantité confiante.

Sous ce point de vue il en a fait même une efpece de
Principe métaphyfique, qu'il appelle la confervation de l'ac-
tion , pour l'oppofer, ou plutôt pour le fubftituer à celui de
la. moindre quantité d'action s comme fi des dénominations
vagues & arbitraires faifoient l'eflence des loix de la nature,
&pouvoient par quelque vertu fecrete ériger en caufes
finales, de firnples réfultats des loix connues de la Mécha-
nique.

Quoi qu'il en foit, le Principe dont il s'agit a lieu généra-
lement pour tout fyftême de corps qui a giften t les uns fur les
autres d'une façon quelconque, foit par des fils, des lignes
inflexibles , des lo»x d'attraction, &c , ô: qui font de plus
follicités par des forces quelconques dirigées à un centre
fixe, foie que le fyftême foit d'ailleurs entièrement libre,
ou qu'il foit aÎTujetti à fe mouvoir autour de ce même centre.
La fomme des produits des maiTes par les aires décrites autour
de ce centre, & projettées fur un plan quelconque, eft
toujours proportionnelle au tems; de forte qu'en rapportant
ces aires à trois plans perpendiculaires entr'eux, on a trois
équations différentielles du premier ordre entre le tems &

A a i
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les coordonnées des courbes décrites par les corps; 6c c'eifc
proprement dans ces équations que coniifte la nature da
Principe dont nous venons de parler.

Je viens enfin au quatrième Principe que j'appelle de la
moindre action, par analogie avec celui que'feu M. de Mau-
permis avoir donné fous cette dénomination, ßc que les
écrits de pluiîeurs Auteurs illuftres ont rendu enfuite fi fa4-
meux. Ce Principe envifagé analitiquement , confifte en ce
que dans le mouvement des corps qui agiiTent les uns fur les
autres э la fomme des produits des maiTes par les vîteiTes &
parles efpaces parcourus, eil un minimum. L'Auteur en a
déduit les loix de la réflexion & de la réfradion de la lu-
mière, ainfi que celles du choc des corps dans deux Mé-
moires, l'un à l'Académie des Sciences de Paris en 1744»
& l'autre deux ans après à celle de Berlin.

Mais il faut avouer que ces applications font trop parti*
culieres pour fervir à établir la vérité d'un Principe général ;
elles ont d'ailleurs quelque chofe de vague & d'arbitraire,,
qui ne peut que rendre incertaines les conféquences qu'on en
pourroit tirer pour l'exadtitude même du Principe. Auiîî l'on
auroit tort, ce me femble, de mettre ce Principe préfenté
ainfi fur la même ligne que ceux que nous venons d'expofer.
Mais il y a une autre manière de l'envifager plus-générale Si
plus rigoureufe, & qui mérite feule l'attention des Géomètres»
M, Euler en a. donné la première idée àla fin de fon Traité
des Ifopérimètres, imprimé à. Laufanne en 1744, en y. fai-
fant voir que dans les trajectoires décrites par des forces cen-
trales, l'intégrale de la vîtefle multipliée par l'élément de
la courbe, fait toujours un maximum ou un minimum.

Cette propriété que M. Euler u'avoit reconnue que dans
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le mouvement des corps ifolés , je l'ai étendue depuis au
Mouvement des corps qui agiiTent les uns fur les autres d'une
manière quelconque, &. il en a réfulté ce nouveau Principe
général, que la iomme des produits des mafles par les inté-
grales des vîtefles multipliées par les élémens des efpaces
parcourus, eft conftamment un maximum ou un minimum.

Tel eft le Principe auquel je donne ici, quoique impropre-
ment le nom de moindre aãion, ßc que je regarde non comme
un principe métaphyfique, mais comme un réfultat iïmple Se
général des loix de la Méchanique. On peut voir dans le Tome
П des Mémoires de Turin, l'ufage que j'en ai fait pour ré-
foudre plufieurs problêmes diflkiles de Dynamique. Ce prin-
cipe combiné avec celui de la confervation des forces vives,
&. développé fuivant les règles du calcul des variations,
donne directement toutes les équations néceflaires pour la
folution de chaque problême ; & de-la naît une méthode éga-
lement íimple &: générale pour trairer les queftions qui con-
cernent le mouvement des corps ; mais cette méthode n'eft
elle-même qu'un corollaire de celle qui fait l'objet de la féconde
Partie^de cet Ouvrage л & qui a en même-tems l'avantage
d'être tirée des premiers Principes de la Méchanique.

*——- —
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formule générale pour le mouvement d'un fyßeme dç corps ,

animés par des forces quelconques.

•*• - L ^ O R S Q U E les forces qui agiiTent fur un fyftême de
corps font difpofées conformément aux loix expolees dans
la Panière Partie de ce Traité, ces forces fe détruifenc mu»
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tuellement, & lê fyftême demeure en équilibre. Mais quand
l'équilibre n'a pas lieu, les corps doivent néceffiiirement fe
mouvoir , en obéiiTant en со ut ou en partie à l'action des forces
qui les folliciteut. La détermination des mouvemens produits
par des forces données, eft l'objet de cette féconde Parrie.

Nousyconiîdérerons principalement les forces accélératrice!
ou retardatrices, dont Г action-eft continue, comme .celle de la

gravité, & qui tendent à imprimer à chaque inftant une vîteiïe
infiniment petite &c égale, à toutes les particules de matière.

Quand ces forces agiiTent librement &c uniformément,
elles produifent néeeiTairement -des vîteiTes qui augmentent
comme les tems ; ôc on peut regarder les vîteiïes ainiî en-
gendrées dans un tems donné, comme les effets les plus
iîmples de ces fortes de forces, &. par conféquent comme
les plus propres à leur fervir de mefure. Il faut, dans la
Méchanique, prendre les effets iîmples des forces pour con-
nus; Se l'art de cette fcience confute uniquement à en
déduire les .effets cornpofés qui doivent résulter de l'action
combinée & modifiée des mêmes forces.

2. Nous fuppoferons donc que l'on cónnoiíTe pour chaque
force accélératrice la vîtefle qu'elle eft capable d'imprimer
à un mobile en agiflant toujours de la même manière,
pendant un certain tems, que nous prendrons pour l'unité
des tems ; 6c nous entendrons iîmplemenc par force accélé-
ratrice c.ette même vîteiTe. Elle doit s'eftimcr par l'efpace
que le mobile parcourroit dans le même tems, fi elle étoit
continuée uniformément ; &: on fait par lès théorèmes de
Galilée, que cet efpace eft toujours double de celui que
le corps a parcouru réellement par l'aftion confiante de la
force accélératrice..
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On peut d'ailleurs prendre une force accélératrice connue
pour l'unité, & rapporter à, celle-là toutes les autres. Alors
•fl faudra prendre pour l'unité des efpaces, le double de
l'efpace que la même force continuée également feroit par-
courir dans le. tems qu'on veut prendre pour l'unité des
tems, ôc la vîtefle acquife dans ce tems par l'a&ion con-
tinue de la même force, fera l'unité des vîteflfes. De cette
ftianiere les forces, les eipaces, les tems & les vîtefles ne
feront que des iîmples rapports, des quantités mathéma-
tiques ordinaires.

Par exemple, fi on prend (ce qui eft très-naturel) la gra-
vité fous la latitude de Paris pour l'unité des forces accélé-
ratrices, & qu'on compte le tems par fécondes, on devra
prendre alors 30,196 pieds de Paris pour l'unité des efpaces
parcourus, parce que 15,098 pieds, eft la hauteur d'où un
corps abandonné à lui-même, tombe dans une féconde fous
cette latitude ; & l'unité des vîteiïes fera celle qu'un corps
péfant acquiert en tombant de cette hauteur,

3. Ces notions préliminaires fuppofées, confidérons un
fyftême de corps difpofés les uns par rapport aux autres,
comme on voudra, ôc animés par des forces accélératrices
luelconques.

Soit m h rriaiïe de l'un quelconque de ces corps, regardée
«omme mi point; & foient x y y , % les trois coordonnées
recbngles qui déterminent la pofition abfolue du mcme
c°rps au bout d'un tems quelconque t. Ces coordonnées
*°nt fuppofées toujours parallèles à trois чхез fixes dans l'ci-
Pace» & qui fe coupent perpendiculairement dans un point

l'origine des coordonnées j elles expriment par con-
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féquent les diftances rectilignes du corps à trois plans paf-
fant par les mêmes axes.

Ainiî à caufe de la perpendiculaire de ces plans, les coor-
données A, y^ £ repréfentent les efpaces parcourus par le

corps en s'éloignant des mêmes plans ; par coniequent -~

—2— 9 —Í- repreTenteront les vîtefles que ce corps a dans un

inftant quelconque pour s'éloigner de chacun de ces plans-là;
& ces vîteiTes, fi le corps étoit cnfnite abandonné à lui-
même , demeureroient confiantes dans les inftans fuivans,
par les principes fondamentaux de la théorie du mou-
vement.

4- Soient maintenant P, Q, R, &c, les forces accélé-
ratrices , qui dans le même inftant follicitent chaque point
de la mafle m fuivant des directions données, c'eft-à-dire,
les vîtefles que chacune de ces forces imprimeroit à la mafle
m , fi elles agifloient féparément & également pendant le
tems qui eft pris pour l'unité. Quelque variable que puiffe
être l'adion de ces forces, on peut néanmoins la regarder
comme confiante pendant un inftanr. Par conféquenc, comme
les vîtefles engendrées par des forces accélératrices conf-
iantes , font proportionelles au tems, il s'enfuit que les vî"
tefles que les forces P9Q9 A,.&c.. impriment ou tendent
fL imprimer au corps m pendant l'inftant dt^ font exprimées
par PÍ/Z, Qdt) Rdt t Sec. $c ont les mêmes directions <juç
ces forces.

Donc clans l'inilant fuivant le corps tendra à fe mouvoir

â la fois avec les vîtefles •—, A-, JjL , pjt Qdt*
d t ^ d t ^ d t * * ~

; & il prcndroit effectivement un mouvemen t



S E C O N D E P A R T I J E .
compofé de ceux-ci, s'il devénoit libre ; mais ce mouvement
eft altéré par la Jiaifon mutuelle des corps.

Or puifque —î-, -&-, -^- expriment en général

les vîteiïès effectives du corps après le tems t, les vî-

teÎTes après le tems t-b-dt feront repréfentées par -^— •+•

**•• 7Г» -^r^a- -1ГГ» "И" H-/' ~7T- Ainfî le corP*
aura perdu les vîtefles P d 1 9 Q d i y R d t л &с, Sc gagné à leur

place les vîtefles d. -7-, d. —j-t a. -^-tendantes'àaug-

menter les coordonnées #/y, £; ou, ce qui revient'au
même, il aura perdu à la fois les vîtefles Pdi\ Qdt, Rdt, &c,

& les vîtefles^. ^-, d. -&-, d. -^- dirigées en fens con-

traire, c'eil-à-dire, fuivant les lignes тещез я, у, \.

Donc auifi les forces accélératrices capables de produire
ces différentes vîtefles auront été détruites, & fe feront par
conféquent fait mutuellement équilibre. Donc enfin il y aura
eu équilibre dans le fyftême, en fuppofant chacun des corps
m qui le compofent, animé à la fois par les forces accélé-
ratrices P, Q9 Ry &c, données, & de plus par les forces

d. d* d dy d. ~^-
accélératrices dt , dt , dt , ou bien (en fai-

dt dt dt

iant dt confiant) ** , -7^—» • f ,* » dirigées fuivant

•«es lignes AT, y, %. D'où l'on voit que les loix du mouvement
du iyftême font les mêmes que celles de fon équilibre л en
aj°utant iîmplement les nouvelles forces accélératrices

r •fuivant x, y, ?.

}• On pourra donc auffi trouver une formule générale
B b
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pour le mouvement, comme on en a trouvé une pour l'équi-
libre ; & cette formule du mouvement ne fera autre chofe
que celle de l'équilibre, en fuppofant chaque corps m da
fyftême tiré à la fois par les forces mP, mQ^ mR9 &C,
fuivant les dire&ions des forces accélératrices P, Q > R t &С'Э

dont oh le fuppofe animé, Si de plus par les forces m —, *- ,

m —~~ » m -r-^-. fuivant les directions des coordonnées
ai1 ' . <jr* '

SC t Y ï ?.

Concevons pour cela que la pofition des diiFérens corps du
fyftême change infiniment peu, enforte que les coordonnées
x,y, \ deviennent x — ïx^y — iTy, \ — f % , l e s quantités
«Гл-, «Ту, <г^ étant infiniment petites; il eft vifible que ces
quantités expriment les petits efpaces que le corps m aura
parcourus fuivant les lignes x, y, £, parce que ces lignes
étant perpendiculaires entr'elles, l'efpace parcouru parallè-
lement à l'une ne dépend que de la variation de celle-ci, &
nullement de celle des autres.

Ainiî on aura d'abord m . * x <Г x л т - ,\ x f y ,
at at

m - .-"5" x «f1 ̂  pour les momens des forces m * •, m ——•

m ~T^~-

6- Confídérons maintenant les forces accélératrices
P, Ç, R y &c, comme tendantes à des centres donnés;
& foient JP, q-> r, &c, les diibmces de chaque corps m à
chacun des centres. Que ty, íq^ JV, &c, repréfentent les
variations des lignes pu quantités/?, ^, r, &c, provenantes
des variations <?x5 «Ту, J^ des lignes x,>y-> 7; il eft clair
que ces quantités tp> ?%) ̂ r^ &c, exprimeront en même-
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tems les efpaces parcourus par le corps m fuivant les lignes
P * q - > r^ &c. Donc m? X fp, /TzÇx fq, т я А х < Г г , &c ,
feront les moment des forces m P, /я Q, ля A, &c, agiffimtes
fuivant ces mêmes lignes, p, ^, r, &c.

Or la formule générale de l'équilibre confifte en ce que
la fomme des momens de toutes les forces du fyftême doit
être nulle (Part. I, SecT:. 2, art. z); donc on aura la for-
mule cherchée en égalant à zéro la fomme de toutes les
quantités

«Гу^ AJ.°J^ rffl

Ч-т (P íp.^Qíq 4-ßJV-h&c),

relatives à chacun des corps du fyftême propofé.

7- Donc fi on dénote cette fomme par le figne intégral
£, qui doit embraiTer tous les corps du fyftême, on aura

pour la formule générale du mouvement d'un fyftême quel-
conque de corps, regardés comme des points, Se animés par
des forces accélératrices quelconques P, Q, R, &c.

Pour faire ufage de cette formule, on fuivra les mêmes
règles que pour la formule de l'équilibre } ainfi il faudra
appliquer ici tout ce qui a été dit dans la féconde Sec-
tion de la première Partie, depuis l'article 3 jufqu'à la fin,
en obfervant que les différentielles marquées par la note ou
cara£tériftique <T dans la formule précédente répondent aux
différentielles marquées par la caraftériftique ordinaire d
dans la formule de l'équilibre, & fe déterminent par les
mêmes règles & les mêmes opérations.

B b x
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Nous nommerons dans la fuite ces différentielles mar-
quées par f3 des variations , pour les diftinguer des autres
marquées par d qui fe trouvent dans la même formule , 6c
qui expriment les accroiiTemens ou décrohTemens fucceffifs
des variables , à ràifon du tems & du mouvement des corps ;
tandis que les variations font relatives au changement ar-
bitraire qu'on introduit dans la poiîtion inftantanée des corps »
& qui eft tout- à- fait indépendant de leur mouvement
effectif.

S • En général , il faudra commencer par chercher les va-
leurs de fpt fqt &c, en «ГАГ, <Гу, «г:{; ce qui eft facile,
parce que, nommant я, £, с les coordonnées recbngles
qui déterminent la pofîtion du centre des forces P, on a

P =
d'où l'on tire, en faifant varier uniquement x^

cxpreflîon qui , comme nous l'avons déjà obièrvé dans l'endroit
cité , peut fe réduire à cette forme générale & indépendante
Je la poiîtion du centre des forces

=s COf a «T.JC 4- Cûf /3 f y Hh cof y <T£,

( en nommant « , ft , y les angles que la direction de la force
P fait avec les coordonnées x, y, ç) ou bien encore à
celle-ci.

fyss fin > ^cof i«Tx4- fin« ty)**

étant l'angle que cette direilion projetée fur le plan des
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, y fait -avec l'axe des x. Et ainii des autres variations

«ГГ, &C.

De cette manière les termes P s-p -4- Qïq -Ь A JY-h &с,
fe réduiront à cette forme Xfx^-+- Yty' •+• Z, J4^ ; & les
quantités X, У, Z feront les valeurs des trois forces' pa-
rallèles aux axes des coordonnées х л у у %, & équivalentes
à. toutes les forces P, Q, .R, &c, comme nous l'avons dé-
montré dans l'article 5 de la Seétion cinquième de la pre-
mière Partie.

Enfui te en ayant égard aux équations de condition t don-
nées par la nature du fyftême propofé, entre les coordon-
nées des differens corps, on réduira les variations de ces
coordonnées au plus petit nombre poifible, enforte. que les
variations reftantes foienc cout-à-fait indépendantes cntr'elles
& abfolument arbitraires. Alors on égalera à zéro la fomme
de tous les termes affe&és A chacune de ces dernières va-
riations j & l'on aura toutes les équations néceiTaircs pour
la détermination du mouvement du fyftême.

p. Si le fyftême dont on cherche le mouvement eft un
corps continu, & d'une figure invariable comme les corps
folides, ou variable comme les corps flexibles & les fluides;
alors dénotant par m la maiïè entière du corps, & par dm
l'un quelconque de fes élémens, c'eft-à-dire, une particule
quelconque du corps, on confidérerace corps comme un af-
femblage ou fyftême d'une infinité de corpufcules dm^ animés
chacun par les forces accélératrices P, Q, /?, &c; & il
n'y aura qu'à mettre dans la formule générale de l'article 7,
dm à la place de m, & en même-tems regarder le ligne S
comme un figne d'intégration relatif à toute l'étendue du
corps, c'eft-à-dire, à la poiîtion inftantanée de toutes
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fes particules, mais indépendant de la poiîtion fucceflive
de chaque particule.

IO. En général, il faut remarquer relativement aux va-
nations y qu'elles ne fe rapportent qu'à l'efpace & non à la
durée, enforte que dans les differentiations marquées par
f la variable t, qui repréfente le tems devra toujours être
regardée comme confiante. Or il peut arriver fuivant les
circonftances du problême que les équations de condition
renferment elles-mêmes le tems 1, auquel cas elles feront,
à proprement parler, variables d'un inftant à l'autre ; alors
quelques-unes des coordonnées fe trouveront exprimées en
fonction des autres coordonnées ôc de la variable r; & il
faudra avoir égard à la variabilité de í dans les differentia-
tions marquées par d3 mais on fuppofera t invariable dans
les differentiations marquées par «J4.

La même fuppofition devra auifi avoir lieu relativement
au figne intégral S qui ne fe rapporte qu'à l'étendue même
du corps dans chaque mftant.

T R O I S I E M E S E C T I O N .

"Propriétés générales du mouvement déduites de la formule
précédente.

I. ч—í O N s i D É R O N S u n fyftêrne de corps difpofés les uns
par rapport aux autres, & liés enfemble comme l'on voudra-,
mais fans qu'il y ait aucun point ou obftacle fixe qui gêne
leur mouvement ; il èft évident que dans ce cas les condi-



S E C O N D E P A R T I E .
lions du fyftême ne peuvent regarder que la poiltion ref-
peéHve des corps entr'eux; par conféquent les équations de
condition ne pourront .contenir d'autres fonctions des. coor-
données. que, les 'èxpreiïïons 'des dmahces mutuelles des
corps.

Soient *', y, ^' les coordonnées d'un corps quelconque
déterminé du fyftême , tandis que x , y, £ repî'éfèhtent en
général les coordonnées d'un autrç corps quelconque. Faifons,
ce qui eft toujours permis ,

x = x' -b I, y =/ 4r и*, î"= î' -b Ci

il eft vifible que les quantités •.лр'у'У>Ч/ .n'entreront point
dans les expreflîons des diftances mutuelles des corps , mais
que ces diftances ne dépendront que des différentes quan-
tités Ну и, С, qui expriment proprement les coordonnées des
différens corps, rapportés à celui qui répond à x','jx'» ^'; par
conféquent les équations' de condition du fyftême feront
entre les feules variables С, и, С, ОС ne renfermeront point

Donc iî dans la formule générale du mouvement on fub-
ftitue pour «Гл:, (Ту, «Г^ leurs valeurs Лх' -Ч- ï% , «Tj/H- «Г»,
f^ ' -^fÇ^ ces variations <^л:', <гу, «Г^ feront indépendantes
de toutes les autres , ßc arbitraires en elles-mêmes ; ainfi il
faudra égaler féparément à zéro la totalité des termes af-
fectés de chacune de ces variations; ce qui donnera trois
équations générales oc indépendantes de la conftitution par-
ticulière du fyftême.

a. En mettant dans la formule générale de l'article 7 de
la Seition précédente, à la place de la quantité
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R fr •+• &c, fa transformée XT* ч- Yíy-+-Zf^ (art. í,
Se&. citée), cette formule devient

Et deJà/ çn tire fur le champ ces trois équations générales

Jefquelles auront toujours lieu dans le mouvement'd'un fyf-
tême . quelconque de corps, lorfque le fyftême eft entière-
ment libre,

3. Suppofons maintenant que le corps auquel répondent
les coordonnées x',y, ^ foit placé dans le centre de gra-
vité de tout le fyftême. On aura, par les propriétés connues
de ce .centre (Part, ï, $eft. 3, art. i z ) , Ь équations
5|w=o, S»m±= ot SÇm — o; lefquelles , en différen-
tiant par rapport à ft donneront cçlles^ci,

Donc on aura S -—- m =• S ~£- m = -^ïï" 5л*' pârce

que x' ayant la même valeur pour tous les corps, eft indé-

pendante du figne Sy on aura pareillement S -^r m =

*-•, »•- S m, & S -̂ 4- ̂  =F= ~JT- «У ««• Ainíi les trois équa-

tions
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lions de l'article précédent prendront cette forme plus
fimple.

S Xm =s o>

SYm ^=s o,

Ces équations ferviront à déterminer le mouvement du
centre de gravité de tous les corps, indépendamment du
mouvement particulier de chacun d'eux ; ôc il eft évident
que le mouvement de ce centre ne dépendra point de l'ac-
tion mutuelle que les corps peuvent exercer les uns fur les
autres, mais feulement des forces accélératrices qui folli-
citent chaque corps. C'eft en quoi confifte le principe géné-
ral de la confervution du mouvement dit centre de gravité.

4. On voit au refte que les équations pour le mouvement
<Iu centre de gravité font les mêmes que celles du mouve-
ment d'un feul corps qui feroit animé à la fois par toutes
les forces accélératrices qui agiiTent fur les diiFérens corps
du fyftême. En effet , fi on conçoit que tous ces corps foient
réunis en un point qui réponde aux coordonnées »', y', ^ ;
on a alors dans la formule générale x s= x1, y ==У, £ — ^',
& égalant à zéro la totalité des termes affectés de chacune
des trois variations s-x'^ <Ty', <r^', on aura les mêmes équa-
tions que ci-deflus.

Et de-Jà réfulte ce théorème général , que le mouvement du
centre de gravité d'unfyßeme libre de corps difpofés les uns par
rapport aux autres 3 comme l'on voudra , efl toujours le mcmi
que ß les corps étoient toujours réunis dans un feul point, &

Ce
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qu'en même terns chacun d' eux fut. animé des mêmes forces accé*
lératrices que dans leur état naturel.

5 . Coniîdérons ici le mouvement d'un fyftême quelconque
autour d'un point fixe , foit que ce point appartienne lui-
même au fyftême ou non ; & pour cela employons d'abord ,
ainfi que nous l'avons fait dans la première Partie (Seét. 3 >
art, 5 ), un rayon vedeur f avec l'angle </> décrit par ce rayon
fur le plan, des coordonnées x Sty j ; à la place de ces mêmes
coordonnées, en eonfervant d'ailleurs la tcoifieme coordonnée
£ perpendiculaire à ces deux-là. On aura de cette manière

s=s f fin <P y èc diiFérentiant , fx = cof <p <fy —

Soit pour un corps quelconque déterminé du fyftême , ç/ la
valeur de l'angle ?; & qu'on faiTe en général pour chacun
des autres corps ç «ь 9' ч» 4. On peut prouver , comme dans
l'endroit cité , que fi le fyftême a la liberté de tourner autour
de l'axe des £, les variations de l'angle $/ feront indépen-
dantes de celles de toutes les autres variables.

Dans ce cas donc la totalité des termes affectés de «<У
dans la formule générale du mouvement devra être féparé-
ment égale à zéro; ce qui donnera une équation générale
&. indépendante de la conftitution particulière du fyftême ;
& pour avoir cette équation, il eft clair qu'il n'y aura qu'à
mettre les quantités — y V oc *jy à la place de f x &
f y dans la formule générale donnée ci-deiTus fart. г}9 &
faire enfuite une équation féparée des différens termes af-
fe&és de <гУ.

6. Cette équation fera donc

(
*
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&: elle aura lieu en général pour quelque fyftême de corps
que ce foit, pourvu qu'il ait la liberté de tourner autour
de la ligne fixe qui fert d'axe aux coordonnées ç.

Et comme ce qui eft relatif à l'un des trois axes des coor-
données, peut fe rapporter également à chacun des deux
autres, on trouvera d'une manière femblable, par rapport
à l'axe des coordonnées y , fi le fyftême a la liberté de tour-
ner autour de cet axe, l'équation

Enfin on aura auifi , relativement à l'axe des coordonnées x,
en fuppoiànt que le fyftême ait la liberté de tourner autour
de cet axe , l'équation

Ces trois équations auront donc lieu à la fois, lorfque
le fyftême aura la liberté de .tourner autour de chacun des,
trois axes; c'eft-à-dire, toutes les fois que le fyftême fera
difpofé de manière qu'il puifle pirouetter librement en tout
fens autour du point fixe où eft l'origine des coordonnées ;.
car nous avons vu dans la première Partie, (Se&. 3 , art. 7),
que tout mouvement de rotation autour d'un point fixe,
peut toujours fe réfoudre en trois autres autour de trois axes
paiTant par ce point.

Pour fe former une idée plus nette de ces équations, on
remarquera i° que les quantités xd*y—yd* M^xd'^—^ x>
yd*\ — \d*y ne font autre chofe que les différentielles de
celles-ci ixdy — ydx, xd^— \dx,y </^ — ç </y , lefquelles
expriment le double des fedeurs élémentaires décrits par le

C e *
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corps TW fur les plans des x,y, des x, \ Se des y , \ > c'eft-a>
dire, fur les plans perpendiculaires aux axes des ^, des y
& des x; en effet, fi dans *</y—ydx^ on fubftitue pour
ce 8c_y les valeurs p cof p, p fin <P, il.vient p a <f<p , double de
l'aire comprife entre le rayon vecteur p &: le rayon confé-
cutif qui fait avec lui l'angle élémentaire d 9.1°. Que les
quantités X-t JT, Z repréfentent les forces qui follicitent
chaque corps m fuivant les directions des coordonnées #,./>£»
& qui réfultent de toutes les forces P, Q, A, &c, agiffimtes
fur ce corps fuivant des directions quelconques ( art. 8 >
Sedv ï); & quainíi les quantités xY -r yX^ x Z — ^-X"»

y Z — £ У, expriment les momens des forces qui tendent
à faire tourner le corps, autour de chacun des trois axes des
coordonnées £, y, дг; en prenant le mot de moment, dans le
fens ordinaire, pour le produit de la force 6c de la perpendi-
culaire menée fur fa dire&ion.

7. Si le fyftème n'étoit animé par aucune force accéléra*
trice, ou s'il l'étoit feulement par des forces quelconques,.
tendantes toutes au point que nous avons pris pour l'origine
des coordonnées i alors les quantités x У —y X* x Z — ^ Z »,
y Z — ̂  Y3 feroient nulles. Car dans le premier cas, les
quantités X, Y t Z, feroient elles-mêmes nulles; ôc dans

le fécond, ces quantités feroient de la forme -^-, -^- »1 p r
—j~ x (art. 8, Sedion féconde) en nommant P la force

tendante au centre, Se faifant les coordonnées at 6, с
nulles, parce que le centre des forces eft fuppofé tomber dans
Torigine des coordonnées.

Les trois équations de l'article б deviendront alors,
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: dl y dl ж

x~dï- ~JX —

lefquelles étant intégrées par rapport à la variable r, donne-
ront en prenant trois confiantes arbitraires Ay ^, Ç

S(
- \- a t

Ces dernières équations renferment évidemment íe Prín-
cipe des aires dont nous avons parlé dans la", première
Se&ion.

8. Si le fyftême eft libre, c'eibà-dirè , qu'il n'y ait aucun
point fixe , on peut prendre l'origine des coordonnées x,y,^,
par-toutou l'on veufc; par conféquent les propriétés des aires
& des momens que.nous, venons, de démontrer, auront. lieu,
dans ce cas par rapport ^ un ppinjc fixe quelconque pris à vo-
lonté dans l'efpace. Mais je vais prouver qu'elles auront lieu
également par rapport au centre-. de gravité de tout le fyf-
tême, foit que ce centre foit fixe. qu__ non,

Pour cela il n'y a qu'à fubilituer <^anf les trois équations
de l'article 6, pour x,j; ^, les quantités x' Ч- ?,У •+-»,
? "t- Ç ( art. i ) r en rapportant , comme dans Particle 3 , les
coordonnées я', у', %' au centre de gravité du fyftême.
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Par ces fubftimtions , la premiere des équations en quef-
tion deviendra d'abord

SXm

o.

Enfuite par les équations, données dans le même articles
elle fe réduira à

*(«•£•—•S — и Л l m

Les deux autres équations de l'article, 6 fç réduiront de
même à celles-ci >

* C", T -?-£--*• »Z

On voit que ces trois équations font femblables à celles^
de ce même article б , & que toute la différence confifte en
ce quU Ià!jplace des coordonnées oe , y , ^ partant d'un point
fifcei- ii y a les coordonnées I, »/£, dont l'origine eft dans
le centre 4e gravité du fyftême. D'où il fuit que les mêmes
propriétés qui avoient lieu par rapport au point fixe, ont
auffi lieu par rapport à ce centre.

'5>. En général, de quelque manière que les différens
corps du fyftême forènt difpofés ou liés entr'eux , pourvu
<jue cette difpolîtion foit indépendante du tems, c'éft-à-dire,
que les équations de condition entre les coordonnées ne
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renferment point k variable *; il eft clair qu'on pourra
toujours , dans la formule générale du mouvement, fuppofer
les variations f x , f y , «^ , égales aux différentielles dx^dy^ d^
qui repréfentent les efpaces effectifs parcourus par les corps
dans Pinftant d t , tandis que lés variations, dont n0uV parlons
doivent repréfenter. les efpaces quelconques, que les corps
pourraient parcourir dans le même, inftant , eu égard à Içur
diípoíítion mutuelle.

;-Cette fuppofîtion n'eft que particulière, Se ne. peut four-
nir par conféquent qu'une feule équation; mais étant indé-
pendante de 1я forme du fyftême,» elle a l'avantage 4e donner
une équation générale ppur Je mouvement de quelque fyf-
terne que ce foit.

Subftituant donc dans la formule générale de l'article 7
de la Section précédente à la place de <Гдг, S- y, «Tç , les dif-
férentielles ordinaires </x, dy'9 d\, & par conféquent aufli,--
au lieu de */, bq9 fr, &c, les dijfFérentlelles correfpon--
dantes dp9 dq^'d 'r^^c^ on aura

équation générale pour quelque fyftême de corps que ce foit;,

1O. Lorfque la quantité P <//?•+• Qdq *Ь А</г-Ь&с, eft
intégrable, ОС elle l'eft toujours quand les forces accéléra-

tendent à des centres fixes^, ou axrx corps mêmes du"
, & font ргорошопдеЦев à des fojacltions quelconques

des diftances, ce qui eft proprement le cas. de. la nature;
alors donc , fi on nomme n l'intégrale de cette quantité ,
enforte que l'on ait du = P dp •$• Qdq -
l'équatkm précédente devient
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dont l'intégrale eft

en défignant par F une confiante arbitraire ôc égale à la
valeur du premier membre de l'équation dans un inftant
donné.

Cette dernière équation renferme le principe connu fous
le nom de Confervation des forces vives. En effet, dx*-\- dy*-b-d£.
étant le carré de l'efpace que le corps parcourt dans l'inf-

tant -dt\ **г +* + *? fera je carré -de fa vîtefle , fit

f c • тч г / rf**4-<?yl4-rfr* Чm fa force vive. Donc S f - -̂ -̂  - *-Jm

fera la fomme des forces vives de tous les corps, ou la
force vive de tout le fyftême; ôc on voit par l'équation
dont il s'agit, que cette force vive eft égale à la quantité
г F— ?. S n m ? laquelle dépend fimplement des forces accé-
lératrices qui agiflent fuir le? corps, ôc eft la même pour des
corps libres que pour des corps liés enfemble d'une manière
quelconque, pourvu que leur liajfon ne varie point avec
le tems/

11. En nommant и la vîteflè <Ju corps m, on a и* tse

* ~*~ .Jt> ^~»8c l'équation précédente devient
s if \ '

«S f — Ч- n j m =55 F9 laquelle étant diffërentiée par rapport

à la Carauériftique <T , donne S(и$*и-Ъ-$п)т^ о.

Or n étant une fonction finie des variables /», ^, r,&c,
telle ^ue <^n == jP^.-}-Ç^^ + Rdr-*- {ce, Ц eft clair

qu'on
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qu'on aura également en changeant # en í
Ч- Qïq H- Rf r^ &c. Donc on aura S(uïu •+•

Ç <г^ ц-. A ,rr 4- Ôcc^ /л ES о ; 'par confèqùent

Et cette équation aura toujours lieu , pourvu que
Ц- Q d q •+• R dr-+- &c j foit une quantité incégrable , 6c
que Ia liaifort des corps foit indépendante du terns; elle
ceíTeroit d'être vraie íi l'une de ces conditions n'avoic pas
lieu.

1 2 . Qu'on fubftitue maintenant la valeur précédeAte áaris
la même formule générale de l'article 7 dé la fécondé SeAion,
elle deviendra,

Or я?'зс,Гл;4-^у^Ч-</*;[^^ eft == ̂
*+-d%fjJ — dxdïx — dydïy — d\diï%. Mais parce
que les caradlériftiques d & «г repréfentenc des différences
ou variations tout-à.-fait mdéjpendarites lèi unes dés autres,
il eft aifé de concevoir, que 'dfxy dïy9 df\ doivent ^tre
la même chofe que <T^x, s- d y , f-d^ ainfî qu'il a'dë|a été
remarqué dans la première Partie ( art. 16, Se<5t. 4), D'ail-
leurs" il eft vifible que dxïdx -b dyïdy H-

«= -^- J\ ^i/Jf* -4- í/y* -f- </íV« Donc on aura

=. d. (dx ïx 4* dySy ч-

Soit í l'efpace ou l'arc curviligne décrit par le corps m

dans le tems *5 oa au <^i « j/^^1 - •** ^' -*-
Dd
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—.'Donc fxtx-t-dyfy 4- Л'^в d.(dx}x

i & de-là -r-«?*-*- -7777- «Ту

u1 ids

Ainfi la formule générale dont il s'agit deviendra

ou, en multipliant tous les termes par ett=a -^-,6c remar-

quant que uíds^r d s Pu =» <r. (uds)y

</. (dxïx+

Et comme le figne intégral S n'a aucun rapport aux fignesf
diíFérentiels d St f, on peut faire fortir ceux-ci hors de
celui-là j & alors l'équation précédente prendra cette forme,

at
f.

Intégrons par rapport au figne difFérentiel </, & déno-
tons cette intégration par le figne intégral ordinaire /V
nous aurçns

dt

Or. le figne./dans l'expreflîon/>. S m u d s ne pouvant re-
garder que les variables и & s, & n'ayant aucune, relation
avec les fignes 5 & <T, il eft clair que cette expreifion eft
la même chofe que celle-ci, f'.Smfuds. Et fi on fuppofe
que dans les points où commencent les intégrales/*« d s on
ait ïx s= о, í y .== о, .<p£ c=s о, il faudra que la conftante
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atbitraire foit nulle, parc»? que le premier membre de l'é-
quation devient nul dans ces points. Ainii on aura dans
ce cas

Donc fi on fuppofe de plus que les variations />«?, tyf?ï
foient auffi nulles pour les points où les intégrales fit d s
finûTent, on aura alors Л S m fuá s = o; c'eft-à-dire , que
la variation de la quantité S mfu d s fera nulle j par cpnfé-
quent cette quantité fera un maximum ou un minimum.

13. Dé-là réfulte donc ce théorème général , que dans
Ь mouvement d'un fyftême quelconque de corps animés par
des forces mutuelles d'attra£tion, ou tendantes à. des centres
fixes, & proportionnelles à des fonctions quelconques des
diftances, les courbes décrites par les difFérens corps, ,ßc
leurs vîteiïès, font néceflairement telles que la fomme des
produits de chaque maflè par l'intégrale de la vîtefle mul-
tipliée t par l'élément de la courbe eft un maximum ou un
minimum , pourvu que l'on regarde les premiers & les der4
niers points de chaque courbé comme , données , en forte
que les variations des coordonnées répondantes à ces points
foient nulles. Ceil le théorème dont nous avons parlé à la
fin de la première Se&ion, fous le nom de Principe de la
moindre action.

Mais ce théorème ne contient pas feulement une pro-
priété très-remarquable du mouvement des corps , il peu*
fervir à déterminer ce mouvement. En effet, puifque la.
formule Smfuds doit être un maximum ou un minimum ,
il n'y a qu'à chercher par la- méthode des variations , les
conditions qui peuvent la rendre telle; # en employant

Dd г
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Téqparion géniale de la; conservation dês forces vives , on
tf ouvert toujours toutes lês equations neceíTaires pour eon-
noître le mouvement de chaque corps ; car pour le maximum.
ou minimum , il faut que la, variation foit nulle ,. ôc que par
conféquent on ait ï. Smfuds s= o; ôc dé-là en pratiquant
d'ans un ordre rétrograde les opérations expofées ci-deiTus,
on retrouvera la même formule générale d'où l'on étoiç

ï 4. PQUJ rendre cette méthode plus ienfible , nous allons
l'expofër ici en peu de mots. La condition du maximum ou
minimum dpnne en général <r. Smfucls^ =»0, & faifant-paiïèr
le figne diffiérermel.'J4 fous les fignes. S & f ( ce qui eft évi-
demment permis par la nature de ces différens fignes), on
aura l'équation S mf$-(uds)'s=s o, ou bien Smf(dsS!u
*b>ujds )>•=* o.

Je confidere d'abord la partie Smfdsfu9 & mettant
pourri ià valeur ud ttQ\\edovient SmJ'u^udt, ou changeant
Ifordre; des fignes "S &/*qui fönt abfolument indépendans
l'un' dei l'autre л f d t S m u f u . Or l'équation générale du
principe des forces vives donne (art. M) Su* m *=& г F
— - г S. n /TZ, d-n étant =s P dp ч- Q d q— b- RWr Ч- &с ;
donc 4Íiff^rentiant fuivant <T, on aura S-u-fîtm — — Sïnm
= — S (Pïp -h Q#-q-+< Rïr->r Ôtcjm, parce que n étant
fuppofée une fonction algébrique de />, ^, rt &c, la diffé-'
rentielle ^n eft la même que la d n en changeant feulement
d- en J. Ainfi la- quantité Smfds? -u fe réduira à
Arme,

Je confidere enfuire l'autre partie Smf-ufds t & j'y
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fticue à la place de d s fa valeur exprimée par des coordon-
nées rectangles, ou par d'autres variables quelconques. En
employant les coordonnées rectangles x 9 y y %9 on a d s

; donc diíFérentiant fuivant <Г

f оц Ыеп f en tranfpofant ies fignes

</, J4, & écrivant оГ(Г au lieu de f d (ce qui eft toujours
permis à caufe de l'indépendance de ces Agnes , & forme le
premier principe fondamental dé la méthode des variations ) ,

*yi*y •*•'**** . on aura ainfi en fubffi.

tuant cette valeur, & mettant d t à la place de -^- .
f H '

'/• . , /* dxdïx -^dydí-v- l-dTdfrr
J'U f d S е=в J - ~ -* - J - Î-.

Comme il fe trouve ici fous le iigne intégral /, des dif-
férentielles des variations <r*,'<r.y,- * % • > & faut les faire dif-
paroître par l'opération connue des intégrations par parties;
& c'eil en quoi coniifte le fécond Principe fondamental de
la méthode, des variations. On transformera donc la quantité

rjxds~x. en celle-ci qui lui eft équivalente — p- f x —

r í x j -í̂ - ; & fuppofant, que les deux termes- dé la courbe

foient donnés, enforte que les coordonnées qui répondent
au commencement* & à'Ia fin de l'Intégrale, ne varient point;

on aura fimplement Г dK*** — - —pxd . -~. On trouvera

de même Г— 2-— —• =**— -ffy d. -^- , & pareillement

f— *£~3- s— — /<Ty í/. -Í2L -9 de forte qu'on aura cette trans-
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formée

Donc la quantité Smfuïds deviendra, en tranfpofant
ce qui eit toujours permis , les lignes S ôc ft

L'équation du maximum ou minimum fera donc

laquelle devant avoir lieu en général pour toutes les varia-
tions poffîbles, il faudra que la quantité fous le ligne/* foie
nulle à chaque iníbmt ; on aura ainii l'équation indéfinie

m

équation qui eft la même chofe que la formule générale
du mouvement (art. 7, Se£t. première), & qui donnera
par conféquent , comme celle-ci , toutes les équations nécef-
faires pour la folution du problême,

I J. Au lieu des coordonnées x , y, ^, on peut employer
d'autres indéterminées quelconques, &tout fe réduit àexpri*
mer l'élément de l'arc ds en fonction de ces indéterminées.
Qu'on prenne, par exemple, le rayon ou la diftance rec-
tiligne à l'origine des coordonnées, qu'on nommera p л avec
deux angles, dont l'un 4 foit l'inclinaifon de ce rayon fur

Je plan des x & y, & l'autre 9 foit l'angle de la projection
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du même rayon fur ce plan avec Taxe des x; on aura
£ 5=3 f fin 4 » y =! f cof 4 fin ?> , x t=a p cof 4 co£ <f , & de-là on
trouvera d А=</лЛНг aî/M- </:j* = <//>Ч- />* (W Ч- cof 4* d<?) ,
expreífion qu'on pourroic auffi trouver directement par la
Géométrie. Différenciant donc рдг «p, & changeant S- d en

</<p, on aura dsïds*=s d pdf p 4- />f^4* -Ь cof. 4* d

*4- p* (d^ds-^ — fin 4 cof 4 </9* «Г 4 4- cof 4l </ ? d &

d'où en divifanc par íf í = — —9 6c intégrant, on aura

~~ J dt

f* e1 (d-$f á í 4 — fin -фсоГфаф* ̂ 4 «4- cof 4*

J л
On fera difparoître de deíTous le iîgne/*les doubles fignes

d ft par des intégrations par parties, & on rejettera d'abord
les termes qui contiendroient des variations hors du figne /*,
parce que ces variations devant alors fe rapporter aux ex-
trémités de l'intégrale, deviennent nulles par la fuppofmon
que les premiers & derniers points des courbes décrites'par
les corps foient donnés & invariables, On aura ainfi cette
transformée

par conféquent l'équation du maximum ou minimum fera

S (Pïp ц- Ç jy-ьА «Г /Ч
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Egalant à zéro la quantité qui eft fous le figne/, on aura
«ne équation indéfinie , analogue à celle de l'article précé-
dent, mais qui au lieu des variations f x ^ J y ^ f ç , contiendra
les «f f , f if , <f 4; & on en tirera les équations néceiïàires pour
la folution du prpblême , en .réduifant d'abord toutes les
variations au plus petit nombre poffible , faifant enfuite des
équations féparées des termes a£Fe£lés de chacune des va-
riations reftantes.

En employant d'autres indéterminées, on aura des for-
mules différentes ; Oc on fera aifuré d'avoir toujours dans
chaque cas les formules les plus fimples que la nature des
indéterminées peut comporter. Voyez le fécond volume des
Mémoires de l'Académie de Turin.

Q U A T R I E M E S E C T I O N .

Méthode la plus ßmple pour parvenir aux équations qui déter~
minent le mouvement d'unfyßeme quelconque de corps animés
par des forces accélératrices quelconques.

I. JL A formule générale à laquelle nous avons réduit dans
la féconde Se&ion, toute la théorie de la Dynamique, n'a
befoin que d'être développée, pour donner les équations
néceiTaires à la folution de quelque problême de cette fcience
que ce foit ; 6c ce développement, qui n'efl qu'une affaire
de pur calcul, peut encore être íimplifié à plufíeurs égards,

par
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par les moyens que доиз allons (expofer d^ns cette Serbien.
Comme tout ' confifte à rédiûre les différences variables

•gui/ encrent dans la. 'formule donc il s'agit , au plus petit
Nombre роШЬЬкраг Je moyéa des équations de condition
données par la nature,; ide chaque problême; une dôí^ prin-
cipales opérations eft de fubftituer à la place de ces variables
des fonctions d'autres variables. . Cet objet eft toujou« ^fa-
cile à remplir par les méthodes- ordinaires ;, mais nous allons
. . *•! - í . . . . , • - • . , . . . . . » > ( j ' • - ̂  - ,

donner une manière particulière d'y fatisfaire relativement
à la formule propofée, & qui a J'avantage de conduire cou-
jours directement à la transformée là' plus fimple,

2. Cette formule eft compofée de deux parties différentes
qu'il faut confidérer féparément. :

La première contient les termes

qui proviennent uaiquemenc des forces réfultantes de l'iner-
tie des corps.

La féconde eft compofée des termes

S (P ïp ч- Q ïq 4- R f r Ч- &cj m

dûs aux forces accélératrices P , Q , R , &c , qu'on fttppofe
agir effectivement fur chaque corps, fuivant les lignes
py o,r, &c, & qui tendent à diminuer ces lignes.

Je défignerai pour plus de iîmplicité la première partie
par r, & la féconde par д , de forte que г •+- д =я= о fera la
formule générale du mouvement ( art. 7 , Sect, г ).

3. Confierons d'abord -la quantité d*x?x •+• d*yïy
clair que il on y ajoute celle-ci

Ее
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9&'еу<1&уг-<Ф- é%.tif ftk/omrne fera intégràble , Se aura pouf
intégrale dx$x ̂ dy^y -Ь d^«^. D'où il fuit que l'on a
а?;Х-<Гжй-' <#> <ty -h 'ûf*^ £ £=3 л? . fWx <Г л Ч- -Ч/у «Ту 4- ^ ^
^-:ê.XÀ£x^.dydïy-r^d\d$%,,^. Qr ^ comme nous -l'avons
4Á Ц ï«fAarqué pkts haut-, le double- fîgne <fí eft équivalent^

Sfi€t. préii arc. iz ) ̂  de forte que ta quantité dxdïx-^
&Q peut fe-Téduire à la fiorme dx^dx-+>

•; c'eft-à-dire , à =--: ̂ .(dx*-*- dy* -b </V/
- t I ' j t f ' . " • ' ' " M ' • * ' ' . • : ; ' '!!?"" . ' . . ' i - ' ' ' • '

Amfi on. aura .cette rédu<ítion d1 x f x Ч- d* y f у Ч- df* У f r
-';0j •/.':• p--"; O;, 'j- "•:•••.;: í .' • •• . •' '" •' J' J l *

r= d. (dxíXr-b-dyXy-Jrd^t)*— -^ *(dx*-b~íly* 4-^Vi

pa^ laquelle, on voit que pour calculer la quantité propofée
d* x f x •+• d1 y S-y ч- d* % ï % ,• il.'iuffiE de calculer ces deux-;
ci qui ne contiennent -que des- différences premières , dx?x
-b-dyfy + d^fi , d хг -н dy* -b </^% & de différentier en-
fuite l'une par d'y ôc l'autre par л

4' Suppofons donc qu'il s'agiffe de fubftituer pour les,
variables x,^,^, des fondions données d'autres- variables
Ç , 4 , p , ôcc ; differentiant ces fonctions , on aura des ex-
preffions de la forme d x = A d% H- В d^. -+• Cd<t •+• &c ,

-Ь CV? -Ь бес ,. dans"lefqueîles. Л > А*, А"у В , Б' бес, fé»,
rout des fonctions connue^ des mêmes variables % , '4 , 9 , 6cc »
à les valeurs de fxy s-y , ^^ feront exprimées auffi de la
même manière en changeant feulement d en <T.

Faifant ces fubftitutions dans la quantité dx$-x-\*dyïy
^ elle deviendra de cette forme ,

-b G(.dlH ц-
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oíi F9 G , H, /;•&€, feront des foncHons finies de^v^i
Donc changeant <Гсп </?,çrç iauta^flitU pâleur, de,

H- </ï* , laquelle fera

Qu'on .dijEFérentie par <£ la premiere de ces deux quantités
on aura la différentielle > >'

</. x
4- rf . ̂ <? if 4 j) x /с ф

x

diiFérentiant enfuite la féconde par>', on 'aura 'celle-ci,

Si donc on retranche la rnokié de cette dernière^ diiFé-
rentielle de la première', 6c qu'on bbiervé que a? &c f d font
la, même

d. '(Fdt)x*.l — -f

pour la valeur de la quantité' cherchée ' frxï x

Or il eft vîiîble^ que cette^Vaièur peut TeudéáiVÍi« immé-
diatement de la dernière diiTérentielle , eft-divifant touHes
termes par z , eh changeant lescfignes de 'ceux qua ne con1-
tîerinent point la double caraftëiîftlquë^^ &jen ërTaçant'dans
les awtreis la <? apfèn' 1*: ÍT , p>ow Tappliquer аш£ -qmrarites qui

E e a
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les doubles différences affectées de «r á Ainß Ге

térrtí€í> í F d? donne -» — i F d? , le ternie iFdZïdÇ

donnera d.(Fd%) x<T^ , le terme г?Са£*а4 donnera
*- f G dï-d-ï, le ferme г G 'd+W donnera tf . (G d4) x í l »
&£iníi des autres.

5- D'où il s'enfuit que fi on défigne par л la fon&ion
del, 4,, f » $Сс-„ •& àed£vd4i dy , &c, dans laquelle fe

transformei \la- quantité 4±f,(dtf rt- dy* •Jc*d-Ç) par la fub-

ftitution des valeurs de jf,^, ^, en ^4, <?,&€> on aura en
général, cette transformée

' '*

en dénotant , fuivant l'ufage , par -~ le coefficient de

dans la difference /*, par -rjr'le coefficient de tdÇ dans

la même différence ; & ainfî des autres.

6. Ce qu'on vient de trouver d'une manière particulière ,
auroit pu l'être auifi iîmplement & plus généralement par les
principes de la méthode des variations.

Soit en effet * une fonction quelconque de x , y , \ , &c ,
dxYdy^ d\ , d* x> a* y , d* \ , &c , &c , laquelle devienne
une fon&ion de Ç, 4 , 9 , &,c, dÇ t . d4 9

; d<P 9 &c>
<?%•> d'-k, d*<p, &c, &c, par la fubftitution des, valeurs
de #,^ ',";(, &c, exprimées en £, 4» Ф» &ci en diffé-
rentiant par rapport à ^, on aura cette équation identique ,
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-*: -T

* 7
&c.

7Г ^ "*- 77

&c.

Qu'on y change les doubles fîgnes fdy rd*, &c, en Jeu«
équivalents <£<Г,^*^, &c; qu'enfuite on intègre par rapport
à d y & qu'on fafle difparoître par des intégrations par par-
ties tous les doubles fignes dft ^aJ, &c, fous le figne in-
tégral y qui fe rapporte au figue différentiel </j on aura une
équation de cette forme ,

f(A ïx->rBty-+- Cf^ H- &cj ч- Z =

•dans laquelle

С ES -j^ ûf. -j^- Ч- <Л -—^ &C.

&C.
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*~7T^J-7ir+f-KFr-
*-•£-- '•-&"••*"&-'-•*
«"-'-тт-'--^-«-'--^-*«-
«ce.

M / í"» J t* , e_ \ • . '*
Ze Q-JZr""'• 77T"*

(-lî—-.dr-r£z h &c V.y-*- -AT—^ty-H&c.
V. t-dy td-y J J *f y J

*• -Л-Йг-4-вес.З^ч—Й-^?ч.вй.

&с.

»-(-И! ^-^Т + &с')
»•* t в л t _ о^ Л . , аи JfJ.—L- Ärr

— «'••тегг^АО^-Н-Ат
f^4>

Donc redifférentiant & tranfppfant, on aura l'équation

•—A'iZ—B'f4—Cf9 — &c.

laquelle doit être identique & avoir lieu quelles que foient
les variations ou différences marquées par la lettre Л

Ainfi puifque le" fécond membre de cette équation eft
une différentielle exacte par rapport à la cara&énihque </,
il faudra que le premier membre en fojt une au/Iî par rap-
port à la même caracténftique, & indépendamment de la
cara&ériíhque f ; or c'eft ce qui ne fe peut-, 'parce que les
termes de ce premier membre contiennent (implement les
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Variations f x, «Ту, f ç,&c,^Ç, /4, &c,-&- nullement les
différentielles de ces variations.

D'ovr il fuit que pour que l'équation puiffè fubfîfler , il
faudra nécetfàirement que les deux membres foient nuls
chacun en particulier 5 ce ,qui donnera ces deux équations
identiques

d Z
lefquelles peuvent être utiles dans différentes occaiîons.

Soit, par exemple * » — (dx* -t- <(y* -h J%*J,on aura

41- — o, -4^— =» <t**-èr^- =» о , &c, & ainfi des autre»
f ж ' fax * ^o1*

quantités femblables ; donc

cnfuite comme « ne contient que des différences du pre-

" . 9mier ordre , on aura (implement A1 =s -jj- — d.

on aura l'équation identique

qui s'accorde avec celle de l'aracle. y,

7. И réíulte dé-là , que pour avoir la valeur de la quan-
tité г ( art. * >, en fonction de 1 , 4- , 9 , &c , il fuffira de cher-

cher la valeur delà quantité S (-̂ 1±^± -̂) m en fonc-
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tion de£, 4, p, &c, oc de leurs différentielles; car;non>
mant T cette fondion, on aura fur le champ

Et cette transformation aura lieu également, quand même
parmi les nouvelles variables il fe trouverait le tems ft

pourvu qu'on le regarde comme confiant, c'eft-à-dire ,.qu'on
fafle ft == о.

. Au refte, il eft bon de remarquer que iî l'expreilîon de
Т renferme un terme d A, qui foit la différentielle com-
plette d'une fonction A dans laquelle une des, variables
comme % n'entre que fous la forme. finie, ce terme ne
donnera rien dans la valeur de г relativement à cette va?

d 4+ &c>on a

d 4 •+• &c.
^г

ídl ~
dA
dt

d1 A
~7F~

11 J.CUJ.CU11.

<гг
)

'dl
w -
, \^ „" 1

d

<r 1±' dl
dí

*A J J . ,

4 Ç "

^Ç-h

&C.==

t-

, <T.

d.-

dA
d^

*l

d A
~dT'

Donc d . -j--- — —r— coefficient de f Ç deviendra
« ЯЦ f$

j dA j d*
= d. dt —d. -^- = 0. л

II s'enfuit dé-là que il Гехрге/fion de T contenoit un
terme de la forme B d A, A étant fonction de £, 4, &c,
fans </^, & Б une fonction quelconque fans £, ce terme
donneroit • (Implement dans la valeur de r, relativement à

la variation de £ le terme dB -тг-. Car donnatit au terme
o*

BdA la forme d.(B A)— AdB> on voit d'abord que le
terme
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téfme d. (B Л j ne, donneroit rien relativement à la. varia-
tion de £', puifque A B contient | fans </!; enfui te comme
dB ne contient, point |hi </|, & que -4 contient | fans

к *тч

í/1 , on voit qu'en faifant T = — Л dB, on. aura . -r=ao,

& — Г7- — •"" • ... ^Д; de forte que le coefficient de f%
pç «Tc •*

Jv Л

dans г fe réduira à, — rr- d B.
в ï

g. A l'égard de la quantité д (arc. г ), elle eft toujours
facile à réduire en fonction de £i 4» <p» &c, puifqu'il-ne
s'agit que d'y réduire féparément les expreffions des diftances
p t q, r, &c, & des forces Py Q, R> &c. Mais cette
opération devient encore plus facile, lorfque, les forces font
telles que la fomme des momens , c'eft-à-dire la quantité
P dp •+- Q d q -+- R dr-+- ôcc , eft intégrable , ce qui , comme
nous l'avons déjà obfervé, eft proprement le cas de la na-
ture , ( art. to , Se£t> préc. j.

Car fuppofant, comme dans l'endroit cité,

dfl =s P dp •+> Qdq -b R d r •+• &c ,

on aura n exprimé par une fonction finie de p^ q^ r, &c,
par conféquent on aura aulïî fn=sPïp-i~Qfg-+-R РГ-+- &c ;
donc д = S.fnm =s f . S n m, puifque le figne S ,eft indé-
pendant du iîgne f.

Il n'y aura ainfi qu'à chercher la valeur de la quantité
«Srira en fonction de f , 4, ? > &c; ce Я1^ ne demande que
la fubftitution des valeurs de x , уь % , en % , 4 , ç> , &c , dans
Jes expreffions de'/»', ^, &c, (art. 8, Sect, г); & cette
valeur de S n m étant nommée /^, on aura immédiatement

Ff
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Q. De cette manière la formule générale du mouvement
г rb A s* о ( art. a ) fera transformée en celle-ci ,

=s o,

dans laquelle on aura
f т s- r

-i- -

i V

en fuppofant

Г . S

Si donc dans le choix des nouvelles variables Ç , 4 » ^
on a eu égard aux équations de condi don données par la
nature du fyftême propofé , enforté* que ces variables foienc
maintenant tout-à-fait indépendantes les unes des autres >
& que par conféquent leurs variations <Р£, «Г 4, f 9, &c,
demeurent abfolument indéterminées , on aura fur le champ
les équations particulières s es? o, * z*= о, Ф = o, &c,
Jefquelles iêrviront à détezfninGr Je mouvement du fyftême ;
puifque ces équations font en même nombre que les variables
? » 4 > * , &c , d'où dépend la pofition du fyftême à chaque
inftanr.

Mais quoiqu'on puiiïè toujours ramener la queftion à cet
état, puifqu'ii ne s'agit que d'éliminer par les équations de
condition , autant de variables qu'elles permettent de le
faire , & de prendre enfuite pour % , 4, 9 , &c , les variables
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reliantes; il peut néanmoins y avoir des cas ou cette voie
foie trop pénible, & où il foit à propos , pour ne pas trop
compliquer le calcul, de conferver un plus grand nombre
de variables. Alors les équations de condition auxquelles on
n'aura pas encore fatisfait, devront être employées à éliminer
dans la formule générale, quelques-unes des variations f Ç »
«f 4, &c.; mais au lieu de l'élimination actuelle, il fera plus
iîmple d'employer la méthode expofée dans la quatrième Sec-
tion de la première Partie.

IO. Soient donc comme dans l'article 3 de la Se&ion
citée, L = о , Mt= о, N=* о , &c , les équations dont il
s'agit , réduites en functions de £ , 4 » 9 j &c i enforte que
L , M , .ЛГ, Ôcc. foient des fondions données de ces variables.
On ajoutera au premier membre de la formule générale ( art.
préc. ) la quantité bdL -H pdM -H v dN -*- &c. dans
laquelle л, д*, с, &c, font des coefficiens indéterminés; &
on pourra regarder alors les variations «Nr,
comme indépendantes &c arbitraires.

On aura ainil l'équation générale

яя о

laquelle devant être vérifiée indépendamment des variationt
*?, ôcc, donnera ces équations particulières.

, i-N
s "*" * "7Г "*" ^ "H~ "^ v ТГ "*"

Ff,
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Eliminant les inconnues A, /J л », &c, il reitera les équation«
néceifaires pour la folution du problême.

On peut faire d'ailleurs fur les diiFérens termes x<r£ ,
/*<TAf, &c, des remarques analogues à celles de l'article 7
de là Section déjà citée , &: en déduire des conclufions fem-
blables.

Au reite rien n'empêche que les équations de condition
Z = о, M = о, &c, ne puiflènt contenir auffi la variable t qui
repréfente le tems ; feulement il faudra la regarder comme
confiante dans la différenciation fuivant «r, comme nous
l'avons déjà prefcrit plus haut.

I I . En employant cette méthode , on peut conferver fi l'on
veut les variables primitives je, y, ç, pourvu que l'on ait
égard à toutes- les équations de condition données par la
nature du fyftême entre ces variables. Il n'y aura alors qu'à
ajouter au premier membre de la formule générale de l'ar-
ticle 7 de la féconde Section, la quantité л? L •+• ^fM
•+• v <r N •+• &c , & vérifier enfuite l'équation par rapport
Л chacune des variations relatives aux diiFérens corps du fyf-
tême.

De cette manière on aura donc pour chaque corps m trois
équations de cette forme, (art. 8 , Secb citée)

'. H- л «;

.H.,.»

de forte que le nombre total -des équations fera triple de
celui des corps.
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II faudra enfuite éliminer les indéterminées л, f*, с, &c,
dont le nombre eft égal à celui des équations de condi-
tion L — о , M= о, -W = о, &c, ce qui diminuera d'au-
tant le nombre des .équations trouvées; ,mais en y ajoutant
les équations mêmes de condition, . on aura de nouveau
autant d'équations que de variables.

I 2. Cette méthode eft fur-tout utile lorfque le fyftême
propofé ëft compofé d?unè infinité de particules ou éíémens
dont Paffëmblage forme1 une rrjaflfèj finie de figure variable.
On emploiera alors une analyfe femblablë à. celle que nous
avons développée dans la même Seâion quatrième de la
première' Partie ( art. £ '&i fuiv.); mais à. la .place'de. la
cara£tériftique <£, dont nous nous fommés fervis dans cet
endroit pour défigner les différences des variables relatives
aux diffHrens élémens du fyftême, il' conviendra ici de faire
ufage d'une nouvelle cara£tériftique D pour pouvoir confer*
ver l'autre caractéfiftiîjue d dans l'emploi auquel nous l'avons
déjà deftinée plus haut.

II y aura ainiî trois fortes de différences indépendantes
entr'elles; les unes marquées par d, &C relatives au figne
intégral/; celles-ci fe -rapportent uniquement aux courbes
décrites par chaque corps ou élément du fyftême ; les autres
marquées par D ôc relatives au figne intégral 5, leiquelles
fe rapportent aux' différent élémens du fyftême, & à la po-
fitiòn inftantanée'de ces élémens entr'eux; enfin les diffé-
rences' ou Variations ̂ marquées '•.par.-iAj: leiquelles fe rappor-
tent uniquement au changement arbitraire qu'on fuppoie dans
lappfition du^ fyftêmeЛ & difparoiíTeat;-d'elles -mêmes à la
fin'du.calcul.
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I 3,. Soie donc D m Ia maíTe de chaque élément du fyftême,
il faudra mettre D m a la place cíe m dans les expreflions de
г & д (art. 2), К par cohféquent auflî dans celles dé UT Se V^
(art. 9 ) ; ensuite il 'faudra ajouter au premier membre delà
formule générale г -4- д — 0 les termes dûs aux différentes
equations de condition. Or ces équations peuvent être de
deux forces ;, les ijineî indéterminées ôc appartenantes égale-
ment à , tous les Démens tijif.fy(tême,; les auprès déterminées
& propres feulfemenç.Àiqvl^qHes^uns ,de ces élémeiis. Soient
£*« o, MAKO, 8td, les équations de condition de la pré-
mierô efpece, on aura les quantités L , M, &c, exprimées
piar des fòn&iòn« des coordonnées х^у-л-\, & de leurs dif-
férences fuivant D * favoir Dx, £ty, ;;£>£, £>**, D*y> &c;
& cornme il n'y a qiie: trois variables -?c , y , ^, il eft ciai«
que les équations entre ces variables ne peuvent être qu^
trois au plus. Prenant donc des coëfficiens indéterminés
л,>, &c, on aura par rapport à cllaque élément du fy£.
terne , les termes л<г£-НАкГЛГ-ь&с,а ajouter à la formule
générale; donc la totalité des termes qu'il y faudra ajouter,
fera repréfentée par S (* f L -+• v f M Ч- &с ).

1 4- Déiîgnons maintenant par u4s=o ,5 = о, C=» о,
les équations de condition déterminées, les quantités A9 Bt

C, &c, fetont auffi des fondions des coordonnées & de
leurs différences fuivant D , mais feulement pour des points
déterminés du iyftême. Nous marquerons ces coordonnas
fut un ou plufíeurs traits, & en particulier flous marqueroni
par un trait toutes les quantités qoi fé rapportent flux point*
oi* commence l'intégrale repréfentée par le figne »S, par
traits celles qui fe rapportent aux poiots où la même
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grale finit, & par trois traits ou davantage les quantités rela-
tives à d'autres points déterminés du fyftême.

Ainfi les valeurs de A^ Bt C9 &c, feront données en
fondions de x', y, £ se", y, f, V",y«, &c; ЯУ, i>y,
Z>$', Z>x", Z?y, &c, &c ; & les termes à ajouter à la for-
mule générale en conféquence des équations de condition
w4=o j jB-=e о, &c, feront «^./4--1-/з<г.Вч->«г£Ч. &с,
en prenant pour « , ^ , 7 , &c , de nouveaux coëfficiens inr
déterminés.

I 5 • On aura donc pour le mouvement du fyftême cette
équation générale,

= * (4?- '* + •£- >y+ fr '0 D

•*-S(Pfp-*-Qr<j^-Rfr-*-$ic)Dm

H- 5 (ь r L -t- A"C M •+•

laquelle doit avoir lieu quelles que foient les différences ou
variations fx> <fy, <f^, J»;, ^', &c.

Cette équation eu entièrement analogue à celles que l'on
trouve par la méthode des variations pour la détermination.
des maxima & minima des formules intégrales ; & il faudra
la traiter fuivant les mêmes règles. Voyez ce que nous avons
déjà dit là-deflus dans la Sedton quatrième de la première
Partie (art. 16 fie fuiv. ).

I 6. Tout ie ßeduit à faire difparoître de deflous le iigne
$ les doubles différences affeûées de^D, sD\ &c.

Soit, par exemple, le terme S л f D x , on changera d'abord
n.Df 9 enfuite on intégrera par partie relativement à
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la cara&ériftique D qui le' rapporte au figne 5, & complet-
tant l'intégrale, on auf a félon la notation de l'article Г4*
£iï«rj}#,=r= &" tsc" — dfx' — Sfx'Dn. On trouvera de
^nême en intégrant -autant qu'il ,eft poijîble j par rapport à, D 9

.& commettant , Snï-D*x =* ci» Dïx'*^-Dn" f'x!'-'—b'Í)tá
Г+- D а'^л/ -h SfX'D* n ,":i8c ainfi des autres.

Par de femblables rédu^ions , oh ramènera done l'équa-
-tion générale dei i'äfticltf précédent à cette forme ̂

dans laquelle1 s, * , Ф feront des fonctions 'de #,j
Dx, Dy , D\t i>aoc, &c, ainfi que de *,'/*, &c,
D/* , &c j 5c où i fera compofée de diflerens termes aiFeÊlés
chacun de quelqu'une des variations «TA;', f'y'y'^^^x"^ öcc,
ou de leurs différences D .Где', Z>*«íV &c.

On égalera alors féparément à zéro chacune des quantités
aflfedlées des différentes variations , comme ii ces variations
étoient toutes indépendantes &. arbitraires. Ainfi on aura
d'abord ces 'trois équations indéfinies s «= o, •*; =,0,
<j> = о pour tous les élémens du fyftême; enfuite chaque
terme de la quantité s donnera une équation définie & re-
lative à ,des points déterminés du même fyftême. Par le
moyen de ces. différentes équations , on éliminera les indéter-
minées лу/*, &c, », /3, y \ &c, & les équations réful-
tantes étant combinées enfuite avec les équations de con-
dition

; L ='0,- M «О, &С, A=* O-, J?s=sO, C <=: OV&C.

donneront dans chaque cas la folution complette du pro-
blême. Le refte ne fera plus qu'une affaire de pur calcul,

C I N Q U I E M E
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C I N Q U I E M E S E C T I O N .

Solution de differens problèmes de Dynamique.

IN o u s avons donné dans la première Partie ( Se&. V ),
la folution de plufieurs problêmes fur l'équilibre des corps.
Rien n'eft plus facile aue d'appliquer au mouvement des
mêmes corps les formules trouvées pour leur équilibre ;
car d'après ce qu'on a démontré dans la féconde Section
(art. 4), il ne faut qu'ajouter aux forces qui font fuppo-
fées agir fur chaque corps, les nouvelles forces accélératrices

777- > -777- , 77!- > dirigées fuivant les lignes *, JK» ï» en

nommant / le tems écoulé, de faifant d t coníbmt.
Ainfi dans les problêmes où Xy Y, Z défignent les forces

abfolues qui tirent le corps m regardé comme un point
fuivant les coordonnées x,jy, £, il n'y aura qu'à mettre

par-tout à la place de ces forces, celles-ci X*+<m -^- ,

Y -H m -~tZ-^rm 7-7-; & ainfi pour les forces qui

agiflent fur chacun des corps du fyftême. Mais dans les
problèmes où l'on tient compte de la maflè des corps, Se
où Хл Y, Z n'expriment que les forces qui agiflent fur
chaque point de la mafle finie m, & font par conféquent
du genre des forces accélératrices, il faudra mettre fimple-

Jl v

ment à la place de -5Г, Y9 Z, les quantités X -b ~dti • ,

_J. 9 z •+• ̂ i- ; Se ainfi de fuite.
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De cette manière les équations trouvées pour l'équilibre »
donneront immédiatement celles du mouvement, & les
mêmes problêmes fe trouveront réfolus également pour les
deux états de repos ôc de mouvement. Il eft vrai que dans
Je cas du rnouvement, les équations étant différentielles du
fécond ordre, elles demandent enfuite des intégrations re-
latives aux difFérentes variables t, x, y, £, *', y, 8cc ; mais
c'eft au calcul intégral à s'en charger ; & la Dynamique a
fait tout ce qu'on étoit en droit d'attendre d'elle, en don-
nant les équations fondamentales.

Cependant comme ces équations peuvent avoir différentes
formes plus ou moins fimples, & fur-tout plus ou moins
propres pour l'intégration, il n'eft pas indifférent fous quelle
forme elles fe préfentent d'abord; & c'eft peut-être un des
principaux avantages de notre méthode, de fournir toujours
les équations de chaque problême fous la forme la plus
iîmple relativement aux variables qu'on y emploie, ô£ de
mettre en état de juger d'avance quelles font les variables
dont l'emploi peut en faciliter le plus l'intégration.

Nous allons donner ici pour cet objet quelques principes
généraux, dont on verra enfuite l'application dans la folu-
tion de différons problêmes.

2. Il eft clair par les formules que nous venons de don*
ner dans la Seition précédente, que les termes différentiels
des équations pour le mouvement d'un fyftême quelconque
de corps, viennent uniquement de la quantité T qui exprime

la fomme de tous les ~l±.-£^ii*l_ m relativement auxï àt1

différens corps; chaque variable finie, comme ?, qui en-

trera dans l'expreffion de T donnant le terme ^" , &
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chaque variabJe différentielle, comme </£, donnant le
J, Tt

terme d. -^ • • •• ... D'où l'on voit d'abord que les termes dont

il s'agit ne pourront contenir d'autres fonctions des varia-
bles, que celles qui fe trouveront dans l'expreffion même
de T ; par conféquent fi en employant des finus ôc cofmus
d'angles, ce qui fe pré/ente naturellement dans la folution
de pluiîeurs problêmes , il arrive que les finus & cofinus
difparoiflène de la fonction T7, elle ne contiendra alors qffe
les diíFérentielles de ces angles , & les termes en queftion
ne contiendront auflî que ces mêmes diíFérentielles. Ainfi
il y aura toujours à gagner pour la fimpliciré des équations
du problême à. employer ces fortes de fubftitutions.

Par exemple, Л à la place des deux coordonnées л:, y, on
emploie le rayon ve&eur p mené du centre des mêmes coor-
données, & faifant avec l'axe des x l'angle p, on aura x =pcofp,
y = p fin Ф , & differential d x = cof <p d f — /> fin ç d? ,

dy = C m v d f -+• p c o f < p ^ < p ; donc dx^-t-dy* = dp* 4~.
t*d<p* 9 expreffion fort fimple qui ne contient ni finus, ni
cofînus de <p , mais feulement fa différentielle d 9. De cette
manière la quantité dx' -t- dy' -h d£ , fe trouvera changée

en fd**'+-dt*-b-d£'
On jMM^rroit encore fubftituer au lieu 4e p & ^, un nou-

veau rayon vedteur r avec l'angle 4 que ce rayon fait avec
p qui en eft la proje&ion ; ce qui donneroit p == r cof 4»
^т= r íin-4-, & par conféquent d f Ч- d£ = </r1-4-r*</4'i
de forte que la quantité dx* H- dy* -4- d f feroit trans-
formée en celle-ci r* (cof 4* d <t>* -+• d¥) -f- dr**. Ici il eft
clair que r fera le rayon mené du centre des coordonnées
au point de l'efpace où eft le corps m , 4 fera l'mclmaifon

G g z
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de ce rayon fur Je plan des x & y, & <P Rangle de la pro-
jection de ce rayon fur le même plan avec l'axe des я ; ôC
l'on aura л: = r cof 4 cof p, j> s= /• cof 4 fin ?, £ = r fin 4-

Enfin on pourra employer à volonté d'autres fubftitutions ;
& lorfque le fyftême eft compofé de pluiïeurs corps, on,
pourra les rapporter immédiatement les uns aux autres par
des coordonnées relatives ; les circonftances de chaque pro-
blême indiqueront toujours celles qui feront le plus propres.
On pourra même, après avoir trouvé d'après une fubftitu-
tion, une ou quelques-unes des équations du problême,
déduire les autres d'autres fubftitutions; ce qui fournira de
nouveaux moyens de diverfifier ces équations, & de trouver
les plus fimples & les plus faciles à intégrer.

3. Les autres termes des équations du •mouvement dé-
pendent des forces accélératrices qu'on fuppofe agir fur les
corps , & des équations de condition qui doivent fubfifter
entre les variables relatives à la pofition des corps dans
Pefpace.

Lorfque les forces P, Q, R, &c, tendent à des centres
fixes ou à des corps du même fyftême, & font proportion-
nelles à des fondions quelconques des diftances, comme
cela a lieu dans h nature, la quantité У qui estime la
fomme des quantités mf(? dp •+• Q d q •+• Rdr-b-&tc}
pour tous les corps m du fyftême, fera une fonction algé-
brique des diftances, & fournira pour chaque variable Ç
dont elle fe trouvera compofée, un terme fini de 1^ forme
s-r

"n '
De même les équations de condition L — о, M = о, etc,
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fourniront pour la même variable ? les termes x -уг-л

/* —г—- , ßcc, 6c ainfí des autres. De forte qu'il n'y aura
«r ç .

qu'à ajouter à la valeur de V les quantités vZ, /* Л/, &c:
en regardant enfuite x > / t t , . & c , comme confiantes dans
les differentiations en <r.

Si donc quelques-unes des variables qui entrent dans ia
fonction T9 n'entrent point dans V ni dans Z, M, &c;
les équations relatives à ces variables ne contiendront que
des termes différentiels;, & l'intégration n'en fera que plus
facile, fur-tout fi ces variables ne fe trouvent dans T que
fous la forme différentielle, C'eft ее qui aura lieu lorfque
les corps étant attirés vers des centres, on prendra les dif-
tances à ces centres, oc les angles décrits autour d'eux pour
coordonnées.

4. Une intégration qui aura toujours.lieu lorfque les forces
font des fonctions de diftances, Se que les-fouctions Ty Va

£, My &c, ne contiennent point la variable finie г, eft
celle qui donne le principe de la confervation des forces
vives. Quoique nous ayons déjà montré comment ce prin-
cipe réfulte de notre formule générale de la Dynamique
(Sect. Ill, art. lo) , il ne fera pas inutile de faire voir que
les équations particulières déduites de cette formule, four-
niffent toujours une équation intégrable qui eft celle de la
confervation des forces vives.

Ces équations étant chacune de la forme

d *T *T _L_ *y ^ ^L

3T" "*" ~H~ "*" л "ТГ "*" ̂

u on les ajoute enfemble après les avoir multipliées par les
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différentielles refpcctives d%, &c, & qu'on falTe attention
que les quantités Г, У, Z, M, &c, font par 1'hypothèfe
des fondions algébriques des variables £, 6cc, fans r, il eft
clair qu'on aura l'équation

mais Z = о, A f = o , &c, étant les équations de condi-
tion, on aura généralement d L » o, d M = о, &с ; par
conféquent l'équation précédente fe réduira à

- < + . c - i - '

& comme 71 eft une fonction algébrique des variables | , &c ,
& de leurs différentielles if|, &c , fans t , on aura

d T= ^ "*" "TÏ d^ "*" &C ' donc 1>écluation

viendra

^ • (-72Г ^?Ч- &c) -

laquelle eft évidemment intégrable, & dont l'intégrale eft

— T+ V~ à une conftante.

Maintenant puifque Г= 5 -££-±f£±±l- m, il eft vi-

fible que quelques variables qu'on fubftitue pour x,y, ^,
la fonction réfultante fera nécessairement homogène & de
deux dimenfions relativement aux différences de ces variables ;

donc par le théorème connu on aura , ... d% •+- &c = г Т-
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Donc l'intégrale trouvée fera {implement Г-Н .V— conß.
laquelle contient le principe de la confervation des forces
vives (Sect. Ill, art. io).

Si la quantité V n'étoit pas une fonction algébrique , on
it v

n'auroit pas dV — -jr- d % •+• &c; & fi les quantités

T, L9 Л?, &c, contenoient auffî la variable г , alors leurs
différentielles oT, d L , d M, &c , cootiendroient auffî les

termes -p-- d í , -т — </í , —r— í/í, &c; donc les réduc-
v t d t . a t

tions qui ont rendu l'équation intégrable n'auroient plus
lîeu, ni par conféquent le principe de la confervation des
forces vives.

5 . Quoique le théorème fur les fonctions homogènes dont
nous venons de faire ufage, foit démontré dans diiFérens
ouvrages , & qu'on puùTe par conféquent le fuppofer comme
connu , la démonftration que voici eft fi fimple , que je ne
crois pas devoir la fupprimer. Si F eft une fonction homo-
gène de différentes variables je, y, &c, & qu'elle foit de
la dimenfion я; il eft clair qu'en y mettant ахл ay , &c,
à la place de x , y , ficc , elle deviendra néceiTairement
a" F, quelle que fait la quantité a. Donc faifant a == ï H- A,
& regardant « comme une quantité infiniment petite , Гас-
croiíTement infiniment petit de F dû aux accroiflemens
infiniment petits л x , « y , &c , de x , y , &c , fera n л F,
Mais en faifant varier x , y , &c , de * x , *y , on a en gé-

t jr» к p

néral pour la variation de F, -j — * x H — $ — <*y-t-&c.

E>onc égalant ces deux expreflions de l'accroifTement de F,
& divifant par « on aura ,
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'

6. L'intégrale relative à /<z confervation des forces vives,
eft d'une grande utilité dans la iblution des problèmes de
Méchanique , fur-tout lorfque la fonction Т ne contient que
la différentielle d'une variable qui ne fe trouve point dans
la fonction /^; car cette intégrale fervira alors à déter-
miner cette même variable, &. à l'éliminer des équations
différentielles.

A l'égard des intégrales qui fe rapportent à. la conferva-
tion du mouvement, du centre de gravité ', &: au principe des aires t

& que nous avons déjà trouvées d'une manière générale
dans la Section troiiîeme , elles fe préfenteront d'elles-mêmes
dans la folution de chaque problême , pourvu qu'on ait foin,
dans le choix des variables de féparer le mouvement abfolu
du fyftême des mouvemens relatifs des corps entr'eux , ainiï
que nous l'avons fait dans la Section citée ( art. 15).

, Mais ces différentes intégrales ne fuffiient pour la folu-
tion complette du problême , que lorfque leur nombre égale
celui des variables. Dans tous les autres cas il faudra cher-
cher encore de nouvelles intégrales ; mais on ne fauroic
donner là-deffus de règle générale. Il y a cependant un cas
très-étendu , qui eft toujours fufceptible d'une folution com-
plette ; c'eft celui où le fyftême ne fait que de très-petites
ofcillations autour de fa fituation d'équilibre. Comme cette
folution fe déduit facilement de nos formules , nous com-

"mencèroris par la donner ici, en y joignant différentes re-
marques nouvelles & importantes.
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Solution géííérale du Probleme des ofdüauons très-petites
d'un fyfleme quelconque de corps.

7. .Soient я, Z>, с les valeurs des coordonnées "rectangles
x, y , 7 de chaque corps ;# du fyftême propofé dans le lieu
de ion équilibre. Comme on fuppofe que. le fyftême. dans
fon mouvement" ''S'éloigne très-peu de" fà fituation
bre , on aura en général х==д-+- <*,y ==•=£' -f-0, { —
les variables * , ß , y étant toujours très-petites ; ôc il fuffira
par conféquent d'avoir égard à la première dimenfion de
ces quantités dans les équations d.iffiérentipîîe^jdulino^ybment,
La même chofe aura lieu pour les autres quantités analogues ,
qu'on diftinguera par un, deux „ &c , traits relativernent
aux diffe'rens corpse', m" ', &c, du même fyftême.

Confidérons d'abord les équations dé condition qui, doivent
avoir lieu par Îa nature du fyftême j & qu'on peut repréfejtiter
par Z = о , M= о , &с у L , Ж, &с , étant des fondions algé-
briques données des coordonnées x,jx, î, x'ty'9 Sic. Comme
la pofition d'équilibre eft une de celles que le fyftême peut

avoir, il s'enfuit que les mêmes équations L = о, M= о , &с ,
devront fubiîfter, en fuppofanc que x^y, ç, x' &c, devien-i
nent и, Л, ct a! ̂  &c , d'où il eft facile de conclure que ces
équations ne fauroient renfermer le tems t.

Or foient A\ B) ôtc, ce que deviennent £л M., !&c,
brfque AT, y, £, -x', &ç, deviennent a 9 ' è* çt a\ &cj Л eft
clair qu'en fubftituant pour x, y, д, jx',. Sic, "leurs .valeurs

^ -b'a? Ь ч- ß , с ч- 7, a' ' -f- «s &:.с, оц aura á caufe de
•b petiteíTe de « j /г, 7, *', &с ,

Hh
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т j и A i dA , dA . dA , лLs=:4 + — Ч--2Г *H-— *-Ь-27-"'-*-*c•

_ R rf — dB u -t- dB j_ ~dS_ л' J- &c
~~ da d t de da1

& ainfí de fuite.

Donc i°, on aura A = о, В = о, бес, relativement à
l'équilibre ; z° on aura les équations

d A • d A ' „ . d A ,
~а.аГ " ~т~ Zb~ ••"" "'.". ~4ïT ' ' ~ÃãT * '"*" ^C t=° ° '

dB dB dB dB / , g.
<^д ""^ d í " íic <^<г' '

lefquélles donneront la relation qui doit fubfïfter entre les
variables«, /3, y, *', &é.

En négligeant d'abord les quantités très-petites du fécond
ordre Se des ordres fupérieurs, on aura des équations linéaires
par "ïefquèlles on déterminera les valeurs de quelques-unes
de ces Variables par Îes autres; enfuite par ces premières
valeurs on en trouvera de plus exactes, en tenant compte
des fécondes puiiTances, &: des puiiTances plus hautes comme
on voudra. On aura ainiî les valeurs de quelquesrunes des
variables a, /з, ^ ' *', &c. exprimées par des fonctions en
férié des autres variables; ô£ ces variables, reftantes feront
alors abfolument indépendantes entr'elles.

AU re,ftej on pourra fouvent. auflî, en ayant égard aux
conditions du problème., réduire les coordonnées immédia-
temëpt par des fubftitutionsj en fonctions rationelles & en-
tières" . d'autres variables indépendantes entr'elles, 6c très-
petites, dont la valeur1 foit nulle dans l'état d'équilibre,
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Àinfî nous fappoierons en général que l'on ait

4 -b 5 3 <P H- &C 4- £' I Г Ц- 6CC,

& ainfi des autres coordonnées я', у\ &c , les quantités
a , £, c, ai, 5i &c, font confiantes , 6c les quantités I г 4, <P , &c ,
font variables , très-petites , 6C nulles dans l'équilibre.

8. Il ne s'agira donc que de faire ces fubftitutions dans
les valeurs de 7" &: V (art. a , 3 ) ; & il fuffira de tenir compte
des fécondes dimenfîons t pour avoir des équations différen-
tielles. linéaires. Et d'abord il eft clair que la valeur de Т fera
de cette forme ,

.4- ^
^ at1

en fuppofant pour abréger

fiJs=S(a ï' H- il* H- с i*

(ï) = S (a z1 4- b г* Ч- с iaj л»

(У = 5 ^а з^-»- * 3a H- í 3V «
&c.

(\9г) ss S (a ï a г -+• b \ Ь г - \ - с \ с г ) т

в»,
Hin
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Ou le iîgne S dénote des intégrations ou fommations relatives
à tous le£ differens corps m du fyftême, & en même tems
indépendantes des variables f , -i, <?,~&c oinfî que da
terns t

Enfuite - fi on dénote par F la foncbon algébrique
f(P dp H--Ç àq-JrRdr-^г &с^, en y mettant a , Ъ , с , à
la place de x , y, £, il eft clair' que la valeur générale de
f(P-dp -ь Q d q -t- R~drj+- &cj, fera reprefentée ainfi,

-77-

(a i 1;

f -*- * * 4 -*• * 3 » -Ь &e/ H- &c , où

il fuffit d'ayoïr égard aux fécondes dimerifions de | j 4 <P , &c

Multipliant donc cette fonébon par m ̂  Si intégrant avec
le figne S y on. aura en général

V = H •+> H 1 1 ч- Я г 4 -*- ff з *•+• &с

[Q Г •+• [*] 4» -t- Ej] »* -J- &c
t«.

en fuppofant

•w* c s r d
Я i {= S [-r— a ï -H -̂ т- Ъ i -í- -^-
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я, -

&с,

&с.

,0 = J

Sec
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p. Ayant ainfí les valeurs de T & /^exprimées en fonc-
tions des variables f, 4» <P.» &£» indépendantes entr'elles,
on n'aura 'plus aucune 5équajipn!de condition à employer,
& comme la quantité T ne contient que les différentielles
des variables f on aura fur le champ pour le mouvement
du fyftême , les équations fuivantes ̂

, ; . j ., -ïd ' Tdï -b "Tf =r*o,</. --^ Чя . д̂ал,</,-^ ч-.— .«. o

dont le nombre .fera, cqrhme l'on, voit, é^al. à celui des
variables.

Ces équations doivent avoir lieu aufli dans l'état d'équilibre',
puifque le fyftême y étant une fois y refteroit, toujours de
lui-même; or dans l'équilibre on a conftamment x '==• a ,y = b ,
^=V, x' =<z', &c, par l'hypothèfe; donç;^= o, ^.= o,

= о , &c, ainfi que -^- = о , ̂ L = о , &c , & -~- =o,
К ТЧ

Donc les termes <^. -гтг , í/. - >-, . > &c. feront nuls, Se
' ' * ' «

, г ,,. , „ т,
les termes -77-, -тт- , -т— 9 &c , fe réduiront a H i,H i,

ÍÍ3, Sec. Par conféquent on aura Hi =* o, Jfz == о ,
Дз=о;, &cj ce font Jes conditions néceflaires роцг que
a^b лс ^ à! -> &c, foient les valeurs de A,^Í ^, x' &c, pour
rétat d'équilibre x comme ,on le fuppofe.

exprime la fomme des momens de toutes les forces P m , Q m ,
R m , &c , 'appliquées a tous les corps m du f/ítême»'^ qui
dqiyepnt, fe .détruire mutuellement dans l'état d'équilibre ;
donc par la formule générale donnée dans la féconde Se&ion
de la première Partie , il faudra que l'on ait d f^ = o>
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rapport à chacune des variables indépendantes, par confé-

V-r »У *V о ч г ïquent -JT- = o, -j-j— = o, -j— = o, &c, feront les con-

ditions de P-équihbre, lequel étant fuppofé répondre à f e o,

i--., , " — > ~i v.\ <-
De forte que les premières dimenfions des variables |, 4»
l» , &c , dans l'expreffion de í7" difparoîtront toujours

Subftituant "jdonc dans les equations généráles**lés valeurs
de Г & de F, & faifant Hi, Яг^,^з,_&с, nuls, on
aura pour le mouvement du fyftême , '

-r,

о - r
С*,з1в г

ь «n?

&c

équations qui étant fous une forme linéaire avec dês-coefn"-
ciens conftans , peuvent être intégrées rigoureufement ôc
généralement par les méthodes connues

IO On peut fuppofer d'abord que les variables "dans
ces fortes d'équations ayent enrr'elles'des rapport« conftans,
c'eft-à-dire, que l'on ач>1^/*£ , <p = g£y &.c , par ces fub-
ftitutions elîes deviendront
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Mf-rfide ***$ IT- *• (to -ь [i,0/-HX3]á4-

g -TF
&c,

lefqijielles ,donnenr, -JT- 4- Jí l ==« o, ren faifant

1Г
го

Le iiombce der-ces equations еЛ, . сршгае Ton voit, égal
à celpi des inconnues/", gy ôcc, ^; par conféquent elles
déterminent exademerir cesciá3cm-tiú^sr;' tat "comme êú rete-
nant pour premier membre le .terme K;9 Se le multipliant
refpedivement par lé aénom'inateur 'du fécond, on a des
équations linéaires en;f,g.9 &c,' il fera facile de les éliminer
par les méthodes connues , & il n'eft pas difficile de voir
par les formules générales ^'élimination, que la féfultante
en,^.fera-d',un . .degré, fagfal à, celui, des .équations, & par eon^
féquent égal à celui des .équations Différentielles propofées j
de forte que l'on aur^.pour К un pareil nombre de diff£*
icntes valeurs , dont chacune étant fubilituée dans les e*"
pretííons^de1/; g , 6ic v donnera les valeurs correspon
de ces quantités.

Maintenant l'équation ^- •+• К % •= о 4 donne р
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Ç = E un (t \S K -*-*}, E , * étant 'des confiante«

arbitraires ; ainiî comme on a fiippofé 4 ==/£» <P — g-% » &c>
on a auffi les valeurs de 4, <p, &c. Cette folutipn n'eibque
particulière, mais elle eil en même-tems double,, triple, ôcc,
felon le nombre des valeurs de К ; par'conféquent en les joi-
gnant enfemble, on aura la foldtion générale, puifque d'un
côté la fofnme des valeurs particulières de £, 4» <p » &c,-
iatisfera également aux équations différentielles , à caufe de
leur forme linéaire, & que de l'autre cette fomme contien-
dra deux fois autant de confiantes- arbitraires qu'il y a d'é-
quations,' & par confëquent 'autant que les intégrales com-
plettes peuvent en admettre.

Dénotant donc par К', К", К'", &c, les différentes ^ va-
leurs de К y c'eft-à-dire , les racines de l'équation en /Г, &
par/', g', &c^f',g\ &c,/w

5 g'"> ècc,- &c, les valeurs
correfpondantes de /, g^ ôccj. 6c prenant un pareil nombre
de coëfficiens arbitraires -É7, £"y E'", &c', & d'angles auiîî
arbitraires >'y «", «"/, &c ; on aura ces valeurs complettes de
f, 4 ,? , &c,

4 *=f£'
1^ *')+/Е"£т (t̂ K11*- *")+g"E'''

lefquelles les arbitraires JE7, JE^í:"', &c, •', ,",

^Pendront des valeurs initiales de Ç, 4, <p , ôcc, '&-—-

li
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I l; Comme , la folutioA précédente eft fondée fur 1»
fuppbfition que les variables .£, 4 » 9 > &c» foient très-petites ,
il faut pour qu'elle foit légitime, que cette fuppoiîtion aie
Ijeu en effet ; ce qui demande que les racines K'^ K'\ &c,
foient toutes néelles s pofitives ôc inégales, afin que le terns t
qui,croît à l'infini, foit to'ujours renfermé fous les iignes
de finus. Si quelquçs-unes de ces racines devenoient néga-
tives ou imaginaires, elles introduiroient cfons les fmus cor-
refpondans -des exponentielles réelles, & û elles deyenoienC
-fimplement égales, elles -y introduiroient des pujiTances al-
gébriqueS de l'arc ; c'eft de quoi, on peut s'aflurer en met-
tant dans le premier cas, à la ,plaçe- des iïnus, leu,rs ex-
preffions exponentielles ^maginaires, ôc en fiïppofant dans
le fécond que les racines égales différent entr'elles de quan-
tités infiniment petites indéterminées ; mais comme le déve-
loppement de ces cas eft inutile pour l'objet préfent, nous
rie nous y arrêterons point.

Si la condition de la réalité & de l'inégalité des coe'ffi-
ciens de t a lieu, il eft vifible que les plus grandes valeurs
de |, de , &c, feront moindres que les femmes de

E', £", £'", &c, de /' £', /" E", f" £'", &c ,

en prenant toutes ces quantités pofitivement ; par confé-
-<jùent fi elles font fort petites, on fera afluré que les valeurs
des variables le feront toujours auffi.

Mais comme les coëfficiens JE'y E\ E'", &c, font arbi-
trkirèe & dépendent uBio^uement du déplacement primitif
du :tfyftême, il eft poflible < que Jee variables I л 4, S^c, reftent
fort petites, quand même parmi les quantités ]/"Х', i/^TK", &c»
il y en auroit d'imaginaires ou d'égales ; car il fuffit pour cel?
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les quantités correfpondantes £', £", Sec, foient nulles,
ce qui fera difparoîrre les termes qui croîtraient avec le tems '
*• Alors la folution, fans être exacte en général, le fera
Néanmoins dans le cas particulier où la condition .précédente
aura lieu.

I 2 . Quant à la détermination des confiantes arbitraires
•£"', E"t &C, e', if &c, elle dépend, comme nous l'avons
déjà dit, de l'état initial du fyftême. En effet, fi dans les
expreffions trouvées de ? , 4 , <p , &c , òn faie t = o\ 8c
•qu'<?n fuppofe données les valeurs de £ , 4 , 9 , &c , -on -aura
<ies équations linéaires entre les inconnues E' iih •', £"'fm>i", &ts.,
par lefquelles on pourra déterminer chacune de ces inconnues.
De même fi on fait t = о dans les différentielles des mêmes
expreffions, 6c qu'on regarde auffî comme données les valeurs de

-jj- , -^- 9 -— , &c , on aura un fécond fyftême d'équa-

tions linéaires entre j&'cof«', E"CQ{I", &c, lefquelles fer»
Virent à leur détermination, Dé-là on tirera .aifémenc lès
.valeurs de £', £", &c , àinfi que de tang .', rang :•", &c ; &
«nfin celles des angles mêmes «', »", &c-

. Mais voici un moyen fort fmiple de déterminer ces in-
connues directement 6c fans les embarras de l'élimination.

Je remarque qu'en ajoutant enfemble les équations dif-
férentielles de l'article 9, après avoir multiplié la féconde
Par /, la troifieme par g, & ainfi de fuite ; 6c faifani pour

- Sec,

-bTi,3]-^-f.

(1,1) -b(
li ï
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*- [i, г] н-[г,3]£--ь&с,

ь СьзЗ ,

on. a l'équation

0 =* - •• -- r -

-+- P ? -4- Q 4 H- Â í .4- Sec.

Mais .par les équations de condition de l'article i o , on a
P = Kp, Q=t 'Kf 9 -R=»Kr 9 &c: Donc fubftituant dans
l'équation précédente, elle deviendra de la forniè

dont l'intégrale eft

l, St л étant deux confiantes arbitraires.
Cette équation doit avoir lieu également pour' toutes lès

différentes valeurs de К qui résultent des mêmes équations
de condition , & que nous avons dénotées par К', К", Sic.
Ainfi-, défignant de - même par p'yp'', &C , ç', q", &c, 6cc,
les valeurs correfpondantes de/, ^, &c, & prenant diffé-
rentes confiantes arbitraires Z/, //', &c , л', A/X, &c , on aura
les équations fuivantes,

/77 I -t- ç; 4 4- r' * -+• &c == V fin

/' ? 4- ?" 4 -H r"? -t- &c = L" fin
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Ces: équations ferviroient également à déterminer les va-
leurs de 1,4, •<?, &.C, & .il eft clair que ces valeurs deyroient
Coïncider avec| celles qu'on a trouvées,, ej-deíTus^^rt, .10),

, puifqu'elles réfulçent: les unes &c les autres des mêmes équa-
:tionS'diiFérentielIes. Ainii en fubftituant ces,, mçmes. valeur s
,de l'article cité dans les équations précédentes, elles de-
vront devenir entièrement identiques.

D'où il eft, facile de conclure .que-pour la'première équa-
tion , on aura

x'«.',

; que
l'on aura -de même pour la féconde équation,

4- ̂ V' &c = o ,
des autres.

Donc fubftituant dans les équations çi-defíus pour *', Z',,

Д Z",. л///

} Í'"» &c » les valeurs qu'on vient de trouver , on
aura celles-ci,

" fin Л ï/ X" ч- ." J = ^i. un ^r к A -i- * y — . „ j"

&с.

qui font les. réciproques dé celles de l'article 10-,

Maintenant la détermination des arbitraires E', £", &c ̂

*'a *"» n'a plus de difficulté ; car, i°, en fuppofaut / = o>
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les premiers' membres des équations précédentes deviennent
-E1 fin V, E" im t", &e, & les féconds -font tous connus,
eh fuppoíánt bs valeurs de ï, 4,"P» &c , données dans te
premier1 "inîïant. 1°. ;Eh dïfFéren'dàht lés mêmes équations,
^•'fuppòfattt^ferifuite^r'^ о , Ш 'premiers membres fetöitt
V K'. Ê' còf .', |/ТК' £" còf «", &c , &' les féconds feront
auífi tous connus , en régardant comme données les quantités

-A ; ->j£L iLi: &c Borique 7 -===o.'bonc, &c.
d t 1 d t * d t » a '

13. La folution du problême eft donc réduite unique-
Aent à la détermination des quantités K ,f, gy Â, Ôccj &
nous avons vu dans l'article ю que cette détermination dé-
pend de la réfolution des équations/? К — P — о , q К — Q = о ' ,

' K% ;-=̂  '&==> о, -etc :-i -en confervant l«çs expreffiöns de/», y.,
r, бес > Py Ç , Ä^ ôcc , de l'article 12.

Or fi on repréfente par A ce que devient la quantité T
, 'Xt 4$, d<ç 0 ' y- .

en y changeant -^- , -77 , 7^7- , &c> en c, /, g, &c,

6c par В ce que devient la partie de la quantité f, où les
variables I, 4, ?, &c, forment enfemble deux dimenfions,
en changeant de. même ces variables en e , /*, g , &c ; il
eft aifé de voir , 6c on pourroit même s'en convaincre a

priori que Ton aura/ = , ? = -if, r = "Tf^ &c»

, Sec, en faifant enfuite

<?== r.

Donc en général fi on fait ^'J^ •«- В =±ss д ., les équations
pour la détermination des inconnues K3 /, ^"л &сл feront

<i Д <^Д d Л » r r <- — àss-o-j -grr 3= o> -~- ==s o» &c , en luppofant £*=» -1-
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Ainfi comme la quantité a fe forme immédiatement des
quantités T & F", on pourra auffi trouver diuedement les
équations dont il'; s'agit ,., fans avoir befoin de les déduire
des équations différentielles du mouvement du fyftême.

Je remarque maintenant que puifque' д eft ùrie' fonction
homogène de deux dimenfions de e, ft g9 &c,on aura par
la propriété de ces fortes de fonctions démontrée dans Гаг-
tide

. </Д
A e ТГ -

Donc on aura auffi д с= о \ par conféquent les inconnues
f\ gt A, &c , doivent être telles, que non- feulement la
quantité д foit nulle, mais que chacune de fes différent
tielles relatives à ces incoîwues ie fp^ aufli » d'où il s'enfuie
que la quantité К regardée comme une ron&ion de ces in-
connues dépendante de l'équation д === о , devra être un

ou un minimum.

Si on faut d'abord e = ï , 6c qu'on remplace par д s==o

1 équation — — = o", pn aura po.ur la .détermination des in-

Somiues /, g^ h y &c, les équations д =?a Q, -^1 p= ç,.
rfA, '" ' ' : •' . .

•77- = о , &c j fi donc on tire d'abord |a valeur, de^de l'équar

tjo» -^ д=; о , & qu'en la fubftituanr daps д = о , on

change cçtte ;équapon ед д'=э о , il n'y aura qu'à faire.

e —- == о , ôc fubftitwr ;de wíme la valeujr de g

de cette dernière équation dans д' = о ; alors nom-
A" 73 о l'équation réfultimte, on fera de nouveau
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== о , & ainfi de fuite. Par ce moyen on parviendra

à une équation finale qui; ne contiendra plus les inconnues
fi ^y-^j-i^PjMiPV1!? feulement: la quantité Jv, 6c qui fera
liquation cherchée çn j£,,,dont les racines ont été nom-
mées K'\ 'K"9'K'"ï&c. "

- ;On peut .même-' réduirç cette équation en une formule
générale , en confidérant que puifque les quantités/*, gt ky Sf.c ,
ne forment enfemble dans la valeur de д que deux dimen-

lîons , la quantité . b'. "• fi - fera nécessairement fans/",

fa différentielle relative à /étant ,-^~~- & par conféquent

nulle. 'De forte qu'on pourra'; faire A'— — - -~ - > &

comme dans cette -quantité ̂ 'les-iriconhues reilantes^, hy &c,
rie montent auiïï qu'à la 'féconde dimenfion, on pourra faire
. л // • -г AV» Дл— 'г/а'" ; . -• - . ,, , ,- . T ,

de тете Д = - — - ; ci ацш- de luite. La der-

nière des; quantités .A,'^','*", &c, étant égalée àzéVo,
fei-д l'équation cherchée en K. Il eft vrai que cette équa-
tion pourra monter à un degré plus haut qu'il 'ne faut, à
caüfe des facteurs : étrangers 'introduits dans les équations
д" _s=5 P,. V" •= Û r . ^ c > тф fi en développant ces équa-
tions, on 'a loin 'de'les débarraiTer fucceffivjement de ces
mêmes facteurs, & de. ne. prendre enfuite pour les valeurs
de. A", A/X/, &c, que leurs premiers membres ainfi fimplifiés,
Téquatíon finale fe trouvera rabaiíTée d'elje-même à la forme
ôf au degré- dont elle' doit être.

Quant aux valeurs de /, gt &tc, on les déterminera en-
ï / • d ti ' ал'

par le;, équatipns -^- c= o, ~j- « o, &c, en сощ-

mençant
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par la-dernière, &. remontant à la première par 1»

•fubftitution fucceffive dés valeurs trouvées.
I 4- On a vu dans l'article 11 que la folution n'eft bonne

«n général que I6*rfque les racines de l'équation en К font
toutes réelles, pofitives oc inégales. Or on a des méthodes
:pour reconnoitre íi une équation donnée de quelque degré
qu'elle foit a toutes fes racines réelles ou non, & pour
juger dans le cas de la réalité, de leur ligne & de leur iné-
galité , mais l'application de ces méthodes étant toujours un
peu pénible, voici quelques caractères (impies 6c généraux
qui ferviront à juger de la forme des racines dont il s'agit
dans un .grand nombre de cas.

En prenant l'équation д = о , о и Л К — 5 = о, ( art.
n

préc. ) on a. K =z= —j- ; or il eft facile de fe convaincre

que la quantité A a toujours néceffairement une valeur pofi-
tive, tant que/, g9 &c, font des quantités réelles ; car la

fonction T d'où elle réfulte en changeant-—,—~-9 ~- , &c,

en ï,/", g, &Cj eft compofée de la fomme de plufieurs
carrés multipliés par des coëfficiens nécessairement pofitifs.
Donc fi lu quantité В eft auffi toujours pofitive, ce qui a
lieu lorfque la partie de la fonction V', où les variables
Ç, 4, <?ï &c, forment enfemble deux dimenfions, eft ré-
ductible à. la même forme que la fonction T; on eft affure
que les valeurs de K, c'eft-à-dire, les racines de l'équation
en К feront toujours poihives toutes les fois qu'elles feront
réelles. Au contraire, fi la quantité В eft toujours néga-
tive, ce oui arrivera quand elle fera compofée de plufieurs
carrés multipliés par des coëfficiens négatifs, -Jes valeurs dé
•£• feront toutes négatives. Dans ce dernier cas la folution

Kk
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ne pourra pas être, bonne, parce que les racines de l'équa-
tion en Л^пе peuvent être qu'imaginaires ou réelles négatives ',
&qu'ainfi les expreffiqns des variables f, 4, &c, contiendront
néceiTairement Je tems t hors des fignes dfe fmus Si cofmus»
,..;;Pans-le premier cas on voit feulement que il les racine?
font réelles, elles font nécessairement pofitives ; & il feroit
peut-être difficile de démontrer directement qu'elles doi-
vent en meme-tems être réelles j mais on peut fe convaincre
d'une autre manière que cela doit être ainfi. En effet,
l'intégrale; T-b- V*=* cpnft, ayant néceflairement lieu , puif-
queT& ^font fonctions fans t\ fi on défigne par V la partie
de V qui contient les termes de deux "dimenfions, enforte

"que/^ —Я-h P( à caufede#i=o, H г =o^H^ =o, &c
(art. 8, 5»), on aura 74-Д Ч- V! = conít.= (T) 4- ïL-*r(V')
en dénotant par t^ôc^^) les valeurs de У & 7х7 au premier
inftant; donc Г+ Vr= (T)-^(V'). Donc, Т étant par
fa forme une quantité toujours pofitive, ôc V 'l'étant auffî
par l'hypothèfe, il s'enfuit qu'on aura néceiTairement У'"> о ,
ос < (Т)-*-(У'J;, donc la valeur de f', & conféquem^
ment aufll celles des variables ^, 4 » ? > &c, feront renfermées
dans des limites données & . dépendantes uniquement de
l'état initial. Ces variables ne pourront donc pas, contenir
le tems t hors des fignes de finus ÔC cofînus, parce qu'alors
elles pourroient aller en croiiTant à l'infini. Donc les racines
de l'équation en К feront néceiTairement toutes réelles, po-
fitives & inégales ( art. u ).

15. C'eft de cette manière que nous avons démontré
à la fin de la troifieme Section de la Statique, que lorfque
la fon&ion Ф еЛ un minimum dans l'état d'équilibre, cet état
eft ftable, c'eft-à-dire,. que le fyftême en étant tant foit рей.
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dérangé, ne peut faire que de petites ofcillations. Il eft vi-
iîble, en effet, que la fon&ion nommée * dans l'article
13 de la Section citée, eft la même que nous reptéfentons
ici par Уу puifque l'une &: l'autre eft l'intégrale de la tota-
lité des momens des forces agùTantes fur les difFérens corps
du fyftême, totalité qui doit être nulle dans l'équilibre. Ainii
comme l'on & V =* H-b-V^ & que У ne contient les
variables %, 4, 9, &c, qu'à la féconde dimenfion, il s'eii-
fuit que /^ fera un minimum ou un maximum., félon que
la valeur de У fera pofitive ,ou négative en donnant à ces
variables des valeurs quelconques. Or faifanr 4—/? ,?> —£% &c,
la valeur de V- devient — £2 В (art. 13.), с étant = ï ;
donc У ou Ф fera un minimum lorfque .$ fera une quantité
toujours pofitive , & un maximum lorfque B fera toujours une
quantité négative. Par conséquent dans le premier cas les
expreifions des variables ne contiendront le tems t que fous
les fignes'de fmus & de cofmus, & l'équilibre fera Jftble ;
dans le fécond elles contiendront néceífairemeíit deWermes
où t fera hors de ces /ignés, & l'équilibre ne pourra pas
être ftable, mais le fyftême en étant tant foit peu déplacé,
s'en éloignera toujours davantage. Cette féconde partie du
théorème énoncé dans l'endroit cité de la Statique, n'auroit
pu y être démontrée faute des principes néceiTaires ; nous
en avions remis la démonftration à la Dynamique, 6c celle
que nous venons de donner ne laifle plus rien à deiîrer*

Au refte, entre ces deux états deftabiliré Se de non ftabilité
abfolue, dans le/quels l'équilibre étant tant foit peu dérangé
d'une manière quelconque, tend à fe rétablir de lui-même,
ou à fe dé^nger de plus en plus., il peut y avoir des états de
ftabilité conditionnelle & relative, dans lefquels le rétablif-

K k i
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fement de l'équilibre dépendra du déplacement initial du
fyftême. Car fi quelques-unes des valeurs de V K font ima-
ginaires, les termes correfpondans dans les valeurs des va-
riables contiendront des arcs de cercle л & l'équilibre ne
fera pas ftable en général ; mais fi les coëfficiens de ces ter-
mes deviennent nuls, ce qui dépend de l'état initial du fy£
tême y les arcs de cercle difparoîtront, & l'équilibre pourra
encore être regardé comme ftable, du moins par rapport à
cet état particulier.

I 6. La folution que nous venons de donner, demande que
les coordonnées puhTent être exprimées par des fonctions en
férié de variables très-petites , & qui foient nulles dans l'état
d'équilibre, ainfi que nous l'avons fuppofé dans l'article 7.

Or c'eft ce qui eft toujours poffible , comme nous l'avons
vu , lorfque les équations de condition réduites en férié con-
tiennent les premières puiilances des variables fuppofées très-
petiafc, parce que ces termes donnent d'abord des équa-
tions réfolubles rationellement, &. qu'enfuite on peut tou-
jours., par la méthode des fériés, avoir des folutions ratio-
nelles de plus en plus exactes.

Il peut néanmoins arriver que. les termes de la première
dimenfion manquent dans une ou plufieurs des équations
de condition, ce qui aura lieu , par exemple, fi dans l'équa-
tion L = о, les- valeurs des coordonnées pour l'équilibre
iBnt telles, qu elles rendent non-feulement L nulle, mais
aufli chacune de fes différences premières ; car on aura alors

d A d A „' ' _ «,,, . т
-ĵ r .-= о , —jj- = о, &c , & 1 équation L = o , ne con-

tiendra que les fécondes puiflances & les ultérieures de «,
0, y, »' &c, (art. 7). Dans ce cas fi од réduit les coor-
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données en fondions de variables indépendantes, ces fonc-
tions ne pourront plus être rationelles, &. les équations dif-
férentielles ne feront ni linéaires, ni même rationelles. Ainíi
la fuppofition des mouvemens très-petits du fyftême ne fer-
vira pas alors à fimplifier la folution du problême, ou du
moins ne la rendra pas fufceptible de la méthode générale
que nous avons expofée.

Pour réfoudre ces fortes de queftions de la manière la
plus iîmple, on fera d'abord abftraction des équations de
condition, où les premières dimenfions des Yariables ne fe
trouveroient pas ; on parviendra ainfi à des expreiîi ns de T
& de V de la forme de celles de l'article 8. Enfuite on
ajoutera à cette valeur de F les premiers membres des équa-
tions de condition auxquelles on n'aura pas encore eu égard,
multipliés chacun par un coefficient indéterminé , & qu'on
fuppofera confiant dans les differentiations par «Г; & il fuf-
fira dans ces termes dûs aux équations de condition, de
tenir compte des plus bafles dimenfions des variables très-
petites. Dé-là on trouvera les équations différentielles 4
l'ordinaire, & il s'agira ' d'en éliminer les coëfficieiîs indéter-
minés.

Si les équations de condition étoient du fécond degré,
& que les coefficiens indéterminés puffejit être fuppofés
conftans, la valeur de У feroit'encore de la même forme
que dans la folution générale; par conféquent on pourroit
l'appliquer aufli à ce cas ; on détermineroit enfuite les
coefficiens, enforte que les équations de condition fuffenc
fatisfaites. On pourra donc toujours commencer par adopter
cette fuppofition, on verra enfuite fi les valeurs qui en ré-
fukent pour les variables, peuvent fatisfaire aux équations
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de condition , auquel cas la fuppofítion fera légitime , ôc la
folution exacte; fmon il faudra chercher à intégrer les
équations différentielles par des méthodes particulières.

§. II.

Du mouvement d'un corps attiré vers un ou plußeurs centres.

17. Suppofons en premier lieu que le corps foit attiré
vers un feul centre fixe , par une force R , fonction de la
diftance r du corps au centre. Prenons ce centre pour
l'origine des coordonnées, & la droite г pour le rayon vec-
teur ; foit de plus 4 l'inclinaifon de r fur le plan des x 6c
y , & 9 l'angle de la projection de r fur ce plan , avec l'axe
des x j on aura donc , comme on Га déjà vrç plus haut , (art. ï) ,
x = r cof 4 cof t t>,y = r cof 4 fin ç , ^ = r fin 4 ; & de la

d x* •+- dy* -+• d f = r1 f cof 41 d f -h dV) -H d r*.

Ainíi n'y ayant qu'un feul corps , dont la maíTe peut être prife
pour Uunjté , la quantité T fera {Implement égale à ...

r 'Ccof^'^ip1 -*- ^4* )
Г7? •

A l'égard de la quantité У9 elle fe réduira à fRdr.

Donc puifqu'il n'y a aucune condition particulière à rem-
plir, & que les trois variables 4, ?, r font indépendantes ,
on aura pour chacune de ces variables une équation de la
r j ÏT ÏT ÍV . , .
forme *•. ТЩ --- - + - = °î ce ш donnera Jes

trois équations (de étant conftant) d m T***
fin 4/ cof. -^аф* ^ d. r1 coC4> ldq>

- - - -o, - -^ - =0,
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d1 r r( coC^áp-b-d
dt1 d?

p.4. ft __

Ia féconde eft intégrable par elle-même* & fön inté-
grale eft

j) \ i> • ds> ' A
d ou J on tire —г- = -т- г гг âdt r1 cof 4* '

cette valeur étant fubftituée dans la première , elle derient
auffi intégrable fi on la multiplie par r'</4, & l'intégrale
fera

A & 5 font deux confiantes arbitraires.

Je remarque d'abord fur cette intégrale, que fi on fup-

pofe que 4 & -~- foient à la fois nuls dans un inftant ,

ils feront néceflairement toujours nuls; car faifant 4 = o,
6с я!Ч~ o, on aura B* =s A* ; & l'équation deviendra alors

— j^ — "4-^* tang4"=o, qui ne peut avoir lieu qu'en

faifant 4 & —-г- nuls. Or la fuppofition dont il s'agit re-

vient à faire enforte que- le corps fe meuve dans un inftant
dans le plan des x & y ; ce qui eft toujours poffible , puifque
la pofîtion de ce plan eft arbitraire. Alors donc le corps
continuera à fe mouvoir dans ce plan; par conféquent il
décrira néceiTairement une orbite plane ou ligne à (impie
courbure. C'eft ce qu'on peut démontrer auffi directement
par l'intégration même de l'équation dont il s'agit.

En effet, fi on y fubftitue pour d t fa valeur c°^ ' *••
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tirée de la précédente , on aura celle-ci ,

Soit lorfque 4=0 , ^- = tang *, on aura E1==Ai-^At tang *%

& l'équation deviendra — f^ г = tang«a — tang 41, d'où

l'on tire d 9 = - - d* -- , laquelle à caufe de
eof 4-- * tang <*г — tang фг

• =s i£. tang 4, "aura pour intégrale ç — ß = arc. fin

ta"g , favoir, Jïïb « fin f 9 — /зЛ ß étant la valeur
tang« ' ' tang« * ^x

arbitraire de <p lorfque 4 = o.

Cette équation fait voir que 9 — • ß 6с. 4 font les deux
côtés d'un triangle fphérique rectangle, dans lequel <* eft
l'angle oppofé au côté 4. Ainiî, puifque l'arc <p — ß eft pris
fur le plan des x & ̂  , & que l'arc 4 eft toujours perpen-
diculaire à ce même plan , il s'enfuit que l'arc qui joint ces
deux-ci , & qui forme l'hypothénufe du triangle , fera avec
Já bafe <P — ß un angle confiant « ; par conféquent le même
arc paiTera par les extrémités de tous les arcs 4, & tous
les rayons r fe trouveront dans le -plan de cet are , lequel
fera ainû le plan même de l'orbite du corps , dont l'incli-
naifon fur le plan des x & y fera exprimée par l'angle
conftant *.

I 8- L'équation finie qu'on vient de trouver entre <p ôc 4 ,
pourroit fervir à éliminer une de ces inconnues des autres
équations; mais puifqu'on eft affuré que l'orbite du corps
eft toute dans un plan fixe , on fimplifiera beaucoup le calcul

ci»
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en prenant ce plan pour celui des x ôc y , ce qui donnera
4 = о & </4 = o.

Alors la troifieme équation deviendra -т-£ -- r—~ -h ./? =s o;

mais l'intégrale de la féconde donne d<t == — ~ ; donc fub-

ftituanc cette valeur de d$y & multipliant enfuite par drt

on aura une équation intégrable , dont l'intégrale fera

-%r H- ~ H-/Ä </r== Ci d'où l'on tire

ja г =

I/C—CRdr — -^- 'fRd

& enfui te

équations féparées, &: donc l'intégçation fera connoîfre les
valeurs de <p &; t en r. La féconde de ces équations donnera
la figure de l'orbite, & la première la poiirion du corps à.
chaque inftant.

I (?. Роцг appliquer cette folution au mouvement des,

Planètes autour du Soleil, on fera jR =ss —7-, F étant la

force attractive du foleil fur la Planète à la diftance i j ce

qui donnera f R d r = £-.

Subftiruant Cette va]eur ^ans jes équations précédentes,

on voit que la quantité fous le figne deviendra С -Ь ~ _

—-г»* qu'on peut mettre fou» la forme С Чг -'"у-

L I
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— \T2 --- Г") » a^ors k va^eur de d ç fé trouvera

égale à la différentielle de l'angle, dont le cofmus fera
F л

s """" _
y de forte qu'on aura en intégrant Su

introduifant une confiante arbitraire y ,

- V (C-b -£r) xcof (,*

d'où en faifant pour abréger

on aura r = - - — ,—y )

On voit par cette formule que les plus grandes ÔC plus
petites valeurs de r répondent à. <p == т & à. 9 = ^4- 180°,
ÔC qu'ainfi elles font fur une même droite. La plus petite

valeur fera = — - — , & la plus grande fera=: t ^_ e , dont

la demi-fomme ou la valeur moyenne fera — £-7- , & la

demi-différence fera — —'— j de forte que e fera le rapport

de la demi-différence de ces valeurs à leur demi-fomme.
Si on fait <P = y •+• 5>o°; auquel cas la direction de r fera
perpendiculaire a la ligne des plus petites Ôc plus grandes
valeurs, on aura alors r=p.

Pour connoître la nature de la courbe, il n'y a qu'à
la rapporter à deux coordonnées, x & y,, prifes depuis le
centre des rayons vedeurs , & dont l'une x foie dans la di"
reftion du plus grand rayon, On aura ainß, puifque 9 — r
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eft l'angle de r avec ce rayon , x =5 r cof (ç — y) t

y = r fin (q> — y)? & l'équation r — er cof f> — y) —p
deviendra V (x* -*-y г) — e x = p , laquelle étant délivrée
de rirrationalké monte au fécond degré , & donne une fec-

tion conique. Donc — — - fera le demi-grand axe de la

fecüon que nous dénoterons par a , • & e fera l'excentricité
ou le rapport de la diftance entre l'un des foyers 6c le
centre , au demi-grand axe, conféquemment V (аг — d1 e* J

ou a]S (ï — e) fera le demi-petit axe, & "" ou

é1) , c'eft-à-dire , p feraje demi-paramètre. Mais par
l'équation entre x & y , on a lorfque x = o , p =y ; donc
l'origine des coordonnées eft dans l'un des foyers où Ton
fait que l'ordonnée eft égale au demi-paramètre.

Ainii les orbites des Planètes font des fe&ions coniques ,
qui ont le Soleil dans l'un de leurs foyers, & leur équa-

tion générale eft r = -- a ( l~< ; 1 ) -- , a étant la diftance
" ï — c c o l ( < p — y)

moyenne, e l'excentricité, &/-le rayon vedeur, qui fait avec
la ligne de l'aphélie l'angle ? — 7.

ДО. Pour déterminer le tems employé à décrire un
angle quelconque, il faut intégrer encore l'autre équation

d t = -- ^_r_ _ . mais auparavant nous y•_
fubftituerons pour A & С leurs valeurs en a & e; 01

!£ - ) , "donc Л' - 4-

£.e_Ci («'-Of £r =, («'-Of ^ __ £L ; par ces fub-
> 4 ̂ . г и ' Г

uitutions l'équation dont il s'agit deviendra
LU
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j i / la rir<t t = s y x _

Faifons ————cofô, ce qui donne r—afi-î-ccoCè); on aura

í// es \/"Т~ x fJ -Ь e cof ô^ t/ fl ; & intégrant / — л ==

V" (̂ F-) x ^fl + e fin V-

Or en comparant les deux expreilîons de r, on a . . .

t —e1

r, — = ï 4- e. cofi; d'où l'on tire cof ô =»
ï — e cof ( <f — v )

,™С(<Р-У)-' ; ainfi en éliminant ô, on aura t en fonc-
ï — e col(<p — y)

tion de <p — y\ & pour faciliter cette élimination, on

obfervera que ï + cof 9 = , 1_ С0̂ /"̂ .'Р'Т j ^e

forte qu'en faifant cette combinaifon * ~~co

r = •* "*"•'•
T. ï -t- cof ( ï — e

I — cof ( Ф — y) ívr ~ , on aura tang — =

a I. On appelle en Aftronomie l'angle <p — > l'anomalie

vraie, l'angle (t — *J \/-—r- l'anomalie moyenne, & l'angle

auxiliaire ô l'anomalie excentrique ; & le problème de déter-
miner (p — y par t — л eil connu fous le nom de problême
de Kepler. kOn voit par les formules précédentes, qu'il ne
peut être réfolu rigoureufement ; mais en fuppofant
l'excentricité с fort petite, comme elle Peft dans les orbites
de toutes les planètes , on peut avoir des folutions auifi
approchées que l'on voudra.

On commencera par tirer de l'équation tang JLHZ—



S E C O N D E P A R T I E . 2 6 9

VA *""*•) tang •— la Valeur de ç — ,, en в; ce qu'on ob-

tiendra aifément par le moyen des expreflîons exponen-
tielles imaginaires connues. En effet, en faifant pour abréget

y ( l ~ ~ e j = h, & prenant / pour le nombre dont le

logarithme hyperbolique eft l'unité, on aura cette trans-
formée

> — y ç — y ï e *
* Ч-г * i * " '

laquelle fe réduit à celle-ci ,

. (Ç— y) /
•— t tt •— i

= k - - -- ; d'où l'on tire

_ f Vх —
ff — v;/ — i . « )/— i i -b£»

=s=í X

d'où prenant les logarithmes , pn aura

réduifant ,ces logarithmes en férié, & fubftituant enfuite.i
la place des exponentielles imaginaires1, 'les finus réels qui
y répondent , on aura enfin,

fin 30 -h &c>
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expreflïon fort iîmple, dans laquelle

E fera ==s f '4"<j""'^ ï~g '!".

ou bien = e _ -

II ne s'agira plus maintenant que de fubftituer à. la place
de ô fa valeur en / — л donnée par l'équation . , . .

Or par le théorème que j'ai démontré ailleurs, Л l'on
a une équation de la forme « = fl -b /• 9j/. 9 étant une
fonction quelconque de 9 , on aura réciproquement

il Ф , 9 dénote une fonction quelconque de 9 , ôC qu'on

fàiTe *'. ô ==s — ~ — , on aura auffi
a • &

&c.

Ainft il n'y aura qu'à Tuppofer и = ' "" *

/. ô = e fin 8, 6с ф.9 = а — a E f i n g - f - - - fin ï fl — •

— — — r im 2 0 4- ôçc j par conféquent en changeant б en tíi

f .u. —e Cm и, Ф .и = и — г £ й п « ч — ^т— fin г и -~

т fin з и 4- &с; 6с fubftituant ces valeurs dans la
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mule précédente , on aura l'expreflîon de Ф . б , c'eft-à-dire ,
celle de ? — y en u.

Faifant pour abréger

^"=1 _ 2 £ cof и -t- z-E1 cof г и — ï JE» cof 3« H- &c,

on aura donc

ç — y — ïi — г E fin и -4- -^— - fin г и — -?— - fin 3 « -t- &c.

г <fu 1.3 аи*

où il n'y aura plus qu'à exécuter les différenciations in-
diquées.'

22. Suppofons en fécond lieu que le corps foit attiré
à la fois vers deux centres fixes par des forces proportion-
nelles à des fonctions quelconques des diftances.

Soit comme dans le problême précédent, l'un des centres
dans l'origine des coordonnées, & R la force attractive ; Sc
pour l'autre centre fuppofons que fa pofition foit déterminée
par Jes coordonnées a, 3, c, parallèles aux хл y, ^; foie
de plus Q fa force attractive , & £ la diftance du corps à
ce centre , il eft clair qu'on aura

c'eft-à-dire , en fubftituant pour x 3 y , ^ leurs valeurs en
ГУ 4, ç (art. 13),

q = K (r1- — г r ((a cof p -H b fin 4) cof 4 H- c fin 4^ -H ^ ,

en faifant h = V (a* -t- £*4-cV* diftance des deux centres.

H eft clair que la valeur de T fera la même que dans le por-
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blême précédent (art. 17) mais la valeur de ATe trouvera aug-
mentée du terme/Ç d q ; & comme Q eft fonction de q, ос </
fonction de r, <p, 4, ce terme donnera dans les différentielles
^ V* ÏV ÏV • dg dg dq

y Т"? "7Г?
qu'il faudra par conféquent ajouter refpe&ivement aux
premiers membres des équations différentielles de l'article
cité.

On aura; donc pour le mouvement du corps attiré vers
deux centres par les forces R & Q, les équations fuivantes,

d . r ^ d à / • rl fin iL cof •d' d фг f-\ da / \• т т т ,_ r j i —_ -. /. \
X ^ф O . . . . \\)dt1

d. r2 соГф3

dt1

<Лг

dt1

. -t- —

*l"

r ( cof 4'

* <fi»

o J? —V: «£4, i—--

dt* Ä4-£-|f = o .-. . O)-

Et il le corps étoit attiré en même-tems vers d'autres
centres, il n'y auroit qu'à ajouter à ces équations des termes
femblables pour chacun de ces centres.

Nous -avons déjà fait voir en général ( art. 4 ), que lorfque
T & f^ ne contiennent point t, on a toujours l'intégrale
T •+• V = confl) laquelle renferme la/confervation des forcei
vives.

Elle fera donc, dans le cas préfent,

« * Л ... (4) í

& il eft vifible, en effet, que. les trois équations p.récé-
dentes étant multipliées refpe&ivement pap d-^', dv9 dr, ôC
ajoutées enfemble, donnent une équation intégrable , & dont
l'intégrale eft celle que nous venons de préfenter.



S E C O N D E P A R T I E . 2 7 3

On tire de cette équation

valeur qui 'étant iübftitujee dans l'équation. (3), multipliée'
par r , la réduit à

Or, puifque 9* = r* -+- A1— ( г r ( (асоСс -J- Ъ fin -

cof4 -H c fin 4.Л on aura, en faifant varier r, ^ -—i-t=ar— «

f <z cof ? ч- £ lin <pj cof 4 — с Гт 4 = r — _rl + ̂ ~ g*
г r

_ JL_±J - • donc fubftituànt cette valeur de — r- , on
»ir ' dr ' . ,.

aura enfin

Cette équation a l'avantage qu'elle ne contient que les
deux variables r & ç, ôc indique en même tems, qu'il doit
y avoir une pareille équation entre q & r, en changeant
lîmplement / • & £ , ainfi que R & Q entr'elles ; car il eil in-
différent de rapporter le mouvement du corps à l'un ou à.
l'autre des deux centres fixes , Se H eft clair qu'en le ^ap-
portant au centre des forcés Q , on crouveroit par une ana-
lyfe femblable à la précédente,

ainfi on pourra, par. ces deux équations > décerminer direole-
ment les deux rayons r ÔC y,

M m
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Je remarque maintenant' qu'on peut fans rien ôter à la
généralité , fuppofer les deux coordonnées a & b du centre
des forces Q , nulles, ce qui revient à placer l'axe des coor-
données Q dans la ligne qui joint les deux centres. Par cette
fûppoiÎtïon , ' on aura с = Ã, & la quantité -q deviendra
V (т* — г h r Cm 4 4- h1) , laquelle ne contenant plus ?> , on

aura- donc-j£- === o. Par conféquent l'équation (г) fe réduira à
ï

* co "d л" j . ,|,. •"" , n r7 cof 4^ </ ф т» Л \ 1>~.d , =50, dont Imtégrale eft - j- — — =B; d ou l on

tire— Д- = - ...- : mais on a fin 4 == - + , ""*•- ; donc
di ^ЙйГФ* -?..- . . ' ' lAr

/• . ^^4^^— -(r1 •+• h* —q"- !г ) r, Г,col 4 s=s -J-Í7 — • • rr -- ; par conféquent en fub-
"•• . ï '

ftituant cette valeur , on aura

de,, forte que connoiíTant.r & g en t, on aura auflî ç en r/

Or, puiftjue f m ' 4 & -^- font-' déjà données en / • & £ ,

il eft clair qu'on -peut réduire l'équation (4) à ne contenir
que, r Si, fr & alors elle .fera néceffiùrement , à raifon de
la conûante arbit^ire JE" y: une intégrale complecte des deux
équations (i) & Ç6), En effet, on aura^ - - t , •

ajoutant dr* 9 & réduifant, il viendra

t_T l1/^* 4-~- 4
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De PU,S on an,, Ügitl = 4,г._^,._;.;.. Donc

faifant ces fubftitutbns dans l'équation (4), & ôtant le dé-
nominateur, on aura,

^ д > г * а г > + г *дЧд г -(г> + д*-!1>)гд<1г<1д д.
rff1

+ fr.h1r*—(r* + h*-f}1}(fRdr+fQd<î-1A)=9. . (8).

Et il eft facile de voir .maintenant d'après la forme de cette
équation, qu'elle réfulte des éqiiations (5) ôc1^) multipliée^
refpedivement par г <f d . f- — (r* •+- ç1 — Ã*/*/.£*,
г гг í/. ̂ —(V-i-ç1— fr.Jd.r'1) ajourées enfemble & intégrées
enfuite ; mais il auroit été aflez difficile de découvrir cette
intégrale à priori.

2. 3 • Pour achever la folution, il faut avoir encore une
autre intégrale des mêmes équations ; maïs on ne ..fauroit
y parvenir que pour des valeurs particulières de Д & Q.

Si on fuppofe, ce qui eft le cas de la nature , R = -^r,

Q = -4-, ori trouve alors que l'équation .(5) multipliée par

d.q*t & ajoutée à l'équation (6} multipliée par d.r* donne
une forrime intégrale, & dont l'intégrale eft

г* — *' ; . ß ( ï ?1 +_ ̂ ^jsJL
d í1 r q

- f ) -b .%c . . . . (9)

Cette équation étant multipliée par r*-i- ^*— A', 6c ajoutée
à l'intégrale (8) trouvée précédemment, donne dans l'hypo-
thèfe préfence une réduite de la forme

M m г
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— l ß,q (q' H- 3 r'— ÄV = *A (r*-b q*+ 6 r* q*—

•*• i C (r* •+• 9
a — A1 ;t--i Б* . . . . . . (10)

Et la même équation étant multipliée par i rq , &. enfuite
ajoutée à celle-ci ou retranehée, donnera cette double
équation t

De forte qu'en faifant r -+• ^ = j , r — 'q = ut on aura
ces deux-ci ,

d'où l'on tiré d'abord cette équation féparée,

— Ah*— B1)

— /8->'^- Ctt'—A' (*— /í;« —Ah*— B1)

enfuite

4 y (Af*-\-( u-\-ß J s> -f- CV — A1

u* du

enfin l'équation (7) deviendra, en employant les 'même«

fubftitutions,
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á<t> ^ 4B A' 4 Д А 1 x i L__\ -

& par conféquent elle donnera/

7 - Z> Л1 (IS
d ç ss= — —

* (í1— A*Jv/

(и1— A'Jt/C^H-t-C,» — /ajK'H-CV—Л'(«—/s)« — ЛА«— Я1) '

Si on poûvoit intégrer ces différentes différentielles, oo,
auroit d'abord une équation entre s & и, enfuite on auroic
/ &-<f en fonctions de j & и; donc on auroit ^, & dé-là r,

& Ф en fon&ions de /•; & comme fin 4 == •rl"l"A,1'~g> . on
• • ' . • ' r i A r 9

auroit auffi 4 en r. Mais ces différentielles fe rapportent a la
reâiification des fe&ions coniques,on ne fauroit les intégrer
que par approximation, &: 1я meilleure méthode pour cela
eft celle que. j'ai donnée ailleurs pour l'intégration de toutes
les différentielles qui renferment un radical carré où la va-
riable monte à la quatrième dimenfion fous le iîgne.

Si outre les deux forces ~ 8f -—- qui attirent le corps

vers les deux centres fixes, il y avoit une troifîeme force
proportionnelle à la diftance qui l'attirât vers le point placé
au milieu de la ligne qui joint les deux centres, il eft vi-
fibJe que cette force pourroit fe decomposer en deux tendan-
tes aux mêmes points, & proportionnelles aufli aux d'iftances,

Dans ce cas donc on auroit/?=-"—h г y r, (? = —"—bir^;

& l'on trouveroit que l'intégrale (9) auroit auifi lieu dans
ce cas ; feulement il faudroit ajouter à fon premier membre
les termes
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enfuite il y auroit á ajouter au premier membre de l'équa-
tion (10), les termes

& par conféquent, au premier membre de .l'équation (n),
les termes

De forte qu'il n'y .aura qu'à augmenter les polynômes en
s & и fous le figne radical des -termes refpedifs

_ _L (s6~h*s*) &—•-!- <V — A* «y ;

ce qui ne rend gueres la folution plus compliquée.

2 4. Quoiqu'il foit impolfible d'intégrer en général l'équa-
tion trouvée entre s & и, & d'avoir par conféquent une
relation finie entre ces deux variables , on peut néanmoins
en avoir deux intégrales particulières repréfentées par s = conßt

fie и = confi. En effet , fi on repréfente en général cette

équation par — j^- = -^- , il eft clair qu'elle aura auflî lieu

en faifant ds ou du nuls, pourvu que les dénominateurs
У S ou V U foient auflî nuls en même tems , & du même
ordre. Pour déterminer les conditions néceiFaires dans ce
cas, on fera s =/-4- «,/* étant une confiante, ôc « un?
quantité infiniment petite , & défignanr par F ce que d,e'

vient S lorfqu'on change s en /*, le membre — ̂ -
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d* ; il faudra donc pour

qu'il y ait le même nombre de dimenfions de <a en haut ôc
' il F

en bas, que l'on ait F = о, & —rr ==» о ; alors à. caufe de

« infiniment petit, la différentielle dont il s'agit fe réduira à

TT-FF"' dont 1>inte§rale eft—-^-—x/-^; Л étant
" * Tdp V idf*

une conftante arbitraire. Si donc on fait « = o, & qu'on
prenne en même-tems auflï k = o, il eft vifible que la va-

leur de / ~- deviendra indéterminée ; & l'équation pourra

toujours fubfifter, quelque valeur que puifle avoir l'autre

membre Г ,-"„•-• Or on fait, &c il eft vifible par foi-même
j r»

que F== о & —Tf- = о у font les conditions qui rendent/*

une racine double de l'équation F=* o. D'où il s'enfuit en
général que fi le polynôme S a une ou plufieurs racines
doubles, chacune de ces racines fournira une valeur parti-
culière de s ', il en fera de même pour le polynôme U.

Maintenant il eft vifible que l'équation s =/ou r-4-q ==/"
repréfente une ellipfe, dont les deux foyers font dans les
deux centres des rayons r & q, & dont le grand axe eft
égal à f. De même l'équation и — g ou r — ^===

<§' repré-
fente une hyperbole dont les foyers font dans le même
centre, & dont le premier axe eft g.

Ainfi les folutions particulières dont BOUS venons de
parler, donnent des ellipfes ou des hyperboles décrites
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autour des cencres des forces ~~-, —~- pris pour foyers.

Et comme les polynômes S & У contiennent les trois
confiantes arbitraires A, Bt С dépendantes de la'direction'
&: de la vîtefle initiale du corps, il eft. vifible qu'on pourra
toujours prendre ces élémens, tels que le corps décrive une
ellipfe ou une hyperbole donnée autour des foyers donnés.
Ainfi la même fection conique qui peut être décrite en vertu
d'une force tendante à l'un des foyers en raifon inverfe des
carrés des diftances, ou tendante au centre en raifon di-
recte des diftances i peut l'être encore en vertu de trois
forces pareilles tendantes aux deux foyers & au centre ; ce
qui eft très-remarquable.

2 $. Si le centre des forces Q dont la pofition a été
déterminée en général par les coordonnées a, Ь~> с (art. 21),
n'étoic pas fixej mais qu'il eût un mouvement connu, alors
ces quantités a-^ b, ç ne feroient plus confiantes, mais de-
viendroient des fonctions du tems л Cependant il eft vi-
fible que les équations ( ï ) , (ï), (3 ) auroient lieu de même,
puifque la quantité У refteroit la même, ainii que fes dif-
férentielles relatives à ,r, 4, ? ; mais l'intégrale (4) n*auroit
point lieu, comme nous l'avons déjà remarqué en général dans
l'article 4.

Il n'en feroit pas de même fi on vouloit que le centre
des forces R, auquel nous rapportons le mouvement du
corps', fût lui-même en mouvement. Alors pour avoir les
coordonnées rectangles x, y, •{ du mouvement abfolu du
corps, il faudroit prendre la fomme de celles de ce centre/
rapporté à un point fixe dans l'eipace/ôc de celles du corp5
rapporté à ce même centre.
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Ainfi nommant. X, Y', Z les coordonnées pour le centre

des forces A, 2c repréfentant comme ci-deiïus le mouve-
ment du corps autour de ce centre par le ravon r, & les
deux angles 4 & ?>, on auroit dans le cas préfent

x = .ХЧ- r cof 4 cof ? ,y — Y-i- rcof 4 fin <p, ̂ =Z -t- r fin 4 ;

d'où l'on tire ofx» -b i/y* 4- df = dX* •+• dY% -+-dZ*

Ч- г dXd.(rcot^ cof 9J •+• г dYd. (r cof4 fin

H- z í/Zí/. fríin 4) •+• r* (coC4* oV H- í/4*^ H-

De forte qu'il faudra ajouter à la valeur de T de l'ar-
ticle 17, la quantité

гас 1 dt*

d Y d. (r cof •ф fin ç)_

laquelle étant défignée par T', on aura donc à ajouter aux
trois équations de l'article cité , ou plus généralement à celles
de l'article iz, les termes

, jr* j-г' , /.r/ ^r> , ÏT
Т 7 ï ~ 9 ~ J d ~ ~ > ' è d r " ^ "

A l'égard de la valeur de /^ elle demeurera la même ,
pourvu qu'on continue à prendre le centre des forces R pour
l'origine commune des coordonnées a, í, c des autres
centres.

Or en regardant le mouvement du centre comme connu ,
fes coordonnées Xy Yy Z doivent être confidérées comme
j c n . • 7 j A - r i •des fondions données de t. Amfl la partie

Nrx
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de l'expreffion de T' fera une fimple fon&ionde í, & s'éva-
nouira dans Ja différenciation par<r. Il fuffira donc de prendre
pour T1 les autres termes ; & d'après la remarque faite dans
l'article 7 de la Section quatrième, on trouvera facilement
que les termes à ajouter refpedivement aux premiers
membres des équations ( ï ) , (г),(з) de l'article az feront

r , f , d1 Y r ,r , d"z nT-X— r fin 4 col $ -4- - r̂- x— /-fin 4 fin? H——- x r cof 4 ,

rY-x—rcofy fin «p 4- -тт x rcof 4 cof ç,

—-- xcof4cof ç H -J-T- x cof 4fi« PH 7-7- xfin 4.
í* at d t *

Si le mouvement du centre étoit uniforme Sc re&iligne,
. , < „ 0 .on auroit alors -^ =, o, -^ = о, -^- =» о ; & les

termes précédens s'évanouiroient d'eux-mêmes. Dans tous
les autres cas ces termes rendront les équations du mou_-
vement du corps plus compliquées & plus difficiles à inté-
grer; & comme l'expreffion de ^renfermera toujours le tems

t y à raifon des quantités —r- 9 —j— , —,— , l'intégrale T-^-V

== conft, n'aura 'jamais lieu.
2 6. Nous avons fuppofé jufqu'ici que le corps étoit en-

tièrement libre. S'il étoit contraint de fe mouvoir fur une
firrface courbe donnée, le rayon г feroit-alors une fonction
connue de <p & 4, qui contiendroit auffi t, dans Je cas,
où ia furfaoe elle-même feroit variable , ou feulement mo-
bile ifuivant une loi donnée. Il n'y auroit donc qu'à fubfti-<
tuer cette valeur de r dans les expreffions de ÜT& de V 9

ÔC faire varier enfuite les deux variables 4 ôc 9; on auroic
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ainfi deux équations quf ferviroient à déterminer le mou-
vement du corps.

Si r eil égale à une confiante ou a une fimple fonction
•de í fans 4 ni <p; les variations de cette quantité relatives
à la caradtériílique f feront nulles, & l'on aura alors fim-
plement les équations (ï) & (z) de l'article zz, dans lef-
quelles il faudra fubflituer à r fa valeur donnée.

Ce cas renferme en général la théorie des pendules de
longueur confiante ou variable. Imaginons en effet un pen-
dule fimple dont la longueur foit r, & qui foit fufpendu
au centre des rayons r. Suppofons les forces R dirigées vers
ce centre, nulles ; & les forces Q paralleles, en éloignant
leur centre à l'infini. Prenons enfin pour une plus grande
iimplicité, l'axe des ordonnées ^ vertical, & dirigé de
haut en bas, & les forces Q dans la même direction, on
aura a = o,£ — о л с = / г = QQ; donc q = . . .

V (ti — î .hr fin 4-4- r*J = h. — r fin 4 ; ôt les équations (r) Se
(1} de l'article cité deviendront

— Q r cof. 4 ~ о,
rfr> ' dil

Г* СО Л» //£_ __ o^

dt1

L'angle 4 exprimera l'inclinaifon du pendule a Phorifbn;
& l'angle <p fera celui qu'il décrit en tournant autour delà
verticale.

La féconde équation donne d'abord

/•* cof 41 di> j M ï ал A
-r-—— s= A ; dou —77-=—;—rrr'tdl ' dt r еоГ-ф *

& cette valeur étant fubftituée dans la première, on a
N n t
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)f 4 =ss о.—yr— гтпat* г'соГф»

Si r & Q font conftans comme dans les pendules ordinaires,

Q déíignant la force de la gravité, l'équation précédente
devient intégrable étant multipliée par ^4; Sc l'on a alors

• r1 d4>* лг ~ r _
ГТ—'— •—;—FÎT —Q r lin 4 = Б ;гас1 г/'ЧоГф1 X. T J

d'où l'on tire

Г^Ч-г. Qr>

ôc enfuite

~~ cof ф / (A1 4- г В гг coí>' -f- i Qr> cof 41 fin-j,) '

Mais ces différentielles en 4 ne font point intégrables à
moins de fuppofer que les variations de 4 ne foient très-
petites. Cependant on peut démontrer par un raifonnement
femblable à celui de l'article 24, que la valeur de 4 peut
être confiante, pourvu qu'elle rende la quantité fous le figne
nulle, ainfi que fa différentielle ; c'eft le cas où le pendule
décrit la furface d'un cône droit.

Si le rayon r eft variable, comme lorfqu'on demande le
mouvement d'un poids fufpendu par un fil qui fe raccourcit
ou s'allonge fuivant une 'loi donnée, l'dquation n'eft plus
intégrable en général; mais elle le feroit dans le cas ima-
ginaire où la force Q feroit réciproquement proportionnelle
au cube de la diftance au plan horifontal qui pafTe par Je

point de fufpenfion. Car faifant Q = . .5jy oc multi-

pliant toute l'équation par r* </4, on auroit l'intégrale



dt*
d'où l'on tireroit dt, & enfuite d v en fondions différen-
tielles de 4-

En général fi on repréfente par L = o, la furface fur
laquelle le corps doit fe mouvoir, L étant une fonction
donnée de r, 4, <P & t ; il n'y aura qu'à regarder cette équa-
tion comme une équation de condition, qui doit avoir lieu
entre les variables r, 4, <p ; & ajouter "par conféquent aux
premiers membres des équations ( ï ) , (z), (3) de l'article zz,
, di dL dL . . .
les termes * -гг-У л ~ï—> л ~~i—> A etanc une quantité

indéterminée, qu'il faudra éliminer,'enforte qu'il ne ref-
tera que deux équations, qui combinées avec l'équation
L = о, ferviront à déterminer complettement la courbe,
& le mouvement du corps.

Mais fi la courbe même dans laquelle le corps doit fe
mouvoir étoit donnée, on au roi t alors deux équations,
L = : o & t M — о ; £ > £ il faudroit ajouter rcfpeclivemene
aux premiers membres des équations différentielles, (ï),
, , , » , dL , d M d L d м(ï), (3),les termes л — -Ч- ^ _, л -^ -ь ^ _ ,

* -ĵ - -+• r* - , les deux quantités x & /л étant indéter-

minées, & devant enfuite être éliminées.

Lorfque L & M ne contiennent point t, on aura fur le
champ l'intégrale T•+• V = conft ,qui eft en même tems
délivrée de л & ^ ; mais cette intégrale n'aura point lieu

lorfque le ténis t entrera dans les équations de la iurface
ou courbe donnée.
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De cette manière on trouvera très-facilement les équa-
tions pour le mouvement d'un corps dans un tube mobile
félon une loi quelconque 'y problême dont la folution par
les méthodes ordinaires eft aíTez compliquée.

§. I I I .

Du mouvement de plußeurs corps qui agiffent les uns fur les
autres^ fait par des forces d'attraction , fait en fe tenant par
des fils ou par d°s leviers..

27- Nous nommerons m, m', m"9 &c, les maiTes des
différens corps du fyftême, regardés comme des points,
x^y- t •{ les coordonnées rectangles du corps ля, x', y', т( t

celles du corps m' , & ainfi de fuite, ces coordonnées
étant toutes rapportées aux mêmes axes fixes dans l'efpace ;
& pour mieux fixer les idées , nous fuppoferons toujours
les axes des x & y horifontaux , & les axes des ^ verti-
caux & dirigés de haut en bas. Nous employerons d'abord
ces coordonnées dans les formules générales, mais nous les
transformerons enfuite en d'autres plus appropriées à la
nature des fyftêmes propofés.

On aura donc en général

m ^ m>

Nous nommerons de plus P, (), &c, les forces accélé-
ratrices avec lefquelles chaque point de'la maííe m tend vers
des centres donnés fixes ou non, en prenant, fi l'on veut,
la force accélératrice de la gravité pour l'unité; & nous
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fuppoferons ces forces proportionnelles à des fondions quel-
conques des diihnces refpectives p , 7, r, &c, du corps /я
à ces centres. Les .mêmes lettres marquées d'un trait repré-
fentéfont des quantités analogues relativement au corps m',
& ainfi de fuite.

On aura ainfi,

Et fi les corps font animés par une force verticale & conf-
tante v , telle que celle de la gravité , alors P , P'9 &c ,
feront = w , & dp , dp' y &c , deviendront — d^y — d^'t &c, à,
caufe que les r diminuent en montant. Conféquemment on
aura dans ce cas ,

Г= — w (m % -h m' ̂ Ч- /я"?"н

Quant aux attractions mutuelles, il eft clair que fi R
exprime l'attraction abfolue ou la force accélératrice, avec
laquelle chaque point de la maíTe m eft tiré par chaque point
de la maiTe те', la force totale avec laquelle chaque point
de m tend vers le corps ou centre m! fera exprimée par
m' R. Ainfi nommant r la diftance entré ces deux corps ,
on aura 772 m'fRdr pour le terme dû à cette attraction dans
la valeur de' K; &: ainfi des autres.

Enfin fi après avoir introduit dans les fonctions T & V
de nouvelles variables |, 4» &c, chacune d'elles eft indé-
pendante de toutes les autres ; on aura, relativement à
ces différentes variables , des équations de la forme

, Ï T Í T Ï V . ~ - i i j -
d . -jjr -- j-r --- Jr~= °» mals ces vanables doivent

encore être affujetties aux équations £= o,M s=s o, &c j alors
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chaque variable £ donnera pour le mouvement du corps l'équa-
tion différentielle ,

3-L

les quantités x, /^, &cy étant indéterminées, & devant être
éliminées.

Et l'on fe Conviendra que ii les fonctions T, F, L , M , &c ,
ne renferment point le tems 1 3 on aura toujours l'intégrale
T •+• У = conft , laquelle renferme le principe des forces
vives ; mais que cette intégrale ceiTera d'avoir lieu , il la
variable finie t entre dans l'une des fondions dont il
s'agit.

2 S' Cela pofé , confidérons d'abord deux corps m &c m1

qui s'attirent mutuellement avec une force . abfolue R , Se
fuppofons qu'on ne demande que le mouvement du corps m'
autour du corps m. Nommant |, и, С les coordonnées rec-
tangles du corps m' par rapport au corps m pris pour centre,
ces coordonnées étant rapportées à des axes parallèles à ceux
des x, y, •{•> & paffantpar le corps m', on

^-4-^. Donc,

». On aura Т == (m -b m1)

i /

1°. On aura JS=mm'fRdr, en faifant

r « i/fty- */-*
Maintenant comme les variables л:, y, ^, font indépen-

dantes entr'elles & des autres I, », C j chacune de ces va-
riables
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riables fournira une équation ; & ces équations feront

, л díx i / ^5-f. юу — H- /я' _ =0,

d'où l'on tire, en intégrant,

m' .
dt ni + m' Ч dt

d-*

dt
_ ___ J m1 s d-

m-t-m1 \ d

ait яц-m'

Ces valeurs étant fubftituées dans l'expreffion générale
de T7, elle deviendra

Т =s

ainfi !T & V ne contiennent plus que les variables Ç , « , f
de l'orbite de m' autour de m,

Si donc on nomme r le rayon ve£teur de cette orbite , 4
l'inclinaifon de ce rayon fur le plan des % & « ; 6c <P l'angle
de fa projection fur ce plan avec l'axe des í , on aura , comme
on l'a déjà vu,

% *=.r cof 4 cof 9 , я «e r cof 4 fin ï , Ç" — r fin 4 ;

«c deli

Ai*fi faifant Г
m-j-m' t d t * 9

( j'omets Ц confiante > parce qu'elle difparoît dans les diffé-
Oo
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renciations)& V—mm'fRdr , les variations de 4, 9 & >*

donneront, après avoir divifé tous les termes par—^Ц-,
* . r m-\-m *

d.r^d^, ^Cm^coC-^dç 1

d7l ?? ssa ° »

d. r1 cof ф1 á ф
< £ » = 0 »

rf'r • гГс££_«?ф» + ̂ ») , /-. - -M P в ft .-_ ^ h (/Я Ч-/Я у/Л «О,

équations qu'on voit être femblables à celles que nous avons
déjà trouvées & réfolues pour [le mouvement d'un corps
attiré vers un centre fixe (art. 17); de forte que le mou-
vement fera le même dans les deux cas, en fuppofant la
force dirigée au centre fixe, exprimée par (m~\~m')R.

29. Suppofons enfuite trois corps /я, m', m" qui s'atti-
rent mutuellement; favoir m & m' par la force accéléra-
trice R y m & m11 par la force R> & m! & m" par la force
R" ; & qu'on ne demande que le mouvement relatif" de
ces corps.

, Confervant les dénominations de l'article précédent rela-
tives aux corps m & m', foit de plus, pour le corps m",
l'j »'» Г les coordonnées rectangles rapportées au corps m
comme au centre; on aura x" = x-t- ?,y" = y -t- »'>
*" =4-*-?.

Donc i°. Т = (m 4- m' H- да«;

—
, , - y i • „

" "
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1°.

en faifant /-=

&: r" = ̂  ftr - 1/ -h <v - ./
Puifque les variables x y y > % font indépendances, tant

entr'elles que des autres variables, leurs variations fourni-
ront d'abord des équations de cette forme,

d'où l'on tire, en intégrant

4? --- (У -if-*- «" -̂  -1"2) : r«

: Г« -ь «' -ь «"J.

Ces valeurs étant fubilituées dans Texpreffion générale de
T, la réduiront à celle-ci ,

T =

ТТЛ"«,» *m -ь m' -l- m

я" f я«-H' «') <?{"•+• </»"
Х

О о а
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laquelle ne contient plus que les variables |, W) £, I', »/, £'
qui entrent dans la fonction V', & qui expriment les mou-
vemens relatifs de m' & m" autour de tri.

Comme ces ilx variables font indépendantes entr'elles ,
on pourroit d'abord en les Faifant varier féparément, avoir
iîx équations différentielles entre ces variables; on pourroit
auffi réduire l'expreiîîon T en fonction des rayons vefteurs
r, / & des angles 4, ç, & 4', <?' par les fubftitutions de
| s=s r cof 4 cof <ft » =ь=/- cof4 fin '^, Ç== r fin 4, !/ = r cof4;

cof <?' &c ; l'on auroit alors des équations entre ces nou-
velles variables.

Mais il eft facile de prévoir que ces équations ne fe pré-
fenteroient pas fous la forme la plusfimple, du moins pour
les termes différentiels, à caufe du mélange des variables
dans l'expreffion de T. Pour féparer ces variables, je don-
nerai à T cette forme,

m •+• m' г d t1

m"(m+m') ^ da^dß1

,, 'X . ,

en faifant

_ t/ «* fc . / m' v1 ~
"^^ ГЗГ^Т- Ç,/S — я — , - « > r — С . . .

Ainfi en fubftituantdans r' & r" à la placé de'?', «', Ç' leurs
valeurs
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on aura '/"& V exprimées en fondions de |, «, £» *, /з, > ;
& ces variables étant auffi indépendantes entr'elles , four-
niront autant d'équations différentielles.

Introduirons maintenant au lieu de £ , „ , • £ le rayon r Sc.
les angles 4 & <p > félon les formules données ci-deiTus , la

n-jri-t'^ < •• » •• < J J l J 'Г J • Jpartie - — — — p x „ - _ - 1. de la valeur de T deviendra
m -i- m' г d.t* ^

m m* Г1 ( COL v1 a ß»1 -J- Л О/7' } *+- í/Г1

 л » л' - I Л 1 * С k

г x —^—-—-— -< & с eil la ieule qui rour-
/Я "Т" Л Ъ (II А

nira des termes dans les équations dépendantes des variations
der,4&?. Regardant donc auffi. r' St r" .comme fondions de
ces mêmes variables, on aura d'abord ces trois équations,

mm' d. r1 cof^1 dot uni ^r> i n m/ ^'''x rr-—- •+- m m" R' —,—. -h т' т" R" .~r— = о

mm' / d* r r(cotyld<l>l-4-dV) \ ,7, / /DÎ fr' ,1т,ц ir'1

"" —r-— o.тat1 at1

Et pour avoir les valeurs de <Г/, //' en ^4» <^^> <r-r> il

n'y a. qu'à confidérer que 7- /<r/5
/= t'-tt> H- »^«'-H ?' «T^ &

(S '(J — <г ̂  , & qu'en faifant abftradtioii de la variation de

ibrte quel'
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Or en fubftituaht pour|, я, Ç leurs valeurs, & mettant
auffi des valeurs femblables à là place de £', »', £', c'eft-à-
dire , en repréfentant pareillement le mouvement du corps
m" autour de m par le rayon vedteur /•', & par les angles
4' ôc ?', on trouve

en fuppofant pour abréger

«F = /•/ ^fm4' cof 4 — cof 4' fin 4 cof (V —

Ф = rr3 cof 4 cof 4' fin ($' — tf J

п =У(Тт 4' fin 4 -4- cof 4' cof 4 cof (V — ?>V i

de forte qu'on aura

m1

X
m -IT m

_!_«,' * '• ' T-"

Ainfi les équations précédentes deviendront en les divi

c ' m от'lant par - r ,r m-i-m1 У

R"

«/.г'соГф* <£ф „ ^ Д' __ Ду>

^TF

i í1'

. „ r / R' R11 \ „ , rÄ" n
•*• ̂  L v~ —)п '-*• -т?-]ВЯО»

lefquelles ont, pour les. termes différentiels, la même forme
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que celles du mouvement d'un corps attiré vers un centre
fixe.

On peut trouver de la même manière trois équations fem-
blables pour le mouvement du corps m" autour de от; ôc
même comme dans les expreffions de У & de V, les quan-
tités relatives aux corps m' 8c m" font permutables entr'e'Jles,
il fuffira de changer dans les équations précédentes» les
quantités r, 4, p, R &: m' en r', 4', <p', R' &i m", &
réciproquement celles-ci en celles-là ; la quantité r demeu-
rant la même, puifqu'elle appartient également aux deux
corps dont elle exprime la diftance.

S'il y avoic plus de trois corps qui s'attiraflent mutuelle»
ment, on réfoudroit toujours le problême de la même manière,
& l'on trouveroit des équations femblables aux précédentes,
mais augmentées des termes dus aux attractions de tous les
autres corps.

En faifant dans ces équations R = ~, R' = -i-^ . . .

R" — •—ÎTT- . &c, on a le cas du mouvement des Planètes,
г"1 У • '

en tant qu'elles s'attirent mutuellement, & font attirées par
le Soleil. Et iî on prend m pour la Terre, m' pour la Lune,
& m" pour le Soleil, les trois équations trouvées ci-deflus
deviendront celles du problème connu fous le nom de Pro-
blême des trois corps, & dont les Géomètres fe font tant
•occupés dans ces derniers tems. La circonftance des orbites
de 'la Lune 5e du Soleil prefque circulaires , le rend fufcep-
tible d'être réfolu par approximation, & l'on peut voir dans
les ouvrages où l'on en traite, les artifices qu'on a imaginés
pour rendre l'approximation auffi exacte qu'il eft poffible.
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3 О. Imaginons maintenant que les trois corps m, m'^m",
au lieu de s'attirer entr'eux, foient pefans & unis par un fil
inexteniible ; de manière que m1 &L m" foient attachés , aux
deux bouts du. fil, ôc que m le foit dans un point quel-
conque intermédiaire ; & qu'ainfi les diftances entre m Si m'y
6c entre m & m", demeurent néceflairement invariables.

En faifant x' = x ч- £,/=jX •+• " •> ^= l •+• £ & x"= x-H',
y" = y H- и', %" — /[ -+- £', on trouvera pour T7 la même ex-
preffion (a) de l'article précédent. Et la valeur de V fera
comme dans l'article zy 3 en exprimant par w la force accé-
lératrice de la gravité

V= — m (m -H -ni -b m")^—v-m'Ç—*m!'?.

/Comme la feule condition du problême confifte dans l'in-
variabilité des diftances entre m ' èi m't & entre m & m"9 &
que ces diftances ne dépendent que des variables f л «, çt

Z', и', Ç', il eft clair que les variables #, y, \ font indépen-
dantes entr'èlles & de toutes les autres; par conféquent en
les faifant varier féparément, on aura d'adord trois équa-
tions qui .feront les mêmes que les équations (b] de l'article
précédent, fi ce n'eft que la troifieme contiendra de plus
les termes conftans — * (m -f- /n'-h m"). Dé-là on tirera pour

~-, ~- y -£-, les mêmes expreiïïons que dans l'endroit

dont il s'agit, en mettant i la place de ç la quantité
с — w (m H- m' •+- m"J t. Donc on aura auffi pour Tla même
transformée (c) , en ayant foin d'y diminuer 1^ quantité с
de v (m -f- m* -+• m") t.

Préfentement fi on fait Ç = r cof 4 cof <p, » === r còf 4 fin ? ,
Ç = г fin 4, вс de même f = / cof 4' cof ?',,'— '' cof47 fin 9',
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C' == r' fin 4'y il eft clair que les rayons vecteurs r & r1 des
orbites de m' & m" autour de /я, c'eft-à-dire, leurs difiances
de m, devront être conibms par la nature du problême ; ainfi
en faifant ces fubftitutions, il n'y aura que quatre variables1,
4, 4', ?, f't qui étant d'ailleurs indépendantes, fourniront
auffi quatre équations.

3 I. Comrne la recherche de ces équations n'a point de
difficulté, ne demandant qu'un calcul purement jnéchanique ;
bornons-nous au cas où les trois corps fe meuvent dans un
même plan horifontal, lequel a l'avantage d'admettre une
folution complette.

On fera donc dans ce cas \, ^', •£' nuls ; par conféquent
auffi £& ? nuls. Ainfi on aura JP"=o, &

T— m' fm- f-OT") jW^ti?- —.
m_i_»»'_i_~," ^ . J,i '"""l J " ^, / í/ r> J .»

Ч- í//1

m + m'-t-m" ï dt1 ^ z ( m-{-m' -Ь-т" ) '-Н

Soit I ÄfCof p, „ =/• fin 0,&£'e=ir'cOÍV,»/=

puifque.4 & 4' font nuls j la valeur de Г deviendra, à caufe
de d r & d r' nuls ,

_ m' С от -+-т") r* dp я»'ш" rr'eoC(<f'—ç)ti<f'ÍÇ
' m*+.m'-t-m'r i dt* m-t-m'-i-m" dt*

r"
X

ю+.«'"!• ж" ir f t ' »Cm-b«'-í-m"; •

Et elle donnera fur le champ, à raifon des variations de ?
& de ç/, ces deux équations différentielles, d'où dépend la
folutionMu problème
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m» (m H, ;*'>'* —m' m" г г'

II eft vifible que la fomme de ces deux équations eft in-
tégrablé, Se que fon intégrale eft

Ч- я" f m-Ь m'; r'1 ££- = conft.

D'ailleurs puifque T ne renferme point t , & que /^=50,
on aura l'intégrale T7 = conft; de forte que par ces deux
intégrales le problême eft déjà réduit aux premières diffé-
rences.

Mais comme les indéterminées font encore mêlées en-
tr'elles , pour les féparer , on fera q>f «4- ? = s & <p' — 9 = 1*9

favoir , ?' =?= J."*"" • & ? s= /.""".• ^ les deux integraler de-

viendront par ces fubftitutions ,

m1 f m •+• m") r* (ds — du) 4- m" (m 4- »i'J /* (ds-^rdu)

— ím' m" r r' cof u d s «= w^ dt ,

'У r* f í/í — í/ ttjM- /TZ" ^m 4- m'J ̂ (ds-** du >*

А &.В étant. deux conftantes arbitraires.

Soit pour abréger

m" ш Ч- m — /я
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on aura

(M — г m1 m" fr1 cof u) ds -4- N du =a A d t ,

(M __ г m'm

т ' i r Á d t ̂ ~ jN^ff uLa première donne d s — -™ - r-, — 7-7—; & cette va-1 ЛГ — » «' m" rr cola *

leur étant fubftituée dans la féconde , on aura

(A d t — N du}1 -ï- (M* —im» m"* r1 r" cof и*^ </и1

favotr, en réduifant

(M^N^^m^r^

d'où l'on tire

, ,/X M1 — Nl — 4 m'1 m"1 rl г" соГи' «ч
= ̂ ^ J/ ^ - ДЛ-^-„»'т»гг'соГВ J >

& mettant cette valeur de de dans l'expreffion précédente
4e d s on aura auffi <fj exprimée en и èi du.

Ainfî le problême eft réfolu, ou du moins ne dépend
plus que de l'intégration ou çonftrudion de différentielles-
à une feule variable.

32. Si le corps m du milieu pouvoit couler le lopg du
fil , on auroit toujours la même expreffion de Т que dans la
formule (c) de l'article z$; mais dans les fubftitutions de
r cof 4 cofp, r1 cof 4' cof <p', r cof 4 fin f , &c, à la place
de , ? » £', » » &c , les rayons r .& / qui expriment les dif-
tances des corps m1 & m" au corps m , ne feroient plus tous
deux conftans , mais feulement leur fomme r Ч- г* qui eft

P p z .
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égale à la longueur du fil par lequel les deux corps m1 & m"
font joints. Ainfî nommant a cette longueur, on auroic
r' ===? a — г , ôc il y aurait après les fubftitutions cinq variables
indépendantes , r , 4 •> 9 } 4'» ?' } dont chacune fourniroit une
équation différentielle, d'après la -formule générale.

3 3 . Mais fi on fuppofoit Je corps m fixement arrêté ,
enforte que le fil qui joint les;deux corps m' &L m" dûtpafler
par une efpece d'anneau fixe dans l'efpace ; en prenant , pour
plus de fiínpíicité, ce point pour l'origine des coordonnées,
on feroit dans les formules précédentes, x, y , \ 9 nuls; ôc
l'expreffion (л) de T deviendroit

, H= m 9 — • - 7-7 - H- in1г dt1 г dt1

laquelle , par les fubftitutions précédentes , fe changeroit en
celle-ci.

„ (a—r)' í(mW*dq*+ív)+ia ' .,.
h m — -- r ..(d).

Pour la valeur de jf, on auroit, comme dans l'article 30,
en fuppofant les corps pefans, /^ *=* — тг (m1 Ç -H m" ç'J ,
ou bien

V=> — vm'rCm^ — -n m" (a. — r) fin4'«

Et l'on auroit de nouveau cinq équations pour les cinq
variables, r> 4, 4', <p, & p', favoir,

— 4i m! fin 4 4- w /д" fin 4'
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.(a — г)1 соГфм£/ф' .

JLes deux dernières font intégrables, & donnent d'abord

de rl cof ̂  ' ?f (я — r)> cof

valeurs qui étant fubftituées dans la féconde Se la troifieme
les transforment en celles-ci ,

d. г1 </ф A1 fin ф

- •+• - - - r co

— " - (a-^coí>'.

dont l'intégration n'eft gueres polïîble en général.
Elle le deviendroit fi on faifoit abftra&ion de la pefan-

teur des corps; en fuppofant v = о; alors les équations
étant multipliées, la première par r*i /4> & la féconde par
(a — /•)</4 /, on auroit les intégrales

d? í\p -- î rl col,},"

d'où l'on tire

dt d / </r

"-r;1 v v
on a d'ailleurs l'intégrale T -i- F"=conft, laquelle à caufe
de /^ = o, devient, après la fubftitution des valeurs pré-
cédentes de ä if , dç'
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& par conséquent

ï _ dry/ (m1 + m")

'"
Cette valeur de dtétvax enfuite fubftituée dans les quatre

intégrales précédentes , on aura des équations féparées , par
lefquelles on pourra, au moyen des quadratures , déterminer
' » 4, 4'» e, *' en r.

Au refte , fi le même corps m du milieu , au-lieu d'être
fixement arrêté , comme nous venons de le fuppofer , роц-
voit gliilèr librement fur une furface , ou fur une ligne
donnée , alors les coordonnées x, y ,^ ne feroient pas nulles ,
mais l'une d'entr'elles feroit une fonction donnée des deux
autres, ou deux de ces coordonnées feroient données en
fonctions de la troifierne ; 6c il n'y auroit qu'à faire ces
fubftitutions dans l'es mêmes exprelfions de T & de F", en
ayant enfuite égard à. la variabilité de ces coordonnées.

3 4- Si le fil étant fixement arrêté par une de fes extré-
mités , eft chargé de deux corps pefants m & m' , dont Je
premier foit le plus proche du point fixe , on fera d'abord
x' = x H- I л y' —y •+• » , ^ = ^ H- С > & les expreflîons de Г
& de ^deviendront

rr ., ,. </>r1-l-</y>4-<i'ïl . /T= (тчг ml) - f̂l -H m'

Enfuite nommant r la portion, du fil interceptée entre le
point fixe & le .corps m, & / la portion interceptée
entre ce corps & le fuivant от', on fera ac.= rcof 4 cof ? ,
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y=rco£-t fin <f, ç= r fin 4, f да / cof4' cofp', к=r' cof4Tin/,
£•=;= / fin 4', & regardant r & /•' comme confiantes, on trou-
vera quatre équations pour les quatre variables 4» 0» 4'» ?'•
Mais ces équations ne font pas intégrables en général, &
il n'y a que le cas où les corps fe meuvent fur un plan
horizontal qui foit fufceptible d'une folution complette. On
fera dans ce cas 4 & 4' nuls 9 ce qui donnera V*=* о, 6c

T=(mH-wf)1 S

Cette expreffion de T eil, comme l'on voit, de la même
forme que celle de l'article 3 ï ; elle fournira donc des équa-
tions femblables, aux coëfficiens près, & qui s'intégreront
par conféquent de la même manière.

On trouvera par un procédé femblable, les équations du
mouvement d'un fil chargé de tant de corps qu'on voudra ;
mais la difficulté confiilera dans leur intégration; & je ne
connois qu'un feul cas où elle puiiTe réuffir en général; c'eil
celui où l'on fuppofe que les corps s'éloignent très-peu de la
verticale; car comme la pofition verticale du fil eil celle
de fon équilibre, ce cas fera fufceptible de la méthode gé-
nérale donnée dans le Paragraphe premier de la Seilion
Rréfente.

3 5 • Lorfque les corps s'éloignent peu de la verticale, qui
eft l'axe des £, les coordonnées x, y > x'^y', &c, font très-
petites ; c'eil pourquoi il conviendra de conferver ces coor-
données dans le calcul. Nommant donc r, r', r"f &c, les
portions du fil interceptées entre le point fixe & le pre-
niier corps да, entre ce corps. & le fuivant m7, entre celui-
ci & le corps m"i 6c ainfi de fuite, on aura г яя=1/~(х*-ц-у*
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Г1 = ]S ((x1 - x/ -f- (y> — jx/ -Ь ft — ̂ /; , &c , d'où l'on
tire ç = ^ fr* — x1 —y%) , î'— ? = ^ (̂ г" — (̂ x' — oc/

' — y)*) , &c ; c'eft-à-dire , à caufe de la petiteflTe de
бес,

ainíi les valeurs de ^, ^', ç", &c, feront

ï r

_ i _ ,î=/H-r-hr -- — -;,

&c.

On les fubftituera donc dans les expreffions générales de
Т & V de l'article 1.7 , en faifant r , r', r" &c , confiantes , &
rejettant les termes où les variables AT, y, x', y', &c , mon-
teroient au-delà de la féconde dimeniion, on aura

r-

^ &c.

On voit que dans ces expreffions les variables x , x', x",&c,
foot féparées des variables js jx', y">.K.c9 Si que les unes
& les autres y entrent de la même manière ; d'où l'on peut

d'abord
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d'abord conclure que l'on aura deux fyftêmes d'équations
différentielles, indépendans ôc femblables entr'eux, l'un entre
xз x', x", ôcc, ôc l'autre entre y,У>У> &с; de forte qu'il
fuffira de coniidérer un feul de ces fyftêmes ; ôc même on
pourra s'en difpenfer , car on aura immédiatement pour les
valeurs finies de x, x', x", ôcc, des expreffions telles que
celles de £, 4, <P» &c, données dans l'article 10, ôc les
valeurs de y, y', y", Ôcc, feront auffi de la même forme,
& ne différeront que par les confiantes arbitraires.

L'expreffion de V dans laquelle la partie variable eft com-
pofée de carrés tous pofitifs , fait voir d'abord que les va-
leurs de x, x', x",ôcc , ôc de y, y'9 y", ôcc, ne fauroient
contenir des arcs de cercle , mais feulement des fin us ôc
cofinus réels, enforte que les corps ne pourront faire que
de petites ofcillations autour de la verticale, comme nous
l'avons démontré en général dans l'article 14. Ainii on eft
déjà aiîuré que les valeurs des coëfficiens yk^f^g, A, &c,
feront toutes réelles; & il ne s'agira plus que de les déter-
miner par les méthodes de l'article 13.

Puifque ces valeurs font les mêmes pour les expreffions
de x, x7, д>", &c, & de y,/, y, ôcc , il fuffira de tenir
compte des premières de ces variables, dans la formation
des quantités A & B. On changera donc dans T & P" les,

A X sf *•' // -V«"

quantités -^ , -£-, -!£- , &t, ainfi que x, x', x", &C>

en e,fy g, ôcc, & rejettant tous les autres termes, on
aura

A s = m — ч- m' — •+• m" -£-, ôcc
Z i г "
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d'où , en faifant А К — 5 = д , & enfuite

<?Д d& do..
-^-=o, -^- = 0, — =o,

on tirera ces équations, où il faudra fe fouvenir que e doit
être = ï ,

mek— n

Le nombre de ces équations fera égal à celui des variables
x , x', x"t &c, c'eft-à-dire , à celui des poids m , от', m", &c>
attachés au fil ; &: par conféquent égal au nombre des quan-
tités e,f, g 3 &c; de forte que puifque e = ï , il reftera
toujours une équation pour la détermination de h. Ainiî en
faifant d'abord e = ï , la première équation donnera f9 la
féconde £•, &c , en polynômes de/£ du premier, fécond, &c,
degré; & la dernière ne contiendra plus que Л, & fera d'un
degré égal à fon quantième.

Mais on facilitera cette détermination en commençant
par la dernière équation , & remontant fucceffîvement à
celles qui précédent. Pour cela nous déiîgnerons par
p , /*', /*/x, &c, p, />', />", &c, я, а', д", &c, les quantités
m, m", m", &c, г, г7, г", &c, e, f, g, &c , prifes à re-
bours ; & les équations prifes auffi dans l'ordre inverfe , .
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feront p a k — * . a~ a< = o

Or , nommant n le nombre des poids , on aura an"1 = e==i9

de plus on voit par la première des équations ci-deiïus,
laquelle fe trouve ici la dernière, que le terme qui précé-
deroit e dans la férié e,f, g, &c, doit être nul; par con-
féquent il faudra faire an = о ; & cette condition donnera
l'équation en k. En effetj fi on tire fucceffivement des équations
précédentes les valeurs de a', a", a'", &c, elles feront de
cette forme , a' =* (\) a , a! = (г) a , a!" = fo ) a , &c , où (i) ,
(г) , (}) , &c , défignent des polynômes en h du premier ,
fécond, tnoiiieme , ôcc, degré. Ainfi la condition an~ ' = ï ,

donnera (h — ï ) a = 1 1 d'où l'on tire a = - — - — r- ; & en-1 ' •* ^ Я — I J

fuite la condition a" ига о , donnera /«J s= o ; c'eft "l'équa-
tion en A, dont on fait déjà que les racines doivent être
toutes réelles, pofitives & inégales.

Si les poids font tous égaux entr'eux, ainfi que leurs dif-
tances fur le fil, on aura alors p- s=a ^ = /*"» &c, &

.P = p'= ?"> &c == r; donc faifant -7- = <^» ies équations

deviendront

o,

о ,
Q q a



M É C H A N I Q U E A N A L I T I Q U E ,

a»(c — y j -f- з a'" Ч- г a' =: о ,

d'où l'on tire a'= (V<z> a" = (%)л, &с, en faifant

1 . 3 ?

& en général

Donc l'équation en ^ fera

4 4->

mais la réfolution générale de cette équation n'eft pas encore
connue.

Au rèfte, comme le dernier terme de cette équation fe
.trouve divifé par 1 . 2 , 3 . . . « , Я on la multiplie toute par
ce nombre, & qu'on la difpofe dans un ordre renverfé, elle
devient de cette forme,

rnA"— л* /*-' h—1 Ч- л^д"'1)> г"-г*«-» »'(я—О1 («—0' j,-, г.я-;
г .

mais n'en eft pas plus facile i réfoudre.

3 d. Si le fil étant prolongé au-delà du poids le plus bas,
paflbitenfuite dans un anneau placé dans la verticale, & qu'il
foutînt encore un poids M attaché à fou extrémité , ôc
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fervant; pour ainiî dire, à le tendre; il ne s'agiroic que
d'ajouter aux expreffions de Т Ьс de У les termes dûs à l'ac-
tion de ce nouveau poids. Or comme par la nature du pro-
blême ce poids ne peut que monter ou defcendre, en reftanc
toujours dans la même verticale que nous prenons pour l'axe
des £ , il eft clair qu'en nommant £ fa diftance au point fixe
que nous avons fuppofé être le centre des coordonnées , il

n'y aura qu'à ajouter à T le terme M— ̂ ~- ^à^le terme

rt. 27); & il ne s'agira que d'avoir £ exprimé en
fonction de дг, y, x', y't &c.

Pour cet effct il n'y a qu'à regarder l'anneau & le poids
M comme deux nouveaux poids attachés au fil , mais donc
le premier peut couler le long du fil , en reftant toujours
à une même diftance y du point fixe du fil , &: dans la même
verticale ; alors y & ç feront les deux derniers termes de la
férié £, £', ^", &c , & feront par conféquent exprimés par
les mêmes formules , en obfervant que les termes correfpon-
dans dans les fériés je, x'9 x", &c, y t yt yn^ &c, doivent
être nuls. On aura ainfi

^ с*"— яМ'-ку'— у')1 __ &с — f **•';*-*- ГУ^У
í r11 г Ia

^ ' - ' -

^
хг"

(lês expofans n — i & л dénotent, comme l'on voit, des
quantièmes & non des puiílances) n étant le nombre des
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poids attachés au fil entre le point de fufpenfion & l'anneau.
Or /-4-/-*- /'-h ôcc -hr"+' eft la longueur de tout le fil
depuis le point fixe jufqu'au poids -M, laquelle eft donnée
8c par conféquent conftànte, oc que nous défignerons par
В ; & г •+• / -H r" •+• бес -f- r"-1 eft la longueur du fil depuis
le point de fufpenfion jufqu'au dernier des poids m,m',£x.c t

mn~~I , laquelle eft auflî donnée л ОС que nous défignerons
par *. Ainfi la première équation donnera la valeur de rn por-
tion du fil interceptée entre le poids m"~I & l'anneau ; &
cette valeur fera , aux quantités très-petites du fécond degré
près , égale à y — *• De forte qu'on aura

(*'-*;'-+• (V -y )*
-

' («"-«T -ь (y" -y')1 - o,^
_>— — ç — —

i ^ y —

Or puifqu'on néglige dans Т 6с V les termes très-petits
d'un ordre au-deiTus du fécond , il eft clair que la quantité

M — j4~ à ajouter à T fera nulle i de forte que la valeur

de 7% 6c par conféquent auflî celle de A qui en eft dérivée ,
demeurera ta même que dans l'article précédent. Quant à
la valeur de V^ à laquelle on doit ajouter la quantité — irMÇ9

on voit qu'il n'y aura qu'à augmenter de * M les coëfficiens
*'4-y* (x<-x)^(y<-y)* &c dans j, ffion

"^ > '" " *r r

P" du même article, 8c y ajouter de plus les termes —

»4-frJkf '*'"41-*-<V'";L.t Ainfi la quantité В deviendra, en
i ( y — A; ^

nommant / le dernier terme de la férié, c,f9 g, &c,
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Défignons »comme ci-deiïus , par ̂  A*'» /A &c , p, P', p", &c ,
<z, û', a", ôcc, les quantités m, m', m", &c, r, /, r", &c,
e , jf, g-, &c , / prifes à rebours , il eft clair que les valeurs
de A et В exprimées par ces quantités, feront

Ainfî les équations entre a , я', &c , feront — - — e= о

-A s= о , &c , en faifant д = A k — Б , favoir ,
ca

= о

= о,
&с,

dans lefquelles a""1 devra être = i , & an = о.

On procédera pour la réfolution de ces équations , comme
öl* l'a dit pour celles de l'article précédent , & il n'y aura
plus <ju'à fubftituer les valeurs qu'on aura trouvées dans les
formules générales de l'article 10. Mais comme ces équa-
tions font encore plus compliquées que celles-là, on ne
fauroit fe flatter d'en avoir une réfolution générale , fi ce
n'eft dans le cas où l'on fuppofe le poids M qui tend le fil
infiniment plus grand que tous les poids m, m', &c, dont le
fil eft chargé; dans ce cas les' équations fe fimplifient, &
deviennent
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/ // Я/Г/ л — л' в'— а" Ч*' a'k -l- v M ( -- ч — ; — ) =
S p с '

Suppofant de plus les diftances p , p', p", &c, entre les
poids égales, ainfi que les poids /*, /л', /*", &c, & faifanc

^j- ? k=*c 9 on aura
- '

al (c — i^ Ч- а 4- а" = о ,

&c,

où l'on yoit que les quantités д', л", <z'", &c; fprment une
férié récurrente , dont le terme général a' fera de la forme
A <à' Ч- 5С" , en nommant л & # les deux racines de l'équa-
tion хг Ч- (с — г^ x -f- i = о.

Soit ï -- — = cof в, les deux racines de l'équation fe-

ront cof w -+- fin и \f -— ï , & changeant les confiantes A, В
en d'autres C9 D9 on aura <г' = С cof vu H- JOím^ou
bien encore <x' *= JE fin (v « -ь «^ , j£ & • étant deux confiantes
indéterminées.

Il faut d'abord que cette expreffion fatisfaiïè à la première
liquation qui eft d'une forme différente des autres. Or faifanf
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•» a== о ос с = ï, on a <z =-£" fin « , a' = £ fin (» •+• tj, & comme

с t=, г — z cof w j Ja première équation deviendra . . .

Г ï —- — —. -- г cof <Л fin M-fin f« 4- « J =0,. d'où l'on tire* y -»-A / I x

«.g. ,-

Il faut enfuite que l'on ait y""1 = ï, & »" =» о ; donc
E fin fY* — i^ * ± v/ =s ï, JE. fin (n* -*-*) — o; d'où l'on
tire

£ — _,__—r & n » -h « = 180° x J,
lin f (л— l) a-k-t) '

s étant un nombre quelconque entier.

Cette dernière équation fervira à déterminer «, qui fer*
par conféquent toujours un angle réel ; 6c faifant fucceifive-
ment s = о, ï , z, &c, n —• ï, on aura n valeurs différentes
de w qui donneront les n racines de k par les formules

k s= —— . & с — г — i cof a = 4 fin —. Si on faifoit s
ftf 9 ^ г

plus grand que n, on ne retrouveroit que les mêmes valeurs
de c. Ainfi tout eft déterminé, ôc on a l'avantage dans ce
cas d'avoir des expreflîons générales, tant pour k que pour
<г, а'л a"y &c, c'eil-à-dire, pour les coëfficiens/, g, ôcc,

Cette folution fe fimplifie encore Jorfque p = y — л, c'eft-
à-dire, lorfque la portion du fil comprife entre les derniers
des poids m, 7»', m", &c, 8c l'anneau fixe ,eft égale à l'in-
tervalle commun p des mêmes poids ; ce qui a lieu lorfque
tous les poids divifent en parties égales la portion du fil

R r
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comprife entre le point fixe & l'anneau..Dansice cas òn aura
о ri • т\ ' • l io", stang. »=tang«, &:parconíequenti = w. Donc « » 9

& ô ' == . '" '—- <.-.. ' ou' bien ( à cau-fe de (n -4- i)» = 18o
fin n a > ч l '

, fin C n — x ).» v j - p ., - fin i-«-
<z == 7 — , ОС de Ja r —

fin Л) " : '-J
?ÍISLU

Ce d,ernier cas eft celui d' une, corde vibrante chargée d'un
nombre quelconque n de petits poids égaux &:. placés, à dif-
tances4égales entr'eux, & qui étant fixe dans une extrémité,
eft tendue par une force M qui agit à l'autre extrémité , foit
que cette force vienne d'un poids attaché au fil, ou d'un
reiîort, ou même de l'élafticité du fil fuppofé capable d'ex-
teniion & de contraction. Auflî la folution qui réfulte des
formules précédentes/ s'accorde-trëlle entièrement avec celle
que nous avons donnée autrefois par une analyfe différente.

37- Ce que nous venons de dire fur l'identité des effets
de la tenfion produite par un poids , ou par l'élafticité même
du. fil , paroît évident de foi-même , du moins tant que les
ofcillations font très-petites. Cependant comme le problême.
du mouvement d'un fil inextenfîble eft, par fa nature, diffé-
rent de celui des ofcillations d'un fil extenfible &: élaftique.,
nous allons donner auflî la folution directe de ce dernier.

Il n'y a ici aucune équation de condition à fatisfaire , mais
il faut tenir compte de la force élaftique du fil, dont l'effet
eft de raccourcir chaque portion r, r', r", &c. Soient donc R,
Я'/ A", &c, les élafticités refpectives des parties du fij r, /,
r", &c , qui joignent les diiférens corps , élafticités qui tendent
à diminuer les lignes r, /, r", &c , & qu'on peut fuppofer
exp-rimées par des fonctions de ces mêmes lignes; il en ré-
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fultera dans la valeur de V les nouveaux termes f Ear
•+-fE'drl-b-fE"dr"-^ &c; & il- ne s'agira que d'y fubfti-
tuer pour r, r'9 /V &c , leurs valeurs en xty ,.^, д:',у, &c;
& de tiaiter enfuite toutes ces coordonnées comme des va-
riables indépendantes.

Ainfi dans le cas où le fil eft fixe dans l'origine des coor-
données, & qu'il eft chargé des poids w /л, WOT', т<
on aura en général

,m

;— • &c + fRJ r - fR ' e l ' r -f- &c ,

d'où tT /^= — 77 ^я «Г 5 -4- ̂ ' .Г ̂  -t- &c; -H Ä «I4 /• 4- A' J4 r'-+- &c ,

oc il n'y aura qu'à mettre pour .«Г/-, <Гг', leurs , valeurs tirées
des formules r = v^ f »' -h У Ч- ïV » r/ = ^ Г( '̂ ~~ ^J*
4- /V' — y)* •+•' (^ — т()г ) ? &c ; enfuite chacune des variables
лг, y , &c ; donnera une équation différentielle de la forme

j. i i j ÏT ' srgénérale ^ _j. - — - ч- -_ » o.

Dans le cas où les corps s'éloignent très-peu de la verti-
cale qui eft ici l'axe des coordonnées \., les valeurs des autres
coordonnées x , y , x', y, &c , font très-petites , & celles
des quantités/1, /, ôcc, ^, ^', &c , différent très- peu de ce
qu'elles font dans l'état d'équilibre où * ) (у, x', y', &c, font
nulles. " .

Suppofons qu'alors on ^ait ; r'*=-p, r'^p',- r" = p"\ &c ;
^[ = ^, s['= ç', ^// = ^", &c, & foit en général r =/-4- P ,
r7 =^' ч- p' , &c ; \ = ç Ч* ?, î' = 9' -*" f, &c. On aura donc
d'abord /» = 9 ,•/>' = ^' — q ̂  p" =^ q"~~ q', . &üc ; eiofuite

R r z
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. у )*•+.((( — <q + ? — çyj9 &с, d'où l'on tire en
négligeant .les , dimeniîons des quantités très-petites x , y , £,

y au-deiïus du fécond degré, ;

y1

Soient maintenant Р,Р',&с, les valeurs de. A, A', &c,
lorfquer, !r', &c , ; font p , /, &c, c'eft-a-dire , les élafticités
des fils lorfque leurs longueurs font réduites à^p, p'9 Sec;
on aura par les formules connues, en mettant p 4- p au lieu

de r, fRdr=fP dp -f- PP ч- -~£- Ра ч- &c , & ainfi des

autres fondions fR' dr' ^ &c. Donc faifant ces fubftitutions,
§L rejettant les termes ou les quantités très-petites, monte-
roient au-deflus du fécond degré, on aura

~ w m" q"

Or pour que l'équilibre ait lieu dans la fituation où les
quantités très-petites дг, jy, £, зс', У, &с, font nulles, il
faut, comme nous l'avons vu dans l'article 9, que les pre-
mières dimenfions de ces quantités difparoiflènt dans l'ex-
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preífion de V\. ainfi égalant à zéro les coëfficiëns de
Ç) % » %"> &c» on aura ces équations

P-vm — P'^o, F— * m'—P"=* о , P"- , m"-~P'"=o,

lefquelles donnent

En comparant maintenant ces expreflîons de Toc de ^
avec celles qui conviennent au problême de l'article 36, on
voit qu'elles font de la même forme, du moins pour la partie
qui contient les variables x, y, x', y' я &c , & qu'elles de-
viennent même identiques de part Se d'autre en faifant
P— vÇM-'rm -+-т' -+• m" -b- &c^; de forte que les valeurs
de ces variables feront nécessairement les mêmes dans les
deux problêmes. Quant aux autres variables £, £•', &c , elles
auront auifi des valeurs femblables, en changeant feulement

n ni j pi J pi
les quantités— , —, &c, en ~^-i -^ , &cs comme

on le voit d'abord par les expreffions précédentes de T&c V.
Ainft nous ne nous arrêterons pas davantage fur ce problême.

' 38- Les cas que nous venons d'examiner, font tous fuf-
ceptibles de folutions complettes, parce que la fuppofition
des mouvemens très-petits rend les équations différentielles ,
fimplement linéaires, & par conféquent intégrables, comme
nous l'avons vu dans le paragraphe fécond. Il peut cependant
y avoir des circonftances qui détruifent les avantages de cette
fuppofition. Par exemple, ii le fil étoit fixe par fes deux ex-
trémités, & qu'il fût en même-tems inextenfible , incapable
de contradlion, ou plutôt fi les corps étoient unis par des
verges droites jointes enfemble par des charnières , & dont
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la premiere & la dernière fuirent aflbjetties à tourner autour
de deux points fixes; alors en fuppofant toujours que les
corps s'éloignent très-peu de la verticale , on auroit d'abord
pour T ôc V les mêmes valeurs que dans l'article 3 j , mais
avec cette différence que les variables x, y, je', &c, au
lieu d'être entr'elles tout-à-fait indépendantes , devroient fa-
tisfaire à l'équation réfultante de fa condition que l'extrémité
inférieure du fil foit auffi fixe. Or nommant y la diftance
verticale entre ce point fixe Se le point fixe fupérieur, on
aura, comme dans l'article 36,

г"

(«"— «'j'-ьГу"— у;1

où toutes les quantités r, r', r", &c , г" font données, puifque
ce font les longueurs des différens fils ou verges, qui unif-
fent les corps, de manière que leur fomme r-t- /•+•("-+-
&c -+- rn exprime la longueur totale du fil entre les deux
points fixes, & par conféquent r -t- /H- r" -t- &c H- r" — -y
eft l'excès de la longueur du fil fur la partie de l'axe à.
laquelle il répond. Nommant donc c1 cet excès qui eft connu ,
on aura l'équation

^ _ Х*+У* _L. («'-"ОМ-ГУ-у)1 , fr"-«';'+ГУ'-У/ .с ..^ _ -, _ , _ j

x / -

dans laquelle on voit que les variables forment par-tout deux
dimenfions, enforte qu'il eft impoffible d'en déterminer une
quelconque , fans employer les radicaux.

On a donc ici le cas dont on a parlé en général dans l'article
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15, ОС qui échappe à la méthode générale pour la détermi-
nation des mouvemeps très-petits ; ce qui eft cTautant plua
iîngulier qu'en fuppofant les fils ou les verges tant foit peu
exteniîbles & coritra&ibïes, le problême redevient fufcep-
tible d'une folutioh complecte, comme поцз l'avons vu ci-
deffus. C'eft une remarque curieufe, &: qui n'avoit pas en-
core été faite.

Pour rendre encore plus fenfible cette vérité, nous allons
réfoudre le cas précédent dans la fuppofition qu'il n'y aie
que deux poids m , m' attachés au fil 3 & que les mouvemens
fe faffent dans un même plan. On n'aura ainiî qu'à déter-
miner deux variables x &. ас', toutes les autres étant nulles
par l'hypothèfe.

L'équation de condition fera donc dans ce cas

г г г r' ' ir"

& les valeurs de Toc ^ feront comme dans l'article 3;,

77Z

vl ' f X1 - j « \
V=. — ' ' ' ' ' ' J

On peut, pour plus de facilité, employer l'intégraje géné-
rale Г -4- У = con/t, laquelle a lieu auffi dans ce cas, puif-

que l'équation de condition ne renferme point t (ait. 4). On
aura donc

étant une conftante arbitraire ; & cette équation
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avec l'équation de condition ci-deiîus, fervira à déterminer
X &Ç. X1.

Suppofons, pour-fimplifier davantage, les deux poids /я, m'
égaux, ainfi que les longueurs r, /, r"- des trois verges, &:
3- sss ï ; Se faifons x = Z fin ч>, x' = f cof <p, l'équation de
condition donnera

i—f in (f

ôc 1'équation diíFérentielle deviendra

d'où l'on tire en fubftituant pour |* fa valeur tirée de l'équa-
tion précédente

d ç V r

différentielle dont l'intégration dépend de la rectification des
ferions coniques. De forte que, même dans le cas le plus
fimple, le problême eft d'un ordre fupérieur aux fonctions
logarithmiques ôc circulaires.

3 O. En confervant la fuppofition des corps unis par des
verges droites & inflexibles, imaginons maintenant que les
charnières par lefqueljes ces verges font jointes, foient élaf-
tiquës, c'eità-dire , douées de forces qui tendent,à remettre
tous ces côtés du polygone en ligne droite les uns avec les
autres; il ne s'agira que d'introduire dans Pexpreffion de У
les termes dûs à ces différentes forces, dont l'effet confifte
À. diminuer les angles de contingence du polygone.

Soient
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Soient E , £',* E" y &c , les forces- élaftiques qui agiffent
dans les angles ou jointures des verges г &: r'3 r' ôc r"^ r"
& r'"y Ôcc , dans lefquels font placés lestorps /я, m', m"9 &c;
&, foient e, e'y e"9 ôcc, les complémens de ces angles à 180°,
c'eft-à-dire, les angles de contingence du polygone, dont
rt /, r", ôcc, font les côtés fucceffifs; les termes à ajouter
à f feront f E de -b-fE'de1 -+-fE" de" -4- ôcc, en regar-
dant , ce qui eft toujours permis , E , £', E", ôcc , comme
des fonctions données de <г% e'3 e" , ôcc. On déterminera ces
anglesen fonctions des coordonnées, comme nous l'avons
fait dans le paragraphe fécond de la Section cinquième de
la première Partie ; en effet , il eft clair que fi on imagine
une droite p qui joigne les extrémités des deux côtés con-
tigus r ôc /, on aura dans le triangle, dont r, /, p font
les trois côtés, & donc 180° — e eft l'angle oppofé au coté

JE?, on aura, dis-je, cofe = -- r +^rrT
P — > & de même

ri r»-f-r">— p11 , ,on aura cofe'== -- , „ — , en prenant p pour le

troifieme côté du triangle , dont / ôc r" font les deux pre-
miers, ôc ainfi de fuite, De plus il eft aifé de voir qu'on

aura p~*\r fx" Н-У -H f) ,/ = V((*P— */ H-

f /Л &c- Donc

г"
on aura

л '

S s
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с „__ (V'-*') f* '"-**ЖУ '-y; ry-y W?"-?'; (V"-?";
COI é • - - ' riifin " 9

&C.

On fuppofe communément que la force élaftique dans les
lames à reiTorts eft proportionnelle à l'angle même de contin-
gence, mais on peut la fuppofer également proportionnelle
au /mus de cec angle, parce que dans l'infiniment petit, le
finus fe confond avec l'angle même; il paroît même que cette
fuppofition eft plus conforme à la manière dont on peut con-
cevoir que la force élairJque eft produite dans la courbure
des reiïorts. Quoi qu'il en foit , и on fait

1, £" =~ H fin e",

H étant un coefficient confiant , on aura

& il n'y aura qu'à fubftituer pour e, cof e, cof ef, &c, les
valeurs précédentes^ & procéder enfuite comme à l'ordi-
naire.

Lorfque les coordonnées x,x' , x"9 &c, j, У, у", &c,
font très-petites , comme nous l'avons fuppofe dans l'article
35 & fuiv. alors on a, ain/i qu'on l'a vu dans cet article,

ainfl de fuite.

donc fubftituant ces valeurs dans les expreffîons de cof e ,
cof e' y cof e", dec , & négligeant les termes où л: , x', x", &c,

•> У"-> &с » formeroient enfemble des dimenfions plus
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hautes que la féconde , ou aura

, *(*'-г= г
г r"

f II „»Ni i Л..'» ,M» f~> ..ЧХ.-II ..( \-l_ Л«/>—«/ ^ Л^' ц' \

гпг.,/ т (дг—^--t-ty-jy- ^ '-УГ-КУ -у ;* . г*—»к*—* r*-w-УДУ У)
СО1С 1 г, —— ~iT» ^^ ч Р'г" >

&c.

Ainfi les termes dûs à l'élafticité dans l'expreffion de i^,
feront

L С / "'-' ч- Jí!=Z.)'+ (2~L- H- ^y' •)")

. Ajoutant donc ces termes a la valeur de V de l'ar-
ticle зу , & achevant enfuite le calcul de la même manière,
on aura le mouvement d'un fil élaftique .fixe par une de fes
extrémités , & chargé d'un nombre quelconque de poids.

Tous les problêmes qu'on pourroit encore propofer fur le
mouvement de plufieurs corps qui fe tiennent par des fils
ou par des verges, fe réfoudroht toujours . facilement par
l'application de nos formules générales, & nous ne croyons
pas devoir nous étendre davantage fur cette matière , qui
n'eft au fond que de pure curiofité.

40. Au refte, la folution de ces fortes de problêmes fe
fimplifie beaucoup , lorfqu'on regarde le fil ou la verge qui
joint les difFérens corps , comme inflexible & d'une figure
donnée. Alors il n'y a de variables que celles qui dépendent

Ss г
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du mouvement du fil dans l'efpace , 6c du mouvement des
corps le long du fil ; & l'on aura les formules les plus fimples ,
en exprimant par ces variables mêmes les valeurs des coor-
données, ôc introduifant ces valeurs dans les expreflions
générales de T & de V y car chaque variable I donnera tou-

jours une équation de la forme d .-^

comme, nous l'avons démontré.

— - -jr = о ,

Suppofons , pour donner un exemple des plus fimples л

qu'une verge droite mobile autour d'un point fixe, foie
chargée de tant de poids /тг, /я', m", &c, qu'on voudra,
Se qui foient ou fixement attachés , ou libres de couler le
long de la verge. Prenant le point fixe pour l'origine des
coordonnées, on nommera /•, /•', /', &c, les diftances va-
riables ou conftantes des corps те, те', те", Sec, à ce point,
£. 4, <P, les angles de la verge avec le plan horifontal des
x &. y , ôc de fa proje&ion fur ce plan avec l'axe des x ;
al eft clair que les coordonnées д:, y, r, feront exprimées
comme dans l'article 17, par r cof4cof<p, r cof 4 fin <p ,
r fin 4, & que les autres coordonnées *', y' , ^', x"t y" , &c,
feront exprimées de la même manière , en dhangeant feule-
ment r en /, /', &c, puifque les angles 4 & 9 font les
mêmes pour tous les rayons r , r1, &c; par conféquent on
aura dx* -+dyl + d£ = r' ( cof 4* d? -*• d^) +. di*,
dx'* -4- ^y'1 -h d f == /• '7 cof 4a d ? -f í/ 4 V -4- á r'1 &c , en
fuppofant tous les corps те, те', бес, mobiles a la fois.
Ainu, en ayant égard à leur pefanteur ou force conftante 6c
verticale w, on aura (art. 17)
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V — — n (mr-\- m'r1 -h m" r" •+- &c ) iîn 4 ;

& comme les variables r, /•', r", &c, ^, 4 font indépen-
dantes , chacune d'elles donnera une équation différen-
tielle.

En faifant d'abord varier <p, on aura l'équation différen-
tielle

d . ( m r' + m1 г" Ч- m" r"' •+• 6cc j cof ̂  d ç __.. _ Q ,

dont l'intégrale eft

C w r1 -h то' r" 4-m" r"1 H- &c ; cof^1 if ç
u t != /í

En faifant enfuite varier 4, on aura cette autre équation
différentielle ,

d . ( m r l + m' r>*-

f m r* + ,»V1+m'V"-f.&cJfin->)/cof4^ lp'. —— .

w (m r-+- m' /-f- m" r" -t-èccjcofi = o,

laquelle en íubftituant pour -57- fa valeur tirée de l'intégrale

précédente, devient

fin 4-
( m r1 + m' r'» -h m"r"*-

w (flir-^m1 r'-)- m" r" -b ôcc^ cof 4 = o.
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Celle-ci feroit intégrable, étant multipliée par (m r*-\- m'r'*
4- m!' /"-f- &CJ d 4, fi la quantité -* (m r*-]-m' /a-f- m" r"*-*- &c}
(m r -+• m' / -+- m" r"-h &ic) étoic confiante ou nulle * ou une
fon£tion de 4-

Le premier cas a lieu en général quand toutes les quan-
tités r, /, r", &c, font conftantes, c'eft-à-dire, lorfque'les
corps font fixement attachés à la verge. Dans ce cas il eft
viftble que les deux équations en ?» & 4, & par conféquent
auffi les ofcillations de la verge feront les mêmes que s'il
n'y avoit qu'un feul corps M placé à une diftance R du
point fixe , enforte que l'on eut

M R* •--=* m гг -ь т' /г Ч- т" г"1 Ч- &с,

M R = m r -h /«' r' -i- m" r*' Ч- &с.

La valeur de R fera donc la diftance du centre d'ofcilla-
tion, 6c celle de M fera la maiTe à placer dans ce centre,
pour que la même impulfion produife le même mouvement
dans le pendule fimple que dans le compofé.

Le cas où w (m гЧ-даУ'-Ьот'УЧ-осс^г /Ч-/я'/н-и V-b&c ,̂
feroit une fonction de 4, eft purement imaginaire,-& nous
nous difpenferons de l'examiner. Nous nous contenterons
donc de difcuter l'autre cas, où cette quantité eft nulle,
ou du moins difparoît par la fuppoiîtion de v =s o, ce qui
arrive lorfqu'on fait abftraclion de la pefanteur des corps,
&: que par conféquent la valeur de V eft nulle.

Rejettant donc dans la dernière équation en 4 les termes
w (m r-{-m' r'-+*m" r" •+• &tcj cof 4, & multipliant toute l'é-
quation par (mr* •+• mV* 4- m" r"* 4- &tcj d4, elle devient
intégrable, & l'intégrale eft
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+ m1 r11 -f- m" r"* + &.с)г d^ ___ A1 __ „
i f f 1 cof-ф1 ~~

Soie
. m1 r'1

on aura —~ -̂77-. = В , d'où l'on tire . . . .

ti . fin J/

v с Л14- я «of 4-1 ; ví^í1-»-^ — ßiin^1) '

& intégrant, on aura

x fin 4 =a fin

л étant une confiante arbitraire, ainiî que A &C B.

On aura enfuite d <p s=s —r-— • de forte que comme on a

déjà fin 4 en fonction de ô, on aura aulîî , en jfubftituant
& intégrant, <p en fon&ion de ô.

Il refte encore я déterminer - les valeurs des diftances
r, /, /•'', ßcc. Pour embraiTer toute la généralité poffible,
nous fuppoferons que parmi les corps dont la verge eft chargée,
il y en ait un ou p)ufieurs de fixes, enforte que leurs dif-
tances au centre demeurent confiantes ; & nous défigne-
rons par MR* la fomme des produits des mafles de ces
corps par les carrés de leurs diftances. Ainfî regardant les
mafles m, m', m", &c, comme mobiles, il n'y aura qu'à ajouter
à la fomme des termes m r* 4- m! r1* •+• m"r"* •+• &c, la conf-
iante MR\

De cette manière donc la valeur de T deviendra , en

faifant pour abréger J2££^±±L = „•,
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T =s (MR1 Ч- /я rx -h m' r" Ч- m" г"1 ч- &çj>*

-^OT 777- ••*• те' -Sr -*- ro" "ТИ- -*- &c »

& la variabilité der j /» /""» &c, donnera ( à caufe de V ==• o)
ces équations

if1/- » <ÍV / , af lr" //--- — ̂ » = 0,-^— ra-^o.-j— -V

lefquelles donnent d'abord en chaíTant w1

r f r '—r '^ r rd* r"— r" d1 r
- _ - =0j - ̂  -- =0,

_ . , rtlS — r 'ar rdr1 ' — r" d r r .
& integrant - -r-t -- = a , - ^ -- = b , 6cc ,

a, 5, &c, étant des confiantes, arbitraires.

Soit /= p ry r" = /> ' / •> &c,on aura donc r* ^ =s adt^

r*dp'=^ícltb&.c'-> doncdp'=i ~^~ 9f' sss ̂ 2 -- f- /s, & de

même p" = -^- 4-7, &c , ß , r, &c , étant d'autres conf-

tantes arbitraires.
Maintenant je prends l'intégrale générale Г-Ь У =•

laquelle à caufe de У — о , fe réduit ici à la forme

* ч- m r1 •+• m' /*ч- /и" г"1 ч-

• ~*~ ™ г*? "*" OT í^í1"" "*" w" T7? h бес = С1;

Sc fubftituant par 7*«%^«*, /ли% &с , les valeurs . . .
r f r r r1 d1 r1 r"#r" . . , , ,

-̂ 77- , ~j-r- 9 • df. 9 &c, tirées des équations . .

-íLj -- ги* =s о , -~ -- / и1 = о &с , je la réduis à ia

forme
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dl . (MR* -4- от г* ч- т' г11 -4- т" /-"М- (/с ) __ г%

laquelle donne , par une double intégration ,

MR1 -H m r*-+- m'-/* ч-У г"1 -ь.йссв.г.С Л-Ь Z? г н- Я,

P ос £ étant deux nouvelles confiantes*

Soit pour abréger

MA1 ч- m г* -4- m' r'1 -h »V1 ч- Sec = ç ,

on aura ç s= г C1 1* 4- D f Ч- .£" , d'où l'on tire t en fondion
de \; nous dénoterons cette fondion par Z,!eaforte que
t •==. Z > 6c diiFérentiant dt — dZi mais nous avions fuppofé
<^i =s % d 6 , (en ajoutant MA* aux termes m^-hm'/'-h&c,
comme nous l'avons prefcrit ci-deflus) donc \db = dZ >

dû t= - , ôc intégrant S = Г - . Ayant ainfi о en fonc-

tion de ^ , on aura réciproquement £ en fonction de ô , Sc
nous défignerons par ©cette fonction, ehforte que % = e.
Par conféquent on aura d'abord d t = e<£ô, & intégrant
fs=yWôj de force que l'on aura auffi par-là t en fonc-
tion de ô.

Or ii dans la valeur de ^ on fubftitue pour r11 , r"m, &c,

leurs valeurs^r*, /V*, Scc,& enfuite — ̂ ~ «Hh'ji1, &c, à la

place de/, &ç, il eft clair qu'on aura ^=MA* -+- r'P,
P étant une fonction de/>, rationelle, entière & du fécond

.degré. Donc r* = Z~~p — — & fubftituant cette valeur ainfi

que celle de d t dans l'équation différentielle r* dp = a d t ,

trouvée plus haut, on aura -^rp — — dp — a ®</9 favoir,

T t
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dp a® d è . ffQdt • . , - . • r>' i -J i> '* équation féparée, dont l in-

tégration donnera p en fondlion de fl. Et cette valeur de p
étant enfuite fubftituée dans la précédente- de r1, favoir,

/•' ̂  .t--^*fr. W jgH^£^? on abra auffi r en fonction

de S;* & dé-là à caufe-de V A,^ r,:/-" = /r = .

ч-jß) r, &c , on aura encore r', /x, 6cc , en fondions

de ô.
Ainfi toutes les variables ?, 4, tt /*, r', r", &c, feront

connues en fonctions de fl ,' & chaiTant ô^ au. moyen de la
valeur 4e t en ô , on aura 9,4, r , /, r", &c , en fondrions
de t ; ce qui donnera la poiirion de la verge , & celle de
chacun des corps mobiles, à chaque inftant.

Puifque le terme confiant MR1 exprime la fomrne des
maiTes des .corps attachés à la verge, multipliées par les
carrés de leurs diitances au centre de rotation, il eft clair
que fi çn veut avoir égard à la mafle même de la verge , il
n'y a qu'à fnppofer -le nombre de ces corps infini, & alors
MR1 fera la fõmme des produits de chaque particule de la
verge par le carré de fa diftance au centre de rotation.
ДФД ]e pcobjême n'eft pas plus compliqué dans ce cas que
quand on fait abftra&ion de la maiTe de la verge.

4 I • En général quand on veut avoir égard à la maiïè
& à la figure des corps mobiles, il n'y a qu'à confidérer
chaque corps comme Taflemblage d'une infinité de par-
ticules qui confervent entr'elles la même fituation fi le corps
eft folide, ou qui peuvent la varier, fuivant certaines loix,
lorfque le corps eft flexible ou fluide ; & nous avons montré
à la fin de la Section précédente (art. iz & fuiv. ) comment
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on peut réduire cette confidération en calcul, par des dif-
ferentiations & intégrations relatives à la figuré du corps.
Nous traiterons;, dans 'des Serons particulières au
ment des corps folides & fluides , parce que cette matière
donne lieu à des" recherches ' irnpofkrite^ ^"Îtifeuîëiy &
nous nous contenterons j en finiiTant celle:ci,'-iie dtmner un
exemple de la méthode dont il s'agit fur ïe mbÙVement des
cordes vibrantes. ;

• Suppofons le cas; de. l'article ^ ',' ^ао^'^ЦйЙМе :fili;éft
pefant & extenfible, & défignons par .Pnçt.^a mafle d'un
élément quelconque du fil dont la longueur foit D s ; en pre-
nant 'la caradériftique S pour -repréfentér les - intégration^
relatives aux différences marquées par la cara&ériftique t> ,
& retenant d'ailleurs les autres .dénominations du même arti-
cle, il eft vifible que les valeurs de T & de £Те réduiront
à la forme

T^ S x Dm, r

R étant l'élafticité ou la force de contraction de l'élément D s ,
laquelle peut toujours être fuppofée une fonction de ce même
élément.

Ainfi comme il n'y a ici aucune équation de condition à
fatisfaire, on aura, félon la formule de l'article 15 de la
Section citée , cette équation générale pour le mouvement
du fil ou de la corde,

— tSí^Dm-b-S R tDs= o.

Or il eft clair que D s élément de la courbe du fil eft
T t a
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répréfeïité par V (D x* 4- Dy* -b-D f) ; donc différentiant
Г \ " tv * Г4 D x ï Ù Xíelon í, on aura ;-íz/j «sf= -». „^—4-

•4- S R l„ * | où il faudra encore faire difparoîcre les

doubles différences marquées par<? D fous le figne 5 , comme
nous layons enfeigné dans l'article 1 6 de la même Seólion.

. . . . . . . ' • ' ° - . 4 • •«•• •

Ainfî on changera le terme S R - ^ — i- en ...

R D xc. j, x-—St-x-D.. -37-, en mar-

quant par un trait les quantités qui fe rapportent au com-
mencement de l'intégrale, c'eft-à-dire, à l'extrémité fupé-
rieure du fil , & par deux traits celles qui fe rapportent au
dernier point de l'intégrale, c'eft-à-dire, à l'extrémité infé-
rieure du fil.

On opérera de la même manière fur les termes femblables ,
& l'on aura cette transformée, dans laquelle il ne fe trouve
ious le figné S que les iimples variations fx, /y, f\.

л«

Comme ces variations font indépendantes entr'elles, on
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aura d'abord res crois équations indéfinies pour tous les
points du fil

Ds -=°

«* r> „, Г) m-̂ -г- Dm — 9 l f m

Quant aux termes affe&és de J x', J'y, «r ç', J1*", «Tjy",/Y'»
on remarquera que fi le fil eft fuppofé fixe à fés deux ex-
trémités, ces variations feront nulles d'elles-mêmes, & les
termes dont il s'agit difparoîtront; de forte que dans ce cas
la folution du problême dépendra uniquement des trois équa-
tions précédentes.

Mais file fil étant fixe dans Ton extrémité fupérieure, a
l'extrémité inférieure libre, alors il-n'y aura que les trois va-
riations s-x'9 í y', $"( qui feront nulles, & pour faire difpa-
roître les- trois autres, il faudra fuppofer R" = o. Ainfi dans
ce cas il faudra encore fatisfaire à la condition que R foie
nul à. l'extrémité inférieure du fil.

A l'égard des valeurs de D s & de D m, il eft clair que
Ds, élément de la courbe du fil ̂ ft.—Vr(Dx*-+-Dy*+-Df)9

& que D m, maiTe de cet élément, eft = * D s, « étant l'épaif-
feur de cet élément.

42. Si on fuppofe que le fil s'éloigne très-peu de la figure
rectiligne, c'eft-à-dire de l'axe des ^, enforte que x & y
foient toujours très-petites vis-à-vis de ^, &. par conféquenc
aufli Dx) Dy vis-à-vis de D%^ on aura aux quantités du
kcond ordre près D s =*= D \. Et fi on fuppofe de plus que
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le "fil foit très-peu exteníible, enforce que -les longueurs
s foient prefque confiantes relativement au tems, on aura

— '-r— • Se par conféquent auffi — ̂ — — prefquê* nuls. La der-

nière équation fe réduira donc à vDm-t-D /? = о , d'où
l'on tire en intégrant , R =±= confl — « w S* D s , puifque
D m œ t D s .

Dans la théorie ordinaire des cordes vibrantes, on fait
abflrà&ion de la pefanteur de leurs particules , & on les
fuppofe fixes par les deux extrémités. Faifant donc dans ce
cas 77 nul , on aura R confiante , & prenant auffi l'élément D s
ou D % pour confiant , on aura ces deux équations aux dif-
férences partielles

d*x R Z>'y

dont l'intégrale complétée eft , dans le cas de « confiante ,

x ,y -
f y & t F dénotant deux fonctions arbitraires.

Cette formule contient toute la théorie des vibrations des
cordes fonores , comme on peut lé voir dans les Mémoires
des Académies de Berlin , de Pétersbourg & de Turin. .

Dans le cas d'une chaîne pefante vibrante , l'extrémité in-
férieure étant libre , il faut que R y foit nul ; par confé-
quent fi on fait commencer les intégrations repréferitées par
la caraftériílique S au bout fupérieur de la chaîne où ?=so,
on aura R = * (A — S* D s ) , A étant la valeur de l'inté-
grale St D s pour toute la longueur de la chaîne.

Faifant donc cette fubilitution dans les deux premières
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équations, on aura, à caufe de D m = t D s , efi prenant
D 5 pour confiante ,

d lx D . ( A — S t D . * ) D x __ _ . „ _ -

D.(A — SiDs)Dy„ - _ __

Lorfque la chaîne eft uniformément épaiiTe , alors t eft
l'unité, S*Ds~s t A = / longueur de la chaîne, &
les équations deviennent

d1 x D ( l—s} D y:
' 'd? "~~ " 2 Г Л B = a ° '

dt1 """" Z)í* '

mais elles ne font intégrables par aucune méthode connue
jufqu'ici.

4 3 • Si on vouloit regarder le fil comme inexten/îble, il
faudroit effacer dans l'expreffion de V le terme SfR d . s,
& par conféquent dans l'équation générale le terme SRfDsi
mais il faudroit d'un autre côté tenir compte de l'invariabi-
lité des élémens DJ, laquelle donne l'équation de condi-
tion D.S — conft = o; d'où réfultera le terme S* ï D s à
ajouter au premier membre de la même équation ( art. 13,
Seft. précéd.). De forte que comme ce nouveau terme eft
entièrement femblable 'à celui qui doit être effacé , en pre-
nant A à la place de R, on aura toujours les mêmes for-
mules.

Mai« il faut remarquer à l'égard des cordes vibrantes, que
dans le cas de l'inextenfibilité, on ne peut pas fuppoicr les
deux extrémités fixes comme dans celui de l'extenfîbi-



M É C H A N t Q U E A N A L I T I Q U E .

lité j car pour que la corde foit tendue, il faut que l'une des
extrémités foit tirée par une force qui tende à la mouvoir; & la
fuppoiîtion la plus iimple eft d'imaginer, comme dans l'art. 36,
que la corde paiTe dans un anneau fixe, & foutienne enfuite un
poids donné 7f M.De cette manière on aura pour l'extrémité in-
férieure de la corde x" &y nuls, & par conféquent «гас"— о у

S-y" = о ; mais %" fera variable л &c exprimera la diftance
verticale du poids w M, depuis l'origine des coordonnées £.
Et il faudra pour avoir égard à l'action de ce poids, ajouter
я la valeur de V \z terme —"M^'y parce que l'a&ion du
poids tend à augmenter ^/;, & par conféquent au premier
membre de l'équation générale, le ternie différentiel—*№$"£,
Or puifque S~T(' n'eft pas nul ici comme dans le cas de l'ar-
ticle 41, il doit refter dans l'équation générale le terme

A;/ .. ?„ «r^'s en mettant л au lieu de R dans la formule de

l'art. 41. Ce terme, étant ajouté au précédent, donne. . .

(V' * — w M) <T i"t quantité qui doit être nulle indépen-

damment de fi" ; d'où l'on tire ^ „ *„ -~ 71 M = о, оц

bien, à caufe de D%" == D s" à très-peu près, A" — n M.
Ainfi comme R, & par conféquent auffi x eft une quantité
confiante dans le cas des ofcillations très-petites, & en fai-
fant abftraclion de lapefanteur de la corde, on aura en général
A = w M, D'où l'on voit que la force de tenfion w M eft dans
le cas de l'inextenfibilité égale à la force de contraction R
du fil fuppofé extenfible.

44- ^es différens exemples renferment i peu-près tous
les problêmes que les Géomètres ont réfolus fur le mou-
vement d'un corps ou d'un fyftême de corps; nous les

avons
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avons choifis à deffein, pour qu'on puiffe mieux juger des
avantages de notre méthode, en comparant nos folutions avec
celles que l'on trouve dans les ouvrages de MM. Euler, Ciai-
raut, d'Alembert, &c, & dans lefquelles on ne parvient aux
équations différentielles que par des raifonnemens, des conf-
trustions ôc des analyfes fouvent affez longues & compliquées.
L'uniformité, & la rapidité de la marche de cette méthode
font ce qui doit la diftinguer principalement de toutes les au-
tres , 6c ce que nous voulions Гиг-tout feirei voir dans ces ap-
plications.

S I X I E M E S E C T I O N .

Sur la rotation des Corps.

J L ' ï M P O R T A N C E & la difficulté de cette queftion m'en-
gagent à y deftiner une Section à part, & à la traiter à fond.
Je donnerai d'abord les formules les plus générales, ôc en
même-tems les plus fimples pour repréfenter le mouvement
de rotation d'un corps ou d'un fyftême de corps autour d'un
point. Je déduirai enfuite de ces formules,'par les méthodes
de la Section quatrième, les équations néceflaires pour dé-
terminer le mouvement de rotation cùm corps animé par
des forces quelconques. Enfin je donnerai différentes appli-
cations de ces équations.

Quoique ce fujet ait déjà été traité par plufïeurs Géomè-
tres, la théorie que nous allons en donner, n'en fera pas
moins utile. D'un côté elle fournira de nouveaux moyens de

V v
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refondre le problème .'célèbre de la rotation des corps de
figure quelconque ; de l'autre elle fervira à rapprocher Se
réunie fous un même point de vue , Jes /blutions qu'on a
déjà données de ce problème, & qui font toutes fondées
fur,des principes diffèrens, &: préfentées fous diverfes formes-.
Ces fortes.de rap-prochemens font toujours inftru&ifs, & ne
peuvent qu'être très-utiles, aux progrès de l'analyfe ; on peut
одепае/ dire qu'ils y font néceiFaires dans l'état où elle eft au-
jourd'hui; car. à' méfure que cette fçience, s'étend & s'enri-
chit de nouvelles méthodes, elle en devient auffi plus com-
pliquée; & on ne fauroit la fimplifier qu'en généralifant fiC
réduifant tout-à-la-fois les méthodes qui peuvent être fuf-
ceptibles de ces avantages.

§. I.

Formules générales л relatives au Mouvement de rotation.

I, Les formules différentielles trouvées dans la première
Partie ( art. 55, Secb cinquième ) pour exprimer les varia-
tions que peuvent recevoir les coordonnées d'un fyftême
quelconque de points, dont- les diftances font invariables,
s'appliquent natureHemiint à la recherche dont il s'agit ici.
Car cette fuppoiition ne fait qu'anéantir les termes qui ré-
fulteroient des variations des .diftaaces entre les différens
points; enfiarte que les,termes, reftans.exprimant ce que dans
le mouvement du fyftême, il y a de général & de commua
à tous les points, abftra&ion faite de leurs mouvemens rela-
tifs; or c'eft précifément ce mouvement commun & abfolu
que почв nous propofons; ici d'examiner.
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2. En changeant dans les Formules dont nous venons de
parler, la caractériftique «Pen y, .on aura pour le mouve-
menc abfolu du fyftême, ces trois équations

dx === </A -ï ïdM-^y'dN

dy = dp -f- л: dN — £ d L

dans lefquelles x, jy> ? repréfentent rà l'ordinaire les coor-
données de chaque point du fyftême-jjai» rapport à trois axes
fixes & perpendiculaires entr'eux;, & où </л, dp, d^dL y

d /W, ífA^ font des quantités indéterminées, les mêmes pour
tous les points, 6c qui ne/dépendent que du mouvement du
fyftême en générai.

3. Soient maintenant У, y, ï', les coordonnées pour
un point déterminé du fyftême , on aura donc auffi

d y' = du +-x'd N —

par conséquent fi oh' 'retranché ces formules des précédentes,
бе qu'on fafle pour plus de /implicite* '.w — x1 = Çty ~y>f=H,
% — jç'eaÇ', on aura ces équations différentielles

d» ^ÇdN —

dans lefquelles les variables Ç , и , £, repréfenteront les coor-
V v i
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données des différens points du fyftême , prifes depuis un
point déterminé du même fyftême , point que nous nom-
merons dorénavant le centre du fyftême.

4. Ces équations étant linéaires & du premier ordre feu-
lement, il s'enfuit de la théorie connue de ces fortes d'équa-
tions , que fi on défigne'par !', |/y, %'" trois valeurs parti-
culières de |, & par »', и", /', &, Ç", £", Ç"' les valeurs cor-
refpondantes de » 8c Ç, on aura les intégrales complettes.

Ç = a? + 1 У ",
и, í j c , étant trois confiantes arbitraires.

Il eft clair que £', »', £', ne font autre chofe que les coor-
données d'un point quelconqtie donné du fyftême, S/C
que de même'Ç",'«'7, K" & f\ Л Ç/y/, font les coordonnées
de deux autres points' du fyftême auifi /donnés a volonté;
ces coordonnées ayant leur origine commune dans le centre
du fyftême.

Ainfî, en connoiflant les ordonnées pour trois points don-
nés ,r)on aura, par les formules précédentes , les valeurs des
coordonnées pour, tout autre ppint , valeurs qui feront des
fonctions linéaires femblables des coordonnées données.

Mais il faut déterminer les confiantes a , Ъ , c<

Pour cela je remarque que Ip'uifque dans les équations dif-
férentielles on a regardé comme invariables lés diftances
entre les diiTérens points du fyftême, .ces diftances doivent
être des fondions des confiantes introduites par l'intégra-
tion ; ainfi il faudra -prendre quelques- unes, de ces diftances;
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pour données , afin de pouvoir déterminer les confiantes dont
il s'agit.

Soit donc

-h."

. -t- fç-?7 =Я"' ,

— r/ H- ̂  - «v H- rv- £";'=<?">
7 — ?77 •+• (v— „'7 ч- ^— ̂ «c71 ,
^e"— ry ч- f«"— /7 -4- ft"— r7=cwi,

les diftances A, A', A"^ A'", B', B", &c; étant fuppofées
données ; & faifant pour abréger

77/ __ A^ A"- 5>I J?" '
ï '

on aura, à la place des fix dernières équations, celles-ci
plus fimples.
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/f 'Г' -4- -V' H- {'C" «C7,

??" +»'„"'-*- W= G",

Т^ G'".

Or , fi. dans les trois premières de ces équations on fub-
ftitue les valeurs de |, и, Ç de l'article précédent, on aura,
en vertu des autres équations , les trois fuivantes ,

a-G'

d'où l'on tirera aiïëment les valeurs de a, £,- c.

5". Si les trois points du fyftême que nous avons pris
pour donnés ( art. 3 ) font difpofés , enforte qu'ils forment
des triangles redbngles autour du centre , lequel en fera le
fommet commun , c'eft-i-dire , que ces points foient pris
dans trois droites paflant parle centre, & formant entr'elles
des angles droits , il eft vifïble qu'on aura alors G' = о ,
G" s=s. о , G'" = о ; & les trois équations ci-deflus donneront
fur le champ

r __ F"

6. Au refte, quoique les trois points dont il s'agit foient
à volonté, fi on regarde comme données les fix quantités
A', A", A'", G'y G", G'", il eft elair que les coordonnées
d'un quelconque de ces points feront déterminées par.celles
des deux autres; par exemple, les coordonnées I"', *"', £"',
feront déterminées par les trois équations
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f f ч- „' »'" + {,'!,'"=&',

„
"

Q'",

lefquelles , -dans le cas de G' = о , G" ==• о , G*" = о ,
donnent

.1. , I ,, , - - A"
Jit XX/ S// £/

7« Quoique l'anaJyfe précédente foit très-dire&e , on peut
néanmoins parvenir aux mêmes réfultats par une voie plus
naturelle, en partant de cette confident-ion géométrique,
que la pofition d'un point quelconque dans l'efpace , eft en-
tièrement déterminée par fes diftances à trois points donnés.

En effet, fuppofons que les coordonnées de ces points
foient л/, /, ^ pour Je premier y x",y",.%" pour le fécond,
& л:'", У", ^' pour le troifieme, & que x, y, ^ foient en
général les coordonnées d'un autre point quelconque dont
les diftances à ces trois points-là foient représentées par
/, m , n y il eft clair qu'on aura ces trois équations4,

ч- A -
à l'aide defquelles on pourra déterminer л, y» ï en fonc-
tions de x', ^'j ^, я", ôcc.
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S- Pour faciliter cette détermination, nous nommerons

de plus f y g y h les diftances entre les trois points donnés ,
c'eft-à-dire , les trois, côtés du triangle formé par ces points ;
ce qui donnera ces trois équations,

H- (f -У / -*- W-l / ==/%
(/' -У / ч- tf"- ï f =£%

» - X»J> + fy»> —y» f 4.

Nous ferons enfuite pour abiréger ,

* — *'=*%> У -y' =*»,\

& par ces fubftitutions les équations précédentes , ainiî que
celles de l'article précédent , deviendront

Г 4- ." H- Г =/' ,

lefquelles peuvent fe changer en celles-ci plus (impies ,

7 kllr e
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Г -ï- „'-*-?* = /*,

_ g1 -4- Л — я'
г

g. La difficulté confifte maintenant à trouver les incon-
nues Ç, «, t, dans les trois dernières équations; or en fai-
iant, pour abréger,

ass и,

^

on tirera d'abord des deux dernières,

{',"— E'

&: ces valeurs étant fubilituées dans l'équation £* Ч-. «* H- ?*= /' ,
on aura, après avoir ordonné les termes,

Ч- г f(Vr— «V'Y/*»''— r.'>— f«*«"— í r y Ç " — r We,

/
Repréfentons par A le coefficient de £% par 2 5 celui de

Ç , & par С les deux termes (ц%" — ff/ -ь {W— M'/ ,
on aura à réfoudre l'équation

X
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laquelle donne

Or on а Вг — A C= f »'£" — cV/ (ц »" — v „'/

r « l"»"

/r «" - »' r/

de forte qu'en faifanc encore

on aura

Mais les valeurs de A, B , # fé réduifent aifément aux
expreífions fuivantes,

A = (Г H- «/4ч- ç' v f?//a •+• »//>-+- ?" V — í f ^' •+•' »' к//-ь ?' г"/

я =
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'

fi donc on fubfticue ces valeurs , 6c qu'on faiTe pour plus

de /implicite,

- • * - У
on aura

^яс'н-яс'4-cff»" — ,/^/;.

Pour avoir les valeurs de £ & de «, il fuffira de remar-
quer que les équations primitives demeurent les mêmes, en
y changeant Ha fois les quantités Ç, £', Ç" en и, «', и", ou
en £, ?', £"; or les quantités a, b étant des fondions ra-
tionelles de /\ g*y A*, /*, /я% л* ne peuvent que demeurer
Jes mêmes aufïï; & la quantité с étant exprimée par une
fon£bion radicale des mêmes quantités/, g, &c, pourra
changer de figne ; c'eft pourquoi on aura en général,

X x z



M É C H A N I Q U E A N A L I T I Q U E .

De plus pour déterminer les fignes de <:, il fuffira de confidérer
les deux équations |'£ 4-«'« -h Ç'Ç=/S Ç"H-i/VH-Ç"ç=,;
& fubftituant les valeurs précédentes de Ç, », £, on verra
que pour la vérification de ces équations , il fera néceifaire
de- prendre les fignes inférieurs de с dans les expreiiions d.e

и Se de £.
Donc enfin on aura

? = a 14-

I O. Il eft clair que dans ces expre/îîons , les quantités
a , b , с étant des fondions des diftances /", g, h^l 3 mt n ,
ne dépendent que de la pofition refpeftivc des différens points
les uns par rapport aux autres ; enforte que fi on regarde
cette pofition comme invariable , ce qui a lieu à l'égard de

tout corps folide , il faudra que a , b , с demeurent conf-
tantes, pendant que le corps fe meut; 8c ces quantités fe-
ront feulement variables d'un point du corps à l'autre , au-
Jieu que les quantités Iх, »', £', I", и';, £/y, qui iè rapportent
i des points déterminés du corps , feront les mêmes relati-
vement à tous les autres points ,- & varieront d'un moment à
l'autre pendant le mouvement du corps.

Pour fe former une idée plus nette de ces différentes quan-
tités par rapport à un corps quelconque, on confidérera que
fi par le poin.t donné du corps qui répond aux coordonnées
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«', y, ^', & que nous avons nommée ci-deiïus le premier
point, mais que nous nommerons dorénavant le centre du
corps, fi par ce point, dis-je, on mené trois axes parallèles
aux axes des coordonnées x, y, ^, les différences x — x'9

y —y, £ — £', c'eft-à-dire, les quantités £, «, Ç ne feront
autre choie que les coordonnées d'un point quelconque du
corps par rapport à ces mêmes axes; de même les quantités
I'» "'» £'» & £"» ""* ?" feront.les coordonnées des deux autres
points donnés du corps rapportes aux mêmes axes.

Or comme la pofition de ces points dans le corps eft arbi-
traire, on peut fuppofer pour plus de (implicite, que leurs
diftances au centre du corps foient — ï , Se que de plus les
droites menées par le centre 6c par les deux points dont il
s'agit, forment entr'elles un angle droit; moyennant quoi
on aura f= ï, g = ï, & /г1 = f1 -\- g1 = ï ; ce qui fun-
plifiera beaucoup les valeurs de a, Ъ, с.

Qu'on imagine maintenant que le corps foit placé de ma-
nière que les deux droites dont nous venons de parler, coin-
cident avec les axes des coordonnées % & », enforce que
l'on ait dans ce cas £'= ï, «'==• о, Ç'= о , f == о, и"== ï ?

Ç" = о ; & les formules de l'article 5» donneront pour lors

$ = д, и = b, t, —с.

D'où il s'enfuit que a 3 b, c ne font autre chofe que les
coordonnées rectangles d'un point quelconque du corps,
rapportées à trois axes parlant par fon centre, & fixes dans
fon intérieur, donc l'un pafle par 'le point qui répond aux
coordonnées £', «', £', l'autre par le point relatif aux I", "", Ç",
Si le troifieme foit perpendiculaire à ces deux-la.

I I. Ainfi donc on aura pour chaque point du corps ou
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fyftême les coordonnées,

x = x'-+-Ç,y==y' + n> ï = ï'-*-Ç>

dans lefquelles

с«'",

en faifant pour abréger,

mais il faudra que les fix quantités f, »', £', |", »",
fatisfaiTent à ces trois équations de condition ( art, 8 ) ,

"4- «//a-K//a = ï ,

enforte qu'il n'y aura en tout que fix variables dépendantes
du changement de iicuation du , corps j iavoir , les trois
x'-> У» ï' 4U^ déterminent la pofition du centre dans Tefpace ,
6c trois des fix I', »', £', I'7, &c. Ces variables feront les
mêmes relativement à tous les points ; au contraire les trois
quantités д, 3, с feront différentes pour chaque point, &

• ne dépendront que de la pofition refpe&ive des points les
uns par rapport aux autres.

Il eft bon de remarquer, au refte , que les trois quantités
£'", Л Ç"' font auffi telles que
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и"" -+-«"" = I,

la premiere de ces équations fuit de ce que ( «' ç" — £' „")*

H- (? I"-- Г С";Ч-<Г «"— «' fJWrW-K'V (Е'"-н"Ч- £"V
— fÇ'Ç"^ „'„» + £ Ç'f =, ï; & les deux autres font évi-
dentes par elles-mêmes.

Ainfi l'on aura entre les neuf variables , £', «', ç', £", »",
?"> ?'" » и'"» £w > fix équations de condition toutes femblables ,
ce qui fait que ces quantités font permutables entr'elles.

I 2 . Les formules qui viennent d'être trouvées par des
confidérations particulières , peuvent fe déduire auffî immé-
diatement de la fimple confidération des coordonnées rec-
tangles. En effet j puifque £, », Ç font les coordonnées
d'un point quelconque du corps ou fyftême par rapport à
trois axes qui fe coupent perpendiculairement dans le centre,
& que a, £, с font auffi les coordonnées du même point,
mais par rapport a trois autres axes qui fe coupent pareil-
lement dans ce même centre; il s'enfuit, i°. que ?, „,ç

peuvent s'exprimer en fondions de à , b , с. г°. que ces
fondions ne fauroient être, que linéaires; car П on fuppofe
entre |, » , Ç une équation linéaire repréfentant un plan quel-
conque , il faudra que la transformée en a , b , с , foi t li-

néaire auffi , puifqu'on fait que l'équation d'un plan eft tou-
jours du premier degré , quelles que foient les coordonnées
auxquelles on le rapporte. Ainfi les expre/îions de í , и , Ç

en л, Ã, c ne peuvent être que de la 'forme fuivante ,
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É « a Ç' -b J e" -b c É"',

les quantités £', |", ?"', »', &c , étant les mêmes pour tous
les points du corps, & dépendant uniquement de Já poíi-
tion des axes des я, 3,- с par rapporta ceux des £, », Ç.

I 3 • Or comme les coordonnées ' ! , « , £ & < ? , £ , < • ont
la même origine , & répondent à un même point quelcon-
que, il eft clair que la diftance de ce point à l'origine con-
nue des coordonnées, fera .exprimée également par V (ф

-ь*1-*- С/ & par V( a1*" b* + ̂ V i ̂ onc ü faut яие les deux

quantités Г -Ь «2 H- Г & л2-Ч- 3* Ч- <:* foient identiques , &
que par conféquent la première devienne la féconde , en y
fubftituant les valeurs de f, », £ en л, £, c.

• Faifant ces fubftitutions , & comparant les termes fem-
blabies, pn aura les fix équations de condition,

par lefquelles les neuf variables |', «', Ç'v|", &c, fe réduiront
à trois indéterminées ; & ces équations s'accordent , comme
l'on voit, avec celles de l'article u.

I 4- En général fi on confidere deux points quelconques,
dont l'un réponde aux coordonnées £ , и , Ç & l'autre aux
coordonnées |i, » ï , Ci, & que O , £ , < T , д j, £i , cri foient
les autres coordonnées répondantes aux mêmes points, il eft
clair que la diftance entre ces deux points, fera exprimée

également
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également par \S((% — Ç i/ -H (* ~- « ï/ -f- (t — Ç i/J , ôc
par ^ ^a — a ij1-^ (b — b ija-f- (c — c i)1) ; de forte qu'il
faudra que l'on ait toujours cette équation identique^-—Ç \)*

* S \ч. . Su u U X ï i . X Г T l i i / * li

Mais il eft vifible que pour avoir |i, » ï, Ci, il n'y a qu'à chan-
ger a, £ , с en ai, £ ï , ci dans les expreffions générales
de | , и , Ç ; & qu'ainfi pour avoir les valeurs de £ — £ ï ,
и — » ï , Ç — Ç i , il n'y aura qu'à mettre dans les mêmes ex-
preflîons a — a\ i b — b 1 9 с — ci à la place de a , b , с.
Subftituant enfuite ces valeurs dans l'équation identique pré-
cédente , & comparant les termes , on aura les mêmes équa-
tions de condition trouvées ci-deiTus.

D'où Гон peut conclure que ces équations font les feules
néceiTaires pour' faire enforte que la pofition refpective des
diiFérens points du fyftême les uns par rapport aux autres ,
foit déterminée uniquement par les quantités a , 6t с 3 de ne
dépende en aucune manière des quantités £', /, f", £", &c.

I 5 . On peut trouver auffi par la même méthode d'autres
relations remarquables entre les mêmes quantités £', »', £',
£", &c, & qui peuvent être utiles dans pluiieurs occafions.

Et d'abord fi on ajoute enfemble les trois formules de
l'article ii, après les avoir multipliées refpeclivement par
|;, V, ?, ou par I", »", ç", ou par ?% »'", £"', on aura, en

vertu des équations de condition de l'article précédent , ces
formules inverfes,

..' -H? ^

Y v
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donc fubffituant ces valeurs de <z, £, с dans l'équation iden-
tique аг -Ь Ьг -4- c* = I1 •+• нг -h £* , on aura par la compa-
raifon des termes , ces nouvelles équations de condition ,

|" 4- £"« 4. !""•= ï , ,,'« -f. „"* Ц- 4, „'̂ = r, ç'*H- Ç"*?"7*« I ,

lefquelles font néceffairement une fuite de celles de l'article
précédent, puifqu'elles réfultent de la même équation iden-
tique.

ï 6. Mais fi on cherche dire&ement les valeurs de a , Ъ , с
par la réfolution des équations de l'arciclc ny on aura,
d'après les formules connues ,

j(V'g"f- ^"o-f-yrrg"'— y» г; ч- с et"*"1— »"f";j- ,

г «re'«"1— ç1"»'; + »f 6Ч"1 - *'"£'; + cr»'r- vr;
^— -- --

£(*c"-*'4';-*-»(4'£"-ri';-H err »"-s"
•

en fuppofant

«" '" — и'

Cês expreílions doivent donc être identiques avec celles
de l'article précédent ; ainfi en comparant les coëfficiens des
quantités ' ç, », ç, on aura les équations fuivantes,

t,»' — t''J**kt"9? ?'-)?4Ç = k»' ,»'?" — *'"?

/ Ç" - »* ç' « А Г, Г ̂  - Г É' = Л »w, Г »" — Г «'

Or fi on ajoute enfemble les carrés des crois premieres ,
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on a ( »» £'"-. „'"ç"/ -H (Ç\ ?'"— £"' £"/ Ч- f?" »'"— и" f "У
= £* f £" Ч-„" _iu ç/»^ ; b premier membre peut fe mettre
fous cette forme (%'* 4- и"1 4- Ç"V (Т"1 -Ь и'"1 Ч- Ç""'J
— (%" %" Ч- «" «"' Ч- S" Ç'"/ ; donc par les équations de condi-
tion de l'article 13 > cette équation fe réduit à ï = /cl , d'où
k = -j- ï.

Pour favoir lequel des deux fignes on doit prendre, il n'y
a qu'A coniîdérer la valeur de k dans un cas particulier ; or
le cas le plus fimple eft celui où les trois axes des coordon-
nées <z, £, c coïncideroient avec les trois axes des coordonnées
% j « » £ 5 auquel cas on auroit ? =s a, и =s 5, Ç = с, ôc par
conféquent par les formules de l'article 11, £' = ï,, »" = ï,
Ç' / / c ==i j & toutes les autres quantités |", |x//, ôcc, nulles. En
faifant ces fubftitutions dans l'expreflïon générale de k, elle
devient = ï. Donc on aura^toujours k =» ï.

Au refte, on voit que les trois dernières équations ci-
deflus font les mêmes que celles que l'on a fuppofées dans
l'article111 ; & les fix autres s'en déduifcnt naturellement
par analogie.

17. Ainfi, fi on vo,uloit réduire les neuf quantités
£', |", £'", »', &c, a trois indéterminées, il fuffiroit d'y ré-
duire les fix Ç', Ç1", «', и", Çx, Ç", par le moyen des trois
équations de condition£"Ч- «'М-Г=1 ,Г*-h «"r-4- Ç"*= ï,
|' $//4-«/»//4-Ç'Ç''«s= o, puifque les trois autres ̂ 'V^'font déjà
connues en fondions de celles-là.

En prenant, par exemple, I', «', & |" pour indéterminées,
la première équation donnera d'abord

& il n'y aura plus qu'à déterminer »", Ç" par les deux équa-
Y y a
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dons »"* -t- '("* = ï — £"', & »V7 -K' 2" = — £'!". Or on a
fVn"-h £4"/ H-^Ч"-*- S/»'^ = ̂ /a4- Г; ̂ '̂ -b^V Ra-
tion identique ; donc (V Ç" Ч- Ç' «"/ = ^«/г -4- Ç'V ^и//г -Ь ?y/V
— f*' «"ч- Г ?'7= (ï — ï11) (ï — Г V — Г Г/г= i — l"— !" V-
Ainíi en combinant les deux équations и'»" H- Ç' Çy/ = — 1'|̂
& n; Ç" _ Ç/ „" = I/YI — |л — I"V , on aura

,1 % Ч Ч Ч- С, К t t — Ч — Ъ I

У

J! L % Í < T , - ~ 1 4 ( I í £ )

Enfuite les trois dernières formules de l'article précédent
donneront

I 8- Pour réduire toutes ces expreifions à une forme ra-
tionelle & entière, il n'y aura qu'a faire %' = cof A,
я' = fin x cof/x,, |" = fin л cof с, ce qui donnera £' = fin* fin/«.,
»" = — cof л cof/* cof f — fin fj. fin ?, ç"=— cof л fin /w cof v
-+• Cof/A fill v j £'":= fin \ fin y j »'" = fin AI Cof v — COf A Cof/* fin y ,

^w == — cof/A cof с — cof x fin p. fin f.

Et il n'eil pas difficile de concevoir d'après ce qui a été
dit dans l'article io, que л fera Tangle que l'axe des coor-
données a fait avec celui, des |, que p fera 'celui que le
plan , palTant par ces deux axes, fait avec le plan des coor-
données Ç & £, & qu'enfin v fera l'angle que le plan des
coordonnées a, Ь fait avec le plan paiïant par les axes des
coordonnées £ & a. De forte que fi on regarde l'axe des
coordonnées a, qui eft cenfé palTer toujours par les mêmes
points du fyftême, comme un axe de rotation du fyftême ;
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A fera l'inclinaifon de cet axe à l'axe fixe des coordon-.
nées I; ^ fera l'angle que le même axe de rotation dé-
crit en tournant autour de cet axe fixe, & * fera l'angle
que le fyftême lui-même- décrit en tournant autour de ion
axe de rotation. Mais nous donnerons plus bas une manière
plus fimple ôc plus naturelle, d'employer la confidération de
ces angles.

I 9. Lorfqu'il s'agit d'un corps folide, les quantités a, b, с,
doivent demeurer conftanr.es, tandis que Je corps change
de iîtuation dans l'efpace ; parce que la condition de la fo-
lidité confifte en ce que tous les points du corps gardent
invariablement les mêmes diftances entr'eux. Aiftfi dans ce
cas les axes des coordonnées a, b, с, doivent être cenfés
fixes dans l'intérieur du corps, mais mobiles par rapport aux
axes des autres coordonnées £, » ,£ ,axes qui font fuppofés
fixes dans l'efpace.

Or quel que puiiTe être le changement de fituation du
corps autour de fon centre, on peut démontrer qu'il y aura
toujours une ligne droite paiTant par ce centre , laquelle
confervera la même fituation, & pour laquelle les coordon-
nées |, я, Ç feront les mêmes.

Car puifquxm a en général, pour une fituation quel-
conque du corps , les formules £ = a %' -h b %" -ь с %'",
и = а «' -+• b »" -+- с и'", Ç = a Ç' ч- Ъ У ч- с '(,"' ; fi on fuppofe
que dans une autre fituation quelconque du corps, les quan-
tités |, „, £, £', «', Ç', &c, deviennent £ ï, »a, £ ï, ^i,/!,^!,
&c, on aura auffi pour cette nouvelle fituation , £ ï =5
a % ï H- b f ' i ч- cf 'ï , » ï = a »'r 4- b «" i -h c »'" ï ,
Ç ï B=S a % ï 4- Ъ ç" i -i- c Ç /7 /1 ; ôc s'il y a , dans le -corps, des
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points qui ne changent pas de place, il eft clair qu'on aura
pour chacun de ces points les conditions £ = 11, » =s и ï ,

De forte que tous les points de cette efpece fe trouve-
ront déterminés par ces trois équations £ — 11 = о, « —- « ï — o,
£— £ ï = о ; favoir,

a (%'— ? ï) -Ь Ь (%"— %" \) ч- ç (£'" — ?" ij = ot

Ainfi les valeurs de a , ^ , с , cirées de ces équations ,
donneront la polîtion de ces mêmes points dans le corps ;
mais il eft vifible qu'en éliminant deux quelconques des trois
inconnues a , Ь , с , la troifieme s'en ira auffi ; il faudra donc
que l'équation réfultante ait lieu d'elle-même; & еЦе a. lieu
en effet , comme on va le voir.

2O. Pour cela j'ajoute enfemble les trois équations pré-
cédentes, après les avoir multipliées refpedtivement par
Ç'-b £' ï , »/Ч-»/!, ç'-KÇ'i ; &' ayant égard aux équations
de condition de l'article 13, ainii qu'aux équations fem-
blables qui doivent avoir lieu entre !' ï, »' ï , &c, on aura

i - ь « « ! -f- ï — ï — « -
4- c (V" Z ï -Ь «'" >,' i -f- ç"'?' i — Ç' Ç'" i — » V"i - ^ ̂ w i

Si on ajoute enfeinbJe les mêmes equations , même après
les avoir multipliées refpedivement par %" H- ̂ "i, и'7 -f- /'i ,
^"-t- Ç"i, on trouvera de la même manière,

o^aft1 t"i+J *"i+Wi—?? ï-»"»' i—ï'ï ï)

ч- с (?» |* i -t- и'" A -t- ç/;/ ç" i — Г e'" i - »" »"i— Г ç" V
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Enfin les mêmes équations étant multipliées refpeftivement
par £"'-h |'"i , «'" -H /", fi -4- £'"i> & enfuite ajoutées , don-
neront

„' «'"ï Ч- Ç' Г i — f' l'i — «'" /i — Ç'"

Ces transformées équivalent vifiblement aux équations pro
pofées; ainfi, en faifant pour abréger

г P =, ff ï ^ .%" i -h £"'£" i — e" f'1 — »" »'X/I — ?" Г' >

г Q = l' çwi H- »' «'"i -b ̂  ?"'i — f Г i — /V i — ç'" ? i ,

2A= r r i-h«%' i -h r v i — e f i — * ' * * » — s' c* i,
on aura à réfoùdre ces trois équations,

dont la troifieme eft, comme l'on voit, une fuite des deux

premières. Or celles-ci donnent — = -j- 9 ~ == -̂ -. D'où

Гон tire a = hP t & = hQ, с = A A, en prenant pour /i
une quantité arbitraire.

2. I . Telles font donc les valeurs des coordonnées a , b, cy

pour tous les points du corps qui fe retrouveront dans la
même -poiîtkm après la rotation du corps autour de fon centre
fuppofé immobile; & il eft clair que ces coordonnées ré-
pondent à une ligne droite paiTant par ce centre, &: faifant
refpe&ivement avec leurs axes des angles dont les cofmus
font
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P <2 R

Ainiî la rotation du corps, quelque compofée qu'elle
foit , fera en dernier réfultat , équivalente à une rotation
fimple qui fe feroit faite autour de la ligne dont il s'agit , fup-
pofée fixe ; & par confëquent on pourra appeller cettte même
ligne, l'axe de rotation du corps.

2.2. On peut donc déterminer la pofition de cet axe,
relativement aux axes des coordonnées я, £, c9 par le
moyen des trois quantités P, Q, R, ainfï qu'on vient de
le voir j mais il on vouloir rapporter cette poiîtion aux axes
des coordonnées if, и, Ç, il n'y auroit qu'à fubftituer dans
les expreffions de ces coordonnées (art. 12 ) à la place de
û, £ , c , leurs valeurs hP9 h Q, k R ; ce qui donneroic
Ç = h L y « = h M, Ç = h JV, en faifant pour abréger

L =Г-Р-ь

Ь«.'"Д,

tf ==^4-Ç" Q-*-£"'JR.

Ces valeurs de £, „, Ç répondent donc à tous les points
de J'axe de rotation ; par conféquent cet axe fait avec ceux
des coordonnées Ç, », Ç, des- angles dont les cofinus font

repréfentés refpeàivement par ^,_Д^№; , . . .

forte

quantités i, M, JV font entièrement analogues aux-quan-
tités P, Q, R, avec cette différence, que tandis que
celles-ci -fe rapportent aux axes mobiles des coordonnées
fi, £, c, celles-là fe rapportent aux axes mobiles des coor-

données
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données ! , и , £. Et l'on remarquera que L' •+• M* -f- Л1"*
= P* -4- Q1 -HA*, ce qui fuit de ce que l'on a générale-
ment f -h н'Ч- £a = л1 4- A2 4-c1.

Au refte , ii dans les expreflîons de Z, ДГ, ^V, on fub-
'ftitue les valeurs de J0, Ç, A (art . 10), Se qu'on y em-
ploie les réductions de l'article 16, on aura

г L = »/ £' ï ч- и" f ï Ч- и'" Ç"' i — tf »' i — ç'' •/' 1 — £'" £'" r,

l M = y ? \ -f- Ç»> I -f- f »x// I — |/ £' J )— l// {// I — f 'Ç"' i ,

i jye f и7 1 ч- e"«" i -4- f «w i — «' e7 1 - «"f i — «"T' i.
2 3 . Si on ne coniîdere que le mouvement du corps

dans un inftant, l'axe de rotation dont nous venons de
parler , fera fixe pendant cet inftant , ôc le corps tournera
réellement ÔC ipontanément autour de cet axe , qui fera
par conféquent L' axe. fpontanée de. rotation du corps, comme
on l'appelle ordinairement.

Pour déterminer donc cet axe, on fuppofera que les quan-
tités £'i, и' ï, £' ï, !" ï , &c, ne foient qu'infiniment peu dif-
férentes de !', »', £', !", &c, enforte que l'on ait!' ï —Ç4-*/!',
„' г =уч- of«', ? i г= Ç' -t- dÇ , ?" i = l" -f. </Ç", &c; ce qui
donnera (art. го)

i P ~ !"' í/ !" ч- « '" d»" ч< ^ ^ç/;— f ^!///— «7 í/ »i'"

Mais les trois dernières équations de condition de l'ar-
ticle 1 3 étant différentiées , donnent !' d !" -h «' d»" -

-b •»'"*/«' -b
Zz
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« — f </ £'" — «' </ и"' — Ç' í/ 'С» , I" fl? f H- *" </ „'" 4-
__ — £///</„'/_ „"'</,,'/_ t'i'di»1 ; done fubftituantces valeurs
& changeant, pour con ferver l'homogénéité P, Q, R, en
<tP 9 4Q 9 d R y on aura

</ f = Ç"' í/ Г -h «'"í/«" ^- Ç"'

+»" d»'

д . /.

*

'fpontanée de rotation fera avec les axes des coordonnées
a , ^ , с ( art. a i) .

2,4« Si on fait les mêmes fubftitutions dans les expreft
fions de L , Л/, N de l'article гг, ôc qu'on ait égard aux
trois dernières équations de condition de l'article 1 5 ,
differentiées, on aura, en changeant Z, M , ZVen
dN, ces formules

-h «x/

'dJ + fd •„" -+- Ç'"' d n1" ,

par lefquelles on pourra déterminer la pofition de l'axe fpon-
tanée, de. rotation я l'égard des axes des coordonnées £ , » , £ ;
car le premier de ces axes fera avec les trois autres des

angles, dont les cofinus feront exprimés parЬ > Г Г

dM. <ZN
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Et fi l'on veut faire dépendre les valeurs de dL> d M ,

dN de celles de d P , d Q, dRy on aura, comme dans le
même article гг , les formules

dL = f ûfP H-rvç ч- ?"' </A ,

•+.„"</ Q -H ,/" </ A, '

-4- Ç'dQ+Ç» d R ;

lefquelles donnent fur le champ, en vertu 'des équations
de condition de l'article 13,

25. Les quantités i/Z, dM, dN ont encore une autre
utilité dans la détermination , du mouvement du corps ; elles
fervent à exprimer d'une manière fort fimple les difl-éren-
tielles des coordonnées Ç, «, ç. En effet, fi on différentie
les formules de l'article 11 , en y regardant toujours a, 5, c,
comme confiantes, par la nature des corps folidesj on a
4'abord

ß enfuite on fubftitue dans ces formules les expreffions de
a , В , с trouvées dans l'article 1 5 , & qu'on ait égard aux
équations de condition de ce même article différentiées ,
on aura fur fur le champ (art. 14)

= » d L — Ç d M ,
Z z
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équations entièrement femblables à celles de l'article 3 , &C.
qui font voir par conféquent que les quantités d L., dMt

dN font les mêmes de part èc d'autre.

2 6- Ces formules font auifi de la même forme que celles
qui ont été trouvées dans l'article 7 de la troifieme Seftion
de la première Partie, par la confidération des rotations
particulières autour des trois axes des coordonnées; d'où
l'on peut conclure immédiatement, i°. que les quantités dLy

d M, dN repréfentent les angles élémentaires décrits par le
corps autour des axes des coordonnées £, », £; ôc cemme
les quantités dP, dQ, d R font relativement aux axes des
coordonnées a, <5, с , ce que d L , dM, dN font à l'égard
des axes des |, „, £, il s'enfuit auffi que dP, dQ, d R
font les.angles élémentaires décrits autour des axes des a, £, c.'
1°. Que ces rotations particulières fe compofent en une feule
autour d'un axe, faifant avec ceux des coordonnées |, и, Ç,

ou a, Ъ, с des angles dont les cofmus font

dM dN d?
, OU

dR

déjà vu ci-deiïus. 3°. Que l'angle élémentaire décrit autour
de cet axe , fera exprimé par У' (dl?-*- dM1 -+- dN1 ), ou
par V" (d P* -ь dQ2 •+• dR1} ; ces deux quantités étant égales
par l'article 24.

2.7« Nous venons d'exprimer les différentielles d%., du,
d'une manière fort iîmple par les quantités d L, d M, a
on peut également les exprimer par les quantités analogues
dP, dQ, dR; èc pour cela il n'y a qu'à fubftituer à la
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place de ces quantités-là leurs valeurs données par les der-
nières formules de l'article 14.

On aura ainft ces transformées,

=-.(t»>—»ï) dP -h

d» =(t?!-tf) dP +

d z, = f» |/_ ç ,,'J dP+-(* ?'—. | »"} dQ+ (*$»— | „"У dR -,

lefquelles , en remettant pour £, и, £, leurs valeurs (art. n) ,
& ayant égard aux réductions de l'article 16, fe réduifenc
à cette forme ,

dt = (Ъ ?"—

Et comme ces expreffîons doivent être identiques avec
celles qui réfulteroient de la differentiation immédiate des
mêmes formules de l'article 12, on aura par la comparaifon
des termes affectés de л, b , c,

—? ä R,

d «' = »" d R — »'"d Q,
d «"=,/" 'd P — »' dR,

dQ — ? dP.
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28- Les expreffions précédentes de i/|, d» , </£, ont été
trouvées , en fuppofant a t b , с confiantes ; ft on vouloit
Y regarder aufli ces quantités comme variables , il n'y auroit
qu'à ajouter à ces expreffions les termes dus aux differences
de a , b , c ; & on verroit par les formules de l'art, ï г , que
ces termes (eroient ? da Ч- Ç" db+Z1" 'de '̂da-\-*!> 'db-b-*"dct

% da -H Z," d b Ч- ï!"dc\ on auroit ainiî pour les valeurs com-
plettes de d'Ç , d», dï, t

— adQ

Ces formules font fort remarquables par leur fimplicité
& uniformité, & ont cela, de particulier que les quantités
Iх, «', &c, difparoiiTent totalement de la quantité d%*-+»d»*
4- d ? ; car en vertu des équations de condition de l'article
13 , on aura Amplement

expreffion qui nous fera fort utile,
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2 0. Nous avons déjà montré dans l'article i8t com-

ment on peut exprimer rationellement toutes les quantités
|', «', £', £", '&c, par des fmus &: cofinus de trois angles
indéterminés j mais il y a un moyen plus direct & plus na-
turel de parvenir à ces mêmes réductions, & ce moyen con-
iifte à employer les transformations connues des coordon-
nées rectangles.

En effet, puifque £, n, £ font les coordonnées rectan-
gles d'un point quelconque du corps , par rapport à trois
axes menés par fon centre parallèlement лих axes fixes des
coordonnées x, y, :(,& que c, £, c font les coordonnées
rectangles du même point par rapport à trois autres axes
paiTant par le même centre, mais rixes au dedans du corpsл

& par conféquent de poiîtions variables à l'égard des axes
des f, и, £; il s'enfuit que pour avoir les expreffions de
I, », £ en a , b , c, il n'y aura qu'à, transformer de la ma-
nière lapins générale , ces dernières coordonnées, dans les
autres.

Pour cela nous nommerons « l'angle que le plan des
a\ 5, fait avec celui des Ç, H^ &: 4 l'angle que l'interfec«.
tion de ces deux plans fait avec l'axe des | ; enfin nous dé-
fignerons par $ l'angle que J'axe des a fait avec la même
ligne d'interfeclion ; ces trois quantités «, -^, < t > , fervironr,
comme l'on voit, à déterminer la pofition des. axes des
coordonnées a, Ь , с, relativement aux axes des coordon-
nées £, », £; ôcpar conféquent on pourra, par leur moyen ,,
exprimer ces dernières par les autres.

Si , pour fixer les idées, on imagine que le corps propofé
foit la terre, que le plan des д, f> foit celui de l'équ^iteur,
fit que l'axe des a pafle par un méridien donné ; que de
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plus le plan des I, », foit celui de l'écliptique, & que l'axe
des £ foit dirigé vers le premier point d'Anes ; il eft clair
que l'angle « deviendra l'obliquité de l'écliptique, que l'angle
4 fera la longitude de l'équinoxe d'automne, ou du nœud
afcendant de l'équateur fur l'écliptique, & que ? fera la di£
tance du méridien donné à cet équinoxe.

En général <t> fera l'angle que le corps décrit en tournant
autour de l'axe des coordonnées c, axe qu'on pourra, à caufe
de cela, appeller {implement l'axe du corps, p o 0 — w , fera
l'angle d'inclinaifon de cet axe fur le plan fixe des coor-
données £, «, & 4 — pó0 fera l'angle que la projection de
ce même axe fait avec l'axe des coordonnées £.

30. Cela pofé, fuppofons d'abord que J'on change les
deux coordonnées a, b, en deux autres d , b', placées dans
le même plan , de telle manière que l'axe des a' foit dans
l'interfecbon des deux plans; &; que celui des V foit per-
pendiculaire À cette interfedHon ; on aura

a' = a cof ç — b fin ? , b' =s b cof ? -f« a fin <p.

Suppofons enfuite que les deux coordonnées £', cy foient
changées en deux autres b", c', dont l'une b" foit toujours
perpendiculaire à l'interfedlion des plans, mais foie placée
dans le plan des |, и, §c dont l'autre c1 foit perpendicu-
laire à ce dernier plan j on trouvera pareillement

b" = b' cof « — c i înw, c' = c cof » H- b' fin w.

Enfin fuppofons encore que l'on change les coordonnées
a't b", qui font déjà dans le plan des £, и, en deux autres
0", 5'^ placées dans ce même plan, mais telles que l'axe

des
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des a" coïncide avec Taxe des £; on trouvera de la même
manière

a" = a'cof4~-£"fm4, £'" = £" cof 44- a' fin 4.

Et il eft vi/îble que les trois coordonnées a" , b'11 , c' feront
la même cliofe que les coordonnées | , « , £, puii qu'elles font
rapportées aux mêmes axes ; de forte qu'en fubftituant fuccef-
iïvement les valeurs de a' , £", 5', on aura les expreffîons
de |, », ^ en a, £л с, lefquelles fe trouveront de la même
forme que celles de l'article 1 2 , en fuppofant

|' = cof tf cof 4 — fin ç fin 4 cof « ,

|x' = . — fin <p cof 4 — cof <? fin 4 cof « ,

r'=fin4fin «,

«' = cof? fin 4 -H fin ip eof 4 cof« ,

я" == — fin <p fin 4 •+• cof <p cof 4 cof w,

»;// =* — ' cof 4 fin *> ,

Ç' = fin ip fin w ,

Ç"1 = cof <p fin « ,

Ces valeurs fatisfont auiîî aux fix équations de Condition
de l'article 1 3 , ainfi qu'à celles de l'article 1 5 , & réfolvent
ces équations dans toute leur étendue , puifqu'elles renfer-
ment trois variables indéterminées <p , 4 , «.

3 I . Si maintenant on fubftitue ces valeurs dans les expref-
fions des quantités dP> dQy d R de l'article 13 , on aura,

А д а
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après les réductions ordinaires des finus ôc cofmus ,

dP = fin p fin ы J4-bcofp^*>,

dQ — cof 9 fin ш i/4 — fin <f> d ш t

dR = d <p •+- cof u d 4.

Et fi on fait les mêmes fubftitutions dans les expreffions

des quantités d L , d M, d N de l'article 14, on trouvera

d L =s= fin 4 fin w </<? •+• cof 4 <^wf

== — cof 4 fin u

=^ cof «

Ainfi on pourra par le moyen de ces formules déterminer
les élémens de la rotation inibmtanée du corps autour de'
l'axe fpontanée , en connoiflant la rotation du corps autour
de fon axe, & la pofition de cet axe dans l'efpace.

3 2. Il faut bien diftinguer ces deux axes & les mouve-
mens de rotation cjui s'y rapportent.

Nous venons de repréfenter le mouvement du corps au-
tour de fon centre par les trois angles p, w л 4, dont le
premier <p exprime l'angle décrit par le corps, en tournant
autour d'une droite ou axe qui paife par ce centre , & qui
ait une1 pofition conftante à l'égard des différens points du
corps, mais qui foi t d'ailleurs mobile avec lui; le fécond
angle <•> fert à déterminer l'inclinaifon de cet axe fur le plan
des coordonnées | , « , dont la direction eft fuppofée donnée
&: fixe dans l'efpace, &c cette inclinaifon eft exprimée par
l'angle 90° — «; enfin le croifieme angle 4 détermine la pofi-
tion de la projection du même axe fur ce plan , cette pro-
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je&ion faifant avec l'axe des abfciíTès |, un angle = 4 — 90°.
Mais cet axe de rotation étant mobile avec le corps, n'eft

pas le vrai axe autour duquel le corps tourne réellement à
chaque inftant; ce dernier eft celui que nous avons nommé
axe fpontanée de rotation, & dont la pofition .dans l'ef-
pace dépend des quantités d L, d My dN (art. 14). Or
ayant trouvé ci-deffus les valeurs de ces quantités en ?», 4 ,
& a y il eft facile de déterminer auffi la pofition de ,ce même
axe, & l'angle de rotation autour de lui par des angles
analogues aux angles ?, 4., «, & que nous défignerons par
'c'y 4', w'. En effet, les expreiîîons de d L y d M y dN eu

9У 4 y ы étant générales pour telle pofition de l'axe du corps
qu'on voudra, elles auront lieu auffi pour Taxe fpontanée
de rotation, en y changeant <?, 4 > « , en У, 4' w' » mais

comme-la propriété de ce dernier axe eft d'être immobile
pendant un inftant, il faudra que les différentielles ö?4'» da' ,
dues au changement de pofition de cet axe foient .nulles.
De forte que l'on aura relativement à cet axe,

d L = fin 4' fin <*'d*'y d M— — cofy fin «'</?',
dA/ss cof J dj.

Comparant donc ces nouvelles expreffîons de dLyd M, dN
£vec les premières , on aura ces trois équations,

fin 4' fin ">' dç1 = fin 4 fin a dv -+- cof 4 i / w j
cof 4' fin &/ d 9' = cof 4 fin« d »> — fin 4 d » ,
cof u' d q>' = cofw d ç -bí/4 »

lefquelles ferviront à déterminer les élémens relatifs à l'axe
fpontanée de rotation par ceux qui fe rapportent à l'axe même
du corps, ou réciproquement ceux-ci par ceux-là; ce qui peut
être utile en différentes occafions.

A a a z
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§. I I.

Equations pour le mouvement de rotation d'un corps folide,

''de 'figure, quelconque л animé par des fôrces quelconques.

3 3 • Nous venons de voir dans le Paragraphe précédent,
que quelque mouvement que puiiTe avoir un corps folide ?

ce'"mouvement ne peut dépendre que de fix variables, dont
trois fe rapportent au mouvement d'un point unique du
corps, que nous avons appelle le centre du corps, &C dont
les trois, autres fervent à déterminer le mouvement de ro-
tation du corps autour de ce centre. D'où il fuit que les
équations qu'il, s'agit 'de trouver ne peuvent être qu'au
nombre de fix au plus; & il eft clair que ces équations peu-
vent par conféquent fe déduire de celles que nous avons
déjà données' dans la}Section troifieme (art. г, 6, 8), lef-
quelles font générales pour tout fyftême de corps. Mais pour
cela il faut diftinguer deux cas, l'un quand le corps eft tout- *
à-fait libre, l'autre quand il eftj aiîujetti à fe mouvoir autour
d'un point fixe.

34- Confidérons d'abord un corps folide abfolument
libre; prenons le centre du corps dans fou centre même
de gravité ; & nommant AT', y', ^ les trois coordonnées
rectangles de ce centre, m la maiîe entière du corps, dm
chacun de fes élémens^ & Хъ Y\Z les forces accélératrices
qui agiiTènt fur chaque point de cet élément fuivant les
directions des mêmes coordonnées, nous aurons en premier
lieu ces trois équations ( Sed. 3 , art, 3 }.
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dti .... , ^ * »„.. — o,

-ji- m 4- S Z dm = о ,

dans lefquelles la carattériftique S dénote des intégrales to
tales relatives à toute la mafle du corps; & ces équations
ferviront, comme l'on voit, à déterminer, le mouvement
du centre de gravité.

En fécond lieu, fi on défigne par f, *, Clés coordonnées
rectangles de chaque élément dm, prifes depuis le centre
de gravité,& parallèles aux mêmes axes des coordonnées x y' 7'
de ce centre, on aura ces trois autres équations (Sect, citée,
art. 8).

S ( ? трг « — -+• £У — » -У) d m = о л

Or nous avons prouvé dans le Paragraphe précédent que
les valeurs des quantités Ç , и , f, font toujours de cette
forme ,

nous y avons vu que pour les corps folides , les quantités
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a y Ъ3 с font néceflairement confiantes par rapport au tems,
& variables uniquement par rapport aux différons élémens
dm^ puifque ces quantités représentent les coordonnées rec-
tangles de chacun de ces élémens, rapportées à trois axes
qui fe croifent dans le centre du corps, & qui font fixes
dans ion intérieur; qu'au contraire, les quantités £', £", &c,
font variables par rapport au tems, & confiantes pour tous
les élémens du corps, ces quantités étant toutes des fonc-
tions de trois angles ?>, 4 > w , qui déterminent les différens
mouvemens de rotation que le corps avoit autour de fon
centre. Si donc on fait, dans les équations précédentes, ces
diffeceur.es fubflitutions, en ayant foin de faire fortir hors
des fignes S les variables $, 4, « &c leurs différences, en
aura trois équations différentielles du fécond ordre entre
ces mêmes variables & le tems t, lefquelles ferviront à les
déterminer toutes trois en fonctions de л

Ces équations feront femblables à celles que M. d'Alem-
bert a trouvées le premier pour le mouvement de rotation
d'un corps de figure quelconque, & dont il a fait un ufage

/-. fi utile dans fes recherches fur la précAîon des equinoxes.
Par cette raifon, & parce que d'ailleurs la forme de ces

équations n'a pas toute la fimplicité dont elles font fufcep-
tibles, nous ne nous arrêterons pas ici à les détailler ; mais
nous allons plutôt réfoudre directement le problême par la
méthode générale de la Section quatrième , laquelle donnera
immédiatement les équations les plus fimples & les plus
commodes pour le calcul.

3 5. Pour employer ici cette méthode delà manière la plus
générale 6c la plus fimple, on fuppofera, ce qui eft le ça* de la na-
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ture,que chaque particuleJP/л du corps foie attirée par des forces

P, Ç, Д, &c, proportionnelles à des fondions quelcon-

ques des diftances p , q , r , &c , de la même particule aux
centres de ces forces , ôc on formera dé-là la quantité algé-
brique ,

n =f(T>d~p -h ~Qd~q Ц- A~</7 -

On confîdérera enfuite les deux quantités

en rapportant la caraftériftique intégrale 5 uniquement aux
élémens Dm du corps, & aux quantités relatives à la pofi-
tion de ces élémens dans le corps.

On réduira ces deux quantités en fonctions de variables
quelconques, ?, 4, <p, ôcc , relatives aux divers mouvemens
du corps , 6c on en formera la formule générale fuivante
( Se£t. quatrième , art. p ) ,

о =

Ч- (</.

Si les variables £ , 4 , <p, ôcc , font par la nature du pro-
blême indépendantes entr'elles (ôc on peut toujours les
prendre telles qu'elles le foient) on égalera féparément à
zéro les quantités multipliées par chacune des variations
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indéterminées f £, <Г4, ^P, &e , & l'on aura ainiî autant d'équa-
tions entre les variables.?, 4> <P> &c, qu'il y a de ces va-
riables.

Si les variables dont il s'agit ne font pas tout-a-fait indé-
pendantes , mais qu'il y ait entr'elles une ou plufieurs équa-
tions de condition, on aura par la differentiation de ces
équations, autant d'équations de condition entre les va-
riations <T|, /4, < ^ < p > &c, par le moyen defquelles on
pourra réduire ces variations à un plus petit nombre.

Ayant fait cette réduction dans la formule générale, on
y égalera pareillement à. zéro, chacun des coéfficiens des
variations reftantesj 8c les équations qui en proviendront,
jointes à celles de condition données, fuftîront pour réfoudre
le problême.

Dans celui dont il s'agit ici, il n'y aura qu'à faire ufage
des transformations enfeignées dans le Paragraphe précé-
dent. Ainii on fubftituera d'abord л:' H- l, y1 •+- « , ^' -h £,
au lieu de A- ,y, ^ , enfuite a % ~ь Ь %» -ь с ?", a »Ч- b »" -+• с и'",
<z|; Ч- Ь'С' -h с'С't au lieu de £, «, £ (art. 11 ); enfin met-
tant pour |', »', &c , leurs valeurs en <p, 4, « de l'article
30, on aura les quantités 71, ^exprimées en fonctions des
fix variables indépendantes V, у'л ^', <P, 4, w, à la place def-
quelles on pourra encore, fi on le juge i propos, en in-
troduire d'autres équivalentes ; & chacune d'elles fournira
pour la détermination du mouvement du corps, une équa-
tion de cette forme,

, ^г *т fr
' îd» ~~71Г^,~Г« °»

« étant une de ces variables.

39
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. Commençons donc par mettre dans l'expreflïon de
У, à la place de л?, y, £, ces nouvelles variables х'-Ь^,
/-H», £'4- f; öcfaifant íbrtir hors du figne £ les A',y, Y».
qui font les mêmes pour tous points du corps , puifque ce
font les coordonnées du centre du corps j la fonction T
deviendra

dx'Sdt, dm + dy' Sdudm-b-d? SdÇdm
"** -̂  .

Cette expreflîon eft compofée , comme l'on voit , de trois
parties , dont la première ne contient que les feules varia-
bles x7, y, £', 6c exprime la valeur de T dans le cas où
le corps feroit regardé comme un point. Si donc ces va-
riables font indépendantes des autres variables £ , и , С» ce
qui a lieu , lorfque le corps eft libre de tourner en tous fens
autour de fon centre, la formule dont il s'agit devra être
traitée féparément, &c fournira pour le mouvement de ce
centre , les mêmes équations que fi le corps y étoit con-
centré ; ainfi cette partie du problème rentre dans celui
que nous avons réfolu dans la Seftion précédente , Se auquel
nous renvoyons.

La troifieme partie de l'expreffion précédente, celle qui
contient les différences dxf ̂  dy'^ а-£-> multipliées par les
différences d % , d» , ûf£, difparoît d'elle-même dans deux
cas; lorfque le centre du corps eft fixe, ce qui eft évident,
parce qu'alors les différences dx', dy' t d^ des coordon-
nées de ce centre font nulles; & lorfque ce centre eft fup-
pofé placé dans le centre rncme de gravité du corps , car

B b b
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alors les intégrales SdÇdm ^ Sd»dmy Sdçdm> deviennent
nulles d'elles-mêmes. En effet, en y fubftituant pour d%\
dn, dç leurs valeurs a d? -+• b d%"+• c d %"у ad »' -H Id if1

Ч- с d»'", a d'(•'•+• b of f "Ч- c d'Q" ( art. préc. ), & faifant fortir
hors du íigne S les quantités í/£;, d%", &c, qui font indé-
pendantes de la pofition xles particules dm dans le corps,
chaque terme de ces intégrales fe trouvera multiplié par
une de ces trois quantités, Sadm^ S b d m ^ Scdm, orces
quantités ne font autre chofe que les fommes des produits
de chaque élément dm , multiplié par fa diftance à trois
plans paiTant par le centre du corps, & perpendiculaires
aux axes des coordonnées а ^ Ь , с ; elles font donc nulles,
quand ce centre coïncide avec celui de gravité de tout le
corps, par les propriétés connues de ce dernier centre. Donc
auflî les trois intégrales S d^dm^ S d »-dm, Sd'Çdm feront
nulles dans ce cas.

Dans l'un & dans l'autre cas, il ne reftera donc à con-
/îdérer dans Pexpreflïon de UT, que la formule . . . .
c X W •+- d f -f- dÇ \ , ,\ f, . , .ù ï ._ 2- v d m, qui elt uniquement relative au mou-

vement de rotation que le corps peut avoir autour de fon
centre, & qui fervira par conféquent à déterminer les loix
de ce mouvement, indépendamment de celui que le centre
même peut avoir dans l'efpace.

Pour rendre la folution la plus fimple qu'il eft poiîîble,
il eft à propos de faire ufage des expreffions de */£, í/я, е/£,
de l'article г8 , lefquelles. donnent en faifant d a = о,
db = o ^ , d c = o,
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(bdP — «.dQf-

а* Ч- c*

Or les quantités a , b , с étant ici les feules variables ,
relativement à la pofition des particules D ni dans le corps i
il s'enfuit que pour avoirla valeur âeS(d!;*-i-dn4&<dÇ*JDm ,
il n'y aura qu'à multiplier chaque terme -de la quantité pré-
cédente par Dm^ & intégrer enfuite relativement à la ca-
ractériftique S, en faifant fortir hors de ce figne les quan-
tités dP'.t d Q , d R qui en font indépendantes. Ainfî la quan-

e / rfi'-f-^i' + rfç* \ n j • jò ( - ^- -- 2_л j} m deviendra

гас1- •

en faifant pour abréger ,

F—SbcDm, G = S a c D 7 n t H

Ces intégrations font relatives à toute la maííe du corps,
en forte que /J , B^ C, Fy (7, if, doivent être déformais
regardées ÔC traitées comme des confiantes données par la
figure du corps.

í n

37- S'1 on fofr pour plus de /Implicite — -, — ==/,

—ь_ == o . — ; — =s r on aura , en ne confidérant dans la fonc-
at •* dt '

tion 7", que les termes relatifs au mouvement de rotation,

B b b л
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ainfi T n'étant fon&ion que de /> ,</ , r on aura en diffé
renciant felon <r,

ьт dT * . ЛТ ,. dT л

Or par les formules de l'article 31, on a

fin q> fin ч d41 -4- cof'$ da .f _ _ ̂

cof <f> fin a d ij/ •— fin <p d a

- t

donc ( d t étant toujours confiant )

—

dT r ~ dT r r dT Г \ «^j — lin ? fin« 4- -j- cof ip fin «ч-. -^- col ? 1 — J

»- fin .)

d'où l'on aura fur le champ, pour le mouvement de rota
tion du corps , ces trois équations du fécond ordre ,

-dr dT dT . )У

•*•(-%• Гш*Гш" ^-4f <**Ув*-*-77 COJÍX) /к

•rf.. ("L cof v - -ÍL fin 0
Ч dp aq /
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ЛТ /. r <IT r r dT r \ d-j, ÏV
Гш * cof *"•*" ~*T c° 9 coí w ~ ~лГ ful "V ~ + J7 -0-

A l'égard de la quantité У , comme elle .dépend des
forces qui follicitenc le corps, elle fera nulle ii le corps
n'eft animé par aucune force \ ainfi dans ce cas les trois

quantités -4 — . -4-r- « ~ F — » feront nulles auflî ; & la
-1 Зч У ^ " f4« *

féconde des trois équations précédentes fera intégrable d'elle-
même; mais l'intégration générale de toutes ces équations
réitéra encore fort difficile.

En général, puifque f^SnDm, & que n eft une

fonction algébrique des diftances p , q , ôcc ( art. 3 7 ) » donc
chacune eft exprimée par |/" ((x— /)*•+• (y — g)* •*-("[ — h)*)*
en défignanc par y, g} A, les coordonnées du centre fixe
des forces ; il n'y aura qu'à faire dans la fonction n les
mêmes fubftitutions que ci-defïus, ôc après avoir intégré
relativement à toute la maiTe du corps , on aura l'expref-
fion de V en <p , 4 } « , d'où l'on tirera par la differentiation

S V S" f $~ V
ordinaire les valeurs de —г— у ~ т̂- •> -77- , qui font les

,< j dV dv df „ . ,
mêmes que celles de -j— y -JT- > -j^r- ^-omme ceci n a

point de difficulté , nous ne nous y arrêterons point ; nous
remarquerons feulement que les équations précédentes re-
viennent à celles que j'ai données autrefois dans mes pre-
mières recherches fur la libration de la Lune.

38« Quoique l'emploi des angles < t > 9 4 > a , paroi/ïe être
ce qu'il y a de plus funple pour trouver par notre méthode
les équations de la rotation du corps; on peut néanmoins
parvenir encore plus directement au but , & obtenir même
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des formules plus élégantes &c plus commodes pour le calcul
dans plufieurs cas, en confidérant immédiatement les va-
riations des quantités f , f", |//7, «' , &c , 8c réduifant en-
fuite ces différentes variations à trois indéterminées , par
des formules analogues à celles de l'article 17.

Ainil, puifque/7 = —-7 — = (article 13) . . . .

'''^' 9 'оп aura en différeilciant par ^

(dt étant confiant),

donc le terme ^f- S- p de la valeur de <rT donnera dans ladp *
formule générale de l'article 3 f , les termes

т

^í ' í/f

e! Г rf J" ï V» + á ," ia'" -t- d Ç1

~~ dp

favoir,

c/ f rf7"' p j» f «"

j r </ 1"' w-Kfr"' J- ,"ч-^у" ̂ "-rfg " w- <t*" f у'—ас
•4« - , X " — . " i e^^ J^ dt

Pareillement le terme -^ — ^ 5 donnera dans la même for-

mule les termes
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dt

8c
j T1

enfin le terme -- f r donnera ceux-ci;

dT x__ . r

Or ayant trouvé en général

d? = Ç"dR — ?" d Q, d? = Ç'" dP — ?

( art. 27 ), d P , d Q , ífjR étant des quantités indéterminées ,
il eil clair qu'on peut donner aulîi aux variations ïÇ's $•%" ̂
£%'", J4»', &c, la même forme en changeant d en <T; ainiî
on aura

*%»' =f f Q — Ts<rP , JV = »" «TA — »"VÇ, &c,

les trois quantités <ГР, <TQ, «TA étant auffi indéterminées
& indépendantes entr'elles.

Faifant ces fubftitutions , & ayant égard aux équations de
condition de l'article 13, on trouvera

?" f !" -h »"' f и" Ч- Ç'" <r Ç" » <Г P ,

ь _- „' ,г «'"ч- ' «r '" =



3 8 4 M É C H A N I Q U E A N A L I T I Q U E .

expreffîons analogues à celles de d P , dQ^ d R (art, 2 3 ) ;
.6c de plus ,

d?

d? t?"+M *»"l

»" t*'"

Donc les quantités trouvées ci-deffus réfultantes des termes
j 'I ' J «Tl fí T"

~d— '''/'j '~J~~fy9 ~dT ̂ r de ^a va^eur de J'T', devien-
i 'aí P <ÍOdront en mettant p, q. r pour —j— , •-—-.4 ' * * t d с У at f

d t

d.

dont la fomme fera par conséquent le réfulfat des termes
dûs à, la variation de Г, dans l'équation générale dont il
s'agit.

Quant aux termes relatifs à la variation de V^ puifque
V devient une fonction algébrique de !', I", I"', »', &c,
après la fubftitution de x' ч- a|' -b b t" Ч- с £'", у' + a if

&cï", au Heu de.x,^,?,
le
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.le figne intégral S n'ayant rapport qu'aux quantités а)Ь 3 с у

il n'y aura qu'à différentier par <r, & mettre enfuite pour
«ff, Jt", &c, leurs valeurs dans <^P, <rQ, S\R ; ainiîpuifqûe

dv ы dv '. j .
aura. dans 1я

même équation les termes fuiVans

- r * e ; -H - - r

Donc enfin raiTemblant tous les termes multipliés par
chacune des trois quantités <PP, fQ, fR, on aura une
équation générale de cette forme ,

dans laquelle

d —** • j _ ~

d '

^d,1 > dç 7F ^
C cc
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lit comme les trois quantités <f:P, ?Qy, pR font indépen-
dantes entr'elles, & en même tems arbitraires, on aura
donc ces trois équations particulières fPJ ?= o, (Q) = о ,
C RJ s= о, lefquelles étant .combinées avec les fix équations
îie ;ieöAdifion entîfe les -neuf variables £',-, ?"» &c, ( art. 13 )",
ferviront à déterminer chacune de ces variables.

On peut mettre, fi Ton veut, fous une forme plus fimple,
les termes de ces équations dépendans de la quantité V.
Car puifque V = » S n D m ^ aura (a caufe que le figne S
ne:-regateie point les variables '§', Ç", ôcc) , . • • •

1",̂ - == SÏ'^LDm;*" ̂ -^S^-^-Dm , Sic ; Se
/

comme n eft une fori&ion algébrique de.a%-b-b %'-+-cÇ'" ̂
a „' -h b »" н- í «/;/, a Ç' '4- /> Ç/; -Ь с Ç /x /, il eft aifé de voir
qu'en faifant'varier ; féparémen t л, ^, с, on aura . . .

í '" ~n t w ^п ., vin Ап 6(ín e" dn ^ _L_ " drí

di," "+"* "77" ^ ~ЦГ ТГ' 9 ç "Tv77" " rf»"1

•4- ^' -j^r = ÍT — ~;-.& ainfi de fuite. De forte qu'on aura

de cette manière,

an"
dn
db

v/// *r _ £//jl^l _ „f^JL A'4S-

с -rr-1 Urn,

Ar j_ / _i*£_ ^ w JZ__^/// jr _/'^fl
í/Í'" "1"" </»'" "T*'' ^Ç'" Ç </{' . rf<?' .

; ^п __ <fn \ r)
í^a de J ' *

f ir. + sJ!£- + r"**ïrJg}.-,'Jf-
d\' ay '• d Ç1 • ' ífj" ai)"

, d П • , d П \ y-,

í/á da J
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Mais Г\ cette transformation fimplifie les formules, elle
ne fimplifie pas le calcul , parce qu'au lieu de l'intégration,
unique contenue; âans r r on en aura trois à exécuter1.

3 9- 'Lòrfque les di'ftances des centres des forces au centre
du corfte font très-grandes , vis-à-vis des dimenííons de ce
corps , on peut alors réduire la quantité n en une férié fort
convergente de termes proportionnels aux- puiffànces 6c aux
produits -de ay 5, c; de forte, que -, l'intégration, £ n Dm
n'aura aucune difficulté ; c'eft ,1e cas; des Planètes s$n. tant,
qu'elles s'attirent mutuellement.

Si la force attractive P eft .(implement proportionnelle à.
- _ • • -i ' . '.ï •• • i j _ '. ._ • ^ , . > ' ..... •' . ' '

la dîAance /• , ènforte que P = kp\ k étant au coeffi-

cient conïlant, le terme fP >:df de la fon<ftion n.(art. 35)

devient = — - — , Se comme p eft exprimé en général pair

ï[(*—fJ''f(y—gil^(ï--hf).> en défignant. par
f\"g , h , les coordonnées ctu centre des forces ; le terme dont

il 5>git donnera çeux-qi ,^ ((x-^ff^f (y— ëf-*-(\— .h)*)i

donc fqbfti tuant par дс', y , \ leurs valeurs я'-t- $ , y' 4- « ,
^'-1-Ç, multipliant par Dm, & intégrant félon 5, on r aura.
dans 'la valeur 'de /r= 5 n Dm les termes fuivans ,

: " ; ' ' - - ' • i ^ - . - " - - ' - - • • • • - • ' . • • • - : . -

-ï+rt ̂  w ̂ ^
H- Л (я? ,- /; £f j Д я - - l( /;i -r- m

' ; ' ' ! , ' ' > • : ) ' ' / 2 / i : í ;

Or %'=:=• a 2 ЧА'.^'-Ч- c-Í<", » ~= W--b-i»"
e o; t ч-, A Ç" -ь с ф ', donc -, ;

С С С
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& ainfi des autres ;
(art. 13)=: à une confiante que nous désignerons . par £.

Mais fi on prend pour .le centre arbitraire du corps , fon
centre même de gravité, on a alors

comme nous l'avons déjà vu ci-deffus (art. 36"). Airifi dans'
ce cas la quantité /^ ne 'contiendra relativement à la force
dont il s'agit , qque les termes

т ( f*' -//-ь (y- § г ч- r?
. • .

de íbrte que toutes les différences partielles ~j^-j "TF"*

feront nulles. .
D'où il s'enfuit qiie l'effet de cette force fera nul par

rapport au mouvement de rotation autour du centre de
gravité.

Et comme l'expreifion précédente V \ au terme confiant

- près, eil la même que fi tout le coïps étoît concentré

dans fon centre , auquel cas xt == x', y = y', ,\ == ̂ ', on aura
pour le mouvement progreffif de ce centre , les mêmes
équations que fi le corps étoit réduit à un point ; car les
différences partielles de V , relativement aux variables
*' * У » ïy feront les mêmes que dans cette hypothèfe.

Si on veut confidérer le corps corrime pefant , eu -prer

nant la force accélératrice de la gravité pour l'unité, & Taxe
des coordonnées ^ dirigé verticalement de haut en bas, on

aura F = ï , & p=* h -. ^ ; dohc/P ^ = Ä — ̂ =
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— a % — b Ç" — с £'" ; de forte que la quantiré У contiendra,
à raifon de la pefanteurdu corps, les termes

ï—ï>"ScVm.

Ainfi fi le centre du corps eft pris dans fou centre de gra-
vité, les termes qui contiennent les variables £', ç", &c,
difparoîtront, & par conféquent l'effet de la gravité fur la
rotation fera nul, comme dans le cas precedent. La valeur
de V en tant qu'elle eft due \ la gravité, fe réduira alors
à (h — %'J S D m, c'eft- à-dire,, a ce qu'elle fer oit file corps
ctoit réduit à. un point, en confervant fa maffè SDm^
donc auffi le mouvement de tranflation du corps fera le
même que dans ce cas.

§. I I I .

Détermination du mouvement d'un corps grave
de figure quelconque.

40. Ce problême, quelque difficile qu'il foit, eft néan-
moins un des. plus fimples que préfente la Méchanique ,
quand on confidere Jes chofes dans l'état naturel 5c fans
abftra&ion ; car tous les corps étant eiTentiellement péfans,
& étendus , on ne peut les .dépouiller de l'une ou de l'autre
de ces propriétés fans les dénaturer, Se les queftions dans
lefquelles on ne riendroit pas compte de toutes les deux à
la fois, ne feroient par conféquent que de pure curiofité.

Nous commencerons par examiner lé mouvement des
corps libres, comme le font les projectiles ;. nous, examine!-
rons enfuite celui des corps retenus par un point fixe, comme
le font les pendules-
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Dans le premier cas on prendra le centre du corps
dans fon centre de gravité , 6c comme alors l'effet de la,
gravité eft nul fur la rotation, a^nii qu'on vient de le voir,
on déterminera les loix de cette rotation par les trois équa-
tions fuivantes (art. 3 8 ) ,

d. dT
"• -i,

•4.
'•d.

dt
dT
dq

dt

~7r~
dt

JT
• -— f

dT
dp P

dT
dq ?

dT
dq

dT
dr .

dT
». — •dp

= о

= о

"^ ? -d* '

4- r

en fuppofant ( art. 37).

dP d Q
dt

dR
dt •>

A l'égard du centre même du corps, il fuivra les loix
connues du mouvement des projectiles confidérés comme
des points; ainfi la détermination de 'fon mouvement n'a
aucune difficulté, & nous ne î}.ous y arrêterons point.

Dans le fécond cas on prendra le point fixe defufpenfion,

pour le centre du corps, fy fuppofant les ordonnées % ver-:

ticaies , & dirigées, dé bas., en haut , on aura ( art. 3^ j

d'où l'on tire
d У

d V

d V
— J b J) m ,
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-——==&- S c D m, & toutes les autres différences par-

tielles de У feront nulles. De forte que les équations pour
le mouvement de rotation feront (art. 38 ) ,

d. —
dt

d —<*?
dt

á.-if-

les quantités SaDm , SlDm^ ScDm, devant être regardées
comme des -confiantes données par la figure du corps, &,
par le lieu du point de fufpenfîon,

4l. La folution du premier cas, où le corps eft fuppofé
.entièrement libre, St où l'on ne confidere que la rorncion
autour du 'centre de gravitéj dépend uniquement de l'inté-
gration des 'trois équations (A}.

Or il eft d'abord facile de trouver deux intégrales de ces
équations i

car i° , fi on les multiplie refpedtivement par -^- -?-T—
iïT

—^- y & qu'enfuite on les ajoute enfemble , on a évidem-

ment une équation intégrable, & dont l'intégrale t fera

f* étant une conftarite arbitraire.
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2°. Si on multiplie les. mêmes équations par p9 я, /•, ôc
qu'on les ajoute enfemble, on aura celle-ci,

j dT , j dT , j <*T
p a . —3— -H q a — — 4- r d . —, — = о ,
f dp * • dp dp '

laquelle f à caufe que T eft une fonction de / , q , r uni-

quement, & que par conféquent dTs=* — — dp-+* —r- d q

H- -^~ drçfo auffi intégrable , fon intégrale étant

d т • . „, ,_
p — — Ч- q —, -- h Г —. -- T == hn

f dp l d q d r

h% étant une nouvelle eonftante arbitraire.
_ J -V*

' En mettant dans ces équations, au lieu çte T., —^ — ,

— - — „ — - - — leurs -valeurs, on aura deux léquations da
d q 9 d r • ; 7 ' i

fécond degré entre p , q л r, par lefqueíles òn pourra dé-
terminer les valeurs de deux de ces variables en fonctions de
la troifieme ; & ces valeurs étant enfuite íubílituées dans,;une
quelconque des trois équations (A) л on aura une 'équation
du premier ordre entre t ôc la variable dont il s'agit jainfi
on pourra connoître par ce moyen les valeurs de j>, ду г
en л Ceft ce que nous allons développer.

Je remarque, d'abord qu'on peut réduire la féconde des
deux intégrales -[trouvées, à une forme plus fimple, en fai-
fant attention qne pijifque Т eft une fonction homogène de
deux dimenfions de p , q , r , on a par Ь propriété connue
de ces fortes :de fonctions-,

и d t ._ , dT v - . . « fT r ,
p ^7— -í* —5 — -r r —. — • s=s г 7 .fí -d f , , 4ч . 4 r .*

ce qui réduit l'équation intégrale dont il s'agit à Г=^/г*;
laquelle
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laquelle exprime la confervation des forces vives du mou-
vement de rotation.

Je remarque enfuite que comme la quantité . . .

dT dT v . /r, dT dT
\r ~Tq

eft équivalente à celle-ci , (рг -H g* 4- r*) x
dT

laquelle devient f1 (p* -b q1 •+- r*^ — 4«*, en vertu des
deux intégrales précédentes, on aura une équation diffé-
rentielle plus {impie, en ajoutant enfemble lés, carrés des

valeurs de d. —, — „ d . —. — , </. — - — dans les trois équa-
dp > <lq y d r *

tions difFérentielles (A)j équation qu'on pourra ainiî em-
ployer à la place d'une quelconque de celles-ci.

De cette manière la détermination des quantités p , j , r ,

en t dépendra (implement de ces trois équations.

T _ A*J. — я ,

/.,
=/>

dans lefquelles

r^-^^X-bJfff-bCrV— Fjr*- Gpr —

42. Cette détermination eft affez facile, lorfque les trois
conftant.es F, G, H font nulles. Car on a alors fimplemçnc

D d d
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á J
dp7"= -- (Ap* + Bq*-4- Cr1 J'y donc

--L = B q , --- я53 Cr y de forte que les trois équations

à réfo«dre feront de la forme fuivante,

Si done on fait p* -f- f ч- г* я= и , & qu'on tire les vas-
leurs de/?, ^, r, de ces trois équations,

/>4- <f -b r* == и ,

Л /Ч- Л 2 а Ч-С г'^еЛ1,'

Л1/ -ь Я* ̂  -н С* /•*=/%

on aura

» __ В С и— г
P A —

r

АС и — г h1 (А -Ь С } -f-/1

(~В — А)(В~^~С) 9

АВи—г/1 1 (А-*-В)+/ 1 .

ces valeurs étant fubftituées dans l'équation différentielle ci-
deiïus , le premier membre de cette équation deviendra, après
les réductions,

le fécond membre deviendra f1 и — 4 A4, de forte qu'en
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divifant toute l'équation par f* u — 4 Ã4, ОС tirant la racine
carrée, on aura enfin

'A в с du
t = — • ^ -

*K — (В Си—г.1? (£+C)+fl) (A Cu—i

d'où l'on tirera par l'intégration t en и , & réciproquement.

4 3 . Suppofons maintenant que les confiantes F, G, H
ne foient pas nulles , 6c voyons comment on peut ramener
ее cas au précédent, au moyen de quelques fubilitutions.

Pour cela je fubftitue à la place des variables p, <?, /",
des fonctions d'autres variables x,y, ^, qu'il ne faudra
pas confondre avec celles que nous avons employées juf-
qu'ici pour repréfenter les coordonnées des différens points
du corps ; ÔC je fuppofe d'abord ces fondions telles , que l'on
ait p* •+• q* •+• r* = x1 -H y* 4- ^?. Il cft évident que pour
fatisfaire à cette condition , elles ne peuvent être que li-
néaires 3 & par conféquent de cette forme ,
р=р> х+рЧу+р'" ^ , q=q> x-+.q"y+. q>" ̂  , ,-=/•' x -H r" y-*-r"' ^
Les quantités p' , z?'7, p"'f q'y ôcc , feront des confiantes ar-
bitraires , entre lefquelles , en vertu de l'équation p* •+• q*
r* = x1 -t- уг -ь ̂  , il faudra qu'il y ait les fix équations
de condition que voici.

« = ï ,//г-Ь ̂ -t-r" !̂ »/"'H-î'"*-»- r^ = ï ,

'̂HY/'̂ ^^^

de forte que comme les quantités dont il s'agit font au
nombre de neuf, après avoir fatisfait. à ces fix équations ,
il en réitéra encore trois d'arbitraires.

Je fubftituerai maintenant ces expreffions de p , q , т dans
la valeur de T, 6c je ferai enforce , au moyen des trois

D d d z
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arbitraires dont je viens de parler, que les trois termes qui
contiendroient les produits xy, x%, y\ difparoiflent de la
valeur de T, enforte que cette quantité fe réduife à cette

forme, "'-W-v*-.

Mais pour rendre le calcul plus fimple, je fubflituerai
immédiatement dans cette formule les valeurs de x,jx, í en

p, q^ /-, &c comparant enfuite le réfultat avec l'expreflion
de T9 je déterminerai non-feulement les arbitraires dont

. il s'agit , mais auffi les inconnues * , £ , -y. Or les valeurs
ci-deflus de p9 q, r étant multipliées refpectivernent par
/» ?'» S, par/', q", Л & par p"', q'", /", enfuite ajoutées
enfemble, donnent fur le champ, en vertu des équations
de condition entre les coëfficiens p't p",

X =p'p^q' q+r' r,y=p"p+q" ?-h , ̂ =' H- y

la fubítitution de ces valeurs dans la quantité . . . .

--x "4"/3y/ H"Y.!l» ? &; la comparaifon avec la . valeur de T de

l'article 41 , donnera ainfi les fix équations fuivantes ,

-H >/"/" =— z G,

'-b > /Vw =~ i Я,

qui ferviront à la détermination des fix inconnues dont il
s'agit.
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Et cîette détermination n'a même aucune difficulté ; car
fi on' ajoute enfemble la première équation multipliée par
a', la quatrième multipliée par ç', & la cinquième multi-
pliée par /, on a, en vertu des équations de condition déjà
citées ,

'—i GY;

en ajoutant la féconde, la quatrième, &; la iîxieme, mul-
tipliées refpe&ivement par ^', />', /•', on aura pareillement

ajoutant enfin la troifieme, la cinquième, &: la fixicme ,
multipliées refpectivement , /,/*', <?', on aura

« r> = Cr1 — г G p' — ï

Sc ces trois équations étant combinées avec l'équation de
condition ,

/* -+- f -H r" = ï ,

ferviront à déterminer les quatre inconnues a, /', ^ /.
Les deux premières équations donnent

fubftituánt ces valeurs dans 1л troifieme, pn aura, après
avoir divifé par р'л cette équation en et,

laquelle étant du troifieme degré , aura néceiTairement une
racine réelle.
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Les mêmes valeurs étant fubftituées dans la quatrième
équation , 'on en tirera celles de^7, y7, / en *, lefquellés,
en. faifant pour abréger,

(*)=. (A—

feront exprimées ainfi,

. 4 -f- --« , 4-г — л , (A
P . , < '

Si on fait de nouveau les mêmes combinaifons des équa-
tions, ci-deffus, mais en prenant pour multiplicateurs les quan-

;tités p"\ q"9 r"9 à la place! de p'9 q'-> r*9 on en tirera ces
équations-ci ,

ßp" =s Ар"— г Ff— i Gr",

ßr".= Cr"— г G p11 — г H q" у

qui étant jointes à l'équation de condition//'*-^ q"*-+- г"л= г,
ferviront à déterminer les quatre inconnues ß9 p"9 q"9 r" ;
& comme ces équations ne diffèrent des précédentes, qu'en
ce que ces inconnues y font à la place des premières in*
connues a , p'9 q'9 r*, on en conclura fur le champ que l'équa-
tion en ß, ainíi que les expreffions de p"9 q"9 r" en ß feront
les mêmes .que celles que nous venons de trouver en *.

Enfin fi on. réitère les mêmes opérations л mais en pre-
nant p'", fy-r"' pour multiplicateurs, on trouvera de même
les trois équations,

.-.i.Ff1— г G /"',
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? j"** B f— iFp'''—г Ur1",

auxquelles en joindra l'équapion р"1г -t- q'"1 Ч-r"'1 — i ; ßc
comme ces équations font en tout femblables aux pré-
cédentes, on en tirera des concluions analogues.

On concluera donc en général que l'équation en <* trouvée
ci-deiTus, aura pour racines les valeurs des trois quantités
«, /3, 7, & que ces trois racines étant fubftituées fucceflî--
vement dans les expreffions de /, g', r' en л , on aura tout
de fuite les valeurs de/', j', /•', de/", ?", r", & de/", ?'", /";
de forte que tout fera connu moyennant la réfolution de
l'équation dont il s'agit.

Au reite , comme cette équation eil du troifieme degré,
elle aura toujours une racine réelle, qui étant prife pour *,
rendra auffi réelles les trois quantités /, ^', /. A l'égard des
deux autres racines ß & 7, fi elles étoient imaginaires, elles
feroient, comme l'on fait, de la formel •+- c \ f— ï ôc
Ъ — c V — i j de force que les quantités y", g", r" qui font
des fonctions rationelles de /з , feroient auffi de ces formes ,
m •+• n У — ï , m' -H dV— ï , m"-+- n" }f — ï ; & lee quantités
/"»$"'? r'"9qm font de femblables fondions de p feroient des
formes réciproques m — n\s — r $ m' — «V— i , m!' — n!'\f — ï ;
donc l'équation de condition p"p'" •+• cj' <[" -f- r" r1" => о ,
deviendroit щ*+п

л-*- т'г-+- п'*-ь-т"*-\-п"г = о , & par confé-
quentímpoílible tant que m , n , m\ /г', т"^ n" feroient réelles;
d'oîi il s'enfuir que ß ОС у ne peuvent être imaginaires.

Pour fe convaincre directement de cette vérité , d'âpres
l'équation même dont il s'agit , je mets cette équation fous
h forme
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j'y fubílitue fucce/fivemeiit , au Jieu de <*, les 'deux autres
racines ß Sc ?, 6c je retranche les deux équations réful-
tantes l'une de l'autre; j'aurai, après les réductions 6c la
diviiion par ß — y , cette transformée

laquelle,, eft réductible à. cette forme,

FG)

qu'on voit être la même chofe que l'équation p1' ' p"' '4- g'' d"
ц- т" r'H =3 o3 6c qui fournit par conféquent des conclu-
fions femblables,

Donc les trois racines < * , £ , * feront riéceíTairement toutes
réelles, de les . neuf coëfiîcjens y, y', r', p", &P, qui font
des fonctions rationelles de ces racines, feront réels au/ïï.

44« Nous venons de déterminer les valeurs de ces cocf-
ficiens, enforte que Ton ait^o1-*- ̂ ан-г*= з?-*-у* 4- ^, &

7*=^ _±^ — ^y "^Y? . • or en fai/ànt varier fucceffivement

p, q, rt on aura., à c^ufe que x,-/, % font fonctions de
ces variables,

dT



S E C O N D E P A R T I E . 4 0 1

fT dx

d T dx . dy , dz

- -

d T d x dy dt
— =="** -ТГ-1-^ — Ч-ПТГ*

mais x « p1 p -h ç'^ ^ /r, y — //> 4- ^"^ -H /V,

^==p'"p-+-q".' ̂  4- r"' r, comme on Га dëja vu plus haut;

Aibftituant ces valeurs , on aura donc

j T1

4^ =/•'«*.+./'
dr

' De forte qu'en vertu des équations de condition entre
les coëfficiens /, q'> r, />",&c, on aura

Par çonféquent les trois équations finales de l'article 41
fe réduiront à celles-ci

Eec
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lefquelles font, comme l'on voit, tout-à-fait femblables à
celles de l'article 41, les quantités x, y, /[, л , ß , y répon-
dant aux quantités/, ^, r, A^ J5, C.

D'où il fuit que fi on fait., comme dans l'article cité,

f

on aura entre les variables se, y, ^, u , t 9 les mêmes for-
mules que l'on avoit trouvées entre" ̂ , л , г > » , г , en chan-
geant feulement A, B, C, en л, /з, >-.

Ayant ainfi les valeur» de ac, y , ^ en « ou í, on ajira les
valeurs complettes âe.p , «7, r par les formules de l'article 43,

4 5 . Les quantités/? , q , r ne fuffifent pas pour déterminer
toutes les circonstances du mouvement de rotation du corps,
elles ne fervent qu'à faire connoître fa rotation inftantanée,
T, /r т dp <îO dR -ï >
EneflEèt.pmfque/»«-^, ?=-^f , /• •=* -77- , il s en-

fuit de ce qu'on a vu dans l'article 16 que l'axe fpontanée
de rotation , autour duquel le corps tourne à chaque inftant ,
fera avec les axes des coordonnées«, ò, c, des angles dont

les coiînus feront refpe&ivement — . , p - - . . . .г У ( p*-\- j1 -ьг1; У

rr , ,, , — ̂ -r -- — - , & que la vîteffè angulaire
r 9 / 1 - 1 - í - - r í 9 - 1 ö

autour de cet axe fera repréferitée par
Pour la connoiiTance complette de la rotation du corps ,

il faut encore déterminer les valeurs des neuf quantités
£'> и/» Г, %" > &c , d'où dépendent celles des coordonnées
|, », Ç, lefquelles donnent la pofirion abfolue de chaque
point du corps dans Î'efpace relativement au centre de gra-
vité regardé comme immobile (art. 34); c'eft ce qui de-
mande encore trois intégrations nouvelles.
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Pour cec effet je reprends les formules différentielles de

l'article 27, & mettant pd t y qdt, rdt9 au lieu de dP,

9 .dR, j'ai ces équations,

... (С)

ас. autant d'équations femblables en «', и", •/"•, &eh Ç7, £", £"',
en changeant feulement | en » Se en Ç.

Ces équations étant comparées avec les équations différen«.
// T" d T

tielles ( J ) de l'article 40 , entre les quantités — — , -^ — ,

—, — , il eft vifible qu'elles font entièrement femblables , de

forte que ces quantités répondent aux quantités |', £", !'",
comme auffi aux quantités »', «", «'", Se aux quantités
y/ yll y///
b j S t t •

D'où je conclus que ces dernières variables peuvent
Être regardées comme des valeurs particulières des variables

T^ > ~r~ » -77- i & qu'ainfi , puifque les équations entre

ces variables font fimplement linéaires, on aura, en pre-
nant trois conftant.es quelconques / , m , n , ces trois équa-
tions Intégrales complettes ,

E e e
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or en combinant ces trois équations avec les fix équations
de condition entre les mêmes variables f, У, &c, il fèmble
qu'on pourroit déterminer ces variables, qui font en ,to,ut
au nombre de neuf;, mais en confidérant de plus près les
équations précédentes^ il eil facile de fe convaincre qu'elles
ne peuvent réellement tenir lieu que de deux équations;
car en ajoutant enfemble leurs carrés, il arrive que toutes
les inconnues £', »', £"9 &c , difparóiíTent à la fois en vertu
des mêmes équations de condition (arc. 15); de force que
l'on aura fimplement l'équation

laquelle revient , comme l'on voit , à la première des deux
intégrales trouvées plus haut (art. 41 ); & la còmparaiforr
de ces équations donnent f1 = l* -4- m* -4- /z% enforce que
parmi les quatre confiantes/, /, m, я, il n'y .en a que trois
d'arbitraires,

D'où l'on doit conclure cjue la folution complette - de-
mande encore une" nouvelle intégration, à laquelle il faudra
employer une quelconque des équations différentielles ci-
deflus , ou une combinaifon quelconque de ces mêm'es
équations.

46. Mais on peut rendre le calcul -beaucoup,, plus -gé-
néral & plus fimple, en cherchant dire&ement les valeurs
des coordonnées mêmes I, », £, qui diécèrminent immédia-
tement la pofidon abfolue d'un point quelconque du corps,
pour lequel les coordonnées relatives -дих axes -du corps,
font a y A, c.

Pour cela , j'ajoute eflfenible les trois équations intégrales
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trouvées ci-deíTus,après avoir multiplié la première par
a , la 'féconde par £., la troifieme p a r c ; ce qui donn'e
(art. 12), cette équation,

dT , s < dT
—.+В— + С -7Г.

Or on a déjà par la nature des quantités ? , « , £ , (art. 13).

|« ̂  y H- Ç» = a'-h £*.44c'.

Enfin on a aufli (art. 28) en mettant pdt, qd t> rdt
au lieu de d P л dQy dRy & faifant a, Ьу с conftàns л

+ frr-c p f

Ainfí voilà trois équations d'où l'on pourra tirer les va-
leurs de £ , « , £, moyennant une feule intégration.

Erifuite il on vouloit connoître féparément les valeurs de
£'» и/> C'y %"* &c > i^ n'y auroit qu'à fuppoier dans les expref-
iions générales de Ç, » , Ç , les confiantes a t= ï , £ = o,

Suppofons pour abréger

Т — * dT J- A dT ^f

 dT

L=* a— •*-* — ̂ C ~

M= a1 -Ь 51 Ч- с* ,

N=*(ct~b r)*+ (ar— cff-

on aura donc à réfoudre ces trois équations ,

/ Ç ч- m « Ч- я í =• Z ,
54, „» 4- Ç» « Jf ,
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dans lefquelies M eft une confiante donnée, Lt N9 font
fuppofées connues en fondions d e i , 6 c / , / n , n font des
confiantes arbitraires.

J'obferve d'abord que iî /, &c m ëtoient nulles à la fois ,

la première équation donneroit £ = - • &; cette valeur

étant fubftituée dans. les deux antres, on auroit

équations très-faciles à intégrer, .en faifant £ = p cof e,
a s = p ï i n Q t ce qui les change en ces'deux-ci,

_ _
f

dont la pre.mi.ere donnera la valeur de f , & dont la féconde
donnera l'angle о par l'intégration de cette formule

Suppofons maintenant que /, & m ne foient pas nulles,
Se voyons comment on peut réduire ce cas au précédent.

Il eft clair que fi on fait /£ -н/яи t= ^ ]//* m ,

/«I — Zn—y y f-t-tn* , on aura également . . . ,

|» -b»1 =: х'-ьУ*, 6с с/Гч-í/«2 « dx* -н í/У; ainfi les
équations propofées fe , réduiront d'abord à cette forme,

x *- r? -b n ç ~ L ,

x* Ч-у Ч- Ç» = M,

дг
SSI •"•
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Si on fait enfuite

x ? ч-тя1 •+• я С,

ЯХ

on aura encore *a -t- £*= f -ь и» , & do? ̂  dÇ = </ f ч- ̂ ив

donc on aura ces transformées э

-t- л" « L9

и"

_ дг
-*» >

qui font, comme l'on voit , entièrement femblables à celles
que nous venons de réfoudre ci-deiTus ; enfof te qu'on aura
pour u, y t ^, les mêmes expreflions que nous avons trou-
vées pour Ç, », £, en y changeant feulement л en . .

Ces valeurs étant connues, on aura les valeurs générales
de % л и , Ç, par les formules

7Л'

47- Telle eft, fi je ne me trompe, la folution la plus
générale, Se en même tems la plus fimple qu'on puiile
donner du fameux problême du mouvement de rotation des
corps libres ; elle eft analogue à celle que j'ai donnée dans
les Mémoires de l'Académie de Berlin pour 1773 , mais
elle eft en mcme-tems plus directe & plus fimple à quelques
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égards. Dans celle-là je fuis parti de trois équations inté-
grales qui répondent aux équations (D] de l'article 45 ci-
deiTus, équations qui m'avoient été fournies directement
par le principe- connu des aires 6c des momens, ôc aux-
quelles j'avois joint l'équation des forces vives T= h* (art. 4,1).
Ici j'ai déduit toute la folution des trois équations différen-
tielles primitives, & je crois avoir mis dans cette folution,
toute la clarté, &•((! j'ofc le dire) toute l'élégance dont
elle eft fufceptible; par cette raifon je me flatte qu'on ne
me défapprouvera pas d'avoir traité de nouveau ce problême,
quoiqu'il ne foit gueres que de pure curioiîté, fur-tout ,
fi comme je n'en doute pas, il peut être de quelque utilité
à l'avancement de Panalyfe.

Ce qu'il y a, ce me femble, de plus remarquable dans la
folution précédente, c'eft l'emploi qu'on y fait des quan-
tités ?', »', £', £", &c, fans connoître leurs valeurs, mais feu-
lement les équations de condition auxquelles elles font fou-
inifes, quantités qui difparoiflent à la fin tout-a-faitdu .calcul ;
îe ne doute pas que ce genre d'analyfc ne puifle aiiffi être
utile dans d'autres occafions.

Au refte, fi cette folution eft un peu longue, on ne doit
l'imputer qu'à la grande généralité qu'on y a voulu confer-
ver ; OC l'on a pu remarquer deux moyens de la fimplifier,
lam en fuppofant les confiantes F, G, H nulles (art. 4.2),
£c l'autre.en faifant nulles les comptantes l Si m (art. 46).

'• -Lar première de ces deux fuppofitions avoit toujours été
regardée comme i.indifpenfable pour parvenir à une folution.
cprnplette du problême, jufqu'à ce <Jue je donnai dans mon
Mémoire de 1773 Ia maniere de s'en paiTer^ cette fuppofî-

tion
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tion confifte, en effet, à prendre роцг les axes des coor-
données <z, b,9 c, des droites, telles que les fommcs S ab Dm ,
Sac D m, She D m foient nulles (art. 3*6); & M. Ец1ег а
démontré le premier que cela eft toujours poiïîble , quelle
que foie la figure du corps, ÔC que les axes'ajnfi déterminés,
font des axes de rotation naturels , c'eft-à-dire , tels que le
corps peut tourner librement autour de chacun d'eux. Mais
quoiqu'on puifle toujours trouver dés axes qui aient la pro-
priété dont il s'agit , &C que d'ailleurs la pofition des axes
du corps foit arbitraire, il n'eft pas indifférent d'avoir -une
folution toût-a-fait directe & indépendante de ces confide-
rations particulières.

La féconde des deux fuppofitions dont il s'agit, dépend de
la, pofition des axes des coordonnées £, «, Ç, dans Tefpace,
pofition qui étant pareillement arbitraire , peut toujours être
fuppofée telle que les confiantes / oc m deviennent nulles,,
comme on peut s'en convaincre directement d'après les ex-
preffions générales de £, «, Ç que nous avons trouvées.

48. En fuppofant F3 G, Я nulles, on a, comme on
l'a vu dans l'article 41,

dT __ Л „ <!Т Ъ* dr Г__- = У У / , -^ «-»í, — = C r y .

& ces valeurs étant fubftituées dans les trois équations
différentielles (A}^ il vient celles-ci,

dp-\ — ~ qr dt— o, dq-\ — ~prdts=o, dr-\ ~

lefquelles s'accordent avec celles que M. Euler a employées
dans la folution qu'il a donnée le premier de ce problème

F f f
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(voyez les Mémoires de l'Académie de Berlin pour 1758);
pour s'en convaincre, il fuffira d'obferver que les confiantes
A, J?, С ( art. 36 ), ne font autre chofe que ce que M. Euler
nomme les momens d'inertie du corps autour des axes des
coordonnées à, Ъ , с, & que les variables p , q, r dépendent
du mouvement inftantané & fpontanée de rotation , de ma-
nière que il on nomme * , & , y , les angles que l'axe autour
duquel le corps, tourne fponranément à chaque inftant,
fait avec le? axes des a, b , c, & f la vîteiTe angulaire de
rotation autour de cet axe, on- a ( art. 45 ),

p = ? cof * , q s= p cof /3, r =* p cof ?.

A l'égard des autres équations de M. Euler, lefquelles
fervent à déterminer la polition des axes du corps dans
l'efpace, elles fe rapportent à nos équations (C) de l'article
45. En effet , comme les neuf quantités I', »', £',!"., &c,
ne font autre chofe que les coordonnées rectangles des trois
points du corps pris dans fes trois axes à la diftance ï du
centre ( ce qui fuit évidemment de ce que ces quantités
réfukent des trois f, »,£,en y faifant fucceffivement 0=1/,
3 = o, с=гя о, enfuite a=±=o ,^=i ,c==o,& enfin л=о,
^ = o , c r = i ) > il eft clair que iî on défigne, avec M. Euler,
par /, m, n les complémens des angles d'inclinaifon de ces
axes fur le plan fixe des Ç 6c », ôc par A, /л, f, les angles que
les proje&ions des mêmes axes font avec l'axe fixe des •£, on
aura ces expreffions,

r= cof/, „' e f i n / f i n x , É ' = fin /cof A,

£"== cofw, »" == fin/cfm/*, |" = fm/tf cof/*,

Ç7"« cof л , «"'=: fin л fin v, %» = fin я cof и ;
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& par le moyen de .ces fubilicutions, on trouvera aifémenc
les équations auxquelles M. Euler eft parvenu par des conii-
dérations géométriques 8c trigonométriques.^

4 9 • Au re^e > en adoptant a la fljis les deux fuppofîtions
de F, G, Я nulles, & de /, m> nulles auffi, on aura la fo-
lution la plus fimple par les trois équations ( D ) de l'article
45, en y iubftituant les valeurs de £% £", £"' & de p, ^ r
en <py 4, « (arc, 30, 37). Car on aura de cette manière
ces trois équations du premier ordre,

* fin a> fm u d J/ Ч- cof л <í *' ~ -.
Л j-t е=з Л fin 9 fill и ,

т> cof л fin « í/ 4/ — fin л if « /- л
J5 j ae Л COÍ ф fin M ,

lefquelles fe réduifent évidemment à celles-ci,

n d t — A d ï = -ungçfm. '*

. _* . R tang Ç d el
П dt ti U 4 eaa — . fin ^ 9

Or fi on élimine dt & ^4, en ajoutant enfemble ces
trois équations, après les avoir multipliées refpe&ivement
par C— 5, ^f— C, 5 — ̂ i, on aura l'équation

laquelle Ге réduit à cette forme,
F f f
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tafã* __ C (B- A) d f _
fin« и / л п\ . A ( C — l t ) 9

où les variables font f^parées. ,

Le fécond membre de cette équation ,

,, , CCS — A ) f i n ç c o C i f d i f >
& change: en "В(А^С)Ы^_ A ( c _ M}-eerf>. 9

ou encore en ^^ C(Â^B}^C'A-A)^Í i

donc, en intégrant logarithmiquement, & paiTant enfuite

des logarithmes aux nombres, on aura

К étant une confiante arbitraire; .' .....

or rang 9 es» y ( *. "~cp г~ \} donc fubilituant la valeur

précédente , on aura

tang <? «

&c mettant cette valeur de' tang ? dans les deux premières
équations différentielles , on aura

Ad» -t / / i B f C — >4)iîn4 l
î-t-Ad» -t / / i

= -7 — l/ (lin a * \ i 7^(Б — С y fin «ï1 —

o1— K

l l- — ;г- -- ~ —n «
(* А ( В C î ^ o 1 — K Ч
l- — ;г-г̂  -- T~r — — ~гг- / *\ ï B (C —A, fmu 1 -+- K / 9

équations, où les indéterminées font féparées, & qui étant
intégrées, donneront t &c 4 en fondions de «.

Cette folution revient à celle que M. d'Alembert a donnée
dans Je tome quatrième de fes Opufcules.



S E C O N D E P A R T I E . 4 1 ̂
5*0. Venons au fécond cas ou l'on fuppofe le corps grave

fufpendu par un point fixe, autour duquel il peut tourner
librement en tout fens. En prenant ce point pour le centre
du corps, c'eft-à-dire,pour l'origine commune des coordon-
nées £, «, ç 8с я, £, с, & fuppofant les-ordonnées £ ver-
ticales , & dirigées de haut en bas, oh aura pour le mou-
vement de rotation du corps, les équations (B) de l'article
40. Ces équations fout plus compliquées que celles du cas
précédent, à raifon des termes multipliés par les quantités
S a d m , SbD m , Sc D m, lefquelles ne font . plus nulles ,
lorfque le centre du corps dont la pofition eft ici donnée,
tombe hors de fon centre de gravité ; on peut, néanmoins
encore faire évanouir deux de ces quantités, en faifant
paffer par le centre de gravité l'uri des axes des coordonnées
я, £, c, dont la pofition dans le corps eft arbitraire; ce
qui fimplifiera un peu les équations dont il s'agit.

Suppofons donc que l'axe des coordonnées c palFe par le
centre de gravité du corps; on aura ajors par les propriétés
de ce centre , S a D m = о , S b D m = ot & fi on nomme
k la diftance entre. Je centre du corps л qui eft le point de
fufpenfion, Se fon centre de gravité, il eft vifible qu'on
aura aufli S k — с) Dm = o; donc Sc U m r= S k D m =
k D m = k m, en nommant m la maiTe du corps.

Faifant ces fubftitutions, & mettant К pour km , on aura

les trois équations fiiivantes,
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d dl
' dp
dt

d.£Ldq
dt

d.^L
' ir

dt

--*•$

••4- r •

- •* - /» •

dT dT
d, ~~ r~Tï~

4L — n dT
7Г. •Р'ТГ

dT IT
dq * dp

"\

• 4-̂ '=o J

f

Jfy/ \
A.Ç=:O f

1

1
• — o, J

lefquelles

Г « - + Cf) - r

•51. On peut d'abord trouver deux intégrales de ces équa-
tions en les ajoutant enfemble , après les avoir multipliées
refpecHvement par p , q 9 r, ou par f, "£", Ç"'; car à caufe

de ^= Г^/- — Г ?; ̂ /, ̂ C" = ^/;/ - Vr)dt 9 dt"=*
-> (art. 27), on aura ainfi les deux équations

dont les intégrales font

P TT -ь
v/ dT . ...

«/Г ~hr ~^

-7
w/ d T

T'—K?"=f,

~.h.

f & h étant deux confiantes arbitraires.

Il paroît difficile de trouver d'autres intégrales , & par
conféquent de réfoudre le problème en général. Mais on y



S E C O N D E P A R T I E .
peut parvenir, en fuppofant que la figure du corps foit a£-
fujettie à des conditions particulières.

Ainiî en fuppofant .F=o, (?=о эН= о, & de plus

A— В, on aura —g — = Ap, — — = A y , & la troifieme
j -т«

des équations (E-) deviendra d. -3— = o, dont l'inté-
//71

grale eft —y— =a conß.

Ce cas eft celui où J'axe des ordonnées c, c'eft-à-dire,
la droite qui pafle par le point de fufpenfion , & par le
centre de gravité, eft un axe naturel de rotation, & oti
les momens d'inertie autour des deux autres axes font égaux
( art. 48 ) ; ce qui a lieu en général dans tous les folides de
révolution, lorfque le point fixe eft pris dans Taxe de ré-
volution. La folution de ce cas eft facile , d'après les trois
intégrales qu'on vient de trouver.

En effet, puifque Г=-̂ 1±£1.-ь ^ileftvifîble

que ces trois intégrales fe réduiront à cette forme

h - > n étant des confiantes arbitraires.

Donc fi on fubfti tue pour £', £", £'", & pour />, q, rieurs
valeurs en fonctions de ?>, 4> w> (art. 30, 37), on aura ces
trois équations,

. /^ * vi *•-b C/z* — г A cof „ sas г/,
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dt

d «в Ч- cof a d 41

- _ -- = Л,

lefquelles ont r comme l'on voit -, l'avantage que les angles
finis 4 Ce 9 ne s'y trouvent pas.

La féconde donne d'abord

h— C n cof a
dt ~ .4 fin a1 »'

& cette valeur étant fubftituée dans la première, on aura

, A fin ad» __ _ .

' == y (Айлм г (*f — C^t-iKcoCaj — C / i — C n c o C a i y j >

enfuite la féconde &; la troifieme donneront

(h — C n cof а ) da,.

" "*

__ __
m «l С г/— Сл1 -h г Л' cof *)— ( h — C n cof e)1 ; '

4я — kcoCj __ .<я — coa •+• - r n c o g o __ .
? fin »yi (A&a.** ( г f— Сг?->ггК cof«) — (h — (n cof«/ j *

équations où les indéterminées ^fònt fépárées , mais dont l'in-
tégration dépend en général de la rectification des fe&ions
coniques.

5 2. Reprenons les équations (£ ) ,&• fubftituons-y les

valeurs de 4^-, -££-. -2f- en », 0. r, elles deviendront .
dp ' < / ç ' rfr /^ » a ' '

= o.
Dans
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Dans l'écat de repos du corps les trois quantités y, ç, /-,.
font nulles, puifque K f/»* H- f -H r1 j e& Ia vîteiTe inftan-
tanée de rotation ( art. 45 ) ; donc on aura alors £'.—.: о л ос
£"= о ; énforte qu'à caufe de Г Ч- £"* Ч- Г1 = ï , & par
conféquent de '(" — i , l'axe des coordonnées ç coïncidera
avec celui des ordonnées c; c'eft-à-dire , que ce dernier axe
qui paífe par Je centre de gravité du corps,- ßt que nous
nommerons dorénavant l'axe du corps, fera vertical; ce qui
eft l'état d'équilibre du corps ; &t cela4e voit encore mieux
par les formules de l'article 3 о,. lesquelles donnent fuvp
fin ы = о , cof 9 fin v s== о , & par conféquent u t= o , » étant
l'angle des deux axes des coordonnées с & £.
£ Si donc en fuppofant le corps en mouvement, on fup£
pofe en mêrhe-rems que fon axe s'éloigne très-peu de là
verticale, enforte que l'angle de déviation, w demeure tou-
jours très-petit, alors les quantités £'.& .Ç" feront très-petites,
& l'on aura le cas où le corps ne fait que de très-petites
ofcillations autour de la verticale, en ayant en même-tems
un mouvement quelconque de rotation autour de fon axe.

Ce cas qui- n'a pas encore été réfolu peut " l'être facile-
ment Se complètement par nos formules. Car en regardant
Ç' & Ç" comme très-petites du premier ordre, Se négligeant
les quantités très-petites du fécond ordre & des ordres fui-
vans, on trouve, par les équations de condition de l'article

15, ?'" =. ï, f//; = - ?4' - Г ç;/, »'" == - ^ — «'Г, &
|/l Ч- Г = ï, «7*4- «"*= i, Г и'-Ь t" »''= о ; donc е'=з fia » л

1"= cof7r,„':= fin ô, «''^ cof û, & coff?r— â /= o;
d'où w == 90° -b â, & par conféquent V = cof fl, I"— —fin P.-
Subftituantces valeurs dans les expreflions de dP
de l'article z 3 , on aura df, = ?V ô -+. */ç", ̂  Ç = Ç
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, en négligeant toujours les quantités du fécond
ordre.

Ainfi donc on aura

dP
de dt

2 dt dt .5

dR" , d6
" dt'. ~^" dt У

valeurs qui étant fubftituées dans les équations différentielles
ci-deiïus, donneront, en négligeant les puiiTances 6c les
produits de £' & £" des équations linéaires pour la déter-
mination de ces variables.

Mais avant de faire ces fubítitutions^ on remarquera qu'en
fuppofant '(,' ß£ ç" nuls, les équations dont il s'agit, donnent

r d4 j-, dt* „ j*à ^ d^
~G-T?-^/—= °>~^—~G—== o,

.r, d>6
C — =!0-

Donc puifque C ne fauroit devenir nul , à moins que le
corps ne fe réduife aune ligne phyfique, С étant . . .
= S (a? -+- b1) D m, il s'enfuit qu'on ne peut fatisfaire à ces

équations qu'en faifant —7-7- = о , 6c enfuite ou -jp = о,

ou F = о 8c G = о.

' De là il eft facile de conclure que lorfque £' & ^ ne font
|>as nuls, mais feulement très-petits, il faudra que les va-

leurs de 4^-, ou de F & G foient auiîi très-petites; ce
dt У *
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qui fait deux cas qui ^demandent à être examinés fépa-
rément.

53- Suppoforis' premièrement que -7- f°it 'une. quantité
' " . ' ' \ . £ ' ' ' " • '

très-petite du même ordre que £' &''£"> oh aura , aux qùan-

. . ï г j j » d%' dr<

tites du fécond ordre près , p = , • , ^ = -- -j—- •

Par ces fubftitutions , en négligeant toujours les „'quan-
tités du fécond ordre, &: changeant pour. glu? de . fînjpliçitjé
les lettres £', ^'en j, #, les équations différentielles de l'ar-
ticle précédent , deviendront

. ,
•== О

— 5 J1 j— Fíf lí—

dt*
t=s О.

La dernière donne ~ = -1£±±£Ц & cette valeur

étant fubftituée dans les deux premières ., on aura ces
deux- ci ,

=3 О

dont rintégration eft facile par les méthodes connue».

Qu'on fuppofe pour cela

<^ßJ9 U = y fill Cft^ßJ,
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*, ß, У ч р, étant des confiantes indéterminées; on- aura»
après ces fubftitutions, ces deux équations de condition,,

(AC— G*)f-v(CH—GF).*£ — Ç_,&y*=*Q9

(EC-trF1 )*f->r(CÜ+ G F) y. f — ÀR* = о ъ

lefquelJes donnent

(CH—CF)f l ___ CK — (
« ~ C K — ( A C — G1) f . — , ( CH -j- GF) j»>.-

d'où refaite cette équatioii en p.

в; с +. j.-.- ̂  ; -

с ̂  в — я*; с.нг- (A F \-r-i-B cy c=:o ,
laquelle aura , comme l'on voit , quatre racines égales deux
л deux , 6c de figne contraire.

Si donc on défigne en général par f Sc (f les racines iné-
gales de cette équation, abitraction faite de leur iîgne., ^
qu'on prenne quatre cooftantes arbitraires л , «', ß , ^,, °n

aura en général

-Ь /з "^ rt n r -í-

& par conféquent

Enfin "on'aim en intégrant la râleur de'-JT >
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De forte que l'on connoîtra ainfi toutes les variables en
fonctions de / ; Sc le problême fera réfolti.

Aureile, comme cette folutîon eft fondée fui- l'hypothèfe

que s , и y & —, — foient de très-petites quantités , il faudra ,

pour qu'elle foie légitime, i° que les conftantes *, л' , бС
' h foienc auflî très-petites ; 2°. que les racines p , / foient
réelles & inégales , afin que l'angle t foit toujours fous Je
figne des linus. Or cette féconde condition exige ces
deux-.ci,

(A -ь Б) С •+• F1 — G1 < о ,

4 ((АВ-НУ Сг+(А F1— В G1} С) < ((A+ty C-^F'-G1}1 ;

lefquelles dépendent uniquement de la figure du corps,
& de la iituation du point de fufpenfion.

54- Suppofons en fécond lieu que les conftantes F &
G foient auffi très-petites du même ordre que •£' &' f" ; alors
négligeant les quantités du fécond ordre, Se mettant J, u
à la place de Ç'5 Г", Jes équations différentielles de l'article
51 deviendront

. . H ( d . u d ê — d-s
dt1 dt1 77*

(C — B
dt1.

B ( d . u d t - f s ) F d1 t_ S(á.síê+_#u)-
•dt1 •-• ' r"" dt* """ -,í/í*
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H C u d i — ds ) de
— — - -^ — —

Cd' t
— О.—-_. =3 О.

Л:1

La dernière donne —тт. « о, &,intégrant -^— = n •>

n étant une confiante arbitraire de grandeur quelconque.

Subftituant cette valeur de ~r— dans les deux équations,

on aura celles-ci,

л d- u . тт d1 s
A -г-г- •+• я :тт- Ч-1d í1 ííí1 ^^(

-4- г /гг H- H пг s '

dont l'intégration n'a aucune difficulté.

Qu'on les divife par я% & qu'on y remette »pour plus de
(Implicite, i/o à la place de Wi, en fe fouvenanc que db ,
eft déformais confiant, on aura, en ordonnant les termes,

6c faifant L = -- === -- (art. 50) ,

Pour intégrer ces équations , je commence par Taire dif-
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paroître les termes tout confhms , en fuppofanr s*=zx-+-fy

и —у Ч- h , & determinant les confiantes/", h , enforte que
les termes F & G difparoiflTentj ce qui donnera ces deux
équations de condition,

(C

d'où l'on tirera

/• _ FH— a(c —
•* С— в -t- L ) C^T

_
в -t- L ) (C^TÂ+ Lj'^JF' 9
C H - F ( C - A + L )

& l'on aura en лг, y , 6, les mêmes équations qu'en j, «л о ,
avec cette feule difference que les ternies conftans G, F
n'y feront plus.

Je fuppofe maintenant x = * d " > y = / 2 d " ' j £ t , / 3 , & / étant
des cbnftantes indéterminées, & í le nombre dont le loga-
rithme hyperbolique eft ï ; comme tous les termes des équa-
tions à intégrer contiennent # & y à la premjere dimenfion ,
il s'enfuit qu'ils feront après les fubftitu.tions, tous divifibles

pare ,-& il réitéra ces deux équations de condition,

A~ Б) /-h fí(i Ч- i'JJ'ß = о ,

A — Б) i ч- H (i

lefquelles donnent

de forte qu'on- aura, cn-muJtiplianfr.en croix, cet-ce équa-
tion en /,
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(C-B+LirA i1) (C-A-+-L+B ï)+(C'A-B)* t*-H* fi-w'/^o

laquelle, en faifant ï ч-г* = р, fe réduit à cette forme,

Ayant déterminé p par cette équation, on aura

& la confiante * demeurera indéterminée. Or comme l'équa-
tion en p a deux racines, & que le radical У ff -~ ï) peut
être pris également en plus & en moins , on aura ainfi quatre
valeurs différentes de л г , у , lefquelles étant réunies, fatis-
feront également aux équations propofées , puifque les va-
riables x, _y, n'y font que fous la forme linéaire.. Prenant"
donc quatre conftant.es différentes pour « , on aura de cette
manière les valeurs complettes de x & y , puifque ces va-
leurs ne dépendant que de deux équations différentielles
du fécond ordre, ne; fauroient renfermer au-delà de quatre
confiantes arbitraires.

5 5 • Pour que les expreflîons de AT & 'y ne contiennent
point d'arcs de cercle , il faut que V ( p — \) foit imagi-
naire , & qu'ainfi p foit une quantité réelle & moindre que
l'unité. :

Dénotons par p &: ч- les deux racines de l'équation en P >
fuppofées réelles & moindres que l'unité; & donnons aux

quatre confiantes arbitraires cette forme imaginaire»

01Л— ï —/3^—1 tVria e ue ye > ye

ОЙ
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on aura en faifant ces fubiUtutions 5 & paiTant des expo-
nentielles aux fmus ôc coiinus , ces ^expreffions* complettes
& réelles de x Ьс у.

x =• * Гш (e y ( , — '\) 4. ï)

-b v. fin fô V ( ï — «J •+* » J ,

: л ?=?•>>"*• «л
où * , у , ï3 , • font des confiantes arbitraires , dépendantes
4e Tétât initial du corps.

Ayant ainu x ôc y, on aura*

g-^g— Z.J ,

— C—L)
— "" ^s- с - ; Я - G-; - H1 ?

Donc prenant pour a un angle quelconque proportionnel
au tems, on aura (art.' 5») ces vateuf& des. neuf Variables
£' ' X1 ?" ' Arrç , » > C > Ç > AC ,

$ « Cof ô , „' es fin Ô , f sa j ,

Ç"'« — s cof â -Ь л fin e ,' /" *я -r J fm e — a cof â, Çw « l i

enforte qu'on coHno?tra les coordonnées £, », Ç de chaque
H h h
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point du corps pour un inftant quelconque, (article
Si ; .on ; compare les expreffions précédentes de |', я',

avec celles de l'article 30, on en déduira facilement les va-
leurs des angles de rotation ? , 4 , *> > & l'on trouvera
0-4-4=^, fin <pfîn «=j, cof $ cofw = #; d'où l'on tire;

tang. «==]/• (s1 -h «V, tang? = ~~ 9 4 = ô — ' ?•

Et il eft facile de voir d'après les définitions de l'article 29 ,
que & fera l'inclinaifon, fuppofée très-petite de l'axe du corps
avec la verticale , -que 4 fera l'angle que cet axe décrit en
tournant autour de la verticale, & que p fera l'angle que
le corps même décrit en tournant autour du même axe,
ces deux derniers angles pouvant être de grandeur quel-
conque.

56. Mais il faut í pour l'exactitude de cette folution,
que les variables s & и demeurent toujours très-petites.
Ainfi , non-feulement les confiantes * &: y qui dépendent de
l'état initiai du corps devront être très-petites; mais il faudra
que les valeurs des confiantes F& G t données par la figure
du corps , foient auffi tirés-petites ; & que de plus les racines
P & о- foient réelles & pofîtives , afin que l'angle ô foit tou-
jours renfermé dans des iînus ou cofmus.

Si on fuppofe F — o , G s=> o, favoir, S b c D m = z o t

Sac Dm e= o, on aura les conditions néceflai res pour que
les momens des forces centrifuge» autour de Taxe du corp5»
qui eft en même-tems celui des coordonnées c, fe détrui-
fent , eniorte que le corps puifïe tourner uniformément &
librement autour de cet axe. Ot on fait qu'il y a dans chaque
corps trois axes perpendiculaires entr'eux , Ôc paffant par* te
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centre dé .gravité, lefquels ont cette propriété, 6c qu'on
nomme communément, d'après M. Euler, les axes princi-
paux du corps. Donc puifque nous avons fuppofé que Taxe
du corps paiTe en même-tems par le centre de gravité &c
par le point de fufpenfion\ il s'enfuit que les quantités F
&(? feront nulles, lorfque le corps fera fufpendu par un
point quelconque pris dans un de fes axes principaux.

Donc pour que ces quantités, fans être abfoUiment nulles,
foient'du moins très-petites, il fAra que îè 'point de: fuf.
penfion du corps foit très-près d'un de fes axè's principaux ;
c'eft la première condition néceflaire pour que Гахе da
corps ne faiTe que de très-petites ofcillations autour de la
verticale , le corps lui-même ayant d'ailleurs un mouvement
quelconque de rotation autour de cet axe.

L'autre condition néceÎTaire pour que ces ofcillations foient
toujours très-petites, dépend de l'équation en p, & fe ré-
duit à celle-ci,

(A —t — L)(B-C~L}-H l

~ ; TB^THÏ '— -> °-
lefquelles dépendent à la fois de la fituation du point de
fufpenfion ôc de la figure du corps.

57- La folution que nous venons de donner, embraiTe
la théorie des petites ofcillations des pendules dans
toute la généralité dont elle eft fufceptible. On fait que
Huyghens a donné le premier la théorie des ofcillations

H h h z
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.circulaires; feu M. Clairaut y a ajouté enfuite. celle des'of-
cillations coniques 3 qui ont lieu lorfque le pendule étant
tiré de fa ligne de repos, reçoit une impulfïon dont la
direction ne paffe pas par cette ligne. Mais fi le pendule
reçoit en même«tems un mouvement de roçation autour :de
fon axe, la force- centrifuge produite par ce mouvement
pourra déranger beaucoup les ofcillations3 foit circulaires,
foit coniques ; oc la détermination de ees nouvelles ofcilla-
tions eft un problême qui n'avoit pas encore été réfolu com«
piètrement, & pour des pendules de figure quelconque,
C'eft la raifon qui m'a déterminé à m'en occuper ici.

S E P T I E M E S E C T I O N.

Sur les Principes de. l'Hydrodynamique.

l_jA détermination du mouvement des fluides eft l'objet
de l'Hydrodynamique; celui de l'Hydraulique ordinaire fe
téduit à l'art de conduire les eaux, & de les faire fervir au
mouvement des machines. Cet art a dû être cultivé de tout
tems, pour le befoin qu'on en a toujours eu; ôc les anciens
y ont peut-être autant excellé que nous, à en juger par ce
qu'ils nous ont laiffé dans ce genre.

Mais l'Hydrodynamique eft une fcience née dans ceiïecle.
Nevton a tenté le premier de calculer par les principes de
la Méchanique, le mouvement des fluides ; & M. d'Alem-
bert eft le premier qui ait réduit les vraies lo.ix de leur
mouvement à des équations »nautiques. Archimede &



S E C O N D E P A R T I E . 4 2 9

Galilée ( car l'intervalle qui a féparé ces deux grands .génies,
difparoîc dans l'hiftoire de la Méchanique) ne s'étoient oc-
cupés que de l'équilibre des fluides.

Torricelli comnfença à examiner le mouvement de l'eau
qui fort d'un vafe par une ouverture fort .petite, & à y
chercher une loi. Il trouva qu'en donnant au jet une direction
verticale, il atteint toujours à très-peu-près le niveau de Peau
dans le vafe ; &c^ comme il eft à préfumer qu'il l'atteindroit
exactement fans la réiîftance de l'air & les frottemens , Tor-
ricelli en conclut que la vîteile de l'eau qui s'écoule eft la
même que celle qu'elle auroit acquife en tombant librement
de la hauteur du niveau, &: que cette vîteiTe. eft par conféX
quent proportionnelle à la racine quarrée de la même hauteur.

Ne pouvant cependant parvenir à une démonHration ri-
goureufe de cette propofition, il fe contenta de la donner
comme un principe d'expérience, à la fin de fon Traité de
Motu'naturaliter accelerato, imprimé en 1643. Newton en-
treprit de la démontrer dans le fécond livre des Principes
mathématiques qui parurent en 1687; mais il faut avouer
que c'eft l'endroit le moins fatisfaifant de ce grand Ouvrage

Si on confidere une colonne d'eau qui tombe librement
dans le vuide, il eft aifé de fe convaincre qu'elle doit prendre
la figure d'uli conoïde formé par la révolution d'une hyper-
bole du quatrième ordre autour de l'axe vertical ; car la
vîtefle de chaque tranche horizontale eft d'un côté comme
la racine quaVrée de la hauteur d'où elle eft defcendue, 6c
de l'autre elle doit être par la continuité de l'eau л en raifon
inverfe de la largeur dé cette tranche, & par conféquent en
raifon inverfe du quarre de fon rayon ; d'où il réfulte
que la portion de l'axe Qul'abicifle qui repréfentela hauteur,
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eft- en raifon inverfe de la quatrième puiiTance de l'ordonnée
de l'hyperbole génératrice. Si donc on fe repréfente un vafe
qui ait la figure de ce conoïde, &: qui- foit entretenu tou-
jours plein -d'eau ,'ôc qu'on fuppofe le mbuvement de l'eau
parvenu à un-^état permanent ;• il eft clair que chaque par-
tàeúle d'eauy defcendra comme fi elle étoit libre, 6c qu'elle
aura par conféquent au fortir de l'orifice , la vîteflè due à la
hauteur du vafe de laquelle elle eft tombée.
- Or Newton imagine que l'eau qui remplit un vaiè cylin-
drique' vertical, percé à fori fond d'une ouverture par laquelle
elle s'échappe, fè partage naturellement en deux parties,
dont Гцпе__еЛ ieule__er^ mouvement , ôc a la figure du co-
noïde dont nous venons de parler , c'eft ce qu'il nomme Ц
catara£te ; l'autre eft en repos , comme ii elle étoit glacée»-
De cette manière il eft clair que l'eau doit s'échapper avec
une vîteiTe égale à celle qu'elle auroit acquife en tomWmt de
la hauteur" du vaíê , comme Torricelli l'avoit trouvée par
l'expérience. Cependant Nerwton ayant rhefuré la quantité
'd'eau fortie dans un tenis donne , Se l'ayant comparée à la
grandeur de l'orifice, en avoit conclu, dans la première édi-
tion de fes Principes , que Ja vîtefle au fortir du vafe ri étoit
due qu'à la moitié de la hauteur de 'l'eau dans le vafe.
Cette erreur venok de ce qu'il n'avoit pas d'abord fait at-
tention à la contraction -de Ja veine; il y eut égard dans Ь
féconde édition qui parut en 1714, & il reconnut que la
tion la plus petite de la veine étoit à l'ouverture du
peu près comme ï à V г ; de force qu'en prenant
feition pour le vrai orifice . la vîtefle doit être aug^entee

'

dans la même raifon de ï à *V г , & répondre y *г

quent -à la hauteur entière de l'eau. De cette-'nianierê
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théorie fe trouva rapprochée de l'expérience, mais elle n'en
devint pas pour cela plus exacte ; car "Ja formation, de la ca-
taracte ou vafe fictif dans lequel l'eau eft fuppofée fe mou-
vpir, tandis que 1'еац laíérale demeure,, en repos, eft évi-
demment contraire aux loix connues de l'équilibre des fluides;
puifque l'eau qui tomberoit dans cette, cataracte, avec toute
la force de fa pefantëur, n'exerçant aucune preflîon latérale,
ne fauroit réfifter à celle du fluide ftagnant qui l'environne.

Vingt ans auparavant Varignoo airoiç douné à Г Académie
des Sciences de Paris, une explication plus naturelle ôcplus
plaufible du, phénomène dont il s'agir. Ayant remarqué que
quand l'eau s'écoule d'un vafe cylindrique par une petite
ouverture faite au fond, elle n'a dans le vafe qu'un mou-
vement très-petjt 6c fenfibiemenc uniforme pour toutes les
particules, il en conclut qu'il ne s'y faifoit aucune accéléra-
tion , & que la partie du fluide qui s'échappe à chaque inf-
tant , recevoic tout fon mouvement de la preffion pro-
duite par le poids de la colonne de fluide dont elle eft la
bafe. Ainfî ce poids qui eft comme,la largeur de l'orifice
multipliée par la hauteur de l'eau dans le vafe, doit être
proportionnel à là quantité de mouvement engendçëerdans
la particule qui fort à chaque inftant par le même orifice.
Or .cette quantité de mouvement eft» comma l'on fait ^ pro-
portiomielle à la vîteiïè & à la maiTe, & la maflè eft ici
comme le produit de la largeur de l'orific^ par le petit efpace
que la particule parcourt dans Pinftant donné, efpace qui eft
évidemment proportionnel à la vîteiTe même de cette par-
ticule ; par conséquent la quantité du mouvement dont il
s'agit, eft en raifon de la largeur de l'orifice multipliée par
le quarre de la vîteiTe. Donc enfin, la hauteur de l'eau dans
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le vafe eft proportionelle au quarre de la yîteiTe avec laquelle
elle s'échappe, ce qui eft le théorème de Torricelli.

Ce raifonnement a néanmoins encore quelque chofe de
vague; car on y fuppofe tacitement que la petite maiTe qui
s'échappe à chaque inftant du vafe , acquiert brufquement
toute fa vîtefle par la preiîîon de la colonne qui répond à
l'orifice. Or on fait qu'une preflion ne peut pas produire
tout-à-coup une vîteiïe finie. Mais en fuppofant, ce qui eft
naturel, que le poids de la colonne agiiTe fur la particule
pendant tout le tems.qu'elle met à fortir du vafe, il eft clair
que cette particule recevra un mouvement accéléré, donj: la
quantité, au bout d'un terns quelconque, fera proportion-
nelle à la preiîîon multipliée par le tems. Donc le produit du
poids de la colonne par le' tems de la fortie de la particule,
fera égal au produit de la maiTe de cette particule, par la vi-
teiïe qu'elle aura acquife; & comme la mafle eft le produit
de la largeur de l'orifice par le petit efpace que la particule
décrit en fqrtant du vafe, efpace qui, par la nature des
mouvemens uniformément accélérés, eft comme le produitt
d« la vîteiTe par le tems; il.s'enfuit que la hauteur de la
colonne, fera de nouveau comme le quarre de la vîtefle ac-
quife. Cette conclufion eft donc rigoureufe, pourvu qu'on
accorde que chaque particule en fortant du vafe, eft preíTée
par le poids entier de toute la colonne du fluide qui a cette
particule pour bafe ; c'eft ce qui auroit lieu en effet, fi ^e

fluide contenu dans le vafe y étoic ftagnant, car alors la
preffion fur la partie du Fond où eft l'ouverture, feroit égale
au poids de la colonne dont elle eft la bafe; mais,,cette
preffion doit être différente, lorfque le fluide eft eh mou-
vement. Cependant il eft clair que plus il approchera de l'#ac

de
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de repos, plus ,àufli fa preifion fur le fond- approchera du
poids total de; la colonne verticale; d'ailleurs l'expérience
fait voir que le mouvement du fluide dans le vafe, ëftd'au*
tant moindre que f'ouvertuï« -eft рШ petite. Aínfi la théorie
précédente approchera d'autant plus delà vérité, que les di^
mentions du vafe féroht' plus 'grandes relativement à Fou*
verturë'par laquelle Je fluide s'écoule; & c'eft ce que Гех-»
périence- confirme,

Par une raifon contraire ,'-fó même théorie ! devient infufi
fifante pour déterminer le mouvement des fluides iqùi coulent
dans des tuyaux dont la largeur èft a'iïèzr petite*, & varie
peu. Il faut alors !cônfidérer à la fois tous les mouvemens'des
particules du fluide, & examiner comment ils doivent être
changés 8c altéré« ..par la vfigure -du canal. Or -l'expérience
apprend que quand 'le tuyau a une direction peu différente
de la verticale', les différentes tranchés horifontales du
fluide corifervent à très-peu-près leur parallélifme , enforte
qu'une tranche prend toujours la place de celle qui la pré-
cède; d'où il fuit, à caufe de l'incompreifibilité du fluide,
que la vîteife de chaque tranche horifontale , eftimée fui-
vant le fens vertical, doit êtreN en raifon inveffe de la lar-
geur de-ceKe'trahchej'krgettr^qiTi'eft: dobnée par la figure

Il fuffit'Hxmt; d^Tidéeërminer le mouvement d'une
tfànchê'î bßc le problême éft en quelèju^ \maniere analogue
a celui d u' mouvement d'un pendule 'compofé. Ainïî, comme
félon !la-théorie de' :Jacqtie»iBerrioulli ; les mouvemeris 'acCpiis
8iJ perdus a , chaque itíftant par- les difFérèhs poidsi qui :'TOÎ^
ment Íer pendule, -iê'.Yont mutuellement équilibré dans le
levier, il dpit аиШ y avbii 'équilibre1 dans íéiéu^áu

lu
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différentes tranches du fluide animées chacune de la vîteflè
acquife ou perdue à chaque inftant; & de-là par l'applica-
tion des principes déjà connus de l'équiHibre des fluides, on
auroit pu d'abord déterminer le mouvement d'un fluide dans
un tuyau, comme on avoit déterminé celui d'un pendule
compofé. Mais ce n'eft jamais par les routes les plus fimples
& les plus directes, que l'efprit humain parvient aux vérités,
de quelque genre qu'elles foient ; & la matière que nous
traitons en fournit un exemple frappant.

Nous avons expoie dans la. première Section les différens
pas qu'on avoit faits pour arriver à la folutipn du problème

. флг <$nxre. d'ofçillatipn ; $ç. nous y ayons vu que. la véritable
théorie, 4e ce problème, n'avoit ëlté découverte par Jacques
Bernoulli, que long-cems après que Huyghens l'eut réfolu
par le principe indirect de la confervarion des forces vives.
Il en a été de même du problême du mouvement des fluides
dans des vafes; & il eft furprenant qu'on n'ait pas fu d'abord
profiter г pour çe,lu,bçi des lumières, que l'on avoit déjà ac-
quifes par l'autre.

Le même Principe de la confervation des forces vives.,
fournit encore la première folutioa d.e ce dernier problême,
8c feryit-de bafe à l'Hydrodynamique, de Daniel Bernoulli-,
imprimée en 1738, Ouvrage qui brille d'ailleurs par une
Analyfe -лцШ élégante dans fa marche, que. fimple dans fes
réfultats. Mais. lUne^aitude de x,e principe qui n'avoit pas
enc.pçe été. dérnontré d'une, manière générale, devoit en
jetter aulïï fur les, proppfitions, qui en. réfultent,. & faifoic
déiirer une théorie plus sûre, Se appuyée uniquement fut
les loix fondamentales:de.l^Méchanique. Maclaurm& Jean
Bernoulli entreprirent de remplir cet objet., l'un dans fon
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Traité des Fluxions, & l'autre dans fa nouvelle Hydraulique,
imprimée à la fin de fes Œuvres. Leurs méthodes,,quoique
très-différentes, conduifent aux mêmes réfultàts que le prin-
cipe de la confervafion dés forcés vives ; mais il faut avouer
que.celle de Maclaürin n'éft pas aiTeus, rigöüicüfe, & paroît
arrangée d'avance, conformément aux réfultats qu'il vouloit
obtenir; & quant à la méthode de Jean Bernoulli, fans adop-
ter en entier les difficultés que M. d'Alembeft lui a oppo-
fées, on doit convenir qu'elle laifle encore à déiîrer du côté
de la clarté & de la précifion.

On a vu, dans la première Se&ion j comment Mi d'Alem-
bert, en généralifant la théorie de Jacques Bernoulli fur lés
pendules, étoit parvenu à un Principe de Dynamique (impie
& général, qui réduit les loix du mouvement des corps à
celles de leur équilibre. L'application de ce Principe au
mouvement des fluides fe préientoit d'elle-même, & l'Au-
teur en donna d'abord un eiTai à la fin de fa Dynamique,
imprimée en 1743 ; il Га développée enfuite avec tout le
détail convenable dans fon Traité des Fluides qui parut
l'année fuivahte, & qui renferme des folutîons auffi directes;
qu'élégantes des principales queftions qu'on peut propofer
fur les fluides qui fe meuvent dans des vafes:

Mais ces folutiöns, comme ceîlés- de Daniel Bernoulli,
ëtoient appuyées fur deux fuppofitioris qui rie font pas vraies
en général. i°. Que les différentes tranches du fluide con-
fervent exa&ement leur parallélifrhe',. enforce qtt'úíae: tranche
pcénd ÊoújouíS la- pííce dè: celle q'ûi- là- precede, .i0.- Que'
la vîteifè de chaque tr-àrtebe ne- varié point en tl'ifé'dfcibri'>
c'eft-à-dire,' que tous les points d'une- níêmè' tranche fofit
fuppoféis avoir une .vîeeÎFê égale oc parallèle. Lof-fque le
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i4e; coule idans.d£svafes:iou tuyaux "fort étroits, les fup>-
p<afitioi5s dont Mba'agit font trèsrplaufibles, ôc pàroiiTent
confirmées рад-, If expérience; mais hors de ce cas elle.s s'éloi-
gnent/d«: la ivérit^ -&.il .n'y a plus.!;alors. d'autre moyen pour
dptej^iiner Je (Щаиуетепг du fluide;, que,d'examiner celui
que.rcua4jue pactieîile" doit; avoir.

M, Clairaut avoit donné dans fâ, Théorie de la figure de
Ja.Terre, imprimée en 1743 , les.loix générales de l'équilibre
4es.4wdes, do&t toutes les particules font animées par dés
forces quelconques ; il ne s'agiifoit donc que de paffer de
ces loix à celles de leur mouvement, par le moyen du prin-
cipe ^auquel M. d'Alembert. avoit réduit \ à cette même épo-
que-,"toute ;la Dynamique. Ce dernier fit quelques années
après ce pas important, à l'occàfion du prix que l'Académie.
de Berlin propofa en 1750, fur la Théorie de la réfiftance>
des fluides; &. il donna le'premier, en 17^2, dans fon EiTai
d'une nouvelle théorie fur la réfiftance des fluides, les équa-
tions «goureufeS; & générales,du mouvement des fluides,
foit incompreffibles, foit compreffibles Ôc élaftiques; équa-
tions qui appartiennent à la clailè de celles qu'on nomme à
différences partielles, parce qu'elles font entre les différentes
parties des différences relatives à pluiîeurs variables. Par cettei
découverte, toute la Méchanique des fluides fut réduite à un
feul point d'analyfe; & fi les équations qui la renferment»
étojient intégrables, on pourroît dans tous leá cas déterminer
complètement les circonftances du mouvement & de l'ac-
tipn d'un fluide mu par des forces quelconques ; malheur
reufement elles font fi rebelles, qu'on n'a pu jufqu'à préfent,
со .yenii^ à bout que dans des cas très-limités.

Ceft 4onc dans ces équations & dans leur intégration
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confifte tou.çe la thçorie, dejl'HydrodynamiquetJîyl. d'Alembert
employa d'abord pour ,les trouver л une ..méthode un peu
compliquée ; il en donna enfuite une,;plus fimple ; mais cette
méthode .étant^fc»çid^e <-Гц^^»' loix,}de l'équilibre particu-
lières, a,ujxAides,-fait de l'Hydrodynamique tmefcience fé-
раеее, 4e, Ja iDynami^u'è des ^tpsu/QlidesV La réunion que
nous avons faite dans la .première Partie de cet Ouvrage
de toutes les loix de l'équilibre des corps, tant fçlides que
fluides daias '«ne^nïi^ie'fofr^e^fei^'application que nous
venons de. faire de cette formule aux loix du mouvetuent,
nous.conduifentnaturellement à réunir de même la Dynamique.
& l'Hydrodynamique comme des branches d'un principe uni-
que , & comme des réfultats d'une feule formule générale.

C'eft l'objet qui . refte à >• remplir pour completter notre
travail fur la Méchanique, & acquitter l'engagement pris
dans le titre de cet Ouvrage.

H U í T I E M E SE C TI O N.

í)u Mouvement rdes'*filiääcs incompreffibles.

' VXN pourroit déduire immédiatement' lesi lofc du mou-
vement de ces fluides, de celles de leur équilibre, que nous
avons trouvées dans la Se&ion feptieme de la première
Partie; car par le ^Principe général expofé dans la féconde
Section, il ne faut qu'ajouter aux forces accélératrices ac-

tuelles , les nouvelles forces accélératrices -~~, rjjr 9 -^~ 9
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dirigées fuivant les coordonnées rectangles je, y, %•
Ainiî, comme dans les formules de l'article 13 8c fuiv, de

la Section feptieme cirée, on a fuppofé toutes les forces
accélératrices du fluide déjà réduites à trois, X9 í% 21, dans
la direction des coordonnées #, y, £•, il n'y aura pour ap-
pliquer ces formules au mouvement des mêmes fluides, qu'à

y fubftituer JT4- —г-, Г H- .££-, Z H-jg- au lieu de

«X, K, Z. Mais nous croyons qu'il eft plus conforme à l'objet
de cet ouvrage d'appliquer directement aux fluides les équa-
tions générales données dans la Section quatrième pour te
mouvement d'un fyftême quelconque de corps.

§ I.

Équations générales pour le mouvement dei Fluides

incompreffibles.

1. On peut confidérer un fluide incompreflîble comme
compofé d'une infinité de particules qui fe meuvent libre-
ment entr'elles fans changer de volume j ainfi la queftion
rentre dans le cas de l'article n de la Section citée ci-
deiTus.

Soit donc D m. la maflè d'une particule ou élément quel-
conque du fluide» X9 Y9 Z les forces accélératrices qui
agiiïènt fur cet élémentT réduites pour plus de iîmpliçit/is
aux directions des coordonnées re£tangles x, y> fa &• ten"
Nantes à diminuer ces coordonnées.; L = -о l'équatibn de
condition réfultante de. l'incompreffibilité, ou de l'invaria-
bilité du volume de Dm;* une quantité indéterminée; &
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5 une cara&ériftique intégrale correfpondante à la cara&é-
riftique. différentielle D , & relative à toute la maiïè du
fluide ; од ацга pour le mouvement du fluide cette équation
générale (Seit. IV, art., ï;,).

II faut maintenant fabftituer dan* cette, équation lès va-
leurs de Dm y ôc de ^Л, ôt après avoir fait difparoître les
différences des variations, s'il y en a, égaler féparémenc
à zéro les coëfficieos des variations indéceimjn^es f x ,

*^,лс-
Retenons ' la caraaaériûique D pour. 'repréfenter les- diffé-

rences. relatives à hiîtuation inftantanee des- particules con-
tigues , tandis que la caradériftique d fé rapportera unique-
ment au changement de pofition de la même particule dans
l'efpace ; il eft clair qu'on peut repréfenterf le yolunae cie la
particule Dm par le parallélipipede DxDyDft ainfi en
nommant д la denfité de. cette particule, on aura . . .

De plus,, il oft vißble, que 1я condition de ?incompreflî*
bilité fera contenue dans l'équation DxDyD% «. confi ̂
de forte qu'on aura L = D x Dy D% — conft\ &: par confô-
quent f L = <r. (UxD>yD\)^ pour déterminer cette dif-
férentielle, il faut employer lies mêmes confidéíatioasí que
dans l'article 14 de la Se&ion feptieme de la première Partie ;
ainfi en changeant feulement d en D dans les formules de
cet endroit, on aura
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Cette quantité étant multipliée par л; & intégrée rela-
tivement à toute la mafle du fluide, on aura la valeur de
S*fL, dans laquelle il faudra faire difparoître; les doubles
íígnes D f par les mêmes procédés déjà employés dans l'ar-
ticle 13 de la 'Seition citée. On aura ainfi :

S (^ s y'1— b'sy1) D x Z> $ -ь S(b"tj'— *' ff) D x Dy

Faifant 'dóftc • cês íubftitutfons; dáiisVle'. pfeemier m
de l'équation générale, elle contiendra premièrement cette
formule intégrale totale ,

,(4 -g

dans laquelle il faudra faire féparément égaux à zéro. les
coëificiens des variations fx, Sy^ f%; ce qui donnera ces
trois équations indéfinies pour çqus les, points de la
fluide.
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á1 x -л Ол
&-•+• X) - -в,' -'

f

II rcftera enfuite à faire difparoître les intégrales par*
tielJes ,

S (*» ï y" — A' f y

Jefquelles ne fe rapportent qu'à la furface extérieure dn
fluide ; Se l'on en conclura , comme dans l'article 1 6 de
la Seftion feptieme citée, que la valeur de л devra être
nulle pour tous les points de la furface où le fluide eft
libre; on prouvera de plus, comme dans les articles 10 ,
ii de la même Seótion, que relativement aux endroits oii
le fluide fera contenu par des parois fixes, les termes des
intégrales précédentes fe détruiront mutuellement, enforte
qu'il n'en résultera' aucune équation } ôc en général on dé-
montrera par un raifonneme. t femblable à celui des articles
X4, 15, que la quantité л rapportée à la furface du fluide
y exprimera la preiîîon que le fluide y exerce , & qui, lorf«
qu'elle n'eft pas nulle , doit être contrebalancée par la ré-«
fiftance ou J'auion dçs parois.

3 . Les équations qu'on vient de trouver renferment donc
loix kéaérales du mouvement des fluides incompreffibles^

K k f c
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jnais il y faut joindre encore l'équation même qui réfuíte
de la condition de J'incompreiïibiJité du volume D x Dy D %
pendant que le fluide fe meut ; cette équation fera donc
repréfentée par d . (DxDy D\)= o; de forte qu'en chan-
geant S en d dans l'expreffion de Л (D x Dy D\) trouvé«
ci-deiïiis , & égalant à zéro , on aura

Cette équation combinée avec les trois équations (A) de
l'article précédent, fervira donc à déterminer les quatre
inconnues x , л í , & x-

4- Pour avoir une idée nette de la nature de ces équa-
tions, il faut confidérer que les variables ac , y , •{ qui dé-
terminent la poiition d'une particule dans un inftant quel-
conque , doivent appartenir à la fois à toutes les particules
dont la maile fluide eft cornpofée ; elles doivent donc être
des fònobions du tems t , & des valeurs que ces mêmes va-
riables ont eues au commencement du mouvement ou dans
un .autre mitant donné. Nommant donc a , Ъ , с les valeurs
de x, j/', £, lorfqüe t — о; il faudra que les valeurs
epmplettes de x, y, ^, foient des fondrions de я, Ъу

(t t. De cette manière les différences marquées par la
caraftériftique JD, fe rapporteront uniquement à la variabi-
lité de à, by с; &: les différences marquées par l'autre ca-
ra&ériftique d fe rapporteront fimplement à la variabilité
de t. Mais comme dans les équations trouvées il y a .des
différences relatives aux variables mêmes «>JX, £, il ^ац~
dra,pour l'uniformité j réduire celles-ci aux différences re-

latives à a> by с, ce qui eft toujours poffiWe» car од n'*
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qu'à concevoir qu'on aie fubftitué dans les fondions: avant
la differentiation les valeurs mçmes de x , y , ^ en a , b t ç.

regardant donc les variables x, y, ^ comme des
fondions de a, £, c, í, & repréfentant les difFérentielles
félon la notation ordinaire des differences partielles, on
aura

T. dx j dx , r d xв""=* -27 lla-*-—!lí +

»l

ÍC regardant en même-tems la fondion ^ comme une fonc-
don de л-, y, £, ôc comme une fondion de <z , 3, c,
on aura

••^ / > .. —- " I I) •— / I £,

rfA

ces deux expreffions de DA deVaht être identiques, fi
on fubftitué dans la première les valeurs de Z>x,Z?y, D ^,
enofíz , í/í, i/c,il faudra que les coefficièns d c ä a ^ d b ^ dV,
foient les mêmes de part ÔC d'autre ; ce qui fournira trois

équations qui ferviront à déterminer les valeurs de -r~- 9

D \ Вл </л ал rfÄ /> » л ir
-?r—» -к— » en -7- * -77- * "T" » ce iera la même chofe£>y " DÍ[ ' (1л 9 db ' de *

fi on fubftitué dans la féconde expreffion de D x les va-
leurs de da, dl^ de, en D x, D^y, D^ tirées des ex-
preffions de ces dernières quantités i alors la comparaifon

K k k z
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des termes affectés de Dx, D y, D^ donne'ra immé»

diatement les valeurs de -~- ? &c.

Or par les règles ordinaires de l'élimination on Л

, 1
Я 0=

en fuppofant

л_-_£з1х Л _ <x v ^? / __ Î!L * J2 ___ ^L v ^
- db de "Те ~5Т> й - de db db de *

H— dA * dy — dx * dy и __ et- x '-ÍL
— X " " — da

v fl//_ y,— - 7s ; — % /* • — • ™~j — 7S — ~; A-e . ' Л »
<íc </<t " «^ da da de

f dy ä% d y d-ç i d x d ç íx
~ ~ ~ X ~~ S==~ X ' X

~db ~7a~9* S==~dT Ta Ja' ~dT f

* d

da db db da *

dx dy dr dx dy dç • dx jfy_ v _a ?_
• ' db' de d b da de d b de ал

d x dy d r d x d y d\ d X d y «f
de db da de da d b da de do

Faifant donc ces fubftitutions dans l'expreffîon -^- d a

Ц-. jr d b -+• ~— de, & comparant enfuire avec Ге*-

preffion. identique -к— Dx*+* -rr--~ D У •+* ~^~ Di» Où* л 4S X ' l J v i/ • -> D t *

aura
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DA л d\
Г ХТ7

da

i/A

Рл
Dy

D л
D ? db de '

Ainfi fubftituant ces valeurs dans les trois équations (A}
de l'article г, elles deviendront de cette forme, après
avoir multiplié pat 0,

i fA

ífA

rfí

/ í/A

'''-тг^0

f/

77-

où il n'y a, comme l'on voit, que des différences par-
tielles relatives au, £, c, t.

Dans ces équations la quantité л qui exprime la
eft une fondion donnée de a, b^ с f a n s / puifqu'elJe doit
demeurer invariable pour chaque particule ; & fi le fluide
eft homogene, Д fera alors une confiante indépendante de
rt, b, Су t. Quant aux quantités X, Y л Ъ qui repréfen*
tent les forces accélératrices, elles feront le plus fouvent
données en fondions de x, y, ^, t,

6. On peut, au refte, réduire les equations précédentes
à une forme plus (impie, en ajoutant enfemble, après les

avoir multipliées reipe&ivement & fucceffivement par -^- .
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4* аУ dï Jy

de 3 de 9 de ^

car d'après les expreflîons de ô , * , ß , r , «', ^', Sec , don-
J V

nées ci-deiïbs , il eft aifé de voir qu'on aura ô = <* • , -

- " - - ' -*»" --, «яд« '•-•••''

14- а! -*-£- ~Ь *" -~- =* о, & ainfi'de fuite. De forte que

par ces opérations &: ces réductions, on aura les transfor-
mées

dx

7. On transformera j d'une manière femblable, l'équatiod
(B) de l'article 3; & pour cela, comme, d'après la rß"
marque de l'article ^, les diíFérentielles d л:, í/y, í/r fle

font relatives qu'à la variable /, on les réduira d'abord aux

différences partielles -^- </£, ~~- dt9 -~ Ji ; enforte que

l'équation dont il s'agit étant divifée par d t, fera de la

D — n dy П di"•~ . D -~TT _^ u-~d~T
rb — ,т: «*= 0«
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Or, par les formules trouvées ci-deííus pour les valeurs de

J^L ^L &c , on aura pareillement , en fubftituant •— ,'

—, &c, à la place de A,

r> dx A d* J áx d d*D ' ~ ~ ~ ~ " "
-j- X

&'comme dans le fécond membre de cette équation, la
quantité x eft regardée comme une fonction de a, 5, c , í,

У dx

Ч- • --•- Si

on aura -,——— = d d • 9 & ainfi des autres différences

partielles de x; de forte qu'on'aura fimplement

Л JJL
• <ii _ « ^ ^* •.„ * ^ rfl« , v r, rf1*
2)x б da. dt í

On trouvera des expreffions femblables pour les valeurs dô

d.±L- d.^jL
_ il— Ôc j-î— , &: il n'y aura pour cela qu'à,

dy a\

changer dans la formule précédente x en y & £

Faifant donc ces fubftitutions dans l'équation ci-deiïus,
elle deviendra après y avoir effacé le dénominateur corn.

tmm

„ -
äad t d b d t dcd t

"



Le premier membre de cette équation n'eft autre chofe

que la valeur de -^ — , comme on peut s'en aiTurer par la

differentiation a&uelle de i'expreffion de ô (art. 5).

Ainfi l'équation devient -j~ = о , dont l'intégrale eib

sss гоисЪ (a^ b^ с ).

Suppofons dans cette équation , t = о , & foit К ce que
devient alors la quantité à, on aura К = font, (a^b^c)^
par conféquent l'équation fera ô = К.

Or nous avons fuppofé que lorfque / =» о , on a. x = ay

y=tb) %=i c\ done on aura auflï alors -т-* = 1>~7ь~= = о>

dx dy _ dy dy ___ di _ jl \ _

^7~ — °->~Гл °'Т/Г— Ij ~d'7 — °' dT — °J db — °»

-~~r = ï. Ces valeurs étant fubftitu'ées dans I'expreffion de

\ (arc. j), on a 0= ï , donc X « ï.

Donc remettant pour â fa valeur, dans l'équation dont
il s'agit, elle fera de la forme

x
í/^ ífe í/í rfii de db de ал

/У * *? . ^ v ày ^^l _ ^ V_ÎZ_X il— sï
~ x ^~ x " х ' x »»da

Cette équation combinée avec les trois équations (C) ou
(P) des articles 5 , 6, fervira donc à déterminer les valeurs
de A, x,jx, £, en fondions de a, b, c , t.

S, Commç les équations dont il s'agir font à différences
partielles, l'intégration y introduira néccílairement d i île-
rentes fonctions arbitraires j & la détermination de ces fo»c-

cxons
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cions devra fe déduire en partie de l'état initial du fluide,
lequel doit être fuppofé donné, & en partie de la conft-
dération de la furface extérieure du fluide, qui eft auffî
donnée iî le fluide eft renfermé dans un vafe, & qui doit
être repréfentée par l'équation * = о, lorfque Je fluide eft
libre (art. ï").

En effet, dans Je premier cas fi on repréfente par A= о
l'équation des parois du vafe, A étant une fonóHon donnée
des coordonnées x, y, ? de ces parois, eii y mettant pour
ces variables leurs valeurs en a, £, c, í, on aura une
équation entre les coordonnées initiales a, b, с, & Je
tems t, laquelle repréfentera par conféquent la furface que
formoient dans l'état initial les mêmes particules qui après
le tems í formen t la furface repréfentée par l'équation donnée
A = o. Si donc on veut que les mêmes particules qui font une
fois à la furface y demeurent toujours ; condition qui paroîc
néceiïaire pour que Je fluide ne fe divife pas, & qui eft
reçue généralement dans la théorie des fluides, il faudra
que l'équation dont il s'agit ne contienne point le tems t ;
par conféquent la fondtion A de # > / , ^ devra être telle
que t y difparoiiTe après la fubftiturion des valeurs de x ,y 5 ï
en a, è y C) t.

Par la même raifon l'équation A = o de la furface libre
ne devra point contenir /; ainfi la valeur de A devra être
une fimple fonction de л, Ã, t fans t.

Au refte, il y a des cas dans le mouvement d'un fluide

qui s'écoule d'un vafe, où Ja condition dont il s'agit ne doit
pas avoir lieji; alors les déterminations qui réfultent de
cette condition ne font plus néceiTaires.

LU
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5?. Telles font les équations par lefcjuelles on peut déter-
miner diredement le mouvement d'un fluide quelconque
incompreffible. Mais ces équations font fous une forme un
peu compliquée, & il eft poflîble de les réduire à une plus
iîrnple, en prenant pour inconnues, à la place des coordon-

nées x,y, ^, les vîtefles -p-> -/-, -7 -̂ dans la direction

des coordonnées, & en regardant ces vîteiTes comme des
fondions de x, y, •{, t.

En effet, d'un côté il eft clair que piufquex, ^ ,^font

fondions de a, Ь, с, t, les quantités -£- 9 —jfc , -£- ,

feront auffi fondions des mêmes variables a, b, с, г; donc fi on
conçoit qu'on fubftitue dans ces fondions les valeurs de a, 5, с

en x,y,^ tirées de celles de x,_y, ^ en л,5, í; on aura-^/7-> ~^7>

-^- exprimées en fondions de x, y, ^ ос л

D'un autre côté, il eft clair que pour la connoiffance ac-
tuelle du mouvement du fluide , il fuffit de connoîtreà chaque
inftant le mouvement d'une particule quelconque qui occupe
un lieu donné dans l'ëfpace, fans qu'il foit néceffàire de
favoir les états précédens de cette particule ; par conféquent

il fulfît d'avoir les valeurs des vîteiîcs —r- • -rr~ » —r~ > entic У s(it ' ai '

fondions de x , y, ^, t.
D'ailleurs ces valeurs étant conpues, fi on les nomme

o, ^, r, on aura les. équations d x = p dt ^ ãy=^qdt^ d%
ess r dt, entre л:, y^ \, t ; lefquelles étant enfuite intégrées »
de manière que x, jx, ^ deviennent a, b, c, lorfque
/.= o, donneront les valeurs mêmes de x, у, £э ei>
о, b, c, í.
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Au reib, iî on chaíTe d t de ces équations différentielles,
on aura ces deux-ci pdy » q d x ^ p d\ = rdx t lefquelles
expriment la nature des différentes courbes dans lefquelles
tout le fluide fe. meut à chaque inftanr, courbes qui chan-
gent de place & de forme d'un inftant à. l'autre.

I o. Reprenohs donc les équations fondamentales (A] & (B)

des articles 2 &: 3 j & introduifons-y les variables/» t= -~ ,

"— y -- - -—-j regardées comme des fondions de

ly11 eft clair que les quantités -~f-, -^f , -j£- peuvent

i dx j dy j d\d. -т— d.~/— d.-r-
•r г ic dt dt dtmiles fous la forme j^ ? —^ j rf >

oii les quantités -~, —~ 9 -~- font cenfées des fondions

de л, ^, <:, л

En les regardant donc comme telles., on aura pour la

J d* A 2L. fi t j^ C* • j

différence complette de ~-, r~— д?^ч-'——-i í/д
г at * at ал

, <lx j dx
d. -j— a . —j— .

H- j~—dЪ ч -™— dc9 6c aind des autres;

mais en les regardant comme fondions de je, y, £, t , ОС
les défignant par/?, j , r, leurs différences complettes feront
, :*i , . .

-— dt -4- —r- í/íc ~b -~ </y•+. -j^- í/? , & ainiî des autres
4* / оДГ fly ** u-T ^

différences ; donc fi dans ces dernières expreffions on met
pour dx> dy, di leurs valeurs en a, b y c, í, il faudra

L l l i
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qu'elles deviennent identiques avec les premières ; mais ac
étant regardé comme fon&ion de a, £, с, г, on a d x

^_£_ </,-н-£ da+ ** db+-ïj-dc,Qv -^-eftévi-
dt • da àb - - ас ' dt

demment = p , en fuppofant qu'on mette dans p , les va-
leurs de Xy y y £, en a-, Ъ , с, t.

Ainfi on aura dx—dt**.— da Ч- &с ; & de même

£/ £ -b - ÚÍ a 4- &C ,,i£^ вв Г d t -^ -- í/Й Ч- &C.

Subftituant ces valeurs dans l'expreffion de la différence

complette de ~ , les termes affectés de d t ferontr dt

ï dx
a. -j—

identiques avec le terme correfpondant 57--"* <^> ou ^eix

~r^~ d't, on auradt1 '

d1 x dp dp -^ dp dp

dt1 dt *• dx d y d^ *

ОС l'on trouvera de la même manière

dly dq dq -^ d q d q
dt1 ~~~" dt ' : '

On fera donc ces fubftitutions' dans les équations (A)y

& comme dans ces mêmes équations les termes •—• ? -g—- ,

-gj- repréfentent 4^s différences partielles de ^, relative-
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ment à x, yt ^, en fuppofant í confiant, on y pourra
changer la cara&ériftique D en d.

On aura ainfî les transformées

/ dp dp dp dp
, \ dt * dx i dy dr

dq t dq do do
de * dx " dy d^ )• dx

f dr dr dr _<//• n \ d Л

\ dt * d x " dy d^ / d^

A l'égard de l'équation ( B ) de l'article 3 , il n'y aura
qu'à y mettre à la place de dx, dy, J%t leurs valeurs
f d t , g d i , r d t , &'changeant la cara&ériftique D en^ ,
on aura fur le champ, л caufe de d t confiant,

dp <lq ' a r f /-».— • _ » a _ i... ^___ — /~\ ï IT ï
d» ^^Г^ йГ? —° ' * ' ' v '•

On voit que ces équations font beaucoup plus fimples
que les équations (€} ou (D} & (E.) auxquelles elles ré-
pondent; ainfi il convient de les employer de préférence
dans la théorie des fluides.

I I. Dans les fluides homogènes ôc de denfité uniforme ,
la quantité д qui exprime la denfité л eft touc-à-fait conf-
iante ; c'eft le cas le plus ordinaire, & le feul que nous
examinerons dans la fuite.

Mais dans les fluides hétérogènes, cette quantité doit
être une fonction confiante relativement au terns t pour
la même particule, mais variable d'une particule a l'autre,
félon une loi donnée. Ainfi en confidérant le fluide dans
l'état initial, où les coordonnées x, y, % font 0, £, <r, la
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quantité л fera .une-fondion donnée & connue de <z,£,c ,
fans r 5 par conféquent le terme affedé de d t dans la dif-
férentielle complette de д regardée comme fondion de
a , £ j с , r devra être nul j mais par un raifonnement fern-
ЫаЫе à celui que nous avons dans l'article précédent pour

trouver la valeur de •-. * ,, on trouvera qu'en regardant

A comme une fonction de л:, y, ^, í, le terme donc il
s'agit fera exprimé par

d
Ainfi on aura l'équation

d Á d Л < f Д . t i a (TJ\
. - . J- n - -U o --- ~t- r ---- = 'O . . ( íl )•
dt ^f dx ПГ Ч dy ^^ . dl V '

qui fervira à déterminer l'inconnue д, dans les équations
(F), parce que dans ces équations on doit traiter д comme
une fondion de #,у, 5, л

A cet égard elles font moins avantageufes que les équa-
tions ( C) ou (D) dans lefquelleson peut regarder Д comme
une fonction connue de я, bt c.

12. Ce que nous venons de dire relativement à la fonc-
tion л, il faudra l'appliquer auiîi à la fonction Д, en tanc
que Л « о , eft l'équation des parois du vafe. Car la coir
dition que les mêmes particules reftent toujours à la furfac^
demande, comme on l'a vu dans l'article 8, que Л de-
vienne une fonction de a , b , с fans t ; de forte qu'en re-
gardant cette quantité comme unefondion de x, y-> £, t ,
on aura aufli l'équation
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ÍA . dA . ' dA . dA

Pour les parties de la furface où le fluide fera libre, on
aura l'équation. * = о (art. ï); il faudra, par conféquent,
pour fatisfaire à la même condition", que l'on ait aufli

I 3. Voilà les formules les plus générales & les plus fimples
pour la détermination rigoureufe du mouvement des fluides.
La difficulté ne. confifte plus que dans leur intégration;
mais elle eft fi grande que jufqu'à préfent on a été obligé
de fe contenter, mêmexians les problêmes les plus fimples.,
de méthodes particulières 8t fondées fur des hypothèfes plus
ou moins limitées. Pour diminuer autant qu'il eft poflîble
cette difficulté, nous allons examiner comment & dans quels
cas ces formules peuvent encore être fimplifiées; nous en
ferons enfuite l'application à quelques queftions fur le mou-
vement des fluides dans des vafes ou des canaux.

14. Rien n'eft d'abord plus facile que de fatisfaire à.

l'équation (G} de l'article ю ; car en faifan.t p = -^- ^

d ß M J ' d 1 a , d 1 ß d r ,

7 = -зг» elle devient ~^F -^ТуЗГ'"1" "^Г e ° * l a "
quelle eft intégrable relativement à \ , & donne . .

r = — -~- •— -A- ', il n'eft point néceflaire d'ajouter ici

une fonction arbitraire , à caufe des quantités indétermi-
nées A &C ß.

Ainfi l'équation dont il s'agit fera fatisfaite par ces valeurs
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da, , dß dit aß
P в ~7^~9 $ ~d~ï~ У Г """" ~Tx dj~>

lefquelles étant enfuite fubftituées dans les trois équations
(F] du même article, il n'y aura plus que trois inconnues
л, /з,-& * i & même il fera très-facile d'éliminer л par des
differentiations partielles. De forte que de cette manière э

fi la denfité д eft confiante, le problême fe trouvera réduit
à deux équations uniques entre les inconnues * & /8 ; &; fî
la deniïté д eft variable, il y faudra joindre l'équation ( f f )
de l'article n. Mais l'intégration de ces équations furpafle
les forces de l'analyfe connue.

I 5- Voyons donc fi les équations (F) confidérées en
elles-mêmes, ne font pas fufceptibles de quelque fimplifi-
cation.

En ne confîdérant dans la fon£tion. x que la variabilité de
7. </A . d\ j , í/A

x,y, ?, on a ^л = -^- í/x H- -3J- dy+* -^
4

Donc fubftituant pour ~ , ~^- , -£-. leurs valeurs
г. dx " dy * d\ *

tirées de ces équations, on aura

ê * ? - - + ' -g- *

J-e premier membre de cette équation étant une diffé-
rentielle complette, il faudra que le fécond en foit une auflï

relativement
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relativement à x, y, 3; & la valeur de л qu'on en cirera,
fatisfera à Ja fois aux ti'ois équations ( F).

Suppoforfs maintenant que le fluide foit homogène, en-
forte que la denfité A foit confiante; Se faifons-la, pour plus
de. /implicite, égale à l'unité.

Suppofons de plus que les forces accélératrices J5f , Yy Z ,
foient telles que la quantité Xdx-+~Ydy -\-Zd-^ foit
une différentielle complette. "Cet-ce condition eft celle qui
eíl néceífaire pour que le fluide puiiTe être en équilibre par
ces mêmes forces , comme on Га Vu dans l'article 1 7 de-
la Section feptieme de la première Partie. Elle a d'ailleurs
toujours lieu , lorfque ces forces viennent d'une ou de plu-"
fieurs attractions proportionnelles à des fondrions quelcon-
ques des diflances aux centres , ce qui eil le cas de la na-
ture , puifqu'en nommant les attrapions P9 Ç, A, 8cc, ßc
les diftances />, ç, r, &c, on a en général Xdx ч- Ydy
^-Zd^^Pdp-^Qdq^rRdr^-^Cy (Part. I, Secb V,
art. y).

Faifant donc д. tas ï , & Xdx -4- Y d y 4- Z d^ == P dp
4- Q d q H- R d r -H &c = df, l'équation précédente de-
viendra

& il faudra que le fécond membre de cette équation foit
une différentielle complette , puifque le premier en eft une.

M m m
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Cette équation équivaudra ainíi aux équationé ( jF ) de Таг*.
tîcle lo.

Or en confidéranc la différentielle de p ~ь

relativement à л:, y, £, il n'eft pas difficile de voir qu'on
peut donner au fécond membre de l'équation dont il s'agit ,
cette formt ,

& on voit d'abord que cette quantité fera une différentielle
complétée toutes les fois que p d x 4- q dу Ч- r d % le fera
elle-même ; car alors fa différentielle par rapport aí, favoir,

•Ã. jx.+ ±L dy^-^- ai le fera auffi , & de plus les

conditions connues de l'intégrabilité , donneront . . ,
'dp tîq dp d r d q d r

•""-, l •"•"•• ; '- -* O • '* "•"• "*^ ; - ' ' O * -j ' l~~i "" ' O»
dy dx "Í dx ' ai dy •

D'où il s'enfuit qu'on pourra fatisfaire à l'équation (LJ
par la iimple fuppofition que pdx-+- q dy -h rd^ foit une
différentielle complétté ; & le calcul du mouvement du"
fluide fera par-là beaucoup iîmplifié. Mais comme ce n'eft
qu'une fuppofition particulière, il importe d'examiner
avant tout, dans quels cas elle peut ß£ doit avoir lieu.

17- Soit pour abréger

rt
_ .dp dr __ d q d r .

~~ ' ~ * — *
dp d g
dy """ "Ti" > ~d~l ' ~dl * — d i dy
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il ne s'agira que de rendre une différentielle exa&e la
quantité

-+- ß (rdx — pd-{) -\-y ( r d y - — q

Suppofons d'abord que la variable t aie une valeur fort
petite, on pourra alors donner à /», ^, r, les formes fui-
vantes en férié ,

f =Y 4- ?" í Ч- y//; J1 •+• ?'" í1 -h &c ,

r = r' Ч- r" t -+- r'" e 4- r'" í' H- &c x

dans lefqueUes les quantités p', p", p'", &c ; q', g"* q'"9 &c,
r'9 r", r'"9 &c, feront des fonctions de x, y, ^ fans л

Ces valeurs étant fubftituées dans les trois quantités
M , j8 , 7 > elles deviendront

«==«'+«"*.+. «'" S 4- «t"' í» -H &C ,

/3 = /3' H- /a" í -Ь ̂ ^ + 18"- i'-H &c,

У = У 4- >" t ч- /"г1 4- ̂  r1 -b &c,

СП fuppofant

5p d» 9 — ~~dj~ dx 9

l--^ ß"^^!-,-^ &Cdl dx 9 ^ iff Ляг У *

M m m г
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Ainfi la quantité ~- d x -Ь -— dy 4- -57

H- a. (qdx — P dy) -4-"/

deviendra après ces différentes fubftitimons., ôc en ordonnant
les termes par rapport aux puiiTances de í,

p" d x -+• f dy -t- r" d % -+• •

+ t(i (p'" dx 4- q'" d y •+• r1

J ( q" d x —p"dy) -b ff (r"dx -p'di) -b y'(r" dy - q" drj -t-.

x •+• q'v dy H- ,
— p "' dy) 4- ff (r^dx—p^d^y1 (r"'<ty—

-yf' (r" dy~

H-

&: comme cette quantité doit être une différentielle exafte
indépendamment de la valeur de t , il faudr. ' que les quan-
tités qui multiplient chaque puiiTance de í, foient chacune
en particulier une différentielle exa£te.

Cela pofé , fuppofons que t/ dx -t- q' dy -4- r' d £ {bit une
différentielle exaile, on aura, par les théorèmes connus,

dp1 _ _dq>_ dp' ___ tir' dq1 dr1

dy dx ? à^ ^ dx * ~d~ï~ ' dy *

donc л ss= о , ß' = о , т-' sss о; donc la premiere quantité
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qui doit être une différentielle exacte , Ce réduira à.
p" dx-+-q"dy -4- /•"</;(; & l'on aura par conféquent ces
équations de condition *" es» о , ß" — о , y" = о.

Alors la féconde quantité qui doit être une différentielle
exacte, deviendra ï (p'" dx -*-q"'dy -b r"'d\)^ & il re-
fill cera dé-là les nouvelles équations ai" =o, /âw = o,
У11' = o. De forte que la troifieme quantité qui doit être
une différentielle exacte , fera 3 (p'r d x -t- qly dy -j~ r'r d\) ;
d'où l'on tirera pareillement les équations <*!y = о,$ / г=зо,

У e=a о ; ôc ainQ 'de fuite. Donc fi p1 d x 4- q' <ly Ч- г' d^ eft
une différentielle exafte, il faudra C[uçp"dx-+-q" dy -+-

foient auifi chacune en particulier des différentielles exactes.
Par conféquent la quantité entière pdx-+-qdy>+- rd? fera
dans ce cas une différentielle exacte, le tems t étant fup-
pofé fort petit.

17' И s'enfuit dé-là que fi la quantité pd x -h (jdy^rdr
eft une différentielle exacte lorfque t — о , elle devra l'être
auffi lorfque t aura une valeur quelconque très-petite ; d'où
l'on peut conclure en général que cette quantité devra être
toujours une différentielle exacte , quelle que foit la valeur
de t. Car puifqu'elle doit l'être depuis e — о jufqu'a t = о ,
(fl étant une quantité quelconque donnée très-petite) fi on
y fubftitue par-tout Q-b-î' à la place de t3 on prouvera de
nicme qu'elle devra être une différentielle exacte , depuis
/ — о , jufqu'à /' = ô; par conféquent elle le fera depuis
r=o, jufqu'à í = z ô- & ainfi de fuite.

Donc en général , comme l'origine des / eft arbitraire ,
&. qu'on peut prendre également t poiîtif ou négatif, il
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s'enfuît que fi la quantitépdx -+~ qdy-}-rcl% eft une diffé-
rentielle exa&e dans un inftant quelconque, elle devra l'être
pour tous les autres -inftans. Par conféquent, s'il y a un feul
inftant dans lequel elle ne foit pas une différentielle exacte,
elle ne pourra jamais l'être pendant tout le mouvement ;
car fi elle l'étoit dans un autre inftant quelconque, elle
devroit l'être auffi dans le premier.

I§. Lorfque Je mouvement commence du repos, on a
alors p = o, £ = o, r= o, loríque t = o; donc/í/лгЧ-
qdy -*rrd-{ fera intégrable pour ce moment, & par confé-
quent devra l'être toujours pendant route la durée du mou-
vement.

Mais s'il y a des vîtefles imprimées au fluide 5 au com-
mencement , tout dépend de la nature de ces vîtefles , félon
qu'elles feront telles quepdx-\~ q'dy-\-rd-{ foit une quan-
tité intégrable ou non; dans le premier cas la quantité
p dx -+- qdy -+- rd\ fera toujours intégrable j dans le fécond
elle ne le fera jamais.

Lorfque les vîtefles initiales font produites par une im-
puliion quelconque-fur la furface du fluide, comme par
l'acbon d'un pifton, on peut démontrer que pdx-\-qdy
-\-rd\ doit être inrégrable dans le premier inftant. Car il
faut que les vîteffes/», ^, /•, que chaque point du fluide
reçoit en vertu de l'impulfion donnée à la furface, foient
telles que fi on détruifoit ces vîteffes, en imprimant en
même-tems à chaque point du fluide des vîreiTes égales Se
en fens contraire, toute la mafle du fluide demeurât en
repos ou en équilibre. Donc il faudra qu'il y ait équilibre

••dans cette maffe, en vertu de l'impulfion appliquée à la
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furface, & des vîteffes ou forces —- ./?,-— y,. —' г , ap-
pliquées à chacun des points de fon intérieur; par confé-
quent, d'après la loi générale de l'équilibre des fluides
{Partie première , Section i'eptieme, article 17), les quan-
tités^?, q t r 3 devront être telles, que pdx-^-qdy -b-rdr
foie une difíérentielle exacte. Ainiî dans ce cas la même
quantité devra toujours être une différentielle exacte dans
chaque inftant du mouvement.

I*}. On pou'rroit peut-être douter s'il y a des mouve-
meiis poflibles dans un fluide, pour lefquels pdx •+• qdy
•4- rd^ ne foit pas une différentielle exacte.

Pour lever ce doute par un exemple très-fimple , il n'y a
qu'a confidérer le cas où l'on auroit p •= gy^ q — — g x y

r =o, pétant une conftante quelconque. On voit d'abord
que dans ce cas p d x -t- q d y -h r d % ne fera pas une dif-
férentielle complette , puifqu'elle devient g (ydx — xdy)
qui n'eft pas inrégrable; cependant .l'équation (Z) de Гаг-'

ticle 15 fera intégrable d'elle-même; car on aura —— = 0-»

-~- = — g y & toutes les autres différences partielles

de p & q feront nulles ; de forte que l'équation dont il
s'agit deviendra

dx — dV= -~g* (xdx-4-ydyJ,

dont l'intégrale donne

л = У i— (x* -^y1} •+• fonct./, valeur qui fatisfera

donc aux trois équations (F) de l'article 10.

A l'égard de l'équation ( G ) du même, article, elle aura
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lieu auffi, puifque les valeurs fuppofées donnent -™- s=s о,

dg d r

Au refte , il eft viiîble que ces valeurs de p, q > r repré-
fentent le mouvement d'un fluide qui tourne autour de l'axe
fixe des coordonnées £, avec une vîteiTe angulaire conf-
tante & égale à^; 8c l'on fait qu'un pareil'mouvement peut
toujours avoir lieu dans un fluide.

On peut conclure de-laque dans le calcul des ofcillations
de lamer, en vertu de l'attraction du Soleil &: de la Lune,
on ne peut pas fuppofer que la quantité p d x H- qdy -b-rd^
foit-intégrable, puifqu'elle ne l'eftpas, lorfque le fluide eft
en repos par rapport à la Terre, Se qu'il n'a que le mouve-
ment de rotation qui lui eft commun avec elle.

2, О. Après avoir déterminé les cas dans lefquelson eft affuré
que la quantité p d x -4- q d y -^rd\ doit être une différen-
tielle -complette, voyons comment, d'après cette condi-
'rion, on peut réfoudre les équations du mouvement des
fluides.

Soit donc p d x Ч- 2 d у H- r d\ = d /f, 9 étant une fonction
quelconque de хл у, £, 6с de la variable г, laquelle eft
regardée comme confiante dans la différentielle d<t on aura

-—-, g ==• -7 ̂ - 9 r^=-~

valeurs dans l'équation (L) de l'article 15, elle deviendra

donc /»=-—-, g ==• -7 ̂ - 9 r^=-~—y & fubftituant ces

4-f-^l
V dtäy
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d1 tf . аф а*Ф , d < p d1 ç d ç d l

- ~ " .

"'
,r,

dont l'intégrale relativement à x, y, ^ eft évidemment

dy

On pourroit y ajouter une fondion arbitraire de í, puiíque
cette variable eft regardée dans l'intégration comme conf-

iante ; 'mais j'obferve que cette fon6Hon peut être cenfée
renfermée dans la valeur de <p ; car en augmentant <? d'une

fondation quelconque !Tde t л les valeurs de D 3 q , r demeurent

les mêmes qu'auparavant , & le fécond membre de l'équation

précédente fe trouvera augmenté de la fon&ion — — , qui

eft arbitraire. On peut donc fans déroger à la généralité
de cette équation, fe difpenfer d'y ajouter aucune fonction
arbitraire devr.

On aura donc par cette équation,

— (~d* Y -b —- — - — —

valeur qui fatisfera à la fois aux trois équations (F) de
l'article IQ ; & la détermination de <P dépendra de l'équa-
tion ( G ) du même article , laquelle , en fubftituant pour

f y 1> r> leurs valeurs -%-, - -> - - devienc

d'

Ainfi toute la difficulté ne confiftera plus que dans l'in-
tégration de cette dernière équation.

21. Il y a encore un cas très-étendu, dans lequel la
N n n
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quantité p d x •+• qdy -t- rd^ doit erre une différentielle
exacte; c'eft celui où l'on fuppofe que les- vîteiïes p , q, r,
foient très-petites , & qu'on néglige les quantités très -petites
du fécond ordre & des ordres fuivans. Car il eft viííble
que dans cette hypothèfe, la même équation (L ) fe ré-
duira à

ou l'on voit que ~- a x -4- -~ d y -t- -j-^» devant être

intégrable relativement à x, y, ^, la quantité pdx-+-qdy
•+>r d?L devra l'être auiîi. On aura ainfi les mêmes formules
que dans l'article précédent, en fuppofant <? une fondíon
trcs-petite, de négligeant les fécondes dimenfions de 9 & de
fes diflxérentielles.

On pourra de plus , dans ce cas, déterminer les valeurs
mêmes de я, _у, ^ pour un tems quelconque. Car il n'y
aura pour cela qu'à intégrer les équations dx=pd t y

dy = qd t , d^=rdt (art. 9), dans lefquelles , puifque
p , q , r font très-petites, & que par conféquent dx, dy, d^
font auffi très-petites du même ordre vis-à-vis de de, on
pourra regarder x, y9 % comme confiantes par rapport à л
De forte qu'en traitant t feule comme variable dans les
fonctions p, q, ry & ajoutant les confiantes a, 69. c, on
aura furie champ x — a-\~fpdt ty = t>-+-fq d í, ç = c-*-frd£~
Donc faifant pour abréger * =_/> d г, & changeant dans Ф
les variables j c , y , ^ e n a , ^ , c , o n aura fimplement

_. _ . d<S> j íf<l> d<t>
зс = а-Ь -Г9у = *+-Г9 Î==c4._r

où la fondion Ф devra être prife de manière qu'elle foit
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nulle lorfque t = о, afin que a, b, с foient les valeur*
initiales de x, y, £.

Ce cas a lieu , fur-tout dans la théorie des ondes, comme
on le verra plus bas.

22. Au refte, fi la maiTe du fluide étoit telle que l'une
de fes dimenfions fût confidérablement plus petite que
chacune des deux autres, enforte qu'on pût regarder, par
exemple, les coordonnées \ comme très-petites vis-à-vis de
x & y, cette circonftance ferviroit auffi à faciliter la réfo-
lution des equations générales.

Car il eft clair qu'on pourroit donner alors aux incon-
nues p, q, r, д la forme fuivante ,

p = p' -f- p" % .4- p'" f -H ôcc,

q = q1 -ь q" ̂  -f- q"' £ Ч- &С ,

r = r1 H- r" 7 -b r'" r1 -H &c ,

A"

dans lefquelles /,/', &c ; q', q'1 ', &c ; r', r", &c; л', д", &с,
feroient des fonctions de x, y, / fans ^; de forte qu'en
faifant cês fubftimtions, on auroit des équations en fériés,
lefquelles ne contiendroient que des différences partielles
relatives à л:, y, t.

Pour donner la-deiTus un eiTai de calcul, fuppofons de
nouveau qu'il ne s'agifle que d'un fluide homogène , où д = i ̂
& commençons par fubftituer les valeurs précédentes dans
l'équation (G] de l'article 10; ordonnant les termes par
rapport à ç, on aura

Nnn »
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dx

Ч- &с.

De forte que, comme/,/', 6cc;ç', ?"» &c» ne doivent
poiut contenir ^ , on aura ces équations particulières ,

,
dy '

JP'" , <*<?'" , w-—• -- -- j — -+- 3 Г K = О ,ÖÄ </y J J

&C,

par lefquelles on déterminera d'«-ibordlesquantitésr",r'",/p', Sec,
& les autres quantités /, p\ p'\ dtc , 7', ^/x, &c , demeureront
encore indéterminées.

On fera les mêmes fubftitutions dans l'équation (L) de
l'article 15, laquelle équivaut aux trois équations ( P } de
Гаг-ticle го y & il éft aifé de voir qu'elle fe réduira à la
forme fuivante ,

'dx -4- /3' ' dy

4- f (J1 d x •+• ß" dy -H y" d^)~+- &c,

en faifant pour abréger

j n»- r P »
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dr1 , dr1 f d r' . , i,

—^'- + Ч - * * ' r *

dp" , W , // dp' , dp»

- ~ — -*-? -5-

г l' q"' H- r" q",

-
- dt dx dx l dy dy

+ ir'r"'-)rr"r",

8c ainfi de fuite.«

Donc pour que le fécond membre de cette équation foip
intégrable л il faudra que les quantités

* dx •+• ß dy ,

f- \ (*•' dx •+• tf dy)

foient chacune intégrable en particulier.

Si donc on dénote par w une fonction de se y t fan*
£, on aura ces. conditions

л _ _A» . _ . _^"j / ._ . ^y ni _ <fy -
77 y ? — <iT> * ~~ <tx > -- AT 9
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Alors l'équation intégrée donnera

&; il ne s'agira que de fatisfaire aux conditions précédentes
par le moyen des fondions indéterminées «, /• ' , p't p

_ ^
Le calcul deviendroit plus facile encore л fi les deux va-

riables y & ^ étoient très-petites en même-tems , vis-à-vis
de x; car on pourroit fuppofer alors,

p =/ Ч- p" y -t-/"? -Ь/^/ •»-/'V î-f- &c,

^ = 9' 4- ?"y -b i';/ 1 Ч- 2/r У -4- /y 7L 4- 5cc ,

г = r' -4- / H- /" 4- r^ -b /^y t -Ь ßcc,

les quantités />',/»", &c, ^x, ^", &c,./, r", étant de /impies
fondions de x.

Faifant ces fubib'tutions dans l'équation (G}t &C égalant
féparément à zéro les termes afFedés de y, ^ & de leurs
produits, on auroit

&c.

Enfuite l'équation (i) deviendroit. de la forme

en fuppofant
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dp1 f dp' _, / // . / ///

' ~~~1ГГ P dx "P f '

•=4f •+•/-ë-•*•*'«"•*•''л

J

&C,

ôc l'on auroit pout l'intégrabilité de cette équation, les con-

ditions *' = ~- j л" sss —j- &c , moyennant quoi elle

donneroic

Enfin on pourra auflï quelquefois fimplifier le calcul par
le moyen des fubftitutions , en introduifanr à la place des
coordonnées x,y, ^ d'autres variables £, », f, lefquelles
fuient des fonélions données de celles-là; & fi par la nature
de la queflion, la variable £, par exemple, ou les deux
variables » 6c Ç font très-petites vis-à-vis de I, on pourra
employer des réductions analogues à celles que nous venons
d'expofer.

§. I I.

Du mouvement des fluides pcfans & homogènes dans des vaßi

ou canaux de. figure quelconque,

2 3 . Pour montrer l'ufage des principes & des formules
que nous venons de donner , nous allons les appliquer aux
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fluides qui fe meuvent dans des vafes ou des canaux de

figure donnée.
Nous fuppoferons que le fluide foit homogène Se pefant,

Se qu'il parte du repos, ou qu'il foit mis en mouvement
par l'impuliîon d'un pifton appliqué à fa furface ; ainfi les
vîteiîes p , <7, /•, de chaque particule, devront être telles
que la quantité p d к -+- q d y •+• rd^ foit intégrable ( art. 1 8 ) ;
par couféquent on pourra employer les formules de l'ar-
ticle 10.

Soit donc p une fonction de xy y , ^ & t , déterminée
par l'équation

on aura d'abord pour JÊS vîteiîès de chaque particule , fui-
vant les directions des coordonnées x, y^ ^, ces expref-
fions ,

dq> dç fitp

P = ~аГ 9 l = x7 * r ~ "^T*
Enfuite on aura

quantité qui devra être nulle à la furface extérieure libre
du fluide (art. г). ,„

Quant à la valeur de V qui dépend des forces accéléra-
trices du fluide ( art. 15), fi on exprime par g la force ac-
célératrice de la gravité, & qu'on nomme £ , » . , £ les angles
que les axes des coordonnées x ,y t % font avec la verticale
menée du point d'interfection de ces axes , ßc dirigée de

haut en bas, on aura X = — g cof £, JT= iw£ cof» ,
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2Г A~-g eof £ ; je donne le figne — aux valeurs des forces
Xi У9 Z, 'parce que ces forces font fuppofées rendre à

, "diminuer les coordonnées x 9 y t \. Donc pùifque dV=*
X d x •+• Y â y -bZ d % , on aura en intégrant ,

^=5— ,g я coff — • g y cof« — -g^coC ï,.

1 4. Soit maintenant. \-= *, ou ^ .— « e=o, l'équation
<Tune des parois du :çanal , л étant une fonction donnée de
x, y , fans' ̂  'm í. Pour que les mêmes particules du fluide
foient toujours contiguës a cette paroi , il faudra remplir
l'équation ( I ) de Tarticle I г i en y fuppofant A = % — <*.
On aura donc

а ф
Х ~Тх

équation à laquelle devra fatisfairè la valeur £=^<*. Oliaque
.paroi fournira au/fi une équation ierhbJable.

De теше puifquç A == о «il l'équation de la furface ex-
térieure du fluide , pour que les mêmes particules foient
conftamment dans cette furface , on aura l'équation

d* .^ dç á A , ._ <LQ •• à>. • _. d<p »/A
ТТ4""^ Х'ТГ'^^-х-^^-ТГ*4"^^0»

laquelle devra avoir <dîèu ,, Bf "donner, par Coriféqu'èn t une1

même valeuï. 4e \ que l'équation Ä=,o. (Mais cette équa-
tion ne fera plus néceílaire 4ès que la condition dont il
s'agit ceiTera d'avoir lieu.

2. 5 • Cela pofé , il faut commencer par déterminer la fonc-
1 ' , r r . Г0 - .' *•

tion v. Or l'équation d'Où elle -dépend n'étant* intég^àble
en 'général par адсипе méthode connue , nous iiippoferons

-l'une des dimenfions de la maiTe fluide foit fort petite

O o o
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vis-à-vis des deux autres, enfõrte que les coordonnées ç,
par exemple > foient très-petites relativement à x & y. Par
le moyen de cette fuppoiîtion , on pourra repréfenter la
valeur de 9 par une férié de cette forme » .

, =fc, p'4- '̂'4- f V"-4- f */r,-f- &C>

'Oil <p', «/', f"', &c; feront des fonctions de x, y, t fans ç.

Faifant doinc cette fubftitution dans l'équation précédente ,
elle deviendra

0

De forte qu'en' égalant féparément à zéro les termee
-offeâés des différences pui0ances de ^x on: -aura

///

__ J V
l

&С.

Ainfi l'expreffion 4e 9 deviendra
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dans laquelle les fon&lons ç»' & <p" foht indéterminées, ce
qui fait voir que cette expreffion eft Tiutégrále complette
<2e l'équation propofée.

Ayant tr-ouvé J'expreffion dé <p, on aura par la differen-
tiation, celles de/, q , г, comme il fuit.

_
d* Л dx г \ dx*

_ _ _ _ ,
" rf ,fy •*"? ^y !

" - '"

»

'\„ t* _/• ^Ф" ,.
/ i V «í*1

г . 3

Et fubftituant ces valeurs dans Гехрге-flîpn .d^ л de
île гз , elle deviendra de cette forme ,

/^ + 1' Yp -H бес,

dans laquelle,

H Г v . "• V .ao
f = — g Cof £ -f- -£- "+- -jjrx -^rj-

O OO 2
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d у Ч d x1 - <í у1 У í

V < í f <f**~ "^ dtdy1 J

dx J & ал \ íííc1 dxdy* J

*~ л \ rfj'' y * </y dix1 dy dy* x

& ainfi de fuite.

2 6^. Maintenant iï ^=s « еЛ l'équation des paroiis, ,, « étant
une fonction fort petite de x & y fans ^ , l'équation de con-
dition pour que les mêmes particules foient toujours coiv-(

ciguës à ces parois fart, 14} , deviendra par les fubftitution«
précédentes ,,

» de? _ ei» _ J&1 _ ал
A мм j v* ' £••• T - Г| B1̂ B-e ̂  r

* " </A * dx — dy — </y

^'"P' u_ J> »" - У* 4; JP»" _ ** \
^y.;-̂  </»• x.<i* :"** "̂ 7" x ^y /

-^*v. *J il£l </л

."*" rfy» ~

.

laquelle devant avoir lieu , lorfqu'oa fait ^ ==i * , fe
à cette forme plus íimple j
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j иф • а

_2fI__Z
dx ' dy

d.**

H-

dx t-ày

d «» (JL$L-. j-, _!?.ф1л

И- &С, CBS O ,

6c il faudra que cette équation foie vraie dans toute l'éten-
due des parois données.

27- Enfin l'équation de la furface intérieure du fluide /e*
étant л = о , fera de la. forme

Ч- ̂  л'" -h î1 л/г . = о

& l'équation de condition pour que les mêmes particule»
demeurent à la furface /'art. 14} , fera

dy X

^

* л . ,. „ .x-7F •«-»•* л

- . ^ _ _ _ , .
х "Tï" "*" dx x </* "*" </jr x d?

j_ f* 9'. , ^Ф' \
». V d x* "*" </•* í/ v1 /"~J!T x dv' » V dx* "*" Sx d y1 / * </*
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•M ~
-Ь &С. = О.

ChaíTant £ de ces deux équations , on en aura une qui
devra fubfifter d'elle-même» pour tous les points de la fur-
face extérieure.

A P P L I C A T I O N de ces formules au mouvement (fun fluide.
qui coule dans un vafe étroit & prefque vertical.

2 S- Imaginons maintenant que le fluide coule dans
vafe étroit, &: à-peu-près vertical, & fuppofons pour plus.
de (Implicite , que les abfciiïês x foient verticales &, dwufées
de haut en bas , on aura ('art. гз] ,£=о,и= 90° , ̂ = 90° =^
donc cof |=i, cof » = о , cof £=s о. -

Suppofone de plus pour fimplifier la queftion autant qu'il
eft poflîble que le vafe foit plan , en-forte que des deux
ordonnées y Se % , les premières y foient nulles , 6c les fe*
condes \ foient fort petites.

Enfin , foient \ — л & £ = ß , les équations des deux parois
du vafe , * $t ß étant des fonctions de x connues, , & fort
petites. Ou ацга -relativement à ces .parois, les deqx .é<Jua*
lions (art. 2.6 ).

d ' . J »O. . et —, — в . ce .
<*x dx . лг„ _,

- - - - - - - - -f- КС. =?: О
ах t.dx

. ___ &c.
лх • ъ dx

bfqueiles ferviront à déterminer les fon&ions t' & «j'7.
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Nous'regarderons les quantités £, л , /з-, comme très-petites
du premiei- ordre, & nous négligerons du moins dans la
première approximation, les quantités du fécond ordre, &
des ordres iuivans* Aihlî les deux équations précédentes fe

-.réduiront à celles-ci.,

lefquèlles étant retranchées l'une de l'autre , donnent. . ,

tf.. Л _,;_£!_ /« —/3/-^
1 e * / - j i v ï ï л ( < / »: — =o,equation dont 1 intégrale elt ^ ==»,

í étant une fonction arbitraire de t, laqueHe doit être très-
petite du premier ordre.

Or'il1 eft vifible que <* — /3 èft la largeur liorifontale du

Vafe que nous repréfenterons par r» Ainß on aura --^_=— 9

ЙС intégrant de nouveau", par rappott ax,. $/ = 0 --— -4-Э-,

en défignant par d- une nouvelle foncb'on -arbitraire de /.
' Si 4>n ajoute enfemble les mêmes équations , & qu'oi^

on en tirera »" .чр-.-т-*; J ou en.
• • ' a-x

j f* ••' -
.//•'.

ftîtuant la valeur de •í-^-. <?" =**ô —>——. D'où Ton voit quea 55 ' a x í

puifque >, /л, б font des quantités très-petites du premier
ordre, ç" fera auffî très-petite du même ordre.

РОПС en négligeant toujours les quantités du fécond
ordre, on aura par les formules de l'article z5 , la vîteiTe

verticale/ F= -- — —, la vîtefle liorifoutale ̂ as ?" ~* ^^r
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Enfuite, à caufe de cof ?=*o, la quantité л" fera auifi
très-petite du premier ordre. Par conséquent , la valeur de
л fe réduira à

do- . _ <г

t i t г у т .

Cette valeur égalée à zéro, donnera la figure de la fur-
face du fluide ; & comme elle ne renferme point l'ordonnée
£, mais feulement l'abfciiTè #, & le tems t , il s'enfuit que
la furface du fluide devra être à chaque inftant plane ôc ho»
rizontale,

Enfin l'équation de condition pour que les mêmes par-
ticules foient toujours à la furface , fe réduira par la même

./. , n • ^A1 . dtp1 db' s \ r •' <^A

raifon a celle-ci-^ 4--^- x-rf— fart, ijj, favour-^-

- X

bquelle ne contient pas non plus ^ , mais feulement x & t.
2.9. Pour diftinguer les quantités qui fe rapportent à la

furface fupérieure du fluide de celles qui ie rappprteni:. i,
la furface inférieure , npus marquerons les premières par
цп trait, & les fécondes par deux .traits, Ainfi, oc', ?'„ &çv
feront l'abfciiTe , la largeur- du vafçj &c, pour la furfa.ce
fupérieure ; »"9 y" 9 &ç , feront de même TabfciiTe ? la lar*
geur du v^fe, &c, à la furface inférieure, . . i

Donc aùlîî л', л" dénoteront dans la fuite les valeurs cîç
л, pour les deux furfaces; de forte que l'un, aura pour b
íurface fupérieure , l'équation
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8с pour la furface inférieure, l'équation femblable,

dt i y"

Enfin , -/--Ь-'i x"7^r = ° fera 'l'équation de con-

' Binon , pour que les mêmes particules qui font une

fois à la furface fupérieure y reftent toujours ; 8C ~~A~~

-h 4, x ~î'~ir = ° > fera l'équation de condition , pour que

la furface inférieure contienne toujours les mêmes parti-
cules du fluide.

Cela pofc , il faut diftinguer quatre cas dans la manière
dont un fluide peut couler dans un vafej & chacun de ces
cas demande une folution particulière.

3 O. Le premier cas eft celui où une quantité donnée de
'fluide, coule dans un vafe indéfini. Dans ce cas, il eft VM
fible que Tune 6c l'autre furfaee doit toujours contenir les
mêmes particules , 6c qu'ainfi on aura pour ces deux
furfaces,les équations л' c= o, x" = o , & de plus

vfx'

У л"

quatre équations qui fervkont à déterminer les variables л?',
л", 9,* en t. ^ • f

L'équation л'=я о étant difféïentiée , Adonne -̂ 7- dx' •+*

JL?L dt = Q ; donc ^— =«**• 4-r y —г—í íubftituant cette.v.-* ' • « / * ^* <f« *
P p p
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valeur dans l'équation — - -f- -,- x -7"/- = ° > &
Лл' <?*•* ípar •• on aura — — « -f.

Г <íV íí 'V

On trouvera de теще en combinant l'équation *•" =^o , aveo
„ . . i A" ÍA" rf*" „ii . „• </л-" , t •
l'équation -rf7- »«. -— x -ЗГ , celle-ci -—- = v/- ..

Donc on aura bdt*=*y' dx' = y" dx" , équations fépârées ;,
par conféquent on aura en intégrant

m ,,.

•m étant une confiante, laquelle exprime évidemment la;
quantité donnée du fluide qui coule dans le vafe. Cette;
équation donnera ainfi la valeur de x" en xf.

Maintenant fi on fubftitue dans l'équation л' «• о, pour-

if í fa valeur-2—-. elle devient •— g x' H- — т-т-г I—£--•
t '• °- y d x J y

... í dS- . ,. il , tl . . . . . . . , . .,
Г+- TTT "+" ' -, , г = о, laquelle étant multipliée par — y d x

donne celle-ci g y' x1 d x' —в dô Г~—- â d$ —^ - -*— == o.,

qu'on voit être intégrable, & dont l'intégrale fera,.

g f y' x1 dx< - 'i-f—- -/« rf* « conß,

On trouvera de la même manière. en fubftituant ^J^L
s

à la place de d t dans l'équation л"'= о, & multipliant par
*— -y" dx", une nouvelle équation intégrable,: & dont l'in-
tégrale fera

g f y" x"dx" - ~f~~ -fO d* = conß.

Retranchant ces deux équations l'une de l'autre , pour



S E C O N D E P A R T I E .

en éliminer le terme /fl d*, on aura celled,

dans laquelle les quantités/?/' x" d x" — />' x' d x &

~~ Г~- expriment les intégrales de y xdx t & de — — pri-

fes depuis x —x' jufqu'a x == л?"; & où Zr eft une confiante.
Cette équation donnera donc a en л/, puifque x" eft déjà.

connue en x' , par l'équation trouvée plus haut. Ayant ainfi

fl en x'3 on trouvera auffi r -en x', par l'équation d t = — ~ y

dont l'intégrale eft / =f— — ~- -H- ^, Я étant une conf-
iante arbitraire.

A l'égard 4des deux confiantes L & H , on les détermi-
nera par l'état initial du fluide. Car lorfque r — o, la va-
leur de x' fera donnée par la poiîtion initiale du fluide dans
'le vafe; &: fi on fuppofe que les vîtefTes initiales du fluide
foient nulles, il faudra que l'on ait fl = о , lorfque t — о ,
pour que les expreffions de p, ^, /• (art. 18), deviennent
nulles. Mais fi le fluide avoif été mis d'abord en mou-
vement par des impulfions quelconques, alors les valeurs
4e A' & л" feroient données , lorfque t = о , puifque la
quantité л rapportée à la furface du fluide exprime "la pref-
iîon que le fluide y exerce , & qui doit être cbntrerbalan-
cée par la preffion extérieure (-art. ï). Or on a (art. 19),

dx

.donc en faifant t = о , on aura une équation, qui fervira
à déterminer la valeur initiale de fi.

P p p z
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'Ainfi le problême eft réfolu, & le mouvement du fluide,
eft entièrement déterminé.

3l. Le fécond cas a lieu lorfque le vafe eft d'une lon-
gueur déterminée, & que le fluide s'écoule par le fond dup
vafe.- Dans ce cas on aura, comme dans le cas précédent „
pour la furface fupérieure, les deux équations л' = о 6с

-Л. ц, -i- x -т— = o; mais pour la furface inférieure, o»
ai y ' dx' L ' ' •

aura amplement l'équation A" ==: о, puifqu'à caufe de l'écou-
lement du fluide, il doit y avoir à chaque inftant de nou-
velles particules à cette furface. Mais d'un autre côté l'abf-
ciiTe x" pour cette même furface, fera donnée & cqnftante ;
de forte qu'il n'y aura que trois inconnues à déterminer^
favoir ac', 9, & Sv

Les deux premières équations djonnent d'abord , comme

dans le cas précédent, celle-ci d t — •<y"dx &gy'x'dx' — e</0ï

• •*- *= о ; enfuite l'équation /' = o dom

пега ~£*-н --• +. -h « o ; où l'on re .

marquera que x;/,./ & JIÍ2L ̂  font des conftantes que nous-

dénoterons pour plus de fimplicité par /', A, л. Ainfi en-

fubftituant à dt fa valeur —i, multipliant enfuite par.

•— r' á je',, on aura l'équation gfy'dx' — /z 9 db '— G í/*'

»л в°-

, Donc retranchant de celle-ci, l'équation précédente, pour
en éliminer les termes ô(/s, on aura.
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équation qui ne contient que les deux variables зс' & 9, de
par laquelle on pourra donc déterminer une de ces variables
en fonction de l'autre.

Enfui te on aura t exprimé par la même variable , en in*

tégrant l'équation d t — •—- — . Ее l'on déterminera lès coni!
- - - : . - . „ „ . . J - 1 - . '.

tantes par l'état initial du fluide , comme dans le problême
précédent;

3 2. Le troifieme cas a lieu , lorfqu'un .fluide coule dan»
un vafe indéfini, mais qui eft entretenu toujours plein à
la même hauteur, par de nouveau. fluide qu'on y vçrfe con-
tinuellement. Ce cas eft Pinverfe du précédent ; car on aura
ici pour la furfaee inférieure , les deux équations, *." = Q>

& __!_ .j -- L_ x — ̂ 77- = о ; & pour la furfaee fupérieure,
ät y" dx" L L

on aura fimplement l'équation x's=o, à caufe du change-
ment continuel des particules de сеце furfaee. Ainfi i l-ivy
aura qu'à changer dans les équations de l'article precedent »,
les quantités x'y y en x"^ ?" 9 & prendre pour/, A,, n les va-

leurs données de x' , >' ,- C~*—»
< r J Y

Au refte , nous fuppofohs que Tadditiori du nouveau
fe fait de manière -qpe1 chaque epuche prend d'abord

la vîteffe de celle qui la fuit immédiatement, 6c qu'ainii
l'augmentation ou, Да diminution de vîtelTe de cette cou-
x;he , pendant le premier inftant, eft la même que fi le
vafe n'étqit; pas entreténu plein à la même hauteur durant
'cet inftant,
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3 3- Enfin -le dernier cas eft celui o.ù le fluide -fort d'un- » - » , . , . - . - - > • - - , j . - > ^ • - • • -
vafe de longueur déterminée , & qui eft entretenu toujours
plein Л la même hauteur. Ici les particules des furfaces fu?
périeure & inférieure fe.'renoavellent entièrement ; pat
conféquent on aura {Implement pour-ces deux furfaces , les
équations V s= о , ъ." j=== о ; mais ;en mêrrie-tems les deux ííbf-
ciííes x1 6с х" feront données oc conftantes, enforce qu'il n'y
aura que les deux inconnues fl & ô- à déterminer en t.

Soit donc У«=/, y'^

л/ === ° л" — ° deviendrout ,7Г-
ai , ^Э- ', í1

i7n + — •*•

d'où chaíTanç -т— , on aura

d'où l'on tire f

f*-*}

équation féparée , & 'qui eft intégrable : par des arcs dé
cercle ou des logarithmes.

34- Les folutions précédentes font conformes à celles que
les premiers Auteurs auxquels on doit des théories du mou1

vement des fluides > ont trouvées d'après la fuppofitiori
que les différentes tranches du fluide confervent exactement
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.leur parallélifme en defcendant dans Je vafe. (РоуесЩу-

:<lrodinamique de Daniel Bernoulli , l'Hydraulique Де. Jean
^егдонШ» Se le Traité .des Fluides de M. d'Alembert ). Notre
analyfe fait voir que cette fuppoiîtion n'eft exacte que lorf-
jqué la largeur du vafe eft infiniment petite ; mais qu'elle
peut, dans tous les cas, être employée pour une première
approximation, ôc que les folutions qui en réfultent Îonr exac-
tes aux quantités du--fécond ordre près," en regardant les.
largeurs du vafe, comme des quantités du premier ordre.

Mais le grand avantage de cette analyfe, eft qu'on peut
par fon moyen approcher de plus eu plus du vrai mouve-
ment des fluides , dans des yafes de figure quelconque;,
car ayant trouvé, ainii que nous venons de l'e faire, les pre-
mieres' valeurs des inconnues, en négligeant l'es fécondes
'dimenfions cîes largeurs du vafe, il' fera facile de pouffer
l'approximation plus loin, en.ayant égard fucceifivement aux;
termes- négligés. Ce détail n'a de difficulté que la longueur
du calcul, Se nous n'y entrerons point quant à prcient.

' A P P L I C A T I O N des mêmes formules au mouvement d'un
fluide contenu dans un canal peu profond, & prcfque fiori-*-
fontal, 6* en particulier au mouvement des ondes,.

3 J. Puifqu'on fuppoib la hauteur cfu -fluide fort petite,,,
il faudra prendre les ordonnées 2 verticales &: dirigées de
baut en bas , les- abfcifles..* , & les autres ordonnées y de-
viendront horifontales, & l'on aura ( art. 2 3 ) , cof £ = о »,
cof« =o, cof £ t== ï. E». prenant les axes des л: 8£-у dans:
le plan horizontal, formé par la furface fupérieuredu fluide,
dans- l'état d'équilibre, foit ^=«, Téquation du fondAdui
canaF, <* étant une foriâion donnée*de л; & у.
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NOUS regarderons lesy quantités ^ $£ « comme très*

petites-du .premier ordre, •& nous négligerons les quatitit&s
du fécond ordre ? '& des ordres fuivansy c'cft-à-dire , belles
qui contiendront lea 'carries & les ptodtííts de'^ & <*.

L'équation de condition relative au 'fond du canal' , don».
nera (açt. 16),

. d<t>'
• d. ç -~

Y -dx r dy
, ï ï ï *\ я "* -

d'X -dy -9 .

d'où Ton voit que <p" eft une quantité du premier ordre.
Enfuite la valeur de la quantité л fe réduira à л' 4- л" £

(art. 15).; б£ il faudra négliger dans l'expreffion de л' les
quantités du fécond ordre , ôc .dans celle de A'', ies quan-
tités du premier. Ainfi , л caufe de cof | = o, cof« = o,
cof Ç = ï , on aura par les formules" du même article.

t /
— Q

• »

On aura donc.(arti 2 7 ) , pour la furface fupérieure du
fluide, l'équation л' — ^^=:o,ôc enfuite l'équation de con-
dition ,

х -

L'équation л7— ̂ -essp ,donneèfur le champ ̂ = '—- ,ppujr
îa figure 4e la furface fupérieure 'du fluide à chaque1 info
tant , & comme l'équiation de condition doit avoir lieu aufli
relativement à la mêm$ furface , il faudra qu'elle foit vraie„

en
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en y fubftituant à г cette même valeur ~. Cette équation/ \ . g - *
deviendra donc par là de cette forme :

d S-*'- d x'^<A dx '
—77 »

£fubítituant encore pour p" fa valeur trouvée ci-deflus , elle
fé réduira à celle-ci,

-- .__ о ,

dans laquelle il n'y aura plus qu'à mettre à la place de л',

fa valeur, JÜÜ ^ -L f JSL Y 4- i- Г 4Í-Y ; & l'on aura
' dt ^^ г Ч dx J ^^ ï Ч dy / '

une équation aux différences partielles du fécond ordre ,
qui fervira à déterminer 9' en fonction de х*у л г.

Après quoi on connoîtra la figure de la furface fupérieur«
du fluide, par l'équation,

ôc fi on vouloit connoître auffi les vîteiTes horifontales p , q
de chaque particule du fluide , on les auroit par les formu-

3 6. Le calcul intégral des équations aux différences par-
tielles, eft encore bien éloigné de la perfe&ion néceiTaire
pour l'intégration d'équations auffi compliquées que celle dont
il s'agit; 8c il ne refte d'autre reíTou r ce , que de iîmpli-
fier cette équation, par quelque limitation.

Nous fuppoferons pour cela , que le fluide dans fon
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mouvement, ре s'élève ni ne s'abaiile au-deffus ou au-
UêiTous du niveau, qu'infiniment peu, enforte que,les or-
données £, de la furface fupérîeure, foient toujours très-
petites , & qu'outre cela, les vîteiTes horifontales p &C q ,
foient auffi infiniment petites. Il faudra donc que les quan-

tités -~~- 9'
 ф

 9 —£- foient infiniment petites, &: qu'ainfila

quantité ç foit elle-même infiniment petite.
Ainiî négligeant dans, l'équapion propofée,. les quantités

infiniment petites du fécond ordre , 6c dès ordres ultérieurs,
elle fe'réduira à cette forme linéaire.

J и ф J O (f>

& l'on aura,

* g "dt ' « d x *• * dy *
t • •

Cette équation contient donc la théorie générale des pe-
tites agitations d'un fluide peu' profond , & par conféquent
la vraie théorie des ondes formées par les élévations, &. les
abaiiTemens fucceiîîfs , & infiniment petits d'une eau fta-
gnante &: contenue dans un canal ou baiTm peu profond.,
La théorie des ondes que Newton a donnée dans la pro-
poficion quarante-fixieme, du, fécond "Livre., étant fondée fur
la,fuppofition précaire & peu naturelle, que les ofcillations,
verticales des ondes, foient analogues à celles de l'eau dans,
un tuyau recourbé , doit être regardée comme abfolument
infufKfante pour expliquer ce, problême.

3 7> S^on fuppofe que le canal ou bäum ait un fond hori-
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fontal;, alors la quantité * fera confiante & égale à la pro-
fondeur de l'eau ,j 8c l'équation pour le mouvement des ondes
deviendra,

Cette équation eft entièrement femblable à. celles qui
détermine les< petites.,agitations de.l'air, dans la formation
du fon, en n'ayant égard qu'au mouvement de$ particules
parallèlement à l'horifon , comme on le verra dans l'article 9
'de la fection fuivante. Les élévations ^, au-deffus du niveau
de l'eau, répondent aux condenfations de l'air, & la pro-
fondeur « de l'eau dans le canal, répond à la hauteur de
l'atmofphere fuppofée homogène ; ce ,qui établit une par-
faite analogie entre les ondes formées à lafurface d'une eau
tranquille par les élévations , & les abaiffemens fucceffîfs de
l'eau , &: les ondes formées dans l'air, par les condenfations
& raréfactions fucceffives de l'air, analogie que plufieurs
Auteurs avoient déjà fuppofée, mais que perfoune jufqu'ici
n'avoit encore rigoureufement démontrée.

Ainiî comme la vîteffe de la propagation du fon fe trouve
égale à. celle qu'un corps grave acquerroit en tombant' de
la moitié de la hauteur, de- l'atmoiphere fuppofée homogène-,
la vîteffe de la propagation des ondes, fera la même que
celle qu'un corps grave acquerroit en defcendant d'une hau-
teur égale à la moitié de la profondeur de l'eau 4ans le
canal. Par conféquent, fi cette profondeur eft d'un pied, la
vîteffe dés orides fera de 5» 495 pieds par féconde; ôc fi
la profondeur de l'eau eft plus ou moins grande, la. vîteffe
des ondes variera en raifon foudoublée des profondeurs,
pourvu qu'elles ne foient pas trop confiddrables.

Q c j q a
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Au reile, quelle que puiife être la profondeur de l'eau ̂
& la figure de Ton fond , on pourra toujours employer la
théorie précédente, fi on fuppofe que dans la formation
des ondes Геаи n'eft ébranlée & remuée , qu'à une pro-
fondeur très-petite, fuppofition qui eft très-plaufible en elle-
même, à caufe de la ténacité & de l'adhérence mutuelle
des particules de l'eau-, & que je trouve d'ailleurs confirmée-
par l'expérience, même à l'égard des grandes ondes de la
mer. De cette manière donc la vîtefle des ondes déterminera
elle-même, la profondeur « à laquelle l'eau eft agitée dans leur
formation ; car fi cette vîteffe eft de л pieds par féconde »

, :!.•; -i я* . jon aura * = pieds
.,. , 30,19« r.

On trouve,, dans le tome X des anciens Mémoires de
l'Académie des Sciences de Paris, des expériences fur la
vîteffe des ondes , faites par M. de la Hire, & qui ont donné
un pied ôc demi par féconde pour cette vîteiTe, ou plus
exactement ï , 412 pieds par féconde, Faifant donc Из«

ï , 4iг, on aura la profondeur * de -^—pied , favoir

de — de pouce ou ю lignes à peu-près.

N EU V I E M E S.E C T I O N..

Du. mouvement des Fluides comprefflbles £f elaßiques*

!.. PO pu appliquer à cette forte de fluides, l'équation gé"
oérale de l'article г de la Section précédente, on obfervera.
que le terme S*, f L doit y être effacé, puifque la condi-
tion de rmcompr.eflîbilité à laquelle ce terme eft dû,,n'exiite
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plus dans Phypothèfe préfente ; mais d'an autre côté , il y
faudra tenir compte de l'action de l'élafticité qui' s'oppofe
à la compreffion, ôc qui tend à dilater le fluide.

Soit donc ï l'élafticité d'une particule quelconque D m
du fluide ; comme fon effet confifte à augmenter le volume
DxDyDy da cetts particule, & par conséquent, à dimi-
nuer a quantité — DxDy D % ; il en réfultera pour cette par-
ticule le moment — t f . f D x D y D \) à ajouter au pre-
mier membre de la même équation. Deforte qu'on aura pour
toute.? les particule?, le ternie intégral — S « <T. (D xDyD •{) &
fubftituer à la place du terme S*ïL. Or, f L étant r=JV
(DxDy D %}, il eft clair que l'équation générale demeurera-
de la même forme en y changeant Amplement л en — t-
On parviendra donc auflî par les mêmes procédés , à troi»
équations finales , femblables aux équations (A) , favoir >

Et il faudra de même que la valeur de ï foit nulle à la,
furfac^ du fluide, fi le fluide y eft libre ; mais s'il eil con-
tenu par des parois , la valeur de ï fera égale à la réfiftance
que les parois exercent pour contenir le fluide , ce qui eft
évident , puifque « exprime la force d'élafticité de fes par-
ticules.

2. Dans les fluides compreffibles , la denfité Д eft tou-
jours donnée par une fonction connue de «,x, jx» ï » f , di-
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pendante de.la loi de l'élafticité dû fluide, & de celle de
la chaleur qui eft fuppofée régner à chaque inftant, dani
cous les points de Tefpace. Il y a donc quatre inconnues,
1 >х*У) \ à .déterminer en ty&. par conféquent, il faut en-
core une quatrième équation pour la folution complette du
problême. Pour les fluides incompreifibles, la condition de
l'invariabilité du volume a donné l'équation (B) de " l'arti-
cle 3 , & c;lle de l'invariabilité de la denfité d'un inftant
à l'autre a donné l'équation (H) de l'article n. Dans les
fluides compreffibles aucune de ces deux conditions n'a
lieu en particulier, parce que le volume & la denfité varient
à la fois; mais la maffe qui eft le,, produit de ces deux élé-
mens doit demeurer invariable. Ainfi on aura d. D /я = о ,
ou bien d. (bDxDyD \l =o. Donc,en difFérentiant loga-

rithmiquement 1± Ч- ^в'иуВ^ e ° • & ^bffituant la

valeur de d.(DxDyD ̂ ), (cette valeur eii la même que
celle de f . ( D x D y D ^ J de l'article 2 de laSeilion précé-
dente , en y changeaot d en f}9 on aura l'équation,

= о . .'

laquelle répond à l'équation (B) de l'article 3 'de la Sec-
tion citée, celle-là étant relative à l'invariabilité du volume,
8£ celle-ci à l'invariabilité de la rnaíTe.

3« Si on regarde les coordonnées дг,^,^,. comme des
fondions des coordonnées primitives a л Ь, с л & du terns t
écoulé depuis le commencement du mouvement, les équa-
tions (a) deviendront, par des procédés femblables à ceux
de l'article 5 de la Se&ion précédente, de cette forme,
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dt
de

dt
de = o

f <J l\ ,_ 7\. // ««• m ~Jf~ ,£1 1 •+•<» —-;—
^ dt* J da

ou de celle-ci plus fimple,

ces transformées étant analogues aux transformées (CJ
de l'endroit cité.

A l'égard, jaej'équarion f'J9 en y appliquant les transfor-
mations de l'article 3 de la Secbon précédente, elle fe ré-

duira à cette forme -+• •— = о, les différentielles d д

& d6 étant relatives uniquement à la variable t. De forte
qu'en intégrant, on aura д fl = fonft (a ,b , c). Or lorfque
/ = o , nous avons vu dans l'article cité , que в devient = ï ;
donc fi on fuppofe que H foit alors la valeur deA , on aura
H = fon& : (a, bt c); &, l'équation deviendra д fi = Jï, ou biea

tf
в =-д~> c'eft-a-dire, en fubftitu.ant pour.S fa valeur.

d*

ix
-.

de

db
_^î d* x Jy_ x _£f_

de db d-a de

v - i— V
* da db

dx dy d \
7ГХ"77Х~^Т

//
A (4-
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transformée analogue à la transformée (E) de l'article cité.
Enfin il faudra appliquer aufli à ces équations , ce qu'on

a dit dans l'article 8 de la même Section, relativement à
la furface du fluide.

4. Mais fi Ton veut, ce qui eft beaucoup plus fimple,
avoir des équations entre le« YÎtefles p f q, r des particules
fuivant les directions des coordonnées x9y t r, en regar-
dant ces vîteiTes ainfi que les quantités д &: « comme de*
fonctions de x»y> ç, t, on emploiera les transformations
de l'article ю de la Section précédente , & les équations (a)
donneront fur le champ ces transformées analogues aux trans-
formées (F) de ce dernier article,
dP t — dp _i. .. *P _j V*S ï * '- •*• fi -4-1 г —4— —U. л \ Ц« . —m с

dx

-Й dy

dr

dy

-НГ

H-r

_1- dt

"I* --т—• ss: Оrfy

.. *•
4--ir = °

(f)

Dans l'équation ^ outre la fubftitution de pdt~. qdt.
r i / r ,aul ieu de с/л;, í//, </^,6cle changement de Z> en í/,
il faudra encore mettre pour d A fa valeur complette,

Л Аf Л

\d~ dy

l'on aura, en divifant par dt, cette transformée;

db dp dq

laquelle étant multipliée par д, fe réduit à cette forme plu»
fimple,

dt
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A l'égard de la condition relative au mouvement des par-
ticules à la ' furface , elle fei a repréfentée également par
l'équation^ de l'ai ticle 12 de la fecbon piécédente, favoii ,

dA dA dA dA

en fuppofant que A-=* o , ,foit_ l'équation de la fui face
5 И eft aifé de fatisfaiie à l'équation tg) , en fuppofant

л/> = -^ , д ? =s= - î- ; д r = ~- , à. , ß , > étant des fonc-

tions inconnues de x , y , ^ , t Par ces fubftitutions , l'équa-.
tion dont il s'agit deviendra

L, _ЛЛ_ . l , - " - ^ ï dlv — л
rff ^ i i r f A : ; Jti/y "*" d td i W>

' > l ')
laquelle eft^inté^iable , relativement à r, Sc dont l'intégrale
donnera,

_ r - < « _ _ < A
~ "~* a/ '

Í* étant' une ifon£tion aibitraire de зс л^л ^-fans Г, dépen-
dante de la loi de la denfité initiale du flmder

On auia

.
dis ~~ d

Д» Л* fl^

;V
</-£

tl y

хг „
R r r
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Donc» fiibílitijant ces valeurs datîs les équations (f)y Se
mettant de plus pour ï fa valeur en fonction de д , x , y , ̂ , t
/art î)~y on aura trois équations aux différences partielles
entres les'ineormues *, ß , y & les quatre variables #,jy, £, *>

: бс' la foîatïbn "du -problême ne dépendra plus quede l'inté-
gration jde ces-éqûarions- , mais cette intégration furpaffe
les forces „ de, l'analyie connue

6 "En falfant aèftracbon de la chaleur"; A: des autres
circohilances qui peuvent Îàire varier -'Klafbcrté indépen-

-darnnœnt de la. denfité , la-^akwr de Félaihcitç » fera donnée
4 /il ^ *

•|>ar une dfomcbon -de la -denfité Д~> défaite que — ̂  fera un.e

difféientielle aune feule variable ,.j8fö^>ar -yonféquent Mitç-
grable, dontj u.o_us iugpofeionSS l'intégrale ехрпшсе par £,

Soit de plus la quantité X â^x-^Tay'-^-Zd:^ une diffé-
'Tentielîé Côinplette , dont l'mte^ale 'foit У+ comme (Tans
l'article 15 de la Seébon précédente

Les équatюnsp(^ltê~l'ãît^cle^4~,y^tãn^:1mü1típllées reipec-
Ф^ешецпразг!^,^^ 4& ^-enflute ~ajpLutéesf ensemble,
donneront atufes îa d^vifioû par л. une équation de la foime

i,

dr

dont le premier membre' estant ira^gFàble , il faudra que
le fécond le fòit aufli AiniîxOn aura de nouveau le cas de
l'équation (L) de l'article. ij de la Se£hon_précédente , & on
parviendra par xonfeqjjent à"
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7', Donc en général , íi la, quantité pdx^q d.y*

fe trouve dans un inftant quelconque une différentielle
complette, ce qui a toujours lieu au commencement du
mouvement, lorfque le fluide parc du cepos, QU qu'il «ft
mis en mouvement par une impuHîpn appliquée à la Jus
face; alors la même quantité devra, être toujours une d)ifr

férentielle coxnplette fart. 17 , 181, Se&. préc./
, Dans cette hypothèfe on fera, comme dans; l'article. 10

de la. j(e£tion précédente p d M, -^c[éy -t- r d, $ == d, <f » ce ' 'qui
donne

dtp aß' ал
•n »^— * • • /т — - f
P dx 9 У Г" dy, .'- ГГ

& PéqUatíbh 'f// '^étaht intégée après rcd* y

donnera , •

— - — -- -* </i r » Л <** ./ * \dy ) . » V . rf

valeur qui fatisfera en meme-tems aux trois équations (f)
idt l'article; 4.

Or £" étant = Л-̂ - fera une fonction de д , puifque ( eft
•/ *i '

une fonction connue de A; donc д í*era une fonction de
E. Subftituant donc la valeift--^W'4ii^dAïéqQi*lon'-..pA>ii
cedente, ainfi que celles de pt qy r dans ...l'équarioix (g) de
l'arti clé ~4 a On , i\ura' uq^ équati««\, e"n " dijCfôrëïîces чр;й-Й<А1е8
de <p , laquelle ne contenant que cettç inconnue fufíífa pour
la déterminer. Deforte <jue=T:cmíc:4a--^ííi3cxilié ftra, réduite
à cette unique iptégration. . . ,. , (

^^"mns/íé^ííuicy^elkffi^s connut V^lafficite'ëft^ou.
jours proportionnelle à"Íalaeníítéi de iortè 'qu'on a pour

Rrr a
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ces fluides e = i Д , i étant un coefficient conftant qu'on' dé-
terminera en connoiíTant la valeur de l'élafticité роцг une
deniité donnée.

! 'Ainfi ,pou-r l'air l'élafticité eft égale au poids clé la co-
lonne de mercure dans le ba-romètre; donc fi on nomme
H la hauteur du baromètre pour une certaine denfité de
l'air qu'oni|>rendra pour l'unité , n la denfité du mercure ,
c'eft-à-<lire , le rapport numérique -de la denfité du mercure
à'cellé de l'air, rapport qui eft le-mêmë que celui des gravités
ipécifiques, Se g la forée accélératrice de la gravité ; on aura
lorfque д = ï , ersgrzif ;par conféquent i=*gnH't où l'on
remarquera que n H eft la hauteur de Patmofphere fuppofée
hpmogqne. Déporte .qu'en, t^éfignant;;çette hauteur par h*
on aura plus (implement г— g Л , ôc delà е" = £ А д . .

Donc puifque E = /-~, on ащ*а.£»=^/г/.д. Or l

tion (g) de l'article 4 peut fe mettre fous la forme

а.г 'д d.ïb . . í f /Д . dtA , dp , da , dr— -- 1 — ^— p-\ — - — 04- — - — /• -f- _J_~H —1,,-h -— ~
at dx f dy. í ai dx dy d\

Donc fubftituant •-£. , -g- , ̂ -, -^- ila place de /д,/, q, r,

nuiltiph'ant par ght elle deviendra -

dq> _^ JE dtp '
. X -^r.rri-'rfp. X :.7£~Р=5 -0>

II n'y aura, donc plus qu'à fubftimer ppu^JS-'fa уа1ецг. trouvée
ci-déffiw i ôc cette fubftjíution donnera- réquatip» ájjalç e* /í?.
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tf df J àt\

dv . dç ' d v ... dip
dx л dx ly * dy

/ <1ф V d l q > __ f d ç \ * V (p /
V aí* > 7Î7" \ <У / ^1 V

dy

laquelle contient feule la théorie du mouvement des fluides
élaftiques dans l'hypothcfe dont il s'agit.

o. Lorfque le mouvement du fluide eft très-petit, &:
qu'on n'a égard qu'aux quantités très-petites du premier or-
dre, nous avons vu'dans l'article г ï de la Section précé-
dente que la quantité p J x Ч-qdy-^rrd^ eft àuffî nécef-
fairemenc une dirTéreintielle complette. Dans ce cas donc ,
les .fo.rmules précédentes, auront, toujours lieu, 'de quelque
manière que le mouvement du fluide ait été engendré, pour-
vu qu'il foit, toujours très-petit, & que par conféquent Ja
fonction p foit elle-même très-petite.

gfesml -les termes où telle 'monte au-delà de la première di-
jç>enfionr on aura pour cette çh^orie, l'équation générale»
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£± ^±L^u J-
** ^ d ^ d _ _

â x X â x dy *~dj di X "Tf °*

Or en négligeant de même les fécondes -dimenfions de
Ф dans la valeur de E de l'article 7, on aura (implement,

£»^T— -^7 =*£А/-.Д (an. 8.;.
On peut fuppofer que la fon£fcion ^ foit nulle dans l'état

de 'repos ou d'équilibre. On aura donc auiïï dans- cet état
— F"

£L = Q , & par conféquent ghl . д « — F; &д = е ffft*

Lorfque l'air eft en vibration , foit fa'denfiré naturelle aug-
mentée en raifon de ï -*- s à ï , s étant une quantité fort

— v
~ B ljiétite , on aura .donc en g4néraL A fxt e~

.de là , en négligeant les carrés, de s , on aura / A s= >— — —--;

r— í j doric s =?

,A l'égard1, de la valeur de'j^'tjiii dépend des forces ac-
célératrices, en fuppofant le fluide pefant',, & prenant pour
plus de fimplicité les ordonnées ^verticales, ôc dirigées de-
haut en bas, on aura par la formule de l'article 23 ^SecTt.'
précj F"= — g^t g étant là force accélératrice de la £ràJ
vite. Donc l'équation de la théorie du fon fera"

& л y* ' - r f î »
-, Ayant détermioé ,<p par cette é^Ujation, pn aura les, vî-

fieÎTés j?-,.^f , r de l'air, ainfi q,ue. ia со^^едГагдоаг í pfar
r i <^Ф ú1 4 ,аф d,d>formules p = — , j 9 — , r^= -J. >í я̂ ,--̂ ..

Io. Si on ne veut avoir égard qu'au mouvement
fontal de l'air, on fuppofera que la fonction <p pe
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point ç, niais feulement x ^ y + t . Alors Técjuation en ? de-
viendra :

^TF'

Mais avec cette fimplificàtion même, elle eft encore trop
compliquée pour pouvoir s'intégrer rigoureufement.

Au refte, cette équation eft entièrement femblable à celle
du mouvement des ondes dans un canal horifontal ßc pu
profond. Уоуе% la Section précédente, article 37.

Jufqu'apréfent on n'a pu réfoudre complettement que le
cas oil .l'on ne confidère dans la maile de l'air qu'une feule
dimeniîon, c'eft-à-dire, celui d'une ligne fonore, dont les
particules ne font que des excurflons longitudinales.

r Dans ce. cas, en prenant cette même ligne pour l'axe x,
la fonction <p ne contiendra point y , ôc l'équation ci-deflus
fe réduira à

laquelle eft femblable i celle des cordes vibrantes , Se я
pour intégrale complette

en dénotant pkr les caradléiiftiques ou fignes F Bc /,. deux
fondions arbitraires.
' Cette formule renferme deux .théories importantes, celltí
Ou fon des flûtes ou tuyaux d'orgue , &. cell'e 'de la pro-
fagatitrri du foti daire^l'air libre. iiUie Vagit! 'cf ire de déter-
miner convenablement les deux fondions arbitraires; fie
vßicl lés principes qui doiveET' guider dàtis tette détermi*
nation,
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l ï. Pour les flûtes, on ne confîdere que la ligne foftorô,
qui y eft contenue; on fuppofe que l'état initial de cette
ligne foit donné, cet état dépendant des ébranlemens im-
primés aux particules , St on demande la loi des of dilations,

Faifons commencer les abfcifles x à . l'une des extré-
mités de cette ligne-, Se foit fa longueur, c'eft-à-dire, celle
de la flûte, égale à à. les condenfations s &: les vîtefTes lon-
gitudinales p , feront donc données, lorfque r = o, depuis
x = o, jufqu'à x = /'i nous les nommerons S & P.

Maintenant puifque s = '•• ' * , & p = -^ , fi on dif-

férencie l'expreflion générale de ? de l'article précédent , ßc
qu'on défigne par F ' $c f les différentielles des fondions

marquées par F & Л enforte que F/x=s >-•>, j--> f'x *з т- ̂ x- y

on аигал

f (x —

Faifant r =o, 6c changeant p en P, & s en S , on aura

P ю F'x 4-/X, vS^^-Ä Ä F'x —f x.

. Ainfi comme, P èí S font données pour toutçs les abf-
cifTes л:, depuis x^o., jufqu'à x = ^, on aura auffî dans
cette étendue, les valeurs de F' x Ôc de f x ; par conféquent,
ол aura les valeurs de f. & s pour 'une abfcifle oc un tems
quelconque , tant <^ue x Ч* t ]/" g h feront renfermées dan? le$
limites o & í.

Mais le tems ï croifTant toujours les quantités x Ч- г V ght &c
, fortiront bientôt de ces limites^ & la détermination

de»
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des fondions F'(x ~H 1 1/" g h)^f(x — tVgh)* dépendra alors
des conditions qui doivent avoir lieu aux extrémités de la
ligne fonore , félon que la flûte fera ouverte ou fermée.

I 2. Suppofons d'abord la flûte ouverte par fes deux bouts ,
cnforte que la ligne fonore y communique immédiatement
avec l'air extérieur ; il eft clair que fon élafticité dans ces
deux points , ne pouvant être contrebalancée que par la pref-
fion confiante de l'atmofphere , la condenfation s y devra
être toujours nulle. Il faudra donc que l'on ait dans ce cas
s = о , lorfque x = о , & lorfque я — д , quelle que foit la
râleur de t ; ce qui donne les deux conditions à remplir ,

lefquelles devront fubiifter toujours , t ayant une valeur
pofîtive quelconque.

Donc en général, en prenant pour \ une quantité quel"
conque pofîtive , on aura ,

Donc i° tant que ^ eft < a , on cotmoïtra les valeurs de
,?Y<z-4-:[), & de f(—\)i puifqu'elles fe réduifent à celles
:de f (a— -\) ï & de F\ qui font données.

Mettons dans ces formules & 4-^, au lieu de £, elles
donneront ,

Donc z°, tant que ^ fera <T a 5 on connoîtra iuiflî les va-
* Sss
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valeurs de Ff* <z H-^J, & de/f— д ~^, puifqu'elles fé ré-
duifent л celles de F\ , 6t de /f a — %) qui font données.

Mettons de nouveau dans les dernières formules a -+•£.
• pour 7, ôcles combinant avec les premières , puifque \ peut
.être quelconque, on aura,

Donc 3° tant que ^ fera-O, on connoîtra encore les
valeurs de F($ a-\-\) , 8c de/'f — 2 a — /[^, puifqu'elles fe
réduifent aux valeurs données de F^, & de f (a — ^J.

On trouvera de même , en mettant de rechef <!-+•£ pour %

f l-i*-ti

D'où l'on connoîtra 3° les valeurs de F' (4 a Hh^ & de

— 3 ö — í A tant <lue î ^cra <" û-
Et ainii de fuite.
On aura done de cette manière , les valeurs des fonc-

tions F'(x-+*t}Sgh)i & de /'(^c — f iSgh}, quelque foit le
tems £ écoulé depuis le commencement du mouvement de
la ligne fonore ; ainiî on connoîtra pour chaque inftant
l'état de cette ligne , c'eft-à-dire , les vîteiTes p , & les con*
denfations j de chacune de fes particules.

Et il eft vifible par les formules précédentes que les valeurs
de ces fonctions demeureront les mêmes en augmentant Ы
quantité t У g Ã, de z я, ou de 4 0, 6 a, &c. Deforce que la ligne

ibnore reviendra exademént au même état, après chaque
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intervalle de tems déterminé par l'équation tV g Ã « г я ; ce

qui donne ^-~ pour cet intervalle.

Ainfi la durée des ofcillations de la ligne -fonore eft in-
dépendante des ébranlemens primitifs , 6c dépend, feulement
de la longueur a de cette ligne &: de la hauteur h de l'at-
mofphere.

En fuppofant la force accélératrice de la gravité g égale
à l'unité , il faut prendre pour l'unité des efpaces , le dou-
ble de celui qu'un corps pefant parcourt librement dans le
tems qu'on prend pour l'unité fSecT:ion II , art. г). Donc
fi on prend, ce qui eft permis, h pour l'unité des efpaces,
l'unité des tems fera celui qu'un corps pefant met à def-

cendre de la hauteur — ; & le tems d'une ofcillation de la

ligne fonore, fera exprimé par га. Ou, ce qui revi.nt au
même, le tems d'une ofcillation fera à celui de la chute

d'un corps par la hauteur — comme г a à h.

I 3 . Si la flûte étoit fermée par fes deux bouts , alors
les condenfations s pourroient y être quelconques, puifque
l'élafticiné des particules y feroit fowtenue par la réfiftance
des cloifons ; mais par la même raifou , les vîteiTes-^ y
devroient être nulles ; ce qui donneroit de nouveau
conditions.

F (a -hr V gh) ч-/' fa — t V g h) =я о.

Ces formules reviennent à celles que nous avons exami-
nées ci-deiïus, en y fuppofant feulement la fonction mar-

S s s 2
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quée par/' négative. Ainfi, il en réfultera des conclufions
femblables, & on aura encore la même expreflîon pour la
durée des ofcillations de la fibrfe fonore.

Il n'en feroit pas de même , fi la flûte étoit ouverte par
un bout , & fermée par l'autre.

Il faudroit alors que s fût toujours nulle dans le bout
ouvert , & que p le fût dans le bout fermé.

Ainfi en fuppofant la flûte ouverte ou x = о , & fermée
ou x=a, on auroit les conditions

D'où par une analyfe femblable à celle de l'article it
on tirera les formules fuivantes ,

& ainfi de fuite.

Or tant que ̂  eft <! ay les fonctions F\ Sc f (a — \) 9

font données par l'état primitif de la fibre fonore ; donc ол
connoîtra auffi par leur moyen les valeurs des autres fonc-
tions

F (a -ь ,̂ Р(га + и &c J (- ^f'i" * - V &c>

& par conféquent , on aura l'état de la fibre , après un tems
quelconque д.
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Mais on voit par les formules précédentes, que .cet étac

né reviendra le même, qu'après un intervalle de tems dé-
terminé par l'équation t V g h ^ = . ^ a \ d'où il s'enfuit que
la durée des vibrations fera une fois plus longue que dans
les flûtes ouvertes ou fermées par les deux bouts; & c'eft
ce que l'expérience confirme , à. l'égard des jeux d'or-
gue qu'on nomme bourdons , & qui étant bouchés par leur
extrémité fupérieure, oppofée à la bouche, donnent un ton
d'une ocbve plus bas que s'ils étoient ouverts.

Voyez au reile fur la théorie des flûtes, les deux pre-
miers volumes de Turin, les Mémoires de Paris pour 1761,
& les Novi Commentariî de Pétersbourg , Tome XVI.

14« Confidérons maintenant une ligne fonore d'une Ion-«
gueur indéfinie, qui ne foit ébranlée au commencement,
que dans une très-petite étendue, on aura le cas des agita-
tions de l'air produites par les corps fonores.

Suppofons donc que les agitations initiales ne s'étendent
que depuis x = o, jufqu'à x =5a, a étant une quantité très-
petite. Les vîtefles p^ & les condcnfations initiales P , S,
feront donc données pour toutes les abfcùTes xt tant po-
fitives que négatives ; mais elles n'auront de valeurs réelles
^que depuis x = о , jufqu'à, x = a; hors de ces limites, elles
feront tout-à-fait nulles. Il en fera donc auffi de même des
fonctions F'x, ÔC f'x, puifqu'en faifant t — о, on a Р=»
F'x -H/'*, S У g h = F'x —f'x, 6c par conféquent F'x=»
P+sVgh /y _ P — svgh

"" » »/ г

D'où il s'enfuit, qu'en prenant pour £ une quantité pofí-<
tive, moindre que a, les fondions F\
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t]/"'gh)!, n'auront de valeurs réelles que tant qu'on aura x4^
tygh = z. Par conféquent, après uw tems quelconque r, les
vîteiTes\ p , Sc les" condenfations л feront nulles pour tous les
points de la ligne fonore, excepté pour ceux qui répon-
dront aux abfciiTes x = ^ :+t^gh.

On explique par là, comment le fon fe propage, & com-
ment il fe forme fucceflîyement de part & d'autre- du corps
fonore, &c dans dos tems égaux, des fibres fonores , éga-
les en longueur, à la'fibre initiale a.

La vîte,iTe de la propagation de ces fibres fera exprimée
par le coefficient i/~ g h ; elle fera par conféquent confiante ÔC
indépendante du mouvement primitif; ce que l'expérience
confirme, puifque tous les fons forts ou foibles paroiílent
fe propager avec une vîtefle fenfiblemén't égale.

Quant à la valeur abfolue de cette vîteiie , en faifanc
comme dans l'article J 2 t g = i & c h = i 9 elle deviendra
auif i=i . Or l'unité des vîteÎTes eil ici celle qu'un corps
pefant doit acquérir en tombant de la moitié de l'efpace h,
qui eil pris pour l'unité ^Section II. art. г). Donc la vîteiTe

du fon fera due à la hauteur -^-.

I 5. En fuppofantavec la plupart des Phyficiens, l'air Sjo
fois plus léger que l'eau, & l'eau 14. fois plus légère que le*
mercure, on a ï à 11900 pour le rapport du poids fpéci-
fique de l'air à celui du mercure. Or prenant la hauteur
moyenne du baromètre de г 8 pouces de France , il vient

333200 pouces, ou 27766 — pieds pour la hauteur h d'une

colonne d'air uniformément denfe & fa faut équilibre à la

colonne de mercure dans le baromètre. Donc la vîtefle du
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ion fera due a une. hauteur de 13883 — pieds , & íer^ pat

conféquent de 915 par féconde.
L'expérience dohiie environ' 1088 ; ce' qui fait une difí&i

rence àe près d'un iîxieme ; mais cette différence ne peut
être attribuée qu'à l'incertitude des résultats fournis par l'ex-

périence. Sur quoi voyez fur-tout un Mémoire de feu M,

Lambert, parmi ceux de l'Académie de Berlin, pour 1768.
ï 6. Si la ligne . fqnore étoit. terminée d'un côté par un

obftacle immobile; alors la particule d'air contiguë à cet
obftacle, n'auroit aucun mouvement ; par conféquent, fi a

eft la valeur de 1'abfciíTe x qui y répond , il faudra que la
vîtefle p foit nulle, lorfque x=za, quelque foit t ; ce qui
donnera la condition

Or on a vu que la fon&iön f (л — t l fgh) a. une
valeur réelle tant que a > — t У g h -— ^ fart. 14) ; donc puif-

que F (a H- t l^g h) = —f ( a — t У g h)y la fomUion F' (A

•Ч- t У g hjy aura aufll des valeurs réelles, lorfque a — t V gh

es % , c'eft-à-dire , lorfque t У g h — a — %. Par conféquenc
la fonction P ( x -Ч- t У g h) fera non- feulement réelle t

lorfque x -+- t]/~ g h=s^, mais encore, lorfque x -+• t \f g h =
л a — £ ; d'où il fuit que dans ce cas les vîteiTes p , ОС les

condenfations s feront auffi réelles pour les abfcifles x = ï a

Ainfi la fibre ibnore après avoir parcouru l'efpace a í er*
comme réfléchie par l'obftacle qu'elle rencontre , &; rebrouf-
fera avec la même vîtefle ; ce qui donne une explicatioa

bien naturelle des échos ordinaires.
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On efpliquera de la même manière les échos compofés ,
en íuppofant que la ligne fonore ioit terminée des deux côtés
.tíar des obftacles immobiles , qui réfléchiront fuçceffivement
les fibres fonores , & leur feront faire des efpèces d'ofcilla-
tions continuelles, Sur quoi on peut voir les Ouvrages cités
plus haut_( art. 13 ), ainfî que les Mémoires de l'Académie de
Berlin pour iyj9 &

Fin de, la Seconde Partis,

A P A R I S ,

D E L ' I M P R I M E R I E D E P H I L I P P E - U E N Y S P I E R R E S ^
Premier Imprimeur Ordinaire du Roi, ôcc.




