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T A B L E  D E S  M A T  I 13 R E S. 

C H A'P I T R E P R E M I E R. 

Disposi t ion des c o u c h e s  atmosphe'r ' iques.  

D& ence entre l'e'lasiiciie' absolue et l'dlasticite' spdc&yue d'un Juide 



LY a,fgg%p 

u. . :c:. ; .... rayon de la ierre . C B. 
y . . b . . . . . distance au centre, C P, 
x==y - a .  . .hauit.ur 0 P au-dmus de fEr. suflacc du plobc. 
I et P . .  ... .pe'santeur absolue en B et Cm Pc 

e'iasticite' spe'c$que en B et en P. 
densite' Zu fIuide en B et en P. 

B et H .... ahauteur du barome'trc en €3 et cn P. 
In. ........ .densite'du niercure . . . . . . . . . . . .  : n". 33. 

Eguation glne>ale entre la distance au centre y , et la hauteur Larome'trique 
H ,  qui lui rebond, Elk est - P I$ d y = m B E d H. La soutangenk 

"de  la courbe' tillromeh.ique en' P est+ donc m 3 E : P. Incertitude sur 
l'e'lasticite'spe'c$pe de Yair d a m  les hautcs rc'gions de l'uinzosphdre . , 

L e  rayon de la terre e'iant suppose' insnirnent grand, et i'e'lasticite' spe'ci- 
$qu& de Pair itant sup~ost!e constante dans touie la hauteur de Pairnos- 
phc're, la courbe des hauteurs barome'tripues , ainsi que celle des densit& 
de l'air , skra une logistique , nyant pour soutangente m B. On preivient 
que M t e  'ligne 'sei-n ddre'hnlkrnt de'signkf pur ?I :. e lk  e s t  geizt',.dkment pro- 

A 16 $ de Rc'aurnur la soutangente h est &ale a 4 3 4 3  toiscs, -(lVous don- 
liolis cette obsemution de Dduc pour ce qu'elle esi. Cclles de Schuckbztrqh 

* 'sonf him' loin'& la tonfirine?. * 0n.a  t@a dit que l'e'lusticiie' splciJiqtte 
de Puii4 n'es'i pas fonction de la c h a l w  seuk : et que pour itre biens d6- 

Ea dilaiabiliie' de l'air , & la tempe'raiure des caves, est $xek, C;: un deux- 

Onpr&ierrt que le rapport du Sinus d'incidence au Sinus & r & k ~ t i b i * ,  le 
.rayon passant de Pair dam le wide , sera dhigne' pqr 1 : 1 + La 
lettre w est proporrionnelk a la densid de, Pair prks Phorzzon. ,De plus, .' 

35. 

poriionnelle a l'e'lasticite' spe'c&ue de Pair. . . . . . . . . . . . .  40. 

4 

zerminek7 elle a besoin du manomdm) . . . . . . . . . . . . . . . .  
. I * ,  cent-trelttiimepar degre' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  45. 

44. 
. I  

.) 

. .  
. w a  on employe la Iettre n pour designer la fraction L- . . . . . . . . .  ..z . 46. 

/r 
Lgasticite' spekiflque de ?air e'iani iupposte cohstime nhns ioutc: la liauzcur 

de Parmosphlre , la rejfraction hqrizontale, exprimr'e en p 
' est &gale & la racine quarre? de $ n w T, rnubipliei. p a  

convergenre 1 -+ A,n fL B ne +- etc; On donne les valeurs nurntkiques dcs 
coifleiens A , R eic. On peut prdehir le Iecteur , q$en' dith'sant' l'rinitc' 
par ( 1 - n )  2 = 5 ,  il trouvera la vaieur ids- ajprokAPe.  ti bci.ie 



1 -1- A n + B na + et& et qu'alors il pourru se passer de i'emploi des 

Examen des trois table9 de Bouguer , duns la z6ne torride. Dans toutes 
les trois,  la rflraction horizontale se trouve conforme 6 laformule de (17 : 
ce qui confirme la supposition d'une e'lasticite' spe'c$que constante dans 

Examen de la table de Lacaille. La rqraction horizontale JJ est plus gwnde 
. . 

Examen de la table de Lalande , calcule'e par Bonne. Elk l a k e  tine d$i- 

Examen de la table de Bradley. La dgirence entre Z'observation et la 
thebrie ny  est plus que d'uit dixie'me . . . . . . . . . . . . . .  

Examen de !a table de Newton. La rgraciion Aorizontale s'y trouve par- 

I Rflexions sur'toures ces tables. II  ne paroii point prouve' oicore par les 
observations , que dans la disposiiion des couches atrnospheiiques , la 
nature se soit priwrit une autre loi que celk J'une e7usiicite' spe'cifique 
constante. Cependant , pour ne rien taisser a dc'sirer duns cette anaIyse, 
et voulaiit substituer a E unefonction convenablc de la hauteur, on pro- 
pose pour ta courbe aux e'lasticite's spicfzqucs , une logistique, dont la 
soutangmte est de'signde par g . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

on prouve .que les 
densitc3 de Pair peuvent. itre iris -.sensiblement repre'sente'es par les or- 

coificiens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . .  ne, 

20ute la hautpur de l'atmhsphhre . . . . . . . . . . . . . . . .  
d'un tiers, qu'elle ne devroit itre d'apris la the'orie e 

. 
rence d'un sixidme entre l'observation it la thorie  . . . . . . . . . .  

fuitqment conforme Ci la formule de 47 .  . . . . . . . . .  J . . .  . .  

- x :  
L'tl'lasticiie' spe'c$que E e'tmt suppose'e lgale d e 

t 5 ,  dolutt?fs d'upe nouvelle logktique , ayant pour soutangente g, Cctre 
* I g--R 

nouvelle Joutangertte cst dekigne'e par  s : et c'est elle qu'ilfuudra em- 

On employe la r&raction horizontale de la table de Bradlep , p.our ,fixer ci 
n i  s 8 3  ioises. 14 longueur de la iigne g , souimgente de la courbe aux 

La corirbe aux hauteurs barome'rriques est bien moins @ec& pur la sup- 
position d'une e'lasiicite' spekifique deboissante, L a  dgdrence ne corn- 
mencc ti &e sensible 'qu'a des &auteurs, doht 'la mesure' tdgonome'irique 
est absdurnent hceriaine. .w .. e A s w  , 8 .- s *  .% I * 

ployer a la place de' &, dans le calcul des reJiractions. . . . . . . .  

ilasticitdJ .spe'cifiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

47: 

5 0: 

55; 

5 7*  

-5 3, 

59* 



tr %e%b 
Est-il 'probable que la cour6e am dhticitls sp&$ques: soit SenSiblerheM 

afecte2 p a r  les variations de I'atmospk2re3 . . . . . . . . . . . . . .  no. 80. 

Table des soutangentes deJa courbe aux densite's, qui rebondent aux d$ 
firens degr& du thermomkre de Behumur, tanr d a m  la supposition 
d'une e'lasiicite' ConstCrTlle , que dans celle d'um e'/m:icii& de'croissanic. . 

Sa sauiangerrie aux e'lasticiie's spe'cgques est-clLe la m2me a routes les lati- 
iudes? I1 y a des raisons de croire .gp'elle de'croit de I'e'quaieur vers 
IespoJes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ' 8 3 .  

8 2. 

C H A P I T R E  S E C O N D .  

Principes gine'raux de la route de la lumitre 
. I  . .  

' .  . . . .  par les airs, 
L a  reJraction de la lumic're est l'cffet de Pattraction que les corps transparens 

L9artradon des corps sur la IumiPre ne s'e'tend qu'd de trkpeti tes distances 
La trajectoire que dc'crit un rayon de lumidre, en passanr par une airnos- 

ph&e cornpose'p de couches sphe'riques et concentriques , est idcntique 
nvec celle ,* qui uuroit 6% debrite par un corps, anirne' d'une force ace'- 
le'ratrice, dirigc'e vers le centre , et proportionnelle a - d Y: dy  . . - 

Dam le passage de la lumic're par une armosphdre quelconque , dispose'e i $ r  
' CQUCACS sphe'riqaes et concenzrigues -, lees. d&?rcnces dcs quarwk des vi-. 

tesses sdnt partout proporiionnelles aux d&Fences des densite's. . 
Etant donne' le rapport du Sinus d'incidence au Sinus de reJraction , dans le 

passage d'un air de la densiie' M dans un air de (a densite' N ,  deicrmincr 

Le rayon passant dq Pair dans le vuide, Ja $-action w sera constaiiimmt 
proportionnelle a la densirk de cet air. . . . . . . . . . . . . . . . .  

On de'signepar A I'angle I B  P ,  distance apparente au zehith ; par t ,  &' 
perpencliculaire C T ;  par  t? L'angle au centre B C P ;  par R lu cow-  
burc de l'arc U l' qui lui rt.j>ond. De plus;  on introduit les lettrcs Ir 62 v , 

t et 

I -  . . .  exercent su'r eUe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1. 

9.. 

3. 

* \  . . ifif 
' 11; I 

le mlme rapport pour dcs deltsiic'squelconpes . . . . . . . .  i ..... 59. 
1) 
21. 

. . . . . .  . .  e .  

s Sin. 'A 
a '  

pour reprdsenter 'd'une rnani2l.e plus pbr(ge'e , les fiactioris 

43. a Sin. A 
Y 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
On ditertnine <le$ expressions des -deux dfl&cntielle,s : savoir 



@*W 
dV -- r/ ( t - v v -  2 w +  I u Y)' d Q  - 

d R = -  ~ Y v d v .  
k L /  ( ~ - V V - ~ P + ~ ? Z U )  

, *I. . .. . . . no. a& 

Lp.'dernidre de ces deux dfliretztielles &ant developpe2 en se'rie E'int6gration 

de chacun de ses ter)nes tevient :d celle ak e" ' V d o dont Pintdgra le est 

rtducrible a e c3 V" - etc.) ; se'rie d'autant plus CQn- 

vergente que la fraction c sera petite , ce qui est pr$cisdnent le cas des 
' rgractions astronomiqcis . . . . . . . . ;; ,+ . . . I  . 

Digression sur Pint&ale de e V d v i les Iettres V et W delsignarrt-des 
I :fonccions quelconques de v , et c dejignant quelque t$s-petite fraction . 8 

t t n t r  

ce qui est le cas du t e r m  ge'ne'ral de d R, on de'rermine la* loi gtnkale 
de la progression que f o m e n t  les rapports d&e'rentiels IJ/, Y", v" etc. 

$action -- . Premier cas, n = 0. I1 en rc'sulte la sciie t - c t 3  $- 
. a  

3 c z  ty- 15 c3 t 7 +  105 c' t9 --e.. L . . , . . . . 43, 
Srcond cas, n=1. II en r&dic la seiie t3 - 3 c tr+ 15 ea 17- 105 c3 i9+ etc. 4 5. 
Troisitke cas, n= a .  II donne la seh'? 1'- 5 c 27-4- 35 c2 t9- 3 15 c3 rxl+ etc, 46. 
L a  r@raction astronomique , depuis le ae'nith juspu'a 8 a  de&& de distance, 

e s t ~ g a l e a w t , m u l t i p l i e ' p a r  1 -  ( c - ; w )  t t + 3 c ( c - - t ) t 4  
-1 5 ea (e -  6 W )  t6 + etc. Les r&ractions cnlcu1ci.s d'apris cette sei.ie, sont 
un pru plus petites que nc les auroit donne'cs fa rdgle &Bradley : l a  
xences , sensibles depuis 1 oo de distance, . *  vont trc's-regulidrtrnclzt , *  en ci:ois- 

. . . * e  o . . . . .  47- 
J;a r$raction est proportionnellc d la densiti a ir ,  &puis le zehiih jus- 

qu9a 84 d$gre's de distance apparente. . . t . . . , . . . . . , . dgd 
Su-deli de 8 1  ddgrds la. se'rie que nous venoits de trouver diwrgcnte a 

l 'injni, devient absolumrwt incalculable. Four wkoudre le probldtne nlors 
il faut  u"ne clnsse d i  quantite's transcendantcs ende\remont now 
n'ayant rien de comrnun avec les fonctions ordhairrs c& panab 
reserve pour le chapitre suivanf I'cxamen de ce que deviennent ce-s nouvelks 

,fonctions dans le cas de 1'inJini . . , .. 5 ?. . .:- 51. 

v :  c 
(c v- c3 'Gr' 

9 .  

30; 
WlC 

3rt; 

La fraction V tiant telle , que P soit $gale a v', divise'par (1 -v v> ? 

drb 
On dekigne par i la tangente dcla Ciistunce apparenie A ; et par c la 

, *  
S 

sani jusques vers 84 dcgrek . . . . 



vrir 

On donne le nom defacultt! produits dont les furcteu s%onstitumt unq 
progression arith$&ique :4 que a (ti + ~ " ( a  +a r) . iux+ m r - r). 

Pour la marquer on propose la notation a . Comme' dans tous lrs 
cas ,  la lettrc I regarde taut ee 4". la-pre'ct!dq+t les) eqposks ,  quoiquk 
cbmplexes , pourront ioujours itre e'criis sans p W ' & q  lebicsmUstp& 
un des moindres avantages de cettc notation. . . . . , . . no. 1. 

Rt?&ction des faculks' d df l rence  nigati$e, '6 'd'auires j&dt& dont tis'&$. 

Re'duction d'une facultc'propase'e a une b 

4 
+??re; 

ftrences: sont positives . . . . . . .  4 0 - 6 , .  e b b 

I ou une dflirence qu 
Thebrdme fondamental des *facult&. . . . . . . . . . . . . . . . .  6, 
Re'duction des facultek a exposant negatg, ,. , .. b .( .I - I J $3 *\ 9, 
Les ptoduites infinies ,de Wallisius ne sont autre chose que des r 

de fwulte's a exposant$-actionnaiie ; auxquds on peut toujours les 
L e  rapport des Sinus de deux angles , tel que Sin. m 7r : Sin. n r, est celui 

r-m--nZr ,x--m-nZi 
de la facultdm a ia facult6 n . . . . . . . . .  1@ 

1 : g l 1 ,  1:21--.1 
Trouver la vaZeur des faculte's n , n  . . ; de m(mi que des fizcut-' 

n z h ,  f 2  z - n '  
t i s  B . Ccs faculic's revienneni a la quadrature du - 
cerck,  pourou que la base 6oit un nombrve eritier . . . . . . . . .  

C C I  7 c i r  ,+. 

ductible ri des rapports de Sinus ,  ids que Sin. m w  : Sirt. n $, toutes les 
fok que 'la somrne des deux bases et de l'exposan;, savoir Q +  A + c ;  
est un nonabre eniier 

i e  rapport' dis Sinus de deux angles , tel que Sin. in T : Sin. nr, cst celui 

QI. 

LBDrapport des deux faculte's 6 exposant fractionnail a : A est 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Q 9. 
- 

' ~ - m  rl-1 n-m !--N 
de la facultc' (+ m) d Zafaculte' (-m) : . . . . . . .  36, 

5 -  1 1 %  I + b .  
La tangenie d'un angle quuelconque m?r es ale CC ZaJacuZie' (+ 7n) 

39. 
uantitei imaginaires . . . . . . . . . . .  40, 

3, 

. . . . . . . . . . . . . . .  
n f r  

La fucuZte' du binome @+b) peut ê tr I;t.'srnt& par uncrseiie compo. 
A $e'e de produits defucults's rnonomes dont ~ G S  .coPficiensisont absolunzCnt 

idtniiq 241'6 



e- w 
idcntipes a ~ e c  ceup 'du Binome ife &+ton. & iAibrdmP birrantibl'n'est 
done en @et qu'un cas tr&-particuZier d'.un autre r h e k h e  plus ghnet.Ol. a''* 549 

61. 
- .  

Modifications doni ce nduvkau tAcororeimc .est slisceptiife. b . 
L'inte&aIe de t "- e-' d t , ,  priie depuis t z o  jusqu:$'t i n h i e ,  est e&k 

. 
*.. I n .  

' . \  
m t n  I I 

a la faculte' I 

L'intPgraZe de e . d t .,prisd depuis t c-.r o jtrspu'd t infinie, esr egale d 

L'b&gra& de tm - ' e? d t , prise depuis t = o jusqu'd t i n f u e ,  est re: 

iseb par rn. . * ,  . . . . . . . . . 6t. , - t 8  

, la moitie'de ,la racine qu&& de r . . , .I . ;. . a . .' . . .6C, 
n 

+Pi P 1 ductible a la quadrature du cercle, toutes les $is que E ..CI - 
L i n B 

c'tant un nombre entier quelconque . . . . . . . . . . . . . . . . 
Etant donne'e l'inrigrale de e-' d t ,  prisc depuis t = o jusqu'd t i&ie, 

trouver cede 'de J"-' e-' d t ; m e'tant un nombre entier quelconque. 
LRs inte&iZes de t . t d 1 , ainsi que de 1 e d t ,  sont tot&urs 

r$ductibles a la quadrature du cercle. Application aux cas particuliers, I 

L'intigrale de x' d x ,  prise depuis 1: = o jusqu'a x = 1 , 

67. 
n 

' R  

69. 
o m  - t r  -1Al - r e  

70, 
B -  I r n  

(1 - x  ) 
n l r  n + i  Z r  

est egale ci lufaculte' r 

n eltant un nombre mtii*r,  posi t f  ou ne'gatf . * . . . 8 . . . 
, divise'e par la facult6 B 

( I  - x x )  

. . . 76. 

18. 

B -  L n- On de'ierminc la valeur de I"int;grale de 3: f d x ; Pexposmt 

B - 1  
. , i . v . 82. 

2 d x :  Cintegrale dc B n  est {gale a sin. n~ 
(1 u 

rn I ?  
Ln facult8 a pouvant &re dam tous les cas , ddveloppek dans unc dr ic  

telle que a" + A a  r +  B a  r + ~a r +. etc. ftnie 
dans le cas d'un exposant entier, et in$nie dam dous les autrcs cas on 
donne aux coe8ciens A , B ,  C etc. le nom de coefficiens ghndraux , et 
on leur consacre la notation m J i ,  m J a ,  m J 3  .etc.. . . . . . . 

Q ~ a g ~ ~ ~ a ~ ~ ~ ( m + 1 ) J n = m J n + m , m J ( n - ~ ) .  e 

Table desxodciens gineiaux pour 1 s  dix premidrcs facultc's 
Etani d m c '  Pexpostw de la Jacaltc' m , et l'index du term8 de fa se'rie n 

m - i  m--r i m-3 3 

83, 
a8. 

b w 9% 

b 



. \  

N 9+ ezc. 
'm.ni-i.. ;d-n-i  
, I .  2. 3 .'.'. .'. n+2'  N,1-+. . ' 

m.m -1'. . .id-n 
I .  2. 3 .. *n+1 

suivhtes : rune 

n ; t N 1  In-~qrn--+l.egm+~ 3 4 m-n. rnT*n+ 1 .,,. . - N ezc: 

N.,Q , , N 3  etc. seront des I nqmbws ind4- 
On fa i t  connoitre dts va- 

ns , &puis q s=, i,jusquTa, \ >  n=? 100. 

: ayanz alors (- m )  J n = ,  
. . . e * . .  ~ . ' ~ . . . 1 0 5 ~  

I'autre 
(3. :9. J $ b .# 7 . n $..'.* 

Les coeff ick~s pqrtiela. N ; I  
pendants d~ ti'exposant n ,, ,aBsolus et mtiers. 
Jews nurnei;iques & ~ u q  rSl;joivcnt ccs co 

On passe aux ficrc?tPs h exposant n 
(-m + 1) ~n +'jn, ( l m )   it 

Les co@ciens gelm'raux des faculre's a exposant entier et nigatif ne soni 
autre chose que les dlffelrences premiires , secondes, troisie'mes erc. des 
2uissancl.s drs nombres naiureld. Le codflcient ge'neial (- m )  J n  e,sr 

egal6.A rn 
Le coificieni gcWral(- m) J n peut &re regarde' cornme aggr4gat combi- 

nnioire , avec les md$carions que la supposition d'un exposant negatif 
entraine nelcessairefient. . . . . . . . . . . . , , . 112. 

On demande le c&ficienns du ietme.x de la puissance .inde'iermine'e d'infiny- 

iinome (a za b x -/- c x' + eic.)* , ijlde;D'endanikhent des cokficiens 
pr&&&nis. . , . . . . . . . . ' e  e e . . . 116, 

pour de'terminer. d'une 
manisre trc's-ge'ne?ale, les puissances quelconqucs des deux infiniiinomes : 

1. 2. 3 . . . . . . . * . . n 4 - 2 1  

\ I  
% '  

. L  

L . 1 - t  , 8. ' I '  

m-a m - 1 4 - n  . . , , 
, dzvzse par I .  2. 3 .  . . ..m - 1 . . . . . . . . 107.~ 

n 

B 

Usage p ' o n  peut faire des principes prthe'dents 

m m 
*On donne les exprdsions ghe'rales de P , Q , qwlque soit l'expasanr 
'b. Remarque concernant les cas ok l'exposani m est nelgatg. '. e I 119. 

On p r o p s <  de, debelopper la: puissance a dans,me sekieproc6dqnt I d'aRJ-6 \ *  c 

\ 



m b r .  7 m-iJV 
IesfacuEt$'s' iie la base a ; tclle que a ' r + Ba- '' ra- etc. 
On demanlle la loig8nelrale des coeflcicns A ;  B"&. Thebr<me tds- 
remarqudie ;i ce s@', propose'sLzris de!nons:rarion L .- . . . . . io .  t a g !  

Application du tiidordme pre'cedent au cas de a = I , r = h.  Ii en r&@e 
de nouvelleC sh 'es ,  lesque&s.b cqnrinfrdes a cb&ni, sont egales u (unite', et 
dont on a eu besoin pour: consrater 1aJorrnule . I  i lue&rakfXd -&XXdz:dX, 
~ ~ ~ u l t $ & ' & ! ' i  -.VI+ vu- U"q'- ecc. . . . . . . . . , 146. 

q$orme'd< sirie 1 + A  r+ 
B ra -& C r3 $ etc. ; et, on donne'la lei. !rds-simgle I- d:'apr& laquelie &a- 
cun de ses'cd@ctens: doit t h e  ddtermins' par ceuxxqui le prtkddent . . . i a i .  

Applicaiion au 'cas g e ' & k  b.' On tmcdnire les nohbres de Bemouili, Ces 
dombr& sont ce que deviennerit les co@ciens gdne'raux m J I 'm J P , 
m J 3 ,'ctc. *dans &cas de m'=a , divisek p&r zdm , tt @he> du signc 

On se ser: des nombtes . \  de'BernoubE pour donner me simplicire' beaucou$ 
plus grande aux c'quarions de'montri'es en I 2 7 , en les re'duisant a la moiiii 
des termes quaelks conticnnent. , . . . 8 . . . . 1 134. 

Application aux cas ob l'exposaru m a m e  forine fractionnaire. Z e  de'vclop- 
I pement en est rendu aussi facile, que dans le Gat hd kxposant attier. a 136, 
Dheloppement dis f a c u h s  a erposiutt fractionnaire , dans lesquelles les de: 

haminateurs de ces exposants se irouvent cnue les limiies uri et six . . i 4 I .  
Connoissani les coeficiencr, ge'niraux Lf 'une faculte' a exposant fractionnaire 

a , debeloppe'q en sqite, dtmande de rendre cette sek4e con- 
ueqenieavolonte'. e 4 . s 8 . e . * - e * . e e . - * e e . * 2 4 ~ .  

PremieS cas; a et r posit& b . . . . 8 .  . . . . . e .- . . . . , 143. 
Secondcw,;  a eirnigar$si- . .  . + . b . . . . . % ,  . . * . 144. 
Applications a dcs cas yarticidiers . . . . ,.' . . . '45. 

- X a 

m I r  
On reprqadfe, &'&lopp~men~-& la fac+Tte':t ~ 

* 1 1  , 

oppose'. . * e  a , .  * 9 . . v rn 9 e 8 1(19* 
x i  

I 

rn I I  i 

b 

I Les trois premiers termes sufis&t pour avoir la valeur d'une fuculdd ex- 
On se pripare a la rc- 

On deniande ce que devient la ,@die' a * dans le .cas d t n  exposanl i$niF 

Eeq.m&C'k de lufacuft& a .  + i  pasihnr d l'e'mr m -+ti tit,% : .dthnhzer Ees I 

posant frqctionnaire , jusqu'd sept ddcdmdes. 
ciierche du logarirhine Ayperbolique d'une faculie' proposc'e . . . rS5, 

,merit petit. . , . , , . , . ~ t F  . . . . . e ,. e 8 158, 

rn i r  

m I r  

b 2  



w:  
variadom qu'm xMgoivent lesfco 
.AppliccviQ.q.a,ug\ @pit  p-ehicrs gas.. .. 
,rpps c'te' donryk daw- L'owruge, mime , om - la ,  ddnne ici. Ello e ~ t  
(m-ni+ a) m J (*1>-& m J(n-9) -8, m J(n-4) - c, rn J(n-6)- etc. 

On re seri des rapports d f l e h t i e l s  qu'on vimt de deierminer , pour"trouver 
les expressions gkne'rales de x* ' Y ,  P P , Y ,  E4 Y ,  etc. .On demon- 

. . . . 
Cexpkss iqn  gejlejqici rappori rI&ire 

e geiz2ralernent et rigoureuse 

A 
m- L i r :  

A** Y ------I- m-1 
3.2... 772-1 .r 1.2... m-2.r I.Q... m-3.r 

. Le nombre des constanrcs A , B , C tic. esc {gal Li L'ordre de sommation. 167. 
De'signant par Y ' ,  Y'', Y'!' etc. les rapports d&%'renric.ls  success^ 

r d Y  r ' d d Y  T3 d3 Y 
_I_ 7 -- - etc. ; &signant de mhnepar 'Y, ''Y , '"Y etc. 

dy , 1; 2 d y z l  1 .2 .3  d y 3  
1 1 1. 2 

Zes ini6grales successivrs - f Y d y , - J' Y d y a ,  - 13 Y dy  2 rtc. soli 
r r r  r3 

deinande d dL.'velopper la soinme d'un ordrc indcicrtnirie', ou 1. 8 . 3 .  ... nt-1. 
rn rn 111 - 1 m -9 2 Y, dam une se'rie in$nie, idle que Y + a ,  Y+ h ,  Y 

m - 3  + c, Y + etc. En me^nie rems onfLiit connoltrr k s  valcurs nunic'riprx 
des co&&ms a , b , c etc. depnis C' Y jusqu'a C6 Y . . . . . . . 190. 

Le citoyen Lagrange s'cst occupe' de ce problimp : il cn  a f a i t  le sujct 
s u n  me'moire sur une nouvelk espPce dc caIcuI, re'iiiilf a L z  dflrmriat ion 

a L'inrtbraiion des quantitc's variablos , insc're' parmi c u m  dc Paca&- 
mie de. Berlin, ann& I 7 7 2. I1 a ckiermine' Irs e'yuutions , moymnant 
lesquelles on pelit &terminer chacun de ccs coificierrs par ious ceux qui 
le pre'ce'clent. Nos formules soni d&renrrs de celios du citoycn Lugrange, 
en ce qu'elles font connoEtre pour chacun de ccs coiJicicm sa vukur. ub- 
solue ; et indelpenclante des autres. 

m t"r 
De'terminer le Zogarithme hyperbolique de lafaculze'n . . . . . . . . 3 7 7. 
On dekigne par r y  la sdrie P y 3. -j. d'y3 -f- 4 cy' $- erc. doni olt a eu be- 

Trouver. !e gamma d'une quaniiie' quclconque proposk,  par une s&ie cop- 

m l r  
soin dans l'expression du logaritArne hypdlolique de.la faculre'a . . I 79. 

verggte a wlonii. E u n z p l ~ ~  . * * a a e - . . * * . < s$ I 8 . , , l q g ,  







~~~2rip i ih  de 
lidre 9 ,  toutes 
entiers 6 ' .  . \. .' . .. . (I L. . . :. . . . . . . . . . . . 5i;  

L'intt-grate de e 
,,-. r c  % '  ' 

d t ayant ek' de'signt&pariy , on &it m n o m e  ies ex- 

pressions d e r  rapports d$%entiels 

compte de la construction des tables qui se trouvenr Ci la 
t t  & I t  

On convient de de'signer par E t  le prodnit e l e  d t , . . , ' b . s. 51. 

pdse depuis v='Sin.(A Y ( l y y y v d v  
(r-vv)" V ( I - - V V )  

On donne I'intigrale de - 
jurqu'd v = 0 ,  ?angle A dgdrant peu.de 9oe ', . . . . -. . . 5% 

S k i e  qui exprime gehe'rakment la rgraction , depuis rhorizan j,usqu'u huit 
ou dix digre's de hauteur apparente . . . I .  * ,  . - . . . . 8 . bn. 

' I t  Q ti a+ Le ptoduit E t est {gal u f e r/ r, moins la summed& la se'rie d+ 



XVL 

conceinmt I s  r@rmtbns qui appartiennent d des debressions apparenies 
au-dessous de l 'hr izon . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 

C o m h  la convcrgence a peine sensible de la se'rie de 7 2  nous oblige d'en 
rw&r pour le 'cakd rigoureux a celle de 6 9  , on donne un exem$ d'uun 
p a r d  calcul. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

(Ipdmnae la se>ie de 6 2 elle mime ne paroh pas encore rebondre .aux besoins 
de lu prazique , on propose de lui substiiuer une me'thode approximative, 
en sacrgant la precision de que3ues. secondes a la facilite' du calcul. On 
demande donc a debehpper. la sekie qui, exprime la rPjrraction voisine de 
I'horizon , scfon les puissanres dehxndanics"de t , en lui d o d i  la forme 

e, mulriplii par .- - - $- etc. . ,. 
V C  2 t  2t3 +T-- 1 6  tl 
progression des * cot$?ciens A ,  B , C eic. s'e)iant irouve'e trds-sensible- 

m e i t  ge'omk'trc'que , on en 'conclud, qden dhignani par F n" la sekie de 
2 1 , - savoir 1 -/- A n +- B na + etc, et prenant la oarigble u egale dr 

multiplie' 

x A I .  3 B 1 . 3 . 5  C 

. .  

W V Q  ? 5 la rfiuQwp sed  tri?s-setisiblemeni ekak a - , 
V C  

P 

9 
V Q C  

kar  F n , .E u. L'erreur que cette approximaiion Iaisse suIjsister , ne va 

?able des r$raciions calcule'es d'aprds cezte rdgle , en minutes ci sccon&s 
de I'ancienne division, cet mislrs a c6te'de celks de Bradlry . , . , 

Exemple d'un pareil cakul ,  pour un $tat donne'du bnromttrc et du niat:o- 
mPtre.' 6 n 9 x e  a 196 secondes 'de la nouvrlle division, ou 0,000298 la 
valeur de i, , p i  t+ond a I'c'iat de I'aimospAPre, duns lcquel la densire' 

k s  cent premiers- milli&cs d'un quart de 
circonfci.Pnce de hauteur apparente , k s  rgrractions qui /cur re)!or&nf, 
exprime'es en . millionihes du (Iuart ci calculks, d'abord sclon la rJgIe 
de Bradley , ensuife selon la forinuk de 9 9  ; le baroinL'ire elant a 283 

ix dekfris de R4aumur'. . . . . . . . . . . .  
T R E  C I ' N Q U I f i M E .  

nulle pari a plus de Auir secondes. . . . . . . . . . . . . . . .  

he l'air est a celle du rnercure, cornme un a dtc mille . . . . . . . .  
Table,  qui '&it conn&'eGr p~ 

t 



Confornzejlzent ci cette formule , la rflraciion horizoniale expriniell wi pur- 

ties' du rayon, seroir 6gate d' la 
3 .  



os4 , , I .. . . . 
ne peui kire regartid 

comme mnstantq p ' F t a m  ..I que @ hauteur qpayqiex-exqe'de huiz,ou dix 

tempdrqturrs moyenn 

Bquation du second de'grk , qu'on pcut trt%#acilement risoudre , et sans 
fausse positioq , en y erqdoycnt , I  < la bissectiQn J i i  df 2 . .  lk??gle, 

Za dgIe de Bradley,, le rapporr d id  \# 31:; de&? 
prtkl'horizon, kgal c i w ; c - ~ .  . i .F . . + . . 

Divisant la r@-aciion a quaranre-cinq dkgrks de hauteur apparenre, par le 
quam6 tk _!a .reaction horizontale, l'une et I'autre &ant cxprimks en 
parties du rayon, on truwc 'le facieur constant dc z3raJky , . , . . 

Ce facieur &ant cornpark, avec c h i  . qri'on p m t  rctirer de l'igal& 
J R ; d f$ == : c - u , on refrouve t-xacreimnt la formi.de qu ' l kk r  avoit 

;+mie..pQur Za r$raCiion horizontalc. I . . . ):.- . . e . . . 
L a  r&$e de Bradlty pcut seroir pour J6ieriniiier avc'c u?ic irckgrandc prk- 

cision, Its r@actions &puis 70' digris de rlisiance jusqu'a 8oo passks. 
plus conside'rubks , et fauiivc pour dcs S l l e  est. inuiile pour dcs 4 

Aauieurs au-dcssous 'de i o  . . . . . . . . . . . . . . . *  
. I  

I . (  ( *  

S O ' L U T I O N  D E '  L f  N A Y E R .  
La rPgle de Mayer, de arnlhe que celhs d'EuIcr et cle B r ~ d k y  , revient 

m e  iquation du second dt!gr& , qu'on pt.ut.re'soVdr~facilt-mct,~ en >y, er12~ 
ployant la hkseclio~,de l'hrzgle ~ e "  . r. + .., *(,, . 1. d r ;  vq .% . ~ . . ~ v p  

I1 suit de +e,  rdgle, q ~ e  la r$fi*aciion horizontale est proportionnclle ,d la 
Aauteur ;lu baromitre, diviskr par la racine qwrric  ciy ouhe de I'klasiicirti 

a la haufeur' du baromitre, ' divise'e par le qua& d i  6e'lastr'l.i 
'que. Ni b2, 'pi, I'autre de ces deux' thiorimes ne peut 3 s'aC$ordtx~ Qvea $Q 

- - - . * ... . . 

' spdciJque; et que le quotient d R : d H prls l'horizon est p r  

e .&toric. rigoweuse des rt$ructions . 

9'7 I 

30, 

35. 

3.6. 

3 7- 

4 9. 



. , g m  x.xx 
En suppasant nux quanritks tonstanre8 des deux d g k  une vatcut diirmii- 
n& la dyjtfkrence entre ces deux rigles est absotumenr insensibkc d a m  le 
calcul des rgracn'ons. Celle de Bradley mdrite la prgdrencc, p n r c ~  
yu'avcc deux factcurs de moins elk donne lts mimes rlsultnrs. . . .  14'. 4C, 

S O L U T I O N  D E  L A M B E R T .  
Elle est fondde sur CP que le lieu gPomdrrique des points S ($g. I.) ou 

courbe A S  E D  ($g III.) donr la courbure en efir n'excide pas sept 
ou ?kit dtgrds , peur itre regurdde comme circulaire sans crrwr sensible. 

Lambert connul trPs-tien la hauteur A B , &gale d la soutangenre aux dtn- 
sit& s ; de me"me que le rapporr d R : d €€ pr2s l'horizon. La formule 
que Lambert donne pour ce dernier , se rlirmtne facilement B w : c - w : 

Le principe de Larnbcrt fournit deux manidres de determiner le rayon de la 
courbe A S E  D , supposk'e circulairc. Et coninie ces &ux mniri2xs soni 
birn loin de donner le mhne rbulrat , k c  principe de Lmnbert ?:e snuroit 
Ptreadniis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Lm,lb~rt  n'a pas iirG de son priitcipe tout le parri gu'ii pouvoir en tirer. 
11 conduit trPs-naturelleinent d unt? cxprcssion de la r@-action horizoliraie , 
qui sails &re absolument rdgoureuse , approche cependant de la v d i i t d  de 
hied plus prPs , que cclle d'Eulrr. Lainbert n'a pas enrrevu ceric cons& 
qucnce, itnportmttc de son t e tm pour It? culcul des rkfracrions. . . . .  

C I1 A 1'1 'I' R E S I X I  M E. 
R tfimlions terrestres. 

Rnjoii oscitlateiir a chnqite poirit de lu m + w h c .  31 est riciproquciuerit 
proporiioiincl u lu densite' JL' Pair . . . . . . . . . . . . . . . .  

L e  rayon osculaieur au soinmet de la trqjwioire horizontale , est propor- 
iionncl au quarrk de I'dasticitd spkcifiqiie dc I"air, diviskc par In hauteur 
du LaromPtre. I1 ne prui &re dims aurun cas, ('sal a sept fois i: r a y o r i  
dclaierre.  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  I. 

Pnclinaison dc I'horison vistiel avcc l'horizon vrai. Suns la rcjr,uciion , tile 

rsc dgde u la racinr quarrde de -. La dfraction le diiniiirie dais un 

rapport consrant , qui dans trs tcrnpe'rtriures m y m n r s  est celrli cic IO: 9 

2 X  

a 

&pt.u-prPs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  



rx e 
L a  trajectoirt k t ~  supposie horizontale, ($g.ZV,) tangle au cmtrc B C P 

se trouve dans un rapport sensiblement constant, non pas avec la r d  
fraction'terrestre correspondante ou la courbure de I'arc B 9 conme 

? X  BradIq I'avoit cru mais avec la racine quarrke de la fraction -. Ce 
a 

rapport est celui de I'unitk a la mcirie quar~Cc de I - n . , . , . , . 2 p <  
RPgle irds-simple pour dttcrminer lu rqraction terrestre qui dicoule de ce 

princkpe , la trajectoire toutes fois &ant supposke horizonzale . . . . 34. 
Pour diterminer d'une ntaniL're tr&s-approckkt! les rgractions terresires ap- 

prochanies de 1'horizon, on employe un principe 'analogue ci crlui de 
Bradley , en supposant la r<fiaciion ierrestre proportionnclle a la rangerite 
de la distance apparente , diniinude d'un certain mult&lc de la i@actiQn. 
L'expospnt de ce multiple est absoluinent le mime*que dam le cas de la 

5 / . C - @  
r#iraction astronornique: savoir - . . . . . . 37. Q u  

L'0hje.t ayant ktd ohservk de deux points dtlf;rcns de I@ SurjizCe du globe, 
eloignbs Pun de ?autre d'une distance connue, on demande l'dle'vation de 
Z'objet au-dessus de l'korizon . . . . b . , . . . . , , . .(i, 

L a  sphdricitd de la tcrre rabaisse l'objjet ; la rgraction le relive un pgu, en 
djminuant cctte partie soustractionnelle dans le rapport de 1 : I - 12. Et 
cornme ces deux g e t s  sont absoIurnrnr inse'parables t u n  de I'autrt-, la 
rqraction tend toujours a rabaisser robjet, et non a le reimer, comrrle 

que la zerre, Cclaire'e par le 
soled, laisse apris elle.' Cette longueur se trouve rkduite par la n$raction 
au cinquihe de sa valeur totqle; et ren$rmie entre les deux tiers et ICS 

I sept dixiimes de la distance de Id lune a la terre e . . . . . 
R+-actiorrs qui upparticnnent aux deux premiers dkgrks dd dtprcs&n a , -  

on croit ordinairemcnt . . . . . . . . . . . . . , . . , . . , 47. 
On demande la longueur du cone tdndbreux 

~ 

49. 
~ 

parente. Mani4re dc les ddterminer avec yrkcision . . . I . , . e 5 5 ,  

1 .  

Cologne ,'le 1 Germinal an de la r6pubkique VII. 

AMALYSE 



A N A L Y S l E  
D E S  R E F R A C . T I O N S  

AST"lJ%NOMIQUE'S E T '  T E R R E S T R E S .  

C H A  PI T R E  R E MIE R. 

1, L a force Qlastique d'un air ktant un effet trh-compliquh de p1usiew-s 
C ~ U S C S ,  telles que sont , premibrement , la nature physique et inalt6raLIe 
de chaque air en 
l'huinidit8 dont il est iinpr$g$, l'espace ~U'OII  lui fait occupcr et autres 
ellcore il $me paroft "nbdcssaire avant tout, de distingucr entre Z'e'fasiicite' 
&o)ue d'un air , et son "lasric~te'spe'cifique. 

iculier ; ensuite , le dCgrk de clialeur qu'il kprouve 
I S  

D I? F , I  N I T I 0 N. 
9 .  J e  nommerai e'lasticitk absolue d'un air , 1a.firce qui tend Ci le cotnprinier 

et h laquelle% fa i t  e'quilibrc , indejjendanment de sa densite: Supposons une 
vessie qui Gontient de Yair, fermde de toutes parts plac6e dniis le vuide, et 
chargke du poids dc dix livres , l'dlasticid abdolue de cct air, ainsi que de 
chacune de ses molkulcs sera &gale A dix livres. 

I 

C. 0 R. 0 L L A I R E. 
se trouvnnt toiijoiirs chai*@ du F'oidS ae 

toute la coloiine apnosphdrique qui sc trouve.au-dessus de lui , et qui dqui- 
vaut lui-inkine A celui de la coloniie de mercure qu'il soutient drum IC bare- 
metre, l'hlastici tit absolue de l'air cominuii sera donc coiistaiiiiiiciit propor- 
tionnelle la liauteur de cctte colonne sauf aux rdductions que poi1n-a exiger 

diffdreiice de chalcur , ainsi que cellc de p&saliteur *absolue, dm6 le cas 
de tanp#mt.uree et dc latitudes I& - diffhrciitea. 

3. L'air atmosphitriqye ct librc 

A 



2 C B A F i  1. D ~ ~ ~ F Q ~ S I T ‘ X U M  

T H 0 R E M E. 
4. L’e‘lasticite‘ absolue que peut excrcer une masse donne‘e cl’unfluide aei$orme, 

est en raison inverse du volume qu’on lui f a i t  occuper ; ou 6ien d e  est directement 
proportionnelle a sa densite‘. Ce thdorkme est IC rbsultat de la cklhbre expd- 
rience de Mariotte. I1 eet iwti le  de dire qu’clle ne peut regarder que les 
condensations mqyennes ; 1 ~ s  deux cas cxt$mPs, d’un volume infini et d’u11 
voliirne irrfiniment petit ; devanr. se refuser iigalement i ‘son application 
rigoureus;. 

D I;: F I N I T I  o N. 

5.  Le rapport de l’ellasticite‘ absolue d‘un air a sa densid,  est ce,qui forme son 
e~asticite‘ spea&ue. L’blastici t i  ipicifiyuk ’d’un air est doiic &gale au quotient 
de l’dlasticitk ahsolue cp’en exerce tine ~ s s e  donnee, divisbe par la densite 
de cette masse; ou bien, au produit yu’on obtient , en inultipliant I’Qlmti- 
eitd absolue qu’exerce une masse ilorrmde de cet air, par IC volume qu’oon 
Iui fait occuper. Le rqipart de l’dlastici ti: absoluc B l’i.lasticit8 spkcifiyue 
dam la science des fluides aeriformes , est eaactement le m6me que cclui de 
la ina~se i la pdsanteur spkifique, .dam la science de8 fluides non-6lastiques. 

‘ 1  

C O R O L L A I R E  I. 

6. Lorsque deux airs di€f&rens sont en Cquilihre entr’eux, leur blasticitb 
ahsolue dtant la meme aldrs ’leurs blisticitks spkdifiques seront rbciproque- 
ment proporrioniielles aux denei ths q u ~ l e s  w r ~ n t  alora. C ~ i a e ~ i c i t ~  spici- 
fiyue eet donc l’inverse de ce qu’an a appel16 jusqu’ici pckanteur spekF.fiqrrc 
d’un air terme qui ne renfermoit aucun. sens prcequc , dcvant entidre- 
ment dkpendre du volume qu’on lui fait occuper, elle doit atre considhrbe 
cornme une chose absolument arbitraire. 

. . .  

C 0 R 0 L L A I R E  I I. 
7. Prenant pour ternpdrature moyenne celle defi caves, qui ripond A dix 

de Re’uumur , il n’y aura qu’h diviser l’unit6 par le6 nombres yu’on nous a- 
donid jusciu’ici pour rdpresen tatifs des p&anteurs spBcifiyues de8 diffbrens 
airs, pour aVOir leurs d?lasticitCs sp6cifiqwes. En vdici la rtbb CalClllde sur 
celle des p&an teurs sp0c?fiqucs , qui sc trouve dam I’,?%saj on phlogiston de. 
Kinvan; 1’8tat de Yair se trouvant tr6scvoisin de 28 poll. Barom. ot de i o  d& 
grek de Rekumur. 



D E S  CQVGRWG ATYMLO S ~ P  a 4 8 n ~ u  ES. 
&Alr...xromm,un . ;. I .. i .......... s p o q ;  
Gas oxyg6ne.. ............... 0,307 ; 
Gas azotique ................. 1,035 ; 

h e . ,  ............. .11,1)6Q ; 
i e s  qiamis. ..... 1,493 ; 

oiiique. .......... 0,6’66’; 
Gas hydrogi.iie sulfur6 ......... 0~904 ; 
Gas aminoniacal .............. 1,666 j 
Gas hydi.og&~e ~ l i o s p h o k  ....... 0,476 ; 

................ 0,837 5 
iatique. ......... 0 ,588  ; 

Gas acide sulftueux ......... ; . 0,44 I ; 
Gas acide fluorique ........... 0,338, 

’ 3  

L .  

P R 3 13 L E h!l E. 

&UZ branches perpendiculaircs A C , D F’,fcnne;:s par les bouts A ,  I:; 
et d’unc branch  Itorisontalc C D. Chacune dc-s dcux branchcs p r -  B 
pendiculaires colrtient d a m  sn partie sripc’l-ieurc une certuinc p a n -  n 

connue ; la pariie inje’rieure B C*D E est occupk par uii $let de nzcrcure, dkne 
longucur donnc‘e. On demande la posidoii dcs deux poiiiis-B, E , ou k meicicrc 

doit s’nrrhr , pour qu’il y nit e‘qui1ibi.e. 

S 0 L U T I O  N. 

9. Employant l’air ext6rieur pour tennc de colnparaison cntre lcs clcux 
airs que conticnt le tuyau , nous d6sipcrons pak 1 son Clasticiti? spCcifiyue ; 
par h la hauteur du barornetre qui exprime son klasticitd al;saluci ; p r  i 
l’espace qu’un grain d’air atrnospb8riq11e occuperoit dms le tuyatr du problPiiie. 
De plus , expriinons par E ,  c ,  lcs dlasticit6s sp8ciGques des c1cux airs ; p r  
M , at ,  leurs inaeses exprimkcs en grains ; et mcttons pour plus de simL 
plicite , E M  i = A , en2 i- B. Coinparant ensuite 1’klasticitA absolue de 
cbacun de8 deux .airs celle de l’air atpiosplibrique , on troiivera l’une +$e 



‘a C H A P .  I. DISI!O,SITXOU 
h B  + B %- -- + D E. La somme ‘des deux lignee AA 

 DE l’kquation - a - B C  
B c + D E est connue; mais leu; Xidiffitrebce B c - D E  be l’est pas j ainsi , 
faisant B C+D E =  ; B C - b  E’= 2 v , on parviendra A l’ciquation du 
troisi4me dkgr6 ~ v J ~ r r . ( a - - ) v y + h  * * ,  (~’- / - ’B)v-~- , !z  (a,-;) ( b - c )  v+hA 
(b - C) - 31. B (a - c) , ,de, laquelle on tirera l’inconnue v , conformitment i la 

“ .  . I .  

condition de l’itquilibre. 

C O R O L L A  I R E .  

IO. Si l’une des deux branchee,‘D F, 6toit ouve r en haut, la hauteur 
li B 

barometrique h remplaGant. alors 1’8lasticitb abeolue de l’air enfermb - on 
E E  ’ 

-b BC 13 + D E ;  qui se rkduit A Q V V  = h A  
aura l’iquation - 

a - B C  
( Q ~ A  2 c + h) v + (A -a -/- c) A- Ce cas est celui du t11ermomCtre de 
Drebbel. 11 ne remplit pas trop bien lee vues de l’inventeur , rjaTce yu’il’est 
baromttre et thermomdtre it la fois. Maie on pourra l’employer avec succ&s, 
pour construire une khelle des blasticitds ep6cifiquee , pour tel fluide azri- 
forme qu’on veut. On fera passer une quantit6 determinee de l’air qu’on 
veut examiner, dans la branche A C; on reinplira de inercure la partie in- 
fhrieure de l’inetrument , aIJr6s yuoi on l’exposera a differens dkgrds de 
chalct~r ddterminds. La position des points B ,  E, fera connoitre chaque fois 
l a  quantit6 v ; ensuite regardant A cornme l’inconnue de l’bbquation on aura 

; d’oh l’on tirera le ddgri d’dlasticit6 A = a - c +  
apbcifique , qui rt:pond 

1 

2 v v -  ( z a - 2 c + h )  v ;  

11 

chaque d6gr6 du  tliermom2-tre. 

T EI l? 0 R E M E. 

11. Deux inasses d’air quelconrjues , exergant sous les volumes V, v des 
&sti(,it&i absalites lgalcs entr’e1k.s ; j e  dis cyue si l’on m2le ensemble ccs deux: airs , 
en leur ;firisant ocruper le volume V + v I le milange dcs deux airs exercera la 
mime c’lusticite‘ absolue, que chacun des deux airs avant d’itre m t N .  Nous sup- 
posoils que Ies deux airs n’exercent entr’eux aucune affinP6 qui alt6re leut0 
&&.i tbs  qhcifiyues ; et sous cette restriction le th6ox$me n’a pa8 beaoh 
$6 tre d6nnontrk; 
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P R 0 B L E M E. 

12. Deux masses d'air quelconqucs, exerFant sous Zes volumes V ,  v , le, 
ilasticite's absolues P , p on clenzande l'e'lasticire' absolue qu'exercera le rntlmge 
dcs deux airs re'duit au volume v-f- v. 

S 0 L U T I O  N. 
13. Le second des deux airs auroit exercB une Blasticite absolue P, &gale 

PV celle du premier, s'il avoit occupd le volume -. P Les deux airs m&s 

la m h e  p v - k p v  
P ensemble exerceront donc sous le voluine V + 2" ou P 

Olasticite absolue P. 

l'dlasticitd absolue 

RQduit au volume Y+v,  ce m%lange exercera donc 

'. Cc qu'il fulloit dc'rnontrer.' v-i- v 

P R O B L E M E .  
14. Ayant E ,  e pour e'lasricitek sp&&ues des deux masses d'air ilrl , nz? 

appartenantes a deux fluides ali.formes difle'reris I on demande l'e'lnsticisd spici- 
$que du me^lange, x. 

S 0 L U T I O  N. 
15. F~tisons occuper A ces deux masses d'air les volumes absolument arbi- 

traires V 7  v ,  et a leur melange le volume V +  v. Nous aurons- , -pow 

pesanteure spkifiquee des deux airs, 'et - pour celle de leur m&lange. 

On aura de plus - , - pour dlasticitks absolues des deux airs, et 

M x - t .  rnx pour celle de Ieur melange. Cetre dcmi6re devant &re 6gale h 

M m  
v v  

M 4 - m  
V i -  0 

M E  m e  
v v  

v3-Y 
M E + r n e  . Ce qu'il falloit de'hontrer. J Z E - k m e  , on aura x= V+ V AI+  m 

C 0 R 0 L I, A I RE. 
16. Appliquons cette rZgle B l'air commun , compos6 , coinme on sait, $e 

27 pqxtiee de gas o x y g h e  ,' et de 7 3  de gas azote. Ayant M= 2 7 , m = 73 ; 
et de plus E -  0,907 ; e= 1,035 ; on aura pour 61asticit6 spkifiqcre du mg- 
lange 1,00044. La uks-yetite difkence de ce nombre d'avec l'uiiitd fait 
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voir, que la composition de l’air commun 6psnd parfaiteinent i la 
qu’on v k n t  de dhontrer.  

E x P I? R I E N c E. 
17. La chaleur en rarkfiant l’air h i  donne la facult6 d’exercer la m8me 

klastici t6 absolue SOUS une iiioindre densitk qu’auparavant. L’effet de la cha- 
leur sur un air donne est donc d’augmenter son 6lasticitd spitcifique ; celui 
3u froid est de la diminuer. 

D & I[; I N I T  I o N. 
18. Designant par IIS YdlasticitC spkcifiyue ‘d’un air yuelconque qui rbpond 

t - -T)  ‘ a un ddgrd d6ternzin6 du thermom6tre T, on pourra exprimer par ( I +  - E 

l’klasticitk spi.cifique du m6mc air , apparteiiante au dbgril T $- t. La petite 

fraction- fera donc conno’itre la diZazabilite’ du fluidc acriforine propos6, cliii 

rbpond au’ ddgrC du tIiermoin6tre T. 

rn 

1 

m 

C 0 R 0 L L A I R E. 
i g .  Dkjignant de plus par E ,  E’ , E’’ les dasticiths spQcificjues qui rkpon- 

E’ t - T a,’ U - : L 1  

& tn 
j -- =1-+,-. d’oir li dent aux ddgrks T ,  t u , on aura- ,I I $- - 

E t  u - 2‘ 
‘T~IAI -tire-- = 1 -+ E 

.estA-au dkgrb T, ‘elle sera 

+ I l,. Donc si la dilatabilitk d’un fluidc a6riforme 

au di.gr6 t j elle seroit de m h c :  
I 

m mi- t -T  
1 au dkgr6 u. 

rn4-u-T 

r R o P, r, E M E. 
20. Coiinoissant Irs masses M , rn ; IPS e’lmticirck sp&$ques E ,  e ; et Its 

clilnsubilitek N , c n  de deux fluides alr$owm d f l i r m s  , trouver la dikutabilite‘ de 
leur nie‘lange. 

s o rJ u T I o N. 
2 1. Supposant-que les dlasticites spkifiyues et lcs GlatabilitQs 8e rapportent 

ME + rn e - 81.1 dkgrb d u  ahermdrn8t.re z , 1’6lasticit6 sp6cifique du m%lange 6era _I 

M 3- m 
i i  cctte temp6rature. A t + d t  clhgrds 1’6lasticit6 spdcificlue de l’un sera 



D E S  COUCHES A T M O S P H $ R I Q U E S .  T 
(1 + N di) E ; celle de l’autre deviendra ( 1 + n d r)  e ;  on aura donc pour - 

( I - I - N d f )  &f,E+ ( i + n d t )  m e  

M -t- in 
bias tiai tk spkcifique du m&lange . Le rapport 

Jf E N + m e n  
AI B+m e 

des deux Plasticit& devenant ainsi P i p 1  A I $- -- 

kt clilatabilitd demandbe est 

d t ,  on voit que 
d9EAT+ m e n  

M E +  111e 

0 13 S B R V A T I  0 N S. 
2 9.  Les auteurs varieiit singuliBremeiit sur la dilatabilick de l’air commun, 

qui est cependant le plus connu de tous. Si 1’011 rkduit & la tempdrature 
coiiimuiie des caves lcs cIiffCIreiites observatioiis qu’iis iious oiit hiss6 , 011 
trouvera cette dilatabilitd Qgale h 

&. ...... selon Aoy 
--_- &. ...... seloiz Bradlcy. 
&. ...... 6elon Vunderrriondc , Bcrthollci, Jlonge. 

&, ...... selon Tobias &layer (plus exactement &). 
&. ...... d o n  de Saussurc. 
&.. ..... selon de la Caifle. 

&. ...... selon de Luc. 
-1,. ...... sclon Schuckburglr , Bonn@. tl I 

&. . selon Guyton. 
0 B S E R V A T  I O  N S. 

23. On est encore plus incertain s w  l’&lasticitci spkcifique de l’air, qui 
coiivient a Ea teinpkrature de l’eau bouillrmte. Elk cst; &gale i 

1,339 ...... seloii de Sarissure. 
I ,3 7 5 ...... selon LamGeri. 
1,380 . . . . seloii Tobias Maycr. 
1,400 ...... seloii Atnonrons. 
1,403 ...... seloiz de .i!,uc. 
1,414 ....... selon Bonne. 
3,433 . e .  . 
1 4 4  7 . . seloii Schukburgh. 
1,484 . * .  . selon Roy. 
i,93 7.5. ..... seIoii Priestley. 
1,9389. ..... selan Guyion Prieur, 
9 2 5 7 . ~ 7  ?-... . .I..., eelon Prony. 

selori Vandertnonde, Bei*thdkt, Xonge, 
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R E M A R Q U E  I. 
24. Ces diffkrences sont beaucoup trop graiides , pour pouvoir &re rejettkes 

sur le compte de I’expCrience seule. I1 faudra en conclure plut6t que 
1’61asticitk spbcifique de l’air coiiimun ne depend pas seulement du  ddgrk de 
chaleur qu’il kprouve; mais yu’en outre elle doit &re fonction de quelque 
autre qualit4 de l’air, qui y influe pour le moins autant que la chaleur. 

R E M A R Q U E  11. 

a constate 
par un grand iiombre d‘expkriences laborieuses et exactes, que cette qualit6 
n’est-autre chose que I’humiditC de l’air c’est-%dire , la quantitb de vai)eurs 
aqueuses qu’il tient en  dissolution. I1 a prouvk que le mtme dkgrk de 
chaleur agissoit bien diffhremment sur u n  air humide que sur un  air sec ; il 
6’est occupk de J’elasticith spdcifique des vapeurs aqueuses; il a fin; par 
construire une table des Clasticitks sp6cifiques de l’air, pour les diff6rens 
dkgrks du thermomhe et de l’liygrom6tre. I1 a publik son travail dans u n  
mkmoire prbcieux , ayant pour titre: sur la force expansive de Pair , charge‘ 
de vapeurs aqueuses, u des iempe’ratures d&%enfes; insCrk parmi ceux du  
Journal physicjue de Grm , vol. IV. cahier 111. Je me dispepserai dependant 
d’en donner un extrait ici , p r c e  que jc  le regardc qoinirie tres-imparfait, et 
yu’i1 I’est en effet , de l’aveu meme de son auteur. 

25. Le professeurschnaidt , universit6 de Giessen pays de Hesse 

R E M A R Q U E  111. 
26. Pour rendre aussi complette que possible l’expression gknkrale de 

j’klasticitk spbcifique de l’air , dans l’btat actuel de nos connoissances, con& 
d&ns d’abord les vapeurs aqueuses , &parses et dissoutes dads I’air commun, 
COmiiie un fluide aBriforme particulicr exergant sous une densitij donnee sa. 
propre blasticitb absolue D6- 
signons par Ab? + m une masse donnke d’air atmosphdriyue, lee deux lettres 
&f, m cx~irimant les quantitks des deux fluides dont elle est composde, la 
prerni6re apparrenant a 1’air p r f a i  ternelit sec , l’autre aux vapeurs aqueuscs 
qu’il tient en dissolution. Imaginons un  hygrom6tre construit de manihre, 

que par le nombre de 6633 divisions il indique sur le champ la fraction - 0  

M+m’ 

et designant cette fraction par f ; ,  noue aurons - = 1 - h, DBeignons 

dc 

clifF6rente de cellc de l’air parfaitcment eec. 

m 

M 
Z - t m  
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de plus par E ,  e ,  les Qlasticitks spbcifiques des deux fluides ; par N ,  n , 
leurs dilatahilitcis , h la teinpcirature de la glace. Cela &ant, nous aurons a 
la tempbrature indiqude par t ,  1’Qlasticitk specifique de l’air sec Bgale h 
E (1 $- N t ) ; celle des vapeurs aqueuses Bgale a e ( I  $- n i) ; l’klas tici t6 sphcifi- 
que de l’air chargk devapeurs sera doncE (1 + N t )  - h  (E-e )  - A  t (NE-ne) .  
Telle est la formule, dont il s’agit de faire l’application pour avoir dam 
tous les c3s I’dlasticit6 spdcifique de l’air coinniun. Nous nous pennettrona 
li-dessus les observations suivantes. 

2 7 .  PrentiPremenr. N ous n’avons aucun liygrometre qui par le nonibre de 
ses divisions iiidique la proportion des vapeurs aqueuses tenues en disso- 
lution dans l’air commun. 

2 8. Sccondcnzcnt. Nous ignorons cluelle est l’tilasticiti. spkcifique des va- 
pcurs aqueuses h la tempdramre de la glace; et IIOUS n’avons pas des notions 
plus certaines sur leur dilatabilitb. Le travail de Be’tuncourt sur la force ex- 
pansive des vapeurs aqueuses a un  tout autre objet. 

29. TroisiPnzemenr. La formule ellc-ni6iiie E (l+hTt) - A  (E-e) - li i (NE-n e) 
suppoge clu’il n’existe entre ivair sec et ICs vapcurs aqueuses aucuiie &nit6 
particulik , qui althrc la marchc naturelle de lcurs 6lasticitds spdcifiqucs. 
Cette supposition est-elle rigoureuseinent permise ? Nous l’iignorons encore. 

30. Quairidrnenzent. Cette m h e  -formule suppose de plus , que de dL:gr& 
en  ddgrk l’blasticitd. spbcifique de l’air sec , ainsi que celle des vapeurs aqucu- 
ees , prend dcs accroissemeiis dgaux cntr’eux. Cette supposition est peiinise 
tout au plus depuis ze‘m jusqu’au treiiti6iiie dCgrc! au-dessus de la congdlntion. 
E l k  ne peut plus htre adinise au-deli de cc tcrme ; ct quant aux Clasticit6s 
spdcifiques de Pair au-dessous de Ia glace, nous devons dire par anticipation, 
que les observations de rbfractions horisontdcs , Oitcs ?i des frdids trh-rigou- 
reux , se refusent Cgalement i la progression aritlim6tiquc, ainsi qu’i la 
somme de deux progressions gkomBtriqucs ? proposQc par Prorzy . 

3 I .  Enfin ? supposaiit meme que toutes ccs conditions eusseiit Btk parfai- 
tement remplies , est-on bien s?ir que les resultats d‘unc suite d‘obscrvations 
faites h l’horison , denieurcroiit encore les in6mes a des hauteurs quelcoiiyues 
au-dessus de lui ? Une rbflexion tr6s - naturclle sufiira pour nous persuader 
du contraire. Plus on monte dam l’atmosphdre, et plus le froid de ces 
regions fait baisser le thermometre, En suivant la dgle ordiiiaire , cela in&- 
queroit une diminution dans l’blastici tk specifique de l’air. Cependant nous 
conclurroiui bient6t des observations de &ouguer que dais la zone toiride, 

I3 
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l’dlasticitd spdcifique de Yair doit &re trds-sensiblemen t la m4me depuis l’ho- 
rison jusqu’aux rkgions les plus 6levbes de l’atmosphhre. Et quant aux zones 
tempdrCes , si les calculs rigoureux de rkfractions horisontales , cornpar& 
avec le6 observations de ces m6mes rkfractions, nous font T&mmer qu’il 
cxiste en effet quelque dkcroissement dans 1’BlasticitB spkcifique de Yair, il 
est certain du  moins qu’il se trouve bien moins considdrable que la tempk- 
rature de l’air dans ces r6gions ne devroit l’exiger. 

3s. 11 suffira de ces rkflexions , je crois , pour faire voir , qu’en suivant 
la route ordinaire7 pour arriver B la connoissance dc I’@lasticitk spkcifique de 
l’air , on n’y parviendra probablement janiais. Un iiistruinent au contraire, 
qui par le nombre de ses divisions nous indiquit stir le champ la densitk dc 

&me que le barometre en indique ]’&isticit6 nbsoluc , le thermo- 
metre de la Ti c aleur , l’hygrometre l’humiditb , nous mcneroit directement au 
but que nous nous proposons ; car divisant la hauteur du baromdtrc par la 
densite, on auroit sur le champ l’&laeticitd spkcifiqite Je l’air dnns toils lcs 
cas ~)ossibles. Je  dois donc prkvenir le lecteur , que jc suis occup6 de la 
construction d’un manomL:ire, marquant i chacjue instant le rapport de la 
densitk de Yair i celle du mercure ct qu’incessamment je  krai part 
au public des connoissanccs acrologiyucs, accluiscs ii l’aidc cle cet iiistrii- 
ment , aussi utile aux physiciens , qu’indisyiensdJc aux astrononics. 

33.  Nous voici arrivks au point le plus iniportant, et qui constittic l’objjct 
principal de ce chapitre : c’est la disposition des couches ntmosphbriques, et 

la loi gbnkrale h layuelle elle est assujettie. Supposons la tcrre entourbe 
d’une masse blastiyue , compos& d‘un nornbre c~iic~lconcltie dcs fluidcs aC1.i- 
formes les ~ l l u s  hCtCrogGnes, disposkes cependant par couclics conccn triques , 
de manii.re clu’ii chaque distance du centre de la terre , la ~~ieantcur  also- 
lue , la densit6, I’blasticiti absolue et I’dasticitk sp8cifiiq[ie de l’air p i s s e n t  
&re regardkes comme fonctions de cette distance. Soit (fig. I,) 

a , .  . . . . rayon de la terre , C B. 
y. .  . , , . . distance au centre, C P. 
I et P. .  pksaiiteur absoliie en R et en P. 
1 et E . .  klasticite spbcifiyue en I3 et en P. 
1 et Y.. densit6 du Quide en B et en P. 
B et H. .  hauteur du barornetre en B et en P. 
m . * .  , . densitti du mercufe. 
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D E F I N I T I O  Ne 
34. Imagiiions une courbe, ayant pour axe , l’axe mbme de la tcrre pro- 

long& c B I ;  ’ Ies abscisses btant les distmccs m h e s  au centre, y , aux-‘ 
quelles nous donneroils pour ord_onnbes , lcs hauteurs barom6triques qui 
rkpondent B ces distances. N ous l’appelleroiis courbe des haute& barome‘tri- 
p e s  , ou simplement courbc bnronze‘trique. 

T EI Iri: o R E M E. 
35. L a  soutangente de la courbe barome’trique duns chacun de scs points, csi- 

ebale Ci in E B : P. 

D E M O N  S T R A T I O  N. 
36. I1 doit y avoir iiaturelleiiient dquilibre entre le poids d’une colonne 

de mercure de la hauteur - d  H7 et celui d‘une coloiine d‘air ayant pour 
hauteur d y  , P telle distance du  centre qu’on veut, La p6santeur nbsolue 
dtant la m h e  pour lee deux colonnes, on doit avoir - 777 J N  = Y d y  ; pre- 
miire equation fondamentalc. Resee A Bvaluer Y. Les blnsticitCs absolues CrAllt 
b o6n8rnlenient poportionnelles aiix Ilnuteurs baroizdtriqucs mu1 ti~>lihes par les 
p6santeurs absolues, le raliport des hlnsticii6~ nlxo1uc.s en B et cn P sera, 
celui de 13 : I$ P. Ce rap1iort brant divisk par cclui dcs 61xticitbs sphcifiqucs, 
donncra celui des deiisitds ; 011 ~ O I I C  1 : Y= B E :  W P j CWTY c‘pnriuu 

If If j’ VI B E  - 
A-. on qui coinbinbe avec la preiiiidrc , donne - -- 

P fondamentale 
d H  

m B E  
P aura clonc - pour expression de  la soutaiigcnto. Cc qu‘ilJzlloit dt+i20i2trci*. 

R E M A R Q U X  I. 
3 7. Le probldiiic de In rIisposiLion des couches atmosplii.riquca c a t  doiic 

rbduit i l’iiitbgration de 1’Qquation - P H d y  z= in 13 E d  lY. Le procluit ni  13 
est yne quantitk constante. P c.;t ILIIC fonctioii trhs- connue de y ; d‘ailleurs 
elle petit absolument htre cou€ondue avec l ’ u n i ~ ~  , dam toiite l’4tenduc de 
l’atinosphdse , ob la deiisi tB de 1% est encore sensible. 13cstc ri coiinoicrc 1 ; ~  
f011ction E ,  qui exprime 1’ClasticitL. spbcifiqize de l’sir A la distaiicc y. Et 
C’est cc qu’oii ignore. si elk. cst la n ~ h c  daiis toiitc la 
hauteur de l’atmospkhe, ou si elle ua en augmentant, ou enfin, si ellc vn. 
en diminuane. D’abord il se prescnte uiie raiso13 physiquc t&s-siniple qui 
Clcvroit la faire aller en diminuant , c’est le froid des rkgioas supbrieiires , 

On ne Bait pas 

B 2  
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dont I’effet se rkduit constamment affoiblir 1’&6ticitd spkcifique d’un fluide 
aeriforme quelconque. D’un autre c6t6, I’kquilibre nature1 des fluides a& 
formes sembleroit exiger le contraire , les regions les plus klevkes de l’at- 
mosphdre devant naturellement &e occupkes par ceux Centr’eux , qui i 
pression kgale l’emportent en lkghetd sur les autres, et qui par cette raison 
m$me doivent se placer au- dessus d’elles. 

R E M A R Q U E  11. 
35. Voili donc deux causes qui agissent kvidemment eh sens contraire. 

Seroi t-ce qu’elles se dktruisissent mutuellement ? L’klasticitd de l’air des hautes 
regions seroi t-elle prkciskment r6duite 2i I’klastici tb des rbgions infbrieures , 
par le  plus^ grand froid des yremidres ? L’klasticitk fipkcifique alors seroit la 
meme clans toute la hauteur de l’atmosph4re; cela seroit fort commode pour 
le calcul Le froid des rbgions 
supirieures prdvaudroit-il sur l’klastici tk  spdcifi4ue de l’air , naturcllemcn t 
plus grande? Ou bien, cette elasticit6 l’emporteroit-clle sur les effcts clii 
froid ? Dans le premier cas, I’dIasticit6 spbcifique de I’air iroit en diniinuant, 
dans le second ellc iroit en croissant; et c’est entre ces deux cas qu’il im- 
porte de dhcider. 

R E M A R Q U E  111. 
39. Le calcul des rbfractions horisontales va prononcer sur cette impor- 

tante qucstion. Nous verrons que dam nos zones tempkr4es l’dasticitb spk- 
cifique dc I’air va rkellement en dkcroissant depuis l’liorison jusqu’aux 
rkgions lcs plm 61ev6es; et en inerne terns nous allons nvoir line clonnbc surc 
pour ddterminer avec pricision le rapport des Clasticitds spCcificiucs a u x  1;- 
mites e x t r & ~ ~ ~ c s  de 1’atinosphi.re. 

mais ce cas est IC moins 1.xobable de tous. 

Commcncoiis par IC cx le plus simple. 

P R 0 B L E M E. 
4 I ,  On demande l’expression de la hcztteur barornehique IT7 et celIe de la den- 

sire‘ Y ,  en rrgardnnt le rayon de la terse comine inJiniment grand , et en suppo- 
sant I‘e‘lasticirc‘ de ?ais constante d a m  toute la Jlautcur de l’aimospht‘rc*. 

s o L U T  I o N. 
41. Ayant E= 1, P=i, l’dyuation - P P l d y  =?nBh’dH deviendra 

- Hdy= in B J H ;  e t  supposan t y --a T , on aura l’in tbgrale H z  13 e - x : m B .  
A la place de l’autre iyuation B E  Y ;3 H P  il viendra N;;;;; B Y, ce qui 
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’donne YI e - x ’ m B .  LCS deux courbes , celle des densitks, et celle des 
cilasticitks spkcifiques , seront donc idcntiquemeiit les memes dam le cas 
d’une klasticitk spkifique constnnte ; l’une et l’autre Qtant tine logistique, 
dont la soutangente est rn B. 

C O R O L L A I R E  I. 
4 2 .  Le nombre nz est &gal i la clensitci ctu inercure ciivisde par In demit6 

de l’air. Le produit in U est donc proportio~-~nel a la hauteur du barometre B ,  
qui exprime 1’QlasticitQ absolue de l’air l’liorison, diviskt: par sa densit& 
Ainsi la aoutangente de la logistique, entiiJrenient indkpendante de la hau- 
teur du barometre , sera proportionnelle i l’klasticitb spbcifique de l’air. 

C O R O L L A I R E  11. 
43. Je dbsignerai const~iuintntla soutangente baroinbtrique parlalcttre Ir ; clle 

lui sera consacrbe dans 13 sui tc. On aura donc les deux bqualiolss H=B e -. 7 

YE e --LZ’ ‘I. Reste B d8tennincr A. Cela ii’aura aucune diRicultB pour ceux 
qui scroiit pourvus de notre inanoinetre ; l’bchelle de cet instrument leur 
niaryuera dam tous les cas le noinbre ~n ; et la multiplication de la hauteur 
du barornetre B par i n  leur fera conno;ltre la soutangente h. Le calcul et 
l’obscrvation supplderont en alteiidaiit , le mieux qu’il est possible, au dhfaut 
de cet instruinent. 

’ 

0 13 S E R V A T I O  N. 
44. A la irmpe‘rature de i G  $ de Rc;iuniur, IC.$ quaire prenn’ircs dci.inzales de 

lu dfl&cnce dcs logariihnzcs rubulaircs de  ckux lrautcurs baronte’iriques , obseivc’fs 
dans deux points dfle’rcmmcnz e’leve‘s ati-dcssus de I‘horison , fon t  connohe la 
d&‘rence dcs e‘le‘vations des cndroiis, en toiscs de Paris : telle est la faineuse 
observation de de Luc. Cela veut dire en d’autres termcs : A 16 1 de R&u- 
r n u r ,  la souinngenie iI est egale a 4343 toises. 

C 0 R 0 L L A I R E. 
45. I,a soiitangente Ctant trouvtk pour une certaine teinpkrature , il rmte 

a la dkterininer pour toutes les autres. Cela dkpend de 1’Clasticitk spbcifique 
de Pair, qui est fonction de la chaleur et de l’humidit6 la fois ; mais comme 
X’h t  actuel de la physique ne nous permet pas encore de faire eritrer en 
compte cette d e r n i h  , nous devons nous restreindre B la chrrleur seule. 
Rcste done choieir parmi les diffkrentes Eractions rapportdes en 22. J’ni cru 



34 C & A P .  1, D L S P O S I T I O . N ,  

que ce choix n'dtoit pas arhitraire dane un ouvrage sur les rdfmxioiis astro-. 
m"niiques ; j'ai prifhr8 &, rksultat d'une iiifinitB d'observations faites par 
Tobias N a y e r ,  l'observateur le plus exact et le plus infatigable dc son si;&. 
Cela donne pour la tempkrature' des caves, ou dix d6grks de Xebuinzlr, 
h = 4 P 18 toises : telle est la valeur cine j e  lui supposerai dans la suite. 

R E  M A  R Q U E. 
46. Reste B faire l'application de .cette doiinbe au calcul de la rbfraction 

horisontale. Ici j e  serai obligk cle proposer par anticipation yuelqucs tlldo- 
dmes, dont on trouvera la dkiiionstration J a m  le second et dans le qua- 
tribme chapitre. 3e ddsigiierai donc par 1 : 1 + w le rapport du sinus d'inci- 
dence au sinus de &fraction, dam le passage d'un rayon de I'air c h i s  IC 
vuide. Nous verrons que ce rapport est en mGme terns celui du sinus de 
la distance apparenie H cclui de la distaiice vraie depuis le zdnith jusqu'i 
70' de clistance. De  plus, la fraction u) est constarnment proportionnelle 
ii la densitk de l'air pr& 1'iiorit;on. Enfin, depuis le zbnith jusqu'i 70' de 
distance , la tifraction est kgalc it w , multiplik par la tangente de la distalice 
apparen tc. 

T H 0 R E M E. 

/ 

47. Supposant I'c'lasricid speiiJique de Pair consinnte d a m  toute la linutcur de 

I'aairnosphh-e , et faisant - = n , la rcyrnction horisontale, cxpr.inie's en par- 
I1 

ties du rayon, sera e,@e a h rccine p a r r &  de i n w T ,  multiplie'e par la seL 
rik 1 4- A n + BnZ + C n3 + etc. ; les cok$ciens A B , C D etc. &ant des 
nombrcs con5tar;s et absolus, doni les valeurs sont : 

w n  

= , 2 1 : = -  1; 

B =1 3 3 : ~  - 2. 23:3+ I ; 
(j C = 4 5 : Z -  3 .  j " ' +  3, 2 5 : 2 ,  1 ; 

nil  D = 5 7 : * -  4. , 1Y:  4- 6. 3 7 : 2  - 4. ~ 7 : 2  .+ 1;  

1 2 0  fi f i 9 ; z -  5 ,  p : L p o .  p L - 4 0 .  3 3 : =  3- 5 .  Q4:= 41; 
etc. etc. Le calcul numdrique 9 dress6 BUL ces formulcs , donne 

A = 0 , 4 1 4 2 1 4 ;  Log. A = 9 ,6172248;  
B ,= 0,269649 i L o g  B = 9,4307988 j 
c = 0,~00865 j LO& c = CJ,3019043; 
U = 0 , 1 6 0 ~ 5 3  ; Log. 'D = 9,2048061 ; 
E = 0,132935 ; Log. E = 9,1236393. 
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Comme la &e est trbs-convergente dans tous les cas, il est inutile d’aller 
juequ’au ciiiquiiirne coeliicient ; ct presque toujours o n  peut s’arrtiter au 
troisihme. 

P R O B L E M E .  
4a. Connoissant la rfisaciion horisontak R , rt in j k c t i o n  w ,  (gale a iu 

rc$iraction qzii convient a 45  drip’s  de haicicur apparente, et proportionnelle a la 
demit$ de Yair, de‘iernziner la soutangenie h , propoi-tionndle a son e‘lasticiie‘ 
spe‘cijque. 

S O L U T I O N .  
49. L‘inconnue du p r o b l h e  n dbpend de la solution de l’kquation 

R r/ 2 L ( 1 -J- A rz +- B na + C n3 etc. ) I / w  R r. Comme il est impossible 
d’eii tirer l’inconnue n autrcrnent que par approximation , dbsignons par. p 
zme valeur a p p r o c ~ e  de n ,  et par ( 1  -1)) p ou p’ ,  ensuite par ( 1  -v’) p 
ou p“ etc. des valeurs plus appochkes que n’htoit p.  On trowera v t  en 

>par 1 4- 3 Ap + 5 BP’+ divivant 1 + A p  -f- Bp? -+ C p ;  4- etc. - 
7 Cp3 + etc. ( 1  -v ) p’= pi’, de celle- ai 
A ( I  - v”) p” = y etc. et coniine la serie est tr&s-convergente , la t rois ihe 
ol”.l.ration fera connol“tre I’iiiconiiue n avec une prdcision plus que suffisante. 
On aura ensuite la soutangentc A ,  en divismt w a par n. 

I 

RtlP 
dY“” 

I De ( I  -1)) p= p 1  on passera 
/ I /  

O B S E R V A T I O N  I. 
50. On trouvc dnns In premiZre table des ~.dfractions, dresske par Bozcguer 

sur une suite d’olservations astronomiques , faitev dans la zone torride, au  
bord de la mer et 

R t= 27‘ z 0,007854. Si d’apr6s ces deux doiincies on demande la soutan- 
gcnte baroineuiyue li , supposons au h s a $  Log. p = g , ~ 5  I I 4 11 ; il n’est 
]JaS difiicile d’avoir ‘1111~ valeur approchbe de L o g  p , parce que cette sou- 
tangente qu’on cherche , doit nhcessairement se trouver entre 3600 et ,1800 

tokes. On tire de lli par un calcul t r h -  facile v = - , ce qui donne 

w = 44” = .0,00011332 en parties du rayon; 

I 34890 
1.q7739s 

1137502 
p’zzzGR3;i p ; et Log. ,p’ = 9,2024688. Cette durn& valeur donne 

aooo 14rj0015 I d= - . - ia38or5’ d’oh l’on tire pll= p Cette valeur, p u t  ktre prise 
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En effet , si l’on employe ce logarithme , pour &valuer l’expression gbnkrale 
( I  + A  n + B n2 -/- etc.) r/ $ w n r , on trouve 2 7  minutes de refraction hori- 
sontale, sans qu’il y ait une seconde d’erreur. De n on dbduit A ,  ou la 
soutangente demandke bgale 2t 4378,84 toises ; ce qui suppose une temp& 
rature de 18 dbgrks au - dessus de la glace. 

R E M A R Q U  E. 

5 1. Comme il parott par la rklation des citoyens Bouguer et Condanzine , 
que la tempkrature moyenae au bord de la mer est effectivement de i 8 O  

dans cette partie du iiouveau monde, l’on voit que la supposition d’une 
Blasticitb spbcifique cons tame se trouve pleinement confirmbe par I’observa lion 
de Bouguer. De plus , un coup d’oeil sur la formule R= ( I +  A n+B n+ etc.) 
r/ f w n 7~- nous fait voir , que toutes clioses dgales d’ailleurs , en su1)I)riinant 
m&me Ies termes A n  , B n2 etc. I’inconnue n est proportionnelle au yuarrb 
de la rkfraction horisontale 4 et qu’ainsi de tr6s -&ires erreurs, coininiscs 
dans celle-ci , en produisent de tds-graves dam l’estimation de la tempbra- 
turc. Une demi-minute de moins dans la rbfraction liorisontale auroit in&- 
quk une tenipkrature de 48’ au-dcssus de la glace; et dds- lore il auroit: fallu 
renoncer h la supposition d’une dlasticitb spkcifique constante. 

O B S E R V A T I O N  11. 

54. La seconde table de Bouguer est pour Quito A 1479 toises au-dcssus 
du niveau de la mer. Prenant u n  milieu entre les deux rkfractions, a 44 et 
46 dkgrks de hauteur apparente, elle donne w=:36”, faisant o,ooo174~3 e11 
parties du rayon 4 et la rkfraction horisontale de 22’50’’ .  On en tire pour 
soutangente des hauteurs baromktriques , h c= 4030 toises ; c’est delle qui 
Convient a la tcmpbrature d’un demi-dbgi-b au-dessous de la glace. Coniine il 
est dit positivement dam le mkmoire de cet astronome, annbe 1 7 4 9 ,  que 
cette observation a QtB faite au pied des neiges , l’on voit que si Yon avoit 
isnagin6 ces rkfractione exprbs , pour prouver l’accord qui regne entr’elles 
et l’hypothhse qu’on avoit employbe , l’on ne pouvoit gueres mieux clioisir. 
La supposition d’une klastici tB spbcifique constante dam la zone torride se 
trouve donc confirmbe par cette seconde observation de Bouguer, de rn6me: 
que par la premiere, 

OBSER- 
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O B S E R V A T I O N  111. 

53. Une troieihe table de Bouguer fait connoi\tre l’aupentation que 
prennent les rkfractions de la table prkckdente, pour des lieux moiizs dlevds 
de 500 toises. On y trouve la rdfraction liorisontale, kgale 8 2 4  32”; et 
w =: 41‘’ ou 0,00019872 en parties du rayon. On en dkduit la soutangente 
barombtrique h ,  dgak ri 4533 toises; appartenante a une tempbrature de 
97 dkgrdg au-dessus de la glace , dans la supposition d’une Olaeticitb spbcifi- 
que coilstante J ce qui s’accorde fort bien avec la latitude de ia ville de 
Quito , et la hauteur de l’endroit , ob Otoit l’observateur. 

R B M A R Q U E. 
54. Lee troie observatione de Bouguer rernpliesen t parfaitement les con&- 

lions, que la haute aiialyse exige. Dans les trois observations, la rdfraction 
horisontale a exactement Qtk ce qu’elle devoit &re ? d’aprhs la formule gh& 
rale , caIculke sur la supposition d’une Clasticitl. spkcifiquc constante d a m  
toute la hauteur de 1’atiiiosphi.re. Nous pouvons donc iiiettre au noinbre 
des vkritds presque gbombtriques , que dane la disposition des couches at11109- 

phdriques , tout le ini3lnnge possible de gas , de vapeurs de fluides IiBtbro- 
g6nes etc. ne sauroit porter attciiite aux deux grandes loix de la nature : 

Densite’ de ?air , proportiomzelle au poids qiri coniprinae ; 
Re$-angibilite‘ , proportionnelte Ci la densite’; 

et que si ces loix ne sont pas observkes dans toutc l’btendue de la surface 
4~ globe , elles sont maintenues au nloins avec la $us grande rigueur dana 
cette vaste partie de la zone torride qui a semi aux observations de 
Bouguer et Condamine. 

O B S E R V A T I O N  IV. 
5 5 .  Descendant la surface du gIobe , de I’Bquateur vers les poles, entrans 

dans cette partie de la zone temp6rke qui %a servi aux observations du c& 
libre de la Cadk et examinons la table de rkfractions qu’il nous a dolinde, 
Nous y trouvo1Is w = 66”, ce qui fait 0,00032 en parties du rayon; et la 
rdfraction horisontale de 33’ 30”. Appliyuant h ces donnbes , la iiiB&ode en- 
seignde en 49 , pour dQterminer la soutangente baromctrique, nous la trou- 
vons c5gale A 6424 toises. Cette eoutangente appartient la tempdrature de 
130 d6grbs au-dessus de la glace; tcmp&rature bien suphrieure i celle de 
l’eau bouillante a et m4me i celle du souffre fondant. Rbciproquement , s i  

C 
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I’on suppose h l’observation de Za CaiZZe la temperature inoyenne des caves, 
qui eit la plus probable de toutes, et qu’on employe , pour calculer la 1-6- 
fraction horisontale , la formule gbnkrale de 47, que nous avons trouv6e 
parfaitement d’accord avec toutes les observations de Bouguer , nous trouvons 
43’ g“, au lieu des 33‘ 3 d ,  marquCes dans la table de la CaiZZe, 

R E M A R Q U E .  

56. Nous ne sornmes pas lee seule qui trouvent i redire i la table des r6- 
fractions, dressde par ce grand astronome ; on est gbnkralement persuade, 
que ses rkfractions sont beaucoup trop fortes. I1 ne nous appartient pas au  
reste, de rkpandre le plus lbger nuage sur le travail prkcieux de cet illustre 
observateur; mais ce que nous devons dire, et ce dont tout le monde ‘con- 
viendra avec nous, c’est que la rdfraction horisontale de la Cui& est absolu- 
ment incompatible avec la supposition d’une Clastic; t6 spkcifique constante ; 
et que cet accord entre le calcul et l’obscrvation, que nous avons trouvB 
dans la zone torride, n’est plus le m6me dans la zone temp@rCle. 

O B S E R V A T I O N  V. 
57. La table de refractions qui se trouve dans les ancienncs hditions de 

Z’astronomie de la Lande, et qui a 4th calculke par Bonne, donne w = 59”, 
ce qui fait 0,0002868 j et la r4fraction lrorisontale de’ 32‘ 24”. De plus, il est 
dit qu’elle appartient 10’ de temperature , pour laquelle noua avons 
li = l i ~  18 toises, Calculant d’aprds ces donnhes la rbfraction horisontale, con- 
form6ment i la formule de 47  , on la trouve dgale A 38‘ 1 1 ” ~  ; ce qui fait: 
une diffbrence de 5/47“ ou d’un sur six, entre l’observation, et le calcul 
fond& sur la supposition d’une Blasticitk specifique constante. D’un autre 
c6t6 , regardant la refraction horisontale de 32‘ 24” conimo donndc , et clier- 
chant la soutangente h qui lui r6pond dam la supposition d’une Qlaskcitk 
spdcifique constante , o n  trouve h = 5 5 5 0  toises; soutangente qui S U ~ ~ O S C !  

ane  tempkrature de 83’ au-dessus de la glace, temperature encore supirieurc 
2 celle de l’cau bouillante.‘ 

O B S E R V A T I O N  VI. 
58. Exarninons encore la table de rkfractions qui se trouve dans la dernibre 

&lition de Z’astronomie de la Lande, et qui est proprement celle de BradZey, 
&duke B ia ,temperature de KO dcgres , -aussi bien que cela pouvoit %e ,faire 
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en supposant la r6fractibq-propottionnelle i la densitel de l’air ; eupposition 
que nous trouverons bien kloignde de la vdrit6 aux approches de l’hori- 
son. Elle donne o = 0,000q75 ; et la rdfraction horisontale de 30’ 56“. 
tempdrature de 10’ donne h = 41 18 toises. Appliquant ii ces donndes la for; 
mule de 47 , on trouve la ritfractios horisontale kgale A 36’ .QG!’. 11 y,a don$ 
entre l’obsqrvation et le calcul fond6 sur l’hypothbe d’une Blasticitt! constante, 
une diffheiice de 3‘ 30”; c’est-a-dire regar- 
dant la refraction horisontale comme donnee, et cherchant la 6OUtangeilte h 
qui lui convient dans cette m6me hypothdse , on trouve h=4993 toises; 
ce qui suppose une tempdrature de 5 2  dbgrt5s au-dessus de la glace. 

59. Prenons pour dernier exemple, la table de refractions que nous a 
laisst5 le plus grand de tous les gkomdtres, et le plus habile de tous les obser- 
vateurs qui aient jamais exist4 ; l’hoinme sans lequel notre astronomie m6rL 
teroit a peine le nom de science, parce que c’est A lui seul que noue devone 
la connoissance des Bternelles loix de la nature et l’application de l’analyse 
h ces memes loix en un mot > l’immortel NEWTON, Quelques anii6es avant 
ea tnort il communiqua h son ami HaZZey la table de refractions, que celui-ci 
e’empressa de publier dam les Philos. Transact. ar.hc‘e 1721. 11 n’est pas dit 
comment cette table a-QtB faite, iii ei  elle est le r6sultat de l’analyse, ou 
bien celui de l’observation > et d a m  le premier cas il seroit trds-intbressant 
de connoPtre la mbthode dont Newon s’est eervi. I1 eut mieux fait sans 
doute de l’indiquer; inais il 6toit dans sa quatre-vingtidme annke alors, 
respectons sa vieilleeee , et acceptons la table telle qu’elle est, avec ’la re- 
connoissance que nous devons a son auteur. 

60. La table de Newton donne 33’ 45“ de rdfraction horisontale ; et 54” de 
refraction 45 d6grks de hauteur apparen te. On en dhduit Q) = o,oooa618; 
et si l’on employe cette valeur pour dBterminer la soutanpnte des densites h, 
moyennant la mdthode d’approximation enseignke en 4 8 ,  on trouve cette 
eohangente Cgale a 437 7 toises ; elle indique une temperature de 18 d&g& 
.et deux tiers audessus de la glace. Et rdciproquement, l’air ee trouvant a la 
temperature de 18 d6grks et deux tiers la rdfractidn horiaontale de Newton est 
exactement ce qu’elle doit Qtre dans la supposition d’une Blasticitb specifique 
constante. a fourni cette table au 
.geo&tre anglois ? Dan8 le premier cas l’exemple d’un pareil accord seroit 
unique peut-$tre dans toute l’histoire de la physique ; d’autant plus que 
maus veTzQn8r daw le quatririnle chapitre;. toutes lcsh$fr&ctioiis appoodmw 

. 

d’un sur dix, D’un autre 

Est - ce l’obeervation ou l’analyse 

c 2  
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de l’horison, rbpondre avec une exactitude preequ’dgale aux conditione de 
I’analyse , ce qu’elles sont bien loin de faire dans les trois tables de Bouquer. 
Dan8 le second, il faudra de‘mander d’ahord , pourquoi Newton a-t-il sup- 
posh dans le calcul de sa table la temperature de 18 dkgrks, prefkrablement 
i toute autre ? Ensuite, comment a-t-il fait pour parvenir a la formule de 
47 , qui seule pouvoit lui donner une rbfraction prkcisCmcnt kgale P 33‘ 45/’, 
a la temperature de 18 degrds et deux tiers. On peut repondre P la premidre 
question d’une maniere assez satisfaisante. Multipliaiit 2 8  pouces par le 
produit des deux nombres 14 et 800, dont le premier exprime le rapport 
moyen des densites du mercure et de l’eau , le second celui des densites de 
l’eau et de l’air on trouve 4355 toises , ce qui diffhre tr@s-peu de 437 7 : et 
ce qui indiqueroit rigoureusement une temperature de 1 7  d6grCs et deux 
tiers. 11 est plus difficile de lever la eeconde difficult& La formule de 4 7  
depend d’une analyse tr6s - relevee, qu’Euler ignoroi t encore en 1 7 5 4 , et 
dent les principes n’ont &e bien devkloppds que par de la PZace, dans son 
Me’moire sur Z’approximation des fonnules , qui reng%rnzent des facieurs e’levek d 
de grandes puissances ; insBrB parmi ceux de l’acadhmie de 1’annCe 1 7  8 2. Le 
grand Nwton y seroit-il parvenu dds le commencement? de ce siicle, par 
des voiee qu’il nous a laisst5 ignorer f’ Cela ne seroit pas absolument i m p s  
gible de la part d’un homme pour qui rieii n’ktoit impossible dans la haute 
analyse; mais il seroit assez singulier au moins , qu’il n’en cut laisst4 aucune 
trace dans le reste de ses immortels dcrits. 

R E M A R Q U E  I- 
61. Comme il paroit cependant que la table de Newton egt beaucoup 1 ~ 1 ~ -  

t6t le resultat de l’analyse que celui de l’observation, nous la mettrons de 
,c& , quelque favorable qu’elle soit d’ailleurs i la supposition d’une L.lasticitB 
spdcifique constante; et nous nous arriterons d’irlord aux trois tables de la 
CaiZZe , Zu Lande et Bradley. On convienr genCralcment que les rkfractions de‘ la 
prerniBre sont trop forte6,depuis six dtigrks de hauteur apparente jusqu’au zdnith. 
Quant aux deux autres , comme le citoyen la Lande dans la dernihre edi- 
tion de son abtronomie , a supprjiizb la table de refraction qui t~ trouvoit 
dans les ancienncls dditione , en y substituant celle de Bradley il .n’y a pas 
de doute non plus que cette dernidre ne mdrite la prkfkrence. Ainei donc, 
celle de toutes nos tables de refraction, qui est gdnkralement reconnue pow 
la plus ekacte et la plue conforme aux Lobeervations est en mbme terns 
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celle qui se rapproche Ze plus de la supposition naturelle d’une iIasticit6 
spkifique constante. 

R E M A R Q U E  11. 

62. Cependant , en adoptant cctte trtblc , IIOUS trouvons une diffdreiice 
de 3‘ 30” entre le calcul et l’ohservntion : ce qui indiqveroit une dlasticit6 
spdcifique assez sensi bleiiieiit cldcroissan te , depuis l’liorison jusqu’aux r e  
gions klevdcs de l’atinosphh-e. Coilline il seroit ti ddsirer ccpendaxt , qu’une 
supposition aussi naturelle que celle ct’une elasticit6 spkcifique constante, 
fut vbritableinent la loi de la nature j et que cl’ailleurs il est peu probable 
en effet , qu’une supposition dkjn reconnue pour tris-vdritable dam la zone 
torride , par les obscrvations d’un astronome tcl que Borcguer , ne le soit plus 
dans les zones tempi.r$es, il vaut la peine sans doute cl’exmiiner sans pr6- 
vention , A yuoi p i t  sc rdduire cette prhtendue diffgrence entre le crilcul 
et l’observation. 

63. La rkfraction Iiorisontale , exprinide en parties du  rayon , est Cgale ii 
r/ t,~ I Z ~ ,  multiplide par la s6rie trds-convergente 1 + A n $- B n” + etc, 
Les coijflicieiis T , A ,  B etc. Sont des iiombres absolus. L’expression entithe 
ne renfernie donc que deux quantitds variables: l’une w , rkfraction i 45’ 

de hauteur appareiitc ; l’autre n ,  inise A In place de -* la lettre A disignant 

la. soutangente baromktrique ?I la tcinpkratwe de l’obscrvation , et se trou- 
vane proportionnelle A 1’6lastici t6 spkcifique de l’air. 

64. Premidrerneni. I1 est reconnu que la ddtermination de la r6fractioii i 
45” de hauteur est sujette i de tr6s-grandes difficultks ; aussi les observateurs 
varient singuli6rernent B ce sujet; de la CdZe la porte A 66 secondes , tandis 
que HaZiey et Flamstend ne lui en assignent que 3+  Supposalit en effet 
w = 54“, et joignant a cette donnke h = 4 2 x 8  toises coiiformdriient aux 
observations de de Luc; on trouve la rkfraction horisontale {gale i 34’ 30”;  
ainsi cette diffkreiice pretendue de 3‘ 30‘’ entre le calcul et l’oobservation , se 
trouvexa sur le champ rkduite ii 1’ 30”. 

65. Secondement. Quaiit a la soutangente proportionnelle A l’klasticitk 
aphcifique de l’air, j’ai dbja remarque combien il doit Qtre djficile de la 
ddtemiiner d’aprds la rhgle de de Luc, en ce qu’il est tr&s-prouvb, que cette 
ligne est fonction de la chaleur et de l’humjditd a la fois , et  que pour la 
dbtcrminer avec pr4cigionY il faut absolument 8e: servir du maiomeue. 

*: 

bJa 
11 



2 2  C H A P .  r, D I . S P O S . X T I O N  

Cependant j e  ne voudrois pas ivsister sur cette difiicultk, parce que la sou- 
tangente h n’entre dans le ddnominateur de la rbfraction que comme racine 
quarrke et qu’une erreur de quarante toises dam I’kvaluation de cette sou- 
tangente , ne produiroit qu’une diffkrence de dix secondes sur la refraction 
horison tale. 

66. TroisiPmemeni. Est-il bien vrai qu’i la tempkrature de 0 8  poll. barom. 
et de I O  dkgrCs de Re’uumur , la rkfraction horisontale ne soit pas plus grande 
que 32’ 56”? Le ciel de YAngleterre, et celui de la capitale de la France, 
eont-ils assez purs et sereine, pour nous faire espkrer uii nonibre sufisane 
d’observations de rdfraction ‘horisontale , fakes avec toute l’attention qu’elle 
mbrite? La tris-grande diffkrence qui se trouve entre lee observations de cette 
espece faites A des tempkratures absolument dgalee et par des observateurs 
6galemen t celdbres , ne prouve- t-elk pas prkcisbmen t le con traire ? N’es t-il pas 
r n h e  tr&-solidemcnt prouvb par les observations recueillies par le Monnier, 
et que nous rapporterons en son lieu , que dans une infinilk de cas la rb- 
fraction horisontale p u t  allcr a 4 0 ,  P 45, et m&me i 50 minutes; et ne 
doit-on p i s  en conjecturer avec beaucoup de vraisemblance, que cette rk- 
€raction en gbnbral est seneiblement plus grande , qu’elle n%st marqide or-. 
dinairernent dam nos tables? Enfin si parmi ces observations , il en est qui 
se trouvent absolument conformes i la supposition naturelle d’une klastici tk 
spt.cifique constanre ; si ces observations ont 6th fkitcs sous un ciel bien plus 
pur et serein, que celui de Paris ou de Londres; si cee memes observations 
S’accordellt entr’elles dans tous les autres points, je demande ei ellee ne 
doivent pas naturellernent l’emporter sur d’au tres Observations ,. fai tee sous 
un ciel bien moins pur, discordantee entr’elles dam presque tous les points, 
et ne pouvant &re concilikes avec la thkorie qu’h l’aide d‘une hypotk&e 
aussi peu naturelle aussi contraire m h i e  A I’idke de l’kquilibre mutuel des 
fluides acriformes , qne celle d’une hlastici t6 spdcifique dkcroissante ? 
67. I1 ne me paroit donc point dkmontrb encore par la petite diffkrence 

de 3‘ 30’!, entre le calcul et l’observation que l’examen de la table de BradZcy 
nOUS a fait appercevoir, que dans la disposition des couches atmosphhriques 
&ne nos C k m t s ,  la nature 6c SOit prescrit une autre loi quelconque que 
cclle d’une klasticitk spbcifique constante , ou d’une dasticitk abeolue pr+ 
portionnelle ii la densitb. Cependant , pour ne rien laisser a dksirer dane 
cette analyee, mbstituons i E une fonction de la hauteur X >  et voyons ce 
qui en pourra rbsulter POUT le calcul des rtifractions. 
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H Y P O T H E S E , ‘  
68. Quelque soit cette fonction, il faut d’abord qu’elle ne commence A 

diffbrcr sensiblement de l’upitd , qu’i la hauteur de 500 A Goo toises , puce 
’ que dam tout cet intervalle les diffhrences des klcvatiolls des endroits sont trds- 

sensiblkmen t proportionnelles aux diffkrences des logarithmes des hauteurs brt- 
rombtriques. A quatre mille toisesJ’blastici t6 spdcifique p u t  avoir diminu6 d’un 
quart ou d’un cinquidme. A douze mille , il est permis qu’elle soit B l’unitC 
comme 3 : 4 , ou cornme 5 : 7. I1 est fort indiffkent ce qu’elle devienne 
aprb,  attendu qu’P de plus grandes hauteurs la demit6 de l’air paroh trop 
foible pour affecter sensibleinelit lee r6fractions astronomiques. Or on rem-, 
plit le mieux cee diffkrentes conditione, an prenant pour la courbe des Blas- 
ticitks spdcifiques une logistique .dent la soutangente est diffkrente de celle 
des hauteurs Laromhtriques , et beaucoup plus grande qu’elle. Nous la dd- 
t;ignerons par g. Nous aurons E= e --‘g ; Qquation de la courbe aux 
L-lastici t6s spdcifiques. 

P R 0 13 L E M E. 
69. Ayant E= e-  x‘k! , on demande la loi des hauteurs tarome‘tripes, et  

cellc dts densiick. 
S 0 L U T I O  N. 

70. Des deux dquatione - r n  dH = Y d y  et 23 E Y = H P on tire 
d‘abord m B E d H = -  H P d y .  Ayant nt B 213: h , faisant de plus cornme 
ci-dessus y - a  = x , et considbrant que la phanteur absolue P peut abso- 
lumen t 6 tre con fondue avec l’uni tCI dam toute 1’Ctendue de l’atinosph6re oh la 
densit6 de l’air est encore sensible, cette Qquation deviendra hEQH=-Hdr ; 

B g 1  
1 

ayant pour integrale Lou -- - - 1 ). Ajoutant a ce logarithme celui 
a’ H - - &  

ayan t 9, 1 x ! 3 r  

s 
dY 1 1 

Y h E  6 

, on auraLog, - == - -+T (z - I ) ;  de E ,  qui est -- 
pbur diff6rentielle - = - (- --) d x .  Le dbvdloppement en &rie donne 

, Y  8 

X x x  x3 x4 
- t=1+-+-+-+-+etc .  
E’ 6 R g g  683 2444 

X X - + etc.) 
B 
H h 
1 X 

‘ 6  

L o g  - c=- 
Log -- Y --- 
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C O R O L L A I R E  I. 
7 1 .  Comme la soutangente des Blasticitks spdcifiques g est au  moins de 

trente-mille toises, a ce que le calcul nous apprendra bient6t; et que In. 
plus grande hauteur B laquelle l’air paroilt encore influer sensiblement Bur la 
rkfraction , est ‘tout au plus de vingt-mille toises , on peut trhs-bien s’arrgter 

au second t e r m  de la skrie trb-convergente i + - + -- + etc. ; et m$- X X 2  

3s 6gZ 
X X me en s’arr6tant au seul premier terme , et eupposant ~ o g .  -t = - - 7 

on aura employ6 une approximation, qui ne pourrn 

Y 1 1 ‘  g 
E h  

g-11’ 
ou x divisk par - 
pas nous kcarter sensiblemeut de la vkritk. 

C O R O L L A I R E  11. 

72 .  Le dkcroisseinent des densit& de l’air dans la supposition d’une blasci- 
citC spbcifique dkcroissan te en progression gdomk trique , sera donc trds-sensi- 
blement reprbsentk par une nouvelle logistique , ayant pour soutangente 

‘s 11 -. 
r l -  11 

ndsignant cette nouvelle soutangente par s, on aura Y= e - x :  * ; 
I 

equation des densitks , si non eiitierement vdritable, du moins beaucoup plus 
approchante que I’kquation ordinaire Y c  e - x ‘ l L .  

C O R O L L A I R E  111,  
W U  

8 
7 3 .  Mettant ,u h la place de - de mbme qu’en 47 ’ on avoit fait. 

= - il est clair que ,M sera la racine de 1’6quation R r  (1 +A P+B~*+ etc.1 

r/ f @pun; la rbfraction horisontale &ant dksignke par R. Tirant de cette 

W U  

h ’  

o a  
kquation la valeur de p,  par la mkthode enseign6e en 49, on aura s E=-- i 

lu 
w a h  

I 
s It 

et ell8Uite g= - - , pour valeur de la soutangente aux dlasti- 
6-11 W U - , U ~ L  

citks spbciiiques. 

A P P L I C A T I O N  I. 
7 4. La table de Bradley rkdui te A la tempkrature de IO’, donne = 4 2  I 8 

On en tire s = 4 g g ~ , 7 i  toises 5 w 56” 8 = O , O O O P ~ ~  j et R .-- 32‘ 56.”. 
pour 
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pour valeur rigoureuse de la soutangente aux densithe dam la supposition 
d?une dlasticith spkcifique dkroissante. Cela fait connoi’tre g , ooutangiitc 
aux 6lasticitds specifiques, &gale a 2 7 183,37 toises. 

A P P L I C A T I O N  IT. 
75.  Comme cependant il regne e incertitude de quellques seco.nd a 

E \  ‘ 
le compte de la r6fraction A 45’ 
observ:wurs , supposons d’apr6s HaUey w = 5  g= 0,00026 I 8 ; et voyons ce qui 
en rdsultera pour s et g, On aura s ,. soutangente aux densitks, dgale jl 
4558,69 toises ; et g , soutangente aux klasticitbs spdcifiques , dgale 8-56443,4S 
toises. Dam ce deriiier cas , l’ilasticit6 spbcifique de l’air ne 
rbduite 5 la moitik, qu’a 50000 toiKees de hauteur. A 1200 tois 
tion de cettc Clasticitk spkcifique seroit ‘encore absolumeiit insensible A nos 
ins truinens ink ttiorologiques ordinaires, 

R E M A R Q U E  I. 

auteur, de l’aveu m&me des m 

76. I1 a fallu se ddcider entre les deux valeure eut supposer h la 
rkfraction w ,  1’Une conforme h la e a i’observation 
de Hally. Quoique ces deux observateurs soient absoluinent dgaux en mk- 
rite, cependant pour ne  pas avoir h me reprocher, d’avoir favorisd l’un 
d’eux, uniquement pour faire quadrer mes formules aux observations, j e  
m e  euis dkclard pour .Bradley. Voici A prbent la table.> complette des trois 
soutangentes , avec leurs logarithmes auxquels nom jqindrone C ~ U X  ’des 

11 8 s  rapports - , - 
a a 

A = 4218,oo toises; 
s 4 y j ~ , 7 1  toisea ; 
g = 27 183,37 tQises ; 

Log. A = 3,6n51066,;. I .  

L o g  s = 3,6983365; 

Log ( h : a )  = 7,1096139; 
Log. (s :a ) ’=  7,1828438 5 
Log., ( g : a )  I S  7,9188106 ; 

. *  

Log. g = 424343033; 

h : a  = o,ooia871047; 
s :  n = o,o015235046; 
g : a  = o,oo8ng48goo, 
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R E M A R Q U E  11. 
B LOO toises de hauteur, la diminution de 1’8asticitb sp8- 

cifique doi t 6 ere absolumen t insensible pour nos mesures usi tkes , n’btant 
encore dgale qu’ii un trois-centiime de sa valeur totale. A 3 0 0  toises elle 
aura diminuk d’un centithe; geo toises d’un ireniiPnte; ri 1300 toises d’un 
vingti2me; . ,  B 2600 toises d’un dizie‘rne; B 5000 toises d’un cinquikme; Q l l z o o  
elle se trouvera rkduite aux deux tiers, 5 16000 toises aux Cinq-nCUVihe6 
de ce qu’elle Ctoit i l’horison. 

R E M A R Q U E  111. 

7 7. Ainsi donc 

98 .  La hauteur du barometre H est bien moins affectie par la supposition 

dlune klastici tk spbcifique clkcroissan te. 
B x  X 

H OS 
Ayan t Log - =T( 1 +-+e tc.) , 

on voit que pour des tilkvations moyennes au-dessue de l’horison l’on peut ae 

servir sans erreur sensible de l’ancienne formule Loa - =-; ou H i B  e - ~ : h .  

La table des hauteurs baromitriques dam la nouvelle hypothdse est donc 
aensih~ement la m?me, que celle des densiths dans l’ancienne, 

B s  
O’H h 

R E M A R Q U E  IV. 
79. @ant aux hauteurs B mesurer par l a  observations baromCtriques, 

voici h quoi peut 5e reduire la diffkrence entre les deux hypothbes. . On a 
dans l’une %=/I Log (B:U). L’autre donne x &gale ii g, multiplid par le 

h Log, ( B  ; 23) 
logarithme hyperbolique de 1 + . Supposant B = 28  polices; 

s 
h= 4218 toised, ce qui suppose une temphrature de dilcsdekre’s j et ayant de‘ 
plus g= P 7 183 toieee , on trouve pour 

Haui. barom. H- Eleitaiion de I’endroii x.  Errcur. 
en SllJlposunt I’tlasticird 

constarite ; Jicroissante. 

9 8  ............ O,OO.’ ... o,oo ........ o 
.... ........ 96 ............ 312,59 310,82 1 sur 176; 

94 ............ 650,21 .... 642,03 ........ 8 3 ;  
$ 1 , .  ......... .i213,44.. . . 1 i 8 7 , 1 3 .  ....... 1 sur 47;  
i f . .  ......... .q23,6g., . .277h,go.. ....... 1 sur 

1 sur 

20. 

De ces quatre diffbrences il n’y a que la dernihre qui puke  hre Lien 
sensible pour nos instrumens kkdorologiques ; mais ~ . ,  c’est A une hauteur, 
qu’on ne trouvera nulle part dins l’ancien monde et ’done la inesure @o- 
mQ trique ee t absolument incerraine. 
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R E M A R Q W E  V. 
80. La soutangente aux hlasticitks spkcifiques g (supposee toutee fois 

qu’elle ne soit pas infiniment grande , et que toute cette liypoth6se des Clasti? 
cith spbcifiques dkroissantes ne se rdduise enfin B Qtre une pure illusion, 
produite par la trks-grande difficult6 des observations de cette espdce) est- 
elle une quantitfi invariable et indkpendante des diff6rentes modification8 
de l’atmosphdre ? N ous I’ignorons. Les observations baromdtriques ne peu- 
vent gu&res nous en iiistruirc , i moins qu’ellcs ne fussent-faites a des 
hauteurs de quinze cent B deux mille toises ; car B de moindres hauteurs on 
trouvera toujours la diff6rence des 816vations des eiidroits seiisiblement pro- 
portionnelle a la diffbrence des logarithmcs das hauteurs barom6triques. Lc 
eeul moyen de s’en assurer, seroit de faire des observatioiis de refraction hol 
risontale en beaucoup plus grand nombre, et avec plus de prdcision, 
qu’on n’a fait jusqu’ici. Peutdtrc trouveroit-on , que Ia hauteur du baro- 
metre et la demit6 de Yair restant absolument les mCrnes A l’horison, lea 
rkfrac tione horisontales peuvenr diffCrer sensiblement entr’elles. I1 seroit 
dificile alors d’expliquer cette diff&ence B indins que de supposer un 
changemen t surveiiu ri la soutangen te g , laqiiellc , ddpendant uiiiquemeii t 
des modifications qui peuvent arriver dam lee couches Clevbes dc l’atinos- 
ph&re, pourroit trds-bien varier, miis que ni la densit6 ni l’hlasticitd abso- 
lue de l’air h l’horison , se resscntissent de cette variation. 

R E . M A R Q U E  VI. 
81. Quelque soit notre incertitude B cet dgard , il paro!t cependant que 

la soutangente aux ClastkitCs spdcifiques ii’est pas sujctte h des variations 
aussi consid6rables que la sou tangen te baromc! trique /r qui pour chaque 
dkgr6 du thermoriie tre Bprouve un cliangemcnt d’m deux-cent-trentieme. 
La premiire ne dCpend que des variations qui peuvcnt arriver dans leu &- 
gions fort &levCes de l’atmosph&rc , exemptes , coinme on s i t ,  d’une iidinit& 
de causes dphdmkres qui affectent diff6remment ses rkgions infbrieures : et 
$il nous Btoit permis de pknetrer dans les preniidres ar1iiC.s de tout l’appa- 
rei1 de nos instrumene mCt6orologiques ) il  est probable que nous en trouve- 
riong la tex@rature aussi invariable que celle des caves. Je contilluerai 
done , 8an8 crainte d’erreur sensible de supposer i Cette aoutaiigente g, la 
valeur de a7  183 toieesr 

D‘2 
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R E M A; R Q U E.  VII .  
. 82. 11 faut Lien se g fondre ensenibl”e le8 de,ux sou tangen tcs 

e ;i la hauteur du barometre multipliQe 
h celle d u  mercure , proportionnelle P 

thermorne tre de 

nouvelle, elle peut 
chke le .dkcroissement dee 

me le ddcroieee- 

k e n t  ‘des densitks dam l’hypotkdse d’une klastici tb spdcifique dkcroissante en 
progression‘ gdombtrique ; ainsi c’egt elle qu’il faut employer exclusivernent 
dans le calcul des rhfractions astronomiqnee. En voici la table : 

r>:gre‘ de 
R2auihur.. constante , 11. dicroissunlc , s. 

30... .......... 4586,4 ............ 5310 ,2  

3 8  .......... :.. 4’j’j1,4.. .......... 546657 
26...,....... .. 4514,Q. .  .......... 5 4  1393 
24. ...... .;. . . .  4 4 7 1 , 3 . .  .......... 5360,~ 
22............* q440,2 .  ........... 5307,l 
2 0 . . . . . . . . . . . . .  4403,Q. ........... 525453  
iB.,,. ......... 4366,2 ............ 5201,7  

i i i . . . . . . .  ...... 4319,1.... ........ 514992 
14.. ........... 4292,1  ............ 5096,g 
12 ............. 4255,o ............ 304477 
JO............. 4218,o ............ 499298 

8 4181,o 4941,o 
6 ............. 4 1 4 3 4  ............ 4889,3* 
2 . .  ........... 4-069,$. ............ 47156,3 

b 3 9 3 5 , 8 . .  .......... 468493 

-6 . . . .  ......... 3921,7 ............ 4382,8  
A,.. .......... 3884,6.. .......... 4532,? 
-10. . . a  * e ,  3847,6.. 4481,9* 

Soutungenie aux densit t i ,  en supposnnt l’c‘lasticite’ 

.............. ............ 
4 . . ,  .......... 4106,g ............ 4837,8 

0 . .  ........... 4032,S.. .......... 4 7 3 3 , ~  

- 4 . * *  .......... 3 9 5 8 , 7 . ,  .......... 4633,4 
-2 .  I . 

. e 
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83.  Conformdment aux principes que nous venons d’ktablir, nous SUPPO- 

0 w m s  constamment , dans la suite de cet ouvrage, Y = e - x Z s  , en suppo- 
8 18 - ir m B  Quant h la lettre san t s , soutangente aux densi tks  , dgale A - - - 8-11 g-mB’  

N u  Q) a . ‘  
n , elk ne dksignera plus la fraction - , inaie - conformhent A la sup- 

I1 S 

position d’une klastici t8 spdcifique dkcroissan te , supposition trds - probable 
au moins dam toute l’dtendue de nos zones tempkrkes. Je dbsignerai de 

m h e  par la lettre c la petite fraction-, dont nous ferons un usage tds- 

frdquent dans la suite. La eoutangente g se trouvant infiniment grande sous 

6 

a 

l’dquateur , ce qui donne s = h , on y fera constaminent Y=e - x : m *  , et 
w a  

n =- A des latitudes moyennes , telles que sont celles de nos villa 
m B‘ 

d’Italie, de France ou d’Angleterre, la soutangente g ee trouvera Cgale B 
tren te - mille toisetl A - peu - prOs ; il n’est pae ndcessaire de la conno! tre 
avec unk tree- grande prtkision attendu que le calcul des rhfractions 
en gkndral n’en est que trb-peu affectk. L’analogie au reste nous porte i 
croire, qu’i des latitudes plus grandes et qui approchent davantage de go 
dbg-rks, la soutangelite g pourra bien devenir beaucoup plus petite que 
30000 toises; et qu’alors, la diffkrence des deux soutangelites t4 et s sera 
bien plus sensible que dans nos zones temperbee. Cepeiidant , dans h a t  
actuel de nos connoissances , nous ne pourrions proposer que des conjectures ; 
il est rcservk sane doute aux siicles futurs , de nous faire connohre la vk- 
ritable valeur de la eoutangente g, qui lui appartient 5 chaque degr6 de 
lati tude. 
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CHAPITRE SECOND, 

Principes gdndraux de la route de la lumikre par les airs, 

L E M M E .  

1. , E a  rfiaction de la Zumidre esr l’&t de l’attraction que Zes corps iransparens 
execcent sur eUe. Cette proportion est la base du systkme de Newton ; elle 
sera Cgalement la base de notre analyse ; et si elle ne paroissoit pas-suffisam- 
mcnt prouvbe encore par les expbriences et observations que le gdomdtre 
anglais nous a transmisee, elle acquerroit un d6jyC de certitude de plus ,’ pay 
l’accord entre les rbsultats de nos calculs et lee r6fractiona observ&s. 

L E M M E .  
2. L’atiradon des corps sur la lumiire ne s’e‘tend qu’a de tris-petites distancrs. 

Nous croyons ce lemme suffiamment prouvk par les experiences connuee 
sur l’iiiflexion de la lumidre de m6me que par Z’impossibilitk physique 
d’apprkcier la partie vkritablement curviligne du rayon rbfractb, ni de dkter- 
miner la distance, oh il commence A se dktourner de sa route. Au point de 
contact m h e ,  l’attraction du corps transparent sur la lumikre doit Ctre tres- 
grande, mais elle doit ddcrohre trks-rapidement , et cesser d’8tre sensible A 
une distance beaucoup trop petite pour 8tre dhterminke par aucun moyeii 
de physique coiinu. 

P R 0 IB L E M E. 
3 .  Un rayon de Zumi2re 8 B e’tant suppose’ traverser une ainzosphire, &~pos& 

de couches sphe‘riques et conccntriques de rnaniJre que la densit; du milieu dam 
un point quelconque B soit finetion de sa distance au centre C B ; de’iermiier la 
force accekratrice, don: il est sollicite‘ a se deiourner de sa route et a se rap- 
procher de la perpendiculaire B C. 

S 0 L U T I O  N. 

4. Du centre B et Bun rayon pris volontk, dkcrivez la circonfirence 
2 m , infininent prds 

abaissez l a  perpendiculaires 1M P mp. Alore, dbejgnmt 
de cercle A E D E‘; et ayant pris les deux points 
l’un de l’autre 
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par 9 la distance du point B au centre de l’atmosphdre; par Y, la densitb 
du milieu en B ; par r , le rayon B M pris B volontd ; par z , l’abscisse BP;  
cherchons d’ahord l’expression de la somme des forces attractive8 exercees 
par les particules d’air qui composent la zone produi te par la ~Bvolu tion de 
l’klbrnent A4 m autour de l’axe B C, sur la pwticule de lumi2re placCe en B. 

5.  Cette somme sera en raison composde des quatre quantitds suivantes. 

Premit!remeni, la surface de la zone, i z r  d x .  Sccondenmf, la fraction -, r t  

conformCment au pnncipe de la composition des forces. Troidnternenr la. 
force attractive absolue R, qui convient a la distance B M = r ,  et qui peut 
4tre considhr6e comme une quantit6 constante, &ant la m6me dam tous lea 
points de la zone. Quatridmemeni, la densit6 de l’air qui convient B la’ 

X 

distance au centre C Bo 
6, Cette densitd est kgale B 

pression qui se rkduit A ‘Y- 
xd Y 

donc 2 a R x i l x  (y---),  
dY 

x d P  x : d d Y  x 3 d 3 Y  y--+-- + etc,; ex- 
dY 1 , 2  d y a  1.0.3 dy3 

x d  P - , d’apris le second lemme. * On aura 
dY 

pour somme des forces attractive8 exercbei 

par la zone, produite par la rdvolution de 1’81kmeiit Mnz autour de I’axeBC., 
7. IntCgrant cette guantitb , en prenant x seule comme variable, on tyou- 

fl Y 
vera w R x 2 Y - f w R x3 - pour valeur de l’attrac tion to tale, exercee par 

dY 
la zone produite par la rholution de l’arc D M autour de l’axe B C, Pre- 

nant x negatif on aura ’K R x z  r+ $ w E x3 -, pour valeur de l’nttraction 

exercbe par la zone opposke , qui eat produi te par la revolution de l’arc D M’ 
autour de l’axe B C. et 

dY 
dY 

Otant cette deri&re expression de la premidre 
dY 

mettant I’ h la place de 1: , on aura - 4 r r3  R ---> pour attraction totale, 
dY 

exercbe par la surface spherique dont le rayon est B N , sur la particule 
de Iumihre 

8. Supposons mie-beconde surface sphdrique, ddcnte du meme centre, 
et eloignde de la premiere de la distance infiniment petite dr. On aura 

ylacde dans son centre. 

- - 

dY - ( 7) # w r3 23 d r pour expresaion de la somme des foroes attractive8 , exer- 
I ,  

c6e par la mawe d’air qui est coinpriee ‘entre le8 deux surfaces ; et 
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dY 
dY 

- (-) 4 T J ~ ~  R d r pour expression de la force accblkratrice dirighe vers le 

centre de I’atmosphdre , et qui r6sulte de l’attraction totale de ]’air, sur la 
particule de lumihre plache en B , auisi loin qu’elle peut s’ktendre. 
9. Dane cette expression , I’intkgrale de r3 Rd r ,  qui ne renferme point 

les deux variables Y, y , et qui est absolument la mCme quelque soit la 
distance au centre , fait simplement la fonction d’un facteur constant. La 
route de la lumihre au travers cette atmosphdre sera donc la m6me que 
mile Zun  projectile , animd par une force accklkratrice, qui &rig&@ 

. Tel est leproblime qu’il s’agis- \ dY vers le centre , et proportionnelle B - - 
dY 

soit de re’soudre. 
io. Si la densite de l’atmosphdre est la mkme partout, ayant alors pour Y 

une quantitk constante, on aura d Y = o ; la route de la lumidre sera donc 
rec tiligne. 

I 1. S’il y avoit Y= A - B y y  , la force attractive devenant proportion- 
ncllc alors i la distance m h e  , la route de la lumidre seroit une ellipse, 
ayant Eon centre au centre de l’atmosphkre. 

12. Si la densitk Btoit proportionnelle au quarrk de la distance a u  centre, 
0 - i  -plus gCnCraIement , si Y = A  + B y  y , la route de la lumihre sera une 
hyperbole , ayant son centre au centre de 1’atmosphi.re. 
r13. Si la denad  etoit rhciproquement proportionnelle a la distance au 

centre, ou plus ghnkralement , s’il y a Y e  A + I-, la route de la lumidre 

cera une section conique , ayant son foyer au centre de l’atmosphdre. Si le 
as existoit dam la nature cette section conique seroit certainement une 
hyperbole , la vitesse infink de la 1umii.t-e devant naturellement l’emporter 
sur les autres quantitCs constantes de I‘dquation. 

14. Si dans la formule prkcbdente B deveiloit nkgatif, I’expression de la 

densit6 ktant alors Y ==A - - y  la route de la lumidre seroit encore une 

hyperbole, mais disposke tellement , que le centre de l’atmoephhe 8 8  trouv$t 
occuy6 par le foyer de la b ranch  oyposhe. 

15. Enfin, si la demit6 Btoit rdciproquement proportionnelle au quame 

, 

,, 

B 
Y 

B 
Y 

B de la distance au centre , ou PIUS gknkralement, s’il y avoit Y= A + 
la 
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ayant eon foyer au la route de la lurniere eeroit une epirale parabolique 

centre de l’atmosph8re. 

T 13 o R E  M E. 
16. D a m  le passage de la lumidre par une atmosphdrc quelconquc , dispose‘c 

par couches sphe5que.s et concentriques , les d#ekences des quatrek dis: 6ite~Ses 
sont partout proportionnellrs aux dflekences des densite’s. 

D E  M 0 N S T R A T I  O N .  

x 7. Dksignons par y la distance a b  centre -A P j par r‘, la densitd ‘du mi- 
lieu en P ; par v ,  la vitesse du rayon en P ; par F, la force acc616ra 

m$me endroit , on aura v d v= - K F d y ; et comme F= -- , il en r 6  

rulte v.du = Kd Y; et v v = K (Y + Const,) Donc, prenant A volont6 
deux points fixes de la trajcctoire , et dbsignmt par A f 9  N, les dehsitks dT 
milieu ; par f, g , les vitesses du rayon dam ces deux points, on aura 

dY 

dY 

j+f- v v  = k ‘ l M  - Y); 
,ff - gg = .U (M - N ) ;  

d’ob Yon tire ff -vi): ff - gg = 34- Y :M-N. Ce qii’iIfXoit dhonircr.  

C O R O L L A I R E  E. 
18, Donc, ddsignant par m ,  n ,  t , lcs perpenclicuhircs abaissbcs sur les 

tangentes , aux endroi ts de la courbe oh les densit& du inilicu son t M, N ,  Y, 
I 1 1 I AI - Y 

on aura -=-- ( m m - x )  M y i ;  6quation g6nkrale de la tra- 

jectoire , dont I’application ne suppose plus autre chosc guc la coniioissance 
de Y, fonction de la distancey. 

. tt  m m  

C O R O L L A I R E  11. 

19. Le rapport entre deux quelconques de ccs I’erl’ci~diculaircs, tellcs 
que m , t , devant &re le m h i c  quc celui , qui est entre le sinus d’inci- 
dence et le sinus de rBfraction d‘un rayon , qui -passeroit imni&diatement du 
milieu iM dans le milieu Y ,  1’Qquation pr6cCdente rcnfeime encore 1i SOlU- 

tion clu probldlne suivant : dtant don&’ le ruppori a’u sinus d’irzcidcme au sinits 
de rchct ion ; pour un rayon qui pgsseroit d’un gir de la densite‘M dans un air 
de la de?We’ @, trouvgr p e l  sera le nahrze rappart duns le passage d’un air de 

, 

E 



m m  x - ?  
t t  M - N  Za densid JW duns ur~ air de la densite’ Y. On aura - = i + 

m m  M- Y m m  
n n  M - N  ‘ n n  

(-4)=1-- (1 --). 

C Q R Q  L L A I R E  ,111. 
$ i s  gapports m : n et ~ t z  2 t diffdaoi’ent si geu de l’unith, qu’en fai- 

sant- 3 I+ w, - = 1 + j ,  , il fut permis de s’arreter h la premihre puis- 

sance des fractions w 4 et de’ supprimer les puissances plus klevdes on 
tiop Q:@=&-N:M- Y. Les fractions a : $  seroieiit donc 

2 I .  DO-, ~ ddsignant par i : 1 + w , le rapport du sinus d’incidence au 
Bin= de dfraction, Bun rayon passane de l’air dam le vuide , la fraction w 
sera eo~sipn‘mxnt propwtionnelk la densit4 ds cQt air, r6pr6sent6e par la. 

k~ction- ou -; elle sera donc directernent coimne la hauteur du baro- 

metre B7 et rkciproquement comme la soutangente de la courbe barom& 
trique h. 

22. Doric enfin, ayant trouv6 qu’i la tempbrature de 2 8  pouces du baro- 
metre, et 10 dkgrks  de Rlaurnur, on avoit w = 0,000275 ; il ne sera pas dif- 
ficile de dkterminer cette rn&ne‘fmctioii o pour unc autre tempdrature quel- 
copcjue , sauf aux corrections 111 tdricures don t ce t te tlidorie est encore SUS- 

ceptible , et que nous n’avons 114s dissimuld clans le premier chapitre, 
E6chelle de notre rnanometrk marquefa immbdiatement la €ractjon cd,. de 
m h o  que le rmrnbge m , qui lui est rkciproqiicment proportionnel. 1 

1.3. Soit C lc,centre de ,la terye; B Q2d uqc partie de 6a circonfbrence ; 
G P B ,  un rayon veiimt de l’infini , ct renconrrant l’nxe C I 6ous un angle 
P B I  que nous dbsignerons par A ; B D P T ,  les tanqentes de la courbe 
aux poiiits B ,  P j G E ,  l’asymptotrz de la courbc j et C D, C T ,  C E les 
perpendiculaires , abaisskes du centre de la terre s,ur ces tangeatesq DhsigiJons 

re 5 par y le r z y q  vcctwr C P; 
G P ;  par 8 ,  14 

m m 
n t 

e$ des deqsiths deq milieqx reepectifs. 

1 B 
m h 

mi-diarflktre CJ 
t&c c T ;  pa 

T W 8 0. R E M E. 
24. Duns urn coude quekcrnque, l& rayon vmteGr G P &ant delsignd par y , 

ct la perpendiculaire C .T par .  2; le m p n  osoulqiew en3 a ‘jern-e&I d 



T H ~ O R E M E .  , 
~ 5 .  La perpendiculaire C T= t est ;gale a ( 1+ w --h) Y) n Sin. A .  Ce 

thdordme est uii corollhre trds-nature1 de 13 en y suppbsan t i n  == a Sin. A j 
n = (1 $-w) a Sin. A ;  et en se servant deo 84ductiss;ls appfox#ima.cives ? -que 
I’extrhe petitesse de la fraction id I qui ne va jamais a un trois-iiGllii.ine, 
pennet d’employer sans crain te d’erreur sensible. 

C 0 R O L L A I R E S .  
26, Substituant cette valeur de t savoir t q ( t  w - w 2 3  a Sin. A , et 

d V  
l’angle au centre d q= - 
bure de l’arc B P ou d R =: - 

; et l’ddrnent de la cow- 

ea 6upp~~i1mnt dam 

d(1- v v -  1 w f I 0 Y, 
u v  d Y 

q ( I  - v v -  1 w t 1 0 1’) ’ 
le dhominateur le facteur 1 - w -/- w Y, dent le dbv&ppement ne: produiroit . 

que des quantitbs multiplibes par le quarrC de w ,  et quc ‘par conskquent on 
pourra regarder comme kvanouissantes en cornparaisoil des autres. L’in dgrale 
de cette derni$re diffbrentielle , prise depuis v = Sin. A jusqu’i v = o ,  fera 
coimo?tre la refraction astronomique qui appartieiit A la distance appreiitk4. 
1,’intkgrale de l’autre , ou Q , prise entre lee *rnhcs  liiuitvs,. niarquera ’la 
distance apparente A augmentbe de la rhfraction c’est-i-dii‘c, sa distafice 
vraie. 

dR a beeoh d’une rkductioh A Cause de 
d Y, diffbrentielle de la demit6 Y, qu’elle renferme, On a trow& Y=II e - 

spj 
en supposant la pdsanteur absolue conatante. Si 011 l’moit suppos6 rbcipro-. 
quement proportionnelle au quarrk des distances cornme clle est rkellement., 

97. D e  cee deux diffdrentiellee 

E 2  
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mbme par analogie =.&,’on aura Y=e k , ce qui donnera 
v-Sin. A sSin. A 3 1 

a 
d Y  Y. d d Y  Y d 3 Y  Y d“  Y Y 

et gknkralement - = - -=-;--- _. ; - = d o  k d v 2  h k  d v 3  d 0” A I L  . 
28. Substituant cette valeur de Y dans I’expression de d R, l’on verra tout 

le grand probldme des rkfractions astronomiquee et terrestres , rdduit i l’in- 
tkgra tion des deux diffkrentielles suivantes : 

d V  
i --- d Q  - q ( l - V V - 2 Z w f q w Y )  

.9$ L’une et l’autre de ce6 deux intkgrale’s ne perrvent &re intdgrdes que 
par parties. Je remarquerai cependant qu’il est fort inutile de nous occuper 
separkment de chacune d’elles, attendu que l’une des deux est Lkcessaire- 
ment donnke par l’autre. D’aprhs une propriht6 tres-connue de tous les qua- 
drilathres en gknkral , l’angle au centre A C E‘ est &gal a la somrne des deux 
anglesA -(- R, moins I’angle P , intercept6 entre la branche de la courbe BP,  
et le rayon vecteur C P. Cet angle n’a besoin d’aucune intkgration ; son 
sinus est &gal B i : y ; fraction dont la valeur trc3s-approchke est (I+ w-W Y )  v j 
Cet angle difflre donc infiniment peu de Ang. Sin. v ;  et si nous supposons 
p = Ang. Sin. v + Q, on trouvera .Q par le moyen de 1’kquation clu second 
d$grk Q Q v - 2  QV ( I - V V ) + ~ W V  ( l - Y ) = o ,  qu’on peut ais6inent 

w v ( 1  -Y) 
q (1 - ” 0) 

rkduire h Q= , i I’exception des cas , oh l’anglc A approcheroit 

trks pres d’un angle droit. Ainsi , laissant la diff6rentielle d Q ,  nous notxs 
occuperons exclusivement de la diffdrentielle d X , dont l’intkgrale constituc 
pyifement  l’objet de cette analyse , savoir , la courbure do la trajectoire. 

3-d.’ DBvBlopyant en skrie 1’6lkment de courbure (I R ,  on le trouve kgal 

-e tc. A- 

Ayant Y = e  h , il eat clair que l’intkgration complette de chacun des 

w Y V d V  w? ~ ’ ( 1 - r ) V d V  1 . 3 ~ 3  Y ( I - r ) 2 V d V  1 . 3 . 5 ~ 4  Y(l-YY)?VdV - - --_I_ 

k q ( 1 - v v )  k ( I - ~ v ) 3 . : 2  ’ 1 . g k  ( I - v v ) ~ : ~  1 , q . 3 h ( 1 - v v ) 7 : 3  
v - Sin. A 

c u t  k v d v  
termes de cette skrie , revient A la forme gknkrale (1 -v  v )  w-1:4* 

T H I? 0 R E M E. 
3 I. Dhignani par V une fonction quekonque de V et par VI> VI> Vi’’ etc. 
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dV dV’ dV’ 
‘ d V  

les rapports dfle’rentiels do do - eic. I’ini6grale de la d$%re.entielle 

e v c V d v sera ;gale d e v :  c (c V- cz VI+ cs V” - c4 V’”+ eic.) Gette sbrie 
eera d‘autantplus convergente que la fraction c sera petite; ce qui est pr6cis8- 
inent le cas des refractions astronomiques. 

R E M A R Q U E .  

32. Ce tlikor&me, dont on trouve la dkmonstration dans tous les klkmens 
de haute analyse , n’est propremelit qu’un petit corollaire d‘uiie proposition 
infiiiirneiit plus gknhrale. L’intdgrale de e W : c  V d v  , dans lnquelle c ddsigne 
une petite fraction, tandis que I‘ et W rcprksentent des foiictioiis qucleon- 
ques de v , peut btre dBvdlopp6e en une sdrie parfaitenlent analo’gue B celle 
du t h k o r h e  prkcbdent : et j e  crois rendre 

33. Nous devons B Jcan Bernoulli la 
5 par l’annlyse (le scs principes. 

X 2 d X  x 3 d d X  
g d x  +- -__. etc. Je  remarquerai en 

qiielque service i nies lecteurs 

skrie gknkrnle JX d x = .X X 
passant que cette skrie , quclquc 

gknbrale qu’elle soit, ne prbsente encore qu’un cas particulier d‘un autre 
thkorhie plus ghkral encore , e a  vertu duquel, &ant donnke la skrie 
A ,  A’, A”, A”’ etc. cotnposke de quaiitit& quelconques , et dbsignant par 
B , C, D etc. la premihre, la seconde, la troisihe diffhrence du terme 

n, I1 - ‘t initial A ,  la somme de ses n premiers termes sera &gale B 7z A -+ - 
1. 2 

n. n - 1 .  n--9 
s+ 

C+ etc. 
T. P. 3. 

34.  Si Yon applique cette sCrie gknh le  B la diffbrentielle proposCe e w:c Vdv, 
son premier terine deviendra e W: VJv ; les autres ee trouverotit succes- 
sivernent divisbs par lee puiesances de c , savoir c c2, cs etc. Cette derni6rd 

est tris-convergente toutcs les f ~ k  que c est un trhs-grand nombre. Rlais 
;tans le cas opposk7 la divergence inQvitable de la sCrie empCchcra cYen faire 
usage 5 il faudra done m g e r  la rcmplaccr par quelque autre sdrie , qui ait 
m r  la prkckdente l’avantage d’2 tre disposhe d’aprhs les puissances ascendan- 
tes de c. 

35. Pour %et effet, j e  reprends la sCrie de Bernoulli: J X d  x = z X 
a 9 d X  x? (1 d X  r 

IC- F etc. et par une simple transposition de lettres 
d X *  1 . 4 . 3 d S t  



x= a x  - 
1.2 dX $. d X  = X x - 1.X' d x j e  parviene 2L la suivaiite f x d x 

X4d3 x 
etc. Cette derniere skrie est aussi gknkrale que x3 a x  

c- 
1.a. 3 a xz + I. 2.3.4 d x3 

celle de BrrnouZZi; et comme les puissances de d X  s'y trouvent partout dam 
le dknominateur , il est hident  que dans le cas d'un c tr&s-petit, elle doit 
&re libre du vice de divergence qu'on doit reprocher P celle de Bernoulli. 
Beste done A la transformer de m a n k e ,  qu'elle se trouve dispode d'aprds 
le8 puissances ascendantes de la fraction c. On y parviendra de la manitbe 
suivan te. 

X d x  par Z ; et faisons d Z  - = U'; J ( Z  U )  = ull; 36. Dksignons --- ax d X  d X  

d (2 Ut') .------ ;z; U"' etc. De cette notation nous tirerons d'abord, 

d Z  zu' -=- i d X  x 
d U '  
d X  
d U" u"' - U' U" 
d X  

d x  

U" - u'v 
X 

- -- 9 

--; X -= 

d X  z 
37. D e  plus ayant - = - dX X' 

on en dkduira par des diffhentiations 

d U' (I U" d U"' 
d X  ' m  d X  ~uccessives, en mettant Q la place de - ----ea. lcavaleurs qu'on 

vient de trouver, les expressions suivantes : 
d X  2 
dX x 1  CI__ - 8  

a3 x 
d X 3  
'64 x 
.d X4 

z (1 I-.- 3 IYC Ut' 
i x3 -=+ 

z(6-11 U"3.6 Td"- U'") 
x4 

eic, eic. ezc, 

__I -- .c-+ 
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38. Ensuite, faisant usage de5 .expressions qu'on vient de trouver, daw 
Xa d x  X3rLdx XJ d3x -- - etc. on trouvera + Ie 2.3 .4  d X 3  

la skrieJX d x = - - 
r . 2 d X  1, 2.3 d X 2  

cette inerne iiitkgrale exyrimke par la sdric suivnnte : 
I I 1 1 z x  (;-k -+- +-+-- +e+ etc.) 

4. 3 3- 4 4. 5 5 1  6 
1 3 1 1  50 274 

2 + 3  2 . 3 . 4  2.3...5 a . 3 , . G  2.3,..7 
I G 35 22F 1624 

2.3.4 3 . 3 . 5  z . 3 . , . 0  %Q...7 P . J w . 8  
lo 85 71s 6769 

- Z X l J '  (-+-+-+-+-+ etc.) 

:+ Z X  U" (- + - + - + - + - + etc.) 

- z x  U/''(A + - + - + - + - + etc.) 
1.3.4,s 2+ 3...6 -. 3.,.7 2 .3 . . , 8  2.3. . .9 

39. Le chapitre suivant, en nous faisant connoitre la loi que suivetit 
les numerateurs de ces fractions, nous fera voir en m6me terns, que cha- 
cune de ces skries , continuhe jusqu'B l'iiifini est &gale 6 I'unid. On aura 
donc f X d x =  Z X  (1 - U'+ U"-- .I"+ U f V  - etc). De cette manidre 
on parviendra donc quoique par des routes bien diffhrentes, a la belle sB-. 
rie que- le citoyen La@acc a donil6 le preaier dans son mbmoire sur Pint& 
grntion. des fonctions dfldrentielks qui rcnJei*iiient des facteurs e'Lev& a de trds- 
wandis  puissances. Annie 1 7 8 2  , page 7, 

40. Les termes de cette derni6re sdrie sont disposd3 d'aaprb les puissances 
ascendantes de la fraction c. Faieant .A'= e " : C ;  d x  = Vdv j on ;turn 
Y = C ~ ;  Z U ' = c c V ' ;  Z U k c 3  Vl'etc. on aura doiicevJC(cV-ccV'+ 
c3 y" - etc.) pour itit6grale de la diff&rentielIe pr~posde e 

a 

c ydv. 
T H g o R E &I E. 

on trouvem les rapports v 
( l - V v ) " - t - l : n )  41. La function V e'tant e)ga/e d 

d V' d Vff - ;;= V"; - = Vl/' de Icc mtniP1.e suivante, On uura 
dv dflirentiels - = VI; d V  

d V  du 



;&d CHAP. 11. PRLNCIPES G ~ N I ~ R A U X  

L O I  G ~ N ~ R A L E  DES COEFFICIENTS. 

42. I1 faut distinguer les rapports diffkrentiels it index paire , d'avec ceux 
index impairs. On trouve pour les premiers V Q P  gknhralement exprime par 

(2 n + 1. In + 3 ..... 2 n+ 2 p - 1) (3.  5 ... P p + 1) 'divis6 par la puissance 
(1 - V  V )  n -i- 9p-t- I ; 2 et multiplik par la shie v + A y3 + Bvr + Cv7 +ctc. ; 
dam layuelle 

n-t-p-1 ? p  A =  '3; 
1 

n4-p-I. n+p--% z p .  2 p - - 2  

n + p -  1. n+p-%.n+p-3. 2 p ,  2p-2 .2~-4  

; ' 3, 5 B =  

C =  
1. 4 

, --- - -- 
I f  2. 3 3. $ *  7 

etc, etc. Quant aux seconds on aura P 2 P + ghkralement expriinQ par 
(;-,+i .,.+ ~ . . . . . I ~ + P P - - I )  (3.5. -  ~ p - t - 1 ) ~  divisk par la puissance 
(1 - v v )  n + 9 p - t - 3 ' n 7  et inultipli6 par la shrie 1 + B v v + B v 4  $- C v b +  etc.; 
b n s  laqueie 

n 4 - p  2 p - l - 2  A =  -.-; 
1 I 

P R E M I E It' M E M I3 I3 E :  n=o. 
w Y v d v  ' 

43. La premit:re partie de l'intkgrale est donc celle de - La 4 (1 - v v)' 

supposition de v= Sin. A dktermincra la constante; et cette meme collstante 
6era identique avec le premier tcrine de la refraction astronomiclue , ]a sup- 
position de y infini, ou & v = 0, laisant nkcessairement disparoPtre tout IC 

reste de l'intkgrale. Ce p'remier 'terme sera donc 6gal w tang. A ,  multiplih 
k .  , 31k h - e tc, j . ou bien rdtablissaiit la valeur de la 

0 COE.2 A + i J i . 4  A par 1- 

fraction 



DE LA ROUTE DE I;A’LUMIhRE *PAR LES AIRS, 41 
fraction k qui se. r6duit h c Sin. A & aura pour premier terne de la r& 
fraction astronomiqui o tang. A rnultiplie par 

C 

Cos. 2 A 
3 c3 Sin. 2 A (i 4- 4 Sin. 2 A)  

Cos; 6 A 
15 c 4 Sin,‘, A (S-t- 4 Sin,% A) .+ Cos, 8 A 
Q( c 5 Sin.4 A ( i  -I- I g Bin,? A 4- 8 Sin.4 A) 

cos, 10 R 
315 e6 Sin.6 A (9 + PO Sln.a‘A 4- 8 Sin.4 A) 

3 c c Sin. 0 A 
Cos, 4 A 1 - -+ 

U 

- 
‘3- cos. 1% A - ezc. erc. ezc. 

44. Cette premiere partie de la rkfraction astrononiique est en m8me terne 
la priiicipale de toutee; lee autres qui se trouvent multiplideo par lee pais- 
crances plus 6levCes de W ,  &ant iiicomparablement plus petites et ne com- 
rnenqant i bee seksibles que vem le .quatre-vingti$me dt5grd. L’extrGme pe- 
titesee de la fraction c qui s’Cleve d p i n e  a un sept-centidme , rend cetto 
eerie susceptible d‘une simplici t6 beaucoup plus graiide encore. DtSsignant 
par t la tangente de la distance apparente, la rbfraction deviendra sans er- 
reur sensible Cgale d w t , mu1 tiplib par la s6rie 1 - c it + 3 ca t 4  - 15 c3 t6 + 
105 c4 ts- etc. dont lee coijfhiens constituent’ la s6rie hypergdomdtrique 
des nombres impairs. Cela n’emp6chc pas que la sdrie entidre M t -  
d c t3 $- 3 w c2 tT - i 5 w c3 t7 $- 105 w c4 t9 - etC. ne soit trbconvergente jus- 
qu’au quatre-vingt-deuxieme d6gr6 ; attendu que son second terme ne s’hleve 
9 une eeconde qu’i 66’ 9’; le troisihme a 78’ 13’; le quatridme h $0’ 46’; le 
c inquihe  B 8 1’ 38‘; le sixidme B 8 io 58’. Ainei donc , depuis le zdnidl jus- 
qu’g 70’ de distance ? on aura R = w t ;  la refraction &ant proportioiinelle h 
la distance apparente. La formule R = w t (1 A c it) donne la r6fraction 
qu’a Soo de distance. Avec f i  = w t (1 -C it $- 3 ca 54)  on  p u t  aller jusqu’& 
82’ de distance. Maie on nq pourroit gu&e aller plus loin, d moins que de 
commettre des erreura plus fortes qu’une seconde. A 84 d6griSs el&, la di- 
yergchce inevitable de la eerie ne perm a plus d’en faire usage. 

’ 

5 

S E C O N D  M E M B R E  

45. Le second melnbre de la eerie differentielk 

n= 1. 



convergence de la sdrie ? et la petitesre de b fraction c nous permet de faire 

aans crainte d’une demi-seconde d’erreur , l’lritkgrale de- - , prise de- 

puis v =: Sin. A jusqu’8 I’infini , sera kgale i w? ia , multipIi3 par c - 3 cz tt+ 
15 c3 t 4 -  105 c4 t6. Mettant dam cette sitrie 4 c i la place de c ,. on trouverlt 

de meme l’int&@ale de -(l-ov) 3 ~ 1  dgale i 0” t 3 ,  multiplid par - $ c’tt + 
ca t 4  - % CQ t 6 +  etc, Le second membre de la rhfraction ascronomique , 

qui renferme le quarr6 de w aera donc kgal B up t 3 ,  muhiplie par Q - (1 -9 
3 c t t + ( i - i )  3.5 c 2 t 4 ~ ( i - r Z ) 3 . 5 . j r c 3 t 6 + e t c .  Le premier terme de 
cette sdrie ne s’kleve h une seconde qu’a 78’ 47‘ de distance apparente; le 
eeond h 8 I” 2’ ; le troifiidrna A SzO $9’. Cat@ s4rie eat donc beaucoup inoins 
anver-&te que 1% prticddena ; beureusmnent qu’eBc?: ne commence A Ctre 
sehaibb. qu’i quatre-vingt dkgrds de distance. 

w 2 Y d v  
(1-0 0 )  3:’ 

wz Y z d v  

3 w 3  r ( 1 - r ) 2 v n o  

I C  ( 1  - v v ) q : a  
46. Le troisiime membre de la skrie diffdreiitielle est --. - -. 



&RE T&& 'LES AIRS. '93 
cettee.de la &He de la: ME+ gtti ont 6th S ~ I ~ U W S  suk +- *- B 

rd$e de BradZq. 
Dist. appar. Rc_Zrrrctctions PZ$ractions D#&aice. 

d'aprls la sdrie sur la rlgle de Bradley 
?OF ........... .9'34."3. .......... d35l'f. ........ o"8. 
1 2' . n b e e e2'5 all0 6 % ri !l'5QU$. ........ t"5. 

q" g",~. ......... .4/'r z h G .  ....... .3"2. 
80". .......... 5l S I ' i , : .  ....... .5 ' iq1'~ .  ....... ..5"2. 
8qe., ........ . G I 2 0  4.. ........ .6'28"6. ....... .8"n. 

....... I /  ...... ........ 74'. .;, , 3114117 . .  .3'16''2.. .i 5. 
2"3. 76 O . . . ,  ...... .3'42 7...........3'45 0......-.. 

78' . a , 

I1 II 

. , . 
/I 

. .  

R E M A R Q V E S. 

48, Quelyues insensibles que paroissent les diffbrences entre les rdfractions, 
calculees d'aprhs les deux r6gles , iious ne pouvons nom dissimulftr cepeii- 
dant , que la eerie que nous venons de trouver conforin6ment aux vkrita- 
bles principes de la physique et du calcul donne les rdfi.actions dcpuis 
70° de distance appnrente, jusqu'i 84") 1.111 peu plus petitcs que ne 1c.s 
auroit donnb la rhgle de Bradley ; on remarquera en m h e  teiiis, que ccs 
iiiemes diff'brences vont assez sensibleinent et i n h c  trds - rhguli6remcn t c11 
croissant. Les forniules du yuatrihie chapitre nous apprendroiit ;i Coiitinuer 
cette table au-delh de 84 dCgrbs dc distance , ce clue la cliveidgence de la 
shrie nous e m p ~ i e  de faire pour le prbsent; nous vcrrons ccs diRbreiice; 
continuer A augtnenter , et 110s rkfractiom se trouver enfiii inGrieures tie 
yuatre-vingt secondes h ce qu'elles auroient 6th Conformbiiient h la rdgle de  
Bradkey. Ce  maxinzztnz aura lieu i deux clbgrks de lrautcur apparente. Pass6 
cc tcrine , les refractions preiidront cles accroisseiiienty beaucoup plus rap;- 
des que ne 41'mroit comport6 la r&gle de Bradfey ; l a  c-Teux tables sc rappro- 
Clleront seizeiblement l'une dc l'nutre ; ?t quatre-vingt dix d6grks de distance 
apparente enfin nous retrouvemns la rkfraction hor~zontale dc 32 JG , qtii 
nous avoit servi Q dbterminer avec; prkision la principale de nos don~~&cs .  

49. ~;a rdfraction est tds-exacteilieiit proportionnelle rE la demit6 cle l'aii., 
reprhseiithe paz la fraction w , taiit yu~elie est exprimCe par w tmg A ; ainsi, 
depuis. le .tQuitli jusqd:i plus,de '70' de cht:uxe on, yetit dofitinuer fiatis cr- 
reur Bemible,,; B rbduire lcs rtXrac3tions dc la table 9 une autre tciripbrature 
quelconqu 3, en1 y wiplo;Xan t? les nitlltir,licaia~osriii-laires qui expfirnent 

I r 11 

s 

F 2  



it4 ’ ~~ l l a ip .  a. BRINCIPES :G&N&RAU~ 
.la. densi tB de Pair ,. sauf aux eneurs que ci3e derniers renferment eux-mihies , 
en ce qu’btant calculds eeulement sur les changements du barornetre et dh 
thermome tre , on n’y a pas tenu compte des difftrens Ctap de l’hygrometre. 
Notre manometre , en rkunissant h cet 6gard , lea trois instrumens dans un 
seul , et en nousfaisant connoke sur le cliamp la fraction w.,  fraudra mieux 
lane doute que les tables ordinaires de multiplicateurs. 

50.  Au-deli de 70’; si la-hauteur d u  ’barornetre venoit 8 changer, 1’Qlasti- 
cite spdcifique de’ l’air, et la fraction c qui l’exprime restant lee memes, la 
rkfraction sera encore proportionnelle-2i la densit6 de I’air , en suivant h cet 
kgard la hauteur de’ barometre ,’ A laquelle la fraction w demeure propostion- 
nelle , s’il n’arrive aucun changement dans l’elasticitk ‘spcicifique. Cela est 
fond6 sur ce que la fraction w affecte‘ t rhpeu  la skrie I - (c- t w )  it+ etc. 
&ant A peine +$e au cinquidme de c ,  dans les temperatures moyennes. 11 
n’en est pas de m&me d’un changement survenu dans la valeur de c. Cette 
fraction affecte tr@s-sensiblement la skrie 1 - c tt 4- 3 cz 14- 3. 5 c3 t‘ + etc. 
Heureusement que 1es termes de cette s6rk sont alternativement positifs et 
nkgatifs ; ce qui diminue considkrablement l’erreur commise par la supposi- 
tion d’une rkfraction , proportionnelle h la densite de l’air. Voyons cepen- 
dant jusqu’oh peut aller le-.maxirnurn de cette erreur, La fraction c pnssant ri 
YQtat c + d c , par un changement survenu dans 1’Clastici tk spkilique de 

l’air , la fraction w ge trouvera transforinke en - ou (1  - -) w ;  et sup- 

posant la refraction proportionnelle h la dcnsitd de l’air , clle deviendm 

( I  - 7) w t  ( I  - c it -k 3 c2 14-  15 c’J t‘ + etc. Cetce supposition n’est pas 

exacte ; 1111 calcul rigoureux auroit exigb clu’on eut mis partout c -}- d c  H la 

place de c ;  on auroit eu pour expression de: la rbfractiori (1 - -) ut ,  mul- 

tiplid par ( i -c t i+ 3 c’ t4- 15 7-3 t” +- etc.) - ( I  - 6 c it+ 45 c2 i? -/- etc.) it d c ;  

ou bien ,en supprimant le quanddeclc,(i--)wt(i--ctt-1-3 c4t4--15 rJt6-f--fetc.) 

- ( I  - C c tt + 4 5  C? t‘ - etc.) w 13 d c. On I voit dQrtc qu’en supposant la 
rkfraction proportionnelle H la densite , on cornmet une erreur en plus,  
CgaIe 8 (1 - 6 cttf  45 cz t4- etc.) w t3 dc.  Cette errem sera parvenue j son 
maximum , Iorsque c fi = & ; ce qui arrive A une distance apparente A +ale 
ii 81’ 24’. La sbrie x - 6 c it ..-r Jr 45 etc. Be trouvant Cgale alore i 8 $-pew 

W C  (1 E 

c + d c  C 

d C  

d C  

* c  

d e  

C 



DE LA ROUTE bE’ L A  LUMIkRk PAR LES AIRS, 4. 
w d c  

4 6 0 0 0 c  c 
prh ,  l’erreur en question deviendra --. --. Done, supposant l’dlasti- 

cite spdcifique de l’air augmentbe s u n  dixidme , ce qui exige un changement 
de tempdrature Cgd 4 23 ddgrds ,de \Rchrnur, IC? inaxirnum de cette erreur , 
exprim6 en parties du rayon, devielidra &a1 h o , ’ o o o o o g 5 ~ ~ ~  ; ce qui &qui- 
vaut a une seconde Q-peu-p&. L’onipcut doix aseurer , que par des chan- 
geinens survenus clans la tenipkrature de l’air , la rdfraction astronornique 
reste proportionnelle sans erreur sensible h sa densitb , aussi longtems 
que pour le calcul de cette rbfraction, 1’011 peut se scrvir de la shrie 

rkfrac tions cncore plus approchantes de l’horizon , le quatridine chapitre 
nom apprendra a les d 

5 1. 11 nous reste don ter la trbgrande difficult&, que la nature 
de la sdrie gCndralc qui exprimc la rdfraction , oppose au calcul, aussit6t 
que In distance apparente de l’astre passe quatre-vingt-deux dt5gr6s , et que 
la  pelitesse des puissances de Cos. A .  priwaut telleiiicnt sur cclle des puis- 
sances de la fraction c ,  que la st5rie entiere en devient entidrement incalcu- 
lable. Si l’on &nonce gdndraleinent cette difiicultk 1’011 verra qu’elle revient 
au pro’ul6me suivant : Lafoncrion X e‘innt ielle que sa dflJrentielle d X  ait x-a 
your iiiz de ses jictcrirs , et c de’signant quckque trtk-petite finetion, on demande 
la vnleur de I‘integrale de e X: C d x , prise de inanidre qu’clle S’L‘vanouisse pour une 
wleur de z, qui d i s f e ‘ p e u  de a. Xes gkometres dans ces derniers teins oiit 
enfin trouvd les rnoyens de rdsoudre ce problhme; mais ile ont reconnu en 
inhie terns que sa solution supposoit l’emploi d’une classe de quantitds 
transcendantes entidrement nouvelle , et n’ayant rien de coiiimun avec au- 
curie des fonctions connuee et usitdes jusyu’ici. Consid6rbes dxns toute la 
gbnkralitd qui leur corivient, ccs quantit8s ne peuvent &re connues qu’h 
l’aide d’une table particulidre , aussi nouvelle aujourd’hui , que celle des 
logaritlimes Peut l’avoir kt6 dans le si6cle oh ils furcnt iiiventds ; et les 860- 
m6trcs me sauront quelque gr6 peut- Ctre, d’avoir calculd cette table impor- 
tante , qu’ils trouveront a la fin do la prdsente analyse. Le chapitre suivant 
nous apprendra en attendant, ce que devienneiit ces nouvellea foiictions 
dans lee cas, oh il est encore possible de les rainener aux fonctions ordinai- 
res I) moyennant certaines sdries- trds-simples , et qu’on peut rcndre conver- 
gentes A volontd , en y ernployant uiie mcithode particulidre, que nous allone 
communiquer ,aux gdorni tres. 

u t  ( t - c c i L + 3 c ’ t Q  etc.) Quant aux changements qui surviennent aux 



c H a PIT R E  -0 T R o ISIE x11 E. 

An a I-y s,e d e s  .fa c u  1 d e's n ii in e'r i q u es. 

D e . E  I N I T I O  N S, 

e dhsigrierai par le nom de facuZiE's , les produits dont les facteuri 

. .  

pour di,ffkreiice ? 011 ven-a que a m Z r  est . absolunient.-identicjue.. av.ec 



DES SACULT~ES NPM~RIJ~VES;  47 
r b  ( R u i ~ )  m l a  

R m  - . Ces deux transformations son t d’une application trds-6 ten. 

due dam le calcul des facultks. 
5 .  I1 sera inut,ile sans doute de &mmtrer, que lorsque l’expbsant 7n de- 

vieiit &gal h zdro ue la puissapce’a 
duit a l’unitk. Ainsi u * 1 est Cgd a u. Aimi Iti.pre- 
n2iPre fuczdte‘, ou celle qui a pour exposant l’uniz6 inerne ne renfmnk ,pa6 
la diffbrcnce r. Elle n’est sensible, que lorsque l’exposant n’est pas &gal B 
l‘unit0. 

la facul t6 a m * r  , b de in6 
1, Q u t  a a1 

T’H l? 0 R E - M  E. 
6. Laficulri a 

produit !de deux fac‘uti 
egale ci a n l r  (a+ n r )  m I r .  

k r  ; etle est enct3+;! 

C 0 R 0 L L A 1 . R  E S. 
, n) on a4’iBgalitiamIr(a+mr) n l r z = s  

a e I r  (a+nr )  m I r .  I ce corollaire tr&r+eirnple mi fera sentit 
par l’ueage que nous en ferone dam l’dvaluation d’une infinite de fonctions 
absolumen t traiiscendaii tes. Nous en parlerons bient6 t. 

8. Si l’on prend 1.a eomsne dee deux exppants m + n = o ,  on trquv&rrr 
lea, tpmtrk ~ ~ ~ l ~ ~ s ~ i ~ ~ ~  y n i o y e x i x h a  la rdduction anbeij3nde eh 3 3 

1 =I Q nzr (a -  ?‘) - n x - r  Y 

1 = a n r - t  (a+ r) - n l r  ;. 
1 = a --rr I r  (a 
1 == a - - d l - r  (a + r) n z r .  

- r )  n I - r  
Y 

9. Ccs Bqusiione :noue’ apprennent A rCdulre moyc 

sont p i &  : et bdciprgqlauement, 
a‘ -nit, dgd B Puni 
rc - n I-F, @id .B I’unith, divide par 

aurz 
vide par (a- r) n z r n  r 

C’est ainsi .qaslle.pmhh &E nimbres nat& 
de n entier et libgatif donne w ,.infin; 4u 



48 CHAP. 111. ‘ANALYSE 

l’usage de ces notions Blkmentaires dans l’aizalyee des facultds est habitue1 ; 
kest cette source, infiniment simple en apparence , d’oir nous dbduirone 
une infinitb de vkritks neuves et importantes. 

io.. Les facultks en gCn6ral foment line classe de fonctions tr2s-Clhmentai- 
res et eimples Mais cee 
fonctions si simples en apparence sont du genre le plus tranecendant, sit% 
que leur exposant devient fractionnaire : alors l’analyse de5 facultQs nous 
ouvre un vaste champ de fonctions transcendantes , qui n’ont rien de corn- 
mun avec les fonctions gkneralement repes  dans les operations de haute 
analyse ; et dont jusqu’ici,on n’a pas fait le cas qu’elles mkritoient, faute 
$en connoitre les principes. Dans le cas le plus simple, oh m = f , la base 
h ktant un nombre entier quelconyue, et la diffbrence r &ant ou 1 , ou 2 ,  

la facult4 a m f r  revient A la quadrature du cercle. Nous pouvons assurer 
encore , que le rapport des deux facultkg a m’r : b m l r  est reductible au tal- 

des sinus, toutes les fois que la somme des trois nombres a + b + m est 

an nombre entier, positif ou nkgatif. Dans tous les autrei cas, les Facult& 
h exposant fractionnaire forment un gerlre de fonctions transcendantee enti& 
re’eurent neuf. Nous diviserons ce chapitre en deux parties. Dans la premidre 
nous ferons voir l’usage yu’on peut faire des facultks i exposant fraction- 
nSfire+ dam une infinid d’opcirations de haute analyse ; nous verrons 
qu’une infinite de fonc*tions transcendantes , qui avoient kchappk jusqu’ici 
B la sagacite des gkomdtres, et qu’on, n’avoit pu Bsaluer par aucune des 
mkthodes connues, ne sont autre chose dans le fond que des facultis A ex- 
posant fractionnaire. L’autre partie nous fera trouver des mkthodes trhs-gi- 
nkrales , de trouver la valeur de toute facultd proposh avec la plus grande 
faciliitbj nous verrons .que c’est 18 une des operations lee- plus simplee de 
yanaiyqe ; nous trouverons que la ’rkduction des facult68 a exposant fraction- 
naire , dans de certains cas trbparticuliers , aux rapports des sinus et tan- 
gentes, n’est nullement un avantage pour les premikree ; et qu’au contraire 
Ies sinus et tangentes Font trop heureusee encore , de pouvoir &re BvaluBes 
&m6disrtemept, moyennant lea facult&s h expoeant fractionnaire, 

p € l 9 B L E E ’ E ,  

tant que leur exposant est uii nombrc entier. 



DES T A C U L T ~  N U M ~ R ~ Q U E S .  49 
facteurs qui orditltairernent foment ,une pragreesion akithmBtique , ou plu- 
sieure progressions arithmetiques difkeates B quoique cette condition ne 
soi t pas absolument ndcessaire. 

S O L U T I O N .  

On eupposera n infiniment grand, et on fera a + m r =  b ce qui donne& 

7n= - . Cette supposition fera passer la facult6 (a+ nr)  m l r  5 l’btat de 

puissance; elledeviendra(inf.r) De l’autre c6tk on aura la produite in- 

finie propos6e. Cette produite sera donc tSgale a a ‘ divis6 par (in$ r) , 

b - a  
r 

&-a - 
6--r 6--o -1 r - 

C 0 R 0 L L A I R E. 
c 

a. a+ r etc. -1 r 
I 3. La produi te i nh ie  + c, + + BtCI  est donc 6gale k a r , divisee 

A+ c. A + c +  r etc. 

A , A + r  etc, par (in$ r ) c : r ;  tandis que la produite se rdduira B 
C 

( A  + C) wFzr, divisb par (in$ r)--C:*. La premihre produite est donc co1Istall- 

merit un infiniment petit, l’autre un infinimeat grand de l’ordre -. Maie 

le produit des deux produites constitue une quaiitit6 entihrement finie , ce 
qui fournit le thkor6me suivant, qui est un des plus importans de l’malyse: 

T H  & 0 R E M E. 

C 

r 

I 

a ( A  + c )  (a 4 r )  (A -1- c + r )  (a’+ P r )  (A+c+nr) ctc; 

$ 4 -  ‘ a  produite i&nie ~ ( a  + c) ( A  =+ r )  -(a ct- c + r> {A t 8 r> (a  t- c q- z r )  6tC. 

7 r r  7 I r  ;gale a la facuhe‘ a , divide par la facuk‘ A 
C O R O L L A I R E .  

C C 

15. prpduite suedite est donc une ‘fraction rationnelle, toutes 16s 
Donnone pour exemple la produite fois que c est un rnultiile de r. 

4. 7. 10 

4 * 4 *  ‘7 
$= 3’ j elle doit Stre gale a - II conformbent au thhordme ; elk l’est 

G 





DES. FACUSTSS HUMS~CIQUES. b* 

une mdthode facile et klkgante , de calculer le einus de tout angle propos6. 

T H 1% 0 R E  NI E, 
2 1. Lafaculte' I Q n f l  est dgale Ci 2 n 1 n rr I nfn. Car la facult4 I. 2 .3 .  , . ,I 

est le produit des deux facult6s3'1. 3. 5 ,  . . 2  n- 1, et 2.4. 6 . .  ..' 2 n; dent 
la premi6re est i n l ~ ,  l'autre 2 n i n 1 1 .  On tire de ce kmme le corollaire 
suivant ,- qui peut &re utile dans plbsieurs occasions ! (I + n) n *I 2 n 1 n I n .  

I1 est fon'd6 sur ce que la facult6 1 Q '1 est ddcomp9sable en 1 1 1  (1 +n) n I I ,  4 
en vertu de 6, 

P R 0 B L E M E. 
a2. Trozmet la vaZeur des deux facultek 1 (1: 8 )  f 1 

S 0 L U TI 0 N. 

I (1 :a> r ~ .  

c 

binant ensemble cea deux propositions , on trouve 1 ( I  :Q> I = Vn; - et 

V Q  1 (1 t n) I n  = -* vn 
2 

P R 0 B L E M E. 
9 4. 'Trouoer la vakur des deux faculte's n (1 8 )  , n (1 Q) I - r, 

S 0 L U T 1.0 N. 
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P .R  0 B L E M E. 
n6, Trouver la yaleur des deux facult& B (1 : 9) 11 ; B (1 t 2)ru r, 

‘3irrb 
( I :  S) 12 = . T. De cea deux formulee , la prerni6re eert aux 

2 h 1 2  21112  r/ 2 

R E  M A R Q U E. 

98. C’est un plaisir de voir combien ces deux probldmee , qui ne sup- 
posent que les principes les plus Clkmentaires , ont exercd le @nie rlcs plus 
grands gkomhtres. Pour y rdussir, ils s’adressoient ordinairemelit i la md- 
thode des interpolations. Cette mdthode Ips envoyoic promener dans l’infini ; 
il falloit y avoir Bt6 longtems avant cp’on eut la permission de rcvenir dans 
le fini. Au reste la marchc trils-simple que nous avons suivie , embrasse 
bien #autres objets encore. Le thkorcme Cuonct: en 7. nous  npprcixl que 
ai des quaire facultis (a-/-7nr) ‘ I  I r  , ( a - k n ~ . ) ~ ~ ~ ~ ,  trois sont 
donn&cs la quatrihme se trouve par line simple r6gIc ‘de trois. Doiic, si 
a ml* est connu dans uii seul cas pariiculier, i’cxposant rn Btant un n o m  
brc fractionnsiire, on trouvera par une simple r&gle de trois , tome facult6 
A m l r ,  dont la basc A est comprise BOUS la forme a+ R 7’. C’eet ainsi clue, 
connoissant Ia seule faciiltd 2 (1 : 3) 15 on  trouvera par une simple r@gk de 
&is, la suite de facultks 7 (1 : 3j15 ‘ 1‘2 ( I  : 3) I 5  7 1 7  (’ ‘ 3 )  I5 etc. de in&nle 
que (- 3) (1: 3) 1 5 7  (- 8 )  (1: 3) 1 5  ToUtes ces solutiolle 
particulii.res au reste seront cornme abeorbdes dam la mkthode gdndrale que 
nous donnerolis 

n m r r ,  

(- 13) (1: 3) I 5  etc* 

pour trouver la valeur d’iiiie facul tk quelconquc. 
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P R 0 B L E M E, 

Q (A+ c) erc. 
2 A (a +c) etc., 

qg. Deierminer les cas, oh la produiie infirzie de 14 savoir 

que nous' avons re'duiie d a @  ra : A c 1 1  (en sriyposant la dfl$rence r e k d e  a l'u- 
niie' , ce qui n'Ste rien a la ghe'ralite' la produite) est re'ductible a des rapports 
de sinus, tels gue Sin. m T :  Sin. n T. 

S O L U T I O N .  

Prenant i volontd 
m (1-m-n) I 1  

- (I-nl-* 
Sin, i n  w 
S' 111. n T 

30. Nous avons trouv0 en 16. 

Sin~n?r_in"! (in+ h)-O+l+~~+li) n 
sin. TIT 

Le dbvbloppement de ces deux facultks donne --- 

Sin. 712 T- 71th 1 (1-7~~) (h-1t-m-t-n) I I 

Sill. 72 T 

Le dkvdoppemen t ultbrieur des 'deux facul tds 11011 ddv8lopphes peu t i2 tre 

effectud de deux manihes. Suivallt l'une nous avops , =I: 

err employant les diffkrences positives, -- 
72 / I  I (1-72) (h-1 + rn-t l l )  I&*,  

Sin. 7 n  n' 

. sin. I1 w 

C l l  
que la produite proposde AT est reductible nix rapports des sinus, tou- 

tes les fois que la somme Q + A  + c est un nonibre entier; mais aussi, 
qu'il faut distinguer lee deux cas de ( I  + d + c pair., et de a+ A $- c 
inzpair. Dans le premier cas a -t 4- c &ant un nonibre pair, tel que I h ,  



1 1 ~  19.26 19.26. 33 . 3  I. Oft demande le terme de la se‘rie - etc. qui rejond 4 
15 1 5 - 1 2  15 .22 .  29 

l’index 
1’3 u 1 7  
1 5 ” 1 7 ’  

2 Le terme gknkral qui repond A l’index u ,  n’ktant autre chose que 

on aura a=y ; A =: ’; ; c= 473 ; et comme la somme de ces trois 

on trouvera la quantitd cherchde, en  mettant dam nombres est kgafe a 1 1  

E X E M P L E  11. 
11 i i . 2 1  11.24.37 

32. On demande le ternze de la sciie -+-+- etc. qui rebonda 
23 23 .36  23.36.49 , 

pi&x-&? O n  a a = s ;  A-23. r 3 ,  c= -& ;. somme des trois nombree 2 

nombre pair. Donc, faisant usage de la premibre formula, et mettant 1 Q 
5 Sin. -5 r 

Sin. 2i T 
l a  place de h , la quantith cherchke deviendra ’3-. 

P R 0 E L E M E. 
A P R ( A  +- f )  P ( B  + 7.) 7 33. D&rrmikcr ILL valeur I de la produite - 

CP3-q ’ ( C + r ) p - t - f  
. 

(A+ (2 r)P (I3-k 2 r)q etc. C’est la forme la plus ghnerale qu’on ait doline (c+ 2 7 )  fJ*Y 

jusgu’ici 2t ces sortes de fonctions ; encore ce n’a 4td. que dam quelques 
exemplee particuliers.. 

S 0 L U T I 0 N. 

p C - p A + q  C - q R  

fonction qui aura pour denominateur (hJ r) r Pour que ce 
dkriominateur soit une yuantitd finic, il faut que son exposant s’kvanouiese; 
ainsi pour que la produite propos6c ait tlne valeur finie, il faut que C --.. 
&fz. Subsrituant cette valeur dans .XP Yq, et faisant @=-@ =m, 
P -1- 4 P r +  q r  

kA-PB -___. =lc n, on trouve pour equivalent de la produite proposbc 
P f +  q r  



DES FACULVI~S NUM~RIQUES. 3.5’ 
C 0 R 0 L L A I R E. 

35. Faisanticip’Jr ~= i ,  etdeplusB=A+r;  cequi donneqzi-p, 
A P I *  C =: A + p r ;  on tire de la formule gdnkrale qu’on vient de trouver , - AP 

A ( 1 - - ~ )  (A+ . r )P . (A+  T - ) ~ - P  ( 4 + 2 r ) ~  
A + - p r *  A + p r + r  

pour dquivalent de Ia produite 

( A  $- ’ r, (A+ r, ‘. etc. C’est l’ancien thkorbe fourni pay I’interpo- 

lation ; et c’est a lui que se rbduit A-peu-prhs tout le chapitre du cdcul d$ 
fe‘rcntiel d’EuZer qui en traite. On croyoit avoir beaucoup gagne, en,rkduisant 
B des produites infinies, des facult& A exposant fractionnaire AP J r .  On n’y 
gagnoit enfin que la solution des cas qui se rapportent A la quadrature du 
cercle. I1 eut Bt6 beaucoup inieux fai t  d’apprendre ri dvaluer les facultds A 
exposant fractionnaire quelconqne: on auroit eu un moyen certain et g6nb 
ral de trouver noli seuleinent la valeur de toute produite infinie donnbe, 
mais encore celles d’une infinit4 d’autree quantitbs transcendantes. Nous en 
parlerons dam la seconde partie de ce chapitre. 

A + P +  Q r  

T H €? 0 R E M E. 
m. m d (+nz) n - m f + *  

-e 
S‘ 36 .  Le rapport -- est e&d a S‘ m. n r (-m) n - m I--r 

37* De 

nant 6 ,  B 

7 7 2 ” - m  In 
teure identiques du numbrateur et du dbnominateur , ?t ( 1 - n ) n S S i ’  ce 

n-rn13.1 

(-m) n-m I -  A 
qui est identique, en vertu de 3; avec -- (+ m, ---.~es exposanrs,quoi- 

que complexes, parohseni ici sans parenthc‘se et ils leseront toujours dans la suite, 
Jrl s e t  d’avertir que dans tous les cas ,  ,la ieitre I rpgardera tout ce qui la prei.t‘de,‘ 

le thkordme prdcddent se trans- 38. Faisant ici n -  m = p  , et n =m+p 
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Enfin, la supposition de p = 2 
que.nous donnone pour un des plus importants de l’analyse. 

 US fera connoi’tre le theoreme suivant , 

T H 0 R E M E, 
39. La tangente d’un angle puelconpue n i  T ,  est ekale d la facu I d  (+m) 1 : 1 1 + 1, 

divisee par la faculte‘ (- m) 1 2 1- 1. 

R E M A R Q U E $d 

40. Ce thkorkme , non mobs remarquable par sa vkritk que par sa sim- 
plicitb, fournit une mhthode trks-simple., pour trouver la tangente d’un angle 
proposh; et une autre mbthode encore plus facile, pour en calculer le loga- 
rithme hyperbolique. Maie aussi nous ne dissimulerons pas que les cons& 
quences naturelles auquelles. il m h e  , nous obligeront da changer les idbe8 
gknkr&ment rques sur les puissances frac tionnaires des nombres nbgatifs , 
ainsi que sur leurs logaritlimes. I1 ’est tris- clair d’abord, que toute facultk, 
telle que a n  I r ,  peut h e  ddvdoppCe en une sdrie an +Aan-* r+ ~ a n - 9  T-Z +. 
~ a n - 3  7-3 -k etc. = a n  ( I  + a+ - dont lee co6ffi- A r  B r r + C r 3  - + etc. ) aa a3 
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$1. Ici les rkflexione ee prciaentent en foule. Lee deux premieres proposi- 

tions conduisent trds-liaturellenient h celle-ci : ‘-- m, ‘=Cos.p r+ Cot.m w. r+ 4 p 
Sin. p ,r ; en faisant comme ci - dessus, n - nz = p .  Faisant p nCgatii, cette 

equation devieiit (3- j0  = cos. p w - cot .  in r. sin. p r. Combinant en- 

eeiiible lee deux & ~ U a t i O l l s ,  on en dbduit trils - iiaturelleinenc le &Cori.n1e 
aussi neui qu’extraordinaire , en vertu duyuel le .poiluit des deux facteurs 
Cos. p w + Cot. m w. Sin. p T. et Cos. p ?r - Cot; ni T. Sin. p T seroit &gal i l’u- 
hi t i ,  quelques valeurs qu’on voulut supposer aux deux nombres i n  et p-  
, 42. I1 n’y a pas le nioindre dome en &et que touies ces propositionsme 
eoient trb-vraies , tant que Sin. p T= o , et que 1) est un iioiiibre entier , 
positif ou nkgatif. 11 n’y a pas IC inoilidre doute non plus que dans tous les 
autres cas sans exception , ccs mihes propositions ne soient ce qu’il y a de 
plus rhvoltant et de plus monstrueux en ifait de g&omd.trie, t a m  Cl6ineiitaire 
que transcendante. 

43. I1 a ktd trks-fde de par‘vcnir i ccs tl~dordmus; ct put-Etre ii’y a-t-i{ 
jainais eu de ddinonstratioii plus Claire, et plus coiiforiiie ;lux principes g& 
ii6raleinent reconnus. I1 sera plus di%cile peut-Ctre de trouver la raisoii 
des contradictions sans noinbiie, auxquelles ils mhnent tr$s - naturellement. 
$e rejettera-t-on sur la inultiplicitd des racines, qui sc pr6sente en efftx d$s 
qu’on assigne ?i l’exposaiit p une valeur fractionmire ? Mais au milieu de 
cette inultiplicit6 de raciiies , on ne pourra certainement pas nier qu’en sui.- 
vant la route des principes universellement r e p s  > le rapport (+ m ) P  : (-nr)p 
ne eoit dans tous les cas , gbn6ralement et identiquemeiit le niLme que 
celui de (+ i ) P  : (-1) P. En vcrtu de cctte reduction on aura dollc 

‘ e  

(- ni) P 

Sln. m w  - (+ 1) n - r n .  
(- ,) tZ‘R1’ 

- 3’ 212. I1 ,r 

4 4. Les deux prerni6res propositions fi’accordeiit p a r h i  teincn t entr’elles ; 
niais elles rneilent l’absurde; il s’ensuivroit que le rapport des sinus de 
deux angles est- fonction de leur. difference 8eUle; La troisi2me est ’encore 

H 
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plug irkf~rde e~ ce qw’elk 6tablizG t pour tmgente d’un ‘=@e cpeiconque , 
non seulement une quiantitb constate , maie encore une quantitk jmaginaixe. 

45. Ce n’est pas tout. Le rapport des deux puissances ( + m ) ~  : (-m) P, 
que noue +vans enseignb en 41. nous fait prbsumer, que (- 7 1 2 ) ~  est &gal 
dans ~ Q W S  lee cas [+ nz) P mdtiplie par Cos. p T + Cot. mr. Sin.p r ; on 
bien , divisC par Cos. p r - Cot. m T. Sin. p r. I1 ne sera pas akcessaire de 
rbpkter ce que nous avons dija dit sur la contradiction rnanifeste qui r 8 p e  
entre ces deux rhgles. Mais it sknsuivroit de plus que quelque valeur qu’on 
vouht  supposer A l’exposant p entiGre ou fractionnaire , positive ou nbga- 
tive, €a puissance (-m) P fut toujours et constamment une quantiti? rdelle ,* 

gt y~’en  aan mot, il n’existkt p~i i i t  de quantitds iinaginaires dans toute 
l‘&qadus de k’amlyse. 

45. Comment. se sauvera-t-on de ces contradictions? Dira-t-on que la fa- 
A r  

a 
cult6 a m I r  n’est pas. gknkralernent kgale a a m ,  multipliC par 1 + - + 
B r r  - etc. 3es cocfliciens A ,  B etc. &ant des fonctions de l’exposant m 

a a  

s e d ?  Cependant il ne paroilt pas qu’il y ait un seul thborCme de haute ana- 
tyee , qui ooit aussi clairement et aussi solidement prouvk que celui-lh. PI en 

est de meme de l’autre : (-a) m1-r =(-a> =+- etc.) : qui 

de plus en est une conskquence tr&s-naturelle en mettant - R et - r i la 
place de -/- a et + r. Dira-t-on qu’en comparant les deux thbordmee il ne 
densuive pas que le rapport des deux facultb [+ a) ml+ : (- a) m 1 - r  soi t 
identiyue avec celui des de& puissances ( + a ) m :  (-a) m ?  I1 p r o i t  bien 
difficile cependant qu’en admettant les deux thkor&rnes, on sc refuse h la 
conskquemc tree-Claire qui en dkoule natureliemen t, i moins que de suppo- 

ber que la sbrie 1 + - + ; + etc. ne fut pas kgale B ellc-m8me. 

47. Remontera-t-on jusqu’aux tlil.or+mcs eux-mhes qui llou8 ont aid6 A 
rkduire le rapport des sinus de deux angles au rapport de deux facult69 
exposant fractionnaire ? Dira-t-on , par exemplo, yne la tangcnte d’un an- 
gle quelconque m ?r n’est pas dgale B la facultk (+ n ~ >  * : 21-1-  1 , diviske par 
( & M ) a : 4 1 - 1 ?  Alldguera-tyon paur mieon tres-plausibte en effet , et padai- 
ternem conforme aux principeli gbnbralement regus de l’analyse dlbmentaire-, 
que 1it.fwxtltk (- m) 1 raZ--1- doit 6tre une quantit6 irnaginaire ayant.la mine 

A r  ’ B r r  
( I  + - a 

A r  B r r  
a 
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mtaineznedt ima@naire (-‘m),1*# * pour I’unkda et% deux facteure, et pout 
l’autre la skrie tr&r6elle 1 + - $- n-L’+ etc. ? Mais sans rhphter la d& 

rnonstration trds-rigoureuse que nous en awn8 donabe , l’on se aauroit cettai- 
nernent se refueer h adinettre un tldorhne, qui dans toutes ses applicationti 
ne mdne qu’ii dee rbsultate, exactee et justee. C’eet ainsi que pour trouver I& 
.tangelite de 7 2 O ,  nous aur6ns rn = $ 4  de idus on a dans le cas ob l’eqo- 
sant de la fkcultk est A =: - ; B = + & ; C =: -Jr 5258 etc. Cela donne 

(+ 2 :  5 )  *:QI+l = 0,4817638 ; 
(- Q :  5 )  l:QI-a 0,1565395. 

A. r 
a a a  

Le quotient des deux quantitds 3,07 76835 est la tangente de 72.. 

48. Seroit- ce enfin qu’en renongant A une partie de nos principes u& 
versellement adopt&, on sentit la n6cessitd d’en vcnir h une rdforme 
totale de toute notre thdorie des racines et des logaritliines des quantitds ntiga- 
tives? Pourra-t-on convenir que la plus griinde yartie des propositions qui 
les concernent, devoient &re absolument ind6niontraljlcs , de la msni6re 
dont on a essay6 de les dbmontrer jusqu’ici ? Jc ne Ecrois pas dloigl~b ’de 
croire en effet , que toute l’npplication que iioiis nvoiis hitc jusrlu’ici de  
notre theorie g6n6rale des yuissanccs , aux rscines et Iognrithmes des quan- 
tit& negatives , ne soit une coi~clusio~i a yarticuiuri  ti iiniversalr, qui ne 
devroit &re gu6ree excusable en faie d’analyse. Ce qne je puis iivancer cis. 
attendant avec la dernidre certitude, c’est qu’eii d+it de tous les PrinciFes 
g6nkralement adopt& ) dans tom Ies cas oh I’cxposant p a une valeur rdellc, 
p s i  tive ou nbgative , entihe ou fractionnaire , rationilelle OIL irrationiielie , 
la facult6 (-m) p I - 1  est toujours et constainment uiie quaiitit6 rt.ellc; quoi- 

qu’elle soit ouvertemeiit le produit de deux facteurs, dont l’un I +- + 
. B  - etc. est trds-certaiiiement rbel, et dont l’autre ( - 1 n ) ~  devroit &re unc 
in rn 
quantitd imaginaire , toutes les fois qtlc l’exposant p ,  suppos6 fractioimaire , 
eut un nombre pair pour ddnoininateur. 

49. Conform6ment aux principcs g6n6raIlement r e p s  la puissance (-- 1) = 
ne peut avoir en gknhal que deux seulee valetus ~.Ccllcs , savoir , ou + 1 

.oU - I 5 dans tous les autres cas elk n’aura que des valeurs irnaginaires. Je 
croie en avoir assez dit pour rendre cette tllkorie plus que suspecte; maia 
voici d’rnuot! wgumans encore II qui viemenc I’appui de inon assertioll. 

M 2  

A 
in 
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D’abord il rbpugne i toute id6e d’une l6i de continuitk, ainsi qu3k l’induction 
gknerale que nous prbsente , tout l’ensemble de 1’anFlyse , que la fonction 
(- 1)” doive passer alternativement de + 1 A - 1 , et repasser de - 1 B + 1, 
sans passer par aucun btat intermbdiaire. A quelque classe de fonctions al- 
gkbriyues qu’appartienne l’expression (- 1) X ,  il faut nbcessairement que 
comme toute autre fonction e lk  ait sa diffbrentielle , et ses diffkrences finks ; 
il faut que (- 1) + d =  diffkre infiniment peu de (- 1) E ;  et-que (-1) 7+Ax 

diffkre de (- 1)“ d?une quantitk assignable. O r ,  d’apres la thborie ordi- 
naire il n’y a ni l’un ni l’autre. La diffkrence fink de cette fonction ne se- 
roit assignable que dans un  nombre tri.s-born6 de C ~ S ;  ct alors elle seroit ou 
ziro , ou rnoins dclux ; entrd et (- I )  -t- 1 il y auroit un  vuide i m  
rpensc. QLiant a la clifffiren 
qui en fie conformant aux, iddes r e p e s  , soit en &at de nons dire ce que c’est. 

50. De plus, cetre thborie ordinaire ent ddfectueuae sous plus d’un rap- 
port,  Elle n’est applicable qu’aux sculs cas, ob l’exposant x est, sinon un 
nombre entier, du rnoins une fraction rationnclle. Mais que ferons-nous 
de (-- I )  4.. ? que cleviendra (- 1) dans l’infinith de cas, qui nous donnent 
pour exposan ts , des quanti& irrationnellcs,, exponentielles , circulaires , en- 
fin transcendantes quclconquee ? Ici les plus grands gciomhcres , en se con- 
formant i la thborie ordinaire , sont oLljgks d’avcuer ing6nument leur igno- 
rance; i t  cette ignorance, i I  faut 1 7 ; L v ~ ~ ~ r ,  ne fait pas trop ~ ~ ~ ~ i o i i i i e i i r  i 
1’ar~ a1 yse. 

51. Mais, objcctcra-t-on , ccttc tlikorie des racines imrtgiiiaircs ne nous a 
jamaie conduit jusyu’ici yu’8 des rhsultats vrais. et rigoureux : et dam cctte 
infinitk d’applicationu qu’on cn a fai t  2i tout ce qui youvoit h e  un &jet 
yUClCOlA(lUC’ des 1iauteS niatht.maticlucs, on s’est toujourset comtainmcn t retrou- 
776 sur la route miclue cle la \*&it6 et dc In prbcision. 11 e t  fort Iieureux sane, 
doutc que cela ait k t 6  airlsi jusqii’iri; ct cju’uric fjuite de thdorhies qui n’a- 
voient jamais 6th  prouvbs par la c”,mor~stration qu’on en donnoit , l’ait 6t6 
par l’bvknemen t. Summcs-nous bien certains d’8tre toujours kgalement heu- 
T ~ U X  ? Une suite sc principcs dont jusqu’ici on n7a fait aljplication qu7h 
cetie classe de fonctions trds - pardculi&res que nous nommons puissunccs , r:t 
;I Iaquell~ nous sommes accoutumbs de tout r6cZuire en fait d’analyse , me- 
nera-t-elle i des rbsnltats 6galement vrais, lorsqu’il qrlcstion de lee ap- 
pliqucr des fonctions plus ghnbrales ? P e u t - h  la suite de ce chapitre fera- 
t-clle revenir les g6oxpd trcs de ce tte heureuse shcuri tk. Nous y proposerone 

) 
de (- 1) 5 , i l  n’est pas u n  seul gkomBtre 



D E S  FACULZ’dS NUM$RrQUES* 6 t  
la eornx@ation-d%ne idrie trbs-siniple 4 ndPls -trou+eriine”thyen- de ddbire le 
probldme A des logarithmes de! facult&‘ A exposant fractionnaire , en observant 
de nous en tenir scrupuleusement aux principes g6n6ralement r eps  ; les 
rhsultats . absolument faux auxquels nous nous verrons dkvolus ,- pouverwt 
aux g6orn&tree qub ces mBmes principes , qu’ils avoient cru tr$s-solicie? 
pent et tr4s-universe1 ient bien loin de 1’2tre. 

52.  ~ o u a  finisson; suraiice que nous donnons d nos 
lecteura , que les doutes que nous avons dlevds , que les contradictions ap-  
parentes que nous avons rencantrdes , Ile retarderontnotre marche en atxcuiie 
maniere ; que malgrd cee: obstacles nous poursuivrons notrc ioute, et que 
.nous arriverons A des r6sultats constans et certaiiis. La bizarre 
.d’.une facult6 a ,  exposant frdctioaaaire base ndgative f f  ne 
cliera pas de la calculer 1 d’en trouver la valeur prkcise, et de nous en s e n h  
avec le plus grand avaatage dans le calcul d’une inhitd de quanti& traix- 
‘ccndan tes, qui avoient kchappi jusqu’ici A la sagacite des gt5om4tres. 

53. Une v6ritB trds-inipoqtante, et qui doit servir de base i toutes lcs 
recherclies qui vont suivre c’eet que le d6v0loppement ordinaire de la puis- 
saiice du binonie est applicable aux facultbs; et qu’ainsi cet illuotre th0o- 
I-i.me biaoniial , qui auroit scul suG peut-Ctre your iiniiiortaliscr son auteur 
n’est clu’un cas trh-particulier d‘un tliQor61ne ii~finimen t plus g613kral. Nous 
alloiis exposer ‘cette grande vt5rit6 dans tout l’ordre , et avec toute la clartti, 
dont elle pew &re susceptible. 
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avoir indiqud la route qui m8ne aux coGfficierie qui suivent; et qu'on 
trouvera parfaiteinent identiques avec ceux du binome de Newton. Comme 
on n'a supposk nulle part que l'exposant n est un nombre entier, on peut 
regarder la dhmonstration comme gdnkrale. Nous pouvons donc avancer , 
comme un des th6ortirnes les plus importane de l'analpe, que la facultk du 
binome peut Btre d6vlSloppde en w e  e&ie comy>o94e de iacultOs de mbtwmes; 

n - - r I r  f+-an-g n. n-1 I r b * z r +  11, n -1. n -a qn-SIr b 3 1 r 3 ,  telk que a n  

etc. etc. 
61. Ce theordme est sueceptible d'une infiiaitd de modifications diffbrentes, 

Nous donnerone d'abord celles qui dbpendent de la position dmt on p e q  
affecter lee quamit6s Ir , r , aincai que l'exposant n en les supposant ndgatifs 

QU positifs. Nous donnerons A ce dernier une forme fractionnaire, -. De 

plus nous diviseroiis gbnhralenient par c4n:n ~ r ,  afin que le premier terme 

1. s I .  1. 1 

m 
11 

I 
- 4 , )  ' 

- 
de la eerie ee 
suivants : 

The'or, I. 

Theor. 11. 

Xhebr. IH. 

Thebr. IV. 

Thebr. V. 

Thebr. VI. 

~ 

trouve rdduit a l'unitl.. On paxviendra aux huit. thhordmer 

Apes avoir expose cee tll6or&es .en gbndrd, nous auons examiner quel- 
ques-us dee plue remarquabl'ee d'entre l& cas particuliem. 
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0 R E M E. T ‘ H  
-n 

62. L’inte‘,gra,leJt m-’ e- d t ,  prise depuis t &  o jusqu’d t inJiui, est ;gale 
& la facuEre‘ 1 * ; n I t  divide par m. 

D E M O N S T R A T I O N .  
63. Cette proposition ne,renferme qu’un cas trits-particulier de no tre thllko- 

r h e .  VII. Divisant de  part et d’autre l’kquation de ce theordine par A - ry et  
Y f  

m m t IZ I-n - e- 1 B : n  
‘ m ( B + m ) m : ~ ~ - n  712 m+n -+ faisant r == n ) A= m + n , elle deviendra .I-.-- 

( B : n ) 4 Z - l  + - etc. La suppoei- 
1.2 (m+2n),  J . 2 . 3  ( . t+3n)  1.2.3. 4 (m+4n) 
tion de B infini fera passef les facultks de .B:n et de ,B+ m A l’dtat de puis- 

( B ; n ) Q i - I  - (B ; 72) 3 1- 1 

- 

i B : n  B B : n n  m m : n  I-n 
sances ; l’bquation deviendra alors - 

I ---------+--- 
m B m : n  m m.+n l . ~ ( m + 2 n )  

B+ : n4 + - etc. Ici , fdisant B == n 211, et 
* B3 ;‘n3 
c_I 

1 . 2 . 3 . ( r n + 3 n )  1 . 9 ,  3. 4 (m+44.2). 

multipliant de part et-  d’autre par in, on aura la drie - t m  - lrn+4 - 
_lll.-- - ; expression + etc. kgale it , 

1. P (m+ 2 n)  

I r n  m $- n ,&-,I ’ t m 4 - a n  nt m: 11 I -  n 
773 n Iw : n 1.1. 3. (172 + 3 72) 

: .) m : 11 I - 1 

9 absolurnent iden tique. avec -. Quant a la facultb ( m : n ) ~ : n  1-1 
.I m 

la remarque- hite en 3. la dduit h: 1 m l n  4 ’ .  D’un autre cBt6 la &;e 
t m  t m 3 - 1  - -- -j- etc. n?est autre chose que le dhvdoppement de l’intdgrale 
M m+-n 

R 

J’tm-k e-1 dr. Donc, cette intdgrale dans 1 ~ -  cas de t inGni, est :&gale 
1 m: it.z-1: m. . -Ge qu’il falloit debzonircr. . ,  

C 0 R D  1, L A  I R E  S. 
n 

6 4. L’intkgrale J t  m e-# d t e a t  un nombre en tiitrement ra tionnel , tOU- 

res les fois que rn eet divisib’ie par n. On-auraJt fin- a e - 8 ;J t - - . 
fraction ratiowellc , SI h est un nombre entier. 

- 1-2.3 .... h-1 n 

7 
+ 4 L - .  .n 
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66. L’iatkgraleJt m- 1 e- L dr revient h la quadrature du cercle , toutel 
4 q  les fois que - =: -. On aura gknkralement $1 m--l e- d t = -. Fai- 

. n  0 2 m  

sant ici m= 1, on en tire le rksultat remarquable Je - - I C  d t =  f VW. Ainsi 
Z’intlgrale de e- I t  d t , prise depuis t = o jusqu’a t injni  est egaZe a la rnoitii 
de la racine quarre‘e du rapport du diamdtre a la circonfdrence. 

67, La reduction de I’intCgraleJt *- * e - t  d t A la quadrature du cercle 

a encore lieu lorsque - = - + p ; p ktant un nombre entier quelcon.. 

que, positif ou nkgatif. Par cette supposition n prendra la forme - ; et 

n 

r m  m 1 

n 

m 1 

n P 
Om 

l + O P  
n l P I Q  r/ 

on aura gdnkralement l’intbgrale de t * - 1 e--f d t kgale ii Fai- 
2 P n  

n 3 p J 9  G/rr 
PP+‘ ’ 

I + “ *  

sant 112- 1 , l’intkgrale de e-C d t se trouvera gdnkralement dgale B 

toutes lee fois que l’exposant n est de la forme 
2 

R It n 
68. L’inthgrale J t ’ t * - x  d t  est Cgale i l’int6gralc J t m - 1  e-c df, 

dont les exposants 
servira B en trouver uiie infinitd d’autres. 

n 
69. &ant doiinde l’int8gralefi-c d t ,  011 trouve celle deJtm-le-r d t 

par une rdgle assez facile, toutes les fois que - est un iiombre entier, p s i -  

tif ou nCgatif, tel que p .  Car la premi&re intkgrale dtant &gale ri I I : n 1, I’autre i 
1 m : n Z i  

1 m : 11 1 1  ; 7r2, celle-ci sera donc @de i la premiBre lnultiplitie par _--_ 
n l . 1 l : n I i -  

13 

divisde par h. Aiiisi chaque int6grale/im- e-‘ d I 
nz , n ont une valeur ddterminde 
Cela est trop simple pour avoir besoiii d’exemples. 

P I  

m--r 

n 

n n 
gale $t nl - 1 e - 
facult6 1 

d t sera dgale h l’intbgrale /.e -.I d I 

I 

nlultiplike par 12 
P r n  P 

et divis6e par la puissance 72 . 
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70. Faisant l'application de ce thkordme au cas de n= 9 ,  on aura 

e - t t  d t  = va; 

e - t t  d t  = 
4 

8 '  

1 .3.  5 . . . *  2 l l l - 1  
et en gknkral 11 e - - ' t  d t  = Q m 3 . i  v r* 

n 
7 I .  La m h e  dgle s'dtend A I'intdgrale de t - m  - I e-C dt.  Ici in de- 

venant nbgatif , on aura p = - - ; et faisant -- -q, il faudra met- 

tre dam la formule prkckdente - q i la place de p .  La facult6 1 - Y I n  pas- 
saiit au dknominatcur , elle y deviendra (1-n) q I-n, ce qui se rbduit A 
( I  -q n) q I n  == (- m) q I n  ou enfin i t: m 'I I - n, en employant les diff6ren- 

ces positives. L'intkgrale proposbe sera donc bgale h celle de e - d t ' ,  mul- 
tiplike par -3- n f  , et divisQe par 711. * - n ;  le signe plus se rapportalit aux 
exposants pairs le signe moins aux exposants impairs. 

m + 1  m - l - 1  

n n 

n 

7 2. Paseant encore au cas de n t= 2 ,  on trouvcl-n 
f t - Q c - - " d t = - V r r r ;  
1 1 - 4  e - t t  d t  Z= + gVT; 

. eic. EIC.  cic. 

n 
Mais chacune des deux derni6res diff6re essentiellement dcJ t  - 1 e- :  dt6 
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Pour en sentir la diff6rencc, supposons nz == 1 et exxininons I’intdgrale 

J e -  1 * d r. Cett? facdltk passe au 
ddnominateur ; elk y devient o 1:lzI-r.  I1 ne faut pas croire que cctte 
derniere facult6 soit &gale a xc‘ro ; elle ne s’6vaiiouit que dans le cas d’iiii 

i 

n 
Elk sera kgile a la facultc! I - 1  : n 11. 

r : n l l  
exposant eiitier ; pour un exposant fractionnaire elle se reduit h (1-f) 

~e qui revient B (n - 1) 1 n I n  , clivis8 par n 1 : n. On aura donc 1 --I : n  I J 3 

n 
de mGme que l’intkgrale qui lui Cquivaut SC - 1 : t d t ,  Cgale h n 1: 

par la facult6 (n- I )  1:  n . z n .  

de I’ineCgraleJe - 1: 

divisO 

et clierclions la valeur 
divis6 par la facult6 

74. Appliquone encore ce thkor6me au cas n = P 

dt .  Elle se trouvera &gale ii r/ 2 

v2 1 1 : 2 1 9 .  Nous avons dhja 6valu6 cette facult6 ; nous l’avons trouvd -, 
v w  
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T H 0 R E M E. 
n 

76. L’inte‘grale: de x *B--l (1 - x r ,  d x , prise depuis x = o jusqu’a x = I ,  
est egale a- la facult4 r n 1 1  divisek par la faculte‘ BN+ I I r .  

D & M  O N  S T R A T I  ON. 
7 7 .  Prenons l’kquation du thriordme IV: divisons la de part et d’autre par 

m A - r ;  et faisons A = B  + r ; mettons de plus n h la place de -; noua au- n 
1 n n9 1-1 n31-1 + etc. Cette 

‘On’ B 7 1 4 1  I r  B B+ r 1’. 2 (B + P 7‘)-le2.3(B+3 r) 
dcrniere suite n’est en effet que le ddvkloppement de 1’intLgrale 

[z 

-3- - r n l r  ---- 

n - 1 ( I  - x r )  d x ,  prise depuis x = o jU8qU’g X = 1. Doric etc. etc. 
P R 0 B L E M E. 

78.  Dc‘termincr la valcur de l’intigrale de x - I ( 1  -x x> n-(x: I>. 
S 0 L U T I 0 N. 

79. Ayant ici r= 2 , et n - f au lieu de n, la formule donnera immbdia- 
p n-(i : (1) 1 4  

B n + ( i : Q ) I a  
p u r  valeur de l’intkgrale. La facult6 du numkrateur tement 

- - l ” I Q j / T  - se riduit P , : ~I ; celle du ddnomina teur devien t B 1: a 1 1  
1 / 2  

Commc n est un nombre entier, il ne reste que B 1: 2 qu’il faudra rk-. 
duire. La proposition 26 nous append A distinguer les deux cas, clc B ini- 
pair, et dc B pair. Pour le premier, l’int6graleJx:‘l 1’ ( I - -x  x )  n-(l:a) d x 

devient bgale 2i ----- -. -. Daqs l’autre, on aura T 

2 

1 h 1 2  1 n l n .  

2 11 I n  ( 2  -1- 2 /2) n J 2  

P R 0 I3 L E M E. 

S 0 L U T I 0 N. 
81. I1 n’y a qu’A supposer n nkgatif. I1 faudra encore distinguer Ies deux 

cas de B - 1 piir , et de B- 1 impair. On trouvera pour la solution du 
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Le eigne ~ Z U S  a lieu, lorsque n est un nombre pair; le signe minus rdpoiid 
h n impair. 

P R 0 B L E M E. 

' 

x B - l d x  8 2. Essayons encore notre formule glnirale , sur l'intigrale de 
I : n  BT' (1-x ) 

S 0 L U T IO N. 
83.  On tircra de la forinule donnde en 76, aprb avoir multiplib son 

; 

et rbci- 

1 - B n I i  
num6rrrteur et son dhomiiiateur par n 1 2 ,  prerni2remenr, 

6: (Bn+ 1) -I3)& 11 
ensuite, faisant passer les facult& du num6ratcur au dhnominateur 

.; enfin , substituant une diffdrence positive la ( B  n) BnT-- l  proquement - B. 0 B n  I -  L 

1 B n I 1  . On sait par le tlidor6nie bnoncC en PO, que B (1-Bn) n n l l  
nbgative > 

1 B n I l  Anp.  Bnrr --- est kquivalent i -+-. On en conclurra que l'intb 
(1-Bn)  B n  1 :  Sin. B n r 

gale proposde J x  est 6gale a . On en tirera comme 13-1 d x  n7.r 

( 1 - x  i : n )  B n  Sin. U II r 

R E  M A R Q U E. 
84. C'est ri ce trbpetit nombre de propositions fondanieiitales, que se 

rbduisent les deux immenscs chapi tres de Euler , de vdoribus iniegraZirim quos 
certis iantum casibus rccipiunt , et , de evolutionc intcgralium per produrtn infiriitn. 
I1 s'est donnd la pcine de rassembIer un tr6s-grand noinbre de tIibor&ines, 
concernant ces produites et ces inthgrnles ; et cepcndant il s'en faur de beau- 
coup qu'il ait dpuied ce que renfernle la seule formule que nous avons 
dnonci: en'76. On pourroit augmenter B volont6 le nombre de ces didorGmes; 
inais il n'en vaut pas la peine. I Au reste , press6 par l'objet principal de cet 
ouvrage j'avertis que je terminerai ici la premi6re partie de ce chapitre, 
COncernailt l'usage qubn peu t faire des facul tbs a exposaiit frac tionnaire , 
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et la. nkcessitk de les introcluire quoiqdil s’en faille de beaucoup cepen- 
dant , que nous 1’ayone bpLki6. Je me reserve de ddvdopper cette matiire 
dans un autre ouvrage, avec tout le dbtail  dG i la nouveaut6 du e l j e t ,  et 

applications de l’analysc; et je psserai  a la se- 
con& yartie ayant pour ohjet 1’Qvaluation d’une facult6 queIconque pro- 
pos& par des dr ies  convergentes i volontk. 

8 5 .  l h n t  clonnke la suite des nombres naturels , depuio I .  2.3. . . . jusyu’i 
nz indusiviinent , je dkclare que j e  dksignerai dorhnavant 

son importance d a m  

par m J i  
par m J 2  , la somine de Ieurs produits de dmx 4 deux; 
par i n J 3 ,  la sonime de leurs produits de trois u trois; 
par m J 4 ,  la somme de Ieurs produits de quatre d quaire; 

par m J n ,  la somrne de leurs produits de  n i n. 

la sotnnlc de cee nornbree; 

et gknkralement : 

86.  ConformCment ii cette notation la facultk a m Z r  pourra &re rbprksen- 
tke par la skrie a m +  172J 1 am-,? 73 + pic. 
Si Cettc Fii‘ttc~iltb r?. pour cxposant un nonibre entier et positif quelconque, 
cette E&rie sera firlie, ayant pour dernjer tcrme nt J (m - I )  , a r’n - I .  

tous le5 autres cas In 56rie sera infinie j niais la mhthocle yue nous ensej- 
gnerolJ9 de la rendre convergente a vo1ollt6 dam tous les cas, la rc.ndra 
tout aussi facile A marlier, que si l’cxposant dtoit entier et positif. 

87 .  Les cocficienS 732 J 772 In J (1324- 1) n z  J (172 + 2) eic. eeroiit tous kgaux 
zbro; et en gi.nkrdI on aura m J n = o ,  aussit6t que n-in sera 

ou @p1e A un iiomlire entier quelconque. I1 n’en cst pas de in2iiie 

ani- r -/- nz J n  , arn-9 7” -/- ni J 3  

ou bgale 
zhro 
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l'uni t6 , fac teur commun de tous les tcrniee ,pat les 1 puissances convenables 
de a et de r. Le coefficient ghnkral m J n  appartiendra toujours h a m - *  F *. 
Et ainsi des autres, 

go. Comine il est tr&s-ndcessaire, de connohre la suite de ces coefficiens 
au inoins pour les dix premiires facultks , nous les mettrone ici ; 
1' I I  = 1; 
1Q I1 1 3 -  1 ;  

1 3 1 1 =  I-/- 3$- 2; 

1 4  11 I+ G+ I I +  6 ;  
1.5 1 1  = I + ~ o +  35+ so+ 24 ; 
16  1 1  = '+l5-/- 85+ 225+ Q74+ 1 2 0 ;  

17 I * =  1+21+175+ 735+ 16a4+ i764+ 7 2 0 ;  

1 8  11 = 1+9Qf3 '2~+19Gof  67694- 131323- 13068+ 
19 1 1  = 1+36+546+4536+22449+ 672844-1 1 8 1 2 4 +  io+Sq+ 4 0 3 ~ 0 ;  

5040; 

1 10 11  = 1 +45 + 8 7 0+9 450+63 2 7 3+2 69 3 2 5+ 7 2 3 6804- 1 1 7 2 7 OO+ 10 265 7 6 

P R 0 B I, E A t  E. 
+3 6 2 8 80. 

9 I .  Etant donne' l'cxposant de la faculte', m , et l'exposant du ierme de la sirie 
n , de'ierininer le cokficient m J n , indebendamment -des cot$%iens prei.dder~is 
n z  J (n- 1) , m J (n- 2) etc. Pour rbsoudre ce probhne , il faut rccourir a 
l'analyse combinatoire ; elle nous en fourni t deux solutions difftirentes. + 

P R E M I E RE S 0 L U T I 0 N. 

91. Prenez l'kquation indkterminke q+ 2 r 3/+ 4 t + etr. = n. Rassem- 
blez en toutes lee solutions qu'elle admet en iiornbres entiers et positifs. 
Ayant deeigne R + q + r+ I+ t + etc. par A calculez pour chacune de' 

rn h I -  I 
ces solutions la valeur du produit . La 

l q l '  l " 1 C t c . 9 9  3 f 4 8 p t C .  
aomme de tous cee produits sera dgde au coefficient demand6 112 J n. 
93, On demande le co@cicnt du terme ~5 de la .fucrtlte' 1 8 I f  , ou 8 J5. Je 

prends l'dquation q + 2 F + 3/ + 4 t -+ 5 u = 5 qui me fourni t sept solution8 
diffdren tee savoir : 

q ,, r ,, s w b t  )) u . .. h 
. . .IO 

0 . * .  g 
5 99 0 99 0 *p 0 99 0 

3.3, 1 M 0 0 0 
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‘L 9) 0 9) 1 9 9  0 9¶ 0 *.. 8 
1 9 9  I 59 o 39 o 99 o . e .  8 
1 9 ’  0 9) 0 19 1 9 9  0 0 . .  7 
0 9% 1 w  1 9 9  0 $9 0 ... 7 
o 93 o ,¶ o 1 9  o 99 1 ... 6. 

DS deux premiers produi ts s’6vanouiront parce que pour ces deux produi ts 
A est plus grand que m. La somme des cinq autres sera 8. 7. 6. 5 .  4. 3 

4 2 2 z - + - + - - ++). Cela donne pour co8fficient demand6 
( a .  4. 4 2. 2. 9 2. 5 3.4 
13132 ; et tel est prhcidment celui de la table. 

S E C O N D E  S O L U T I O N .  
94. Aya.nt rassemblk toutes les diffhrentes combinaisons des lettres q r , 

u eic. en nombres entiers et poeitifs , qui kpuisent l’kquation indkter- 
2 r $- 3 [-J- 4 f + 5 U -f- me = 72 9 on calculera pour chacune 

s, t 
minke q 

etc. 
rels. 
donnera le s i p e  m o b  
sur les seconds sera &gal au coefficient denandk. 
95, Proposons le mime exempk, savoir 8 J5 ; ayani m == 8 ,  n= 5.  Les sept 

produits, dont aucun ne s’hvanouira alora, auront tows pour facteur corn- 
mun la facult& 3. 4.5.6.  7.8 ; elle se trouvera multipli6e par la sorn1ne des 

9. 10. 11. 18 9. io. 1 1  9. 10 9. 10 9 9 1 +-; ce qui 2.3.45.32 6.6.8 + 8 x + * , 3 6  2,120 6,  24, 7 S O  
fractions 

donne pour coGRicknt demand6 13  13 2 

E E M A R Q U E. 
96. J’ai propoek ces deux solutione en forme de lemme; je eerai oLligk 

d’en agir de m2nie avec la plus grande partie des thbordmee qui suivronc, 
pour ne pas g o &  le volume mal-h-propos et me dbtourner de l’objet 
principal que je me propose. J’ai donne la, d6monetration de l’un dans un 
ouvrage publib par Charles FrrdddricHindenburp.g, profeeseur de physique I’uni- 
vereitbde Leipsic, ayant pour titre ; Le thebrhm polynomial le plus important de 
iorlte l)andyse, etc. eic. La dbmonstration de I’autm n’mt encore publide nulie 
part ; ehe existe dam lea rnhi~~~ixes que j’ai ~ ~ V O Y ~ S  j! ce gkomdtre, et qu’il 

connue pour 6tre la sbrie hypergdombtrique des nombres natu- 
On affectera du eigne pZus les produits pour lesquels A est: pair; on 

ceux qui ont un h impair ; l’excks des premiers 

-_I_ ---.-- 

comme auparavan t. 

aura 
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ctc. ctc. et on aura pour la determination des cob'fficien2e 4 4.; 8 1 , ,.B a i  
C i , C 2 , CS erc. lea Bquations tris-simples : 

A 1  = 1 ; -  



rn-Q... m m--z....m+l 
-rnJ2=- B 1- B P ;  

1. 2.3 I ,  2, 3.4 

b loi tr4e-simple qui suit: 

A i  = 

E l  D1= =;  
j T 2 =  * 6D1+1D2 

E4.= 8 0 3  4D4 = 1260; 
E ? i =  gD4 = 945; 

E 3 =  7 D a + 3 D 3 . = '  499 ; 
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Gi = F 1 . x  3 ;  

G 2  = 8 FI + A F ~  246; 
G 3  = g Fn + j F 3  6 8 9 5 ;  
G 4  = 10 F 3  +4F4 = 56980; 
Gj = 11 Fp + 4F5 = 190575; 
G6 = 12 F.5' +. 6 F6 = 270270;  
G;'= 13 Is6  135,135. 
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Parlatablede 104~ i iaura  cemBme CoefficientBgalB 16. 15.14.13; 12,  11. IO, 

3- 1 / *  9. 17 +9.  8. 137 multipli6 par la somme des fractions 
2.3.&.5.,6.,'2 + 1 7  3 =  5 26 34 5 

9.8.7. 9. 8. 7. 6 9. 8. 2. 6, 5 .  -+ + -1. L'une et l'autre des deux forniules 

donne par un,calcul qui, n'est pas tr6p long, 1gy754ggo pour le coefficient 
demand&; pr&ckkbent tel qb'il be  trouve dans la, table de 106. 

273 6 . 2 . 4 . 6 . 8  2 . 4 . 6 . 8 . 1 0 . 1 ' 2  

L M M E. ' I .  
P Q ' S  

115. Le coc"Ecient du terme A B C D efc. de la puisaancd indbter- 

min6e d'infinitinome (A+B+C+D+etc.) est kgal A I I II ,I I Jl I . 
1 1 1 i etc. 

m Z i  
1 m 

m-p  I -  I 
7n Ou bien , en divisant de part et d'autre par 1 Q -- 

' 1  i 1 etc. erc. 
L'exposant 732 est partout 6gal ii~ la goinme des .exposants p+ q + r+J+ etc. j 

et la puissance d'infinitinome (A + 13 + C 3-0 + et<.) elle-meme est un 

x&gr++t ,cambiiaardire 6 ayant *pour terme 'ghcirai 9 1 1  j r i  9 

lee inconnues p ,* g , 7' , f eic. Qtant donnciesA par 1'6quation indbterininie 
p+q + r +  f + eic. ==in. 

^"  I 9x1. T I 1  A<!i 

rn s ,  

I m - P I - r  p q I 

m A Z? C eic. 

?l<, r' 1 - 1  aic. 

E- I$ Mi-M 'E I I. 
3 , .  * I  l n '  

1 1  6. Le co-$%cien t I dG t&me 'x - de 'la 'puissance' ' d'infinitinome 
c4 a Y 2 m 

(a*% + L x + c x + d x + eic.) est un aggrhgat combinatoire ayanr 
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I I 1. Le poijnornc a x + B $3 + c x* + ci x7 e‘tant suppod LdlevL ti Zit cinquidme 

On aura les deux &que- puissance, on demande le co@cient du termc x‘4? 

tions ind6tenniii6es ; 
v 3 - ( 1  + r +  f =  5 ;  
p + 3 4 + 4 , ‘ + 7 $ ~  14’; 

d’oh 1’011 tire la troisi6me B q 
en tout que trois solutions en noni’ures entiers et positifs 
trois cornbinaisons diffbrentes , savoir : 

3 i +‘67= 9.‘ Cette kquadonn’admcttant 
on n’aura que 

p ,) q 99 r 9’ J’ 
*1 9’ 3 99  1 49 0 

2 $9 0 99  3 v * o  
3 ,, 0 ,, 1 99 1 .  

Ces valeurs &ant substituCes dans le  tcrmt? gCn6ral dc I 16, on trouvera 10 
co6fficient demand6 Qgal ri 2 0  a b3 c+ IO aa c3 + Q O  a3 c d. 

n 
118. Le coGfficient du terme x dans la puissance d’infinitinome 

m 
(1 + b X  + c3c2 + J zf 4- crc.) est l’aggrbgat combinntoire, ayant pour ternie 

gCn6ral la fonction I ,,-: ; I  I , et pour 6quation irid6termiii6e 

9 + 2 r+qJ+ eic. = n ; la, lettre p dksignant dc plus la soinme des incon- 
Dues dan2’chaque combinajson y + r +/+ etc. 

119. 11 ’est surtout deux infinitinomes ? qui mdriterit une attention parti- 
culidre , par l’application heureuse qu’on peut faire du  thkor&me precedent, 
pour ddterminer leurs diffdrentes ~~uissances. L’un des deux est l’infiniti- 

* $  f ix-  1 

1 ‘ 1  1 crc. 

b q  c d etc.m 

dheignerai par Q. 
monstration ulterieure 

sur le rapport tr&- nature1 qui se trouve entre le coefficient du terine r 

dans le dhvlloppement de la facult8 1 , et le cciJ66cicnt du terine I 
dans le dbvbloppement des deux puissances 2”” .Q 

I , ’  

Cela dtant ,  j c  crois pouvoir avmcer sans aucune d& 
les quatrc tMori3mes qui suivciit ; iIs sont fondes 

n 

m I t  n 

j I’un et 1;a;ttre 6e 



(-m) J I , Z  ( -m) J Q ,  X' (-??z) J 3 ,  x3 
+etc. 

- -&C. m- 1 +m--l. m--.l m--..,. m-3 

@ 
.Q =I+-- m.4- 1 +m+ 1 .  mf?Sm+l .... mf.3 

m J 3 ,  x3 m J '2 'I 2% 
--PI 

-m rnJ 1 , x  Q = I -  

1 2  I .  Moyennant ces formules gknQales, les puissances de ces infinitonies 
W n t  par&& teinenc ddternindus , tant que l'exposant eat p03iti.f 6 et iious de- 
vons recommander au lectcur la connoissaiice des shies qui 1es expriment, 
et qui se rencontrent beaucoup plus frkpemment qu'on ne croit , dam plu- 
siews opkxations de haute analpe. I1 n'en est pm de m i h e  des puissances 

- ( n - m ) J n ,  x n  

M- L.. . . vi-n 
P - ~  , Q-"'. Le terne gkndral ctcr l'une cst ; celui dc l'au- 

tre ,5". Tant que m est plus grand que n ., ces fractions siiivenc 
m-i . . . .m-n  

€a loi ordinaire. Mais sitct que n devient kgal A m ,  l'eurs numkratrurs ct  

burs  dknominateurfi s'kvanouissent en m h ? e  terns ; er il faudra substituer 
aiors aux coiifficiens (n-In) .J*n et rn ,T n le3 r anor r s  diff6rentiels dc cee 
fonctions. La suite nom apprendra Q lcs ddtermiaer. 
'. 324. Jusqu'ki nous nous sommes occupks A d6vk.lcqq.m la facult6 donnQe 

1 , en une serie qui proc2ric se~o;l les puissances de f.  11 nous resee i 
m 

&jourlre le p r o b l h e  inverse, et de dbvelopper la ~ U ~ S S Z J I C ~  propo~be: a 
en une skrie qui proc6de selon Ies facul'rds de a , en s u p p a n t  une di&-ence 
pelconque. I1 doit y a v o h  nkcessairemeirt une euite de coc&ieas .A,., B ,  

m 3r 

m m I r  m--1 I r  m-z I r m-3 1 r 
G, D PtC. teIlC que u =a -A d r+  B a  r'---Ca. r3+ 
Dam-'  #-* etc. Ees deux thhdor4mes suivarits que R ~ B  proposons en 
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forme de lmmes, entlkiseanlt au l&teur le eoin de lee ddniontrer none ferout 
connohe la loi de C ~ B  co&$cisns qui eet m9ez s i n g u l i h  

T H ~ O R E M E  I. 
m 

123. La puissance a est &de a la somine dcs'.fucuks suioantes qielqre 

r n - 3 1 - r  3 
(3-m) J 3 ,  a t eic. Le terme g6n6ral de cette sCrie (a-112) Jtt  
ou (-NZ +n) Jn ii'est autre chow que le coijfficient du t e r m  r n  dam le 

dkvkloppement de la facult4 B exposant ndgatif 1 ; ainsi les COS%- 
ciens A ,  B C , D etc. que nous cherchons, sont svbsolument lee memos 
que ceux de la table. donilbe ci-dessus; seulement ils seront autrement disposda. 

124.  Comme o I n est 6gal a zkro , et (- I )  J n kgal i l'unitb , quelque soit 
n, il est clair que ,  I'exposant nz &ant un nombre entier, la sbrie qui ex- 

prime a doit Qtre nQoeesaireme,nt h i e  

- (m-n) z I 

m m - i  
ayant pour dernier terme a r  

T 13 fi 0 R E * M  E 11. 
- N I  

I 25.  puissance ti exposant 17&m$ (a - r) csi c $ d  a la S ~ I Y ' C  .suivnntc, 



X X d x  pour constater , la formule intbgrale f X d x = - 
(1 3i pitre prkckdent 

(1 - u"- U"'+ Ulv- etc.) et dont nous avons JiffbrC. de doniier Ia 
dbmonsuation jusqu'ici. On voit au  reste que ce nc solit que des cas tr2.s- 
particiiliers d'autree thiordmes infiniment plus g h h u x ,  don t l'usage est 
tri.s-frkyuent dans plusieurs: operations .de haute analyse. 

P R 0 B L E M E. 
/ m I r  

197. Reprenons encore le debe'loppement de la faculte' 1 en forme d~ &e 
1 + A  r + B r2 $- C r3 + Dr4 + etc. et recherchons la loi , d'aprb laquelle cha. 
cun de ses cot.@ciens doir lire de'termine' par ious ceux qui le pre'ct?dent. 

S 0 L U T I 0 N. 
m I r  m' I r  

128. On a gbndralement (a m r )  a = a (a+ r) Donc , aymt 
rn Z r  m m-1 m--9 ' a  m - 3  3 

d'unc6tk a = a  $-Aa r+ B a  . r + C a  r +tic. il 5'en- 

suivrayue(a+mr)a =Fa +(?+A) a"' r + (m A + B) am-' r' + m I r  m + i  

3 (m B+ c) am-* r + etc. De l'autre , appliguant le tlidor2me binomial aU 
rnIr  m I r  

dkvkloppement de la facultk (a r) on aura a (a $- 13 am* + 
m - 1  P 

A 4- B )  a l+Y- 7' ,+ 
r + ctc. eft. 

tn-a  3 

m. rn - m 

b + A )  a .+(  ,,+ 
("' 

- 1. m-,2 m- I .  m - z 
1 .  2. 3 -c- -1.-5- A + m--2 1 B + C) a 

$galant enfin les coefficiens des deux c6tGs, on aura 
m. m--r 

m-1.m-2 

a b  8 

A=-; 
1. 2 

A+";:;T;-' 7 2 B= 
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m-a. m-3 B+ m--.1;;-3 

m-3.m-4 
1. 2 1. 2. 3 

m-4. m- c 

m.. , . m- 3 
9 '+ i. a. 3, 4 * 

B+ m--r*'m--q A+ m***-m- c-t- m-2*'m-4 

3 C= 
1. 2 

i 
1. 2. t. 4. c 

m.. ,m-5 
1. 2. 3. 4 

4 D= 

1. li D f m - 3 e * m - - 5  11. 2. 1 c+ m-2* 1. 2. * 3.  m-5 4 B+ 'n-1**'n-5 I* 2.13.4. 5A+Lz.3.4.5.68 5 E =  

I 19. Faisons imInddiatcinen t l'npplication de ces th@or&mes genCraux au 
cas le plus important dc tous; celui de rn infiniment petit. Mettons d m d 
la place de 7n ; et  coniiiie alors tom les coij'fficiens auront ce d m pour fac- 
teiir, et que d'ailleurs ils seront tous affectds du signe moins, ddsignons 
imr -u d m , -p d t i l  , - y d m , - $d m etc. les valeurs particuli6res , que 
les co6fliciens A ,  B ,  C, D L'IC. xegoivent dans lei cas de d rn , inis i la place 
de m. On aura les byuations suivantes : 

1 -  - a; 
3 j u - - Q p ;  1 -  

$ = & - 3 P +  3 7 ;  
$ = & - - 4 p +  6 y - i  4 8 ;  
i!= & - ~ ~ ~ - 1 o ~ - I o d \ + 5 t ;  

CL - 6 p  + 15 y - 20 d' + 15 B - G <; cic. ctc. et; 7 -  
1 -  

130. Faieant le calcul des quantitds ob, f l ,  y , S eic. conformhent A ces 
formules il se trouvcra que toutes celles d'un index imnpczir , savoir a, y 
E ,  g, 1 CCC. sont 6gales h zero, except6 le premier &, qui est (?gal A f ; et que 
toutcs cclles d'un index pair, t d e s  que /3, d', 5 ,  $6 x eic. soiit alternative- 
ment positives ct negatives. On aura enfin 

@ = + &J 

d' = - -:..* 
5 = + r-• 
3 =  - sa;j; 
= + ,r* 

p = 2 6 9 1  

F = + 2s;  

110 9 

a c i  9 
I 

X 3 1 5  

327G ; 

pic. etc. eic. I 

131. Les nombres a, P , 8, 5, 3 tic. ne sont done autre chose que Ies 
mrnbres de BetnouZli ; ce qu'on pouvoit d6jii voir par la fonne des Bquatione. - 
On p u t  donc donner la proportion suivante sou9 la forme de 
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D E F I N I T I O  N, 
132. Les nombres de Bernoulli sent ce que deviennenl les coiflcicns geiiei.arcr 

m J I m JJTP IRJ 3 ezc. duns le cas de m TO ; divise's par xe'ro , et &eciPs du 
sigw oppose'. 

134. Le nombre de Bernoulli qui a pour index n n'kiant autre chose quc 
-0  In --+- pourra donc atre considhrd c o m e  aggrkgat combinatoire, ayant pour 

'dqvation indkterminke Q + 2 r + 3.r+ 4 t $- elc. = n ,  et pour terme g6nCral 
0 

A - 1  Ir 

'nIi M - 1  11 

1 1 1 eic. Q 6 1 1 ~  etc. 

1 1 
o u 4 .  ' I 1 1  r1- - - -  9 1  3 

la lettre p ddsignant la soinme des inconnues q + r +J+ t + cic. dam cha- 
que combinaison en particulier, et A &ant &gale i n +p ,  ou a n+q+'r+ 

134.  Le prcmier usage que nous allons f a h e  de ce6 nombree , ce  era de 
simplifier les Cquatiom raEp3rtCes en 128 , d'oh dCpend 1'Cvaluation nuin@- 
yique de toute facult6 proposdc B exposant fractio~innbe; en rkduisant ccs 

hquations A la rnoitib des tcrmes yu'ils contienncnt , plus un. En combinant 
A'grg ccrtainc mani&re , les kyuations de 1 n8 avec cclles de 1 2 9  on rcn- 
centre les bquations suivantes , q u i  mii t  plus simples de nioi ti6 : 

m J i  m-i  
--a ; 

m. m 4 r-m-tr 
2, m S P  m--1 m 
m - - l , m t i  m4- i  1 

3 ,  m J 3 m-1 m - I 
P,m J I  j - - aim JQ ----- 

m-2.mC1 m t l  1 

J+ 2 + fie. 

- - - - _ _ _ ^  I t~,mJi----rJ; 

- 
4 ,  m J 4-n1- 1 m - 2  m....m-2 --- a,m J3-- n,rn J Q -  6; 
r n - 3 . r n 3 . 1  m+I 1 I. a, 3 

m-I. .m-3 
6,m Ji ; 5 ,  m J F in-i m- 3 - ---d,m J4--, P'.mJ3 

1. 9. f m--q m+i rn+l 
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135. Quoique cea,.kq,nations soient beaucoup plus simples que celles de 

128 , en ce qu’elleie ne reniermeat que la ‘mo%B des e rnes ,  elks ne solit 
pas cependant exemptes de difficultbs, dans les cas surtout , oh l’exposant 
rn est un nombre fractionnaire, Ces difieultds viennenr de la rbduction dee 
fractions , qui dds le quatri6me terne .ont des dknominatcurs trb- conpli- 
quks , cc qui rend l a  erreurs de calcul presque inkvitaples dam la pratique, 
J’ai donc imagind uiic mkthode , moyennant I~ciuelk tozzte la recherche des 
codliciens 172 J 1 , nz J P , mJ 3 PIC. est rkduit i un pur calcul de nombres 
en tiers, quelque puisse i? tre d’ailleurs l’expsaut de la facul tB. Je m’en vais 
communiquer aux gbomit tree lee rdskl tats be mon travail., 

136. hinsi , &ant prsposte une facult6 A exposant ft;rctionnaire quelcon- 

que n , dont il f m t  dktcrruiner les cocfficiens de la m a n h e  la plus 
siinple et la rnoiiis sujette a u r  erreurs , j e  cioinlueaee 8’abord par dCteriniiier 
In  suite de nombres entiers M , A ,  B ,  C, I) , E CIC.  en employant B cette 
fin lee &quatione suivaatee : 

H=- lit (n-m) ; 
A =- 3’ (n-m)? + n ( n t r n )  ; 
B =  A+2 n(n+m) ; 
C =  5 ( ~ z - m ) ~  B- n (n+m)X (SA+ 2 rill); 

I)= 3 C- n (n+m)X(noB+ Q 4 n n ) ;  
I.$=: 7 (n-n)’ R- n(n+m)X(35 C- i 4 o i z n A -  So 724); 
I:== E- n (n+rn)X( 14 D- 9 8  12 TZ  B -  480 724) ; 

G =  
H= 
I z= 

r n :  n I1 

3 ( b n ~ ) ’  F- n (n+rn)X (7E- 294nn c+ 1680n4Aj- 1008 n6); 
5 G- n (n+rn)X(40 F- 784 n1 D+22400114B+ 403~on6);  

1 i (n-m) a H- n(n+in)X(165 G-1868 n2 E+io880n4C-665180n6A 
- 403‘200 nY). 

13 7. Le calcul de ces nomhres est tr8s-facile dam tous les cas ; oe son€ 
des nombres entiers qui ne supposemt aucune rkduction. Ensuite, on 
$aura plus qu’i leur joindre k s  facteurs et les dknominateurs convlenables 
pour en faire lee cocfficiens demandks. On se ri?glera d‘apr@s la table suivmts:. 

7n - rn (n-m)  
i ---I -- 

n P n n  
m (n-m) m A 
n --j, a3 3 n+ - J21= 



88. 

m J 3  = 
n 

m - J4 = 
n 

m - J5 = 
n 

m - J6  = 
R 

M e J7 = 
n 

m - JS = 
.n 

m 
n 
- Jg == 
m 
n 
- J10= 

8 I n  
(12- in) m (n-), H ;  

216 37 53 7 %  nI8 
F 9 

138. Moyennant ces formules , le cdcul des co&ciens gknhraux, dah5 
les cas les plus compliquks , se trouvera rdduit a" la plus grande simplicit6 ; 
d'autant plus qu'i1 n'est jamais n6ceseaire d'aller jusqu'au dixihme coijfi- 
cient . et que dam la plus grande partie des cas OD p u t  s'arreter au tin- 
qui&me. Quelques exemples kclaircirons cette m6thode. 

m I 

n - 2  
139. Soit - -- . Ayant m= 1 72-2, on trouvera ill= - 1 ; A=+3 ; 

B =  + 13 ; C=- 63 ; D=- 135. i g  ; .E'=+ 5 5 .  237. On aura donc 

genkral l'eqression de toute facultk ayant f pour exposant. 
rn 

140. Soit T=$. A y a n t m z 3 ,  n=5,on trouveraH=-6; A=+ 28; 
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63 1'3 1 7 .  28 1'4 +154. 2pp 1'f 

.--- . Telle est l'expreesion g6nQale de toute 
+-j6- 5 8  
facult6 , ayant 5 pour exposant. 

141. Enfin , voici Ies d6veloppcmens des facu1tt.s 1 exposant fraction- 
dam lesquelles les dbnominateurs de ces exposants se trouvcnt entre naire 

les limites un et six. 

r 10 11 7 7  
, 3'J 32 rF - etc. .*..... + 7 r3+ 7 rl- 3 I r  

1 =1-- 

1 0 2  
rT -j- ctc. 7'4, ---..-- _I_ 7.3, - (I 7' ra 7 28 

. 39 311 
2 L 1 -  F - k  3.) + 37 

P R 0 13 I., & M E. 
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P R E M I E R  C A S .  
143. Suppomns a et r positifs. Prenons B volonth un nombre entier quel- 

I ,  ’, ou bien, 
n I r  m 2 r  

m 1 r - a  ( a + n r )  conque n. Nous aurona en vertu de G , a - 
(a 4- m r> 

n I r  

, multiplih par la skrie 
a / a + n  r ) m  r m l r  __ -- 

n i r  en faisant -- = u , a - 
a + n r  (a$- in r) 

(1 + A  u+ B u u + C u3 + etc.) 
volontb , le probldme est rbsolu. 

Cette derni8re sbrie &ant convergente h 

S E C O N D  C A S .  

144. Supposons a et r nbgatife. Dane ce cas la forniule qu’on vient de 
m 

donner renfermeroit le terme ( - a  - n r )  ; puissance de nombre nkgatif ii - 

exposant, au  inoins fractionmire, peut $ire irrationnel et mcme transcen- 
dant. C’est un icueil qu’en attendant il conviendra d’bviter. Le inoyen 
en est facile; il n’y a qu’a supposer n iibgatif, IDonc , prenant B volonr6 

un nombrc quelconque entier n, et hisant - v ,  on aura - r 
71 1‘ - Lt 
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son premier ternte ;I L,OOOOOOOW 
le sccond . + . . , . . - 0,013888888 
le mis iche  . . . . , + 0 ,000096~50  

Ir qwriPrne.. . . . + 0,000006698 
k cinquiPme . . . . - O,OQOOOOQ~$ 

le sixihnie . . , . . . - 0,000000026 

9 

1 
g 1 1  

somme de la sbrie 0,986214136 = S. On aura donc I - 

Telle est e11 effet ~ V T ,  6ans qu’il y ait l’erreur d’un dans la IictlviCrnc 
dbcimale. 

E X E M P L E  11. 
; I - ’  

146. Si 1’011 demandoit la valeur de (- 1) , la formule de 1 4 4  fcra 
n l r  

voir que c’est tin infini d u  premier ordrk ; ayant pour ddncminateiir(r--a) ; 
c’est-i-dire , une Facultc! dont la base est zCro; ct doiit l’exposant est tin 

nonibre entier. Cela est conforme i la forinulc cloi~nde en 3 9 ,  savoir, 

tang. rn T= (+ m) ’ Le cas particulicr de I I Z  =z 1 , donne 
I I -  1 
2 

?. I 1 

: (- ni) . 
:I1 ; I - -1  

ici o = 1 : (-1) ; ainsi cette clernihe fttcult6 doit Gtrc un infiiii 
du premier ordre. 

E, x E nl  P L E 111. 

pretions h tel que a -f- n r devienne ui i  cube parfait ; ainsi , faisant n = 7 
m 

on aura n r )  = 2 ; et u =’z. Ayant de plus A == - 1. * B = o ; V’ 

1,000000000 

- 0,013888888 
-k 0,oooooo I36 
+ 0,00000893 I 

- o,~aooooo~0. 
M r  
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Sa somme sera donc 0,9861 20 139 =S. Cela &ant, 011 aura pour expression 

- 

3.6. 9.12.15.18.21 -- 2 5; ce qui revient A 13 11.13.192 39 s de la facultk demandbe II. 1,10,13.16.11,22 

ou l i e n  0,892979513. LTelle est la valeur de 1 p1 , ou bien de I’intCgrale 

l e - ’  d t ,  qui lui est &gale. 
3 

E X E M P L E  IV. 
$ 1 1  

148. Proposons la facultk. 1 . Ayant R = 1 r z= 1 , m = prenons 
ZL= g , ce qui donne a+ n r= I 0, u t  L La table I nous fait  connoPtre les 

coefficiens gdnkraux de la facultd: savoir A = - -. B= + 2;; C =+ 916. 
. Calculons d’abord la sbrie. Nous 

IO‘ 

3 2 5  135 
2’’ 

17 .  89 .117 / D= ---; 39- 307 a=--- 
223 28 

aurona 
1 r  1,000000000 

.B u” = + 0,000122070 
C u3 = + 0,000002060 
E uF - 0,000000007 

A U - O,OOg375000 

D UQ = - O,OOOOOOI+~ 
Somme de la sthie = 079g0748(~80. L’expression de .J facult6 sera Cgale it 
4. 8.12.16.20.24.28.32.36 3 2 4  Q 2 5  10?:4s 

i o  S: ce qui se ddui t  i -- 
7.1 1.1 5.19.23.2 7.3 1.35.33 3. 5. 7. 11.  13.  13.23.31.’ 
Achevant le calcul par logarithmee, on trouvera 0,91906242 p u r  la valeur 
de la facult6 demandde. Divis6e par 3 elle l’ait couno’itre Z’ilitBgrale 

[ t z  e-‘ di; on la trouvera Cgale A 0,30635414. 
i 
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3. 7. 1 1 .  15. 19. 93. 27.  3 1 .  35. l/ 39 
5 .  9. 13. 1 7 .  11. 25. 29.  33. 3 7 .  facultk elle-rn6me en devien'dra S; ce 

2' 

25'. Achevant le calcul par logarithmes on 3q9. 713. v 3 9  qui se rkdui t A : o. o7 
trouvera celui de la facultk. &gal A-  1,86903,jz ; la facultti clle-in+ne 0,739669. 

E X E M P L E  VI. 
I 5 I - I  

150. Voyons h prfsent la facull6 (-$) ; ce qui nous otligera ii reve- 
iiir i la formule de 1 4 4  ; ICS lettres a ,  r ,  7 1 2 ,  A ,  B ,  C, D , E etc. retenant 
les niernes valeurs. Prcnant i volontd n=io ,on aura I-- a=:, 1-11-111 I=- t ;  
v= .I Lee cinq preiniers terines de la suite 1 --A v + B V V -  CV' 3- tic. 

doniieront 1,013395588 &= S' ; la facult6 elle - m2ine cleviendra 

--- S' j ce qui revient encore i 
I .  3. 7.  1 1 . '  19. i9.  21.  27. 3 r .  35. r/ 37 

-.I_--- -I---I___ 

, 1. 5. 9. 1 3 .  17. 21. 2 5 .  29. 33. 37. z 

S'. La facult6 sera absolumeiit la m&me qu'nuparavant ; seu- 
399. 7 1 3 .  v 3 7  

2 2 1 0 .  1073 

lement elle sera affectke d'un signc contraire , savoir - 0,739669. 
13 I. Comme le quotient de ccs deux facult& doi t esprinier la tangente 

de $7r ou 135' e11 vertu de 39 , il est fort nnturel , que ces deux facult& 
soient bgales entr'ellcs , mais affectbes de signcs contraires. En gknkral , comnie 

IL I +  1 h I-1 

doit 6tre (?gal au rapport des deux sinus, Sin. 7nw: Sin. (m + A )  'A, on en 
conclurra que ces deux fncultCs sont Pgales entr'elles toutes les fois que 
2 ~ n +  /1 est un nonibre entier. Si ce noinbre est impair, elks scroiit affectbes 
du m8me signe ; s'il est pair, elks auront des signes diffdrcns. 

en 'vertu de 36 , le quotient des deux facultds (+m) : (-772) 

; I1 
152.' On peut employer la facultd (3 : 4) , pour trouver la longueur - -  - 

de la courbe dlastique , rkprCsent6e , comine on 

: intkgrale qui en vertu de 76 se r6duit 

facultda , (3 : 4) : (1 : 9 )  . Coniine cette derni6re 

d X  
f I/ (1 -x4) 

;?I i l l  

1 
on aura la longueur de la courbe Blastique ,.en 
1 I1 

I/7 , 

sait , par l'intdgrale 

au quotient des deux 

multipliant la facult6 

(3  : 4) ' par r/ rr O n  la trouvera donc par un cakul trds-facile , Cgale B 
1,3110284* 
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E X E M P L E V’IL 
f Z+l ; I - 1  3 53. Voyone encore les facu1tt.s (-+ 1 : 5 )  et (- 2 : 5 )  . Nous 

n c n ~  eer~irons pour la premi6xe de la formule de 143 ; et prenant A volont6 
n= 9 ,  nous auro, s u = 4‘5 ; et les coefficiens A R, C eic. Ptant encore 
les m6mes , lee cinq premiers terines de la skrie I$- A u+B u u +C u3+eic. 
donneront .5’ = 0,986796321 ; la facultk e l l e - m h e  devant 8tre &ale i 

11 faudra employer la formule de 144 pour trouver la seconde des deux fa- 
ce qui donne u = &; nous aurons 

S’= 1,014631698 pour somnie de la shrie 1 - A v +  H v v -  Cv3 + 
eic. Quant a la facultk elle - m2me , comme elle doit &ere 6gale B 

{ c d t k s  ; et prenant encore n = g 

3 x 8  d e u x  facultds seront donc absolument r6elIes ; la premidre &ant 
0,4S I 7638 4 et la seconde 0,1565345. 

C’est cxacte- 
merit le logarithine de la tangente de 72’ ; et elle doit I’Gtre, en vertu du 
t1,korkne 6noncC en 39. 

155. Dans tous ces exemples nous voulions avoir la somme de la. &ie 
1 4- A u + B u u+ C 113 + eic. jusqu’h ncuf dbcimales ; ce qui ~ O I I S  a 

03l;gri: d’en calculer cinq termee. si l’on veut se contenter de sept deciina- 
lee, l’on aura assez des trois premiers termes ; et certainement deet tout ce 

qu’on-put exiger d’une mdthode d’approximation. Au reste , nous allons 
voir que si le calcul d’une facuIt6’queIconque i exposan t fractionnaire 
,n’cst pas diircile , celui de son logaritlime hyperbolique est encore ipcompa- 
raJ~lement plus facile. @oique nous purrions trouver I’expression gCi>kra]e 
d u  logatitlime d’une fjcultk yuelconque par les mdthodes connues, nous 
prklhrons cependant de suivxe une route absolument nouvelle et beaucoup 
plus g&n&rale que toutes les inbthodes de sommations qui ont dt6 inventfea 
-j 11 s q u’i ci . 

, dam /e cas d’un exposant iifininienr petit, vst ekalc d 
1 - ( a r  + p r*‘ -k Sr4 $- [ r G  4- 4 rB 4- err.) m. Le9 ~~Efic ic i i s  tL, p , 8, ( ctc. 
Zsont les nomlmv de B(Jrnoulli, dbtermini.9 en 129, Cornmo ces iionibres 
8ont ce que devienneiit ICs  co6Eciens gdnbraux M J 1 , 711 J .z , 7 7 2 ~ 3  etc. 

151. I,a diffkrence des deux logarithmes donne 0,4882239. 

m T r  
1 s ~ .  Lafaculie’ 1 
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dane le cas de 712 iiifiniment petit, le thkorZme n'a besoin d'aucune d& 
moiistration ul tkrieure. 

15 7 .  Comnie la sgrie aLr + fl  r' + d 1'4 + C r6 + 4 r* PIC. se reiicontrera f r b  
queiiirxient dam ,la suite, j e  la Jkiiigncrai par A r i A ktant le Zsinbda grec 

iiiajuecule. On aura donc dam le cas d'un exposant petit I = I  -7n A rJ 
158. La f a c u k ' a  , e'iant +ale ci a 1 , dwicndra dani le cas d'un 

Dam le cas ob a seroit la 

111 I r 

til Z r an t n Z r : a  

I' 

U 
exposant infiribnentpetit I + r n  (Log. a-A->. 

base du systdme 11yperlolique , on auroi t 1 + 7n ( I  -1. A -). I' 

(1 

IN 1 r 
I 59. La dfldreniitlle de la faculte' a , ( 1 1  faisaitt varier son cxposant m, 

nr I r  r 
est &$e a a d ~ n  , inulti'diipar Log, (a + i n  I.) - A -- , Ce thboriime 

u + m i -  

(mi+ d m )  Zr 
est fondk sur ce que la fxultk h exposant Linome a , est &gale, 

m I r  dat X r 
en vertu de 6 , B a 
le probldine suivan t. 

(a+ n z  r) . Cela &ant , il nous rcste Q rdsoudre 

P E 0 13 L E Icl: E. 
nz I r 

]Go. L'exposaizi de la faculte' 1 passanr'a I'e'iat 772 + d n i ,  de'terminer les 
variutions qu'm rcyoivenr les coifleiens gehehux in J 1,  2 J z , in J 3 , etc. 

S O L U T I O N .  
m r r  

161. Comme la  diffbrenticlle de cette facultk est Cgale h 1 
r 

d i n ,  inultG 

conmengons par r6duir.e cette dernihre plit: par Log. ( I  4- In r) - A - 
foiiction en s6rie , disposke d'aprds les puissances de r. 

(172 - a) r ; 

i + i n r '  
Elk deviendra 

- (I r n  in- ol. m 4- p) ra j 
-b (5 7123 - ama + 2 7n /3 - y) 1'3 ; 
- ($ 7nQ - am3 -+ 3 map - 3 7n y + 8) r4; 

-1- ( f  TYZ' - a in4 4- 4 71i3 /3 - G YIP y + 4 r n  8- E) 1'q ; 
1 6 2 .  Pour dotiiier ?i cette sdric line forme plus eimple, dCsigiions 
pari??! 1 , la sotnme des termes i m m - cc in; 
Ilaraf c , la soinine dcs ierrnes -; i n 3  - am=--/+ ~ 7 n ;  

1 ar 
par M 4 , la 6oinme des termee + rnq - oc m4$-4 prn3-6 ~ 1 ~ + 4 $ r t t ;  

3 , la somme des terrnes a 9n - a 1n3+3 p 1?2'---3 y rn ; 
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eic. efc. La fonc tion Log ( 1 + 77t r) -A - deviendra par ce moycii , 
bgale P (772-a) r - ( ~  i+ I”+ (M 2- r) 7-3- (N 3+ 8) r4,t ( M  4-E) 7-7- eic. etc.’ 

163. En multipliant cette suite par I ou 1 + m J 1  r+m,J .2 ,  rz+ 
m J 3  7-3 + m J 4 ,  7-4 Jr ctc. ctc. les coiifficiens du proguit des deux s&es 
feront conno?tre sur le champ, quoiyue sous une forme tr&s-coinpliquhe en- 
core, les accroisseinens que prennent les coCficiens, par la variation de 
l’expos’ant. On  trouvera 
d(m J I )  : d7n= m-a; 
d ( I n ~ 2 ) :  d m e  (in-.j ~ J I - ( N I + - ~ ~ ) ;  
d ( r n J 3 )  :din= ( ~ ~ - ~ L ) ~ ~ J J I - ( ~ I ~ - P ) M J I  + ( M 2 - y ) ;  
d ( m J 4 ) :  dm= (rn-c~)1nJ3-[N1+@) ~ J ~ + ( M Q “ Y ) ~ J I - ( A ~ ~ + S ) ;  

r 
1 -t- mr 

m Z r  

d(772J5) drn= (m--cc>mJk-(Ml+p)mJg-k (M?-’.V)lnJ2--(M3+8) 
m J I + ( d l  4 - e). 

164. 1 es deux considkrations suivantes doiineront i ces expressions 56116- 
rales une forme beaucoup plus siniple. Pi-einiPrment : les quaititcis N I ,, 

2 ,  AI 3 , &I 4 etc. ne sont autre chose que les sornmes des puissances des 
nombres naturels depuis 1 jusqu’a 772- 1 incZiisir*eine?~i. Nous crayons inu- 
tile d’en donner ici la dhonstration. TGus le; livres 618mentaires de haute 
analyse nous ayq)reiiiient que la, somine des puissances des nonibres natu- 
r e ] ~  est susceijtible de prendre la forme d’une skrie, disposbe zap& les puis- 
sances du dernier ternie dont les coefficiens sont ceux du binome dc 
Newton , mu1 tipliks par les nomLres conskutifs de Bernoulli. 

165. Secondctnent. Comnie le3 coeTciens de la facult‘& 1 
m l r  , savoir n t , / i ,  

m J 2, m J 3  etc. ne sont autre chose ql ie  les somines des produits dcs no111- 
bres natiircls, &puis J juxju’A in - 1 r‘nclusiveme.nt, il doit donc exister entre 
les quaiititis A I  I , M 2 , M 3 etr. d’un cGtQ, et les coEfiicicns 172 J 1 , 
7n J ?  , in J 3  c!c. de l’autw, cctte m h e  suite cl’dcjuittions, qui a lieu g h @ -  
ralement entre lcs cceficions d’une 6cluation cludconque, et lcs sommes 
dcs puissances de leurs racincs. On aula donc : 

m J 1  = Hi; 
2 ,  7nJ1 = m J i ,  M i  - J f 2 ;  

3 ,  m J 3  = m J 2 ,  M I  - t n J l ,  A l z  -1- M 3 ;  
4 ,  m J 4  = m J g ,  A f 1  - 1n.12, M2 4- ? ) 1 , ] 1 ,  M 3  - Mq; 

f1C. etc. 
16G. 



I 67. Ces mihies rapports diffhit icls des cbac iens  gendraux , savoir 
J (m J I )  d ( i n  J Q )  , J (m J 3) ctc. nous serviront dkterininer des forinules 
gknbrales de soimia tioii pour tous les ordres. Pour faire entendre ce qui va- 
suivre , j c  dkclare que je ddsigiierai poi y une vaviable quelconque ; par .r , 
sa diffkrence finie, supposkc constaiitc; par Y, iY, ,Y, 4Y cic. des 
ibnctions analogucas de.y Y - 7. I 3)- 2 Y - 3 7; Y - d i  7’ etc. qu’enGn je  ferai 

A Y = Y -  1 J7 ; 
aar= Y - - ? , Y +  ,Y; 
A 3 Y =  I y - 3 , Y + 3 , Y -  . a  Y *  , 
A4Y = Y 7-14 lY.+,6*,Y-d.4 3Y -+ 4Y; 

n.n - 1 n. 11 - 1 . n -2 
dc mani8re que & Y‘sera &gal h Y -n I Y + - 1. 2 J- 

1. P. 3 3Y-k 
n,. . .n- 3 
-I 4Y-eic. I1 suit iinm6diatement de cette formule, que l’on, doitavoir 

1. 2. 3 .4  

A“’Y = Y+ ,IT+ iY+ 4 Y - + ~ t ~ .  = zKY; 
A-” Y ,= Y+ 2, I JT+ 3 Y-{- 4 3 Y-1- 5 4 J’+, ?tc. = 2‘ Y; 
A-3y JT-1-3,Y+- C , , Y + - I O , Y ~ ~ ~ ~ I ’ - ~  c’~c.  = x3Y; 
A - J ~  Y+q ~~7+102~+203Y-~-3~ 4Y+ tic. = 2;QY; 

CIC. eic. et qu’ch $&-a1 les soinmes d’une foiictioii quelcanquc , de tous ICS 
ordres, ne sont que des diffkrcnces i exposants nbgatifs. 

168. Les @quatiom g6n6ralcs qu’on vient de donnes ont besoin d’an 110111- 
brc de *constames arbirraires , Cgal i l’ordre de sdminniion, pour devenir 
complettes, Ellee prcndront alore la forinc suivantc : 

M’ 



tic. eic, I1 faut observer que 3 les consmtes A , B, C , D eic. &ant dispo- 
See8 ,: emmme on voit, par facult& de y les constantes de la derniere dyua- 
tion aont les mBmes que dans les dquations prbcddentes. On Ieur donneroit 
vllre forme plzls simple , en les disposant par puissances de y ; on auroi t alors 
Pr= y3A+y1B +y C + D ;  mais alors-les constantee A ,  B, C 
ambient de5 valeurs diffdrentea et particulihree dam chacune de ces bquations. 
169. Supposaiit la diffbrerrce r infiniment petite, et paaant a 1'6tat de 

vriiie diffhrentielle , on aura 

170. Enfin, pour mettre de l'ordre dane Ies formules qui vont euivre , j c  
me servirai des marques TI, P, Y'", rzf' etc. pour dbsigner les rapports 

1 
eignerai de meme par 'r, "T, '"T, IVY etc. les intkgrales succeesivee~f T d y  , 

171, Cela &ant , je crois pouvoir proposer sans demonstration les proposi- 
tions suivantes, dont la premiere est le sirhple 6i.loncd dtl th6orhme de Thy- 
b r ,  et dont lee autreb sont de8 CdiIfdqUenCes nbce~sair'ds et immbdiatea de 
ce th6orhrue. Je les tike de Euler, calcul dflreiriiel, pdrtir 11, $. 56. 



179. On vo;t dvidemmen,t, que lee coefficiene nudriquee de cee skies 
sont identiquement les rn&mee que ceux des facult& A exposant nCgatif , 
qui ont btb rapportcis en 1 1 2 .  Cela ii'est pas citonnant parceque les uns et 
les autre8 doivent &re les diffbrencee premieres, secondes , troisibmes , qua- 
tridmes etc. des puiseancee des iiombqes en progression naturelle , i , 2 ,  3 ,  
4 5 etc. Ai&, le terne general de ce8 CoGfficienti dtant (-- rn) J n , on .en 
tire le thCor6me gbndral qui en suit : 

T H g 0  R E M E, 
m I 1  

1 7 3.  L a  dge'revce d e  I'ordre 7n, ou Am Y , est e&Ze d I , multip&e' pqr 
la se'rie Ym- (- 172) J I , Y m - 1 - f -  (-m) J2 , Y m - Q  -(- m) J 3 ,  Y*-s-+ 
(- nz) J 4 Y m  - 4 - etc. Ainsi donc , pour avoir l'expmwion trds-ghkalc 
de C" Y, d'un ordre de soinmation quelconque, on n'aura qu'a supposer 
712 nQgatif, et inettre -  it a, la place de m. I1 eii rbultera le theoreme 
suivant : 

T H & 0 R E M E. 

m -4 m--n 
nz J4', Y. 
Le premier termc dont le numbratcur s'bvanouit $era done i n  J m  , Y; l'au- 
tre 111 J (nz + 11, Y'; le troisidme n t ~ ( m  +;z), Y" etc. Tous ces termes sont 
sueposbe nvoir pour ddnorninsteur commun la di@rsqf@He dy ; ainsi', sub.. 
stituant a la place des coeQjciens gbnhraux J u z  .TP 3 (1124-1)$ mJ(m+2) etc. 

les rapports diff4renciele de ces vp%dsles, et inultipliant .ces term@ successi- 

Y+ etc. L e  thdorhme gbnciral de cette suite est doiic m J n ,  

N Q  
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$829 Y" 19 Y"' 
CiC. - -- '375 y' 

+--5,,+ 5040 112  

176. Ces skrics ne sont vbritableinent Gnies, que dans les cas o h  les rap-+ 
ports diff6rcntiels Y', Y", Y'" ctc. dcviennent quelque part dgaux A z6r0. 
Heureiisement il n'est pas nbcessaire 'qu'elles le soient , parce que quel- 
qu'jnfinics gu'elles soient, l'analyse iious prdsente des inoyens, de Zes rendre 
convergentes A volontd. Nous ne pouvoiis rnieux Cclaircir ceci que par le 

logniithine i n h e  dc la facult6 a , qui est popreinent 16 but, vers lc- 
yucl aboutissent nos recherches. 

m Z r  

P R O B L ' E M E .  
m - t . r t  Z r  

1 7  7. Deicmiiner le logarithm hyperboliqtie de 1u faculic? (I 

S 0 L U T I O  N. 
178. Ce logarithme &ant 6gal i la somme des logarithines suivants: 

~ o g .  a + Log. (a $- r )  . . . . . +Log, (a + m I') ; In lettre m sera propremen t la 
variable du probl~hne gdnbral , qui y Ctoit ddsignCe y , et qui dans le cas 
prcisent a pour diffirence l'unitk; de plus, aymt Y=Log. (a+ 712 r ) ;  il y 
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r4 
4 (a+m r)4 ’ yrv= - etc. efc. Quant ci ’Y, ou JY d y ,  cette inthgrale 

a + m r  
e 6wa 6gale B (: -/- m) Log. -- -. Enfin I’in’tCgrale devant s’bvanouir 

r n ~ $  1 I r  
pour m = D  on aura Log. hyp- a e r n +  (+:)Log.+( rn+i+:) 

D F I N I T I o N. 
r 7’ 179. Je me sers pour la premiere fois de la notation r- l? I1 

quo; sert ici la lettre gracque gamma. Jc &Clare done 
que j e  dksignerai gknCralemeiit par r y la sCrie 0 y + 5 Sy3 + f r y +  54y7 + 
as ~ 5 ’ + + ~ p y ~ I  -f- etc, les valeurs absolues des noinbres 0 ,  3, C, etc. &ant 
toujours celles que nous avons donnkes en I 29. De plus, comme la suite nous 
apprendra que cette fonctioa a besoiii d’une dhnoinination particuliere , 
your ne pas faire de nom noweau, je dirai simplement le gamma de la va- 
riable y o  
~80. Le gamma de xe‘ra est donc xe’ro lui-mhme. Lc gainina de -y est &gal 

an  gamma de y , pris en sens contraire. Quant aux gamma des autre8 nom- 
bres a ~e sont pour la plupart des qyantitbs transcendantes d’un‘genre entid- 
rement nouveau. Dans de certain; cas particdiers ces gamma sont r6duc- 
tibles aux logarithines hyperboliques , dansd’autres A la quadrature du cercle. 

m e i f r  
celui de a+ In r ,  on trouve ce- 

a’ a +  mr’ 
Teste i expliquer 

18 I .  Otant du loqarithine de cz 
a a+nz r m I r  

lui de la facult6 a ex~irimk Par -.rn+m Log. at(m++-) r Log. 7- 



/3r d’t.3 ( P  $747 

a J Q  i a l  
tiori du problhme Be prbsente d’elle-m&me ; la suite - + 3 g 3 + ~ +  - +etc. 

r r3 T(  tf 

1 9 0 :  360 ru66ay ib8oar ou--- +-- - +a. 6 tan t tellemen t convergcilte alore, 

que see trois preiders termei, suffisem pour en trouver la valeur jusqu’a 
neuf d6cimales , &fie qdil  y aic l’errmr d’un dans la dernihre chiffre. 

S E C O N D  C A S .  
r 

184.  Dane tous lea autree cae O+I - n’eat pas une fonction frae-pethe a 
compris inthe ceux oh  il exckderoit un noinbre quelcoiique , on se servira 
de la mdthode suivante. On choisira i volont6 un nombre entier que’lcon- 
que nt; j e  le prends orclinaireinent 6gal A 7 ,  8 ,  ou neuf tout au plus. On 

r 
calculera le garnma de la fraction a + , qui eera toujou$e plus petite que! 

m l r  1 r r r 
m a 
-, quelque soit la qtramitb-. Ensuite on aura r; c r r  - b g a  

a + m r  
a + m Log. a + (nz - f -+ ;) Log. Ainsi le gamma de la 

r r 
fraction servira i trouver le gamma de la fraction proposke;; iI n’en 

coutera que sept ou huit logarithmee hyperboliques , qu’il fitudra ajouter 
ensemble. 

185. La supposition de ?=: 1 donne B cette rdgle une forme plus simple 
ni Z r r sane qu’elle 6te rien A sa gQnQralit6. On aura 1 T r = I ’ K r -  7n-Log.a +, 

(m-; ++) Log. (1 + m  r). 
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Donc-9 Aog 10 = ~1,87455838344 ; 
12,do I 82 7 48008 ; 

I1 restera 0,072 73090336. 
Otez 

Reste ti dhterminer le g a m m  c k  &. On trouvera presque sane calcuI : 
eon  premier terme = + 0,00833333333 ; 
le .second - - o , 0 0 0 0 0 2 7 7 7 7 7  j 

le troisihme = + 0 , 0 0 0 0 0 0 0 o ~ g ~ ~  
- 
- le quatrithe - - o,0noooboooo6; 

On &a r,r = 0,08 106146Zi79 ; sans qu’il y ait une erreur dans la dcrni2re 
dkcimale. 

Prenant A vo’lontk m = 8 , on aura 

Log. 8 0 1 .  Nous laisserons au lecteur de faire ce calcul qui est tri.s-facile; 
ii  trouvera r J O O =  1,43p07$6-  

$88.  En suivant la mkine route, et prenant 7n= 8 , on trouvera le gamma 
de 1oa00 6gdl i r igg-8-Log. ( I O O O ~ .  20001.300oi. ~ ~ ~ ~ ~ . ~ o o o ~ . ( J ~ o o I .  
‘70001) $- (8 -;+ i&$ Log. 80001. Ici on  sera obligb d’ein~~loycr lcs logn- 
ritllmes vulgaires , et de inijltiplier eiisuite par 2,30258 5 .  Si l’on vcut sc 
horner sept dbcimales , on n’aura bcsoin que des deux premiers ternles de 
la skrie de gdmina. 

189. Gknkralernent, si r est un nombrc tr~s-grand , on trouvcra le ganzinn 

de r d &-p I.”.& kgal  ,i 3 Log. -. Le guminn d’Un nombre vkri tablement 

infini est donc infiniment grand, mais il e’en faut de beaucoup que ce soit 
nn infini du premier orclre. C’est ajiisi que l’unit6, suivie d’une ccntaine 
de zkros , n’auroit pour gaiitina qu’un nombrc trbmkdiocre &gal A 1 1  4,2 103 

&-peu-pr&s. 
190. Voici la table des g a m r a s  des douzc preniicrs termcs , de la progrcs- 

187. Proposons le gainma de 100. 
rroo =r ~2 Sox -8 - L ~ ~ .  ( 1 0 1 .  ~ ~ 1 . 3 0 1 .  401.  501. hO1. 7ul) + ( 8 - z  

On trouvera r 10000 = 3,687 1950. 

7. 

27r 



k 05 

T H a O R E M E .  

i g i .  Le gamma de l’unitk, ou I’ I , est egal a i - f Log. 2 1 ~ ;  

D % M o N s T R A T I o N. 
2. P 4. 4 6. 6 f in .  2n 

192.  Considdrone la produite e fi 57. . . . EHe 2n-1. a n + i ’  

n re 
a Ayant dtimontr4 en Q 1 que la facult6 i QPn ( I n  

est Lgale i n l ,  

(1 r (2R+1) 
a n l r  n n f i  n’est autre chow que 1 , divisd par 2 1 cette expression se reduira 

. On sait que cette produite continuhe Q l’infini , 5 i n 1 1  4 

94n ( 1:)  4 

(1 1 (2nS-1) 
. w  
2 

donne la moitid du rapport du diamhtre ii la circonfdrence, ou 4 71; Ainsi-. 

est ce que devient l’expression , dam le cas de n infi- 

niment grand. 

Q4 n ( 1” 1 1 )  4 

I ,1 

8 (1 1 (Q.+ 1) 

n Ilr 
193. Prenons lee logaritlimes des, deux c6tes. On tire de 181. Log, I =; 

n 1 1  
grand, Log 1 f> Log. (72 + I )  - r I. On aura de m h e  

Log. 1 = - Q n + (2 n 3. i) Log- (2 n + 1) - I’ 1. 11 e’ensuit que 
Log w - Log, P = - Log. II 4- 2 $- Log n- Q r 1 - Log. (P n+ I). Mais 
dam le cas de n infiniment grand le logarithm de 2 n + 1 ne diffdre de 
celui de CL n que d’une quaiititd infiniment petite. L’iquation prhcddente 
rkduira donc ii Log w = - Log. 2 + 2 - 2 r 1 ; d’oh l’on tire r I = 1 - 
I;: Log, 2 7rr On peut donc dire que lee logaritlimes de toutes les facultds 

= - n +- (n 
4 N Z l  

0 



106 CHAP, 111. .’ANALYSE 
n l  I n 

l 

bles . dependent en quelque sorte de la quadrature du cercle. 
9 .  de meme que ceux dee in tC.grales/t - l e - d t , qui y son t r6duc ti- 

T H ri, o R E M E.. 
1 - Log. 2 

194. Le gamma de deux, ou 2 ,  est’igal a -- . Car appliquane 
2 

la formule de 18 1 au  cas de a = 1 , r = 2 , m = 3 , on trouvera le logarithme 
1:.1 I n  1-Lop2 

&gale 8 -  - I ’ 2  + ri. Or, ledit loga- 
2 

de la facultk 1 

2 

T 
rithme doit etre nkceseairement &gal A la moitik de celui de -. D’un autre 

c6t8 , on vient de trouver I’ 1 = I - H Log 2 T. Rliduction Elite , on aura 
r 2 &gal ?I la moitii? de 1 - Log. 2. 

195. Le premier de ces deux thkor&ines nous faisant connoitre le gamma 
de un, le second celui de dtux , l’on voit que les g~zrninas de toutcs 1t.s 

I 2 fractions de l’une des deux formes gdndralcs- ct se rdduisent i 
in+ 1 ‘2 in -/- 1 

1 -  Car on a I‘ - - m e  pure addition de logarithmee hyperbolicluc~s. 
111 -1- 1 

na I r  
197. Je reprends la formule r r -  qTr=  r -?n- Log. I +(3-7n-I> I 



DE s FACU E T ~ S  NU dar QUE s -xu7 

- - -m; et rnettaiit partout -- -in ii la place de n, j'au- 2 2 

r r faisant 12 

9 - n : r l ~  
Log. (- 1 - m I'). 

-($ ++) Log. (- 1) ; Bquatioii , laquelle moyknnant lee rdductiona en- 

seignbes au commencement de cc chapitre, se rkduit Q 2 r ~ ; + L o g g ( - l )  

Enfin , faisant m = o #, j'aurai Q 1: r = ---Log r 1 

2 Q t r I r  

-(+ + +) Log. (-1). 

198. Voili donc 2 I' I' rkcluit aux logaritlimes de5 nombres nkgatifs. Ces 
logarithmes doivent ndcessairement se dbcruire 5 et il n'est pas diacile en 

cffet de lee faire sortir du calcul. Faisons pour plus de siniplicitk , y+;=p3 
1 1  2 s - - -- --q. r - + r 2  

1 1  

Ayarit alora ; =: p + q , l'fiquation deviendra P E' r 

I - p Log. (- I ) ;  qui sc rriduit preinihrement i P I? r=-+ 
p c E 9 l r  

Log. (- 1) 7. 

199. En 6e conformalit ici aux priiicipes gkllkralenient r e p s  des nombres 
P I r  p 1 - r '  

nkgatifs , la facult6 (- 1) 

iiiultiplih par la puissance (- 1) . 
doit ecre parhitement identiqqe avec a ? 

P 2 r 
On aura donc P I' I- = r - + Q Log*; 

p I - r  p i ? - r  . La facull4 1 sc rkilwisant naturellcment 7 I =  4- Log. 1 4- Log. 1 

P I r  11 I r  \IJ Z Q  
(1 - q  r )  , Cgale A ( r  : 2) , qui se rbduit encore ri i , Inultiplib 

P 2 r 
par ( r :  2) , l'expression se rdduira donc i z I? r = - + (y + (I) Log. 

r 



Io8 
200. On eimplifie 

p = q + I ,  on doit 

CHAP. IXL ANALYSE 

encore cette expression , si I’on fait attention qu’ayant 

avoir 1 - (:) 1 ; ce qui rCduit enfin l’expres- 
P 1 s  - 9 2s 

2 2 m Is r =  , I’on aura J? =;+m - rn Log. (I rn + i)+Log. 1 ; 
2 m + r  I 2 m + 1  

expression ddbarrasske de tous 8es logarithmes de nombres nkgatifs ; expres- 
sion qu’on a trouvCe en suivant k cet Cgard, avec la plus grande rigueur, 
les notions gdnkralement regues sur les logarithmes de ces nombres; et ndan- 

Log. 4. moins entihrement fausse. I1 y manque - -- , la veritable expression 
2 

2 1 -Log. 2 rn f a  
m-7n Log (2 m+ 1) + Log. 1 . J’avoue 

2 
6ta;lt r 

, 2 r n + i =  

franchcment que toutes lcs peines que j e  me suis donndes pour trouver Ia raisoiz 
de cc paralogisme, ont e’re inutilils jusqu’ici; J’aurai infiniincnt d’obligatioiz au 
gebrndtre , qui voudra bien me l’indiyuer. I1 me semble qu’elle tient Psstwielltment 
a notre the‘orie des puissances fractionnaires et des Iogarithmcs des nombres nega- 
ti-$ , et p e  le thebrime Log ( -a)  =Log. a -+ Log.  (- 1) , malgre‘ son exirbnt 
epparmci de simplhite’, est encore b$n loin d’ltre rigoureusement Je‘monirc: 

T H k o R E RI E. 
n 

f i n - n - 1  - t  
20 1. Le logarithme hyperbolique de l’infekrale J t  e d r ,  prise 

Log. 2 T + (p + rn - 4) Log.,(p $- 7n) depuis t = o jusqu’a t inftni, est egal a 
m I i  

+rr+G- 1 
(p + m) -Log. ( p n -  n) p : rn ktant un nombre entier 

quelconque entihrement arbitraire. 
( E r  -1)I 1 

grale susdite est &gale A . 
p n - n  

thkor&mes d&jA connus. 

Ce thdorhie est fond6 sur ce que l’intk- 

Le reste est une pure application des 

E X ’ E  M P’I ,  E. 
4 

202. On dernande le Idgar i fhe  hyperbolique de l’irifekra/e f i’ e- t d t .? Ayallt 
ici n = 4 ; p n - n - I = 2 ; on trouvera p- 1 =$. Ensuitc, supposant le 
nombre arbitraire rn kgal’h 8 , le logarithke de l’in tCgralc demand& se rOduira 

. .  



DES F A C U L T ~ S  NUM&RIQUES. ‘99 
en vertu de la formule, B r & - y - ;Log. (300. 437. 891. 1519) 

. En voici le calcul. 

Log. 39 = 3,663561646; 
37 Log. 39 = 135,551780907; 

a&g. zr +. 3 7 Log 3 9  
4 

2 L o g  7r 2 92Q89459772 ; 
Soinme = 137,841240679 ; 

Divisec par 4 34,460310170; 
D’autre part: ?$‘ = g,75ooooooo; 

Log. 300 = 5,703782475; 
437 6,079933195; 

Log.151g = 7,325807503 i 
Somine = 33,65i8676uo. 

Otez cette soinme de lapremibe, il reste - 1,1gL557430. Reste ?iya jo~-  
ter le gamma de la fraction &. On trouve 

Log.  891 6979Q344117 i 

IC premier terrne = + 0,0085470 IO ; 
le second -- 0,0000ozgg7; 
le troisidme = + 0,oooooooog. 

On aura ilonc I?& =1 0,008544022. On en tire le logarithme hyperbsr 
lique de  l’intkgrale propode = - 1,183013407 ; aon logarithme vulgaire 
dgal i 9,4861231105 ; l’intdgrale elk-m&me 0,30635414; ce qui rkpond par- 
faitement i la solution doni1C.e en 148. 

P R 0 13 L E M E. 
Qo3. Les quantite‘s a ,  m , r e’tant fractionnaires , irrationnelles , ou ircmscen- 

conime on voudra, de‘ierrniner le logaritlime hyperbolique de la facuhe’ danies 

(+a lml+r  
S 0 L U T I 0 N. 

204.  Le prohl6me peut dtre regard6 comme rksolu par la formule gbnbrale 
de 181  ; et il l’est en effet. Mais elle renferme les gamma des deux fractions 
r r .-et , qu’il faut determiner sbPar6men.t par la solution donnee en 
a n + n i r  
1 8 4 ,  et qui exigent l’introduction de deux nombres arbitrakes entiere. 
Ainei , prenant A volontd deux nombree arbitrakes entiera h ,  k, qu’on 
pourra choisir entre six et neuf, et qui peuvent aussi Qtre bgaux entr’eux, 



Q IO CHAP. 111. ANALYSE 

r 
+ r  a +  m r +  kr’ a - t h r  

-r 



DES FACULTBS N U M ~ I Q U E S .  1.1 1 

7nl-7 P I r  9 Log. liypcrb. (-4 =-p+q-m-Log.(r-u) +Log. ( r - m r - a )  
l a  i a  
2 r  2 r  

~ ~ ~ - - - ) ~ o g ~ r - a ) - ( ~ - ~ ~ - - - - )  Log& r-1r1 r-a) 

r r +r--r 11 r -a 4 r - r n  r -a 

E .X E M P L E, 
1 
-,I-1 

208. On dcinande le loga~ithine de la facult6 (- 2 : 5) ? Ayant u=f ,  
r= I > m=$ > et prenant i discrdtion p = q= 7 , la formule susdite se r6- 
iluira -$$-Log.  ( 5 2 7 .  2501) -Log (1196, 576. 3 2 ) + ~ $ L o g .  %-f$Log6 ’  10 

€omme des deux - 1,353446401. 

Pour. kes qunniire‘s negatives : 
Log. 61= 4,‘ 108738642 ; 

Log. 1,8082887711; 

L0g.r 1 9 6 ~  7,0867379345; 
Log.. 5 7 6 ~  G,356107OGo7; 
Log. 32= 3,4657359028; 
Somme =~8,8432873S8; 

Log. 101- 2,3025850930; 

66 Log. 66 =11,9347058899; 

I1 faut y ajouter - 4 $-I?$; - I?;;. On 
trouve par un calcul tr@s-facile, r ~=o,oinG16662 ; et ~~p=0,0136,~9056. 
On aura donc pour logxithine hyperbolique de la facultd. proposde 
- 1,854478795; pour logarithme vulgaire g,l(j46101; la facult6 elle-nii?me 
sera 6gale 0,1565345; ce qui est conforme la solution donii6e en 153. 

R E M A R Q U E, 
203. E,n coniparant dnscmble les solutions ciiscignCes en 141 ~ 0 3 ,  206, 

dont la premiire sert .i trouver la facult6 a , et done I’autre mine au tal- 
CUI de son logarithme hyperbolique ,*il est bien certain d’abord que les sdriee 
I ~ - A u + B u u + C U ~ - ~ C I C .  de m$nieque: 1 - - A v + B v v - - C v 3 +  eic. 
6011t bien moins convergcntes que la eerie qui fait conno?tre les gamma des 

m I r  

r r fractions - -~ attendu que les deux premiers tennes de 

cette skrk donnent la valeur cherchde jusqu’8 huh dkcimalee de pri.8. D’ail.. 
a + h r  a-/-nzr+ kr’ 



l l B  CHAP. IXI. . ANALTSE DES RACULTBS NUM~RIQUES;  

leurs ees eoefficiens eont constants; .on a toujours ry = X-,- y3 + erc. tan- 

dis que les coefficiens A 9 B ,  c, D de la premiere sdrie sont t0US fonctions 
de l’exposant de la facult6 et qu’h l’exception des douze cas dont noue 
avens donne la table en 141 il faut toujours faire prhalablement le calcul de 
CeS coefficiens dans chaque cas particulier. I1 est donc rkellement beau- 
coup plus facile de trouver le logarithme hyperbolique d’une facultk propo- 
@be, que de trouver immddiatemeiit la facult6 m6me; et c’est ce que iious 
aviom d6ji avancb en 155. 

P R 0 B L E M E. 

12 360 

Q 10. Trangormer le logarithme hyperbolique d’une faculre’ propose‘e , en une 
s,+ie qui procdde d’aprc‘s Zes puissances de’croissantes de m. 

S 0 L U T I 0 N. 
211. I1 n’y a qu’i dkvelopper la formule g6n6rale de 18g. On trouvera, 

1 ’  * 
r C C 

m I r  a en faisant - = c 7  Logs =mLoga-m-I ’ -  +(m+c--$) Log. -+ c 

1 +-  m 
1 

c- 

m m  

m3 

m4 

1 +- 
T -- 
t +-- 

?El5 

1 - -- 
mG 

C c c  ( --+-;-) 
( P C - 7 f 7 )  c c  c3 . 

c3 

3 s c  

c6 c7 
eic. eic. etc. 

5 cc 106c3 

(,+ J -+ 3 P c5 -fi+z) 
R E RI A R Q U E. 

21 2. Voilh donc le logaritlime hyperbolihue d’une facult6 proposke trans- 
formbe en une shrie d’autant plus convergente , que l’exposant m est un 
grand nomhre. On en tirera facilemcnt , si l’on veut , le th6ordme trds-connu, 
par lequel le terme moyen de la puissance du binome (1  + I )  Q n est la 
somme de tous les termes 2 Q n, comme 1 : V R r e  TCZS soni Zes principes ana- 
Zytiques, dont nous aurons bcsoin dans le chapitre qui suit, ayuni pour objet lcs 
r&racrions approchantes de thorizon. 



C H A P I T R E  Q U A T R I k M E .  

Rifractions qui approchent de l’horizon, 

P R 0 B L E M E,  

1. ,&a dflrentielle d X q a n t  x - a pour un de ses facteurs , et c dJsignaiit 

quelque irds-petite fiaction , on deniande la va intigrak,de e . dx2 &rise 
de maniire qn’clle ?ei)anouisse j o u r  tine &e 

x: c 

I i. qui d@re yeu de~a.  

S O L U T I O 
2. DQsignons par .K ce que devient X , lorsqu’on y suppose II: 7 a ; et 

introduisoile la nouvelle variable t , telle que et= K - X .  De cette &qua- 

‘tion nous tirerons x en puissances ascendantes de t ; nous aurons x= B t + 
mc3in m e s n  rn --I 

C t  + D t  f- 

( m + 4  C f  $- etc. ; et la di;ff;8ren tielle pro- 

m 

+ etc. Cela donne d x = d I, inultiplit. par tnz B t 
rncf.(?l-l m $ s n - i  

+;(In +‘!a n> ’D t .  
x : c  --c m-I rncEn-1 

poeQe deviendra e e, * .  d t ,  hqltipkit.5 par 772 B t  + (In-tn) Ct + 
rncEzn-1 

(m+ 2 4  Dz + etc. L’intBgrale du probl$ine sera donc rkduite aux 

int6grales de t e d t  ; t e . d t etc. prjses de ma1iih-e qu’ellee 
s’iivpiiouissent pour t 7 ,o.~ ,Cses iiit6gralee ,a’d tant plus inflniment graiides 
et de plus ,‘ les coefficiens B ,  c,, 0, ezc. dqvantr forber ‘me  suite t&s- cotit- 

vergeiite par la condition m6me du yroblhine IC but qu’on se yroposoit , 
est reinpli. 

3. La coilstante i njoiiter ddpend de la valeur cle X ,  qui doit fairc &a- 

iiouir l’intdgrale J c d x. Suppoeons qu’elle doive ~ ’ h a n o u i r  pour x& b , 
valeur dc n: qui pkr la condition du,problthne differ& peu de xz=; a ,  et d& 
signons par L ce que devienc X lorsqu’oil y kut 2 z 6. S t  dc plus 

rn--1 - t  ? n * h - I  - - c  i 

c 

x :  c 



114 CHAP. IV. R ~ ~ ~ A C T I O N S  
m+lp l -x  - e  m-a - T  

m + n - r  - -T  
(m + rc> C J t  e t i t  + eic. - m B J T  e d T -  
(m+n) C J T  e d T- etc. 

4. Dans cette formule les intkgrdee sont prises de mani4re qu’elles-s’kva- 
nouissent pour i= o , T= 0. Si on veut les prendre depuis t infini , T 

infini, il faudra les affecter des signes opposks ; on auraJe d x  &gal h 

e ,muItipli6 par TIL BJT e at+. (rn+n) CJT e d T+ eic. 

-I)Z B f i  c d t -  (m+n) CJt e d t -  ctc. 

. . ‘  

* I  x :  c 

X I  c m--1 --T rn+n-t --T 

m - 1  - I  m c f i n - I  - I  

x:  c 
5. L’int6grale J e d x , prise depuis x = b jusqu’8 la valeur de x qui 

rend la fonction X un infini nkgatif, et qui rhpond ri t infini , sera dom 

kgaIe he ,multiplikparmBjT e aT+(m+n) C J T  e dT+ 
K: C m--l -x r n e n - 1  -T 

&c. ; ayat c T‘ Kr-L 
x :  c 

6. Dans les cas enfin oh I’intkgraleSe d x  doit s’6vanouir pour x = a  , 
la quantitk T devenant zPro alors, et les intQrales JT e ’ d T, 
JT“*‘,-’ e 

CI T etc. devant .&re prises depuie l’infki jueqa’a x e h ,  la 
formule intbgrale se trouvera entihement rCduite aux fxultCs j on a i m  

m-B -T 

est donc trhs-simple , tant que les exposants rn n , sont des nombres entiers. 
Si ces exposants sont fractionnaira , ayant 2 pour dbnominateur , l’intkgrale 
revient a la quadrature du sercle. Dans toue les autres cae , ce gem ’une 
a€faire de faculds 8 exposant friactionnaire j on lcs tvaluera 8ms difficultb, 
moyennan t les rdglee du chapitre prkckknt! 

]I R 0 B L E M E. 

7. Ayant- ’ d v  pour premier terne de la s&ie qui exprime la d@- 

rmtielle -- w , la densitd de Pair Y se irouvanl {pk d e , trouver Z’iniJ- 

grale de ce premier ierme prise de manidre qu’elle s’e‘vanouissc pour vv=r= Sin. A; 
Pungle A d&ant peu de 90’. 

v - Sin. A 
r/ ( I  - v v )  --- c dR U 



- 1 f l g  1. 3 ' 1 : s  1, 1;5. 8 t h  1.1.3. 7 3 5:s 
2 c t - etc. multiplib par i t 

L'on a'ura enfin 1 e d x = e 1/ 2 c ,  multipli8 par JT e d T 

---JT e dt+ers.-i$i e d t + - c J t  e df-etc.;  

la quantitk T &ant kgale A-*d ; et I C s  iut6gralee Qtant prises,depuis T 
iiiiini , et t iufini. 

- 
1.1.8:ia ct  -- -- 

?<.+ erC2 Q* 4 
x :  c R :  c 7 f 1 q  - T  

1.3 I:Q -T - 1 : 9  - I  1 . 3  1 1 %  -2- 

2.4 2 . 4  

' C  
. 

I). Le premier termo de la r6fraction astronomique est ce que devient 
x: c 1 

f e  d x ,  d a n e l e c a s d e v = o ,  q u i e s t c e l u i d e x r = ~ ,  e t d e  t=-. 

L'intkgrale se trouvant reduite dors a la coilstante eule . la rdfraction 
astronomique B des hauteurs trhs - approchantea de rhorizon sera Bgale h 
i C / 2  
_I_ e C  , multiplib par i] T e dT-%fT e d T  
vc 2.4 + erc. qc. 

oriznntale : son premier 

C 

- 1 : a  -5"  I:* - T 1 - Sin. A 

10. Le caa de A = 90' &in? la, r&jira&cy 
I c 311 i . 1 ~ '  Zr, 

multiplib par 1 -- i2 ---- 1 - e m  ; U V 2  terme sera donc &gd B --- 
v c  4 49 8 

3. 1 9. 5. 7 $ , multiplik par 1 - 8 c -.- -- 9 - wva 
r / T C  8.16 8, ~ b .  94  

ce qui se rhduit h 

~itb confDrmbnent it ce que naw e m  r i m s  dit d a d  td pwinie chapitrci, le 
second terme de cette sdrie ne e'dtlevera pas a> une Teconde entibxe. Aiqsi a 

supprimant ce eecond termc ; le premier membre de la rifraciion ilorizontale 
P 2  



r .^. .yJ VS qui eet multipli6 par u2 seri rdduit A-. 1f:n'eest pas terne encore d'in- 
V l C  

P-R 0.B &, E M E, 

pour second*nombre de la sekie qui cxjrilrie la J f l Z  

rentielle dQ --- , e! l'angle A dfle'rant peu de 90' , de'lerminer I'intdgrale de ce ierme, 
w 

prise de maniire qu'elle S'ebanouisse pour x = A. 

S 0 L U T I O  N; 

L Ainsi, supposant 

, faisant de plus X= v - Sin. A ,  

ir 
19. La diffbrentielle - est celle de 

' * (1 -vv)  3:2 v (I-+) 

- F ,  ce qui 
V 

r/ (-a-vv) 2 . .  1 + x x  
x: c 

la diff6rentielle proposCe 'se chaniera en e d x .  De plus on trouve 

d X = d v =  d x  expression qui s'hvanouit pour un E infini , ce 
( l + X Z )  3:2' 

qui rkpond prCcis6ment ii v'= 1 ; supposition qui  diffdre trh-peu de v z S i n . A ,  
conformhent P la condition du probl6me. On fera donc K= 1 - Sin. A ; 

et 3bn.introddra la nouvelle variable i, telle quec i= i - --; a'oh 

I'on tire x I / ~ c t =  1 - $ c C t - & c c . i i - - . i ' 7 . g c 3  t3- - f22iF cat4  e tc . ;  et 

X * I  

I ( ( l - X X )  

x :  c K: C -3 : 8  -T 
etc, On aura,a f e dxt /2  c z e  , rnultiplik par--J T e dT-L 

ezc. +Jr dr +etc. les 'inthgrales itant gCn6ralement prises depuis t 
1 -Sin. A i n h i  et T infini ; et T &ant @le A 1 

- 3 : a  --I 
e 

C 



1' " . e.Kaa 1 6 ii.. 
dans le cas de V=O , ou de t = -. Elle sera donc dgale B mu 1p 1 

C 2 v 2 c  
- 3 :  Q - T ,  

par -JT c d T- rice Dam le cas de A i go", qui est'celui'de 12 
ri.fraction htiritantaIe 7 v  Ics facultes prennent la place de toutee ces intiqralqs,; 

kf 
on aura pour expression de cette rdfraction , - multipli& g a r ! f ~ ~ ~ '  '- 

V T '  $ c. 1 5  Is---- 1 

w 
L / 2  o 7  

X 1 .  5 1. 3. 7 : I f I r  U V B  cc- -.. 
4. 8 4 .8 .12  

c3 - eic.; ce qui se rkduit- Q 
9.25, 7 .  g 

Q - etc.;" et ce qui c3 - ---- 3. 5 9- 5 .  7 multipliti par 1 - $c- - c c -  - 8-16 8.1 G.aq 
FC trouve absolument identique avec la sdrie clu prob12inc pr6ckdent. 

8.1 (P,Q4. $1 -c 
1, 

P R 0 13 L E  M E. 
Y v d v  

~ 14, Ayant- n t+ 1 !Q pour iernze gekdral de la se'rie qui expriine lcl dip;- 

rentidle 'dR,' O I L  demande I'integrale de ce tenne, prise de manidre qu'el&> 

s'clvmouisse pour v =Sin. A ; d a m  le cas oh A d&c peu C!C I'angle dioii. 

(1vv) 

w 

S 0 L U T I O  N. 
v d v  1 

3 5 .  La difflrcn tielk + : det celle de 11 - I : < , divisde par 
\ (1-VV) (1 - V P )  

2 n- 1. Donc si on la suppose Cgale i d T afin de rkduire l'int6pale pro- 
x: c *n+i a9 

d X .  poshe Q - e d x ,  on auriX=v-SSin.A, etdX=dv=('-Vv) - Y  
' \  v 

expression que la supposition v = 1 , supposition qui par la condition du 
probldme di€Fi.re tree-peu de v = Sin.,A, rend 6ple A te'ro. D ~ G : I . ; '  faisant 

1-v v = 2 ci- cc it. Nous.avons (2 n- I )  x= (l-vv) 

donne 1 - v v =  ( ( 2 n -  1)x) 

( P C i - C C C f )  

K - i - Sin. A ,  il nous faudra tirer ' x  de l'iquation c t  = 1 -v; ou 
1 ' 1  * T I P *  I , : :Q. * I  -; cequi 

; nous avona dsnc l'6quatioq ( a  q,+) ,= 
'L -- 

P n-i 

\. 

- 2 n c E 1  Q n - 1  -- - 
9 ; qui donne d xL- (? c t  - cc.<o-" :$ ~ ( o  

( c - c c i )  d t ,  



- 2 n c F l f .  - T 
rkduirri donc & la diffkrence des deux int6graIes JT b s  e ’ d T - 

, La 
In- 1 K, c - i n + t  

ft-i e - l  d I , multipli6e par e , et diviske par Q ( 2 c)  - 
cupposition v. == o fera Avanouir la seconde des deux intdgrales: on aura 
done I’intkgraIe proposhe d e p i s  V E sin. A jusqu’i v = 0 ,  kgale 8 ,  
‘K: c -2- 

e divish par 2 (2 c)  ‘ j I’intbgrale &ant prise de- 
2 0 - 1  - . , s n + 1  

e [T- l 

puis T i n h i  jusqu’P T = I , -Sin. A 
C 

17.  Enfin dans le ea$ de A =goo, qui est celui de la rbfraction horizon- 

e d T devant tale , on aura K= o 
Qtre prise depuis T infini jusqu’a T= o , on aura celle de la diffbrentielle 

Ea facult6 qui constitue le numb proposke &gale P - 

- 2 n + 1  -T 
T= o ; et I’in tegrale JT U 

- 2 n - i  --IC 
1 . *  

I n  - 1 - 
(?=--I) ( 2 4  

11.-1 n -1 

; le signe rnoins re- n I n  

On aura donc I’intCgrale de 

ri t+ ;‘g , dans le cas de A z= goo, prise 

v, rateur, tie rkduit B 2 7-7 r/ v; ou bien B 

gardant les n pairs le s i p e  plus lee n impairs. 

18 dif€brentklfe proposk - : 

‘ 
1 1 

Y G d v  

(1 -vv) 

signe pZus regardant les exposans pairs ; le signe rnoins Ies exposans impairs. 

18; Voyons Ies ,cas ~articuliers. Now aurone , 



Y v d v  -- v plsl celle de - - 
(1 - vvj  3.5cc L/ P ci 

Y v  dv VIA 

Y v d v  - V r  
( 1 - v v > 9 : =  - + 3 ,5 .7c3c /sc ’  

celle de - 
celle de - - - ---. 

(1 -v v )  3.5.7.9 c4 VPC 

C O R O L L A I R E .  
Y m  v’dv 

19. L’intbgralile :de - - - , a ddcoule naturellement de la prkC 
( I  - v v )  ,,* 

v - Sin. A m --- , on 31’awa qu’a met- c: m dentc. Comme Y n’est autre chose que e 

- i la place de c. Cette intkgrale prise depuis v = Sin. A jusqu’i v = o 

deviendra donc dam le cas de A= go“, egale B 2 m 

C 

M 
n-I 

r/ m 1, diviad p a  
n Z n  n--1 

1 c V 2 C .  

P R 0 B L E M E. 
a o. Trouver l’expression compleiie de la rt$raciion Aorizonirclle. 
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elle en devient plus p en appsrence 

d n + 2  d n e  -+ 3 8 : 2 t i 9 e  +- 
A , B ,  C , D etc. avec C ~ U X  de leurs logarithmes. Les voici encore 

mais -elle convergera moins,: 

23. NOUS avons donne en I. 47. lee valeure numdriquee des coefficiene 
n e-4n+ etc. 

I S 2  n - 3 n  

A = 0,414214; Log. A = 9,6172248; 
B = 0,269649; L o g  ( B : A )  = 9,8135740; 
C' = 0,200865 ; Lig. (C: B) = 9,87110,55; 
D = 0,160253; Log. (D:C) = 9,9019018; 
E = 0,131')'35; Log. (E;D)-= 9,9188332. 

E X , E  M P L E. 

24. Le citoyen Laplace dans I'Exposirion du sysdme du monde , a supposk 
h I 24080 pic&; et w= 183 sec. faisant O , O O O Q ~  74 en parties du rayon, Q 
l a  tcrqh-ature de 2 8  pouces de hauteur baromktrique, et a 
thermometre. D'apres ccs donnkes il a calcule la rCfraCtion 110 

y employant une formule yve cet illustre g6omt.tre rendra p&lique sans 
doute dans sa Mk'cAaniyue ce'ksie j il a trouvk ciu'elle devoit fitre de. 7 300 sec. 
en supposant que clans toute la hauteur de l'atmosph@re la densitt. de l'air 
est proportionndle au poids- qui le qomprime. En attendant que cette for- 
mule parvienne i la coiiiioissance du public, appliyuoiis i ces m&mes don- 
nkes la formule dont nous venom de faire la dkmonstration ; (14-A n+B nz+ 
etc.) r/ $1.2 w T. Nous aurons 

Log. It  (en tokes) = 3,6035016; 
Log. a (en toises) k 6,5154997 j done 
Zog. c = -" j,088008g. Otcz de 
Log, w = - 4,4584568. I1 rcstcra 
Log. n = - 193704479; 

ce qui dbnne I , I  1 5  13 pour valcur edacte de la skrie 1 $-A  n $- Bn Iz $- erc; 
ayant pour logaritlime 0,0473294. On a de plus 

Log. w = - 4,4584568; 
Log. 78 = - ',370'44519< 
Log. 7r -.cc. 0,4971499 ; done 

0,301030o; il restera 
Log, ;ntjrr = - 14,3260546 j dont Gtant 

L o ~ . ~ ~ ~ ~ ~ z =  - jp25orr46.  
Log. 2 = 

On 



QUI APPROCHENT DE L’HORLZQN. -1 2 1  

On aura donc - 2,o 1 I 5 I 23 pours logaridime de la racine quarrb %Le n am; 
auquel on- a+joiitera celui de la si?rie 1 4- A n + etc. et on aura - 2,05984 I 7 
pour logarithine de la refraction horizontale, exprimke en parties dv rayon. 
Si on  veut l’avoir en eecoiides de la nouvelle division, .on y ajoutera le lo- 

2000000 

Ir 
gari thine de , et on trouvera 3363 7 I 1 Ei. La refraction horizontalc 

sera donc Cgale A 7307 secondes de la nouvelle division; ce qui se trouve 
parfai tement coriforme au calcul du ci toyen Laplace. 

25. Quant a l’application de cette formule au-calcul et A l’nnalyse de8 
tables, nou6 renvoyons le lecteur h ce que nous en avons dit dans le pre- 
mier chapitre. I1 y verra les rkfractions Iiorizontalee des trois tables de Bou- 
guer pour la zone torride, dam l’accord le plve parfait avec notre formule; 
il  fera cette rneiiie remarque sur la table de Newton. Passziit ensuite aux 
tables de la Cni lk ,  lu Lande et Bradley il trouvera qu’en adoptant pour cea 
trois tables la soutangeiite barorn6triyue h = 49  18 toises , qui rdpoiid h dix 
c t k g d s  de Rchrunrur, et calculant d’aprds cette donnde et la fraction ~ , ’ r &  
fraction B 45’ de hauteur, ’la rbfraction liorizoiitale, la table de la Caiiie 
laissoi t cntre le calciil et l‘observation uiie diP&rence d’uii iicrs , celle de la 
I,anu’e, d’uti sixii.mc, celle de Bradlry , d’un dixidme. I1 en tirera la cons& 
quence ; ou , que ces diffhmces ne soiit dues qu’B la difiicultb gtiiitkalement 
r~coiinuC d’observer avec prbcision la rcifraction horizontale, et celle de 45. 
de Iiauteur et qu’ainsi elles ne prouvent rien contrc In suPi>o5ition natu- 
relle d‘uiie dlasticit6 spbcifiyue constante : ou Licn , que cette supposition ,- 
admissible dans la zone torride, ne l’est pas dnns les zones tempbrkes, et 
yu’il y €nut substi tner celle d’une 6lasticitB sphcifique dbcroissante. 

26. AU sujet de cctte dcrni6rc ~hypotliL:se, je repkterai que l’blasticitk. spi- 
-3: 8 

cifique de l’air &ant reprCoentde par e la demit6 pouvoit trth-bieii Ctre 
reprhsentke par les ordonnbes d’une nbuvelle logistique dont la soutangentc 

s,  kgale i &-. , diffhroit d’autant inoiiis de la soutangente ordiiiaire A ,  que 

la veri table disposition des couches atinosphhriyues approchoi t davan tase de 

la suIlposition d’une dlastici ti? spkcifiqix;? constnn te qu’alors , faisant e=,, 
la formule (1 + A n+ B I P +  etr.) i /  4 w nr , hisoit connoitre la rdfraction 
horizon tale avec une tri.8 - grande prkcisioii , coiiformCnient aux obsei-vationo, 

h 
g- h 

‘\ s 

Q 
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2 7. Conme la skrie I $-A n 3 .  B no + eic. est esesentielle pour le calcul dee 

rkfractions approchantes de l’horizori, j e  dCclare que j e  dksignerai cette siris 
par Fn. La r’kfrakiioW hdzddtale sezh donc &de Fh,:  p”4f n r )  ; ou 

bien P nFn r/ - On trouvera dans la quatriime des tables qui se trou- 
2 4  

ren t  t la fin de cet ouvrage , Ies valeurs de Fn , et les logarithmes de F n, 
qui rkpondent aux diffkrentes vdeurs de n, depuis n r  0,300 jusqu’a 0,150. 

Et quoique la progression :de6 promidres ~diffkrencea~ de ces derniers ne pa- 
&se pas avoir toute la rkgularit6 qu’on pouiroit dksirer h la rigueur , ce- 
pendant l’eneur qui1 peut en  rbsulter sur le calcul de6 rdfractione, ne 6erLb 
jamais d’un dixieme de secondes. 

n 8 .  Dksignant par b la hauteur du barornetre en gkndral, et par B, N, 
W ,  ce que deviennent les quantitks b , it, ra , A la teinphture de 2 8  poll. 
barom. et i o  d6grks de Rchumur on aura w : W= b H :  B it ; ce qui donne 

SF 

w3r a b  - W W a h  (J+) n=--- -- ; expression qui dans le cas cl’une 6lasticit6 
hSB a a h h B  

W N a h  
h h 13 spdcifique constante se rkcluira A --. Dans ce dernier cas, la fraction la 

ment c m m e  la hauteur du barornetre b ,  et r8ciproqiiemcnt 
Gomme le quank de la soutangcnte A , proportionnelle B l’blasticit6 spdcifiiqlle 

doi t 6 tre regardde alors comine UTIC quail tit6 de l’air. La fraction 

; ayant pour logarithme 5,1327740 konformkment B la table de 
La rkfraction horizontale alors sera Cgale a n F n ,  multiplik par la 

W H a  
B 

s n -  T 

2 a  2 u  
racine quarrke de -. Lc logaritlime de la racine yuarrke de - est kgal 

2 4,84031 36. La rkfraction demandbe se trouvera exprimCe en parties CILI 

rayon. Si on veut l’avoir en secondm de la nouvelle division, faisant chaculiea 
uh rfiillionibme du quart de eirconfhnce , on n’aura yu’i supposer le logs. 
rithme de la racinc quarrke de - , dgal A 2,6491937 au lieu de-4,8403 136, S T  

2 4  



== 3im,‘r; 
$. = 45$7,Pvr 

On a de.plus!h = rS,74. Qn ~rtqavc .dwcr 
Log A = 3,5893463; 

LCgP 4 s.= PSlr436554 j 
Log. s = 3,6353091 5 

1 , 2 ~ 5 5 G f l ;  

Reste -6,u499117 ; 
Ajoutez 5, 7 7 40 i 

Otez de Log 0 = 

Ccla doiiiie 9,18%6857 pour le logaritlime de n. Ainsi n= 0 , 1 5 t c g 5 ,  La 
table doniic 

Log. F n = 0 , 0 2 9 4 4 ~ 4 ;  ajoutant 
Log. n 9,18268~7; 
Log. s 1,6,28 1545 5 

Le 1oe;a;i.tl.ime de la rdfraction horizontale devenaiit ainvi 3,6854763 ; Cette 
rdfraction 3e trouvera h e  4836 scc. ; ce qui fait 26‘ 7“. 

30. C e  calcul n’cst iiulleiiicnt diGcile, mais il est tds-certaimment d& 
fectueux, en ce quail suppose que, le dkgrC du thermorhetre &ant donnC, 
on peut d@temiiiier l’clastici t6 splkcifique de I’air , moyennant les principea 
de la progression arithinbtiyue , en y appliquant lrs donnBes tirhes de l’ob- 
servation de de L U C ,  sur lesquelles la table de I. 86 a 6th calculde. Cela 
est nbsol.clnwn,t desdtub de ,faradcment. Nous ne dphterons -pas ce~que nous 
avons dit lh - dessus dane le preiilier chapitre ; n o u  dirona seuleinent , que 
le seul moyen de prhcnir  les erreurs SLIIIS nombre , que ~ c t e  th6ori6 %no 
ti‘ctiile nbcessairemcnt , c’cst ,de se savir  du  manoinetre. La graduation de 
cet instrument fait conno?tre taut de .suite ;le noiiibre 7?2 , rappore de la 4~11- 

sit3 de l’air i celle du nicrcuze ; ensuite, niultiyliant la hauteur du  bpq- 
lnetrc F? par ce nombre on aura La sou~mgente /r avcc iniiniment plus 
c\’exxctitude, que la r lhr ie  ordinaixc ne pouvoit la dwner. 

3 1. Pour appliquer cet instrun~ent au calcul des rClfractions , voyoiis d’a- 
bard la valcur cle lt) ,  qui u.i?liord B nz- 10000. Stlppos:int IC Laroinetrc h 2 s  

p,ouces, on itura d01s la squmqplte A 6gds;: ii Q . ~ O O O O  pouces, ou 3889 
tojpcs. ,Si elle ajyoit itt4 @gale 
0,00u2 7 5 .  

4~ t8 rtoiwq., pq B;lilkOit cu alorak:u r*r 56‘b ou, 
0 1 1  trouvera doiic la valuur .de a q u e  uous Jierdiogs 3, pax lr 

a t  
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proportion suivante 3889 : 4 2  18--n;oOo'2?5 :W;Cei~qtli dame  Wr=o,oooa9827 
ou 190 sec, On aura de plus Log. W"xhe4 ,474612Si  

32. Ainsi donc , si l'on vetit', se 3skwir dd manomatre dam le calcul dea 
rkfractions , on trouvera d'abord le logari the de w ,  en &ant de 0,47461 25 
le logarithme du nombre, indiquk par le manometre. Multipliant la liauteur 

I du barornetre par ce meme nombre , on trouvera la, soutangente baroinbtri- 
que. On aura enfin s , soutangente des deilsitbs', par la formule s = --. g h  

g--h 
Ou bien, dksignant par K le nombre 2,9827 ; et par t le nonibre du mano- 

metre, il 'y aura w = - ' K .  3 

t 
a K  (g-61) n=---; 

g b  t f  __ 
et la rkfraction horizontale alors sera kgale i Fn, multiplibe par la racine 
quarrke de ??KT -. On peut remaryuer que Log. aX- - I 4,4131341 ; la hail- 

I-: 
teur barombtriyue b &ant exprimke en pouces.. Quant au  logarithme de la 

racine quarrie de - , on le supposera 0,3353662 , si on deiiiande la r b  

fraction en parties.du rayon ; et 6,13924G3 , si on veut yu'elle soit exprimde 
tout de suite en scc. 

2 1  

KT 
2 

E X E M P L E  I. 
3 3 .  Supposant le barornetre ci 2 0  pouces , et le manometre a 1443 7 , de'rermincr 

40 1-0 toiees 4 et g-b I= a3  1 7 3. la refiadon horizontale? On trouve d'abord b 
. Pour trouver. It 

Log L = 4,1594770 
Log. t t  = 8,3189540 
Log b = 1,3010300 

L o g 6  tt = - 9,6199840. Otez de 
Log ( g - b f )  = 4,36429813. It rwera 

4,4 13 1344. vous 'awe% 
-6,7 4 49 g 8 3. Ajo u m  

Log. n =-1,1381327. 
On aura donc n = 0,143gzq ; ce qui donne 

Log. Fn = o,oa77007. On,ajourera $a celu 



E X E M P L E  11. 

34. L.e haromctre se sourenant a nS pouces , G ligncs; et le vnanoinetre mar- 
quatzt lo864 , on dernairde la r&action horizontalc ? 'On trouve h'ou b tzz399i l  
toises 5 ce qui donne g - b t = 23 185 toises. Ronc 

L o g .  t = 4,0359898 ; 
1,og. t t = 8,07 19796; 
b g  db 1,;32q59; 
L o g b t i  = 9,4952255. Oicz de 

-6,gr 79089. djoutcz 
4,4131344. II restera 

4 , 3 6 5 2 0 7 1 ;  vous arirfz Log. ( g - b t )  = 
Log n =-1,2831160; ce q z i i  donncn=o,~g~iS; et 
Log .  Fn 0,03 7 8 8 2 I .  Ajoutex 
L o g . l / n G  -1,6415580 ; et 

0,3353662 ; vous aurez 
0,0148063. De quoi &ant 

Log.C/r =s Q,O 17 9949 ; il rrstcra 
- 3,9968 I 14 your logaithme de la rkfraction horizontale ; qui sera par con- 
rdquent,Cgale A o,ooggz7 ou 34' 8". 

E X E M P L E  111. 

35. Le iSaromPtre e'tant Ci 28 pouces g lignes; et le manoinctre marpant 
p o ,  on demande la rejrraction horizontale? Cela donne h ou b t  =z 35937 5 
toisef; et de la g- b t = 2358y,f i2 toises. Doiic 

Log- 1 =. 3,95424Q5; 
Log. t t  7,90848503 
Z O ~  L 5,4586378; 



1 2 6  %RAP. IP. R&F~ACTIONS 
2bpbi.t = 674Q13. &?X cfr: 

4,4+1313~4. Jl-semra 
-5,0460 1 16. Ajoutex 

L o g  (9- bi)  = 4 ,3727106 .  Vous aurex 
Log n = - 1 , 4 1 8 7 3 ' ~ ~  ; ce qui donne 

n = 0 ,26906;  .et 
Log.Fn = 0,0537430. Ajoute, 
L,og.C/n = --1,7ogYb61 i et 

0,3353662 ; vous a u r a  
o,o@ 4 7 5 3 ; de quoi blanz 
1,97 7 I 1 I 3 ; il restera .LOPI;/ T = 

- ~ , i ~ i 3 5 4 0  pour logaridme de ia r~raction-h~rizontale;  qui sera par con- 
sCquent kgale a 0,013224 ou 45' ~ 8 " .  

36. Dane ces exemples j'ai suppose que la valeur, be w , rkpondant ti 

t= ;oooo, Ctoit 61 f eecondes. CeIa est fond6 sur ce qu'8 la telnpt.rature 
de; caves et 28 pouccs de hauteur barombtrique, la refraction de 45' btoit 
56'' 8 conformkment i Ja table de Rr@dky. On a dtja remarqub que les m- 
tcurs diffkroient considirablement entr'eux i cct bgard ; ce qui ne pnroitra 

t,, vu que le barometre et le tlmmometre neafliscnt pas c m -  
core pour determiner la demit6 dellair ,  i qui la rhfrnction de 45' (le Iinutc~nr 
doit &re proportionnclle. Ides observntioiis dc ce genrc exigent alxaliimcnt 
l'usage du manornetrc ; i1 importeroit infiniment de savoir avec ~m&ion la 
rifractipq, as,trgr~oxpique i $5' de 'hauteur apparente ,qui rk.p,oiidr 
certaine division bien dkterminke de cet instrument. Et s'il se trouvoit qu'i 
t = ioooo on eut w = 57'' au lieu deA6i ( eecondes on ariroit la satisfaction 
de voir, que g devenant infiizi et les deux soutangentcs h 7  s se trouvant 
confondues ensemble, le calcul fond6 sur la suppoeirion cl'une elasticit6 spa-- 
cifique constante, rkpond pdaitemeiit i l'observation , au eujct de la r6- 
f+actl;dn horizontale. 

< 



38. Un coup d'oeil sur cctte table nom apprend cornbien il s'en faut que 
las  r6Sraatioi-m horizontales suivent le rapport siinplc,.des densitds. Dana 
cette supposition, lcs Idfractions B 30' au-dessus, et 10' au-dcssous de 13 
glace , seroient entr'ellcs d a m  le rapport de 2 1  : ~ 5 .  Nous les trouvons a u  
conrr:iire clans le rapport de 8 : 11.  , ou plus cxactement de 27 : 37 , qui est 

tr&-peu pr&s celui de6 quards  de Z 1 : 23. 

39. I,a partie de ccwe table, qui appartieiit :I des tempbratures au-dkssue 
de la glace, r8pond fort hien aux observations. 11 n'en est pas de mame dee 
tempkratures au-dessous de la glace. II parott certhin RU contraire par fes 
observa tione les plus exactes , qu'h des fr oids tds-rigoureux , les rkfractions 
astronomiques s'kcarten t absolument de la sdrie qu'on vient de trouver, 
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rkfract'ons donne h cetre hauteur apparente 44' 43"; et 45" au moine pour 
la rkfrac tion horizontale. 

H <Le Q Janvier 167 5 it  y dkgrb dev h,aqter;lr apparente du bord suphrieur 
d u  soleil Picard avoit essay6 un .c.alcul .qui. lui Jonnoit la rbfraction de 
Q{ 0''; j e  la trouve , en y employmt des, Clbmens plus exacts, de 26' IO" 
it 7" 57' 56" $ de terns vrai ;.de m6me le. jour suivant, i oo 30' o " ~  les rk- 
fractions taiit du bord sup6rieur que du bord infhrieur du soleil, se sont 
trouvbes de 34' 3qN, et 35' 4'';,ce qui ipdiqueroit partdlement au uioiiiv 
401, ou bien uii accwissevent e n w e  plus considhrable dans la r6fractiou 
horizon tale. 

,) Enfin le calcul 'me donne le m&me jour, i 4 O  30' et 5' de hauteur 
allparente, la r&raction coinme il suit: le 2 Janvier de 11' 27";, et 10' G"; 
et le jour &$ant de 11' 20"; et IO' ~ 5 " .  Mais dlx plus grand froid au plus 
grand chaud des annkes 1738 et I 740 je  n'ai plus trouvk que deuxmi- 
nutes de rkduction clans I'tfiret de la rkfraction A cette hauteur de 4' 40';  
cela diffdre deja heaucoup de la variation de i d  A 13' A notre horizon ; 
d'oh il cFjt ais6 de conclurre, que les diffbrentes densites de l'air et son 
dCgr& d'Qlasticit6, si variable par les effets de la chalcur , n'influent consid6ra- 
blement yu'aux approches de l'horizon , ii'ktaxit asscz wnsilhs que Bur le8 
rCfractio1is horizoiitales C~U'OI? avoit trop ~&gligCes. 

2 0  Janvier 1765 , a I'obscrvatoire royal , IC quzrt  de cercle &ant 
virons de l'liorizon d'hyver le fil i plornb indiquoit o0 a' 3 5'' 

de'hauteur ; or on trouve,& la page (38 de Z'hiszoire &/(>sir, qu'a 7" 40'  20" 

et 7h,q3' 40'' de la jmdulc,  1t.s lJords supBrieur et iirfbrieur du soleil ont 
Ijaru bur le fil horizontal de la lunctte du quart de cerclc: il +titoit -8ors 
7 h  3 1' 5 1'' et 7h 35' 11" de tenrs vrai ; je trouve la rbiraction .qui appro- 

l 

,, Clioir fort de l'horizontale , en ces moxnens - lh , de 4b' J 4" f , et ?!'e 50' 33". 

,, Le froid, du mois de Mars a dorm6 encore le 20 au. matin de grandes 
7t rkfractiane au lever du solei15 et i l  y a apparelice que c'est B la 6 n  de Jail- 

*? vier 
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,, vier que iious CprAouvoiis ordinairement les plus grandes rhfractione, comme 
*) it a Ct6 vitrifii une seconde fois pat Cassini d a m  le8 mhoires de cette 
,, annde-lA. 59 

Ida plus grande rbfracrion don t’ les annales de l’astronomie fasseiit men- 
tion, est celle qui a kt6 obuerv6e par les Wollaixlais $ en 1597 , i la nouvelle 
Zeinlle , par 76 clRgr6s de lititudk. &coiitonS de la Lunde : 99 Monnier 
,, assure, qu’il a reconnu par le journal des observations, imprimbe3 en 
,, 1 5 5 9 ,  que le 2 4  ct le 2 7  Janvier 15 il y avoit plus de quatre &gr& er 
91 derni’ de rbfraction, et qii’on a eu tort de vouloir etrpliyuer ces observa- 
,, tions, ou les rdvoquer en doute, ou y soupqonncr de l’erreur , comme 
,, l’ont fait la plupart dcs astroiioines, KepZer , Cassini, Scoiio , et en dernier 
., lieu M. le Grntil, T7oyn.p dans les rners de I’lnde, tome I, pag. 393. *. 11. 8 3 1 .  I1 a soutcnu qd i i  y avoit erreur dam lee observations: et il a lu 
,, un m6inoire i ce sil,jet, IC 5 Avril 1780.  S’i1 n’ktoit pas si dillicile d’hyver- 
,, ner i de paruilles latitudes, on pourroit espkrer des observatioiis, capable, 
,, de lever tous lcs doutes. ” 

R E M A R Q U E  I. 

41. Coinine on ne p u t  guhres rkvoquer en doute la formule 
(1 -f- A n + Bna + czc.) r/ f w R 7r , rhsultat d’une solution rigoureuse ,\ fondbe 
sur une tIiCorie qui est draybe e l k - i n h e  par un nombre plus que suffieant de 
faits, la diffbreiice cntr’elle et les obseryations qu’on vient de rapporter, 
ne p i i t  rctoinhr que sur la soutangelite des Iiauteuts baroin4triques h 
yroportioniielle i cette klilsticitd spkifique de l’air dont nous somniee bien 
loin de pouvoir ddteriniiier avec pr6cision les. rapports avec la Inarche ’pro- 
gressive du thennometre, I1 faut en conclurre que l’dlasticiti sp&fique de 
cet air, Iorsqu’il est parvenu une fois B un certain digrd de froid, et char@ 
d’une certaine proportion de Va~>fxU6 aqueuses ec bien plue de 
rapidit6 que ne le coinporteroit la progressioir aritlnn6tique , qu’on adopte 
gdiikralement. On  en jugera par la table suitrante dam laquelle j’ai suppose 
la soutangente /r successivcinent &gale it 4000, 3800 , 3600 etc. toises ,en 
calculant de meme la rkfraction horizontale qui hi convient d‘a@s la 
fannule. 

dbcroit 
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Soutangente h. Rejrraction horizontalc. 
4000 roiseg.. .... .36' 14" 67 

3600. .......... .43' 58'' = 8 1 4 1  

907~3 
3 2 0 0 .  .......... . 5 5  7" = 1 0 2 0 7  

3000.. ....... . l o  2' 46" = 11613 

3 8 0 0 . . . a . . . . . . . *  39' 47'' = 7367 

3400 ............ 48' 59" = 
I 

I 2 8 0 0 . .  , e o  l o  1 2  37" 13447 
2 6 0 0 . .  ....... . l 0 2 5 '  51' = 15895 

2100 .......... 2'14' 44" = 2 4 9 5 0  

2000 ......... .3O 11' 59'' = 3 5 5 5 2  
1900.. ....... .It 8 51" = 46080 
J 8 So ........... Infinie. ..... Infinie. 

I 
Q4OB ....... o * . 1 ° 4 4  4 7 " =  19404 

' 0 1  

R E M A R O U E  ?. 11. 

4 2 .  Je dois rcnclre compte d'abord de la construction de cette table. 
Coniine la convergence de la fikrie 1 + A n+ B na+ efc. cesse d'6tre sen- 
sible , de5 que la soutangcnte 12 sc trouve au-dessous de 3000 a Q ~ O O  t o k e  , 
o n  s'est servi, pour cn dhterminer la 6omme avec quelque pr6cision de 
]'avantage que procure la pIogression des cocficiens A 13, C CYC. qui CES 
le eecond terrne devient sensiblement gdomkcriyue, Donc , designant par o 

1 -(p--A) n- ( A  o--13) nz 
le quotient - ou -, la somme de cette drie  deviendra --. C D  

B C  1 - n o  Y 

1 - M n- M Nn' 
1 - n o  ; ayant qtlc I'on dksignera par 

rAp I_ g,s7Ql055;  
L O g A l  = 9,5134342; 
Log. N c_ 9,0705601. 

R E M A R Q U E  111. 

43. Dhfiignant enmite par W ,  W, ce que devient~ la fraction *, e t  1;r 

CB qui d o i m  H Z  4016  toises, soutangente h P la tempkrature des cave8 
t ,y~=o,ooo275 (la hauteur du barometre &ant supp0si.e B 28 pouccs) 011 

Log p = 6,5799320 = Log. W H a ;  
Log. q = -4,8403136 = Log. L / n : n a .  
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- h  d P  R 
Eneuite, faisant de plus d = g--- ; m= n; S = m  q c / , ; i ,  la rdfraction 

g 
(1 -1M n-A4 Nn’) S . Jc doio observer que 

1-1710 
deiiiandCe deviendra rigale A 
cette forinule la donne avcc uiie trds - grande prhcision. 

R E M A R Q U E  IV. 
44. Cette table nous apprcnd , qu’cn prenant pour unit6 I’klasticitd spb 

cifique dc l’air au tenne de la glace, il euffit gu’elle ait dimiiiuii d’uu 
vingtii.me , d’un sixidme, d’un quart, pour que la rdfraction horizontale 
aille A quaraiite, A ciiiquante , A soixapte niinu . En suivant 13 r4glr 
ordinaire , ccla ne pourroit arrivcr qu’i onze , B trente-sept , 6 cinquante- 
cinq clkgrks au-dessous de la glace, tandis que le plus grand froid qui air 
jamais dtc! observd a Yuris , ccliii dc 1709 , ‘n’est jamais all6 qu’h quinze 
dhgrbs. Lcs expdricnccs faitev avec le manoinetre nous appreiidroi~t que de 
tclles klasticitBs spbcifquee se rencontreiit A des ddgrbs de froid qui ne sont 
nullement extr2mes; pour peu qu’iin air soit char@ d’une certaiiie propor- 
tion de vnpeurs aqueuses, ii quclques ddgrds au-desmis de la glace, il peur 
trhs-bien perdre un quart, et m6me un tiers de son Blasticitb sp4cifique. 

\ 

R E M A R Q U E  V. 
45. La soutangente barombtrique Qtant de I 880 toisrci, ce qui suppose une 

rilastiriik spkcifique rkduite un  yeu au-dcssous de la moiti6 de ce clu’elle Ctoit 
h la glace, la rhfraction horizontale devient infink, la fraction it se trow 
vant alors rkduite B l’unitk , ce qui arrive lorsque h = p ou plus.exactwi 

I’ nient i i = I / p  - -. I1 faut observer, que le rayon oeculateur au sommet v 
de la trajectoire se trouvmt expriink par - ou - il se trouve prkcis&ment u n’ 
igal au rayon de la tcrre, d6e qv’on a n 1 , ,ce qui arrive lorsqw 
h == r/ a T;V N. Alors IC rayon dc lumiirre qui s’est dlancc! d’un poiat q d -  
conque: de la surface du globe, dans la direction de sa tangente $e trouvant 
ohligd de rester attaclltr Q cette surftlcc, et d’en suivre exacteiiient In cour- 
bure il n’est pas &tonilant quo pour cc cas le calcul itidiqiic line rCfraction 
boriLontaIe infinimcnt grande.’ I1 I’est Encore moins qu’a 1 1 1 ~  latitude de 
76’ lee Hollanduis ,l’aicnt tro,uvci Clgde’;i q u a m  d6q& ct deiiii ; i e  doh 

S n 

r ,  

R t  
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ajouter m&me , que pour avoir de pareilles rkfractions, il n’est nullement 
nkcessaire d’aller au Nova-Zem@z,  et que souvent nous en aurions dane 
nos climats si lee vapeurs dont Yair est chargk , ne ~ o u e  empkhoient pas 
alors de discerner les objets kloignds. 

46. I1 nous Teste i dire un  mot sur les rkfractions horizontales ohservhes a 
des ClCvations difkentes au-dessus de l’horizon. Tout revient alors a tiouver 
h = rn B , soutangelite des hauteurs baromktriyues , et proportionnelle i 
l’klasticitk spkcifique de I’air , qui entoure I’observateur. Je me contenterai 
de remarquer ici que le thermometre ne sauroit l’indiquer en aucime nix- 
nikre, les r6gles du citoycn JeLuc ,  iaitcs au Lord du lac de Gendve , n’btant 
admissibles tout au plus yii’A l’horizon quarid m&me o n  ne voudroit p; 
tenir compte de la proportion des vapeurs acjueuses, auxquelles les ohsw* 
vateurs n’ont jamais prCt6 I’attention qu’elle mkritoit. Ici l’usagd de notre 
manometre devient ahsolument indispensable. Dam tous les ktats de l’at- 
niosphhre , et B des Clkvations quelconciiics au-dessus dc l’horizon , ce t ins tru- 
ment indiquera toujours et la fraction w ,  pioportionnelle i la demit6 de 
l’air , et le nonibre 717; ce nombre , multiplik par la hauteur observCc du 
harometre B , fera con itre la soutangenre des hauteurs baromdtriclues 171 ; 
et cette derniere fera uver celle des densites s , dont on fera usage dam 

WV a r  
r/ 2 s  l’expression de la rkfrac tion horizon tale ----- ( I  + A n + p n z - +  eic.); ou 

I-M 71- M N 112 -- o V a w  , multiplik par 
V Q S  1 - n o  bien 

47. Ayant achevk ce qu’il y avoit A dire siir Ice rhfractions llorizontdcls, 
nous passons h celles qui approchent de l’horizon. Nous avorig trouvk en 16 

Y v d v  
I’intdgTaIe de - ,1+  : , dont e lk  dkpend prise depuis v =sin. A 

(1 - v * )  
P n  - 1  - z n + 1  

T -- juequ’h ~ i o ,  kgale 2 i  e IT euT d T, divisk par Q ( Q C )  I . 
Ajoubns que dam cetie in’tkgrale la petite fraction c est mise A la place dk 
s Sin. A 1 - Sin. A 
-*; et que l’intbgrale doit h e  priee depuie TI c jusyu’a a 
T infini. 

2 n+1 
48. Cornmengone par nous dbbarrasser de cet exposant fractionnaire -. 

Mettons i f  *A, la place. de) T. * L’intdgrale en question reviendra alore a 
P 
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e, d i ,  divis6 gar (3 c) 0 ; cette derniBre intkgrale &ant 
on--L 

- - f tn  - t c  

depuis I &gal it la racine quarr6e de 
1 - Sin. A 

jusqu’i t infini. 
C 

T H & 0 R E M E; 
-an --It - cr 

49. L’intkgrale de i e d t  Est reductible u‘celle de e d t ,  moyennant 

I .  3 1.3.5 I .  3.  5 .  7 - 3- Ft?- - 4 tv 16 t9 
$- etc. j ,le dexnier terme de la ebrie &ant 

(n-I) 1 2  

n - I  s n - 1 ’  et IC signe plus rcgardant lcs valeurs paires de n;’ le sigiie 1 

2 L 

iizoins ses valeurs ihpnires. Le8 intdgrales des deux parts sont supp03ks priscs 
c f t a p i s  une valeur quelconque de ’ t  jiisqu’h t infini. Nous croyons inutile de 
donner la ddmonstration de ce tliCor&me. 

C A S  P A R T I C U L I E R S .  

50 .  On a en vertu de ce thQor6me: 
I f  - I t  -/- e l t .  r e - c t  d t -  e f e  d t ;  

t t  -9 - 1 1  I t  - f t d t -  1 

t 
; - e f t  e d t =  2 e  J e  I 

1 1  t t  -4 - t I  I C  - t t  
d i = r 2 c  J e  d t - - -$- - ;  

t 2 t 3  
+le  J t  e 

P R 0 B L k M E. 
Y v d v  

51. L’int(grak de - ,+ ,- et par consequent le problGme eniier des 
(I-vv)  
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5 2. Si t est une fraction trds-peti te au - dessous d*un tiere (ou d’un quart, 

- +- etc. qui rksulte on peut se servir de la sCrie t -  - 
du dbveloppement de-e Cette shrie 
s’bvanouit pour t = o ; ainsi elle exprime la valeus de l’iiitdgale , prise de- 
puis t=o jusqu’a une vale& quelconque de r. 

S E C 0 N . D  C A S .  

I7 t3 tq 

i . 3 + =  1.2.3.7 

, et qui est &s-con’vergente alore. 
- c c  

53. Si t est un nombre entier plus grana que trois ou quam,  l’intbgralc 
- 1 c  

de e d t ,  prke depuis une valeur quelconque de t jusqu’ri .t jnfipi, est 
1 I 1.3 1.3.5 1 . 3 . 5 . 7  + -- - CZC. multiplide par 6gak i la sCrie -- t -- a t f + p - T  - 16 t9  

e-cc - . Cette skrie convergera alors au commencement avec beaucoup de 

rapidit4 ; parvenue i2i un certain terme, elle devient ptationnaire, et elk 
diverge au - de1H de ce ’terme ; mais comine elle doiine toujours des va1eur.s 
alternativement trop grandee et trop petites, elle fait connoitre dans ce cas avec 

2 

- t t  
prkcision les limites de8 erreurs, L’on voit au  reste que l’intcigrale de e 
])rise depuis t =  o , approche trhrapidement de sa valeur totale 

di, 
V T  ; en 

effet , p u r  t== 3 ,  elle d e n  differe que de 0,00001957669. 

R E M A R Q U E. 
5 q j  Les deux series laissent done entr’ellee iiii vuide&pour l’bvaluation 

exacte de l’intbgrale qui peut aller depuis t 7 f ,  jtisqu’i L = 4 ; et que 
nous ne pouvons remplir par aucune de8 rnClthodcs coiiiiiies. Coinme la 
connoissance de cette intCgrale wt absolumept essen tielle pour le calcul dm 
refractions qui approclient de l’horizon ; cemnie elle est t.@c?ment indispen- 

dans l’aqalyee des hasards; comme de plus la eolutio 
atiorrs d‘iff~renriilles reviekt A cctte m ~ m e  intdgralc, j’ai cru q u ’ i ~  valoil 

la peine d’en calculer la table 9 depuie t,,= *o,o I -jusqu’A t z= 3 , ~ .  Voici la 
mhthode que j’ai suivi. 

W $i 0 R -E-M -E. 

rontekaux a ce qui ~ u i t  : a4v;oit 



n. n- 1. n - 9 .  n - 3 
1. 2 

n-4 x -  
d n +  

~t gkndralernenr ,-{ .rr zn - - z n - - p  -t- 1 d t  
n. n- I . .  . .n-5 

1. 2. 3 
n-6 

x . + eic. ; la lettre x &ant mise B la placz de - P t. 

R E * M A R Q U E  I. - i t  
56. Dans la construction de la tablc des intbgrales de e d t ,  qui se 

trouve a la fin de ce. volume 3 j’ai supposb la dX6rence constante et finie de 
la variahle t ,  &@e P o , o ~ .  DBsignant cctte cliffbrcnce par r ,  j’ai pu supposer 

la diffhrence fink c k  l’intdgrale se , multipliti par 

l - r t + T ? . r -  1’3 ; en me bornant au troisikme terme de la 

sbrie. Les intkgrales sont supposbes prises depuis une‘valeur donnde de t jus- 
qu’i t infini. A t = o rdpond le nombre 0,886~~692 ; identique avec la 
rnoiti6 de la raciiie quai-rke de w , et faisant conno?tre la valeur de l’intbgrale 
entiBre depuie t infini jusqu’a t=o. Deli ces integralcs vont en c\&XQi~;u.ltj, 
ri i= 1 on trouve o,o 139402 79 ; B i = I on voit le noinbre 0,00414553469 ; 
k t =: 3 l’intbgrale n’eet plus que de o,oaoo1957669. 

R E M A R Q U E  IT. 

- t t  --It 
d t &gale A r e  

2 1 1 - 1  2 1 1 - 3  t 
6 

57. La seconde table conticnt les logaritlimes de ces integrdes ; et la troi- 

siche ceux des prodtiits e f e d t  avec leurs premidres et secondes dj€- 
fkrences. Ces dernicres sen-eiit aux interpolations ; on y pourra employer la 
fonnulc auivante. Soi t 

P. . . .terme de la table qui rhpond i t .  
Q . *sa yl-emih aiff%rence. 
R .  sa secande 4if;terence. 

r t  - c t  
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(2 Q - 23 $- f R) . On uouvera la valeur de celui qui rbpond A t + r - r. 
Si l'on veut t18gligerlla pet-berreur d'une ou de deuxmnitde dans la sixibrpe 
dhcimale, on peut parfaitemem se contenter de P-Q r. 

2 

R E M A R Q U E  111. 
c c  - 2 2  

57. Comme le produit e Je di joue un tr@s-grand r6 le  &an3 le cdcul 
des r6fractions qui approchent de l'horizon nous le dbsigneroiis conscaln- 
ment par Et, toujours sbpari: par une virgule des facteurs qui lc suivent. 
On aura donc 

I t  - f t  JI- e fe d t  = E t ;  
I t  - 9  - - I C  

- e  / i  e d r =  2 € Z t w - ! - ;  
t 
1 1 - -I t  

+ 4 e * t f r 4  e dt = 2Ei  - I + -; 
t 2 t' 

2.  2 
< 

3.5.7 IC - 8  
Jt  

2 t3 4 c' ' c '  

2 2 t3 4 tf 8 r7 
1 1.3 + I . ' ? .  5 -..I--. 1 - t c  

B d t  = Q E ~  -- __ -f- -_ - __ 

P R 0 13 L E M E. 
Y(1-Y)  t' d v 

( I - v  v )  
I'intekrale de - ---- prke  depuis v c= Sin. A 

v -,Sin. A 
j u & j u % ~ ' & z o ~  ayant , c o m e  on spait Log. Y == b 

C 

S 0 L U T I O  N. 
t t  - a n  - t t  Y v d v  

Go. Ilinthgrale de - : $  est Cgde b e  J t  e d t ,  divisi 
(1 -vv)  

n -1 m - 3  S R - 1  n-1 + n 2 2 1 .  3. 2 

1' 1 5  
par Q c), 

I a. 3.5.2 

ce qui se riduita 2 E t -  -+ - - f 
5 

Q n - 1  - n --4 

- P ~ C ,  divis6par 1"' (2  C) i 13 lettre't &signant la r a c k  
t 7  

lemea t 
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C 

lement h l'autre, en mettant dans cellelci i la place de c, et t l /  rn & 12 

place de t. On en tire , t~px&s' f& f6dUctione'n6cessairee l'inf6gra\e drtrnan.. 

d6e , prise depuis v == Sin. A jusqu'i v = 1 Bgale B E t - -2 * E(YY'&+ 
Q? 

1 

faudi-oit eizcore ajouter lee termee : 
71 n-1 an- -1  
I 1. * a  

- ( I - - 2  +-  
I %  

tt, n- I + ( I -  2- In-* + 
1 . I.  1 

It "-3 ?I. 71 - 1 

1 1. 2 
- ( 1 -  L 2 +--- 

11 n-4 n. n-1 
+ ( 1 - - 2  +- 

1. 2 1 

1 

I t  

. n-r . 1  
3 

- ctc.) - 3n- ' 

- erc;) - 
4 t' 

- ccc.) - 
8 tr 

1.34 - ere.) - 
16 17 

3n-3 1.3 

n P n. n- 
etc. etc. Or, la sdrie 1- - 2 + 3' - ctc. ayant pour d e d e r  terne 

1 1. 2 

(n + I )  toutes lee fois que l'expnsant p 
est un nonibre entier, positif, et inoindre que n. L'inttSgraIe du probleme, 
pise depuis v z= Sin. A jusqu'h v L" 0 ;  OU' depuis YI I jusq&h I@"= o 

P est g&n&raIeinent 6gale A zdro 

'In-1  an-1  * 7 E ( t V ~ )  -/- n . n -  - 1 3 - * E ( t V 3 ) -  
I 1. 2 

sera done &gale ii E t  - --Q 
rn -1  en- - I  - 71. 7t-r. n-2 -- 

4. * 3 ( t  4) + etc. divis6 par (Q c) 8 . 
1. 2. 3 

C 0 R 0 L L A 1 . R  E. 

61. ]Enfin, si dam la formule prdc4dente on fait auccessivemeift n Y O ,  

R == t , n E P etc. qu'on affecce Ics temee qui en rbultent , du signe qui 
convient A chacun d'eux, et qu'on jbi;siie' eribenible ceux qui sc trouvent 
multiplids par E -(Wiz)n3\2. o+ pmv;ieht asu; theorkme auhant , .qui renferme. IR 
eolirtion %ourewe 2, gbn&& et.'complette du grand probl&~e des r6fractionr 
vbiiibea 'de. Z'iidrizon.; savoir 

S 



E t  - w :  k c 

-+- rtc. CIC.  etc. La fraction k est rigoureuscment 6g~le ;i 
f Sin. A . Cepefidant c o m ~ i e  l’angle A est supp,osC diffbrer peu dc gou,  a 

on peut sans erreur sensible supposcr: k -  - ou bien, A-c, ce qui donno 
U 7  

k 
est a peine d’,une seconde. 

S 

w -- - -n. La plus grande erreur qui puiese ’en rdsul ter , dam le cas de A = 8 IO, 

I - $ i d  
R&-& valsur. rigww@r &, t $96 1p raeiqclquarrt5e de -. DOs@aar 

Idvwteur wpar-ewe, don) la. moikiC p u t  paifaitemcnt Gtre conjon- 
H depuis A = 8 1’ jusqu’P l’horizon , on aura t = -- . 

r/ 2 c ’  

C 

par 

due avec  on sinys 

ce qui donne t3 
* H! H? H72 

P . Z  0 B’L’iEM‘Ei; 

-- ; t‘ == 4 c c r/ 1 c ’ t7 = 8 7 -  etc 
2 C V Q C  

64. On demande B divelopper le,produit E t  d’aprt‘s lcs puissances ascendan- 
tes de la variable t, 

S 0 L U . T  I 0 N. 
- i t  

+fk:Zirzt@rale J e  ,dit;, ,priae,?depuisi I t .  infini fusqut2i fun6 valew qukk- 



P'*R .O -Bj L ErM E. 
68. D{vdopper l'expressiort enlidre de la rflracth,voisins ,de l'horixorr, en ane 

siric qui procdde par puissances ascenduntes de A. 

S 0 1; W T IC)  N. 



a 40 

p ,+ 51-n j-328 'ns '+ 444'n' + 520 n+ 
(1 - r ip<  ?n crrr 5 ; " d  . / _ :  w 

'Aiasi lee deux premierd r m s  de3a s 6 ~ e  qrii exphime la rbfractisn, @PQI& 

date B m;,o,, e t & =  1 , deviendrpnt , en remettant - a la place de n, e t  
63 

C 

g r n  
71. @ant aux'sbrietr qui setvent de coefficient aux termee i dans'l'ex- 

pression demand& de la rt%raetion, elled ne eont sommables dans aucun cas. 
Celui de nz= o dohne l'expression de la refraction horizontale que nous 
connoissons d6ja. I1 seroit bien difficile de dire ce que devient cette aerie 
dam-le eae de m 1 .' *HehreusCmenr qu'alors ~ e s  coefficierie formen t une 
progression trt.s--seneiblemenf arithmhtique , ce qui la rpnd B trt3s-peu p ~ b  

Qale A t i  r/ f nun, ,qultipli6 par ; oil bien em rBQbliss&tt%e 

, .tidews de t , u,) P 

k, WIT 'V *d i 
,@zQqF; 

, multiplik par ----- - (3  - vL!!k. Enfin ,s don& w H H C 7 . r  
n l / w  (c -e, 

dkrant que le, terne (3 - 1/ 8) w eet k peine le trentidms' de c o n  ob"tiet;ldd 

7 1 .  &ssemblant tous ces termes, la rbfraction qui appartfent la hauteur 
€I  f i ,  eupposbe tr~e-peci& e 8em 6gaJe i la rdfraGtiQn horizontale - 7- 

e - - @  

electe I forrhd4'noue apprend , q 

4 de, l'obeewateur la rdfraction doi t prendre *des 
la -refraction horizontale $/us a~croissemens ads - rapides ; &ant dgale alors 
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64 

q d h  l’horizon mbme e le rapport diff&nt+l m;d ’ QU 9 est kgal a - i 2% d d  c- k, 

deet 18 sa vdeur x i g o h a &  -1peste don6 B exarfiiper 4 que1 point les sept 
tables de rkfrac ti on que - , ~ u K .  avmu .&Ai .i$-+ieqies *im ,‘ rbpon- 
dent B la conditipn prepcrite par l’analyse ,’ d R : dA=,w: +-w. Lee fractions 
CI c , sayant BtB“,d&ermindes pour cbscune dg.-ces -&bl&f~ , i lahioq,~x&a - facile 
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celle du 1.4. A ~ b i  ,lee prqmiha ffihnces des cw r6fractl;ons aont-ellee ex- 
ceaeivement iri.kgulhh,s, (e ~ d ~ n  kuroit de ,la peine, 3, concilier avec la 
marche constante de.la nature et ce! qui s u ~ ~ o s e  nkcessairement de l6gGres 
erreurs , ion t l’observqtiori s’es t trouvbe attei& 

qup la sbie dle  -meme , donne% cctn 7 9. oesse d’etre 
nutw de hauteur ou de dCprasioneapparente. Enfin 

vknt  de .cc que ect aswonome ,no& a laissk dais 

I 

l’incertip~dq sur, l’btat de 1%- ap ‘tcins.,de l’observatim : * ce 
dam I’impossibilit6 d’assigner aux fractions c j  w , less valeu 
viennent. I1 a hll $rendre ln*ihmni&re. d%qds  u ~ m  rciflexiow tr2s-vaguc sur 
la hauteur du Chiinhoraco. Ayant tram8 In a tennp,brature *de SBir paw ,la.se- 
conde table. de Boiigucr ; +,de $ cell; de la *glace fondante , j’ai sup- 
posit quclqucs dhgrds.de froict rlc plus h cclle-ci ; celi rnb donn6 la soutan- 
,-- vct i te ou h =z 3900 toiocs. Coniioisuarit r”l , j’ai eu Log c ,I 7,07.’j57 t g .  Enfin 
pour trouver w ,  j e  .me suis sttrvi de la rhfi-action horizontale m h i e  deb 
31~‘ I 7”; j’ai eu @I. o,o 

78. Celn ktant, I%ay>i)lication dL; la foriiiule 7 2  donne imur dix-sept mi- 
nutc’s t ~ e  I1;iuteiit :ipl)artnte , I a , r~~ i : i r t i on  6ga1c i 1 I’ $(;‘’. Ellc fut observbe 

’I est celle de un sur quuirc-vingt-quatre. 

us: tren tc-unc tniiiq tes de ddpression 

935 9 ~b&g.l.oi)+.=~d,.186~6.&( 

. Ixir Bougiicr de 1 8 ’  0’’. L’erreur 

7 9. Ce tte, I 1i16rne formule do 
apparente , la rkfraction Bgale L’observation ’l’avoit don 
zq’ 20“. L‘erreur de quatre-vingt-dix secondes est celle de, ut2 su 

80.,Au milieu des incertitude8 sur l’dtat de l’air, on pew padaitement se 
Contenter du calcul de la premiiire observation. Cgtte circonstance doit 
&re au  mains une raison tds-forte pour cr u’jl vp&roit*3tjiea: s’&e 
glissk d a m  la eeconde ob hinute h-peu-pr&s. Des 
observations rkpcitbes e& s dissiperont sana doute 
noa, incertitudes P ce sujdt. 

< I  
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a hi Jrmeiir apparoite. . .  gelon Bradley. .. ive'ritable tkbrie. 
I 

I 
o,,min+ . . .  .:. . . 3 ~  56",. .. i 

12 ................ . 3 0 1  5 8 ' l . .  ...... 30' 'z81f 

18 ................ .30' 3". ...... . ~ c j  21 

1 4  ................. 29/ c, ...... ..28' 18l' 

30 ................. .as '  I f *  :. .... , 2 7 /  I S i '  

36 ................. .27 2 7  ........ 2bi  2 3 N  

42 ................ .2G' 39 ......... "fit 2 g N  

4s ................. 2 5  J d  ......,.!24 4" 

Go ................. 24 211 ........ 23 2 3 .  

6 ................ . 3 1  5.5". . . . .  
I N 

I1 

I II 

I /  

1 r , l l  I I /  

5 4  ................ .n5' 8". ....... 2j' 50'' 
I /I I lI 

8 ~ .  I1 fauc observer a u  sujet de la troisi6me coloiine, que la suppression 
du quatr2me terme de la 66rie et  des suivaiits , a produit des erreurs insen- 
sibles a u  co~nrneiiccment , inais qui 1111 dt'?grk c k  1iaiitci.u pouvoicnt a h -  
i 25 secondcs h-peu-prds. Le inaximurn de diff'irence a donc fit& jusqu'itk 
de soixmte-dix secondes ; telle est eflectivement l'erreur produite par la reglca 
de Bradley. 

83. Comme la convergence de la ekrie doisnCe eii 7 2  cesse absoluiinent 
d'ctre seiisihle a un dCgrC de hauteur npparente , i l  fxuclra toujours en reve- 
nir pour le calcul rigoureux dcs refractions approchantes de l'horizon , i 

Donnons im exemplc d'iiii p a r d  ul : et supposant 
2,; 'toises , confor- 

la ten>pkrature des caves , d$tcr- 
5 et la soutangeiite dcs &mi tbs s kgale i 

inbment ;B la table de Bradley , r6cluite 
ininone la refraction qui rbpond 2t trois d8grBs de hauteur apl)arcnte. 

84. On aura donc 
r ~ g .  s = ,3,6983378; 

Log.  c = - 3,18284131 ; Log. a 6,5 1,5492.1 ; 

Log. co = - 4,4393328;  
Log. 'n = - 1,75648 76.  

8.5; Passons au logarithme vulgaire de '?!-e , fdcteur cc1111'1l1un de toutc 

la sCrie. On le trouvera hgal a - 3,9984252. Le logaritljme hyperbqlique 

de e"" emt-n ou - 0,1805043 5 le logaritlime vulgiite de cette puiseancc 

v c  

sera 
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sera donc - (0 ,0783920)  QU 1,9216080, On aura le logarithme 

Cdv2 -n 
vulgaire de - G Cgal ri - 3;5130879 ; et celui de n e aera dgal i 

V ‘ C  

87. Coiinoissant t ,  tV2, tV3, t 1 / 4 ,  tV5, i I /  6 ,  il faudra trouver 
les logarithmesdcEf, E ( t 1 / 2 ) ,  E ( t C / 3 ) ,  E ( i C / 4 ) , E ( t 1 / 5 ) ,  E ( t V 6 ) .  
On lee trouvera .dans la troisiime table. En s’arretant aux premidres diff6- 
rencee , on aura 

ZAO$ E t = 9,5930547; 
Log. E(1 I/ 2) = 9,491130Q i 
L o g .  E ( q /  3) = 9 ,4342  169; 

.Log. *E (1 l/ 6) = 

L o g .  E ( t l / 4 )  = 9,3738‘151; 
I,og. & ‘ ( t I /  5) = 9,3332945 ; 

%Q99=974. 
p 2  4T : 2 

88. De plus , n’oublions pas lee logarithmes de - - 9 ? 
1 1. 1 1. 1. 3 

J 7 : 2  6 9  : z 
.----I- 9 . On les trouvera 
1 .  2. 3 . 4  1. ?. 3.4.  5 

le premier = ~ , 1 5 0 5 1 5 0 ;  

le second = 0,4i4751’9 ; 
le troisifhe = 0,t 2699s 7 ; 
le quatrihme = 1,oG61838 ; 
le cinqtiGme1 1 , . l ~ a 4 9 4 4 .  

On peut remarquer en passant que dam l’idiqi la progression dc ces cozf- 
ficiens coincide avec une progression gbom8triquc t aymt pour exposant e ,  
base du systdme hyperbolique. 

89. Rassemblant le‘s logarielmes respectifs , on trouvera ceux des &&ens 
termee de la sdrie qui exprime; la, rCfraQtim, cwnwitdb SQik;) 

T 



go. On aura enfin O,O03g%g pour la r6fra;tion qui rkpond B trois’d6gris 
de hauteur apparente , exprim&e en partics du rayon 4 ce qui fait 13‘ 43”. 
La table, caltul6ie buy  la r6gle de Brad@’, donne 14’ 3 2”. La diffhrencc eiltre 
cette rkgle et  la solution rigoureuse’est donc ici de 49”. Elk est moins grande 
de 20‘’ que celle que nous avions trouvi i un dkgrk de ‘liauteur 4 cela fait  
voir &’a’ trois ddgrba de hauteu,r ces difftkencea , ayant pass6 leur mtzxi- 
mum vont dkja en diminuant. 

gi. C e  c d c i d  est trhs-long sans doute. Qu’on n’cn inculpe pas le calcu- 
lateiir , la solytion rigoureuce du prohkme i’a exig@ aiiisi ; et I’analyse ne 
yrksente pas des moyens cricorc , de somiiier la shie  trl.s-complicjuke de 58. 
Dam l’ktat prt.sent de cette s c i t k e ,  nous lie pouvons atteindre une for- 
mule plus sirnple , yu’en nous rei2cliant un pcu de la rigueur de la  solution, 
et en sacrifiant la prdcision de quelques sccondes a la FacilitC. du calcul. 
Voici yuelyues p o l l i m e s  qui peuverlt y coriduir e. 

PrR 0 13 L E M E. 

S 0 L U T I O  N. 
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94. La loi de ces co6ficiens est simple. On aura le terme g6ndral 

n p -  1, mu1 tiplik par 
f P - 1 3 t n  

1 

P i  
de la shie , qui exprime la rkfi'action , dgal A 

1 2 1 3 3 1 
. - y + P * ) - l ( l  - -+-- P -3) 1-!(1- .-.)+??2('--- 1.1.3 P 

+ -.2- ( Q P - 4  

p-d 4 1 2 2 , 3  
z 4  6 .  4 1 + a) - erc. CeIa ii'est autre 4 1----+--- 

3l' -' 4" -4 5 1. 2. 3 . 4  
n n  1 n cliose que 1 + h + - A2 3 p - ~  
1. 2 2 

1 - A4 F~ f- e*c* 714 

95. Ici nous observerons d':horcl, que comme la fraction n n'est 6Ple 
qn'i un ciiiqui&rne dans les moyeiincs tcm~)htures  de l'air , et que m6me 
le ntaximrirn de cette fraction, oh elle ne pourroit atteindre que dam les 
lroids les plus rigoureux des pays septentriollaux ne surpasseroit gu&res un 
p a r t ,  la drie des coiifficiene A , B , C 'D e m  doit coincider rr2s-senaible- 
ment , d+s le troieihle terme , avec une progression @om&rique. En effet , 
on aura a-pcu-pds 

- 
1.0.3.4 5 

.B n 11 n 

C n n n  

D n n n  
C 

X = l -  '+Q 4 

+ -;;-; B - I - -  - 8  

- -  - 1 - z + p  
-- 

T2 
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nombree qu’on peut considkrer cornme trds - swsiblement Cgaux entr’eux.,, 
parce que les deux premiers ne di&rent en effqt que d’un quaranti6me ; 
diffhrence qui peut Etre supprimbe avec d’autaqt-plus de mison, qu’elle ne 
commence i ee faire 6entir qu’au troisitime terme de la skrie. 

96. Cela ktant, examinons dil- n’y a zroit pas moyen de dkterminer. la 
fraction b de manitire ,. que, faisant b u u  = 1 - Sin. A , la refraction put 

i3re sensiblenient reprksentke par @L2 E u ?  Ellc seroit donc dgale alors B 
- 

V b  

+ etc. ce qui revien- ’* 3 - 1, 3. 5 W V Q  1 1 - , rnultiplikljiak - - - 
Vb 2 u  4u3 +G 16 UT 

b +  
1 droit, B cause de u:i = V c:L/ b ,  i K2, niultipli6 par - -- 

v c  2 t  4 c t 3  

’a -- b b  ’ *  3‘ b3 + eic. C’est donc cette expression qu’il faudroit Cgaler 
8 c c  P’ 16 c3 t 7  

+ tic. Ccla sera pos- 1 A I .  3 B 1 . 3 . 5  C A a=, n,uitiplib par- - -- + - - -- 
v c  2 t  413 S I ’  16 t 7  

sible, autant qu’il nous sera permis de suppoaer b = A  c; b b  = B c c ;  
b’= C c 3 ;  b 4 =  Dc4,eic. 
97. Nous avone dkja remarque que la progression de9 coeFFiciens A ,  B , C ,  

D eic. est trds-sensiblement gkomhrrique, En eff’et , faisant Lug. IZ = 9,2288081 
conformement a l’ancienne table de Za Landc , on trouve 

Log ( B  : A )  = 9,981803~; 
Lag. ( c  : B) = 9,9913103; 
Log (D : C) = 9,9958344; 
Log.  (E : 0) = 9,99795415; 

logarithmes qui diffthent tr8s-peu de l’unitk, et encore inoins en tr’eux. 

98. Reste donc B choisir entre toutes lee valeurs de h ,  qu’on peut tirer 
des dquations b =Ac  , b b = B c c j b3 = C c3 etc. celle qui de toutes les pe- 
tites erreurs produit la plus petite poasible. On a e u  pour valeur rigoureuse 

A @  BwZ wv ,r rnultiplig par 1 + - + -.--- + eic. V‘nc C C* 
de la rbfraction horizontale 

Cette mime rkfraction horizontale doit 2tre Cgale a e, d’aprds la nouvelle v 2 6  

1 1 A Bu‘ C d  f o ~ u l e .  Cela donne-=- , multiplib par i + ! + -+ I_ + tic. Vb v c  C c2 c3 



W l A ‘ B  

V b  
parente A ,  sera bgale - E u. 

99. Rcitabliesant la notation Fn pour dksigner la’euite 1 +An+Bna+eic. 
la refraction astronomiyue, qui &pond i la hauteur’apparente‘ H ,  sera donc 

W V Q  Fn Is dgale A - , multiplik par F n , E u  ; la quantiti u &ant 6gale B L. 
I J C  v ‘zc 

loo. Enfill , appliquant ce9 formules ii la table de ‘Bradley supposde rP- 
pondre *?I 28 poll. h a r m .  et‘ 10’ de Rc‘aumur, bn aura L,o+ u == 1,2934651 + Log. H ;  et le logarithme de la rkfraction , appartenante 1 la hatiteuz a p  
parente I#, devicndra - 2,0338278 4- Log E u. On aura par cette r&gk 
la rkfrnction exprimde en parties du rayon. Si 011 veut l’avoir en niillio- 
rii6rnes du quart , ou en secondes de la nouvclle division on aura son loga- 
rithme &gal i 3,8437079’ + L o g  E U. 

101. Si l’on dksigne par A - d R la rdfraction qui appartient &*la liauteulr 
apparcnte d H ,  suppode infininient petite, on aura dR ; dH=w ( F T Z ) ~  ; C. 

I1 devroi t y avoir A la rigucur d R : d W= td: c- w. DOIK p o u r  que, la for- 
mule qu’on vient de trouver , f u t  entierenient rigoureuse > il faudroit que 
F n  fut &gal i 1 ,  clivisb‘ par la rxcine quam& de I -n. Elk n’en est effecti- 
venicnt @res Cloignke ; et si 1’011 met cctte valeur Q la place de Fn dam la 
formule qui exprime la refraction horizontale cette dernihre , exprimde en 

parties du rayon, deviendra dgale A la raciiie quarrke de -- , cequidans 

les tempbraturee moyennes ne produit qu’une demi - minute d’erreur. 

f n w r r ,  
i - n  

102. La formule trhs-simple, cionlide en 99 fait connoitre les refractions 
astronomiques qui approchent de l’horizon , avec une trits - grade  exacti- 
tude ; en cffct’, la diffkrcnce entre cette formule et la sbrie rigoureuse de 
5 8  , ne va nulle part B plus‘ de h i t  secondes. Je l’ai employhe, Four calculer 
les rhfractioiis qui alq)artitnncwt aux lruit pfemiere dCgrtiv de hauteur xppa- 
rente, Je. 1n’mpxefise d’iautant plus $ v  communiguer au public la table 
conatruite sur ceite f o m u ~ e ,  qu’elle eet effectjveinent la preiiiiere qui ait 6th 
calculbe our la solution rigoureuse du . problhme des’rdfractions astronomi- 
ques ,, sans le sdcours d’aucuiie hypo&hse .ktrt+ngdre, 
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Ruuteur EjFaciiim 1 r&u24e g a k m  0 8 6  . . 
apparente . la for.murk' de 99 . la r2gk ite Brudky . en see. 

dig. min . mine sec. min. .... .... 
0 . .  .. 15...... a g  .... 58 ............... 30 .... 3 0 ........... 32 
0 .... 0 e . n  ... 32 ... .56 ............... 32 ... -56  ....... ,'. . 0 

. .  
o ... .30  ...... 17 ... e 2 5 e  ............. . 2 8 .  .. . I  7 .  .......... : 4 2  
o ... .4 5 .  ..... 25 ... . I  2.  ..... a i  .. ........... 64 ....... 26. . I  G. 

0 ...... 23 .... 1 5 . # . ,  ........... 24. ... 2 4  ........... ' 69 
1.. .. 1 5 . . . .  .. 81 ... 63 2 . . . . ; . . . . . . . * . . e  2 2  .. . . 4 3 . . . . . . . . . . .  7 1  

I 3 0 2 0  9 21....11........... 69 

. .  
1 .... 
.... ...... .... ............... 

1 .. . . 4 5 . .  .... 18. . ..4 2. ............. .l 9. .. .47.. ......... 65 
2 .... o ...... 1 7  .... 3 0 ............... 18....31........... 61  

2 .... ' 15. ..... 16 .... 26 . . . . . . . . . . . . . . . I ? . . . .  23 ........... 5 7  
2 .... 3 0 . . . .  .. 15 .... 2 8  .............. .i6....20 ........... 5 2  

2 . . . . 4 5 . . . . . .  14 .... 37 ............... 15 .... 2 4  ........... 42 
3 .... o ...... 13 .... 50 ............... 1 4  .... 32 ........... 42 
3 .... 15......13.... 7 ............... 1 3  . . . . 4  6. .......... JCJ 

............... .... ........... 3 5  3 30.... 1 2  28  1. 3 
3 . . . . 4 5 . . . . . .  1 1 . . . . 5 2 . . . . .  .1.....24. 32 

4 29 0 11 0.19 I f  (1s 
4 .... 15 ...... 1 0  . . . . 4  9. .............. 1 1  .... 15 ........... aG 
4 .... 30..... . lo .... 22 ................ 10 . . . . 4 5 . . . . . . . . . . . .  a 3  
4 .... 45 ...... g .... 56 ............... ia....i7........... 21 

9 

.... .. .... . ......... .......... 

.... ...... .. ............... .... ........... 

.. ...... .... .......... ... ........... s a . .  0 9 32..... 9. 3 1  I9 

5 ..... 30 ...... 8 . . . . 5  0 .  .............. 9.. ... 5 ............ 15 
5 . . . . 4  5 .  ..... 8. . . . 3  [ . . . . I . . . . . . . . . .  8 ....4q........... 13 

.... o ....... 8 .... 1 3 . . . . .  .......... 8 .... 25.......... . 12 
.. 7 . . . . 5  6 . .  ............. 8 . .  .. 7 .. 4 . * . . * * . b  1 ~ 1  

6 . . . . 3  o . . . . . .  7 .... 4 0 ............... 7 .... 5 0  ........... io 

3 .. . . 1 6 . . . . .  . 9 ..... o . . . . . . . . . . . . . . .  9.. .. 2 7 . . . . . . . . . . .  17 

6 . . . . 4 3 . . . . . .  7 .... 26 ............... 7 .... 34 ........... 8 
7 .... 0 ...... 7. ... 12...... ......... 7 .... 20........... 8 
7 .... 15. ...... 6 ... 59 ............... 7 . 0  .. 6 ........... 7 
7 .... 30 ...... 6 .... 46 ............... 6 .. + . 5 3  ...... 
8 .... o ...... 6 .... 2 4 . . . . . . . . . . . . . .  .. 6 .... ~g........... 5 

' 7  .... 4 5 ...... 6 ....34............... 6 . . . . 4  o . . . . . . . . . . .  6 
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103 .  Cette table nous fait donc, appr4cier % .  le 
exposer, la rhgle de Brcr 
erreur atteint son maximu 
7 1 secondcs. nu-del i  de 
rapproche insensibleinent tle la r$gl,Ze de Br lle elle se trouve 
confondue i huit dQgrks de hautcur, au iuoins dans les tempdraturcs moyen- 
nes pour lesquelles la fraction n se trouve au-dessous,d’um cinquiime , o u  
tout au plus d’un quart. 

104. Mais il faut voir aussi cc qui arrivera dans les froids trils-rigoureux, 
pour lescluels cet te fraction approche d’un tiers. Les obsen;ationo recueillies 
par le Monnier prouvcat euffic3ammerit qlile! ce cas exiete dam la nature, et 
clu’il n’vst iias i beautoup pde aussi rark. que l’on penee. Nous mons dtsja 
rcmarqub, qu’ici le thermonwtre Be trouvoit en d&ut et que sails le secoura 
c l u  iiianoinetre il ;toit iiiipo~sible d’atteindre i qiielclne pr6cision. 

In  hauteur du barometre cs- 
piimkc en pouccs ; par tn. , le nombre marqu6 par la division du manometre; 
pnr rc, la valeur gu’acyuiert la fraction SJ dnns le cas de nz = 10000, multi- 
pli6e par 10000 , et qu‘en atteiidant nous supposerons &ale i 2,98n7 confor- 
nikrnent B la table cle UrntIley ; 011 aura la rkfraction astrononiique, qui ap- 

105. Aimi, &signant comme en 31 par. b 

partient ;i la hauteur apparente H , de la manidre suivante : faisant d’abord 
aK (4- n =  -L-- b n z ) y  fraction qui dnns le cas d’une elasticite sphcifique cons- 

g b mm - 
- \  

on aura d’abord U.=H, Fn ,  multiplihpar la racine de ah? tante se rbduit i v 
b mnr 

n m  . -- , ensuite la rbfraction astronomique J ,  exprimCe en parties du rayon, sera 2K 
&@e au produit de5 trois quantitds euiivantea: F n y  E u , et la racine quar- 

Q n K  
r&e de -. c6#mae”~a krwm pax 

vn 
Ce cakul m’est ni lo@ 1 ni diEicile 



1 5 2  

n rn 
fera conno?tre le logarithme de F n , L/ - 
cobatants. Pour .trouver l’autre ayant 

Log. n = - 1,4830656; et de plus 
Log. K = 0 ,4746125;  vous aurez 

0,085302 7. De p o i  Brant 
Log (m:Q) = 3,6232493 J ilviendra - 

.i 4,46i05’3 4 j dont “la moirie‘ 

c’est l’uii des deux coG&&lir’ 
2 K i  

2Log. F n  = 0,1276246; ajoutcz‘ 

- 2,9310267 

exprimera le*logaithme de l’autre Co65Cient constant F m ,  %v pnK --• On 
, I  m 



QUX APPBOCHENT DE L’HORIZON. as3 

de la rbfraction horizontale, que l’on trouvera Ggale B o,o 15084 ou 5 1‘ 5 I”. 

.log. La formule qu’on vient de trouver, suppose que dans l’bvaluation 
de la hauteur apparente N et de la rbfraction r ,  le rayon est pris pour 
l’unitd. Si on vept prendre pour unit6 le quart de circonfdrence, il faudra 
faire tog.  u= 1,5757789 +LogH; on auraensuite LO& r= - Q d r o ~ ~ 9 0 6 S  

I io.  Ezempk. Soit la hauteur apparente H z= 0,036. On aura pow la 
tempdrature de l’air qu’on vient de supposer, Log. u = 0,1370814; donc 
u= -3,3534434,; et Log E u = - 1,4889469. Ajoutant B ce logasithmer - 2,0349068 ; on aura - 3 , 5 ~ 3 8 5 3 7  pour logarithme de law%kaction deman- 
dke , qui deviendra Cgale a o,ooo3341; faisallt 3341 secondea de la nouvelle 
division. Elle ae trouve plus petite d’un grand s ix ibe  de ce qu’auroi t donne la 
rdgle ghhlement  adoptke jusqu’ici d’apr8a laquelle la densite de Yair ve- 
nant a changer lee r6fractions appartenantett 4 toutea les hauteurs sont sup 
poekes ’ h e  augmentkes ou diminudes dam le’ m6me rapport, eavoir, celui 
de la densitb. Nous avons d6ja prouvd dans le second chapitre que eette 
rdgle &oit crhs-admissible jusqu’ii 82’ de distance: nous ajouterons ici , qu’i 
cjuelques 46grds plus loin elle ne paroit pas produire encore des erreurs bien 
sensiblw, -~ Mais ce qui est trde-certain, c’est qu’aux itRppcbee de X’horizon 
m$me elle- s’bloipe beaucoup de la veriti?; et que, pour ddtenpiner qvec 
quelque prkcisioii Ies rkfractions qui appartiennent i de trhs-petites hauteurn, 
il kudra, toujours en revenir a la formule rigoureuse de 3 1 ou presque 
rigoureuee de 92. 

i 1 I .  I1 me reste h rendre compte de la construction des deux tables do 
rrifractions qui suivcnt. Elks font connoftre ,,POUT les cent premiers mil- 
lihmes de hauteur appareiite, faisant chacun dix minutes de la nouvellc 
division , les rbfractions qui appartiennent i ces hauteurs, exprimties en 
millionihmes d’uii quart de circonfdrence ou hn secondes de la nouvelie 
division, 

I 12.  La preinihe de ces tablee est calculCe sur fa rBgk de Bradley. On y 
a supposb de meme que dans la table meme de cet astronome, la refraction 
horizontale Cgale h 33‘, et celle de 45’ de hauteur apparente, &gale h 57”. 
L’unc et shutre &ant exprim8ee mi parties dumpn,  on aura B=o,aog5gg3 1 j 

+ LO& Eu. 

V 
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et-~~%o,ooon7634 : GO qui ~ Q W B  fort exactetnent e. 3. A cette ten& 

pkratare donc , la rdffaction eBt gdnhkment proportionnelle k la tang nts 
de la distance ap1;arente diminuCe de trois fois la rkfraction 5 si toutes fois 
Ton veut adopter f a  r6gle de Bradley. Dam touee autr’k tempbrature, il 

3112 

w Saudra substituer B 3 la fraction - coinme nous verrons dans le chapitre R R’ 
buivan t. 

I 13. Donc, designant par R la rkfraction horizontale, par r celle qui 
mavientA fa dietance .+parenre , vous aurez r = R tang. Q; l’angle Q 
&am e l  que rang. z= 6 Ei) tang. A et le rayon &ant pris pour l’unit6. Aim4 
trous atlrez 

Log tang. cp II, - 9,7603914 f- Log. tang. A. 

Log r r= - 3,9822401 + Log. tang.! O. 
et 

Et ei lbn demande cetre m h e  rkfraction exprimhe en secondes de la now 
wl le  division, on fera Log. r = 3,7861202 + Log. tang. Q. C’est suivant 
cette rhgle que la premikre table a dtd construite. 

Comm la 
table de Bradley ne se rapporte pas prkcisQment B la tempthture des caves, 
$1 a fallu dbteminer d’abord la fkaction c ; on a trouvB Log. n =- 1,25 GI 860 ; 
ce qui a b n n 6  Fnr;; 1,08485. Du logarithme de n on a cl6duit celui de c, 

I I 4. La scconde table a dt6 construite sur la formule de 92. 

F7l igal ;i - 3,1852578 ; donc - = 3,073547. Donc enfin, la hauteur ap- 
I V P C  

parente N Btant suppode exprim& en miIIi6mes d’un quart de circonfkrence, 
on a u == 0,3078347 H ;  et si l’on demande la rQfraction B cette hauteur, 
,eqrimi$e en secondes de la nouvelle division, on aura Log r r= 3,8385,~9s +- 
,tog. Eu.  

115. Voici i pre‘eent le6 deux tables. 
Hauteur appar. R$racit’on ,- exprime en rnillionidrnPs d9un quart, Df lrenee  

en rnillidrnes ou en secondes de la nouvelle division. 
dlun quart. Rigle de Bradley, D i !  Tormule de 92. Di$ dcux tables: 

0,.~....;....611i ....... 6iiir.,,.. . e . . , * .  0 

4 2  1 . .  ......... ,5917..  ..... 164.. ... , 5 9 0 5 , .  ... .QO~.. ...... ~ . . .  0 ~ . . . . . . . 5 7 8 7 . . . . . . . 1 6 0 . . . . . . 5 7 0 9 . . . . . .  196.. ....... 78 
3. .......... .5631 ....... 156.. ... -5523 . .  ... ,186. ....... $08 

enircf les 

..... 





156 CHAP. tv. REPRACTIONS 
Raut. uppar. R&raction, exprithe'e en miJZioni&rns 8 u n  quart, D@hwxe 
en miUiPmes ou en secondes de la notivel@division. edtre les 
d'un quam Rk& de Bradley. D ~ f i  Zormule: de 92. z$f, deltx tables. 

37 
38 
30 

. b e 2 5 1 3 . .  49 . . . .  2398 . . . .  45 . . . .  115 

. . . . . . . .  2 4 6 5 . .  . .  4 8 . .  . .  2355.. . .  43.. . .  110 

. . . . . . . .  ~ 4 , 1 9  . . . .  46 . . . .  2312 . . . .  4 3  . . . .  io7 
40 . :. . . . . .  2375 . . . .  44 . . . .  2 2 7 2  . . . .  4 0  . . . .  io3 

4 2 . .  2290.. 4 2 .  2191 . . . .  38 . . . .  96 
4 3 . .  . . . . . .  2 2 4 9 . .  . .  4 1 . .  . .  2157 . . . .  $ 7  . . . .  9 2  

1 

. . . . . . . .  . . . .  . . . .  . . . .  41 2331 43 2232 40 . . . .  100 ...... .. ... 
44 9 ; : .  . z z i o  . . . .  39 . . . .  QIZI . . . .  3 6 .  . . .  89 
45 ........ 2172 . . . .  38 .... 2086 . . . .  35 . . . .  
4 6 .  ....... 213.5 . . . .  37 .... to53 . . . .  33 ..... 
4 8 . .  . . . . . .  2064. . . .  35 . . . .  1 9 8 8 . .  . .  3 2  ..... 

86 
81 

47 "93 36 . i 2 0 2 0  33 79 
76 

49 . . . . . . . .  2030 . . . .  34 . . . .  x957 . . . .  3 1  . .  : . i f  
5 0 . .  . . . . . .  1997 . . . .  33 .... . . . .  3 0  . 70 

51 . . . . . . . .  1965 . . . .  32 . . . .  1897 . . . .  3 0 .  . . .  68 
5 2  ......... 1934 . . . .  31 . . . .  1869 . . . .  28 . . .  4 65 
53 . . . . . . . .  1904 . . . .  30 . . . .  1 8 4 1  . . . .  2 8  . . . .  G3 
5 4 . .  . . . . . .  1 8 7 5  . . . .  2 9  . . . .  1 8 1 4 .  . . .  z 7  . .  : . 61 
55 . . . . . . . .  1846 . . . .  29 . . . .  1 7 8 8  . . . .  2 6  ..... 58 
56 ........ 1819 . . .  . e 2 7  . . . .  1763 . . . .  25 . .  i . 56 
5 7 . .  . . . . . .  1 3 q ~  . . . .  17 . . . .  1738 . . . .  n g . b \ .  5 4  
5 8  ........ 1766.. . .  2 6 .  .... 1 / 1 3  . . . .  2 5  . .'. . 53 

60.. ...... 1 7 1 5  . . . .  25 . . . .  1667 . . . .  23 . .'. . 48 

. ...... . . . .  . . .  . . . .  . . . .  

59 c . .  e 0 174.0 .I 26 1GgO 8 23 . , ' e  50 

........ . . . .  61 1691 a 4  . . . .  1644 . . . .  n 3  . . 4 2  
62.. . . . . . .  1667 . . .  : ' n 4 ,  . . .  16'23.. . .  9 1  . .  1 . 

65.. . . . . . .  i600. . . .  2 9  . . . .  1560 . . . .  za . .  ,J . 4 0  
6 6 . .  ...... ~ 5 7 9 . .  . .  8x . . . .  1 5 4 0 .  . . .  2 ~ .  . ,J . 3 9  
67 1558 9 1  3 5 2 1  '9 . * ' , I  * 37  

4 4  
43 
4 2  

63 ........ 1644 . . .  .i 23 . . . .  1601 . . . .  2% . .  J . 
64 . . . . . . . .  1629 . . . .  2 2  . . .  i 1580 . . . .  2 1  . .  i . 

........ . . . .  . . . .  . . . .  
68 ......... 11537 . . . .  2 1  ... 150% . . . .  '9. . & A ) .  35. 



~ u r  APPROCHEYT DE L'HORIZOA. = 57 
R u t .  cypur., Rejfraction , exprime'e en millioniemcs d'un quart Dgekencc 
en millidmes au en secondes de la nouvelle division. 
d'yn quarci,~ $ g l c , d r  Bradley. DiE Tormule.de 92, D@ deux tables. 

mire les 

69.. . . . . . .  1 5 1 7  . . . .  QO . . . .  1483 . . . .  ' 9 . .  . .  34 
7 0 . .  . . . . . .  1498.. . .  19 . . . .  1465 . . . .  18 . . . .  
7 1  . . . . . . . .  1479.. .. 19.. . .  1448 . . . .  17.. . .  

..... . . . .  . . . .  . . . .  7 2  . . . . . . . .  1qGi 18 1'431 1 7  30 

1 4 4 3  IS 99 
7 4 . .  . . . . . .  142.5 . . . .  18 . . . .  1397 . . . .  17 . . . .  48 
75. . . . . . . .  1408 . . . .  1 7  . . . .  1381 . . . .  1 6 . .  . .  27 
t G  . . . . . . . . .  1391 . . . .  1 7  . . . .  1363 . . . .  16. .... 2 6  

. . . . . .  1375 . . . .  16 . . . .  1350. . . .  15 ..... 9 5  

. . . .  . . . .  . . . .  ..... 79 1343 16 1320 15 23 
8 0 .  . . . . . . .  1327 . . .  .,iG . . . .  1305 . . . .  15 . . . .  
Si . . . . . . . .  1312 . . . .  15 . . . .  1291 . . . .  14. . . .  
a 3 . .  1 2 8 3  19 14 1264 13.. 
8 4  12Gg 14 1250 '9 
85.. . . . . . .  1255.. . .  14 . . . .  1 2 3 7  . . . .  13 . . . .  18 
a b . ,  1241.. 14 1224 ' 3 . w . .  17 
37 . . . . . . . .  1228 . . . .  13 . . . .  12iQ .... 1 2  . . . .  16 
88 . . . . . . . .  ,1215 . . . .  13 . . . .  1.199 . . . .  1 3  .... 16 
90 . . . . . . . .  1 1 8 9 .  . .  4 13 . . . .  1176 . . . .  1 1  ..... 13 . . . . . . . .  ..... . . . .  . . . .  .... 9 1  1177 1 2  1 1 6 4  12 15 
9 2 . .  . . . . . .  1165.. . .  1 2 . .  . .  1153 . . . .  11 . .  . 12 . 
93 . . . . . .  II . 1153 . . . .  12 ..... 1141 . . . .  12 

93 . . . . . . . .  1 1 3 1  . . . .  11 . . . .  1 1 2 0  . . . .  10 ..... 
96 . . .  . & .  . .  1119 . . . .  12 . . . .  1109 . . . .  IX . . . .  
97 . . . . . . . .  1108 . . . .  11 . . . .  1098 . . . .  1 1  . . . .  

33 
31 

. . . .  . . . .  . . . .  . . . .  . . . . . . . .  1 3  1414 17 

f7 . . . . . . .  . .  . .  . . . .  .. 7 8 . .  ! 3 5 g . .  1 6 . .  1335 15 i .  94 . . . . . . . .  
2 2  

Z L  
1 

. . . . . . . .  . . . .  . . . .  . . . .  132 I Z r j ' l  15 1277 i q . . . ,  10 

. . . . . .  . . . .  . . . .  . . . .  .. 
. . . . . . . .  . . . .  . . . .  . . . .  . . . .  

. . . . . .  . .  . . . .  . . . .  

89 , . b . . 1 2 0 2  13 . ~ , 1 8 7  . . 12 , . . 15 

; 3% . .  . 
9 , i . .  . . . . . .  1142.. . .  31 . . .  7 1,130 . . . .  11 . .  . 12 

1s 
30 

1 0  

98 . . . . . . . .  1098 .... io.. .. 1088 . . . .  IO . .,", . 10 

9 , 9 9 ,  q .  - 1087 0 * 11.. 1078 10 . 
]loo. * > &  b L IO11 0 *'IO 0 *\'"g 9 :,- 8. 
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I 16. Cette table p u t  donc nous *faire qq~ft?cker 1hPreuP A 1aqWiIle -nOhb 
c---kse latrhgle de Bradley , aepliquke alrx rbkacdom approchan tes de r)ro&, 
zvcA. Dans les tempbrzltures moyennes cette erreur attekt son maxinzpt~ 

0,013 ou soixante-dix minytes de hauteur apparente; elle y est Bgde ri 
7 2 SeContles 'de l'ancienne dh&h j de 19 elle dirninue peu-Bpeu , et i dix 
dkgr6s de hauteur apparente les'rksdtats: d'es deux regles nu diffdieint klus 
sensibleinent entr'eux. 11 est h prksumer que dans des froids trbs-rigoureux 
ces erreurs deviendron t * beaucoup plus considhrables. En les supposant 
proprtionnelles a la densite de l'air, supposition au rnoins ires -Ixobable, 
on pinrra faire usage de la table 'de ces erreurs que nous venons de donner, 
I)our dkterminer avec assez de prBciGon, la rdfraction qui nppartieiit i une 
jlauteur apparente proposke ind6pendammeni: ae la table" d'es logari thmeg 
de E i. On la calculei-a d'apr8s la rdgle de 'Bradley , en  observant d'cn 6tcr 
ensuite la diffhrence constamment positive, que cette r&gle a u d  produite. 
L'exlJo"tion de cette rGgle, et I'application qu'il fdut en faire dam les dig& 
rentes tempkratures de l'air 

. .  " 

. I  It 

seron t l'obje t du chapi ere suivan t. 



C H A P I T R E  C I N Q U I ~ ~ E .  

Examen des solutions d’Euler I )  Bradley Muyet 
et  -Lambert. 

S O L U T I O N  D ’ E  U L E  R. 

1. N oua devons ii cet illustre geoindtre un mkrnoire sur la r$raction de ZQ 
turnidre en yassant par I’aimospht?re, seton les divers degrek , tant de la chdeur 
que de I’e‘lasticite‘ de Pair, inskrd parmi ceux de l’acade‘mie de Berlin. 1734. 

2 .  EuZer commence par supposer uiie ccrtaine temperature fondamentale 
de l’air, B laquelle il rapporte toutes lcs autres. I1 dbsignk par b la hauteur 
du barombtre B cette tempbrature j par n le rapport de la densitd de cet air 
h celle du mercure ; par 1 : I le rapport d u  Sinus d’incidence ;lu Sinus de 
rbfi.actioi1, pour les ri1y01~ qui entrciit du vuide dnns cet air; par y son 
klasticitk sp6cifique ; par g celle qu’il exerce A uiie autre tempdrature quell 
conquc. On tloiive chez Eder le terme de crlrakur a la place de celui 
d’e‘lasiicite’ spe’c$que : erreur trks-pardonnable sans doute avant loe dbcouvertep 
de Priestky. 

3. Ayant constnmment dbaignd par b la hauteur du barom6tre; par h la 
soutangente baroiiibtrique ; par 1 : 1 + w le rapport du Sinus d’incidence a u  
Sinus de rhfraction , pour les rayons qui passent de l’air dans le vuide; 
ayant dbsignc! de plus par B, H ,  W, ce que deviennent les quanti& b ,  h ,  
0 h une certaiiie temperature ddterminde; 1’0x1 voit que a d’EuZer rdpond i 
1 - W de notre analyee ; que le produit n b chez Euler ddsigne la soutan., 
gente barnmCtrique h la temykrature @il regarde comme fondamen tale ; 

que le n d’Euler est identique avcc notre -- ; qu’enfin la fmction 5 d’Eu& 

h e  sert q’u’rl exprimer gCn6ralemen t cette n&ne soutangen te bar&i&rique, 
que nous avons coutume de dksigncr par h. 

4. Ce gdom6tre voudroit que l’on prit pour tempdraturc fondainentale de 

I’air , ce le  qui r6pand A a= ; et pour laquelle n b ou H est &gale 4 

13 nb  0 

33 Y 

3324  
3 a5 
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xoooo fois vingt-huit pouces ou 23333 pieds, faisant la 858idme partie du 
rayon de la terre. Une pareille smtangelite suppose une tempbralure de 
huit d6grCs au- dessous de la glace ; encore faut- il lui joindre une hauteur 
barombtrique de 2 7 pomes , 4 lignes. supposd par Euler , 
ne peut donc p“ btre considkrb comme ktat moyen ; nous lui suhshtuersns 
celui de 28 poU. barom. et ioo de Re‘aurnur; ce qui nous donnera, comme 
jusqu’ici 

L’btat de l’air 

Wro,ooo275 ; et El& 4218 tokes ; d’oh l’on tire 
Log w - 4,4393327 ; 
Log H = 3,6251066; 
Log a W = 2 ,9548254;  
Lo@(H:u) = - 3,1096139, 

5.  Euler jugea de mQme’que nous 1’6lasticit6 spkcifique de Yair dbcrois- 
sante depuis l’horizon jusqu’aux r6gions blevbes de l’atmosphhre. I1 la dksigne 
par g & l’horizon ; par v a la Bauteur x ; le rapport g : v est donc identique- 
mn t  le mQme que le notre 1 :E. 11 suppose g : v =f+ x :f; ce qui donne 

f 
X 

- X !  g 
E=&F* 

6. Nous avons eupposb E -  e ; ainsi la ligne f d’E7uZer n’est autre 
chose que notre eoutangente aux d1alaeticitOe spOciifiques g. De p l u s ,  la clif- 
fbrence entre les deux rormules, n’est pas de nature a pouvoir iiilluer sensi- 

blement sur le calcul des rbfractions. L’une donne E= 1 --+ i- -+tic.; 2 xz x? 

B g if3 
2 x2 x3 I’autre donne E = 1 - -+ - -- 4- efc. et comme g est 6gale a 30000 
K QgZ 6g3 

toises &-peu-p“s 7 1’011 voit que les deux formules ne commencent i di&.rer 
sensibleinen t entr’elles qu’i dm hauteurs 9 ob la densi td de Yair elle-m&me 
cess6 d’ktre sensible. 

7. Passant au rapport qui doit exister entre les denit& de Yair i 1’l;orizon 
et B la hauteur x s  qu’il dksigne par k :  q ,  et qui par consequent est iden- 

ticgue avec 1 : P de notre analyee 

-t- 



BRADL&; MAPER El’ LAMBERT. 161 
X* -/-------. 4- CIC. 

p u t  y avoir.’enlre IPS deux‘formulcs. 

La table suivante nous-fera conno?tro.la diff6rence qu’il 
24g3 

Hauteur ,r Densiie’ de I’nir , en srlpposanr D ~ ~ ~ l ~ c l 2 c e .  

cii tdiscs.  

0 , . . . . .1,00000. . . .1,00000. . . a;oaooo 
1000 . . . . . ‘.o,k?0350. . . .o,l3o301. . . 0,00049 
12000 . . . . . ’.‘0,63964. . . .0,63834. e . . 0,00130 
3000 . . . . .0,50436. . . .o ,ga~36 .  .. . ... a,ooig* 
4000 . . . . . .0,39~71. . . 0 ,391 /3 .  . . . l u , o n 2 ~ 8  

5000’ . . ,0,304*22, . . . 0 , 3 O I y g .  . . . 0,00223 
Good . . . . . .0,23260. . , . o , Q ~ o ~ o .  . . . 6,001go 
)OOO . . . . . . 0 , 1 7 5 8 4 .  , , .o ,17453.  . . . 0,0013x 

I 8000 . . . . . ,. O,I 3 I 4 3 .  . . .0,13075. . . . o,oooG8 
9000 . . , . . .o,og7oG. . . .o,og7oi. . . . 0,00007 

10000 . , ’. . , .0,07083. . . . 0 , 0 7 1 2 ~ .  . . -0,00045 
11000 . . , . . O , O ~ I O Q .  . . .0,0518s. . . -O,OOOSG 
1 2 0 0 0  . . . . . 0 , 0 3 6 . ~ 7 .  . -0,03739. . -0~00112 

13000 . . . . . .o,oa543. . . .o,orG7o. . . -0,001n7 
14000 . . . . . .o,or758. . . .0,01588. . . -0,00130 

I 6000 , . . . , . 0 , 0 0 8 o j .  , . .o,oogik?. . . --o,ooii5 
17000 . . . . . .o,oo53 x . . .o,0063 I . . . -- 0,001oo 
1 8 0 0 0  . , . .o ,003~i5,  . . .o,ooi30. . . -o,ooog~ 

~ 6 0 0 0  . . . .0,00138. . . . O , O O I C J ~ .  -o,ooo5G. 

1.5000 . . . .0,010!?/1. . . .0,01323. - O o , 0 0 1 ? 8  

l()ocJn . . .0,002?0, . O , O 0 2 ( j O .  -0,000j9 

8 .  1 , o i i  voit par ccttc? table, qu’au commenceiiiciit la demit6 de 
tI’alh-6~ notrc foi iirulc l’cmporte our celle d‘Eulr.r ; qu‘i neuf millc ioiscs dc: 
liautcur Ics Clem courbes dcs densit& se croisscrit , et qu’aq- del i  de ce 
t e m e  la demit6 d‘Eul& ;L constaninicnt la prdfh-ence. La diffhencc a u  rate 
attejut so11 mixinturn h neuf niiile toises de hauteur ; et cornme clle lily est 
kgale qu’i la cinq-cenridme’ partie de la demit6 de I’air pris l’horizon , ’ 1 ’ 0 ~  
voit cjii’il est a l s o l ~ u n c i ~ t  indiffbrent pour  le calcul des refractions,. d’adoptw 
la formule c1’Euker ou bicn la xiiiric. 

x 



- q’h de la vdritable courbe aux densids - que nous avo118 ddsignd par s :  
P- 

,, d’unc inPthode toute prticulibre qu i  rious conduise ii la veritable cour- 
,, bure B U  ti$on.*” 
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1a:milGdma plrtio d v  qyqn de la l-terse, - w &  dkroiesemcnt aussi. rapide d a m  
la courbure doit seul sumre pour exclure touttw le6 courbes du genre hy- 
perbolique , comprises sous I'4quatiofi 1 & C y  e Aw;i nous allons voir 
que Ics €ormules d'Eder, Ioiu #hue Agoyreuecs, ne, peuvent pas m&me 
Etre adniiac?s cornme des des d'approxim3tion. 

13. Eziler avoit 'donc quntre const ii d6cemiiner : la posGon de 
l'asymptote.; l'bloigtirment du ccntrc ; cteur c ,  et l'exposarit m.' ri sc 
procure qrltltre dquations pour d6tcrihiiier ces constantes : et aprhs avo 
le.$ t.liminadons iikcessaireg , il trouve la ' rbfraction demandbe r Comprise 
sous unc &quati& du second ordre r r -/- z P r - j? Q. 

que de l'dtat do l'air a u  moment de l'observ 
ti& constantes 13,  Z) , pour d&tcrmincr IC 
chez h i  soulj uiie forme trds-compliyubc. 

considtirant, que le n d'Euler n'est autre chose que 

biinplernent la soutnngente bnroni6triyue A ; que s 

463 

m - 1  

1 4 .  Iks codfkiens P , .Q dkpndeiit tant de la qpttmse .A 
loye les quan- 

6 s  qnanti tis paroissen t 
On les simplifiers beaucotlp eta 

I 

C 

TVb h chose que *t ; de plus on sait que - se rhduit de m8me i U ;  qu'enfiix, 
Uh 

h -g- n'est aupe chose que E, Eoutmgente aux densitis. 
t9-h 



Q w w  . -- 
(C - W )  - (i- b ~ )  cot. ‘A’ Q.Q+= 

Alors on aura r r $- i 3) r Q Q ;, Cquation fipale’, qui’ a’aprds Eukr ren- 
ferme la solution completrk Ct gh ale a u  probleme des rbfractions, 

18. I1 est assez singulier quk ~ r++ de Bradley, Mayer et Lambert 
reviennent kgalement A la solution d’uae ‘CquatiQn du second dkgr6. I1 est 
plus singulier peut-itre qu’aucun de CeB geombtris n’ait tire parti de la bis- 
section de l’angle, pour r6soudre son &quation. Ayant r r $- P P I-= Q Q, 
l’incofinue .r w r a  Cple i ,O tang. Q ; I’angle cp ’Qtant tel que tang. Q = %. P 

1- 

19. Le cas de A = 90’ donne la rkfraction horizontale X = w , mu1tiplid‘ 
‘ 2  par la xache quads de --. ‘Ainsi donc dans la solution d’Eukr , de 

mbmd,que dam la notre la r6fractiou horizontale est sensiblement propor- 
tionnellc ?t la hauteur du barornetre, diviECe p a r  la racinc yuarrke du CUIJC 

de son eras tki t& spkcifique. 
20. L’dvaluation num&rique de cette E~rmule servira de pierre de touche 

constante, et par consCy h s = 42 1 8  toises j d’oh 1’011 tire 
c= 0,001~871 j et c- w -c o,ooioizi .  Ayant applique ces donnkes, a la 
forrnuie kxii te  tit Kgotlreua de‘ a &fraction horizon tale w - F n ,  VT,  

Favons nouvde Bgab -& 36‘ 26”; l’erreur de 3‘ 3ON‘ nous avoit fait conclure 
que dans no$. z h e s  temp6r~es,l’el~~ticit6 e $que de l’& devoit a&r e1.r 

dhcroissant. Substituant ces memes donnhes dans la forinule d‘Euler, on 
trouve 4a”de rkhbtiafi horizontale ; ainsi au lieu d’une erreur de’rrois mi- 
nutes on en aura une de neufminutes. 

hirant de faire dispardtre cette diffirence de 3‘ 30” qui subsistoit 
enogre, entre *le calcul et,.I!obf3e%vatio~b~ nous ,Pvonsvre&erch6 12 vdeur qu’il 

UF1b v !T faIIoit mettre B la place de c ------- donnk 
v2c 

qxqcnernen t 3 2’ 56’! de, rkfrg@&m vans trouvh ~ O , O C Y l $  I 3  $ j 
d?Qh nous avo116 &&s 499’39 r’ulles les , d#ux SOU: 

fafigentee s nPus e; a v m ~ &  

C--w 

w ‘sysdmc; 1 de, grand 08015s d’aborrl 1’6lastici tb spbcifique 

r / T  9 nous 
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g = 07183 toises. .Substimam cette valeur de c dans la, ,foaulc d’EuZer, 
d e  donnera 37‘ 50” de rbfractiun horizontale*;, elk laissera 
une exreur de c b q  minutes9 tandis qu’i .la rigueur il ne devoit plus y en 
avoir. 

cxac tenien t 3 2’ 5 6” de refraction hbrizontale , qious trouvero 
d’o~ l’on tire s == 6302 toises j ce qui donne enfin I?  754 
gen te * des 6Ias tici t6s spdcifiques. La formule d’EuZer aup 
ci t6 spkcifique de l’air un dbc,roissernent t&-rapide et tel> qu’a la hauteur 
de 8800 toises elie se trouve ddji rdduite P la moitid de ce qu’clle Ltoit i 
l’ho~izon : tniidis que d’apr93 la veritable foynule elle dtoit , si non enti&-, 
meAt constanre, du nioins dbcroissante dans des rapports bien moins &ff& 
rem de l’uiiitk. 

23. D6sigiiant par R - d R la r6fractioii qui appnrtient h la hauteur ap- 
pareii te d $1 fiuppo~ke iiifiniiiien t petite ~ O U B  avons vu que le rapport 
ti R ; d 11 devoit etrc rigoureuseniciit cclui de c - w. La forniule d’Eukr 
a x  contraire doiinc d ~ :  d ~ =  (1 + w : c  --w. Cornme 1 +i = 1,3y 

a-p?11-1n& , I’on voi t que ICS forinuks d’EuZer font prendre aux refractions 
approcharitcs cle l’horizon des dBcroissemens plus graiids d‘un tiers , qu’ellcs 
ne devroien t en prendre 

24. Contiriuons cet examen, et d4terminons la refraction h 45” de hauteur 
apparente. Elk doit &re -w. La forniule d’EuZr, appliqube au cas de 

- 2 2 .  Si l’on cherche que1 devroit &re c , pour que la forniule doni& 

2 

et qu’ellcs n’en preniient riellemont. 

Q W  

2 
iqnp A = coiang. A =;; 1 y ’  donnera - pour la valeur de cette rkfraction; ce, 
qui ’reviant A-peu-prds ,ti deux minutes et demie. 

25. Ces’exemples sont plus que euffisans pour hire voir!, :qu’em :Be*semant 
de6 formules ‘d*Euler, ‘on s’exposeroit 4 de6 &reUrs ’ de plUsiel;lre ‘minu@@, 
non seulement pr2s de l’hori~~on , mais m h e  P des hauteurb qulelcor.iqe&. 
Ce grand analyste n’a pas 6tk l~eureux~dans le choix de la’mdthoded’appoxi- 

* matibn dont il fut obligb de faire usage friute de cantdtre It, geul chemin 
qui pouvoit le conduire i la solution rigoureuse. 11 paroh a t  reste que le 
jugernent que nous venone de porter, n’appartient-‘pas A notis seuls ;.[car 
a*un ‘c6t6, I’on ne n i t  pas que ies formu1,es d’.thl& aient 6td g.ui.ujwF* au+ 
cdn alstfonome ; de l’autre nous ne voyoms pa8 non ‘plus q 
jiiriaiJi tevenu dam aucun de aee ouvrages poetdxieurc, 
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s 8 ]E, W1.T I. 0. 
26.. E% Sgtt?.de e e t d ~ Y o h ~ M  

B B A : a  L E Y, 
‘.’I% @tW@$d& c#J&ri t6.f 1 pf&que 

taiis k s  ~trontn?xes*sPm’ a m e n t  aujohrd’hui d a m  14 &lc& rkfractionk ; i3 
est d?autant plus nCCessaire que nous la soumettions i une analyse riS&wifse. 

27. Le prindpe siir leque! elk est fondhe, regarde le rappdrt entre l’angle 
ai% centre A C P ,‘ et la pafiia de la rCfrncfion astronomique. qbi Iui appar- 
tiknt , c’est-idire, la e de A P. Bmdky, Sitnpson , B&ovich ; 
supposoien t . ce rappo?t t , ‘+on stdement-dam tous les points de la 

ob lai deedit&’ de l’air est encore sensible, mais encore dans Ire 
diff6rens 6tats de l’atmosph*re, dont les variations , seloii eux , ne devoieixt 
pas influer seiisiblement sur le. rapport A C P : A P, G’est donc la le principe, 
qu’avant tom il conviendra d’examiner. 

08. Supposant la rhfraction astronomique proportionnelle i la tarigente de 
la distance apparenie , ce qui a lieu depuis le zknith jusqu’a 70’ de distance, 
~ O U D  aurons d’abord A S = u tang A.  Mettant w Y a la place de w , nouo 
aurons la rk€raction du meme iistre, l’observateur se trouvant place en P: 
done P S = $J Y tang. A. .La courbure de l’arc A P sera doiic Cgale i 

19. Disignant de m%me la hauteur M P au-dessus de 18 surface de la terrc 

donc , divisant la cour- 

u ( I  - V )  tang. A .  

x tang. A , par x , I’angle au centre A C P  deviendra 
(2; 

acd ( I - Y ) .  bure de I’arc 4 P par l’ajllgle au centre C, on aura la fraction 8 
X 

@ 

C 
qui -par lie dbldelwppement de Y +ae rCduit it - ou n inultipli6 par 

x x= x3 
1 - + a02 - - -/- cZc.l?irous ferons Ih - dessus les r6ff exione euivan tes, 

94 33 

30# Pren&ement. Le rapport de ‘ l a  y&fraction i l’angle au centre, QU 
A.Rt C,, .twpeut 2tre cme& ccmetant, qu’autant que la hauteur 2 peut &re 
repdk  Cornme &,anowieeante B 1’6gard de P La constance de ce rapport 
ne pouwa d~nc Gtrc ach&siMe que pour des hauteurs ;he cinq-ccnt a six- 
Wnt toises tout au plus ; et alors on aura la, courbure de l’acc P &gale i n C. 
I ~ S L  formule que noua venons de trouver, nOU9 append qu’i la hauteur 
s+==f9 ~ d r  la demittj de Pair est trhs-sensible encore, parce qu’eUc nc se 

a w e  &&&e e w r e  qu:au 6er0 de ce qu’elle binit B l’horizon , ce rapport 
Be rbduit de a: c a *1:bc. 
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sccondemm: D29 +us la dinamce apparent& dxo$dei 70* 9 le rapport de 

la.ridm&on. A. Cmglol au cenme &yiene tellement, vari ;que le principe 
do Bra!@ ..ne. smroi t  RIus .&re adpisei~lrt qp’h Is bau de quelq,ues ten- 
tahes de toiaes tout au p1q.a. ‘C’wt,:ainsi que Jila ,le cas de A= goo, B la 
temphrature eupposhe jusqu’ici comme fondamentale ce rapport se trouve 
@a1 B 5 , i q  h cinquanrt) toises de hauteur ; taddjs qu’8 quaire ecnt tokes il esc 
4?$%. Ainsi &ins les cas meniea oh 1’011 voudrdit 9e borner ?i des $auteur@ 
de, 500 B 600 tokes la rdgle de Bradky ne serofr encore appliquable qu’en. 
supposant A l’astre plus de dfix d4gr6s de hauteur Rpparente. Auai mus avom’ 
v u  dane le chapitre pr6cCdent combien cette rhgle, a p p l i q u h  it des hau- 
tews fort approchantes de l’horizon , s’bloign&e de la thCorie rigoweuse. 

3 2. TroisiPmemunt. En reduisant h de justa l i d  tes le qxincipe de Bradley, 
comccmgnt ,la coiwta;lT.Ce du rapport susdit 9r il est &tux que oe rapport soit. 
le i n h e  tlms le5 diffbrcns Btnts de ]’air ; la fraction cd: c qui*fexprime e@ 
t ro iwant  p r ~ ~ ~ o ~ t i o n i ~ e l l e  a la hauteur d u  laroin$cre, Clivisk par le quarr6 
de l‘dasticit6 spkifiquc.. SLlJ)pO6mt la premi@re de 2 8  pouces , on trouvera 

3 

B la tcil-lpkratuie de la fraction &:e 

30 . . . . . . 0,15034; 
+ 2 0  . . , . . . . . 0,16445; 
+ 10 . . . . , . . 0,18050; 

o . . . . , . . . . 0,1cj886 ; - i o  , . , . . . e 0,’;11998. 

Ainsi cette fraction, variant au maim depuis 0,15 jusqtl’i 0 , 2 2 ,  ne peut 
RflIlQment itre reggrdde comme coiietaiiite dans le9 di86rener ktats de hi&-. 

33. Quntr ih twea t ,  Convenone que Bradley 11’8 pas kt6  trop heureux en 
q.qm;int  cette fraction Cgale A un sept ihe  B la ternpdrature de 10’; c’ego 
la valelir qu’elle doit avoir a 3 5 O ,  et non a dix. 

est le principe sur lequel cet astronome avoit Btabli,le thPor6mc 
&+ant : ~a r$kzction cst propor.rinnne1l.e d la tangenre de lrt distance appmente, 
dirriirive‘c d)un ceriuin multiple dip 1t.t r&ractimi Ilt rnmltiyliaia lra rdfbactianipar la 

maitid de - - I ;  ou par -. Aimei, ;R$Rinr sLflQ64 laa&f?acticm dgak tan 

septi&ne, de J’angle alp centre , ce donasic n = +, 1st rblaction chca lui 
&oif pr6portionnclle 113 bvgente ,de la di8mnce arpaaente,, &m$nube de 
eois €ok la r8fractio.w. Et,  twr ce princips il calcula sa t&k. 

‘ 34 .  

a 1-72 

w \  nn 
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2 u  
facteur cotifitam, qui &!Ion Bradley est &a1 i - , quand le rapport ae la 

rbfr$ct+n a L'angle:.wi mptre get expzimb par. w : c *. nous a w Q g  
R =tang. *(A - m r) ; coiang, 712- R j qui nQue fouini t 1'6qU 
du second'dkgr6: m t r  ;an& kfr&rnRJ%railg.  A. Del  

la $@e t&s+imple. po faites ns; R tung.? 2 i 4'wt 

36. DBsignant par' R - d R la r4fraction qui rcipond a ia hauteur appa- 
'eupposke infiniment petite , la 'tMorie' 'ri 
c) : c - w. Voyons cc *due donneh3a rhgle 

ce cas cotang. A == d N, .l'&quation m rr  tang. A +r a m,B% tang. A 
deviendra m R  R - 9  m R d  R+ RdH=mR R ;  aiiisi l'on aura d H = 2  m d n .  

e - & ,  Et conirne le m de Bradley rCpond exactement i notre --- , on aura de 
I w  
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v Q C  formule vhritable ---. La rkgIe de Bradicy ne saurpit donc 8tre vraie 

B la rigueur , ce que  I’analyse rigoureuse de ses principes nous avoit dj ja 
fait prbvoir. 

39. Reeteroit i examiner > s’il n’y aura pas inoyen de tirer parti de la r%lc 
de Bradley, your les r6fractions approchantes de l’horizon , en substituant h 

C--w 

2 w  
rn saa6ritable valeur --? qui dam le cas de IO” de Reaumur revient H 

P, P 7 au lieu de trois , que Bradley avoit supposk. C’est un travail que 
nOU8 Iaieserons au lecteur. En cornparan t 2es rbfractions ahs i  calculkes avec 
ce qu’elles devroient &re conformdment B la dorinule de IV. 9 2 ,  il trouverit 
g un dtkre’ de hauteur une minute d’erreur; A trois degre’s il  en irouvera I 

deux;  A h i t  de’gre‘s unc et dernz‘e; en un mot i1 verra que la aupposition 

7 1 2 ~  - produira par tout des erreurs beaucoup plus considbrables, que 

si 1’011 avoit supposk avec Brudcy ni == -- H R’ 

C--w 

9 0  
w 

30. Voilh donc en peu de mots le parti que 1’013 pourra tirer de la ri.g]:lc 
w de Bradky.  Faisant rn. - et  par cons6qucnt rrr175. cp =:e tang. A ;  B R ’ 

on aura r == R tang. f Q. Cctte ri.gle cloniicra avec une tr&-grande prkcision , 
)eo r6fractroris depuie 70” de distance jusqu’k 80 dbgrds pass&. Elle est in- 
utile pour des liauteurs plus considkrables , p u c e  yu’alors on aura tr&s-exackt+ 
inexit r= w tang. A ;  elle pst fautive pour des hauteurs au-dessous de huit ou 
neuf dCgr6s, parce qu’elle y produit des erreurs de quatre-vingt, et meme 
de quatre-vingt-dix secoiides, d’aprh le calcul que nous en avons fait dans 
le chapitre prWdciit, 

S O L U T I O N  D E  R I A Y E R .  
41. La r4gle de cet astroirome , propode 6ans dkmonstration daiu 8e# 

tables de la lune, est ,encore aujourd’liui un problhme h rbsoudre , parcc 
qu’il nous a hiss6 ignorer le chemin qui l’y a condtit. 11 me paroit qu’ayant 
examiilti Ics r 6 g h  d’Euler et de RradZcy, et aya11t remarque que l’une et 
I’autre se rhduieoit A une equation du second dCg6, il a cru 6e rappyocher 
encore davaiitage de la veritt5 cette deruikre urie 14gih-e 
modification. La rtlfraction r chez Nayer  est la racine de l‘bquatioii suivantc 

en apportant 

Y 
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du second dkgrd: r r Elle est donc 
Cgale h &I' ;Si"iz. A: tang:..& cp ; l'angle Cp ktant dkterininb de mani6re que 

tang. @= 

2 N r  $in. A. .Cos. A r illL Sin2 A .  

44 
N. Cos. A' 

42. Les quantit65 constamtwA4 , N, dkpendent de Ybtat de! l'ak. , 'Dbsignar l t  
&ur du ,karom6rre,; par h la equtangente barombuique ;$ par B 

et H ce que devieanent ces quantitks dam le cas de 2 8  poll. barom. le tlxr- 

B hsr 2 ' \  ? rnorn&tre se trouvan t au terne meme de la glace , .on aura ill = 33' b &:z 

43. La rkgle de itriayer aonncrk donc d'abord pour rkfraction horizontale 

. Ensuite, dQsignant par R - cl R la rdfraction. clpi r&pond 33JbH3t2  
B h3:2  M ou - 

d R4 ~ N' A la hauteur apparcnte d H  Eupposde infiniment petite, on aura --- 
d iY 

que la rkfraction horizontale est proportionrielle ii la. hauteur du baromdtre, 
divisCe p;lr 'la racine. quarrke du cube de l'klaskidth spBcifique j s ~ c o n d e n i c ~ i ~ ,  

cl R 
d H  

clue le rapport - cst proportionnel i la hauteur du baromitre divisbc pac 

le quarrk de I'kfasticitk spbkifiquc. 

nt donc celles, de la rkfraction 

horizontale R, et du  rappoit d R : d H ;  deet-A-dire , qu'on auraMZ wVT3fiF*' ; 

etN=-. La rkfrarztion de N a y e r ,  rkduite aux valeurs rigoureuses que 

doivent avoir les constantes de son equation, sera &gale h I? Sin. AI. tang t cp ; 

44. Les valeurs rigoureuses de M et 

i /  2 c  

C--w 

( c - w )  R Pangle ayant pour tangente - . 
w COS. A 
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ensembl'e les deux expressions, on en tire R =  t/; " Ainsi ciette for- 

mule, qui appartient originairement ri Buler, et que nous k o n s  dhja ren+ 
contrCe dam la r6gle de Brudky, sc retrouve encore dms cekldAde Mczycsr, 
On vqit h r t  biew. davs ~udfe.  source, ces messiewbh ,Q 

dt?t't~, la r8grd 

de AfayEP; I .  ,.se rbduira donc B r z= R Sin. A. tang. 
Q in R SGC. A. Celle he Bmdlcy avoit &t i?  r == R tang f Q, ; nyant inng."Cp. i 
o m A tang. A,  Ih petitcsse des deux fractions R et 2 m A rknd absolurnent 
inseneibk la diffdrence entre les deux r6gtes , qui daixi tout autre cae auroit 
dti! rrbcousid4rable sans dowe. On petit facilement e'aesurer par le galcul , 
que l a  diffbrence entre Ics deux rdsultats ne v a  nulle part ,?i une seconde, 
La rdgle de B r a d 9  mkrite d'etre pr6fbrke, parce yu'avec deux facteurs de 
inoins , elle donne les iii8incs rbsultats. M a y c r ,  il est digcile de 
dhiner  lee raisons qui oilt pu motivcr cet netrorioxhe , A apporter h la rPu,lle. 
de son prdddcesseur uii alnendement reconnu pour iuutile. 

v:p= 4)' 

46.' La fraction n'strini iuirk elme q h i  le 2 tn 
u', 

C? ; ayant tang 9 

Quaiit 
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Mettanr ?ci B la pla'ce de pila v a l e t u 4 w n g .  A y qui lui' appartienel ilepiis 
ii! .t&nf\i jusqu' oo' dk dhtmce, la '~igliefIB6' en metera t&~o l~ ,pna :  in& 
err,&n&., ,t.Il faut,remnf.er jusqu'i la formule d6nn6e en I 
trouver une expression de I-, qui empeche que les termes 
ne se detruisent mutuel1emen.t. .On auza B S = s ~ e c .  A. Ainsi donc , de- 
pais le zknith jusqu'i 80' de distance, le lieu ghombtrique des points S sera 
sans erreur sensible une ligne8 droi te , perpendiculaire a l'axe C 2,  et,Ue;vee 
au-dessus de la surface de la terre a'une hauteur kgale a s, sdbtangente 
aux deneiiks; 

en tirera la conshquence naturelle qu'au zEnith m6me le rayon 
ateur de la courbe en question est infiniment grand ; conskquence peu 

favorable en effet A I'hypoth&se circulaire de cet astronoxne. Reste A vo'ir cc 
que deviendra cette courbe aux approches de l'horizon, Faisant A = goo, 

DQsignant de m8me par R- J 3 la rbfraction ho- R S - w  n 
on aura - - ,-I-,* a 
rizontale appartenan tc i la hauteur d N ,  supposCe infiniinc~; t petite, on aura 

') d R. Erifin , remetiant ii la place de d R BS' I3s d 11 -1- (---. w .- - --- 
AH 2 

-- a U 

5 1. Soi t B D (j'g.111.) une ligne horizontale quelconque ; R A ,  la verticale 
passant par B ; A S E D le lieu gkornktrique des points S ; et I) B E I'angle 
infiniment petit que nous avons design6 par d H ;  nous aurons donc B A = s ; 
.B D '= a ,  mdti$l& par %,+, --;; et D D .- B E = a ,  multiplib par 

- _____--_I dH. Sj  Yon euppose ia coiirbe A S ED sensiblement 

circulaire, il ne reute plus qu'B.dkterminer le rayon de cc cercle ,4 doqt le 
Centre doit naturellement 6e trouver kur, le pi'olmgement~de la xerticaltt A B, 
On peut le dkterminer d e  keux manh$'$ d?apr& 16 whylilt qu'd fawa fait 

&I R .  
2 

~ C R B - U R R - Q ~ ~ ~  
Q R R  ( c - W )  

B D - - B E  Q c R R - u R R - ~ ~ ~  
-------_- a. . - 

d B  - (C,?-&) 2 R R  corld on doi t avoir x = 
31. Vexpression de'Lambert se xCduit parfaitemcnt B celle-ci , si i'on met 



1 1 la Zumidre on trouve -- au lieu de - ; c'est une erreur dont l l~ber i~esb  R 22-1 
h 

convenu depuis et qu'il a eu soin de corriger dam la traduction allemande 
de ce petit ouvrage. 

53. Cela &ant , on conviendra que le lieu g&aindtrique des point8 s, o h  
la. courbe A S E D , ne pent $ire regardkc coinine sknsiblement circulaire , 
qblautantk que les dciix cxpfessions trouvees en 5 I sont sensiblenient, Bgales 
entr'clles. A la tenipCrature de l'nir qui est suppos6 dam la ri.ple de Brudky 

o,oog5gg3i ; 
w z . 5 7 ' '  = 0,00027634; 

on aura i? ~ 3 3 '  = 

ce qui donne Log. R = - 3?g!n?4oi ; 

Jog. c = -3,1851638; 
LCg W = -4 ,4414498;  

c = 0,00153202 2 
C--w = 0,00125568. 

Gee trnleurs 6tant substituhes dam Ies deux formules de 31 

J*OAn 
qui doivent faire 

rayon de la courbe ' A  S E D  , supposde eensiblement circuhirq , 
midre dontiera 0,3681819 a ;  la seconde 0,45004 a ;  et CQS deux nom- 
il faut le dire ? ne sont pas sensiblemelit Cgmxtentr'eux. 

on. aura une Bquation 
du aecbndt td6grt5 de laquella on pourra tirer le quarrk do la rkfractipn hori- 
zoataEeiRfk; op  trowlverai (Cmq)rR R;=;(3 c c-2 cwJrww)--c ( p - 8  c u t 3  w& 

011 KeQ , en rktahlissant la f r ac t ik  12 pout desigfier - on trowera 

1-n ___ RR= (2 -2n-+n n1-V (4- 8 n+ 5 n 4  Le d~veloppcment en sdtic 

kra connoitre la I'ifraction horizontale a,  &@le ?!c3, multipliB p;lr 

54. &galant ensemble Lee deux eq.xess+ns de 51 

w 
C 

I C  

V 2 C  
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5 5 .  Dam l’dtat.de l’air dont nous venom de parler, on aura donc €2 = 3 I’ 

38” au lieu de 33’,  qu’i1 devroit y avoir. La diffbrence de 8 2  secondcs fait 
voir, qu’avec ses consid4rations puremcn t gkomCtriques , X a r n h  pouvoit 
approcher de la vkritk de bien plus p r k s ,  qu’EuLr avec ses Eiypotldse 
hques , eoutarues: p;v des cmaidkratians g&omCtrique& 
56. La, forive de l’expressi~n qu’on vient de trouver , est ahsolurnelit 

* ou I/ <a n w r) , multiplidpar Tnc ideiitique au reste avec la n6tre ; 

3 $-‘A n + R n 2  4- Cn3+ eic. Et comme w est proportionnelle a la hauteur 
du barom&tre, diviskc par  LI’kIasticitC sphcifique de Yair, Lambert poitvoic 
tirer ‘de ses propres’ considErati’cms gkomktriquee la conclusion approclike 
que Mayer avoit deja a p p e r p  en partie, savoir , qu’A dlasticitk egile, la 
rkfraction horizontale devoit &re rkciproquement proportionnelle ri la racine 
yuarrQe du cube de l’klasticitk spbcifiyue. I1 avcit donc grand tort, et ee 
contredisoit rQcllement lui-rngme, en censurant Nnypr  Rur ce point. 

5 7. Les considbrrtt~ons gBoin6triyues de Lumbert conduisent trh-naturellc- 
ment B la ddtermiiiation approch6e de l a  rdfractioii astronomique, B des 
hauteurs fort approcliantes de I’horizon. Ayailt dbtermii16 IC rayon de la 
courbe A S  E D pour  chaquc dtat de 1’xk , on aura une 1)roFosition de gi.0- 
mktrik trks-simple , moyennant Iaquclle on trouvera BS , la Ilaureur appa- 
rente ‘SB D dtan‘t donnse ; ensuite de quoi la rbfraction clierclikc ne seroit 

k! t p d ‘  l’kconnue de 1’6yuation d6ja rapportke en 4 9 ,  savoir 
aw Sin. A - (a COS. A -/- ?3 s> r -f- ai Sin. A =z 0. Nous olxerverons ce-, 
pendant que le calcullen seroit hcaucoup plus long que  celui de la formule 
rigoureuse de IV. 9 2  ; a t  qoinine de plus cette rn6tlwdet pureiigent;.. ayjproxi.l 
mative laisseroit tOUjOUTi3 subsister des erreurs allant a quarante eecondcs, et 
mkme k une minute, nous croyuns inutile de nous y arrkter plus long~emf. 
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~13 e‘f r p c t , i  o n s t e I’ P e.s  t r e s. 

D 
I .  ans le cours de ce chapitre POUS con~guersns de d6sigsor par .a le 
r3yon de la terre ; par y la distance au centre C p ($g. I.) ; par x 1’dlCvation de 
I’objet au-dessus de la surface de la terre OP; par A la distance apparente il~ 
I’dbjet , l’observateur 89 trowant place en B ; par H la hauteur apparente, o u  
le compl6ment de A ; par Y la densiti. de 1% en P; par, 1 : 1 + w le rapport 
du Sirius d’incidence a y  Sinus de ,., rffraction , le rayon &ant suppos6 paper. 
ct)uii air de la c1ensi;d de celui dont l’observatcur se trouve environnC en A ,  

clans le vuide ; par s la soutrtiigentc aux densit& ; par c la fraction -; eiifin 

par n la iraction -- ou --. 
2. De plus, nous suivrons le niemc ordre dans 13 rcclicrche des rbfractions 

terrestres , que nous avons obscrv6 daiis lcs rbfrac tions astronomiques. Nous 
supposerom premidrement la refraction astronoiiiiquc proportionnelle B la 
tangelite de la distance apparente , ce qui a lieu depuis le zdnitli juequ’au- 
deli de 70’ de distance. Ensuite , supposant la hauteur apparente Cgale & 
zkro , nous examherons les propriCtCs de la trajectoire horizontale. Noiis 
termherons par la refraction dee objets terrestres , peu 6levks au- dessus de 
Yhorizon. 

S 

a 
w # a  
c ‘ S  

*. 

. .  

P R 3 B L il M E. 
3. De‘teminer le rayon osculateur , d chaque point de la irajectoire. 

S 0 L U T ’ I  0 8’: 

4. Mettant dam l’expressisn gl.ii6rnle de ce rap l l ,  ’9, i la place de i sa 

valeur tirBe de 11.125 ‘savoir ( i + w - a ,  Y) a Sin. A ;  ensuite ii Ia pldce de 
d t  
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S 
ce qui 8e rkduit A ; le rapport ys : a3 pouvant &re confondu avec 

I’unitk , dane tome l’ktendue de l’atmosphdre, oh la densit6 de l’air eot en- 
fore sensible. 

C O R 0  L L A I R E S .  

w YSin.A 

5.  Le rayon oaculateur se trouvant rbciproquement proportionnel h la 
densitk de Yair, et devant croitre conskquemrnent dam le rapport de urt u 
mille dam un espace qui vaut ?i peine la cent-cinquanti4ine partie du rayon 
de la terre, il est donc imposeible de regarder une portion quelconque de 
la trajectoire comme circulaire , A moiw que ce ne soit Q de8 hauteurs, o h  
la demit6 de l’air de-mCme n’a pas encore Bprouvh de diminution sensible. 

6. Le rayon osculateur au  sommet de la trajectoire supposke horizontale, 
la distance apparente A se trouvant bgale alors ?I CJQ dkgrks , est nommk rayon 
Aprizontal par quelques auteurs, et nommkmeiit par Lambert. Ce rayon est 

donc &gal B - ou -; il est donc au rayon de la terre coinme c :  CJ ou comiiie 

1 : 72. La fraction w se trorivnrit elle- m2me proportioniielle i la hauteur du 
baroniBtre , divigde par l’dlastjcitd spkcifique de l’air, le rayon horizontal Be 
trouvera proportionnel au quarrh de l’klasticitd spbcifique de l’air, divide 
par la hauteur du baromh-c.  Cette tlerfiikre &ant supposbe de 2 8  pouces , 
et le rayon de la terre &ant p i s  pour l’unit6, le rayon horizontal sera donc 

s a  
~n 

a 30” de Riuumur, &gal i 6 , 6 5 2 ;  
a 10’ ................. 6,081; 

5751.01 a IO0 .......... ; ...... 
i o0 ................. 5 , 0 2 9 ;  

i-10’ * e .  4,546. 
11 lie pourra donc jainais 6tre kgal i sept fob  le rayon de la terre , valeur que 
Lambert lui avoit assign6 d’apris quelques obgervatione de Cassini, aux- 
quelles il appliquoi t son hypo thl?se des trajec toires circulaires. 

e . . 

P R 0 B L k AI E. 
7 .  La hauteur 0 P [ f i g  I.) aw-dessui de la s q f k x  du g!ohe c‘tanr‘ donne‘e, on de- 

mand: l‘angk P’ ,  iritercepie’entre l~ rrajcctoirc et le rayon C P, Cet ar)@ est Ir 
distance apparent0 de Z’asue G VU par un 4wrvateur plack en P. 

sow- 
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. +u- cd U) Q Sin. A. 
Divisant des deux c 6 t h  par n, et faisant pour plus de simplicit --a+ Y=x, 

on aura Sin. P= (1 - X )  Sin. A.  L'angle P devant CQnS6qUemment diffhrer 
trci.q-peu ,de A , nous mettrons P - T; ce qui nous donnera-l'bquation 
T cot., A +;, f T s . X ;  d'oh I'on t g Hb+.,i/ (2 X +- tang 2 h), 
L'angle demand6 P sera donc &gal. + tang.%H) + rang'H. ou 
bien, '&d A A- tavg , ;  Q ,  V ( 2 , X ) ;  1' ant  pour tangen te ce11e de 
A ,  iirultiplide par 1/ (2 X). 
9. Tant que la IiauteiJr appqrente H exc@de 15 ou 20 digrEs, le petit 

angle, T se rbduisaii t alors i X til;+. A ,  on aura P = A - X tang. A ; exprea- 
8iob''rigoureuseinen t vraie depuie le  zCnith 'jubqu'a&delh de 7 oo. 

8. On a trouv6 dane Ie second chnpitre y Sirt. k 

a 

> *  

X - t : T  I 

io .  Mettant e P la place de Y, X deviendra Cgal i - 
a 

mukiplid p a  

x x2 53 
I - -R (1- * - -  -- 4- erc.) ; et si la hauteur x n'est pas trds-ronsi- 

dirable, on qura sans erreux sensible X == . On aura donc 

P Z  A (' -n) '.tanp. A ; la diffhcnce des deux angles A - P Ctant sensi- 

blemen't proportionnelk afors h la hauteur 2. 

1 1 .  Dans le cas de la trajedtoire horizontale, I'angle A &ant de goo, on 
aura P s goo - c/ 2 X ;  ce qui dans le cas d'un x trGs-petit revient a 

La dbpreesion apparente de la surface du globe 

dane le cas oh 

2 s  + s 2 - Q * s 3  
(1-72) x 

a 

a 

. ( I  -n) 2 x 
a P== goo - v 

@era donc CIgale h t/ Q X ;  ct se trouvera proportionneIIe 
l'observateur n'est &le& que de quelquee? cen tainee de toisee sur l'horizon , 
la rakine quiirrke de cettc Hadteiir. 

i o .  Cet angle est appelld iraclinaison de I'horizon visucl uvec l'horizon vrai, 

On l'estime ordinaircment &gal a la rache quarrdia de,-; exprim6 aiors en, 

par&e'sHu 'rayon ; &de keet dn ne teriant atlcun compte de la rbfraction , 
qu) Wf~n&,p11L$ $et; t' ~ ' U Y I  iidme .h-peu-pr&idana les tempbraturea moyen- 

z 

P X  

a 

nee; la &+idgbd&deti~e t %e vxuouvgne 4 ale alms a 0,905. 4 
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P R’O B E E  M E. 
13. La rjrTacdri usmno7izique c‘taiit s u p p s i e  proporrionnelk d la rangentc 

de 2a disiatice appaFdti‘, d imminer  pour c l i q u e  paint de la courbe b rapport 
entre la ’re$raciion icrresire U P , et I’angk correspondant au centre B CP. (Pig. 1,) 

S O L U 7 ’ I O N .  
14. Ayant la courbure de la trajectoirc cnti2re B GI w tang. A ,  la cour- 

bure de la branche P G sera Cgale a w Y tang. A ;  on aura honc la rbfraction 
terrestre B P bgale A w (1 - U) m n g  A .  Quhnt i l’angle au centre B 0 P, 
il eera eimplement kgal B - tang. A .  La rkfraction terrestre sera donc i I’m- 

a 
gIe au centre correspondant comme w R (1 - Y) : x. Ddsignant par C cet 
angle au centre, qui est donnk par la distance meme de l’objpt, &$drive- 
loppant en drie la diffdrence 1 - Y, la rdfracuoii terrestre deviendra kale A 

X 

nC(1 -s+ 5 X1 - 3 x3 + et..) 

C 0 R O  L L A  I R E S .  
15.  On a donc eu grand tort de supposer la rifraction terrestre constam- 

merit proportionnelle h l’angle correspopdante au centre ; et d’btablir sur ce 
principe une thkorie des refractions astronomiqu&. A. crnq-milk toises d e  
hauteur, par exemple , oh la densit6 de I’air est trds-sensible encore, parce 
qu’i peine elle est rkdui te au tiers de ce qu’elle ktoit i l’horizon , ce rap- 
port, de 1 ; n C qu’il &toit, 8e trouvera rkduit’g I .- : n C. 

iG.’Le rapport susdit n’est rhellement constant que clans les cas, oh le 

peu d‘blhation de l’objet permet de supprimer entiirement la fraction 2 
c’eet-A-dire, A des hauteurs de quelquee centaines de toises. Alors la xdfraction, 
mtikrement indbpendante de la hauteur de l’objet , tant rkelle qu’apparente, 
sera dgale i n C; ce qui revient dans les tempdratures moyennes B deux on- 
zi6mes de l’angle au ceitre. *A 4dee hauteurs plus considkrables ¶ cette rdgle 
rend toujours la rkfraction un peu trop grande ; il  faut la diminuer confor- 
mkment a la r6gle rigoureuse de 14- 

P R 0 B L E M E. 
17 .  La irajectoire itant supposek Aorhontale diterminerpour chacun de ses points, 

la courbure de laportibriBP2 rtinsiqueltangLau centre cotrespondaniB CP.~Fig.IV.) 

Q J’ 
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18. Supposone,~l'u'hscrtrateur place qn P. II y sera entour4 cl',utl air:dont 
la demit4 aura diminu6 dam le rapport .X  ;\rj dc plvs jl aura 
liautcur apparente de l'astre$,placB a I'eexui3mitBde la trajectoire. 
la courbure de la braiiclie P 8 
Iv. 92.  w Y a la place de o; 

@'v2 F ( ~ Y ) ,  ~ u ;  la qu on aura donc PS= 

1: ( 1 2  Y), ~r/ ( X  : c). 

qui e5 t - r/ I C  V P C  

par Fn, I/~S~-~O Y, F (n U), E LC. 
~ ~ ~ I ~ B P - + ~ / ~ X = = ~ / I X - + T R ,  I / a - 2 Y Y , F ( n Y . ) , 6 u ,  

en inettant dam la foriiiule g6iikraIe de 
Y B la place de n; I/ 2 X.B, la place de 13; 

it6 u % t a m  dgale h 
VC 
Otaiit P S de la courbure &entii.re de la trajticteire, 

F n , il res tera la rhfrac tion terres tre B P, kgaIe A ---, mu1 tiplie 

L'zngle au centre enfin B C P  S ~ X Q  

w 

* - . r  I 

E X E M P L E  I. 



80 
Log, x = 3,5031500; 6tEZ-en 
Log.  a 6,3,,55-/1927; vous ,aurex 

L O g . ( X i C ’ )  = -499.89 
2;41= 0,000 want- w + w Y, vous aurez 
X = 0,000846336; donc 

LogX  = -4,9175428; ajouiant 
Log 2 = 0730i0300; on aura 

Log. 2 X = -3,2285798 ; pflnant.‘la moilit! 
L0g.v~ X = -2,6 i 49864 ; ajouiant pour la re’ducrion au par t  

-1,803HS01; on aura 
Zoq.l/z X = -24 18 1665 ; 

on aura donc (v 2 X ,  ou dhpression apparente de l’horizon en P, dgale 
0,026192 ; faisant 262  minutes de la nouvelle division. 

23. CaIcul de u. On a 
L o g  X= -4 ,9275498 ; btant 
L o g  c= -3,1828438 ; il resiera 

L o g  
Log.I/(X:c)= -1,8713495. On u d’un u w e  die‘ 

(X:c)= -1,7446ggo; prenanr la moiric‘ 

Log .  Yr= -1,7216459 ; ajoufani 

L o g n Y Z  -2 ;9781348;  et 

n Y= 0,09509; donc 
F (n Y)= 1,0420116; et 

Log.?  n= -1,9564889; done 

Log. F (n Y)= 
Lt0g.V (X:C)= -1,8723495; v o w  aurcx 

Log. u= -1,8902222; donc enfin 

0,0178727 ; ajoutnni 

u& 0,776644. 
nq. Calcul de la courbure entiire de la branch P S. 

L o g  2= 0,301030o; btant 
Log. G= -3,1828438; on aura 

On a 

Log. <I:c)= 3,1181862; prenpni  la mo&’ 
L0g1/(2 :c)= 
Log. w Y= -4,1609785; deplus 
I,og.F(n Y)= 
Log 

i,55y093 I ; vous y ajourerez 

opi  7872 7 j et encore 
, ?,44 ~ ? 1 3 0 _ ;  ,et p o u r  In r&hctiop au guar$ 

; fe ,qYt,dpnnew 
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pour Iogarithme de la courbute entitbe de la branche PS; qui 8era donc 
bgale B 0,001535. Otant cet angle de la rdfraction horizontale entihre, qui' 
eat o,ooGogg ; vous aurez la rkfractioir ctkrrcstke BP% 0,004S6p 5 'et ajoutant 
B R P la  dbpression apparente P z s  o ,oe6 i9~ ,  i f e n  r6sultera'l'angle au cen- 
tre B C P = 0,030756 ; tous lea angles &ant exprimes en parties dhcimales 
du quart de circonfdrence. 

E X E M P L E  I f ,  

~ 5 .  ti.mkme e'iat de Pair &ant suppose', ei la hauicur de Po&t 0 P e'lant 
de 6400 toises , deirerminer la depression apparente P ,  la rt$raction terrestre 23 p 2 

et tangle au centre B C P. 
~ 6 ,  En auivant le m&me ordre que dans l'exemple pthddent., on trouvera: 

le logarithme de Y, exprimant la dcnsitk de Yair en Pz &gal a - 194432914; 

la densit6 Y y sera dancrdduite B 0,27 752.  Elle fera coiznoitreX=o,oox75425; 
ce qui donne pour .r/ Q X ou depression apparente 'de l'horizon en P la 
valcur 0,0377085 ; le quart de circonference &ant suppod &a1 h l'unitC., 
On paspera,de la B u ,  qu'on trouvera &gale .1,0960~4 ; ce qhi do1111c' 
E u = - 1,5525201. Ayant de plus 22 Y = 0,0500g34 ; ce qui d o m c  
F (n Y) = 1,oi  I 4 5 2  3 ; on aura de nitme la courburc cntihrc de la branche 
P S exRrirnQe en decimales d'un quart de circonfbrence , Cgale i 0,000641, 
Cela donne 0,005457 pour la rbhction tenestre, o u  la courbu;e de l'arc B P; 
et 0,043166 pour la valeur de l'angle au'centre C, qui est en mame terns 
la plus graiide distance B laquelle I'objdt P peut 5tre apperp, 

o 7.  On sai t que bans la rkfraction , la trajectoire btant suppasite absolument 
2 3  
a 

rectiligne la tangente de l'angle au Centre B C P auroit Btk c/--:;' et telle 

auroit dtB aussi la valeur de l'angle B P lui-m,krne toujqurs trhs 
dam le cas de la rkfradtion tetreestre. 0 uroit donc eu cet'angle B C 
i 0,018133 dam le premier exempie; et A 0,03$781 dam le second. 11 se 
trouve do&, que la rkfraction a aggrandi L le premier de ces deux angles dane 
le rapport :de 1000 : log3 ; et le secoiid da c&ti de,-ioba.: 1'085. Lb pree- 
qu'kgalit6 de cee rapport4 fait pitsum quu peut-bqc Ikagle aut cf$n-+ 
tte yourroit bie hne toQte ia partie qensibleqent curtiligne ide * la t r a ,  
jentoiw hdrizontde ee trouverklans un rapport Bcnsihlement constant aon 
pas avec la kbfraction tetreme B P qui lui rkpond, mais avec la racine 
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quarrke de la fraction El, pi-ind&xhdamment ,de la rbfractim exprime- 

roir: Yangle au .centre B pi L’cxpressioll tr&-Conrrrp1iqrerm irx6ducitille de 
eet angle, que ~ Q P S  a ~ o m  trouvke en 18 , se trouveroit rhduite alore a une 
simplicitd, dont elle a grand besoin. Nous verrons c,ela dam le probl$me 
suivant. 

i4 

P R 0 B L k M E. 
2 8 .  La hauteur &de l’objet, 0 P &an$fbrt?petig,. q[ dt~ cent toiws tout au p ( p ,  I ,  

&>erminer la d4pressio-n apparenfe P , la r&action’terrcsire B P , ct I’angle au 
centre B CP. 

S 0 L W T I 0 N. 
99. Ayant dam ce cas X=(i-n) x ,  la dkpression apparente de l’horfzop 

kn‘ P’iteviendfa donc, r/ (I - n) 2 x, le rayon de la terre &am suppask &gal ii‘ 
runit&; et telle 6era ausei la hauteur‘apparente dd l‘objet S ,  l’observateur 
8@ trouvant plad en P.  . Cela &ant, si n0u6 ddsignons par R la refraction 
horizontale en B ; par R‘ la rt5fraction horizontale en. P ,  la courbure de 

P d R ‘  branche P S de la trajectoire se rkduira ?t R1- -. 
d H  



n 1 / ( a x ,  
V(t-n)’ 

et disparoitra dana le cas de 5 infiniment petit , devant le terme 

qui w troWe’propartionne1 a la raciae quarr6e ide cette hauteur, - 
b n v a * \ .  
t/l( -2j ’ 39.‘ La refraction terreatre se trouvant ainsi rkhite  au terrne setll 

en y ajoutant (I - n) 2 2, on trouvera Ymgle correepondant au centre 

aggrandi d k s  le rapport de t/ (1 A n); I ; ce qui dans la temykrafure moywne, 
qui sert de base B la table de BradkJ, rcvient i I 000; I 105. 

33. Le rapport de l’angle BU centre B CP ii L/ Q x s’est donc trouvb 
i la hauteur o hgal &...~**iooo ; 1105; 

celle de 3200 toiscs . . . . . IOOO ; 1093; 
I “ 5 celle de 6400 tsises , % .  . . . . IOQO : 1085; 

Air& donc, depuis la surface de la terre jusqu’i Is plus paride hauteur 
oh la rtXraction terrectre puiese atteindre , le rapport de l’angle B C P i v  Q x 
peut $tre regard6 commc constant ; car les nombrcs 1105 ct 1093 peuvellr 
atre regardti cornme Cgaux entr’eux , lorsqu’il n’est question que de la r& 
fraction terrerjtre. 

ura donc g6n6ralernent et presquc dgoureusemnt : 
la-d6preasion apparente de I’liorizon en P, dgate B I/ 2 X ;  
l’angle aU centre B C P c’est la plus grade distance k laquelle l’objet 

ia refraction terrestr‘d correepondan te B ‘P h ‘X. 
L q i - n )  ~, 

35, Dam lee cae ordinaka oh la hauteur @ est a88ez petite pour) q y  h 

a lieu sa116 erretlr sensib t-cent et msrne, si J’on ne veil - 
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apparente Be trpuvera t5gale .A la zaeine qliarrde .de (L - n) Q . X  ; l?m#e aa 
centre B C P sera dgil B &leA de *- ; et la rCfraction terrestre correspon- 

.dan@ sefa 4gak 8--* V‘.2 ’ La rbfraction terrestre sera’ donc i I’angbaau 

centre , dans le rapport constant n: I , si l’on veut 6e borner aux cas ordi- 
naires des rkfractions terrestres. Mais on auroit tort d‘ktablir sur cette pro- 
poeition b %alcUl -des’ t6frdozhn86 wqranomiques @ .& “lfaut, eonsid6rer & 
176ga;d* de ces dernidres que la densi tB de l’air a cinq mille , et m6me B .dix 
mille toises de hauteur; est encore tr6s-sensible. 
36. 11 nom reste donc P dbterminer lee refractions terremes, qui appro- 

,chat de tr&s-prks de l’horizon. Ici ~ O U B  pouvons faire usage, sans crainte 
d’erreur sensible , du principe de Bradley. I1 est fond4 sur le rapport constan; 
.entre rangle au centre, et la rhfraction terrestre qui lui rhpond. Ce principe 
est faux sans doute II  ei on veut l’dten*dre jusqu’& ces rCgioiis klev$es de rat- 

mospEiBre oh la densitd de l’air cesse d’&tre sensible : et cet astronome avoit 
certainement tort Mais il est presque rjgou- 
reusement admissible juaqu’i des hauteurs de huit-cent a mille toises ; il 
l’est sans erreur considkrable, tant qu’il n’eet question que de determiner la 
r&action terreetre: Bradley’ en a tirk la conskquence , que la’ rbfraction 6toit 
prdpbrfionnelle A la tangenre de la distance apparente, dimiiiude d’un ccr.. 
tain nidtiple de la rbfraction. I1 ne falloit pas Ctendre ce thdor&nic aux 1.6- 
fractions astronomiques ; mais il est trb-admissible pour la rdfraction tei-rlrc.Stre. 
R e p  doiic A en faire l’application convenable. 

R la rbfraction‘terrestre horizontale 23 P, qui rCpond H la 
hauteur 0 f k X ;  (bgIv- )par  r 1% refraction h’ Q , appartenante H la distance ap- 
’parente A ,  e t qui rCpond B la mkme had teur N,O= x ; nous aurone r .- R= tang. 
(A-hr): cotang. ii R. I1 en. rkeulte de mame qu’en 35. l’dquation A r r  rang. A + 
.& h R R tang. A. Elle nous apprend’que r ,  exprimk en parties du rayon, est 
bga1 & :R tang. Q, ; Pangle Q qyant pdur tangente 2 A R tar2g.A. Dbe que la hau- 
teur apparente excBde quinze 2t vingt degres, l’angle cp deviendra assez petit, 
Pbur. $ue oonfondu w e c  &a tangente ; et ‘db-lors w-ilmwa t ~t li lank, A. 

- ; on aura done 

- 2 x  

1-n  

i q l - n j  

’~ 

de lui donner cette 6tendue. 

3 7. DBsignant 

, 

* *  n V 2 x  
v (1 - r l )  

38. L a  rkfrzbction horizontale tenestrc B1’ est 

avonu 
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a v m  vu en 1 4  , que dans ce cas l’on devoit avoir F =  n x tang, A mul& 

x ’ x’ 2 3  

2 s  Gs? a 4 s 3  
plih par la shria 1 - - f- - - - + etc, &galant les deux valeurs , 011 

x’ .t; e a  I , + 6 1 s i - p q g  
1-72 E X’ trouvera h = , multiplid par la skrie 1 - 

2 . i C  
I - n  

Et si on nbglige. tous ieh termes qui suivent l’unit6, on troWera r( = - 
Q tq 

C- w 
9 * )  

ou -; c’est exactement la valeur+que nous h i  iavions dbja as4ign6 danr 

le cas des rhfractions astronomiques. 

tang H @ ; l’angle Q, n V 2 x  
V ( 1 - 4  . .  39. Substituant cette valeur, on aura r == 

ayant pour tangente, la tangente de A ,  multiplibe par la rncinc quarrCe dk 
(1- n) I x. Telle est donc la rdgle pour determiner la r8fraction approchante 
de l’horizon ; et nous fie voyoiie pas qu’elle puisse Ctre niduite i uiie plus 
grande simplici t6. 

40, I1 est reniarqiiable que la lettre w qui a cu tant de part h toutes no8 
foririules de rbfractions astronomiques disparoi t enti6rement du calcul dea 
rhfractioris terrestres. I1 n’y reste quIune seule constante la fraction r2, pro- 
portionnelle A la hauteur du baroiiii.tre, divisbe par le quarrQ de l’klasticitb 
~~Acifique de 1%; et &gale 0,180505 dans la temphature supposde jusqu’ici, 

P R 0 B L k M E. 
4 I .  L’ohjrt E ayant Cie‘ observe‘ des‘  deux points dflekens A ei B , se trouvara 

tous les deux sur la circoifirence du globe ct e‘loigne’s l’un de l’aictre de la distance 
connue A B , trouver Z’e‘le‘uatioiz de cei ohjet au-dews  de !‘horizon D E. (Fig. V.) 

S 0 L U T I O  N. 
42. DCsignone par A ,  A x  les histances abpareiitee‘de l’objet, vu’en A et 

Bl; par H ,  N1 lee hauteurs apparentes; par a la distance A B ;  par 1c In 
hauteur vraie de l’objet D E et rapportons ces deux quantitbs au rayon de 
In terre , eupyos6 bgd a l’unitb. De plus, mettons pour abrbger m i4 la place 
de i - n. 

43. Supposant la hauteur x conniw , z  nous trouverons Ics.*rQfrac tions ter- 
restres , ou le8 courbures des deux arcs A E , ‘ B E ,  par les deux hquationr 
du secdnd d6gt-6 

in r r tang. A $- P n r  = 2 n n x  tang. A ;  
tn I”L ~tang:1-~nt.+ =a nrt = 4 rt n z tang. A? 

tirdcs dc 37 , savoir : 

A a  



$1 cot. Ii - cor. H' fera connohe 1'4Zvation..z., kgale 8 a ,  muItiplik par 1 

tang lW $- tanq. H. tung. H' + tang. 
K. 'H -2 tang. 3-m a + 'eft; + tang. 2H1 

44. Cette solutio 
ceux &'la rhfraction. 

c Ies effgts 'de la 5phdr;'citk ae I i  terre , bt 
Si l'on veut faire abstraction de l'um et de'l'auere, fa 

a 
cot. N.- cot. N' formule se rkduira 5 x = j c'est la formule ordinaire et con- 

wue j que donne la  trigonornCtrie rectilipe. 
45i Bi t;dims :la solution 'du probldme 

w&, :ery,degardstnt'*la rrajectoire domme absolument recdltgne 
tienf cbmp'te de la sph&ic?ttb 

on aura 

4- coi. H - cot. wr i 'dvation rkelle de I'objet bgale i a ,  multiplii! par 1 

$2 1 , . * I d  +* a a T si l'on dbeigne par T la fraction cot. H - cor. H' 
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fcaqtioh: terres8rwl&i t ‘par$ tre Ies- objew p #lev& qt?efi& nwsonr;. €?bur: 
8’en convaincre ,. il n’y a qu’a considkrer , qu’A cause dw rapport constant 
endue,h mXr&aon thrkbtfe‘ %t ~M-rg&t~ii %entre, iee effew dii’la r&action sont 
indpambks de ceux de la sphdrieit6.- On ?e put faire atmntioa L la: p ~ s ;  
mihre, sane qu’oti tieiine &I m2me terns compte de Vawre. La rkfraetion 
termstre n’est sensible , qu’a~ta11it que la ,term ,est sph&rique, $ane~wme~ 
sphdrilc;ith I 11 auroit tOUjOUltg m e  rkfracdon : niaia..elLa,ne eexdic powi:aimi 
&re ,tqu3up inlfinilnentpetit du second .ordre. La,sphkGcitC? rabaisseJe8 d$ete, 
en les f a i a a q  parotwe imine ilevbs qu’ils ne son$. La riifractiun les-reltive 
U,Q peu; mais cornme 8es effets ne sont jamais que le ‘cinqui8me ou IC 
sixibrhe des tzffets de l’autre,, l’effet combia6. ,de ces; deux. causa 66 n6duira 
toujouss 8. mbaiewr lrobjet. = 

rppMmes qui me .reetent ‘A ndre concernent lee +cas qt-t 
r se trouve dleui! kune haut donnee a-dessus de l’horizon, 
ons -&us beeoin que jamais d’une formule, qui cxpaime la r& 

frattion horizontale, avec le plus de simplicit6 possible. Nous avons trouve 
cette rbfqaction dgale A la rncine quarrde de f n w w multipli6e par la s6rie 

J’ohserve que cette shrie ne diffk>qu’infiniment peu 
(i -n> a : $ .  

noitre lea valeure de rune et de l’autre, nous fera coilnoitre la diffirence 
prhsquhxnsibla qui se thuve entr‘ellerr. 

?t F n  1 divise‘ par (1 -n) a i 9 ,D&h 

1 

La table snivante ep nous faisant con- , 

,. , . .’ . . l $ J  64 2 e I m 4 e I 2 0 5  4G 7 c e *U,OOt 7 5; ‘ <  I 1,06360. e a a 0 .,e e 00,001 734 +,  . , , .1,06533 
I I g ...... i,db758’. ......... i,b756b.. .......... ;’obooi93. 

f ..... . i30gfr4g..  ...... .1,1,09386.. . d e . .  ;0700ai19. 
$ , s  .... . ’ l , i Q 4 1 7 . . . . . . . .  . ~ ~ ~ ~ 1 ~ ~ 9 5 . . . . ’ , ~ o ~ ~ D ~ ~  * 2 Q , O O @ 9 1 ~  

L’I;s-,diflEkrence,,n:eat en &et que\ de, dcz,u% :nz6?hhes; I ~ c e  qd proddit  SUP.^^ 
r&action horizon tale une errour de,quatre secqndes,+en,,neoim D e   plus,; 0-1 

dif€@wgpb ,qpl;l,t pl;~qut’&,%b, E??W!‘)ctbb ~d;usq Ise; &fft;reillee  leur re Qu’dm 
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ou~l&fCour-&me: de b,bxancBe E 3 , en mettan5 % 
&,Y. ~;Eat,plac$!B~1W.~,7FIY~ aJa,,p!ace de Elk Jqf (i'h a*), 
( 3 ~ 8 4  pj4~ @,+a ,R) : $. La refraction ! i '  d rei? donc -X*tr&sLf)eh+rdd! dah6 la 
m$@q(,-prpportiorJ,, qgc l a ,  d,ensitk '$e l'air j ce qui est p$rfait&ent 'dohforme 
$se,,que n ~ u s  awns dit plus , h u t .  

ridicuIaire C Z) , ab&ieskei du 
ire , il faudra. faire qii prober- 

tance du centre de' h' terre , 
quifwt dgale a 1 + w,Y - c  Log Y, Cprouvera une courbure qui,  exprimbe 
en parties ,du rayon, est Bgale a Y r/ (2 n w T) , divis6 par (1 - n Y) a: q. 

5 1. Le m4me rayon B E  I devant rencontrer la 'Iigne droite A 6'0, pas- 
eant par le ccntrc de ,la t a r e  C, et donnke de position, aprh sa eortie'en- 
tiire des couches de j'atrnosph$re, on demande C I, distance du centre de 
la terre au paint d'intersection ? Elk sera dgale, en dksignant par R la 

rkfkction horizontale en E , A + * '- '; ou bien en supprimant 
0 + 2  R 

I1 les parties qui peuvent l'gtre bans erreur sensible, i 

marquer: que dans cette formule, lee deux angles 0 et 2 R sont 

I 

o f -  2R' . ,  

exprimdes en parties du rayon j et que de plus, l'angle 0 est s ~ p p o s k  assez 
petit pour &re confondu avec aon sinus. Si cette derni@re condition ddvoit 

5 2 .  Si le rayon incident B D 0 6e trouvbit parallhle a 'la li@e"A~'C 0, 
donde en position, on auroit C I= ( I  - n Y) 2:  5 , divis'k i)ar Yl/"(2 n ~ w ~ ) .  
La ligne C Z seroit dquc. tres-peu pr6a, r6ciproquement yrop'ol'tionhelle a 
la densitk de I'air , noli pas en D, mais au point E ,  soinmet de 15 traje3toire. 

53,,,Fai;sant Y q . 1  ,le py9n incident 6e trouvant klevi. alors au-deestis de 
la surface du globe , d'une hauteur Cgale c O'ee t r b h ~ i w ~ g a l e  

p) : 5 divis6 par ( 2 4 2  rature Ia 'daab4(e de 
tte .ljgne est 6gale 'a, 5,2,*18 la' term 

54. L'application de ces principel lune est facilk. T,~'ligne 
'et de' la terre ; ~ i i  'ligne 

bords ; l'angle ,O , di? seiw minutes 8- 
' la  rnoitih de ' la  rkfraction horizdntale 
Jigne entikre c O:"* iegaTe ir h ~o&ueur 

pas,lilcp, jl faudroit mettre t divisd par Sin. 0 $- 2 R Cos. 0. ' 
, t  

A C 0 e5t aloxs celle qu 
BQ 0 est celle qui e 
peu#g ,, est ~ donc 6 
dam les tempera tu~es 
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fait la longueur d&*2oo 

+e la terre +pp-p+i. CeClte ~ o r i  &liS *dl t rbb+~ 4iuitaqmt 

demi,$iamfhes. , Poursuivant le ca\~u1’,~‘06 trouvera que dank %?$ tmp(kra- 
tures moyeiines, la  longueur du &e t6nCbreux Be muv8 renf~mee entre 
les dqqx tiere, ,,et, lest sept dixidmes de la Jislan’ceWe’Za -1me ‘B la terne. 
~ & q + s  I qep, Atc&, , il paroit i l’ombre de ia  terre paryienne 
jamais jptqu’au corps de cette sa now qti’il *est* imfi&. 
meni rpe qu’elle, disparoisse enti Pour prodaim 
cet effet, il faudroit aux environs du bord circulaire de la terre qui jette 
l’ombre une refraction horizontale kgale A ~4 minutes tout au plus r& 

ieu en effee a u  sommet des plus hautes montagnes, .et qui 8 
OtO.abse.q&e ,plus d‘une fois par Bougiicr , aux Cordillcras du Pe‘roi 

5.5. 1;1\nous restc h parlcr des refractidiis qui appartiennent aux deux pre- 
n h e  dkgrbs de ilkpression appareiite ; l’ohscrvateur 6 0  trouvmt blew5 d‘une 
Iiauteur 2onni.e au-dessus de l’liorizon. Soit .B.l= x (j?g.TUI.)la hauteur oh ~e 
trouve l’observateur ; eoit de plus la trajectoire entiche dcla lu 
par la courbe A B C D E ,  ayant soil soinmet en C 1) et c 
branches Qg@?s et scriiblables C B A et GD E ; soi,t eiicpre H la hautcur, ap- 
yarente de l’astre , I’observatcur dtant dirigb vers A ,  de mak&re  que - H 
expriwra I x  dtiyruspion apparente cle l’as tre , r r p d  de l’obs‘crvateur &aqq 
tourn6 vers E. 11 ‘est clair, qu’en J * la’r&fractiou &ne premjea 
cas, elle se irouyera dam IC secon 
,de. trajpcfoire B a, compris entre les deux p o h s  11 D. Reste donc A de- 
, terminFy qqtte courbure. 

que Ia’r8ra‘ctiofi hti& ‘7 -p(juvo$t &re 
reprksentbe par une ..t s 

Sne, tdnhbreux que la terre forme aprds $le 

,Fbfraction au ciriqu%ni>*ife* bi v f I$u+tdttilii :(*lsatdi; , f . i A  4 1  
1 3  

* i  . \  
t dans rea kclipses. 

% \ ‘ * I ,  

e ii r , ’ p l U ~  la courbure de 

56. Nous I /  avons vu en IV. 57  
le que A - B H  



il .{aut remarquer que cette I formule ti& :de IVD 5 7, supposg ~I+'obs~rq$~ 
PIX& sur- la surface m&me de la terre em I. S'il e& place em 22, enc(ou& 
alors dknpair de la  demit6 Y, il, fq,pdrq mcltrc B B B Iqlphce do nr; ow 

pour la courbure de l'arc B C , - 
, 

nYH n k H 3  nYh+eV2 Y)F 
P + n r - ~ s C ( L - n u )  '+19cc(.l-nx),'.+ 

tt Y ( I  + 8 n Y + 6 n Y') H7 w -+ eic. 
103 c3' (I-'n Y)7 



M H  n le 5terme 'LP n ; alors, faisant ---c N; et r6tablissans m = - que 
2 s  2 t 174 t i  1-n 

$ 7  

69.9 @nnoissant' C h=p, on chercbera la densit6 de l'air en C, ou P, 
. On se eeivira de cette dernihre pour dkterminer la rb 

- p : s  
qui sera &gale ii e 

chi double de cette r&€raction, la r6fraction qui apparticnt ii la hauteur plus 
H, on trouvera celle qui coiivient A la dbprcssion apparent;, ou nzoins H. 
La formule donn6e ci-dessus pourra aussi se rkduire sans erreu sensible 
A 3 - multipli6 si l'on ~ ~ l u t  pur: $plus I d'exactitude , p y  = fV,  
1 - ~ - m ( N - ~ ~ ) o u ~ e n p s r a -  m ( 2 + = N )  . 

P C  ! I C  

E'X E M ' P  LE. 
63. L'observateur 6e trouvant en B , bled au - dessus de la surface du 

globe d e  2 4 0 0  toises , ddterminer la rhfraction qui ,rt$pond B la *pression ap-  
parente de io 48' au-dessoue de l'horizon; l'btat de Yair &ant celui qui e s ~  
auppost5 clanis la tcin>le' Ue Siwdley ; et pour leque1 on a 

* .  4 ? h ; t 4 5 8  i 
Log c = 3,185~578 ;' 
Lrg. n L-, - i,~t461860; 

ce Cjhi %hm 'Lrg. ;rp2 e' 2 .$$495 7 30. 

baLl KIalbuione dhboidJV H J 3  divise; par 2 ' (11- n)*, Comme H eat 
poet5 &gal. i la censhme, partie de la demi-,circ&ace, ~ n . a w a  
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Lo& R,=‘ ~ 9 7  1499: Donc 
Log. fP= - 4,9942’398. &ex 
Log 2 = 0~3010300; il restera 

( L  - 4,6932698; h z  encore 
.bg.ji-nl = - 1 ,cj 136 430 ; VOUE aurex 

Log. N =& - 4,7796568?* 
Ce! logrilrirhlne suppose que N wit prip.-en’!ln,artiee d 8 c h a b  du x+pn  de la 
:terre. J1,faut y ajouter 6,515.4917 pow weir le logarithme de la 1n~me‘’hk- 
teur , exprimke en toises : on aura aIos Log N == 3,295 1495. Cch fait cotl- 
noitre +N %a1 h 1 0 7  3 , ~  toises. 

Log. (2 x - N) -i 
Log. du rayon de la terre = 

65, Cela donne d’abord 2 z - N =  2826,q toises. Ensuite 
Log m = - 1,34~51,30; ajoutez 

3 4 5  13.1 04 ; bous aurei: 
2 ,7938b34  ; Btez 
6,5 1 5 4 4 2 7 ; .jl. resfera - 4,2783907; 6lUZ 

Log. z ’-c 0,3010’1oo ; il restera - 5,91136Oi ; Ate2 
Log. c = - 3,1852578; il restera 

I 1,792 l 0 Z C ) .  
m(2 x - N )  C’est le logarithme de la fraction ---- , qui davient par cqpskqucnt I .  

0,061959. Elk donne x --p = 1850,85 toises 5 clonc p=549,15 toises. Telle 
est la hauteur C N du  sommet de la trajectoire au-dessus de la surface du globe. 

66. DBterminons la densit6 de l’air P B cette hauteur. Son logarithnie hy- 

2 c  

Terbolique sera - P - ot l  0, t 093807 pris ndgativement. Son Iogaritliine mil- 
S 

gaire sera donc 0,0475034 pris nbgativement ; ce qui ’donne 
L L I ~  P = - 1,9524966; 
Log. n = - 1,2561860; 
L o g  n P  = - r,(ro86826; 

Log. ( I  - n P) = - 1,9234046; 
T I P  o , I G I G ~ ;  , 

1 -n P -: 0,8383,‘ ; 

67. Reste a Bvaluer la formule de rbfraction horizontalp p L/ ( I  n,u r>*, 
divisde par ( I  -n) On trouve le logarithine de cette rkfractioir ,‘ ,‘ex- 
primke en secondes de kt nouvelle division , ‘6@l h 3,7 3381197 ; cx qui donne 
5418,h secondes de la nouvelle divieion. 

68. On a trouvk m IV. siob. 342 7 secondes de la nouvelle division, p i i r  
valeur de la refraction i deux centieines de hauteur app;rrq,tg. , ,Rem donc 
1410 secondes de la nouvelle division, pour valeur de la’dfraction a d u x  
&nti&mes de d6p‘ression apparente ; l’obaervateur se’ trouvant dlevh ’ao . a i 0 0  
toises au-dessu~ de la mrfaced~ globe.* 

L%.(t-nP) ”‘ = - 1,9693618. 

* 
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T A B L E  PREMICRFm 
Xntigmles de e-+ d t ,  depuis une vuleur 

0,22 
0,13 

Int6grale. 

0,88622692 
0,87622724 
0,8662 2 9 57 
0,8562.3590 
0,84624821 
0,8 96 268 53 
0,8 26 2 988 1 
0,8 1634106 
0,80 G 397 24 

0,7 865 592 5 

0,7 66 8003 3 
0,73695555 
0,747 13623 
097 3734436 
0,7 27 58 Is2 
0,7 1785047 
0,708 I 52 1 5 
0,G 98 8 8 6 9 
0,6888Gr89 
0,67927 350 
-0,6697 $? 590 
0,66o_o~c~oz 
.O ,6 50 7 S G 37 
0,641 3390.3 
0,63 I 96 866 
0,61264689 
0,6 1337 5% 

0,7 9646932 

0,77666897 

0,6041 5552 
0959498903. 
0758 587739 
025768220G 

DiV; pmm 

999968 
999767 
999367 
998768 
997 969 
99697 I 
995776 
994382 
992792 
991007 
989028 
986854 
981.188 

979'87 
9762 54 
9731% 

98 1932 

969832 
$6346 
962680 
958839 
954820 
950628 
946265 
9-1 7 7  34 
937037 
932177 
927 '57 
9"980 
9 I 6648 
91 I r65 
905533 
899756 

!hyj Ire 

400 
599 
7 99 
998 

1394 

20 I 

1195 

1590 
1755 
'979 
2174 
2366 
,0556 

2 933 
SI 19 
5303 
34 86 
3666 
3841 
4019 
4 192 
4363 
453 I 

46 97 
4860 
5020 
5177 
5332 
5483 
56.92 
5777 
5919 

2745 

B b  2 



Dg-f. p r m ,  

887780 

875263 
868810 
862232 
855533 
8487 I 6 
84178,6' 

893837 

88 I 58.77. 

8 34744 - 
837 596 
820345 
8 I 2996 
805560 
798014 
79039v 

774894 
78268 z 

767030 
7 59095 
751091 
743023 
7 34894 
726710 
7'8472 
710186 
70 I 855 
693184 
685075 
676692 
668161 
659663 

6.1 2604 
63.1051 

6 i f iq75  

6 5 1  1 4 3  

6?5436 

sQ83a8 
S9976T- 
591 186 
5 8 1 6 ~ 8  
574058 
565532 





T A B C E -  P R E M I ~ R E .  
D!fJ prem. 

239786 
234 I'oo 
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