
A I  
D E  

T U S C. & Q. SURVEY "-ZijiT=-l 

MGCANIQUE CELESTE, 

P A R  Pf Sc' L A P L A C E ,  8 s  

Meinbre de l'lnstitut national de France, et du Bureau 
des Longitudes. 

T O M E  P R E M I E R .  

D E  L'IMPRXMERIE DE C R A P E L E T .  

A P A R X S ,  

Chez J. 13. Ma D U P  R A T ,  Libraire pour les Mnthbrnntiques , 
quai des Augustins. 

A N  V I T .  



National Oceanic and Atmospheric Administration 

Rare Books from 1600-1800 

ERRATA NOTICE 

One or more conditions of the original document may affect the quality of the image, such 
as: 

Discolored pages 
Faded or light ink 
Binding intrudes into the text 

This has been a co-operative projec be vlreen the NOAA Central Library, the Climate 
Database Modernization Program, National Climate Data Center (NCDC) and the NOAA 
2OOth Celebration. To view the original document, please contact the NOAA Central 
Library in Silver Spring, MD at (301) 713-2607 x124 or at Library.Reference@noaa.gov 

HOV Services 
Imaging Contractor 
12200 Kiln Court 
Beltsville, MD 20704- 13 87 
April 14,2008 







T R A I T E  

M~~':CANIQUE CELESTE. 



'1' A B L E  D E S  lvr T 1  1-C R E S 

I' L AN dc l'oucrngc:. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  pp' 1 

L I V R T :  1. 





D E  L A  P R E M 1 h R . E  P A R T I E .  V;j 

p i i t  pnr des nuances inseiisihles. Moyen d'hvaluer I'altiratioii qite 1.1 
force vive Cprouve clans lea variations bn~sqwa des inouvemciis d i t  

systbmc. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 1 1 )  
1111 principe de la coiiscrvation du mouvenient du centre dc gravitd. 11 

arihsiste dans lo cas m&mc 01'1 IPS corps dti  systt:mc exerrelit  le^ w i s  sirr 
les aiitres, i i n o  action finic dans iin instant. . . . . . . . . . . .  n". 20  

Ihi principe de IH conscrvation t?cs aircs. 11 siil)siste coniiiic lo l)r<>ci.(lplit, 
darrs lo cas d'iin cIinngrnienL l)rnsqt~e dnnv It? morlvomci~t d u  systhw. 
I)(:tcrlnination du aysthmc do c o o r d o n i i h  , dans lcq\lel la s o r n l i ~ ~  (Ira 
aircs tl6crites par I C s  projections des rayons rccteiirs cut nrillc 5111' tlci~x 
dca plans rectaiigiilaircs formhs par I P S  axes dr ces coordonn6es. ('et tc 

aommc est un rnmifiltirnt siir Ir troisibtnc plan rectaiigulairc; elle 
nullo sur tolit autre pian perpcndiculaire h ccltti - C I .  . . . . .  110. 2 1  

l l c s  principes de la conservation des forces v i ~ 3  ct dcs :iii*c.s, on1 enrow 
licii , en supposant A l'origine des c.ooidotiiii.cs , 1111 iiioiivrmriit recti- 
l i p c  rt nnifornw. Dnnn co cas, le  plntl pnssanl constammerit p a r  1.c 

point,  et siir Icqnel l a  somrne dcs airrs tkcritcs p a r  Ics projrrtioiis den 
rnyons est iin mnximrcm, rrsic torijorrrs ptira112.lc 1\. Iiri-mr?inr. Lrs 
pt-incipcs dcs forces vivcs rt drs aircs pruvrtit s c  ri.tliiirr :I tlra rcIotiotls 
cntrc Ies coordonides tlcs clihtariri~s niutiicllcs des corps d i i  sys1r2 i i r~ .  

Lcr p l a r i h  p a w r i t  pa1 t hnrun d o #  r o r p  d i t  nyriti-mc, p ~ ~ r ~ i l l ~ ~ l c n i r i ~ t  nu 
plillt itivnriablc men& par le ccntrc dc gray it;. , joiiimmt rlc. yropri6tt:s 
analogues. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  II". 2 2  

Principc do IR moiiidi*c action. Comhiiii. ~ V C C  crliti tics l'orcrs vivcs ,  il 
donne l'&qaalion ghdrale  du mouveinent. . . . . . . . . . . .  11". 2.5 

. .  
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nc sout  ausnjdtjrr qti'B des inPgnlilPs phiodiqucs , dhpcndantca de la 
configiiraiion dcs corps du syslgme. Si les moyens mouvcrncm de dcnx 
plaril.tes approclient 1)cnucoiip il'hlre commcnsiirahlcs entr'eux; i l  prnt 
en rhl l tcr  dam l cu r  lougitudc moycnric, deux inCgditCs t rk- sn~-  
sibleu, an'ccths de signes conIrnires, et  rdciproqucs n i i ~  prodilits des 
mnss~s dcs corps, p r  lcs raciiies q t i a r r i ~  dcs granda R X M  do h r s  
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orbites. C’est A de semblitbles indgalitCs qiic solit dds rucchliration 
du mouvement de Jupiter e t  le raleiitissemeiit de. cclui de Salurnc. 
Expressions de ces indgalitds, el de celles que le m&me rapport des 
tuoyens mouvemeris , peut rendre sensiblcs dam lcj  termes d&penduus 
de la seconcle puissance des masses perturbatrices. . . . . . . n“. 65 

Rxamen du cas oh les indgaliths les plus sensihlcs du moyen mouvemciit , 
ne se rencontrent que parmi les terniev du l’ordre du qiiarri. des masses 
perturbatrices. Cette circonslance tr8s-remarqiiable a lieu dans le sys - 
tbme des satellites de Jupiter, et 1’011 en ddduit ces deux tliBor6mes: 

Le moyen mouwnaent du premier satellite, moim troia foi8 celui du 
oecond, p Ius deuxjbis celui du troiuieme, est exactemen1 et constamment 

La longitude moyenne du premier satell i te,  moins h i s  fois  celle du 
second, plue deux foi8 celle du troisitbne, eet constnmnzenl kgale Ci deu# 
angles droits. 

Ces thdorkmes subsistent malgr6 l’altdration quo les moyens mouvemens 
des satellite!; peuvent recevoir , soit par uno caiiie sernblable a cellc q u i  
altEre le moyen mouvement de la lune ,  suit  par la rddutance d’un 
milieu trds -rare. Ces tlii.or&mes donnent naissance h une iridgalitb 
nrbitraire qui ne diffbre pour chacun des trois satellites que par son 
coefficient, et qui par lcs observatioiis, cut insensiLIe. , . . . . 110. 66 

Quatiom dig&rentielloe qui ddterminent les varia lions des exceritricitGs 
et des phrihdlies. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . no. 67 

DBveloppement de ccs Cqualions. Les valeurs dc ces bl&tnem soil t form6es 
de deux parties, l’une dtpendante de la configuration mutuelle des 
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indbpendante de cette configuration , et  qui  renfcrmc lcs variations 
&ulaircs. Cette secoride partie est donnde par lcs mhnes bqimt ion3 
dXkrentielIeu que 1’011 ;I considdr6c.s p r ~ d d c m m e n t .  . . . . . 110. 68 

Moyen tr&s - simple d‘obteiiir 10s variations qui r&siillent ilu i*iipport 
preqLle commensurable des moyens mouvemeris dam lcs exce1lti.i- 
cites et  lea ptrilidlics dos orhiles: elles sont liBcs it relles du moycn 
mouvement , qui y correspondent. IClles peuvent prodoire clans le6 
expreeRions skculaires des excentrici I& et de la longilude des pi.riIi6- 
lies des terrnes sensil)le~ depcndans dcs q u a d s  et des produils des 
forces pcrturbatrices. D6lermiriation de ces tcrmes. . . , . . n‘. 69 

Des varialiorls dea ncerids et des iridinaisons des orliles. Equaliotls q i i i  
dktermirlent l e ~ s  valeurs ptriodiqucs et sdculaires. , . , . , no. 7 0  

Moyen facile tl’ohtcnir les inbgalitks q u i  rksultent dam ces Bldmcna , du 

&gal ci zkro. 

I ’ t i i ’ l  ort 
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rapport presque commensurable des moyetis mouvemene t elleo sont 
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MkC.4N. CfCI,. T v w ~ ~  1. c 
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T]ic‘.or8mc gdr~dral 
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comme 251,7 est Q 2!$0,7 , dais ’l’ellipooi‘de le moins applati. ITne 
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lion t lee donuilb vont en dimiiiuant , et  las elliptioitde voiit en awg- 

. . . . . 
- 

c o  
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mentant, du centre A la surface. Lea limites de l’applatis8ement eont 
t et t du rapport de Ia force centrifuge B la peaanteur, Equrrtion de la 
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de gravitk de la masse ent ihe que ]’on suppose tourney autour d’un de 
ties axes principanx. ..................... no’ 31 et  3 n  

Rapports trks-simples de la pempteur, de la longueur du pendule et des 
degrks our le sphkcoide , B I’expression de son rayon. Moyen facile qui 
en rdsulte, de verifier par I’observation, le8 hypothbes qne l’on p a t  
imaginer sur lea loir de la variatioa de6 dsgrbs et de la pesanteur. 
fr’hypothbae de Bouguw, euivant laquelle la variation des degrks de 
l’dcjuateur aux pbles, est proportionneile t i  la quatribme puissance du 
sinus de la latitude, est incompatible avw le6 obrvations du pendule. 
Raism pour laquelle le0 aberrations de la figure elliptique, sont beau- 
coup plue seoibies danr las aCgFCr du m&ridion que dene le8 longueurs 
du pendule. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  .w.  55 

L e e  couches du sphkrdide ktant wppdee  ulliptiyuee; 3a figure du flu& 
qui lerecouvrd , est pareinement elliptique: les variations des rayons ter- 
reetres , de5 degrCa clu mdridien et de la pslre~tsu~,  sont alom proportion- 
aellsl, am q u a d  du sinus de la latitude : la variation totale de la pean- 
teur, de I’hquatcur aux pbles, divisde par la pesanteur, est autmt au- 
dessus ou air-dessoua de 5 du rapport de la force centrifuge A la pesan- 
teur, B I’hquateur, que l’ellipticit8 est au-dcssoue ou au-deusue de la 
mPme quantit6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 54 

** Expressions de Pattraction des ophdrdides elliptiyues, sur un point exrd- 
rieur. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  n”. 35 

D e  la loi de la pesanteur tr la surface d’un eyhCroide fluide homoghe , 
l’attraction Ofaatcomme une puissance de la distance. . . . . .  no. 36 

Moyen d’avoir & g a d  dane la recherche de lu figure des sphdrdides recou- 
verts d’un fluide en dquiIibre, aux t e rma dbpendnns du qiiarrt5 et des 
puissances suptrieures dola force centrifuge’. On peu t u w r e r  que 1’6qui- 
libre du fluide, est rigoureusement possible ; quoiqne Yon ne puisse en 
assigner la figure, que par des approximatiom euccesaives. , , . no. 57 

C H A P. V. Cornparaison de ka thdorieprdckdeitie, avec lea obsrr- 
uatiogs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  10s). 

Equatioae de la courle des mdridiens terrestree , et de celle que I’on truce 

d 
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par lea operations g0oddsiques. Expressions de la longitude, de la Inti- 
tude et de lhngle azimuthal, correspondans aux extrfimith d’iine ligne 
gkoddsique tracde nur la terre, soit parallhlement , soi t perpendiculaire- 
ment au plan du mdridien celeste. Expression gkntirale du rayon oscu- 
lateur d’une ligne ghodhsique. Parmi toutes les lignes gdodesiques qui 
partent d’un mQme point, il en existe deux perpendiculaires entr’elles, 
et auxquelles correepondent le plus grand et le p l ~  petit rayon oscula- 
teur. Cea rayons &ant donnth, ainsi que la position & cos lignes; il 
est facile d’en concluro le rayon osculateur d’une ligne gdoddsique quel- 
conque , paesant par le m6me point. On peut toujours concevoir un 
ellipsolde osculateur , A un point quelconque de la sutface de la tern: 

MBlhodes pour dfiterminer la figure elliptique dnns laqaelle le plus grand 
dcart  des degr6s mcsurds, cst , abstraction firire du signe, le plus petit 
qu’il est possible. ........................ no. 39 

Mdthode pour determiner la figure elliptiquo dam laquelle AQ. la sornme 
des arreurs des arcs mesurh, est nulle; a0. la somme des crreurs prises . . . . . . . . . . . .  no. l o  

Application de ces mdthodes , nux degrrSs des mdridiens, mesurds au PGrou, 
au Cap de Bonnc-EspBrance , en Penrylvanie, en Italie, en France, 
en Autriche et en Laponie. Dans l’hypotlikse erliptique , on ne pout  
pas dviter line erreur de 189 metres, sur quelques-uns de ces degrCs : 
l’ellipticitd qui correspond h ce minimum d’erreur, est +. La figure 
elliptique dans laqitelle la somme des erreurs des arcs mesurks, est 
nulle, et la somme des erreurs prises positivement est un nainimum, 
R pour elliptfcitd , $,. Cotte figure donne 536 metres d’erreur, dans le 
degd mesure en Pensylvanie. RCsultats principaux des opCrations 
fiiiles nouveliement en France, per Delambra et Merhnin: il suffit 
d’altdrer de 4”,4 les latitudes observdes, pour conciliar ces mcsures 
avec une figure elliptique. L’elIipticitri correspondante A ce minimum 
d’erreur, est ,*,et le degd du nifiridien, coup6 dgnlementparle~eral- 
lele mayen est de 9g98’t m;lrer,8. Get ellipsciide que l’on peut rcgarder 
comme l’ellipso’ide osculateur de la I h i i c e ,  wtisfait encore ii Ires-peu 
prks,aux inrsures failes en fhgblcrre ,  en Itdie e t  dails I’Autricha, et 
mbme A celles de Peiisylvniiie et de LRyonic. L’arc mesure! nouvelle- 
merit en France, cornpard celwi du ~ ’ Q ~ O U ,  donne zs pour I’ellipticild 
do la terro : loiiguciir d u  mklre, conclue dc CPS 1neaure8. Quellc que 
soit In figure de la torre, par celu scul que lee degrds des ni6ridiena 

moyen de le dtiterminer. .................... no. 58 

toutes positivement, est un minimum. 
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dirninuent des pales A 1’8quateur; lea rayons terreslres augmeritent, et 

Application des mhthodes dea no’. 39 et 40, li quinze observations de lit 
longueur du pendule A secondes. On peut concilier foutes cea observa- 
tions, avec une figure elliptique, en n’y admeftant qit’une erreur de 
djx-huit cent millikmes de cette longueur: l’ellipticitb de la figure cor- 
respondanteB ce minimum d’erreur, est + Ddterrnination de la figure 
elliptique la plusvraisemhlable que ccs observations donnent ii la leri-e 3 

l’ellipticiti: de cette figure est &- Expression gkndrale de la longueur 
du pendule B aecondes. .................... no. 4 2  

D e  la figure de Jupitor: sonapplatissement observe est dam lea IimiteRque 
lui assigne la thhorie de la yesanteur. . . . . . . . . . . . . .  11’. 45 

C HAP. V?. De la#gure de Z’anneau de Saturrte. . . . . .  155 

la terre est applatie A ses pbles. . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 41 

Expression g6nbrale de Itattraction de0 anneaux , quelle que soit leur f i g ~ r o  
gthhatrice. Application ail cas oh cette figure est une ellipse. .. nu. 44 

Un anneau &tent ruppod fluide et  homoghe, I’e5quilibrs peut mbsister 
avec w e  figure gdriiratrice elliptique ; ddterminatioq de cette figure. 
La dude  de la rotation de l’anneau est la mPme que cello de la rtvolu- 
tion d’un satellite qui circuleroit autour de la planhte , B une distanco 
&gale ti celle du centre delafigure ghndratrice: cette durho est d’environ 
of.,44: pour I’anncau inttrieur de Saturne. . . . . . . . . . . .  no. 45 

pour la stabiliti: de l’iqujlibrc des anneaux, il est pdceseaire qu’ils aoieiit 
der solidee irrkgulieru dont le ceritre de graviti: ne coikcide point aveo 
leur centre de figure. . . * . . , . . . * . . , , . . no. 46 

VHAP. VIl. De Z a j p r e  des QtmosplTcLareo des corps ce‘Zeestes. 167 
Equation gLn6raIe de cette figure. L’atmoaphbre solaire ne peut pas 

s’6tendre jusqu’8 l’orbe de Mercure : elle n’a pau la forme lenticulpire 
que paroit avoir la Iumibre zodiacale, et clans le cas de son plus grand 
applatissement, I’axe du pGle est B celui de l’dquateur dans le rapport. 
d e q b 3 *  * * * ? ? 9 f 0 ? T * * * t 0 0 9 0 9 7 7 no, 47 
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L I V R E  I V b  

. . .  . Des oscillations de la mer et de ty~tmosphire. ; '7 '  
CHAP. I. Thkorie du flux et Ctu reflux de Za mer. . . . . .  ibid. 

Equations difl'+5rentiellcs du mouvement de In mer so1liciti.c par. les forces 
attrRCtives du solei1 et de la lune. . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 1 

Application de ces equatioiia au cas oh la terre n'ayant point de mon- 
vement de rotation, la prol'otideur de la incr est coustaiite. Expression 
gQiidrale de la hauteur de la mer et de BCB mouvcmens dans cetta 
hypothtbe. L'Bquilihrc de la mer n'est alors stable , qu'en supposant 
sa drtisitc': moindre que la moyennc deiisitb de In terrc. . . . .  no.  9 

Applioation des mhmes bqnatione , an cas oh la terre nyant UBI mouve- 
ineiit dc rotation , sa profondeur est iiae fonction quelconque (le 111 

lati I ude. Equatioii difidrentielle deu oocillatione do la mor, dam aetkc 
11ypotliPse : i l  n'cst pas ndcessairr: de l'inL6grer rigoiireiisemcnt ; i l  
suMt d'y satisfaire. L'action du  solei1 et de la lunc donne lieu ii trois 

espbcee diffthentes d'oscillations 4 daiis la prcmiPre , la pdriode de3 
oscillations est inddpeiidnnte du mouveruent de rolatioii de lit terre 5 
dam la secondc , cctle ykriode est d'environ , un jour ; ot dnns la 
troisibme, elle est h peu prh d'un dcmi-jour. . . . . . .  11"'. 3 et 4 

Examen des oscillations de le premibre espixe , en anpposant la terre 1111 
ellipsoYde de rdvolution. Dktermination de ces oscillations, lorsque l a  
profondeur do la mar est B trhs-peu pres constanteb La partie de c r y  

oscillations, qui depend du mouvement des nceuds de l'orbe lunaire , 
peut &re trb-considdrable ; mais ces grandes oscillatious sont anhii-  
ties par les resistances que la mer cjprouvo daiis son mouvement. En 
vertu de ces rdeistatices, ces oscillations sotit ti fort pen pi*&, Irs 
m&mes que n i  la mer se mettoit i\. chaque instant en hquilibre itone l'astrc 
qui l'atlire. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  nos. 5 et  G 

Des oscillations de la seconde eep8ce. Ddtermination de ccs oscillations, 
lorsquo lu profondeur de la inor est B t,r$s-peu pres constantel no. 7 

Expression trbs-simple doe mamas aqcillatioils , lorsyue la terre cst 1111 

allipso'idc qiielcoiique de rt:volut ion. Ida diffhmac? clcs dcnx mar& 
d'un mbme jour ,  dkpend de ces oscillations. Cctte diffi.1.thtlcc est n~il lc ,  
lorsqiic In profondcur du lu mer ant par-tout In m h e .  , , 

itlrsquc la prolollileur. CIC la iiicc Cat A trbs-pou-pl+e constari!~.~ IP. !) 

e no. 
Des oscillations de la troisikinc esphce. Ddteriiiiiiation de cos oscillatioi~s 
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Nxyression numkrique de ces oscillations, et du flux et reflux do la mer, 

dans diverses suppositions sur sa profondeur supposhe par- tout la 
mQme. En augmentant cette profondeur , les oscillations de la t rois iho 
espkce, approchenk trks-rapidemerit d’btre lea mbmes que si la mer 88 

mettoit A chaque instant en Bquilibre sous I’astre qui I’attire. no’. 10 et I I 

Tldtermination du flux et du reflux de la mer, dans cette dernibre hypo- 
t h e .  Les deux marOes d’un mbme jour, seroient alors tres-diffbrenter 
A Brest , dans les grandes dticlinaisons du solei1 et de la lune; ce qiii Ctant 
contraire aux observations, rend l’hypothbse rlont il s’agit, inadmis- 
sible. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 13 

C H A P. I I. D e  Za stalilitd de I’4quiZibre des mers. * . . no4 

Premier tltt.’or&ne. L’hquilibre de la mer est stable, si sa demit6 etlt 
moindre que In demit6 moyenne de la terre. . . . . . . . . .  11”. 13 

Deuxikme thkor6me. La terre &ant eupposde un solide de rkvolution, 
l’dquilihre de la mer n’est pas stable, 6i sa denrite kgale ou swpasse la 
moyenne densit4 de la terre. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 14 

C HAP, I I I. De la manidre d’twoir dgard dans Za thdorie du flux 
et du reflux de Za mer, aux diuerses circonstances g u i ,  dana 
chagueport , inflzlPnt 8ur le8 rnardee. . . . . . . . . . . . .  p 1 a 

Equations de la hauteur et des mouvemens de la mer,  quelle que soit la 
loi de sa profondeur. Le3 oscillations de la seconde espece , deviennent 
sulles , lorsque la profondeur de la mer est constante : ellea ne peuvent 
devenir nulles pour toute la terre, que dans cette hypothhae. Aucune 
loi de profondeur ne peut rendre nulles pour toute la tcrre, les oscil- 
lations de la troisikme espbce. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 15 

De Za tlidorie des oscillaLions de la mer, e n  ayanl ( g a d  A touter 108 cir- 
constances locales qui peuoent lee modifier dans chaque port. Cette 
thhorie dhpend decr deux principes suivans : 

L’ktat d’im 8Y&?u? de corps, dane hquel tee conditwns primitives dLb 
mouvement ont ili,yaru par lee rLeiatnnces qu’il iprouve , eel pdrio- 
dique comrne lee forces qui Paniment. 

Le ntouueinent total d‘un aydtdrne agitk par da trde-petite8 j l r c c e  , est la 
~omrne dm mouvemens partiele que cluque force lui e d  imprim&, 
ekpur;rnent. 

Expression do la hauteur de la mer, q u i  en rCsulte, dans le can oh le 80l~il  
et  In lune lie rneuvent uniformdmunt dam le plan de 1’6quateur. Im 

Cir’conbLallcerr 
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circonstances locales peuvent rendre nulles dans un port, lea oacilla- 
tions de la troisibme eapbce : elles peuvent fairc encore que lee deux 
flux lunaire et solaire, ne soient pas proportionriels aux forces respec- 
tives du solei1 et de la lune ; eiifin, il peut arriver que les plus grades  
et les plus petitea mardes suivent d’un intervalle qiiclconque, les sysi- 
gies ou les quadratures. Expression de la hauteur des tnardes, qui 
embrasse ces diffihene cas.. . . . . . . . . . . . . . .  110s. 1 6 , 1 7  et 18 

Expression des mar8ee, en supposent variable8 , les inouvemens du solti1 
et de la lune, et Ieurs distances Q la terre.Qn peut alors rdduire l’action 
de chacun de ces astres, A celle de plusieurs astres mQs uniformdmcnt 
dai~sleplandc1’8quateur. .................... no. 1 9  

Expression gdiidrale des marCes, dans le cas de In nature, oh le solei1 et 
la lune ae meuvent dans des orbites inclindes a l’hquateur, ce qui dotine . . . . . . . . . . .  no. 90 lieu aux oscillations do la seconde espbce. 

C R A P. I V. Cornparaison de la thdorieprdcddmte aux olsewa- 
ti0n.r. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  2d,3 

cc 

Des hauteurs des rnar6es vers lea sysigies, La hauteur moyenne abuo2u.e 
de la made d’unjour, est la deini-somme des Iiauteurs des markes du 
matin et du soir. L a  mnrde totale est l’excbs de o t t e  demi-somme , sur 
la basse mer intcrmddiaire. Expression de la hauteur moyenne absoluo 
de la mardo d’un jour qrielconque voisiii dc la sysigie. Exprepsion de 
la  marbe totale du meme jour. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  n”, 21 

Dbveloppemcnt de ce8 expressions, vers les bquiuoxes et vers lcs sols- 
tices ................................. n O . 1 1  

Table I Jea hauteur8 moyennea absolucs et des mardes lotales observdes li 
Brcst pcndant lea ann& 1711, 1712, 1714, 1 7 1 5  e l  1716, un jaur 
avant la eyaigie, le jour m h e  de In oysigie, et lcs quatre jours sui- 
vans) dans vingt-quatre sysigies vers 10s cSqiiinoxes, douae sysigies VCM 

les solstic~s d”6tt5, et  douzc sysigies vcrs les solstices d’biver. , . no. a5 
Expressions qui rbsultent de l’interpolation do ces Banteurs, dans l’cn- 

semble de toiitos les sysigied. DCtermination de l’intervalle dont l’ins- 
tant du maximum des marhea, ruit la ayeigie. Cet intervallo Q Brest, 
est de ijont,lio7ik. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  n*. 2 4  

L a  made totalo qui auroit lieu B Brest, si le roleil et la lunc se mouvoient 
uniformt5ment dniis le plan de 1’8quateur, seroit dam son maximum, 
Bgale ic 6me, 24900 L’intervallo de deux m a r h  consdcutivcs du matin 
011 du soh,  vcrs 10.9 sysigics, 6tant pris pour unit6 j la diminiitiou do la 

M ~ C A N .  C ~ L .  Tonlo Z. c l  
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marie  totale en parlant du maximum, est par les observations, d g ~ l e  
au quarrcj du temps, multiplih par omB,1064. La thioiie de la pe.qan- 
tour donne IC mbme co&cient. . . . . . . . . . . . . . . . .  110. 25 

Suivant les observntioiis , ce coefficient est 0 m e , 1 5 t g  dans les sysigies dea 
Cyuinoxes , ct omo, 08 11 dans les sysigies des solstices, le mbme, 8-peu- 
p r h ,  qt~e  suivant la thCorie. Le9 inarkes des solstice8 sont plus petites 
que cellrs des 6quinoxe8, A-pen-prhs dans le rapport du quarr6 du 
cosirins do la ddclinaison des astres A l’unitb, conformt5mcnt h 1~ 
tll6orie : la pctilo diffkrencc A cet Qgard peut dkterminer l’inflrlence des 
circonstances locales, sur le rapport des actions du soleil e t  do la 
lane. .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 26 

Ida variation dcs distances du soleil h la terre, a une petite influence sur 
les mar6es j et  stir ce point,  leu observations sont conformes la 
thdorie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 2 7  

L’effet de la variation des distances de In lune, cst trbs seiisible sur les 
mardes. Table I11 des mar6os totales dnns douzc sysigics oh la lune 
dtoit pkrigde, ct claris douzc sysigierr oil e11e dtoit apogde. TJ’cxcPs des 
mardee totales pCrig6es stir les m a r h  totales apogdes, est exactcment lo 
mbmc par les observations comnie par la tlkorie. Get excbs est trhs- 
propre a faire connoi tre l’influenca des circonstances locales sur le rap- 
port des actions ch i  soleil et de la lune, ct il cn r6sulte qu’b Urcst, cettc 

influerice eat insensiblo. Les inCga1ilks de la Yecondo csp&cc sont peii 
consiil8rables lt Brest, et ne s’y 618vent qu’d ome,183. . . . . .  n o .  28 

I<xpressions des hau tcurs moyeiirics nbsolucs cles marhes, et  des mnrJcs 
totales , vers les quadratures. Ddveloppemen t de ccs expressions, tlarla 
lcs quadratures des bquinoxau et des solstices. . . . . . . . . .  no, 29 

‘I’trble IV de8 hauteurs moyennes absolues et des Jnarbes totales oliser- 
vdes h Brest, pendant les antides 1711, 1712, 1711, 1715 ot 1716, le 
jour de Is quadra~uro, c t  ICS trois jourv S I ~ ~ V B I I R ,  rlrtns viagt-quatro 
qaadratiires vers les dquiiioxes , et. d m s  vingt-quatre quudratures vers 
1cs yolstices. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 30 

IGxpessions qui rCsultent de I’interpolation de ces huterirlr , dnns I’en- 
hcmhle de CCY quadratures. Le rnzntmum des marees totales suit In qtia- 
rlratnre, do  m&me intervallc dont lciir maximum suit In syeigie. Si le 
eolcil et in luno sc InouvoieuL uniformi.menl dana la plan tie l’hqiiateur; 
la gratirleur de la marhe LoIale clans 8011 iniuimuirL scroit de 5 f n c , 0 9 9 0 .  
La cornparaison de cettc mar&r, B ccltc m h i e  inardc d a m  son maxi- 
mum , doniic I’actiun de la lune > h trbs-pew 1)ri.y triple de ccllc du  
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d e i l ,  dane lee moyennes distances. L’intcrvalle de deux mar& con- 
s~cutivesldu matin ou du soir vers les quadraiures, t5Jant pris pour 
mitd ; l’accroissement do la marCe totnla p r b  des quadratnrea , Q 
partir du minimum, est egal au quarid (111 temps, multiplih par le 
coafficiciit ~ ~ 0 , 1 2 7 1  , suivant les ohservatioiis : il est B trh-peu p r b  
mbme par la tlidorie. ...................... 110. 5 1  

Dan8 les quadratures des Cquiiioxes, cc codlirient rst ome,S I 95 ; il est 
0””,1121, dans leu quadratures des solstices : lo thtlorie doline ii fort  
peu pi*&s, les iniSnies r6sultats. L’eif’et des ddclinnisotis du soleil et de 
la luiic, est t r~s - se~s ibk  Jan8 les mar& vers les quadratures; il est 
conforme A la thdorie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  n”. 52 

Les mardes du soir I’emportent h. Rrest , sur celles du niatin , vers le8 qua- 
dratures de 1’6quinoxe du printemps; le coiitrairc a lieu vers lm q11”- 
dratures de 1’Cquinoxe d’automnc, conform6ment A ce qui doit Btrc el1 

Expression des heures et des intervnlles des inardes very ICs sysigies. :I*. 54 
Table don heuroa des inardes totales de la Table I ,  le jour mQme de la. 

sysigie, et dam 10s trois jomrs qui la euiceat. Expression de ccs lieures 
et de leurs retards d’ui: jour A l’autre, prks du maximum. Ce retard est 
par lcs observations, dgal A oj,027052. En le cornparatit I A  thCorie, 
il donne l’action de In lune, A fort peu prha triple de celle du soleil. 
Confirmntion de cc rdsnltat, par tin graild noiiibre de mnrPes totales 
obscrv6es loin des aysigiea. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  nn. 5.5 

Lc retard des marCes d’un jour h. l’autre, est d’un huitibnie envirori p l u ~  
grand daiie les sysigies des solstices que duns cellcs des dquinoxes; ce 

qui est A-peu-prbe conforme h la thkorie. . . . . . . . . . . .  no. 56 
Le retard des martles d’un jour A l’autre, vers lee sysigiee, varie tfis-sen- 

siblemeiit avec les distances de lu lune ti la terre : uiie miiiute de varia- 
tion dam le demi-diambtre apparent de la lune, donne 258’ de varialioii 
danr.ce retard. Ce rtisul tcit est enliiwuient collformc h la tli6orio. no. 57 

Exprcseion des 1iei;res et des intervnllcs des mardcs vers les quadra- 
tures.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ne. 58 

Table des heures des mar404 totalea de la Table IV, relative8 aux quadra- 
tures. Expression de ces l icurc~ et de lcur tetard d’un jour B l’autiw, 
prCs du minimum des mardes. Ce retard, suivant lee observations, est  
dgal ir 01,05267; il est ti trb-peu prki le m h e ,  par la thdorie. Co 
retard est plus grand duns les quadratures des Cquinoxes que (Inns 
cellcs des solslices, delis la rapport de 15 A 9 ,  suivant lw tf ihric;  CB 

qui cat A-peu-pri>s conforme LLUX olwrvatioiis. . . . . . . . . .  n n ,  59 

vertu des in6galitbs de la seconde esphce.. . . . . . . . . . . .  no* 55 

(1 3 
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Suivant la thdorie, le retard des markes dam les quadratures ‘varic avec 

la distance de la lune B la terre, mais trois fois moiiis que dans les syai- 
giee; ce que les observations confirment. . . . . . . . . . . . .  no. 40 

ExpresAion numkrique de la hauteur des rnardes A Brest. Formule pour 
dciterminer les plus grandes mardes totales qui doivent avoir lieu dam 
nosports.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  nh. 41 

Formule simple et facile B rkduire en table, pour dC: terminer l’heure do 
la pleine mer.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 4 2  

Rkcapi tulation des principaux pli8nomhes des mardes, et de leur accord 
avec la thdorie de la pesanteur universelle. . . . . . . . . . .  no. 43 

C E3 A P. I V. Des oscillutions de Z’atmosph8re. . . . . .  . 294 

Eqnations gknkrales de ces oscillations. Leur d6termination se rdduit B 
celle des oscillations de la mer , dam le cas d’une profundeur constante. 
Expression niimt?rkpe, de cee oscillations, dans une IlypothEse SUE- 
samment approchkc de Ia nature, pour donner une idke juste de 
l’action du solei1 et de la ltine our I’atrnosphbre. Cettc aclton pcut ae 
manifester par tin grand nombrc d’observations trbs-prdciees du  baro- 
nibtre , entre lee tropiques. Elle ne peut pas produiro Ie.9 vents aliscis. 
L e  signe de la dkclinaison des deux astres, ne paroft pas devoir influer 
sensiblement surlesmodifications del’atmospbbre. . . . . no. 46 

L I V R E  V. 

Des mowemens des corps ce‘lestes aulour de leiirs propres 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  centres de gravite‘. 299 

CHAP. I. Des mouvemens de la terre, autour de son centre de 
gravitd., . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ibid. 

Equations diffdrentielles de ces mouvernen~. . . . . . . . . . . .  no. 1 
Recherche des momens d’inerlie de la terre , relativement B ses trois 

axe8 principaur. La sp tihc n’est pas le seul solide dans lequel tous les 
momens d’inertie soicnt dgaux j equatioli gOiiGrale du solid0 qui jouit 
de cettepropri6tt. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  n”. P 

Ddveloppement on S6riefJ , des forces perturbatrices du mouvement de la 
terne autour de  aon centre de gravitk. Ces series Be rckluisent h leur 
premier terrne, si la trurfnce dc ltl terre est ellipiique; et I’on peut to&- 
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joiira dbterminer son mouvcmeiit duns cetle IiypolhGse sans craiiidre 
une errour sensible. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  n.. 5 

Expressions diffdren tiellrs trhs-approchdm du mouvement des aiquinoxes 

D&veloppement et iritdgration de ccs expressions, 011 ayailt dgard Q la 
rnobilitd des orbes du s o l d  et de la lune. . . . . . . . . . . . .  1 l c t .  5 

Expressions &I mouvement des dquinoxos et de l’inclinniaon de l‘nxe de 
la terro, sur  I’dcliptiquc vraie. L’action du solei1 et dc l i \  Iiiiie, sur le 
sphi.ro*ide terrestre , change consicl&rahIement, les variations de l‘obli- 
quit& de l’dcliptique et de la longueur do I’ann(.c, qui iruroicnt lieu et1 
vertu du seul &placement de l’orhe solake et lee rdduit A-peu-pr&s, 
BU quart do leur valeur; ces diahences ne sont sensibles qn’ayds deux 
ou trois sibcles, ii partir d’une Bpoque dotinCe. . . . . . . . . .  110. 7 

Lcs variatioiis du mouvement de rotation de Itt terro, SOUL iiiscnsibles, 
et ce mouvemcnt peut $tre suppose': uniforrue. . . . . . . . . . .  no. 8 

Les variations du jour moyen, sont pareillenleiit inseiisilles , et sa t~tlr,\c 
pent btras11pposi:c colrslnnic. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  11”. !, 

Exarnen de l’influence des’oscillfltions de I& mer, sur lea mouvemens dl1 

sphPro*ide terrestre autour de son centre de gravitd. L’analyse condilit 
ce tMorAme rernarqua1)lc ; Les phe‘rtonzinrs dr In prdcessioii et de 

in nutution, aont exacternend lea rne-a quo s i  ku mer fortiwit uric rtbnsse 

Ce tIii.or$rtle a lieu, q i i e l ~ e s  que soicnt IPS irri!giilari&’di la piwtbndeur 
ile la meL*, et  ICS rdvistances qu’elle dprouve dam sea osrillnlicblls. L ~ R  

COllrar1s de la m e r ,  lee fleiivee, leu Ire1liblanlCnu tic Lerre c l 1 ~ g  

et de la nutaiion de l’axe terrestre . rnpporth Q un plan fixe. . .  no. 4 

soli& UVHC kc 8pkt.’roicie qu’ells recouvre. . . . . . . . . . .  niia 10 11 

n’allbrcnt point la rotation de 1~ terre. . . . . . . . . . . . .  i i n .  1% 

E7,preRsions nnm8riques de l’inclinaison de l’axe dv I A  terrc , et  de la 
position des dquinoxes, sur un plnii fixe, et stir l’orbilr tcrreotre : for- 
mtllea de la variation dos &toiles an arcemion droitc et en dklinai- 
8011.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  11”. 15 

nlllalion, stir la constittitioil de la terre. Cea ph6noniimcs sont I C s  

tnbmes qne si 18 terre Atoit nn elli1)soYde de rdvolution j l’applatis6e,tne~,t 
de cet ellipsbide est carnpris dnns les limitrs & et  &. Ddvafoppema>t 
de8 phhombnes qui tionnen t Q 18 figure de la terre et do icnr RUCOIX~ 

Y V ~ C  la LhBorie do la pesttiitcur. . . . . . . . . . . . . . . . . .  nt’, 14 

Co~ls+encee qui r h i l t r n t  des phdnomhes de le pnicession et de 
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CHAP, . . * .  11. Des mouvemens de Za Zune, autour de son centre de a 

pav iu ,  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  3.56 

ThCorie astronomique de la libration rkelle de la lune. . . . . . .  11”. 15 

Equations diffkrentielles du mouvement de la lune autour de ~ 1 1  J;eiitrc 
de gravitk. Expression finie de YR libration rdcllc. Le rnoyeti I K W U V ~ -  

ment de rotation de 1tt lune est exacterrielit $gal b son inoyeti iliou- 
vement de rholution autour de la terre , et it particjp aux aikrncs 
in8galit6s siculaires , en vertu de l’attraction tcrrcstro sur  Le sphho‘ide 
lunaire. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  n”. 16 

Expressions du mouvement des noeuds el do l’inclinaisoil de l’bqiiateur 
lunaire, sur l’kcliytique vraie. Le moycn moiivcmcIi t de ces nucude 
est &gal B celui des noeuds de l’orbite lunaire et  le noeud desceiidan t da 
1’Cyuateur lunaire coincide toujourr avec IC noeud ascendant ilc l’orluite : 
l’inclinaison moyenrie do l’iquatcur lunaire i l‘icliy~iqut. vrair, cst 
constinte. Les rnouvemcns skculaires de I’&cliptique ii’altbrent point 
ces rhsultatr. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 17 

Cons@quences qui rdsultent de la libration rhclle de la luiie, eur la figIU.0 
et  la constitution du syhdroyde luiiaire. La diK6rence entre ses momen8 
dinertie, relatifs i ses axes prinoipaux , est plus grand0 que &nns Is 
cas de I’homogknCitB, et  dans celui oh alle auroit et4 primitivemorlt 
f l u i d e , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . .  r i o . i t j  

uaclion au s o l d  sur le sphdroide lunuire , n’iiillue paa sensiI)lcmtjllt sup 
les mouvemens de ce sphdroide ilutour de 8011 ccri tre de gravi ti. 110. I 9. 

CIIAP. IIX. Des morwsmens des anneaux de Saturnc a u t o ~ r  de 
Zsura centreo de grauitri. .................... 373 

Equations diff&reiiliellos de ces mouvernans j intitgration do ces 6quatioti.9. 
Sane la rotalion et l’ayplatiesement de QQtuwe,  les mneaux a eg vmlu 
de l’nttraction du solei1 et du dcmior stttellite de Saturn0 ceseeroieiit 
d’dtre dam un mbme plan : l’actiou de Saturn0 lee mairitient toiijours 
h fort peu yrbs dans le plan de son Bquatcur, uirisi que les orbes dca gix 
premier8 satellites. Lae ratellites d’Uranus, circulunl dene un mbme 
plan ; il en rkrulte que cc plan crit celui de l’bquateur dr3 celte plaiihte, 
3 qu’eUe tourue rapidernent’sur elle-mbms. . . . .  ncJS, 90, 2 1  ut 92. 
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C 
g 

PA a it 26,  ligne 4, en remontant , au lieu de C ; lisez -. 
Pnge 53 ,  ligne I O ,  en rernontant ; changer le sign0 - en f. 
Page 55 ,  ligne 7 ; clrangrz le dernier - ea +. 
Pagc 59, ligne # , en remontnnt, RU lieu de -z.sin.8 .coe.J ; lisex -z.sin.b. coa.q. 
Pe!;e 7 2 ,  l i p e  ‘c; changer le3 [ on 8. 
Page 73, ligne I O ,  nu lieu do I’nnglr ; lisez le  compflmcrrt de l’nngle. 
1%ge 75, ligne 6 ,  en remontant , nu lieti de t a q .  t 6 i lis#. f tan&. ad. 
1’qe 79, ligno 1:) ) c i  la fin ; ajwter -SO. 
Pago 83, lime 1 3 ,  en rernontant , nu lieu de  cosittus; liser sfrrus. 

Pnge 85, ligne 13,  en remonlant , nu Iieu de + 
Pnge Pg , ligne 13;  changes lee f en S. 
I’aGe 95, ligue # , multiplies par clt , le premier tcrme. 

Page 96 , ligiie i 4  ; ujorrtrz - f!! au second rneinbrc de l’&quation, 

3 u s  
lisea -, 

5 

P 

P n g ~  I n i ,  ligne CJ ; 
p o p  i : ~ o ,  l i p e  3 , 
I’egc i 4 i  , iigircs 4 
Page 147,  ligne 9 ,  nu 

Page 1 5 2 ,  ligne I i , au lieu de 

j lisez parilltrrncnt. ‘ 

Page 150, ligne dernibre , nu lieu de -f. v ;  lisar + S. 

.sin.(nt-+-r); lisez @,).sin.(nt+*I. 
Page 160, ligne 9 ,  en remontant ; meltez fi devtult le radicd. 
P ~ g a  I Ha, Iigne !I, en remontnnt , au lieu do cos 6 .  (u - C) ; \i&tx sin, 6. (v  - C), 
Page I 85,  ligne I 1, en reniontant, RII lieu de Ti lisez t .  
P q e  I 92, ligne 3 ,  au lieu de = j listtr 1 =. 
Ibid. ligne 1 4  , en reinontent, comme ICs j lisez rdciproquta uux , et ligne 1 2 ,  en 

c ,- 
remontant , au lisu de I/ 9 ; lima U. t/ E .  

1 

3P Page a07, ligne 3, au lieu dc p ; lisez -. 
dc 

P C’ Poga l o g  , lignc 5 ,  au lieu de -p ; Ihoz 
Pagc 2 1 6 ,  lignc !I, en rernonlant, 811 licn de Cp”; lisez Cp. 
Page 2 2 6 ,  l i p 0  7 , en remontant, giocmtriqur , limen- hdfiocentriqnc. 
Page 391, ligne dernicro, RII !ieu de nsin. v ;  lisez a a .  sin. v. 

Sa Page 291, ligne io, en remontrnt, au lieu de 30;  lisez -. 
fl 

Page 354, ligne i 1 , en remontont , au lieu do me, an j liear - m‘m. 

Cos. i8 ’  cos. I I  

E R R A T A  D U  T O M E  S E C O N D ,  
47.h* 4 7 . k ’  

1’dge io, ligne 1 4 ,  au lieu de - h i t  -. 
//;;;;;’ 5 .  \/mn 
n- 1 n- 1 Page J 5 , ligne I 4 , au lieu dc - ; liscz - . 

Il l  I 1  
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Page 33, ligne 9 ,  en remontant ; obsewtx que la masae M est pride pour unit& 
Pago 35, Iigne 4 ,  en remontant , au lieu do 4 a v . Y (11; Iisez 4 . s ~ .  Y C ~ ) .  
Page 4 7 ,  l i p  P, en remontant, au lieu dea.(i+an+i).( ifan+a).  . . . ( g i - - i ) i  

Page 48 ,  ligne 5 ; supprimer le facteur .a. 

Page 51, ligne 6 au lieu d e  - ; h e z  - . 
Page 107, l igne17,  AU l ieude a i - t i ,  l i se rs . (g i+ i ) .  
Page 122 , ligne 4 ; rniilfipliez par s les deux derniers termes. 

(':-); lieez (2"). 
d d 4  Page 123, l ime  9 ,  au lieu d e  

Page I 25, ligne 4 ,  en remontant , au lieu de sin. 2 (c + C); lioez cos. a(? + C). 
Page I 36, ligne 16 , 00 lieu de s o m e  ; liscz demi-sommr. 
Page 156, Iigne 17 ,  au lieu de  u ltanc ; lirez a dtant 
lbid.  ligne a i ,  au lieu d e  rayon; aubstituez ra)on a.  

Page 161 , ligne 18 ,  au lieu d e  - -; liscz - --- 
Page 164,lig. 11,au lieu de ces mols,sur 1't%!mcnt rdm, de l'annrau; lirez rurf'anneou. 
Page 169 , ligne 15 tlu lieu de cl r3d ri ; lisez u rdd b .  

P a  e 172, ligne IO en ramontar t,  au lieti de V ;  lisez 4, et observer que ce Y ebt 

Page 1 7 7 ,  lignes 13 et 1 4 ;  rnlrltiplzez par 2 ,  les deux termer. 
Page 189, ligne 6 , en rernontant, au lieu de P ( * f )  ; h e z  Pc'f-'). 
Page 190, ligne 3, en remontant, RU lieu de p2.ff-'; lisez ~"'f-'. 
Pee  194, l ignea ,  ai1 l ieude c o s . ( n t + a - - ) ;  lisez rin.(nt 3.1rr-4). 
Page 410 , ligne 3 ; djvisez le second terrne par a. 
P ~ g g  31 1 , lignes 5 et 7 , au lieu de )T j lira2 $ cr. 
Page a l a ,  ligne io, en remontant , changazy' en y. 
Pago 9x4, l ips  * a ,  au lieu de (--I. sin. .rj ; lisez (a,). sin, *. 
Page 219 , ligne a ,  en remontant , an lieu do n't; lisez n'T. 
Page 221 I ligne l a ;  ciraiigez n* dsns v". 
Page 246 , ligna 30, au lieu de 1000grne,470 ; fisrr 100i;e,h70. 
Page a57,  ligne 4 ,  en remontant , au lieu de  

Zbid. ligne 5 , en remontant , au lieu d e  
1 

Jbid. l i p x  7 et 8 , en remontnnt , au lieu de 21 j l i s 8 2  aa , et au lieu de y"; licez 01y. 
Page 258, ligne 6 ,  au lieu de 6,809 I ; lisez 6,9091. 

Page 370, ligna 4 ,  en remontant, an lieu de r'; Zisez r'. 
Page 272, ligne 4 ; obRrrvci qiie p doit &re Augment6 de sa t ren te-neuvihe  partie. 
Page 293, lignes 7 et 8 ; chngez  iquinoxcrr , en solstices, et rkciproquement. 
Page 995 , ligne 5 ,  au lieu de  L'y ; lisez 1 y. 
Page 308, lignee 4 ,  5 et 6 ; nrnltipliez par I; , le produit d p .  d 'P. 

A-C A-C Page 3 I a I 1ige 13 , au lien de - --- j lisez - A B '  
Page 31.3 , ligne 5 ,  au lieu dc cos.(it + E); lisez sin. ( i t  + E). 
Page 324, ligite deraikre, ay lieu de bin. ( j t  -+ e ) ;  lisez cos. (f t + 6) .  

lisez ( i + 2 n + i ) . ( i + a n + 3 ) .  . . .(ai-i). 

4 T  4TP 
5 3 

4 r . z d t  4 T . h  Z d  X 

h f l  * + I  * 

h 'hren t  de c e l d  de l'hquation ( a). 

dy dY 
dl4 

L 
; lisez -&. f 

m' rn' ; lieez 7. 

T R A I T  E. 



T R A I T E  

M E C A N I Q U E  C ~ L E S T E ,  

lti pc‘smi teur univcrsclk. Dcpuis ccttc i:puqne , lcs Ci.oini.tres sont 
pttrvcnus ir ramencr R cette grande loi de la nature, tous lcs ph6- 
iiomknes connus du syetdtne du rriondc, et iL dunner sinsi niix 
tlidorics ct aux t&les astrononiiqueu , une prtkisioii iiicspkrte. Jo 
mc propose de presenter sous un inerne point [le vue, ccs t’hdories 
bparscs clans un grand nonibre d’ouvrngcs , ct clout l’ensemble em- 
brnssant touv les rksultatu de 18 gravitation universclle, siir 1’4qui- 
libre et sur les mouvcmeiis dcs corps solidcs ct  iluiilcs qiii comyoscnt 
IC systhne solaire et lea systtZmes seniblabies repandus duns I’im- 
mensit4 dcs cieux , forme Zn Mdcaniyuc ccrkls!r. L’Rslrouoiiiie , 
coiiuiddr6e de la manibre lapliis gdndralc, cui. un grand prohldme do 
nibcuniqud, dont lee kldniens des mouveniens cClevt& soiit IC’s wbi- 
traires ; sa solution ddpeiid i-la-fois dc l’exaclit iidc dcs observiitioiiv 
et 3c la perfection de l’analyse , et il iiiiportc cxtr~~nerncul tl‘cn 
hannir tout empirismc , et cle la rtkluire it n’empruntcr de l’dxwr- 
\-ation, que ICs clonndeu iiidispcnsablcs. C’cst A rcmplir autant qu’il 
m ’ i i  dtb possible, un objot ausai intbrcssant, qiic cct ouvruge est 
dcstin6. Je dcsirc qu’en considthation de l’importnnce et des cliIE- 
cultcis dc lu niatikrc , l cu  G&omi.ircu cl Icu Astrononicu le rcqoi,-cnt 

BIkcAw. ah,. Tome I ,  A 
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avec indulgence, et qu’ils en trouvent les rbsultats assez simples 
pour les employer dans leurs recherches. I1 sera divisb en deux 
parties. Dans la premihe , je donnerai les mtthodes et les formules 
your determirier les mouvemens des centres de gravitd des corps 
cdestes , la figure de ces corps, les oscillations des fluides qui les 
recouvrent , et leurs mouvemens autour de leurs propres centres 
de gravit6 Dam la seconde partie, j’npyliquerai les formules trou- 
vdes dans la premikre , aux planktee, aux satellites et aux combtes ; 
je  la terrninerai par l’examen de diverses questions relatives au 
systbme du monde, et par une notice hiutoriquc des travaux des 
Gkomktres sur cette matihe. J’adopterai la division dbcimale de 
l’angle droit et du jour, et je rapporterai les mesures linbaires, i la 
longueur du metre, ddtermin6e par l’arc du m6ridien terrestre 
compris entre Dunkeryue et Barcclone. 

M ft C A N I Q U E C E L E S T E. 



P R E M I E R E  P A R T I E .  

E T  D E  L A  F I G U R E  D E S  C O R P S  C ~ I ~ E S T E S .  

L I V R E  P R E M I E R .  

D E S  L O X X  G ~ N ~ R A L E S  D E  L ’ I ~ Q U Z L Z S R E  

E T  D U  M O U Y E M E N T ,  

JE vais Btablir clans ce livre , les principes ghn6raux de l’&quilibre 
et du mouvernent des corps, ct r6soudre lea problbines de mdca- 
nique, dont la solution est indispensable dam la tliCoric du systihe 
du monde. 

C H A P I T R E  P R E M I E R .  

Be I’kquilibw et de la compo:ition des forces qui agisscnt 
sur un point mate‘riet, 

1 U N  corps nous paroft se mouvoir , lorsqu’il clmnge ilc situation 
par rapport A un systdme de corps que nous jugeons en repoa; 
rnais comme tous les corps , ceux mQme qui iious semblent jouir 
du repoa le plus absolu , peuvent &re en mouvement i on imagine 
UIY cspace saris bornes , immobile et pen6trable A la nirrtii.rc : c’est 

A 1 



4 M & C A N I Q U E  C & L E S T I l ,  
aux parties de cet espace rBe1 ou ici6a1, que nous rapportons par la 
pensBe, lapobition des corps, et nous les conccvons en mouvement , 
Jorsyu’ils rkpondent euccesvivcinent ii divers lieux de f’enpdcc. 

La nature de cettc modification singulihre , en vertu de laquclle 
un corps est transport6 tl’un lieu clans un autre, est et 8era toujours 
inconnuc j on l’a d6sign6e soi~s le nom d e ~ ~ o r c c  ; on nc pcut ddtcr- 
miner que see ei€ets et les loix de son action. L’effet d’une force 
agissantc sur  un poitit matdric.1, est do le mettre en mouvement, si 
rieri ne s’y oppose ; la direction (le la Eorce est la clroite qu’clle teiid 
A lui fairc ddcrire. I1 est visible que si deux forces agissent duns le 
m6me yens, elles s’ajoutent l’une b l’autre, et que si ellev agissent 
en sen8 contraire, le point ne se meut qu’en vettu de leur diIlX- 
rencc. Si lcurs directions formcnt un angle entre elks, il en rdsn1t.o 
line force dont la directioii est moyenne entre celles des forces 
composantcs. Voyons qiiellc cut cctte rdsultnnte et sa direction. 

Your ccla, considdrons deiix forces x et y agissantes A-la-fois 
sur un point m;it&ricl X ,  et formant entre elks un angle droit. 
Soit z leur rdsultante , et 0 l’angle qu’elle fait avec le direction de 
la force x ;  lcs deux forces x e t y  6Lant donndcv , l’angle 8 sera 
d6terniiiid , ainsi que Ia r6sultante z , en sorte qu’il exivte entre les 
trois quantitds x , z et 8 , une relation qu’il s’agit de connoftre. 

Supposons d’&ord les forces x c t y  infiniment petites, et &gales 
aux dii€6rentielles d x  et dy ; supposons ensuite que x devenant 
successivement d x  , 2  dx , 3 dx , &c. y devienne dy, P dy, 3 dy, Brc. 
il est clair que l’nngle 8 sera toujours le mhme, et que la rdsul- 
tante z cleviendra successivement dz , 2 dz , 3 dz , 8tc. j ainsi dans 
les accroisseniens successifs des trois forces x ,  y et z , le rapport 
dc x i z sera constant, et pourra &re exprime par une fonction 
de 8 ,  que nous dBsignerons par rp (0) ; on aura donc x = z. cp (e), 
dquation dans lnquellc on pcut changer x en y ,  pourvu que Yon 

y change sembla1)lcment l’angle e dans - - 8 ,  ?r &ant la demi- cir- 

conf6reiice dont le rayon est l’unitd. 
Maintenant, on peut considdrcr la forcc x comme la rdsultnnte 

(IC deux forces x‘ et XI’ clont la prcnii8re x‘ est dirigde suivant la 
rdsultitnte z ,  et clont la seconde x” est perpendiculaire Ir cette rCsul- 

w 

0 
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Cante. La force x qui resulk de ccs deux nouvelles forces ) forillant 

T 

P 
l‘ungle 0 avcc la force X’ , et l’angle .- e avcc la force d’, 011 aura 

on peut clonc subs titucr ccs dcux forces, A la force x. On peut subs- 
titucr pureillcmeiit A la formy, deux ilouvellev forccsy‘ et y” ch i t  

la prcnlitrc est dgale A - et ciirigdc suivant z , et dont la second6 

cst c‘gale ti  - , et perpcndiculairc h z ; 011 aura aiiisi , au lieu c1c.u 

cleux farces x e t y  , lcs quatrc suivnrites : 
X0 .“”y - 2’ 2 _ .  
e ’  e ’  2 ’  & ’  

les deux dcri4Eres agissaiit eii sells co11triliI.c , sc dCtn1isciit ; lcs 
deux yrciiii~rcu ngis3nnt dnns Is m6me sen*, s’ajoutcut et lomient 
la r6sultantc z ; 011 aura donc 

X .  +y’ = ‘Ga; 

d’ou il suit que la rdsultcintc des deux forccs x ct.y est rcprdsrntec 
pour la quantitd, par la diagonalo du rectangle dont les eGt6.y reprd- 
scntent ces forces. 

lI<terininons prdsenicnicnt l’mgle 8 .  Si l’on fait croilrc la force x 
de la cliflXrcntielle d x  , siins faire varicr la forccy , cct anglo dimi- 
nucra d’une quantitd iiifiiiirneiit petite de j or on pcut conccvoir la 
force d x  , ddcomposde en deux, l’une dx‘ dirigde suiviint z et 
l’autrc dx” perpcndiculairc A z ; le point Mscra donc alors sollicit6 
par lea deux forces s + dx’ct dx” pcrpcndiculaires entre ellcs 9 et In 
resultantc dc CBB deux forces, qiie nous nonimerons z’, k\fc.l.ii RVCC 

dx” l’angle ---de j on aura ainsi , par cc qui prdc4dc 

Y’ 
X 

XY 

& 

?r 

!a 

petite ) ct de In 
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z’ est, B un infiniment petit pres , &gal it z ; de plus, dx” formant 

uvec d x ,  l’angle - - 0  , on (L 
51 

a 

partaiit 

Si l’on fait varier la force y , de dy , en supposant n constant ; on 
aura la variation correspondante de l’angle 0 en cbangeant clans 

l’hquation prhcddente , x eiiy,y cn x, et 0 dnns - - e ; ce qui donne 
T 

!a 

en faisant (lonc varier bla-fois x e t y  , la variation totalc rlc l’angle B 

sera j et Yon aura 
sdy-ydjc 

k.za 
x a y - y d x  
* = kdd. 

2’ 

Bubstituant pour I’ sa valeur s’+y’, et intdgrant , on aura 
x= tang. ( k e +  p ) ,  

p &ant une constante arbitraire, Cette Bquation combinCc avec 
cclle-ci x9 +y* = donne 

X 

m =%. COI. e+p). 
I1 ne s’agit plus que de connoitre les deux constantes k et P ; or a i  

l*m supposey nul ,on a kvidemment z=#, et O=o ; done cos. p = i  , 
et x = z . cos. S 8 .  Si 1’011 suppose ,X nul, on B z =y et 4 1 $Q; cos. k 8 
dtant alors fsgal it q&o, k doit &re 6gal a nn+ 1 , n &ant un nombre 
entier, et d m s  ce cas, x sera nul toutes les fois que B sera 6gal A 

;T - jmais xCtant nu1,onaBvidemment d=+rjdonc 2n$i=i1 n n f i  
ou n=o , ct par consequent 

De-li il suit que la diagonal8 du rectangle construit sur les droites 
qui reprhnten t  les deux forces x e t y  , reprdsente non-seulement 
]a quantitk , mais encore la  direction de leur rdsultante. Ainsi 1’011 

jieut A une force quelcorique , eubetituer deux autres forces qui 

= z. C08. e. 
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forment lea c8tBs d'un rectangle dont elle est la dingonale; et il 
est facile d'en conclure que 1'013 peut dCcomposer une force, en 
trois autres qui forment les cat& cl'un parall6lipipt:dc rectangle 
dont e lk  est la diagonalc. 

Soient donc u , b ,  c les trois coordonnCes rectangles de l'cxtrk- 
mite de la droite qui reprdsente uiie force quelcoiique, et doiit  
l'origine est celle des coordonndes; cctte force sera expriniCe pnr la 
fonction /as + bs+ cs, et cn la dbcomposant ptlrail&~ement aux axes 
des a , des b et des c , les forces partielles seront exprimc'es rcspcc- 
tivement par ces coordonndeu, ! 

Soien t a', b', c' les coordonndes d'une seconde force j a + a', b + b', 
C+C' scront leu coordonndes de la rksullantc clcs dcux forces, e t  
rcprdsenteront les forces partielles dam lcsquellos on peut la cl6- 
composer parallklement aixx trois axes ; d'oix il est i t i d  de coiwluro 
que cette rbsultante est la diagonole du pardblogramme construit 
sur leu deux forces. 
En gCn6ra1, a ,  6 ,  c ; a', 8, c'; .a", b", c''; &c. &ant les COOP 

donndes d'un nombre quelconque de forces ; a + u' + a'' + Krc. j 
b + b'+ b"+ Rc. ; c + c'+ c"+ &c. seront les coordonndcs de la 
rbsultantc dont le quarrh scra la sommc clcs quarrts cte ces der- 
ni6res coordonndcs ; on aura done ainsi la grandeur et In positioii 
de cette rCsultante. 

2. D'un point quelconqiie de la direction cl'unc f'orce S ,  poi tit 
que nous prcndrons pour l'origine de cette force, menom nu point 
matdriel M , une droite quc nous nonimcrons s ; soient x ,  y , z les 
trois coordonndes rectangles qui ddterminent la position du point M, 
et a, G , c Ics coordonnka de l'origine de I R  force j oil illlrii 

B= r/ (x -a ) .+ (y -bb) ' f ( z - c )* .  
Si l'on ddcompose la force 8 parall&lemcnt uux axes des x , dcsy et  
dcs z ; leu forces partiellee corresponduntcu scront , par It: no. prd- 

4 t t't 
/ *  

c6den t A, ;&fa, EP/*. r * '  ($-a) (y9-b) ( z - c )  I'i Y 

e?.--; s 8.-; S 8.-; J ouS.($); A a($); ..(2); oFt 

(g), (z), ($) exprimant suivant la notation reGuc , 10s 
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coefficiens des variations d‘x, by, $2, dans la variation de l’expres- 
sion prdcddeate de 9. 

Si 1’011 nuinme pareillemeiit s’, la distance de M, t i  un point 
quelconcjue de la diimtion d’une autre force S’, priu pour l’origine 

c ~ c  cctte force j st.( E) sera cctte force dt!xoinposCe parallkle- 

mcnt A l’axe des z , ct airisi de suite; la somme des forces 8, S’, 

s”, &c. dCcompos6es paral1i:lernent A cet axe, sera donc 8 .  S. (g) j 

la caractdristique z des iritGgrales h i e s ,  exprimant ici la sommc 

des termes S. (k) , 8’. (K) J X  j k c .  

Soit, V la resultante de toutes les forces S, s’, &c. , et ZL- la dis- 
iaiice ilu point N ,  i iin point de la direction de cctte rCsultaiite , 
piqis pour  son origine j Y.(g) sera I’cxprcssiori de cctte rthul- 

i an tc! dtkomposde parallblemen t A l’axe des x ;  on aura donc , par le 
i t” .  nri:cdden t , L 

7. ( 2) ‘=i z , s . (e), 
On aura parrcillcment 

y e ( $ )  = S . S . ( $ )  j Y.($)= 
d’oii 1’011 tire , en niultipliant respectivement 
par d’s , Jy , $2, et en les ajoutan t ensemble, 

Y . d ’ u = ~ . b ’ . J ’ s ;  (a) 
Ceite dernihre 6quation aymt  lieu, quelles qi ic 

x+) 

ces trois dquations 

soicnt lcs variations - 

t x ,  b y ,  $ 2 ,  elle Cyuivaut aux trois pr6cddcntes. Si son second 
membre est la variationexncte d’une fonctionq, on aixraV. d’u=d’q, 
et par consdquent , 

y.( 2) = (2) ; 
c’cst-&-dire yize la somme dc tou tes leu forccs 8, S’, &c. d6compo- 
sees parall~lcment it l’axe Jcs x , est tgale it la rlifl‘Crcnce pariiellc (2). Ce cas a g~n~ra lcmen t  licu , ~orsquc ceu rorces soiit rcupec- 

tivement fonctiona de la distance de leur origine, nu point 111. Alors 
j )Oll l ’  
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pour woir  la rbsultante dc: tontes ccs forces, cl~coniposde parall&- 
ment h line droite quelconque ; on prcndra l’int4gralc E .J. S 6 s, et 
eii nomniant 9 cettc intdgralc, on lu considdrera cor~iriie iinc fonc- 
tion de x , et de deux autres droites pcqendiculaircs cntre elks et 

A a; la diffdrciice partiellc (2) sera la rtisultantc des forces S ,  

a’, &c. ddcomposde parallblcmcnt i la droitc x. 

3. Lorsquc le point M est cn Bquilibrc , en vertu de toutes les 
forces qui IC sollicitent ; lcur rdsultuntc cut iu.dIc, ct, l’dyuatiou (u) 
clev ien t 

o = Z . S , b s ;  ( b )  

c’cst-h-dire quo dans le cas de l’dqailibrc cl’uii point sollicit& par 
uii nombre quelconque d c x  forccs, Iu so~i i~nc  des pi-oduitu clc clique 
force, par 1’I.ldineiit (IC sa dircction CSI UUIIO. 

Si le point M cut force d’tltre sur une surfuce courbc ; il 
Bprouvcrtr clu sa part une rthctioii , que iious c16signcrous pw 2:. 
Ccttc rhactioii cut cZgalc ct (lircctcnlcn t contmire A Ia pression qua 
le point cxerce sur la surface; car cii le concevaiit ailit116 tlcs tlcux 
forces Ret-.€?, on petit slipposer que lu force--R est cltitruite par 
la rdaction de Ia surface, et qu’ainsi IC point M pkcssc la surfiico 
avcc la forcc-fl; or, lii force dc pression d‘un point sur uiio sur- 
face h i  est perpcndiculaire, autremen t elle pourroit sc ddconiposer 
en dcnx, l’une pcrpciidiculaire it la surface, et qui scroit dClruito 
par elle, l’autre parallkle A la surfacc, et en vertn de lsquelle 
le point n’auroit point cl’actioii sur ccttc sd.‘tkce, cc qui cut c.oiitro 
la supposition j en nomtnant donc r la yerpendiculaire ment’e par 
le poilit N ir la surface, ct tcrniiiiCc h tin poiiit cluc~lcoi~c~~~c dc sa 
direction, l u  force R scra Jirigt’e suivunt wttc perpendiclduire : il 
fuudra doiic ajoutcr X. d‘r au secund membro do l’dquatio11 (b) q1li 
devient ainsi : 

--R &ant alors la rcisultantc de toutcs les forcen 3’, S’, &c. clle 
est ycrpcndiculaire k la SurI‘acc, 

Si I’on stippose qne lcs variations arbitraircs bx , d’y , $a , nppar- 
tiennent ir la eusface courbe sur laquellc IC point est assnjetti; on R 

par la nature de Is pcr1,eidiculuirc h cctte surface, f r = o  cc qui 

o=n;.S6s+1P.br; (c) 

M ~ C A N .  C ~ L  Tome I ,  JZ 
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fait disparoitre 3. d‘r de 1’Bquation pr6ddente: l’ciquation (b) a dono 
encore lieu dans ce cas, poiirvu que Yon Bliminc l’une des trois 
variations 6x, Jy , 62, au moyen dc 1’6quation ci la surface; maiv 
alors l’iquation (b) , qui dans le m 9  g@ndral , dquivaut k trois Cqua- 
tions , n’dyuivaut plus yu’a deux dquations distinctes, quc l’on ob- 
tient en Cgalant sdparCincnt i zdro Jcs cocfIicicns dcs deux diffhren- 
tielles restantes. Soit u =o 1’Cquation de la surface , les deux 4 u a -  
tions 6 r= o et d‘ u = o auront lieu en m&me t e m p  j ce qui cxige que 
d‘r soit 8gal A N. bu , N &ant fonction de x , y, e. Pour la dkter- 
miner, riornmons a ,  b ,  c, ICs coordonndev de l’origine de r j on 
aura : 

r =  r/(Z-@)” f (y -by+ ( Z - c y j  

6T/ 
d’ou Yon tirc (2)’. ($y+ = 1 ,  ct par conskquent 

en faisant donc 
R 

le term R. 6 r de l’dquation ( c  ) ee changera dans 
equation deviendra , 
dquation dans lt~quclle on doit dgaler shparhrnent i 

0 I 2 : .  8 4 s  + h .JUJ 

h.b\U, et cette 

ah, les coef- - - 

ficions des variations A’s, ty, bz , ce qui donne trois &pations ; 
mais elles n’dquivalent qu’A deux 6quations entre ?I:, y , z ,  it cause 
de l’ind4terrninh A qu’ellee renferment. On peut Jonc, au lieu d’8- 
liminer de 1’6quation (b), une des variations J x,  d‘y, bz, au moyen 
de 1’6quation difftrenticlle A la surface, lui ajouter cette Cquation 
multiplide par une indbterminrh A ,  et considdrer alors lee varia- 
tions b x ,  d‘y, $2, cornme indbpendantes. Cette mCthode qui rksulte 
encore de la cbiorie de 1’6lirnination , rCunit k l’avantage de simpli- 
fier le calcul , celui de faire connojtre la preseion- R que le point 
iK exerce contre la surface. 

Concevons ce point renfemk dam un canal A simple ou A double 
cour’bure; il t’prouvera de la part de cscana1,une r6action que nous 



P R E h f I k R E  P A R T I E ,  LIT'RE I. 11 

[Idsigneroris par h ,  et qui sera hiale et dircctement contraire A la 
pression que le point cxerce contre le canal, et dont la directioii 
sera perpcndiculairo au cat6 du canal : or, la courbe formdc par 
ce canal est l'intorueclion de deux surfaces doiit lcs Cyuatioiis ex- 
priment sa nature; on p u t  donc considdrcr la forcc &, conimc lo 
resultante des deux reactions A et R' que le point 111 dprouve de 
la part de chacune des surfaces; puisque les dircctions des trois 
forces R, R' et E &ant perpendiculttires an c6t6 de la courbe, ella 
sont dam un meme plan. En nomniantuirisi 6 r ,  6 r' Ics 6 l h e u s  des 
dircctions de8 forces R et X', directions respectivenient pcrpn- 
diculrrires ii chaque surfacc ; il €audra njoiitcr it I'dqiiation (b )  les 
deux tcrmcs R. 6r  et JU'tr' , ce qui la cliangc dans collc-ci : 

OS r ; .S .~s+R.J~+f l . ' d ' r ' .  (d) 
Si Yon dritcrmine lee variations 6 x  , ~y , $2, dc manicre qu'elles 

appartiennent h la h i s  aux deux siiufaccu , ct par cons4qucnt it la 
courbc form& par le canal ; 6r et 6r' seront nuls , ct l'bquation pr& 
ccidcntc se rdduira h l'cfquation (6) qui, par consdquent, a encore 
lieu dam IC cas ou IC point M cut nssujetli il sc ~uouvoir d n r i ~  1111 

caml ; pourvu gi'au moycn dcks dvnx dqaations qui expriment la 
iintiirc de cc canal, on fussc disparoltrc dcux des variutions t ~ ,  
ay, $2. 

Supposonsqueu =o, et ZI '=O,  soierit lcs 6quations de d c w  sur- 
faces dont l'intersection fornic IC canal. Si Yon fait : 

R 

Cyriation dans IaquelIe on Cgalcra separdinent i z h o  ,Ies ooefliciens 
de cliacune des variations bx, d'y, $2 ; on aura ninsi trois &qua- 
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de A’, qui donneront 1es rdaction; R et R’ des deux surfaces ; et en 
les coinposant, on aura la rdaction k du canal’snr le point N, et per 
consPquent, la pression que ce point exerce contre le caiial. (’etto 
1*6action dkomposke parall&lement ii l’axe des x est dgalc it 

condition u = 0, ut = o , auxquelles le mouvemen t du point Jf 
est assujetti , exprimcn t clonc , au moycn des cliffhrences particllcs 
des fonctions qui aont nulles en vertu de ces Ccluations , les rdsiu- 
tanccs que le mobile eprouve , en vertu des conclitions de son niou- 
vcment. 

On voit , par ce qui prkctide, que l’dqiiation (/)) de l96quiIil)re, 
a ghbralement lieu, poiii*vu que l’on assujettissc k s  vari i1 1’ l O l l Y  

& x  , d‘y , $2, aux conditions de 1’6quilibre. Cettc 6quation put  se 
traduire dans IC principc saivaii t. 

cc Si I’on fait vuricr iiifinirnent peu In position ilu point M, en 
sorte qu’il rcste toujoura sur la snrfttcc ou sur la courbe qu’il 
(loit suivre, s’il ii’est pas entih-ement libre; la soinme des forces 
qui le sollicitent , rnu1tiplii.c~ cliacunc par l’espace quo le point 
parcourt suitant 8a direction, est dgalc H mho, dam IC cas de 
l’kyuilibrc 1). 

Les variations 6% , S y  , d’a &ant supposdes arbitraires et in& 
pendantcs, on peut dans I’kquation (a) subatituer aux coordonndcs 
x , y , z , trois autres qiiantitds qui cn soicnt functions et 6galcr 
les coefficiens des variations de ccs quantithu h zbro. Nomrnous 
clinsi p lernyon mcnt! de l’origine des coordonn6es, klaprojcction du 
point H, sur le plan des x et des y ,  et m l’clngle form6 par p et 
par l’axe des x,  nous aurons : 

s=p.cos.w ; y=p.s in .a .  
En considerant donc dans 1’Cqucltion ( a )  , a ,  R , SI,  &c., coinrne 
fiinctions de p , a e l  z ; et comparant lcs cocfficienu de am, on aura 

inent p. bw. Soit V‘ cclte Eorce ddcomposdc parallblcment au plan 
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des x et des y , et p la perpcidiculairc abnisstie de l’axe des z sur In 

Bccondc exprcssioii clc la forcc Y. d6composCe suivant 1’L.ldmciit 
p 6 ‘D ; 011 aura donc 

p Y f =  Y. (E). 
Si 1’011 conpit la force V’ nppliqiide ii l’cxtrkmitd (le la pcrpendi- 
culairc p ,  cllc tcndra A la faire toumcr aiito~ir dc l’nxc dcs c ; lc 
proditit dc ccttc forcc , par In perpcndicuIairc~ , v s t  cc qiic 1’oii 
nommc moment dc In forcc Y p a r  rapport h l’axe des z ;  ce rnomcnt 

momcnt de I r a  rdsnltnnk d’1ii1 nombre qiwlconqne des force!, cet 
dgal B la m m c  dcs momem tlc ces l’wcca 
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D u  nzouvenzent d’uit point mathiel. 

4. UN point en repos ne peut sc donncr aucun rnoiivcmeiit, puis- 
qu’il ne rcnferme pas en lui-meme de raison pour se mouvoir dans 
un sens plutbt que clans un autre. Lorsqdil est sollicit6 par uno 
force quelconque, et ensuito ubandonn6 h lui-m&rnc ; il Be meut 
constarnmen t ~ ’ U I I C  manibrc uniforrnc clai~s la direction de cette 
force, s’il n’dprouveaucune r6sistancc. Cette tendancc dc la matihrc 

pcrsdvdrer clans son &tat de mouveinent ou dc rcpos, est cc quo 
Yon nomme inertie, C’est la prcmikrc loi dn mouvcmcnt des corps. 

La direction dumouvcmcnt en ligne droite, suit 6videmmcnt cia 
ce qu’il n’y a aucune raison pour que le point s’kcarte p1utd.t k tlr’oito 
qu’b gauchc de sa direction primitive; mais l’irniformil8 de son 
mouvement n’est pas de la mCmc hidcncc. La naturc dc la force 
motrice &ant inconnue , il est impossible de savoir d priori si cctte 
forcc doit se conserver sans cesse. A la vdritd, un corps dlant iuca- 
pable do se donner aucun moirvemcnt k lui-meme , il p m d t  Cgale- 
ment incapable d’alt6rcr cclui qu’il a reCu ; en sorte qiie la loi 
d’inertie est au moins la plus naturclle et la plus sirriple que ]’on 
puisse imagincr ; ellc est d’ailleurs confirmde par l’cxp~ricnce : en 
cffet, nous observons sur la tcrre quc les mouvemens se pcrpdtucnt 
plus long-temps , A mcsure que lcs obstacles qui s’y opposcnt vim- 
licnt a diminuer ; ce qui nous porte k croirc que, clans ces obs- 
tacles, ils dureroient toujours. Mais l’inertic de 18 matihrc cst prim 
cipalemerit remarquable dans lcs mouvenieiis cdlestcs qui, de 
puis uri grand nombre do sibcles , n’ont point dproiivi: d’altdra- 
tion sensible. Ainsi, nous regardcrons l’inertic comnie unc loi do 
la nature, et lorsque nous obscrverons de l’altthation dans I C  mou- 
vement cl’un corps, nous suppovcrons qu’elle est due it l’nction 
cl’une cause Btrangkre, 
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Dans le mouvement uniform,  les espaces parcourus sont pro- 
portionncls aux ternps ; mais les temps cmploy6s h clbcrire un cspacc 
dc’:tcrrriind sont plus ou moiris longs, siiivaiit la grandeur de la 
force rnotricc. Ces diffdrcnccs ont fait najtrc l’iddc de vilcsse qiii, 
ditns le mouvcinent iiniformc, cut le riiyport ( 1 ~  l’espace 811 tc~ilps 
employ3 A IC parcourir : ainvi, s rcpr6seiitunt l’espace , t le temps, 

et v la vltcsse , on a v=-. Le temps et l’espncc dtant des quantitds 116- 

t6rog&nes, et par consdquent incompnrablcs; 011 ~.lioisitiinintervlllle 
de temps ddterrninb, tel quelusccoudc, pour unit6 (IC tenlps; onchoi- 
sit pnrcillemcnt uric unit6 ct’espce, telle que IC mbtre; et alors i’es- 
pacc et le tcmpsl sont des nombres abstraits, qui cxpririierit combicn 
ils rcnfcrment d’unitch de leur espi‘cc, ct qui peuvetit &re compn- 
r h  Z’un i‘i l’autre. La vitcssc devient &si le rapport dc c l c ~ i l  nom- 
brcv abstraits, ct son unite est la vitesue du corps qui parcourt un 
m8tre (Inns m e  sccontle. 

5 ,  La force n’6tant conntie qilr: par l’espacc qu’cllc fait ckrirc: 
Janv iin temps di.tcrniin6, il est nnturcl (le prcnclrc cct espaco pour 
ea mcsure; mitis cela suppose que plusieurs forms agissvntcs dam 
] e  mQmc yens, ferorilpiilw~iwir 1111 cspacc &gill i In sommc dcs cspnces 
quc clmcune cl’ellcs cAt fait purcourir sdl-rarCinctit, 011, cc qui re- 
vient au m&me, que la forcc est proprtiormelle ir la vi”tawe. C’est 
ce que nous ne pouvons pas savoir d priori, VII notre ignomnco 
sur la naturc de la forcc rnotricc : il fant donc encore s‘ur cvt objct, 
recourir k l’expdricnce; car tout cc qui ri’cst pas unc suite ndccs- 
sairc du pcu de donndes quo nou8 avons stir la nature des chosee , 
n’wt pour nous qu’un &oaFtat de t’obeer~ation~ 

Nommons v ,  In. vi tcssc clc la tcrrc , co~~i~i i i inc k taus les coips 
qui sont i\. BR eurfaco; soit f, jsr force dont un dc ccs mrp8 M ,  est 
anime en vertu de ccttc vittcssc, et sappomrie que u s f . 9  (*j’), 
soit la relation qui existe entre la vi”tcssc ct la force i 8 (f) dtant 
line fonction tlc $, qii’il faut ddterminor par l’exptriencc. Soicnt a, 
8 ,  c ,  les trois foi*ces particllcs, diils I C S ~ L I C ~ ~ ~ S  IL\ forcc f’ ye dborn- 
pose prall&lement a trois axcs pcr~ie~idiculaireu entre eux. Conce 
vons cnsuite IC mobile Meollicit6 par uric nonvclle i’orcef’ qui sc 
dkcornpose en trois autrcv a ’ ,  I ‘ ,  c ’ ,  ynrall&les aux m h e s  axes. 

f 

t 
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Le3 forces dont ce mobile sera anirni: suivant ccs axes, seront a + a', 
b + b ' ,  c+c ' ;  ,et en nornmant P l a  force unique qui en rhsulte, 011 

aura par ce qui preckcte : 

M & C A N I Q U E C & L E S T E, 

- - - __ 
P c r/ccl-qa')"+ ( b  + bf)"+ ( c  + c ' ) ~ .  

Si 1'on nomrne V, la vitesse correspondante B Fj 
(a + nr)  . U 

F sera 

cette vitesse dCcompos6e 1)arall&mcnt k l'axe des a; ainsi la vitcsvo 
relative clu ~rlobile sur la terre , sera parall8ement k cet axc, 
( a + a ' ) . U  n u  

-7 , ou ( a  + a'). Q (F) - a. q (f ), Les forccs ICs plus 

considdrables que nous puissions imprimer aux corps it la surface 
de la tcrre, &ant beaucoup plus petites quc, cellcs dont ils s a l t  
animds en vertu du mouvemcnt de la terre ; nous pouvons consi- 
ddrer a', L', c', cornrnc des quantitdv infinimcnt pctitcs relrrtiverncnt 
it f ,- nous aurons ainsi : 

F I 

9' (f) 6tant ]a diffdrentielle de q (f) divisde par dJ La vitcssc 
relative de M suivan t l'axc des a, cleviendra ainsi , 

a'. q(f) + ff . a a'+ 6 6' + c cf 1 .ql  (1). f 

s 
I 

Ses vltesscs rclativcs suivant Ics axes dcs L et des c ,  seront 
b 

b ' . q ( f ) + - .  (aa '+bb'+cc ' )  . q ' ( f )  j 

c'.p(f)+C-. (aa'+bb'+cc')  .q'(f). 

La position des axes clcs a ,  des b ct dcs c &ant arbitrairc, nous 
pouvons prendre la direction de la force iqprimdc, pour l'axe 
des a ,  et alors b' et c' scront nuls; les yitcsscu relatives pr6ctS- 
dentes se changent dans cellcs - ci ; 

6i 9' (f) n'est pas nul ; le mobile, en verlu [le la force impri- 
mQe a' aura une vitesse relative, p~:rpcndiculairc it la clirect.ion de 
cette force , ponrvu que b et c ne soient pas nuls ; c'est-Mire , 
pourvu que la direction de cette force nc coincide pas avec cello 

$4 
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du mouvcrrient de la terre. Ainsi, cn conccvant qii’un globe en 
reps sur un plan liorizontal trks-uni,*vicnne it btre frappb par la 
base d’un cylindre droit, mh suivant la direction de son axe sup- 
pose horizontal; le mouvemerit relutif apparent du globe ne seroit 
point parullkle ii cet axe, dam toutes leu positions dd’axe par rap- 
port it l’horizon : voilk donc un inoyen siinple de reconnoitre par 
l’expdrience si q’  ($) u une valcur sensible sur la terre ; niais les 
expdrienccv lee plus prCcives ne font appercevoir dans le mouve- 
ment apparent &I globe, aucuiic &viation (le ladirection dc la force 
imyrimde j d’oi~ il suit que sur la terre, q, ‘ (f)  est nul it trh-pert- 
prts. Sa valcur , pour pcu qu’elle fiit sensible , se manifesteroit 
principulcment daiis la dude des osciflntions du pendule, d u d e  qui 
ecroit difl’brente, suivaiit la position du plan de son mouvement, 
par rapport h la direction du mouvement de la terrc. Les observa- 
tions les plus exactes ne Iaiseant appercevoir aucune diff%rence sem- 
blnblc , nons devons cn conclurc quc cp‘ ($) cst insensible, et pcut 
&re slippod nul sur la tcrrc. 
Si l’bquation 9’ ($)=o , avoit lieu, qucllc quc soit la forco f, 

Q, (f) seroit constant, et la vitesse seroit proportionnelle it la force; 
clle lui scroit encore proportionncllc , si In fonction 4, (f) n’dtoit 
compos& que d’un seul terme, puisqu’autrement p‘ (f) ne seroit 
jamaiv nul, f ne l’dtaint pas; il feudroit donc , si la vftesso n’dtoit 
pas proportionncllc it la force, supposcr quc dans la naturc, la 
fonction de la vitesso, qui exprime In  force, est formtie de plusieura 
termes , ce qui eat peu prob;ible ; il faudroit supposer de plus, 
que la vitesse dc lit terro est exactement cclle qui convicnt k l’tlqua- 
tion?‘ ( f ) = o ,  co qui e P t  a n t r e  toute vraisembluncc. U’iailleuis, 
la dtease de la terre varie c h v  lcu divcrsee suisone de I’annb 1 

elle est d’un trentieme environ plus grands en hiver qu’en 6th. 
Cette variation est plus considhble cncorc, si ,  co~nme tout pa- 
roPt l’indiquer, le Elystbrne solaire est en mouvcment dans l’e8pce j 
car =ion que ce mouvement progressif conspire avec celui tie la 
terre, on eelon qu’il lui cut contrairc; il doit en dsulter, pn- 
dant le cours do l’annde, do grandee variations duns le mouvemellt 
absolu de la terre, ce qui dcvroit a1 tdrer l’(.qunticln dont il s’agit 
et  le rapport dc la force imprimde it la vltesae absolue qui CD 

I 
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rdsulte, si cette dquation et ce rapport n’dtoient p a  inddpendans 
du  mouvement de la terre : Ecpendant l’observation n’y fait apper- 
cevoir aucune altdration sensible. 

Voili donc deux 4oix clu mouvement ; savoir , la loi d’inertic, 
et celle de IaJorce proportionnelle k la vjtesse, qui sont donnCes 
par l’observation. Elks sont les plus naturellcs et les plus simples 
que 1’011 puissc imaginer , et sans doute , elles clhrivent de la nature 
iri4me de la matihe; mais cette nature &ant inconnue , elles ne 
eont pour nous que des faits observb, lee seuls , au reste que la 
mkcaY; ique emprunte de l’exphrience. 

6. La vitesse dtant proportionne~le it la force, ces deux quan- 
tit& peuvent &re reprdsentdes l’une par l’uutre , et tout cc que 
nous avons dtabli pr6ctklemment sur la composition des forces, 
s’applique it la composition des vltesses. I1 en rdsulte que les mou- 
vemens relatifv d’un systhme de corps aiiirnks de forces quel- 
conques, sont les nitmcs, q u d  que soit leur mouvement commun; 
car ce dernier mouvement dkcomposd en trois au trcs parall6les 
k trois axes fixes, ne fait qu’accroitre d’une mbme quantitd, les 
vitesses partielles de chaque corps, parallelement B ces axes j et 
comma leur vitesse relative ne d6pend que de la difldrence tlc ces 
v4tesses partielles , elle est la meme quel que soit le mouvement 
commun a tous les corps : il est donc impossible alors de juger cli i  
mouvement absolu d’un syst&me dont on fait partic, par les appa- 
rences que l’on y observe et e’est ce qui caractdrise la loi de la 
proportionnalite de la force ir la v9tesse. 
Il rdsulte encore du no. 3, quc si l’on projctte chayue force et 

leur rtsultanle, sur un plan fixe ; la somme des mornens des forces 
composantes ainsi projetdes par rapport A un point fixe pris sur 
le plan, est 6gale au moment de la projection de la r6sultante : or, 
si de ce point, on m h e  au mobile, un  rayon que nous nomme- 
rons r v o n  vecteur; ce rayon projet6 sur le plan fixe, y trace- 
roit , en vertu de cliaque force agissante sdpardment , une aire 6gaIo 
au produit de la projection de la ligne qu’elle feroit ddcrire, par 
la moitid de la perpendiculaire abaissde du point fixe, sur cette 
projection : cette aire est donc proportionnclle au temps. Elle est 
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micore, dans un temps donne, proportionnelle au moment de l i t  

projection de la force; ainsi, la sornme dcs aires que traceroit la 
projection du rayon vecteur, en vtrtu de cliaque force compo- 
sante, si ellc agissoit seule , est Cgale i l’uix-e quc la r6sulttinte €&it 
dCcrire h ccttc projection. I1 suit de-lh qne si un mobile projetci 
d’tlbord en ligne droite , est cnsuitc sollicit6 par des forces quel- 
conques , ctirig6es vers le point fixe; son rayon vccieur dCcrira 
toujours autour de ce point, rtw aires proportionnelles aux temps ; 
puisquc les &ires que feroient c16crire it ce rayon, leu nouvclles com- 
posantes, seroicnt nulles. RCciproquement, on voit que si le mobile 
dbcrit autour du point fixe, des uires proportionnellev PUS temps ; 
la rdsultante des nouvclles forces qui IC sollicitelit, est constani- 
ment dirigde vers cc point. 

7. Considdrons maintenant, le mouvemciit s u n  point sollicit6 
par des forces qui semblont egir d’une mnnihre continue, telles que 
la pesantcur. Lcs causes de ccttc force et des forces semblables qui 
ont lieu dans la hature, &ant inconnues, il est impossiblede savoir 
4 ellcs agissent sans interruption, ou si leurs actions successives 
sont st$m!cs par des intervalles de temps, dont la durde est insen- 
sible; mais il cst facile de 8’assurcr que les p lh iomhcs  doiveiit 
&re It trks-peu-pres les niGmes clans ces deux hypothbaes; car s i  
l’on reprbseiite la vPtease d’un corps sollicit6 par une force scans 
ccssc agissnn te , par l’ordonnCc d’une courbe cloiit l’sbscisse repr6- 
80lltc IC temp j ccLtc courbe , di111~ la sacondo hypothkse, se chan- 
gora dans un polygone d’un ty&-grand nombrc (le cdtds, et qui, 
par cette raison, pourra sc colifondrc avec la courbe. NOUS adop- 
tcrons la prcmikre hypoilibsc ~ V C C  lcs gciomi~trcs , et nous supyose- 
rons que 1 5 3  tcrvallc de temps qui sCpare dcux actions consdcutives 
d’unc force qiiclconque , est &gal I’tSldment d t du temps que nous 
cic.!signerons par t .  11 est clair qu’il h u t  iJors supposcr l’action do 
la force, cl’uutant plus coiisitltrable , que YintervdIe qui H+RI‘O 

YCS i.ctions succcssivcs, est suppos6 plus graiid ;  fit^ qn’aprds IO 
meme temps it, lavttesse soit 13 nidine : ]’action instantandc d’unu 
force doit donc &re suppos~c cn raison de son intensid ct de 1’616- 
Inon t du tempspendmi leqiiel elle est snppos4c agir. Aiiisi, c11 rPpr6- 
wntqnt par P cettc in1(;11sit&, on clqit suppgser a11 comnienceniciit 

c ‘ d  
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de chaque instant d t, le mobile sollicit6 par uno force P.d t ,  et 
mil ixiiiforrn6ment pendant cet instant. Cela pos8 : 

On peut rdduire toutes lcs forces qui gollicitcnt un point .M, it 

trois forces P , Q , R, agissantes parallBlenient h trois coordonndes 
rectangles x, y , z , qui dhterminent la position dc ce point j nous 
supposerona ces forces agir en sens contraire de l’origine de ces 
coordonndes, ou tendre h 1es accroltre. Au conirnencernent d’un 
nouvel instant d t, le mobile reqoit dans le sens de chcune  de ces 
coordonn6es , les accroissemens de force ou de vEtesse , P . d t ,  
Q. d t ,  R . d t .  Les vftesscs du point H, parallkles B ces coor- 

donnkes sont - -; car dam un instnnt infiniment petit, 

c ~ e s  pcuvent ktre censdes uniibrrncs, et par constiquent egales aux 
espaces Bldmentaires divisbs par 1’816rnent du temps. Les vltesses 
dont le mobile est anim6 au comrueiicement d’un nouvel instant, 
sont par consbquent : 

d x  dy d e  
d t ’ d t ,  d t  

d x  d x  ax 
- + d . - -  d .  x+ P . d t j  
d t  d t  

- + d , -0 d - + Q.dI; 
d t  d t  d t  

- + d .  X - d .  - + R . d t ;  
d t  dt 

dY (EY LdY 

tl z d Z  aZ  

mais dans ce nouvel instant, Ics vitesses dont le mobile est aniind 

parallklement auxcoordonnbes x , y ,  z, sont dyidemmcnt- -+ d .  - 
d t  d t’ 
d x  dx 

--+I.-*--- 4 Y  dy d z  dz d x  dY + d. -; les forces -d. - + P.dt ,  - d .  --+ Q. dt, d t  d t ’  dt d t  d t  d t  
dl; 
d t  et - - .d . -+-R.d t ,  doivcat done btre dhtruiteu, en sorte que le 

mobile 2M , en vertu de cee forces seules , seroit en Bqnilibre. Ainsi 
en ddsignant par &a, 2’ , d‘z , leu variations quelconques des trois 
coordonn4es x ? y z , variations qu’il ne faut pas confondre avec 
les diffi.rences dx  , (7y ? dz ,  qui expriment ICs espaces que le mo- 
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bile ddcrit parallblement aux coordonndes durant l’instant d t ; 
l’bquation (6 )  du no. 3 deviendra 

Si lcpoint Mes t  libre, on Cgalcra sdpar6ment i\. z h o ,  les coefficiens 
de bx , by et bz , et 1’011 aura , en supposarit l’dldment J t  du temps, 
constant, les trois dquations tliffdreiitielles , 

’ 

Si le point M n’eut pas libre, en sortc qu’il m i t  assujctti h se 
mouvoir s in  uiic surfitce ou sur une ligne courbe ; on tlin~iiierit 
de 1’Cquaiion ( , f ) ,  au moyen des iquntious ti It\ surfuce ou t i  la 
courbe, autanl do variations as, ty, 6z, qu’il y aura tl‘Cqwtions, 
et l’on Bgalera s6parGment h zt‘ro , lcs coefficiciis des variations res- 
tun tos. 
8. On peut supposer dans l’dqualion (f) lcs variations 6s, b y ,  

S z &gales RUX diiferentielles d x , dy , d a, puisquc ccs diffdmn- 
tiellev sont ndcessairemciit aswjcttics aux conditiolis tlii 1110uve- 
irieiit du mobilc M. En fnisant cette supposition, 05 cn intdgraiit 
ellsuite l’equntion ( .f ) , on aura : 

d . ra  f dy’ + d 2% ------- - c + s . f  (P .dx :+  Q, d y + R . d z ) ;  
d 1% 

dxc’ + dy’ -+ dzQ 
c dtnnt tino canstante arbitraire. II-- * .-- est lo quarre de It4 

d r a  

vlttesse de M ,  vitesse qiie nous d4signerons par $1 ; cn snpposuiit 
tloric que P d 5 + Q dy + R d a soit la diffdrence cxacte &une fonc- 
tioii 9, on aura 

v ’ = c + ~ P .  (9) 
Ce CRJ a lieu lorsqine ies forcea qui aollicitent le point a, sont 

fonctions d ~ s  distances de Icurs orip$ws h cc point, ce qui cow- 
prend i peu-prt:s toutes lee forces de IR nature. En cffct, 8, s’, vtc. 
reprksenturit ces forces, et 5 ,  a‘, ctc. dtunt lea distances clu point M 
h lours origincs ; la rtisultmte de t o u k s  ccs Li)rccs, multipliCe pitr 
la variation de sa direction , sera par le no. 9, c!g:ilc ir X .8 .  d’s; 
ellc est ericore Pgalc 6. P. 6 x +  Q. 6y+R.  6,- ; oil B cloiic : 

P, d’x+ Q. d’y+R. d’z==~. 6’. 6s; 
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ainsi, lo second membre de ceite Cquation Btant une diffdrenco 
exacte , le premier mernbre l’est pareillement. 

I1 r6sulte de I’tkpation ( g ) ,  1”. que si le point 2M n’est sollicitt5 
par aucuTies forces, sa vitesse est constan le, puisqu’dors, = 0; 
C’est ce dont il est facile de s’assurer d’ailleim , en obscrvant qu’un 
corps mil clans unc surface ou sur une l i p e  courbe, ne p e d  ir 
la rencontre de cl.iaque plan inliniment pctit de la surface, ou do 
chaquc c6tL itrfiniment pctit dc la courbc, qu’une partic i nh i -  
ment petite du second orclre de sa vltcsse. 2”. QUC le point M ,  
en partant cl’un point dolint! B V ~ C  une vltcsse Jonnke, pour arri- 
ver i un autre point, aura, en parvcriant k ce deriiier point? la 
m&me &esse quclle que soit la courbe qu’il aura ddcrite. 

Mais si IC mobile n’cst poiii t assiijctti is semouvoir sur uiie courbe 
dhterminde; Is oourbo qu’il dhcrit , p x f t  d’une propri6t6 singulibre, 
k laqucllc on a 6t4 conduit par des consid6rations mBtapliysiqucs, 
et qui n’est au fond qu’un rdsultat rernarquable des tiquatiom dif- 
f6ren ticlka prhidentes, Elle consiste cn ce yuc I’intdgraIeJv ds, 
comprise entre lee deux points extremes de la cuurbe ddcrite , y est 
moindre qixe s in  toute autre courbe si le corps estjibrc, ou sur 
toute autre courbe assujcttie it la m b e  surface sur laquelle il doit 
se mouvoir, s’il n’est pm entikrement lihre. 

Pour le faire voir, nous obververons que Pdr -+ Qdy + a d z  
ttant supposd une diRcireiitielle exacte, l’dquation ( g >  Jopnc : 

J’Cquation (f) du no. prCcCdent devierrt ainsi : 
Y d‘v=P. d’x+ Q.  S 1 - t . R .  d’z j 

Nommons de I’b3lt:mcnt dc la courbe dbcritc par le mobile j nous 
awrons 

partant 
~ d t = d s  j C E S =  f & ” + d y ’ + d ~ ’ ~  

cn difl%ren tinnt par rapport ir J’, l’exprcssion de ds , on a 
ds d .?: dY d b  -.  6. cls = -. s, clx+-;I-t.. 6, c?y+-- 6 .  dz. 
J t d t  d t  ’ 
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ltes carect6ristiques d et 6 Ctant ind6pcndantes, 011 peut Ics placer ir 
volont3 l’une avant I’autrc j 1’6quationpr8cL:dcntc peut ainsi pren- 
dre cette forme: 

d .  {d.x:.6x+dy.6y+dt.Pz~ d.x: dY dz -8s .  d .  - --Sy. d. -.--Jz .d .  - - *  
d t  d t  d t  dt’ v. Jds = 

en retrancbant du premier inembre cle ccttq Cquution , IC second 
tmembre de l’bquation ( h )  j on aura 

d .  ( d x  . 6  3: + d y  .6y + d t  . r  z )  

d t  
f . “ ( V d S )  = 

rettc dcrni6rc tquntion intdgrde par rappgt  5 In caract6ristique cE, 
dviine 

d.r.1.c-t ciy.sy:+ d Z . b Z  
~ . J v  ds = constantc + _I_ 

d t  
Si l’on &end l’inthgralc, h la courbo antihre ddcrite par lo mobile, 

et si l’on suppose leu points c x t r b e s  3c cctte courlc , iiivariables, 
on aura S.JV ds= 0; C’est-k-tlirc, ~ I I C  dc toatcs Ics conrbcu y.ui- 
yant lcsquclles le mobile aasujetti aux forces PJ Q R p u t  parve- 
nir d’un p i n t  donne h un autre point donnC, il ddcrira cclle clans 
IaqueIle la variation de 1’intCgraleJv ds est nullc, ct claiis laqudlr, 
par consdquent, cette int6grale est ~ 1 1  

Si le point se mcut clans unc surface courbc, sans dtrc sollicit6 par 
aucune force j sa vftesee est dom constante, et l’intdgrale JV ds  
clevient v f  ds;  ainsi, la courbc ddcrite par IC mobilc est ,  dans CB 

cas, In p l u s  courte que l’on puisse tracer sur la surface, du point 
de depart au point d’arrivde. 

9. D&torminone la pmuuion qu’un point m& dans une surface, 
exerce contrc elle. Au lieu d’tliminer de 1’Cquntion (f) itu no,  7 
une des variations t x ,  by, $2 au iiioycn de l’dquation R la suAce,  
on p u t  par le .no. 3 ajouter A cetta Bquation, -1’6qucrtion diffdren- 
tielle de la surface, multiplide par une incldtcrminrie-A d t ,  et  
considdrer enmite lea trois variations bs, &y, $2, comme indd- 
pendantee. Soit donc u =O , l’&pation de la surface ; on ajoutera 
Q 1’6quation (f) le terme - A .  Ju . d t et la pression que le point 
exerce contre la surfaw , 8era par le no. 3 Bgale h 
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Supposons d’ubord que le point ne soit sollicit6 par aucune force, 

sa vftesse v sera constante : si l’on observe envuitc que Y d t =  d s ; 
1’6lkment d t du temps ktant suppos6 constanL, I’@lCment d s de la 
courbe ddcrite , le sera pareillcment , et l’dyuntion (f), augmeiitde 
du termc- A .  6u.d t, donnera leu trois suivarites : 

o=va. ddx --A. (g); O=V’.---A. ddy 6); O = ~ . . - - h . ( z ) j  ddz 

il’oh l’on tire 
d ss d J‘ dsP 

v^.V(ddzt . )”+ (ddyT+ ( d d z ) l .  
d J’ 

> - V( zy + (;p (2) = 
inais ds itant constant, le rayon osculateur de la courbe dbcrite 
par le my bile est kg01 

d sa 

v ( d d z ) %  + (tidy? -+ (ddz)a 
P - - _- 

en nommaiit doiic r cc rayon, on aura 

A .  r/(“)’+ (+)+($Y =: I YP 

4s  r 
c’est - R -dire quo la pression cxerckc par le point contre la sur- 
f‘ace, cs t kgcllc au (parr6 de sa vitesse, clivisd par le rayon osculateur 
de la cmrbe qu’il dkcrit. 

Si IC point sc meut dans uiie surfacc sphbrique, il dhcrira la cir- 
confkrence du grand c e d e  de la aphhre, clui passe par la direction 
primitive de son moirvernent ; piiisqu’il n’y a pas de raison pour 
qu’il s’6carte plutGt A droite qu’b gauche du plan de cc cercle : sa 
prcssiolz contre la surface, ou, cc qui revierit au meme, contre la 
circonfkrence qu’il d6crit , est donc Cgule au quarrb de sa vitesse , 
divisd par le rayon de cette circonfdrence. 

Concevona le point attach6 A l’extrkmitd d’un fil supposk sang 
masse, et dont I’autre extrkmitd soit h e  au centre de la surface; 
il est visible que le pression exercde par ce point contre la circon- 
fdrence, est Cgale k la tension qu’bprouveroit le fil, si le point n’Ctoit 
retenu quepar lui. L’dfort que ce point feroit pour tendrc le fi] et 
pour a’kloigncr du centre de la circonfkrence, est ce que Yon norrime 
force centrqilgej ainsi, la force centrifuge est Cgale au quarrB de 1% 
yltesre, &vis6 par le rayon, 

Daw 
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Dnns le mouvemcnt d’un poiiit, sur une courbe quelconquc , la 

force centrifugc est t‘gnle au quarrb de la vPGsse, divise par le 
rayon oscnlateur de la courbe; puisque l’arc inliniment petit de 
cctte courbo sc oonfond avec la circonf4rerice du ccrclc oscula- 
teur ; on aura doric la prcssion que IC point excrce coiitre; la 
courbe qu’il ddcrit, en ujoutant au quarrd de sa v h s s e ,  &vis6 
par le rayon osculateur , la pression cluc aux forces qui sollicitent 
ce point. 

Dam le mouvement d’un point sur unc surfuce, la pression dno 
ti lu force centrifuge, cst dgale au carrd (lo lu vltcsse , divis6 par IC 
rayon osculuteur clc la courbc d6critc par ce poiiit, ct multipli6 par 
le siiius do l’inclinaiuon du plan du  ccrclc osculatcur, s i w  IC plan 
tangent h la surface :en ajotituiit h cette proseion, celle qui est dne ti 
l’action des forces qui sollicitent le point j on a u r ~  la pre;jsion totde 
qu’il exerce contre la surfuce. 

Nous venons de voir que si le paint a’errt mime d’uucuneu Eorces, 
ea pression contre lasurfa9e, est t!galeauqunrrdde sadteefie, divisci 
par le rayon omulataur de la courbc Jdcrite; le plan du ccrcle oscu- 
latcur, c’est-idire le pliui qui passe par deux cBt6s consdcutifs de 
la courbe ddcrite par le point, cut 3onc ulors perpendiculairc :7. la 
surface. Cette courbe, rdutiverncnt A la stxrfuco do la terre, est cclle 
que Yon a nomrndcp~rpsndiculaire ci la mdridicnnc’, ct noqs avona 
prouvd ( no. 8 ) qu’cllo est la plus courte que l’on puiese mener d’un 
point A un autre ~ u r  la surface. 

I 0. De toutcs les forces que nous obscrvons sur la terre, la plus 
remarquable est la pesnnteur ; elle p&n&tre lea ~ A I - ~ ~ O S  lea plus inti- 
merr des corps, et sans la rksistancc dc l’air , ellc lee feroit toxnber 
avec une kgde vitcssc. La pcsanteur est i\. €ort peu-prks la menie sur 
les plus grnndes hauteurs ou nous puisaiolis nous &lever, et d;ms 10s 
plus grandes profondeurs ou nous puisvions descendre :sa direction 
cst perpciidiculaire k l’horizoii; mais Jails les mouvemens rlcs pro- 
jectiles,on peut supposer sails errcur scnsiblc, qu’clk est constan tc, 
et qu’clle agit suivunt des droites p p r q l e s ,  vulcpeu d‘dtenduc des 
cotzrbcs qu’ilu ddcrivcnt , rolativcmeni ala circonf4rence de la term. 
Ces corps &ant rni3.s dam un fluide rdsistslnt , ~ O U B  rioinmcrons 6, 
la  resistance qu’ils en itprouvent , et qui est jlLrigCe suivurit le c&t& 

&lixm. c k ~ .  Torrze I; + n 
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de la courbe qu’ils ddcrivent, cGtd que nous ddsigncrans par ds j 
nous nommerons;de plus, g la pesanteur. Cela pose : 

Reprenons l’dyuation (f) du no. 7 ,  et tlupposons que le plan des 
x et desy soit horizontal, et quo l’origine des z soit au point le plus 
dlevk; laforce C produira suivaiit les coordonnkes & ,y ,  z ,  les troie 

d z  
ds ’ d S  ds * on aura donc par le no. 7. d X  d.Y forccs -6. - -c. - , -c. - , 

et l’kpation (f) devient 

Si le corps est entibrement lihre, on aura les trois Bquations 

Iles deux premiers donncii t 
dy d x  d . ~  dy 
dt d t  d t  rlt 
-.d. - - -.a. - = 0 ;  

cl’oh Yon tire en intGgrant, dx= f d y  , fktant une constantc arbi- 
traire. Cette dquation cst cclle cl’une droite horizontale ; ainsi , le 
corps se meut d a m  un plan vertical. En pkenant ce plan pour cdui  
des x et des z , on aura y = o j les deux hquations 

donneront , en faisant dx constant, 
d z  

dt3 d t  d ta ds  
+C.-.dt--gdt. ddz  d t . d d t  o= -- - -- ds e ddt  c=z 

D’oul’on tire gdt’=dddz; et en diffkrentiant agdt .dd t=d’z ;  cn 

substituant pour d d t ,  sa valeur -, et pour dt” sa valeur - , 
on aura 

Cdt3 n dB 

ds 6 
ds.  d:g a - -___ f -  D , ( d  dzt)” 

Cettc equation donne la loi de 1apGstance 6, nkcessaire pour fuire 
ddcrire au projectile, une courbe dbterminke. 

e est Si la r6sistance e6t proportionnelle au quarrd de la vjitesse 
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dS. 
Cgal it h.- h &ant constant dans lo cas oh la dcnsitO du iiiilieu dts ’ 
est uiiiformc. On a alol*s 

C h . dse li . dso -= ---_- y.= -___ 
CT gdt‘ d d t  

a92 

s d d z  ’ partan t It .  ds = ---- ce qui doiinc en intcigkant , 
ddZ * A I  

dX’ 
-- - s a . ~  , 

Q 6tunt unc constante arbitraire, et c 6tant lo nombre doiit le loge- 
ritlime hypcrboliqne est l’unitd. Si i’on snpposo nu110, la rksietance 
du milieu , ou A =r 0; on aura en intt‘gruiit , l’6qnation it la pnrcrbole, 

z: == ca a’+ b x  -+ e; 

b ,  e 6tant des constimtcs arbitruires. 
?ra L’kquation diifdrenticlle dde = gdt‘, donnera dt’ = - . dx‘ j 

d’oii ron tire t = x .  1/- -+sa Supposons que x , z et t , com- 

niciicciit cnsenible , on aura a = o , f== 0, ct par coiivdqueiit 

R - 
8 

t = x .  V?; = C1cl;y-Ex j 

z=-- + b t .  r/z cc qui donne 

!A oa  
Ccs trois 6quations renfernient toute la tlidorie des projcclilcs 

d;u1s le vide; il en rdsulic qiic la vitesse est uniformc diuiu IC, sens 
Iiorizonttll, et que dans IC scns vertical, elle est la meme q1xe si le‘ 
corps tomloit suivant la verticdc. 
’ Si  IC mobilc part de l’dtut dupyos,  b sera nul, et”1’on aura 

la vPtesse acqnise crojlt donc comme le tcmys , ct l’cspacc crolt 
comnie le quarrd du tcmps. 

11 est facile, au moycn de ccs forinnlcs, do comparer la force cen- 
ti*ifuge h lo pesanteur. On a vu prdc&bniment quc Y &tad  la vPtcusc 
cl’un corps mil dans uno circonl‘tbnce dont IC rayon est r,  In  force 

centrifuge est -, Soit 78 la hauteur dont il devroit tomber pour 0’ 

r 
I1 2 
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acquerir la vltesse u ;  on aura, par ce qui prCcbde, v’ = zgh ; d’oir 

l’on tire - = g. -. Si h = r ,  la force centrifuge devient Cgalc it la 

pesanteur g;  ainsi un corps pesant attach6 A l’extrdmitd d‘un fil 
fixe par son autre extrdrriitC, vur un plan horizontal , tendra ce fil 
avec la n12rne force , que s’il &toit suspciidu verticalement , pourvu 
qu’il se mcuqe sur ce plan, avec la vitesse qu’il acquerroit cn 
tombant cl’une hautcur dgale h la moiti6 de la longueur du fil. 

I 1. CorisidCrons IC mouvement d’un corps pesant , dans une 
clurface spheriqire. En norrimant rson rayon, et hxant A son centre, 
l’origine des cgordonndes E, y , z j on aura rP--x’-y”-z’ = o  ; 
cctte 4qiiation compdrde ii celle-ci u =o,cIonne u = r’-d--’-zs; 
en ajoutnnt donc h l’dquation ( f )  du no. 7 ,  la fonction tu, mul- 
tiplide par l’indbtermin8e -Adt, on aura 

P a h  
t r 

Cquation dam Iayueflc on pourra Cgaler sbparkment Q zdro, Ics 
coeficiens de cliacune des variations bx , 6y, 62, ce qui donne lea 
trois tkiuations suivan tes : 

“‘I2inckterrninCe A fait connoitre la pression que le mobile exerce 
contre la surface. Cette pression est , par le no. 9 ,  dgale ir 

A .  v($y + (zyk (gy; e ~ e  est par consdquent dgale ir 

2 .hr ;  OronaparlenO. 8, 

..- 

d xQ+ dff d 2” 

dt” 9 C + z g z  = -- 
c &ant une constante arbitraire : en ajoutant cette dquation, aux 
Bquations (A) diviadev par dt , et multiplidev respectivement par 
x ,  y , z j en ohcrvant enmite que l’kquation difi‘krentielle de Iu 
aurfwe, &ant o=xdx+ydy+zdz ,  on a 

0 = xclax +y day I- xarbx+ d.d + aya -+ az”; 
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on trouvera 

c 4- 3uz a.hr = 
t 

Si l'on multiplie la premiere dcs dquations ( A )  par J , et qu'wi 
l'ajoute Q la seconde plultiplite par m j on aura, en intkgrant leur 
eomme , 

sdy-ydx 
d t  

=cf,  

c' &ant une nouvelle arbitraire. 

difrdrentielles du premier ordre , 
Le mouvement du point est ainsi ramen6 aux trois Bquatiom 

x d x  + y dy = - zdz  ; 

-- = c $. 2gz. 

x g y - y d x  = c'dt j 
dxm+ dya+ dz* 

ti t Y  

En dlevant chaque mcmbre des deux premikreu , au quarr6, et eu 
leu Rjoutnnt , on aura 

( x . + y n ) . ( d P a + ~ Y 2 j  = ~ ~ ~ r l t ~ + ~ ~ d ~ a ~  
si l'on substitue , au lieu de X' f y ' ,  sa valeur ra-e', et au lieu (?e 
d x i  + dya d zp 

d ta dta 
, sa valeur c+ P ~ X -  - ; on aura, eii supposalit qne IC 

corps s'dloignc dc la verticalc , 
---I.& 

v (r--*).(c+ ng-)-c'* 
dt = 

La fonction 8ous le radiclil , peut &re iiiisc soixs la forme ( Q - X ) .  

(2- 6). (2ga+$); a , b ,f, &ant dthennids par lea dqutrtions 
Bg*(p+ab) . 

> f =  n4-b  
~ r g . ( t - - & - ~ b - b ' )  

a - t b  
a g. (P- a'). (P- b*)  

c =  i 

*+-&-- C" =r 

On peut ainei aublitituer aux nrbitrnircs c et c', 1es nouvelles arb& 
traires a et b , dont la premiere est la plus grande valeiir do ct 
dont lu seconde cut la plus petite valcut= En faisait eiisuite 

sin. 6 ,'= 
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d’dquation differen tielle prkcddente devicnclra 

&ft = -- --_- -. 

--- 
---. T. v a .  (n  + b )  de 

I 
V g .  {(a + b)”+ p-d;)’ v/a.si.Sfn.*r, 

L’angle 8 donne la coordonnbe z , au moyen de l’kquatioii , 
z = a .  cos.’ O+b.sin.^ 8, 

et la coordonnke z diviebe par rp exprime le cosinus de l’an3le quc 
le rayon r fait avec la vcrticale. 

l’angle que le plan vertical qui passc pnr le rayon t , fu i t  
avec le plan vertical qui passe par l’axe dcs .2: ; on aura 

x = Vr1-z~. cos. m 5 

ce qui doqna 

1’Cquation x d y d y d x  = c’dt , donnera irinsi : 

Soit 

IL_- 

y = Vr’ - A * .  sin. = i 

xdy-ydx = (rl-z’).dlo; 

c‘dt 

P--d ’ d.m -11 -- 

en substituant pour z et dt , lcurs valeurs prdcbdentes en 8 ,  on 
aura l’angle rp en fonction de 8 ;  ainsi I’on connoltra, pour un temps 
yuelconquc , les deux angles 8 ct r(. , ce qui suffit pour determiner 
la position du mobile, 

Nommons dsrni-osctZZation dn mobile, la temps qu’il emploie A 
parvenir de la plus grande , it la plus petite valeur de e; eoit t T, ce 
temps. Pour le dhterminer , il faut intdgrer la valeur prdcbdente 
de dt , depuis 8 =o jusqu’k 8 = f v , ?I &ant la demi-circonfirenco 
dont le rayon est l’unit0 ; on trouvera ainsi : 

Concevons le point suspendu A 1’extri:mitb cl’un fil sans masse, 
et fixe par son autre exirkmiti: ; si la Iongneur du G1 est r ,  le mo- 
bile sera md exactement cornme dam l’int6rieur d’une surface sphb. 
rique ; il formera avec le fil un pendule doni le cosinus du plua 

b grand Ccart clc la ~cr t icale  sera -. Si l’on suppose que dans cet Qtat , r 
la vPtesse dw mobile aoit nulle j il oscillera dam un plan veriicnl 
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3 2  

t - b  1.- 1) 
9 1  a t  

st l’on aura dnns ce cas , a= r ; yp = - . La fraction - est le 

qiiarrh du sinus de la rnoitid du plus grand angle qnc Ic G1 formc 
avcc la verticale j la dur6e eiiti6re T de l’oscillution du p(m1ule 
sera donc 

r . -b  Si l’oscillation est trh-pctitc , 7 est une trCs - pctitc fraction 
9 1  

que l’on p u t  iidgligcr , et dors  oii a 



3s 
et g l a  pesanteur. L;1 force rctardatricc le long de l'arc de la courbe 
sera i o .  la pesanteur dkcompos6e mivant  arc ds , et qui devient 

aimi dgale B g. - ; ao. la rdsistance du milieu, que nous exprime- 

3.I. I? C A N I Q U E C I?, L E S T E, 

d z  
d S  

rons par Q (g) (2) &ant la vltcsse clu mobile , et Q ($ ) 
&ant une fonction quelconqiie de cctte vi tcsse. La cliffdrcntielle 

de cette vitesse scra, par le 11'. 7, kgalc h -g.- 
ds 

on aura clonc , en fitisant d t  constant, 

d2 -Q($); 
d ds 

ds* 
Supposons Q et s = (s') ; en ddsignant 

par .5.' (8') la diffbrence de 4 (s'), divisCc par ds'j et par 4" (s') cells 
de J' ( S I ) ,  diviskc par ds'; on aura 

a s  ds' - - .c' ( S I )  x- at 

-= - e  4' ( S I )  -+ - 0 4'' (8')  j 
dda &' l i s ' .  

di' d t a  d t a  

et I'6quation ( i )  clevicndra 
ads' 

0 =- +m.-+-. 
d r  d t  d:* 

on fera dieparohre le tcrme multiplid par - au moyen de 
l'd yuation 

d'ou l'on tire en intdgrant , 

i (4  V(S0 4- n * { 4'(s') 1 -_--- 

d s'" 
dtu ' 

o q ( 8 ' )  + n .  [ .C'(s')]' j 

h et 9 &ant des rrrbitraires. Si l'on fait commencer s' avec s , on 

aura bq;= 1, et si l'on fait pour plus de simplicit&, it = I , on aura 

c itant IC nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unitc! : 
l'dquatioa diff&rcntieIle ( I  ) devient alors 

1 

8 ' s  8'- 1 j 

En 
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En supposaut s' trPa - petit nous pourrons d6velopper le der- 

nier terme de cette bquation , dam m e  suite ascendante par rapport 
aux puissances de a', et qui sera do cette fornie , X.s'+Zs'd+ k c . ,  
i &ant plus grand que l'unit6 ; ce qui donne - 

d ds' d St 

o=-+ma-+Es'+Zs'i+&c. dt'.  d t  

m: 
Cette tiqqation multiplibo par c y .  (cos. >t+ V-1 a sin. p t > ,  ct en- 

I -c  
= - 2 .  f s " d t . c T .  {cos .p t+  V T .  ein.ptt)-&o. 

En cornparant sbpar6ment les pertiea rdellos et les parties imagi- 
nriree , on aura deux kquations au moyen desquellcs on pourra 

6liminer - ; mais il iious suffira ici de considdrer la suivants : 
d s' 
dc 

lea intdpales du secodmembre &ant supposhcs commencer avec t .  

Nommons T la V ~ ~ U T  de t , B la fin du mouvement ob est nul$ 
on aura, h cet instant, 

ds 

0 

Dans le cas de u' inGniment petit le second membre de cette 6pua- 
tion so reduit B zbro, par rappofi au premier , et I'on Q 

o = 7 akr. vT-p.aoa, pT; 
rn 8 

d'oix )'on tire 
a 7  
m 

tang. ~TF-; 
ct comme le temps Tes t ,  par la suppoeition , ind4pendsnt de l'uu 
parcouru , cette valeur de tang. 2 T a lieu pour un arc queloonque 
ce qui donne, que1 que soit s', 

o = 2.Jdi.dtrc. . sin.9.t + &c. 
l'inthgrafc &ant prise depuis t=o,  jusqu'h t= T. En snpposaiat 8' 

52 

MBCAN. C~L. Tome I. 6 
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trbs-petit , cette Bquation se richit ir son premicr termc , et eIIe ne 

peut &re satisfaite qu’en faisent J=o ; car le factcur c . sin. p ~ t  
&ant constainment positif dcpuiv t=o jusqu’ir t= T, l’intdgralc 
prdcddente est ndcessairement positive dans cet intervalle. I1 ne 
peut donc y avoir de tautochronisme que dans la supposition de 

M E  C A N  I Q U E  C E  L E  8 T E, 

‘ E  

d c  
n“. -. (1 + s*)= = ks‘; 

dS 
ce qui donne pour l’hquation de la courbe tautochrone , 

k d s  
n 

gdz = -* (1 -c--’). 

Dam le vide, et lorsque la resistance est proportionnelle ir la simple 
vltesse , n est nul , et cette 6quation devient gd z = ,t ds; equation 
A la cycloide. 

11 dst Temarquable que l e  coefficient n (le la partie do la r68ie- 
tance , proportionnelle au q u a d  de la vitesse , n’entre point dam 
I’expression du temps 2‘; et il est visible, par l’analyse pri.cddeiile, 
que cette expression seroit la mCme, si l’on ajoutoit k la loi pr6c6- 

dente de la rdsistance , les termcs p .  -+ q.-+ &c. 
d s3 ds4 
d t J  d r ,  

Soit en gtsnbrd R la force retardatrice le long de la courbe j on 
.aura 

” k 

s est une fonction du temps t et de l’arc total parconni qui par 
consdquent, est function de t et de 8. En diffkrentiant cette dernikro 
function, on aura une equation differentielle de cet te forme , 

dS 
d t  
-= vj 

Yetant  une fonction de t et de 9 qui doit &re nulle par la condi- 
tion du problbme lorsque t a une vdeur determinee , et inddpen- 
clante de l’arc total parcouru. Supposons , par exemple, Y= 8. T, 
S dtant fonction de 8 awl, et $?” &ant fonction de t s e d ;  on aura 

d d s  as a s  d T  dS dss d T  
d ti d s  d t  d t  S d s  d t .  -.=p:T.-. ---+ 8.- = ___ -++.-&-; 

a s  dT 
d t  d t  

rnak 1’6quation - = CrT, donne t et par constiquent - 6gill A une 
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d S  

S.dt’ 
foiiction de- fonctidn que nous ddsignerons par 

on aura donc 

Telle est l’expression de’ la r6sistance qui convient k l’dquation 

diffdrenticlle - = S 7’; et il est f i d e  de voir qu’ellc cmbrasse le 

cas de la rdsisltancc proprtinnnelle aux deux premihrcs puissances 
de la vi tessc , mu1 tipliecs respectiwmcnt parbdee coefIiciens cons- 
tails. D’autres Cquations (IiffdrmtieIles donncroient aautres loix cto 
rt5sisknm * 

d S  

d t  

I .  

E n  
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C H A P I - T R E  1 1 1 ,  . 
D e  l’kquilibre d’un systthe de corps. 

13. LE cm le plus simple de l’kquilibre de plusieurs corps, est 

celui de deux points mathiels qui se choquent wec  dea vfteases 
dgales et directement contraires ; leur imp8nPtrabilitA mutuelle 
ankantit Bvidemment leur vitesse , et les rkduit b l’ktat du repos. 

Concevons prksentement un nombre m de points matdriels con-‘ 
tigus , disposks en ligne droite , et animds de la vitesse u , dans la 
direction de cctte droite. Concevonv pareillement un nombre m’ 
<le points contigus dispos68 sur la m@me droite et animds de la 
vitesse u‘ directcment contraire i u ,  en sorte que lee deux sys- 
t&mes viennent k 8e choquer. I1 doit exister , pour leur Cquilibre 
i l’instant du choc , un rapport entre u et u’, qu’il s’agit de deter- 
miner. 

Pour cela, nous observerone que le syetOme m ,  animd do la 
vpteuse u , feroit Cquilibre tt un s e d  point materiel anim6 de la 
VPtesse nu, &rigbe en sent4 contraire j cur chaque point du systbme 
ddtruiroit dans ce dernier point, une vftesse Bgale u , et par con- 
&quent,ses m pointsd&ruiroientlavftesse entiere muj on peutdono 
substituer li ce systkme, un  s e d  point animb de 1s vPtesse mu, On 
peut semblablement substituer au systbme m’,un seul point animt! de 
]a vitesse m’u’; or  les deux systQmes Btant supposde se faire 6qui- 
libre, les deux points qui en tiennent lieu , doivent pareillement 
se faire dquilibre , ce qui exige que leurs vltesses soient dgalee; 
on a donc pour la condition do 1’Cquilibre des deux systdmes, 
nt u = m‘u’. 
La masse d’un corps est le nombre de ses points matkriels, et 

l’on nomme pant i td  de mozwement, le produit de la masse par 
la dtesse ; c’est aussi ce que l’on entend par la force d’un corps en 
mouvement. Pour 1’Cquilibre de deux corps ou de deux systtZmes 
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de points qui viennent A so choquer en sens contraire ; les quan- 
titks de mouvement, ou le8 forces opposees doivent btre Ogales , et 
par consOquent , les vftesses doivent &re rtkiproques aux masses. 

La densitti des corps dtipend du nombre des points mat6riels 
qu’ils renfermciit SOWS un volume donnk. Pour woir  lcur densit6 
absolue , il fauciroit pouvoir cornparer leurs masses, B celle d’une 
substance qui n’auroit point de pores ; itiais on n’en connoit point 
de sernllnbleu; on ne peut donc nvoir que la densit6 relative des 
corps, c’est-k-dire , le rapport de leur densitk, ii cellc d’une subs- 
tance doiindc. I1 est visible que la masse eet en raisoii du volume 
et de la densite ; en nommant donc M ,  la niasse d’un corps, Uson 
volume et D sa densite, 011 a g&nCralerncnt M= D U; dquation 
dam laquelle oil doit observer que lee qunntitdv M, L) et U expri- 
ment des rapports 8 dcs iinitdv tlc lcur espilce, 

Ce que nous venom de dire, suppose que lee carps eont composea 
de points 1nat6rielu semblablcs, et qu‘ils nc difftknt quc par lii 

position respcctive clc ces points. Milk In nature des corps 8tmzt 
inconnue , cette hypotliksc est au moins prdcairc, , ct il cst possible 
qu’il y ait des diff6renceo essentiellea entre l e m a  moltScule~ int& 
grantes. Heureuseinent, la v6rit.6 de cclte hypotlksc cst indifrt‘rento 
k. In mCcanique, et l’on peut, sans craindre aucune erreur, en 
faire usage, pourvu que par points rnat&rieZs semblcablos, on en- 
tende des points q u i  sc choqunnt avec des viteases 6gdes et con- 
traires, se font rnutucllement dqnilibre, quclle que soit leur nature, 

14. Deux points rnatdricls dont leu inasses soiit na et m‘, ne 
peuvent agir l’un sur l’autre, que euivnnt la droite quiies joint. A la 
vdritd, Si lea deux points sont lihs par un fil qui passe sur une poulie 
fixe ; leur action rdciproque peut n’Stre point dirigde suivalit cette 
droite. Mais on peut consid8rer l a  poulie fixe, coinme aynnt ti son 
centre, une masse d’une densite infinie, qui rdagit sur l a  dcus 
corpe m et in‘, dont l’action l’un ~ u r  1’aUtrQ n’est plus qu’indirecte, 

Nommons p l’action que nc exam sur m‘ au moyen 8une <bite 
inflexible et eans maoqe, qui eclt suppos6e unir ces deux points, 
En concevant cettc droite animde dc deux forces $gales et oontrdres 
p et p ; la force -p dktruira dans le corps rn, une force Cgde 

p ,  et la forco p de la droite se communiquere toute entihe BU 
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corps rn‘. Cette p r t e  de force dans m , occasionnke par son aclioii 
sur m’, est ce que Yon nomme rdaction de n‘; ainsi, dans la com- 
munication des mouvemcns, Za rdaction est toujours &gale et con- 
truire dZI’action. L70bservation fait voir que ce prinaipc a lieu clans 
toutes Ics actions cle la nqture, 

Imaginons deux corps pesans rn et m‘ attach6s aux extrkrnit6s 
d’une droitc horizontalc, inflexible et sans riiassc , qui p u k e  tonr- 
ner librement autour d’un de ees points. Ponr conccvoir l’nction 
de ces corps l’un sur l’autre, lorsqu’ilr, se font 6quilibre j il faut 
supposcr In droitc infinirneii t pcix rornpue h son point fixe, et for- 
mde de deux droites faisant k ce point, an angle qui ne diffbre de 
deux angles droits, que d’une quanti16 infininlent pctite o. Soientf 
et f Ies distalices (lc m ct m‘ nu point fixe : en d6composan.t. la 
pesanteur de m , en deux forces, l’une agissant sur le point fixe, 

l’gutre dirigde vers In‘; cctte dernihre foi-cc scxa 

la pesantcur. L’action de n t  sur m, scm parcillcmciit i 

en kgalant donc ccs deux forccs , cn vertu dc l’$yuilil)rc, on auru 
nzf=m’f’; ce cjuidonne laloiconnue (le 1’6quilihre dulevicr, et rail 
en mCme temps, cqncevoir I’pction rdciproque des forces paral l ih .  

ConsidBroiiv prhenlcrncn1, I’&~idibre ij’uji syateme de points rn, 
m’, m”, Ikc. sollicit& par des force’s quelconquev , et rda~issilns ICY 
uns sur lcz~ nutrcu. Soit f, .la divtaiicc de m ii nr‘; $‘ la divtunco 
de m b lnNj f I’ la distance de m’ ii m“ , &c. ; soit encore p , l’action 
rbciproque dcmvurm‘;p’ csllcdenz~urnz”;p”ceIIe dem’sur m”, &E. 
Enfin, soicnt mS, n’S’, m”S’, &c. les hrces qui sollicitent m, m‘, 
m”; &c.; et s, s’, a’’, &c. lcs droites priscg depuis leurs origines 
juscp’aux corps rn, nz‘, m”, &c. ; cela posd, IC point rn p u t  Qtro 
conuidh-Q comme Ctant padaitement libre , et en Ccpilibrc en vertu 
de la force nz S, et des forces que lui coriimuniqucnt les corps m‘, 
m”, &c. ; mais s’il Otoit assujetti A se mouvoir sur une surface ou 
qur une courbe, il faudroit ajouter h ces forces, la rkaction de la 
qurface op de la courbe. Soit tlonc $ 8 ,  la variation de 9 ,  ct &si- 
gnons par 8, f, la variation de,f, prise en regardant n~‘ commc fixe. 
Ubsignons parcillement par S f ,  IU variatiop de f ‘, prise en regsr- 

&f k C A N  I Q U E C $1 L E S T E ,  

mg*(f+f ‘ 2 ,  Qtant 
as’ 

f+j.(f+f’I 
m f  

a 
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dant m" comme fixe, &c. Soient R, X' les reactions de deux sur- 
faces qui, par leur intersection ,_ferment la courbe sur laquellc le 
point m est assujctti Q se mouvoir j et b r ,  d'r' les variations des 
directions do ccs dcrnibres forces. L'hquatioii ( d )  du no. 3 cionncra : 

o = m S. Sls+p. 8, f +p'. 8, f'+ &c. + R. 8r+ R' .  6r'+ &c. 

l'areillement in' pcut &re considCr6 comme ixn point parfaitcmcnt 
1il)rc , en dquilibre cn vertu de la force m'S',des actions des corps nt,  
int', k c . ,  et c~es reactions des siirraccs sur 1rsqnLllrs il peut etro 
nssujetti h sc inoiivoir, r8actions que n o w  ddsignerons par 3'' et R"'. 
Soit donc 6s' la variation de dj aJla variation d e f  prise en re- 
prdnnt  m comrne fixe ; b,f' la variation dc f" prise c'n rcgardiint na" 
cwmme f ixc,  &c. Soient de plus br", b i '  Ics vi\rit\tions (fcs ctircc- 
tioiis de a'', H"'; I '6quiI ib~~ do in' tlonncrn 

On forrkl(:rn dc scmhlubles dquutions wlalivcs h I't'yiiilibrc c7c r?LI', 
d'', &c. ; cn lcs ijoutant ensuite, et  observant que 

Jar, $y, &e,* ,  &\ant leu variations totales de f, f', &c. ; 0x1 aura 

i.cluiition clans Inquelle les variations clcs coorrlonntics des diff6rens 
corps (111 systbme, sont cntibremcnt arbitrairos, On doit observer 
ici, qii'au lieu de m S. JS, on p u t  , en vertu de l'bquatiou (0) c l i i  

1i0. P , substituer la sommc dcs pro(1iiits de toritcs lcs forces par- 
tiellcv dont m est aninid, par les variations de leura directions 
respectives. 1.1 en est de memc des prgduits m'S'. Js', m"S", bd', &c. 

Si les corps rn, m', m", &c. w r i t  lids ~ntr 'cux, d'une rpanikre 
invariable j les distances f, f' &c., a h  constantes et 1'011 

tl pour la condition de la liaisoii des partics du systbrnc Jf==o , 
Jf = o , Jy = o , &c. Les variations des coorclonnbes dtan t itrbi- 
irnires clans l'dquation (k) , on peut les aeeujettir ir.satisfaire h cea 
derniims Bquationv , et alors les forccs p , p',p", &c. qui dependent 
de l'action rtlciproque des corps du systBme , tli~pilroissent de cctte 
Cquation j on peut niOme cn fuire dieproitre les termcs K b r ,  
X'tr', &c., en assujeltissanl lcs variations des coordonndcs, satis- 

~-n.t 'S'.  b ~ ' + ~ . 6 ,  f+p".aj"'+ &c. +A".J""+R".$~~". 

by-= J,j+ JJ ; 

o=IC.m.S.bs$-Z.p.sf+8.ZZ.6rj ( l .> 

y :-= 6 4. r + t , ~ ;  eic. 

' 
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faire aux equations des surfaces sur lesqnelles les corps sont forcds 
de se mouvoir ; 1’6quation ( r b )  devient ainsi 

d’ob il suit que dam le cas de 1’Cquilibre , la somme des variations 
des produits des forces , par les 616mens de leurs directions est 
nulle de quelque manihre que l’on fasse varier la position du sys- 
terne, pourvu que les conditions de la liaisop de sea partics soient 
observ6es. 

Ce thizorbms auquel nous sommee parvenus dam la supposition 
particulikre d’un syst&me de corps lids entr’eux d’une manibre inva- 
riable est gkndral , quelZes que soient les conditions de la liaison 
dcs parties du systQme. Pour le ddmontrer, il suffit de faire voir 
qu’en assujettissant les variations des coordonnkes, h cee conditions, 
on a dam 1’8quation ( h )  , 

o == X.p.bf+s.Rbr; 
or il est clair que J‘r, W, &c., sont nuls en vertu de ces condi- 
tions ; il ne s’agit donc que de prouver que l’on a o = x .p . .J”, 
en assujettissant aux m b e s  conditions , Jes variations des coor- 
donndes, 

Concevone le systime animk des aedes forceo p , p‘, pN, &c., et 
suppoaons que les corps wient for& de 8e niouvoir sur des cowT 
bes qu’ils puissent dbcrire en vertu des mbrner, conditions. Alors , 
ces forcee se dQompoueront en d’autres , le8 uneb q ,  q’, q”, &c., 
dirig6eu suivant lee droites f, f ,  f”, &a, et qui Be d6tmiront mu- 
tuellement sans produire d’action sur les courbcs dCcrites ; les 
autres T, T’, TI’, &c. perpendiculaires aux courbes dhcritee ; les 
autres cnfin, tangentielles k ces courbes , et en vertu desquelles le 
eyst&me sera mQ. Mais il est ais6 de voir que ces dernieres forces 
doivent &re nullee ; car le systhme ktan t sinpposk leur obdir libre- 
ment, elles ne peuvent produire ni pression sur les courbes d& 
critee ni rkactiqn des corps les uns sur lea autres; ellee ne peu- 
vent donc pas faire t5quilibre aux forces -3, -p‘, -pN, &c.; 4, q‘? 
q”, &c.; T, TI, &c. ; il faut donc qu’elleu soient nulles , et 
qm le eystdme soit en Cquilibre en vertu des seules forces --p, 
-p‘, -pN7 &c. j Q? g’, q”, &c. j T, T’, &c, Soicnt r i  , ai’, &c. , les 

yaria tiom 

o=x.mS.bs;  ( I )  



P K E M I & R I ; :  P A R T I E ,  L I V R E  I. 41 

variations des directions des forces T ,  T‘, &c. ; on aura, en vertu 
de l’kquation ( h )  , 

mais le syst&me &ant suppos6 en equilibre cii rcrtu des scules 
forces q , q‘, &c., suns qu’il cn rdsultc auciine action sur les courbes 
dhcri tes, 1’6quation (k) donne encore o = c . Q . d‘s; par tan t 

o=r.p.bf--r.T.d’i. 
Si l’on assnjdtit les variations dcs coordonndcs :i satisfaire aux 
courbos ddcrites , on a J i=o ,  bi‘=o, Sic. ; on a done alors , 

et comme les courbcs d&critcs soiit ellcs-+in&mcs nrbitraires, et ne 
sont assujCties qu’aux conditione de la liaison des parties du sys- 
terne ; l’kquation prt5cddciitc a licu , poiirvii que ccs conditions 
soient reniplies , et alors l’dquation (k) 80 change dms l’dqua- 
tion (Z). Cette t‘quation est In traduction aiialytiquc tiu principe 
suivant , connu sous le nom deprirtcipc des vftesses virtucdles. 

<( Si l’on fait varier inliiiirnciit pcu , la position d’un s y s t h e  
n de corps, en l’nusujhtissant aux conditione qu’il doit remylir ; la 
D aomme des forces qui le sollicilent , niultiplidc: chacunc par l’cs- 
H pace que le corps auquel clle est appliqudc , parcourt suivant 
B sa direction, doit &re lgalc it zero, dans le cas de 1’Cquilibre du 
r, systemen. 

Non-seulement cc principe a lieu dans le cas dc l’kquilibre; 
mais il en amure l’cxistcncc. Supposons, cn cfkt , quc l’tiquation ( t )  
ayant lieu, Ies points m, m’, &c., prennent leu vitessce Y Y‘, &c. 9 

en vcrtu des forcee ~ 9 ,  m’s’, &c., qui leiir sont nppliqu6es. Ce 
eyst6me seroit en equilibrc , cn vertu dc ccs forces et de celles-ci 
- - m y ,  -m‘v’, &c. j ddsignons par J’v, fv‘, &c., les Variations des 
direction8 de ces nouvelles forces j on aura, par le principo des 
yitesses virtuellee 

mais on a,par la eupposition, o = I;. mS. $8; on a donc o == B. 
bes variations d’v , bu‘, &c. , devant etrc assujdties aux 
tions du syst&me, on p u t  les supposer c$ples A u d t ,  V‘dt, &C 

et dore on a o =P. mu’, dquation qui donne Y 

o=x.(g-p).Jf+x.T.d’i; 

0 = Z,p.bf; 

0 2= f.mS.b8-Xr:.m.V3VJ 
Y 

0 9 v ‘ = O ,  &cv i 
?cIkcm. Ciq. Tom6 A 17 
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c’est-Mire que le s y s t h e  est en Cyuilibre , en vertu des seules 
forces mS, rn’S’, &c. 

Les conditions de la liaison des parties d’un systdrne peuvent 
toujours se rdduire it des Cquations entre les coorclonndes de ses 
diffhrens corps. Soien t u = 0, u‘= 0, ut’= 0, &c. ces diverses Cqua- 
Zions; on pourra , par le no. 3 , ajouter a 1’Cquation ( I )  , la fonction 
A~\u+A’Ju’+ &c., ou z ; . A . ~ ’ u ;  A ,  A‘, &c., ktant desfonctions in&- 
termides des coordonnees des corps ; cette Cquation devicndra 
ainsi , 

o = X.m S.bs + x . ~ . P u ;  

dans ce cad, les variations de toutes les coordonnkes seront arbi- 
traires , et l’on pourra Bgaler leurs coefficiens A zero, ce qui don4 
nera autarit d’Cquations au moycn devquelles on dhterminera lea 
fonctions A ,  A’, &c. Si l’on compare ensuite cette &quation it l’hqua- 
tion (E), on aura, 

Z.A. d’u = 2.p .  6 f + x .  X. 6 r ;  
d’oh il sera facik de conclure les actions reciproques des corps 
rn , m’, &c. , et les pressions --H , -a‘, &c., qu’ils exerccnt contre 
les surfaces auxquelles ils sont assuj&is, 

15. Si tous ~ e s  corps du systeme sont fixernent attaclids ensern- 
ble , sa position sera dhterminke par cellg de trois de 88s points qui 
ne sont pas en ligne ilroite j la posi tion de cliacun de ces points 
ddpend de trois coordonnth , ce qui produit neuf indbterminkes j 
mais les distances mutuclles des trois points &ant donrides et 
invariables , on peut , it lcur moyen , rtduire we inddterrnindes A 
six autres qui ,  s u b s t i l d e s  dans I’Cquation ( I ) ,  introduiront sir 
variations arbitraircs ; en Cgalant a zCro leurs coefficiens , on aura 
six dquations qui renfermeront tou tes les conditions de l’dqidibre 
du systbme ; d&veloppons ccs Cquations, 

Pour cela , ~oient  I, ,y , L, les coordonn6es de m ; x’, y’, d, cellcs 
de m’; XI’, y”, z”, cclles de m”, &c. , on ail rrl 

f = c‘(s‘-xx,* -k ( y / - y ) U  + (z‘-z)* ; 
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Si l'on suppose 

cpx = 8s' = Sx'/ = &c. ; 
$y == by'= $y"= &c. ; 
$2 = $2' = 6Zl' = &c. ; 

on aura 8f= o ,  $y=o ,  d'f"=o, &c, ; ICS conditions E\. satisfaire 
scront donc remplies , et Yon aura en vertu de l'dquntion ( I ) ,  

; 0=3.?d.(;); ( m )  

on aura ainsi , trois des six 6quations qui rciifcrniciit leu conditions 
de l'dquilibre du systbme. Lee seconds mcinl>reu clc ces Cquations 
sont lcs sommes des forces du systeme , dCcomposCcs par n 11 e ' 1 criiciit 
aux trois axes des x , clcs y , et des z ; chacunc dc ces sommes doit 
rlonc &re nulle clans le CILR de l'dquilibre. 

Les dquatione bf=o, J"'= o , d'f'= 0, &c., seront encore sntis- 
faitea, si l'on suppose z, z', z", &c. invariables , et ri l'on fait 

cpx = y . 8 5  ; Jy = -$.>a; 
(Ex'=y'. b j $y'= .I&''. J w  ; 
&C. 

bm dtant une variation qiiclconque. En substituant ces valeurs dam 
l'dquation ( Z )  , on aura 

0 = P . rn 8. {y . (g) - t . ($) ) . 
11 est visible que l'on pcut changer clans cette tquation, soit les 
cnordonndee x , x', x", Bc. , soit les coordonndcs y , y', y", &c. , ell 

t , z', z", &c. , ce qui donnera deux autres 4quations qui rduaieu k 
la pr6c&dentc, forrueront le Byst8me suivant d'dquations 

- 
la fonction ~ . m S . y .  - est, par le no. 3 la sommo des mo- 

mens de toutes lee forces parall&les h l'axc dcs x ,  pour faire tour- 
ner le eysthe ailtour de l'axc des z. Pareillcmcnt lu fonction 

(i:) 
F a  
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Z .  m S. x .  ($) est la somme des momens de toutes les forces pard- 

lbles A l’axe des y , pour faire tourn& le systbme autoiir de l’axe 
des z 7  mais en scns contraire des premibres forces; la premikre 
des dquations ( n )  indique , par consdquent , que la  omm me des 
momens des forces est nulle par rapport k l’axe des z. La secondc 
et la troisibme de ces Cyiiations indiquent semblablernent que 
somme des momens des forces est nulle, soit par rapport B l’axe 
des y sait par rapport it l’axe des x. En rCunissant ces trois condi- 
tions h celles-ci savoir que les sommes des forces parallble8 A Ce8 

axes soient nulles par rapport A chacun d’eux; on aura I C s  six con- 
ditions de 1’6quilibre d’un systdmc de corps invnriablenien t unia 
ensemble. 

Si l’origine des coordonnkee est fixe, et attachde invnriablemcnt 
au systeme ; ellc cldtruira les forces parallides aux trois axes, et 
les conditions de 1’6quilibre du systQme autour de cette origine, 
se rbduiront a ce yuc Ies sommes des inomens des forces pour le 
faire tourner autour des trois axes, soient nulles relativemont A 
chacun d’eux. 

Supposons que les corps m, m‘, m”, &c., ne soien t animds que par 
la pesanteur. Son action &ant la m&me sur tous cc‘s corpe, et lee 
directions de la pesanteur pouvan t d tre supposdes les m6xncs dam 
toute 1’6tenduc du systeme , on aura 

‘ M I ?  C A N  I Q U  E C k L E  S T  E ,  

les troh Cquations (n) scront satisfiiitcs, quelle que soit la direc- 
tion c k  8 ou de la pesanteur , au moyen des trois suivantes : 

L’origine des coordonndes, 6 tant suppos& fixe, elle ~16 truim pa- 
o = X.mx ; o= X.mny ; o = X.mz. ( 0 )  

ra~lblemcnt ir cliacun des trois axes les force8 s. (E). 2 * m ; 
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S. (fi) . 2.  rn ; S. (5). 2 .  m ; en composant ces troi8 forces, on 
JY 62 

aura une force unique Bgale A S. I: m , c'est-idire , Cgale au poids 

Cette origine des coordonndes autour de laquelle nous eupposons 
ici le systQme en Bquilibre, est un point du systeme , trb-remar- 
yuable , cn ce qu'etant soutcnu , IC s y s t b e  animd par la pesaiiteur 
reste en Cquilibre , quelque situation qu'on lui donne autour 
de ce point que l'on noninie centre de gruvite' du systbme. Sa 
position est d6terminkc par la condition, que si l'on fait passer par 
cc point, un plan quelconque , la somme des produits cle cliaque 
corps, par 8a distance B ce plan, est iiullc ; car cettc distance est 
une fonction lindaire des coordonnkes x, y ,  z , du corps ; en la 
multipliant donc par la masse du corps, la sornme de ccs produits 
8era nulle en vertu des dquations ( 0 ) .  

Pour fixer la position du centre de gravitk , soicnt X, J', 2, s a  
trois coordonndes par rapport un point donnd; soient x, y ,  K 

lee coordonnCes de m , rupporiCes ~ I L  m61ne point ; x', y', z', celles 
clc m', et ainsi de suite ; les Bquationa ( 0  ) donneront 

0 S * m * ( # - X ) ;  

mais on a ~.rn.X=X.I .rn,  2.m &ant la masse entihe du yys- 
terne; on a donc 

x= -, 
On aura pareillement 

du s y s t h e .  

T . m . r  
T . m  

ainsi , les coordonnkes X ,  Y, 2, ne ddterminant qu'un seul point, 
on voit quc le centre de grnvite d'un s y s t b e  de corps cst unique, 
Les trois dquations prCcddcntes donneri t 

(X.mx)'+ (x.myp+(Z.mzJD X + P + Z - =  
( X  .in? 9 

x"+Y'+z .=  k.m (X,m)' 9 

dquation que l'on peut mettre sous cette forme : 

x . m .  (je'+y"+ ZQ) P. m i t i ' .  ( ( . . ' -~c)^~(y'-y~f(x'--r) l )  
-d -- 
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l’intdgrale finie I; mm‘ { (x‘--x)’+ (y‘--y)* + (z‘-z)*] , expri- 
mant la sornrne de tsuv les produits semblables it celui qui est ren- 
ferm6 sous la caractbrivtique E, et que l’on peut former, en consi- 
derantdeux k deux, tous les corps dusyst4me.On aura donc ainsi la 
distance tlu centre degravitd, A un point fixe quelconque, au moyen 
des distances des corps drx systbme, A CB mQme point fixe, et de 
Jeurs distances mutuelles. En dbterminant de cette manibre, la 
distance du centre de gravit6, it trois points fixes quelconques , on 
aura sa position dans l’espace; ce qui donne un nouveau moyen 
de le determiner. 
On a 6tendu la denomination de centre de pau i td ,  A un point 

d’un syotbme quelconque de corps pesans ou non pesans, ddtermin6 
par lea trois coordonndes X ,  Y, 2. 

16. 11 est facile d’appliquer les rbsultats prhcbdens , i~ 1’dqui- 
libre d’un corps solidc tle figure quelconque, en le concevant 
form6 d’une infinits de points lies fixenrent entre eux. Soit donc 
dm , un de ceb points, ou une rnolCcule infinirnent petite du corps; 
soient x ,y , z , lee coordonnkes rectangles de cette mol6cule ; soient 
encore P, Q , R , les forces doni elle est animde paralldement auK 
axes des x , deo y , et des z ; les dquationv (m> ct (n) du no, pr6- 
cedent, se changeront dans les suivantes : 

o= f P o d m  J o = S Q . d m  ; o==fB.dmi  
o= f (Py-Qx) clrn ; o =J(Pz-Rx). dm; o=/(Ry-Qz) e d m ,  
le signe intdgral f &ant relatif Q la rnolBcule dm,  et devant ~’Btendro 
a la masse entikre du solide. 

Si le corps ne peut que tourner autour de l’origine des coordOn- 
aCes, les trois dernibres Bquations sufisent pour l’dyuilibre, 
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17.  POUR avoir les loix de I’dqidibre et du, mouvement do 
chacune des moldciiles fluides, il fuudroit connoitre leur figure, 
ce qui est impossible ; mais nous n’avons besoin de determiner ces 
l o b ,  que pour lcs fluides considdrCs en masse, et dors la con- 
noissance dee figurce de leure rnoltScules devient inutile. Quelles 
que soient ces figures, et lcs dispositions qui en rdsulterit dans 
les moldculcs intdgrantea ; tous 3es ff uides pris en masse, doivent 
offrir les niemee phdnomhes clans lcur Bquilibre et dam lcurs 
rnoukrnens , en sorte que I’observation de ces phtinombnes no 
peut ricn nous apprendre sur Iwconfigurdon dcs moICciiles fluides. 
Ces phdnombnes gdndraux sont fond& sur la mobilit6 parfaite de 
ces mol6cules qui pcuvcnt airisi cdder au plus ltger effort. Cettc 
mobilith cst la propriktb caract4ristiqnc dcs fluidcs j ellc lcs diutin- 
gue des corpa solides, et sert B les d6finir. 11 en rksulte que pour 
l’dquilibrc d’une rnassc fluide , chaque molCcuIe doit &re en &qui- 
libre en vertu des forces qui la soliicitent p et des pressions qu’ellc 
bprouve de la part des nioltSculcs cnvironnantcs. Ddveloppons Ies 
&quo tions qui rthultent de cette propridtb 

Pour cela, coneid6rons tin system de moldculcs flnidcs for- 
mant tin parlrllclipip&dc rectangle infiniment petit, Soient #, 7, d, 
lea trois coordonndes rectangles de I’angle do cc paralldlipip&de, 
le plus voisin de l’origine des coordonndes, Soient dx , dy , d z  , 
les trois dimensions de ce paralldlipipbde; nommons p la moyenne 
de toutes lcs prcssions qu’dprouvent les diff6rene points de la face 
dy . dz du parall6lipipkdc , la plus voisine de l’origine des coor- 
donndes , ct p’ la mdmo quantitd relative ti la face oppode. Le 
parnlltAipip&do, cn vertu de In  psession qu’il Cprouve , sera solli- 
cite parirllklement ti l’axe des x, par une forcc 6gde it (p-p’) dy . &, 
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p‘-p est la difftirence de p prise en ne faisant varier que x ; car 
quoique la pressionp‘ agisse en sens contraire de p , cependant la 
pression qu’6prouve un point du fluide , titant la mdme dans tous 
Jes sens , p‘-p peut &tre consider6 cornme la diffdrence de deux 
forces infinimerit voisines et agissantes dans le mCme sens; on A 

donc p’-p = (g) ,dx ; et ( p  -#). dy . dz = (g-). dx . dy . dz, 

Soient P, Q, R ,  les trois forces accdl6ratrices qui anirnent d’ail- 
leurs 1cs moldculee fluides, paralldement aux axes des II; , deer ,  
et des z j si l’on nomme p la densit6 du paralltilipip&de, sa masse 
$era p.dx dy dz, et le produit de la force P par cctte rnssse, 
sera la force entiere qui en rbsulte pour la mouvoir j cette masse 
sera, par conseyucnt , sollicithe parall&lement A l’axe des x ,  par la 

. d4;. dy. dz. Elle sera pareillemcnt sollicitCs 

parallklement aux axes desy et des z, par les forces 

dx.dy.dz,  et ( pa--- ~ ) . d x . d y . & z  ; on aura doiic, en verty de 

l’equation (b)  du no. 3 ? 

ou 
Q = p .  (P.J’x+Q.by+R.bz},  

Le second membre de cette 6quation doit Atre comme le prcniier , 
une variation exactc; ce qui donne les Cquatione suivantes aux 
diffkrences partielles , (Y)=(z); d-pQ (-ddpp)=(x) d . f R  i (z-)=($7 d.PQ i 

d’oh Yon tire 

Cette Bquation exprime la relation qui doit exister entrc lcs foccea 
P, Q , R , pour que 1’Cquilibrc soit possible. 

Si le h i d e  est libre h sa surface, ou dans quelques parlies de 
cette svrface , la valeur de p sera nulle d a m  ces parties ; on aura 

donc 
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donc $p = o ,  pourvu que l’on assujdtissc les variations J x ,  Jy, $2 

it appartenir Q cette surface; ainsi, en reiiiplissaiit ccs conditions, 
on aura 

0 = P . S x  + @by + 2p.6z. 

Soit bu = 0 ,  l’dquation diK6rcntiellc de la surface, on aurn 
P . $ x f  Q.$y -+ K . $ Z = A . ~ \ U ,  

A &ant unc fonction dc I ,  y ,  z; d’oh il suit, par IC 11”. 5 ,  que 15 

rksultantc des forces P, Q, R , doit 2tre pcrpcn(1iciilairc aux par- 
ties de la surface dam lcsqnclles le fluidc cst librc. 

Supposons que la variation P. bx + Q .  d‘y + K $2 , soit exactc , 
ce qui a lieu par le no. a , lorsque Ics forces P, Q, R soiit lc rCsultat 
de forces attractivcs. Nomrnons dors 6~ ccttc variation ; on aura 
d‘p=p. d’q j p doit donc &re fonction de p et dc Q ,  e t  comnic ell 
intdgrant cctte dquation di~6reiitiellc, on a P cn fonctioii dep j on 
aurap cri fonction de p. La pressionp est donc la m B m e  pourtoUtes 
les mol~cu’les dont la dcnsitc! est la n h e  ; airisi d p  cst nul relnli- 
vement aux Burfaces des couclies de In maqse fluide, dam lesquellcs 
la densit6 eat copstantc , et 1’011 a par rapport ii ces surfaces 

Il suit de lit, que la rdsultante des forces qui animent clwyxc 1110- 

lhcule fluide , est dans l’4tat d’dquilibre , perpendiculaire ii la surr 
face de ces couches que l’on a nomnit‘!es pour ccliz, couches do 
niveau Cette condition est toujours remplie , si le fluide est h01m- 

&ne et incompressible , puisqu’alors les c o u c h  ttuxqwllcu cetto 
rCsultrintc est perpcndiculairc , son t ioutes de r n h c  densitti 

Pour l’dquilibre d‘une m w e  fluide hoiuogbnc dont la surface 
extkrieure est libre, et qui rccouvre 1111 nnynu solide fixe et dc 
figure quelconque , il est donc nkcesseire et il sufit, 1’. ,que lo 
diffdrenticlle P. d’s+ Q. b y + l i .  8s soit exactc ; a”. que la rksul- 
tnnte des forces b la surface extdricurc , soit &rig& vcrs cctte SUI’ 

fwe, et 1ui soit perpentliculaire, 

0 = P.JxfQ.&y+R.&a.  
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C H A P I T R E  V. 

Pritzcipes gknkraux du mouvement d’tin systbme de corps, 

I 8. N o u s  avons ramend clans le no. 7 les ~ o i x  du mouvement 
cl’un point, A celles de l’dquilibre, cn ddcomposant son mouve- 
ment instantand en deux autres, dont l’un subsiste , et dont I’autre 
est ddtruit par les forces qui sollicitent ce point : 1’8qnilibrc entre 
ces forces et le mouvement perdu par le corps, nous a donne les 
dyixations diffLrentiellcs de son mouvemcnt. Nous allons faire usage 
de la meme mkthode , pour clkterminer le mouvement cl’un syst&me 
de corps rn , m’, m”, &c. Soient donc mP, m Q, m R, les forces 
qui sollicitcnt m , parall&lcment aux axes de ses coordonndes rec- 
tangles x ,  y, z ;  soicnt In’P’, rn’Q‘, rn‘R‘ leu forces qui  sollicitcnt rn’ 
parall&loment aux m&mes axes, et ainvi de suite; et nommons t ,  le 

tcmps. ~ e s  forces partiellee m. - , m . 2 ,  m.  -, ( ~ u  corps rn, Q un 
instant quelconque , deviendront dans l’instant suivant : 

d X  d z  

d t  d t  d t  

rne--+m.d.---rn.d.-+ dX d .z dX m P . d t ;  
dt d t  d t 

:dY ” m . d . - + m Q . d t ;  m . - + m . d. - - 
m.-+m.dd.--m.d.--+ ml i . d t  j 

dY 
d t  nt  d t  

d t  d t  dt 
dZ d t  d z  * 

et cornme Ics seules forces 
d x  ax d.Y . d z  dl, 

m,--frn.d. - ; at d t  d t  d t  ’ dt d t  
m.--+m.d.- ; m . 2 + m . d . -  

subsistent j leu forces 

-m. d.- + m P. dt; -m. a?. - -+ m Q. dt ; -7n.d.- + mR. dt ;  

wron t ddtruites, En marquan t dans ces expressions, auccessivement 
il‘un trait, de deux traits, &c.,  les lettres m ,  x, y,  x ,  P, Q ,  -K, 

dX ( Y  (E2 

tE t d t  d t  
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on aura les forces d6truites dans les corps m', m", &c. Cela pos6, 
si l'on multiplie respectivement ces forccs , par les variatioiis 
Px, d'y , $2 ,  ax', &c. de leurs directions j le principe des vitesses 
virtuelles expos6 dans le no. 14, donnera , en supposnnt d t  cons- 
tant , l'dquation suivante : 

on diminera de cette &quation, au moyen des conditions particu- 
likree du systeme, autant de variations qu'il y a de ces conditions ; 
en 6galmt ensuite edpardment B z6ro , les coefficiens des variations 
restantes , on aura toutes les Cquations n6cessaires pour determi- 
ner le niouvement des diff6rens corpe du eyetdme. 

19. L'Cquation (P) rcnCcrrnc plusicurs principes g6n6rairx dc 
mouvement , que nous allona ddveloyyer. On assujettira Bvidem- 
ment, lcs variations bx, by, $2,  Sx', kc., t i  toutes les conditions 
de la liaison des parties du systhme, en les supposant Bgales aux 
diffdrenccs d x ,  dy,  dz , dx', &c. Cettc supposition cet donc p e r  
mise, et alors 1'6quation (P) donne en l'intkgrant , 

c &ant une constante arbitrairc introduite par I'intCgrnt ion. 
Si les forces P, Q, R, sont IC r6sultat dc forces attractives , 

dirigdes vcrs des points fixes, et des forces attractivee des corps 
lcs uns vers les autres j la fonction 2 .  f rn. (Pdx  + Q 4 y  + R dz] est 
unc intdgrale exacte, En cn'et , les partics dc cctte fonction, rela- 
tives aux forces attractives dirigcies vors des points fixes , sont 
par le no. 8 , des intigralcu exaclcs. Ccln est dgalcment vrai par rap- 
port aux parties qui dependent des $tractions mutuelles dcs corps 
tlu syst&me ; car Eii 1'011 nomme f, la distance de in i m', n i ~ ,  ratq- 
traction (le m' 5ur m; la partie de m . ( P d x + Q d b y + R d s ) ,  rela- 
tive A l'attraclion de rn' sur rn , scra par IC no .  cite , egale - m m'. Fdf, la diffdrence df &ant prise en ne fuisunt varier que 
ICs coordonnbes x ,  y z. Mais la rdactioii &ant Bgale et colltraire i 

G 2  
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Paction, la partie de m‘. (P’dx‘f Q‘dy’f B‘dz‘) relafive b I’attrac- 
tion de m sur m’, est Bgale k --mrn‘Fdf, en ne faisant varier 
dans f, que les coordonndes x’, y’, Z’J la partie de la fonction 
Z.m(Pdx+ Qdy+.lPdz) relative it l’attraction rdciproque de rn 
et de m‘, est donc - mm’. F d  f, tout ttant suppos6 varier dans f: 
Cette quantitk est uiie difftkence exactc , lorsque F est une fonc- 
tion def, ou lorsque l’attraction est cornme une fonction de la 
distance, ainsi que nous le siipposerons toujours ; la fonction 
L;. m. (P d x  + Q dy + clz) est donc une diffkrence exacte , toutes 
leu fiiis queles forces qui  agissent sur les corps dusystbme, sont 
le rthultat de leur attraction mutuelle, ou de forces attractive8 
dirigCes very des points fixe@, Soit alors dp , cette diffhxce,  et 
mmmons v ,  la vitesse de m , Y’ celle de m‘, &c, i on aura 

Cette Cquation est analogue k l’dquation (g) du no. 8 j elle est la 
traduction analytique du principe de la conservation des forces 
viue.9. On nomme force vive d’un corps, le produit de sa masse 
par le quarrh de sa viteeee. Le principe dont il s’agit, consiste en ce 
que la somrne des forces vives , ou la force vive totale du systeme , 
est constante , si le s y s t h e  n’est sollicit6 par aucunes forces; et si 
les corps sont sollicit6s par des forces quelconques , la somme des 
accroissemens de la. force vive totale, cst la m h e  , quelles que 
soien‘t les courbes dkcrites par chacun de ces corps, pourvu que 
Ieurs points de dkpart et d’arrivke soient les m h e s .  

Ce principe n’a lieu que dans leu cas ou les mouvemene des corps 
changent par des nuances insensibles. Si ces mouvemens Cprou- 
vent cles changemens bruvques, la force vive est dirninuke cl’une 
quantit6 que 1’011 dktcrminera de cette manibre. L’anal yse qui 
nous a coriduits k 1’6quation (P) du no. pr&c&dent, donne alors , 
au lieu de cette $quation, la suivante : 

E.muU=c+nqL (R) 

. A. -+-. a. - +-. x d x  Sy dy $2 

d t  d t  a t  a t  
-E .m.  (a. Jx + Q. ay + R .  $2) ; 

d x  dz d x  dy (21. 

at  ’ et A,- &ant les diffhrencee de x, ;Ti, et - d r  9 J’un 
t i t ’  

A*--, A*%, 

instant b l’autre , diffhencee qui deviennent finies , lorsque leu 
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mouvemens des corps reqoivknt des althrations finks dims un UU- 
tant. On peut. supposer dans cette Bquation, 

Farce que les valeurs de dx , d y  , d e ,  se changeant dans l’instant 
siiivant , dans d x  + A. dx , d y  + A .  d y  , d z + A. dz , ces valeurs de 
d’w , d‘y , $2,  satisfont aux conditions de la liaison des partics du 
systQmc ; on aura ainsi 

d.r a2 d z d z  
o = x . m .  {(= + A .  2). A. $ + (2 + A. $) . A $ f (z + A z) A ;if } 

Cette Cquation cloit &re intbgrke comme unc equation aux dig& 
renccs h i e s  relative au temps t dont les variations sont in6 i ihent  
petites, ainsi que les variations de x , y , z , x’, &c. D6signons par S, 
les intdgrales h i e s  resultantea de cette integration, pour les dis- 
tinguer des intdgrales h i e s  prkcddcntes , relatives il l’cnsemble dcs 
corps du systdme. L’intdgrale de m P. ( d x  + A. d x )  est visiblemeii t 
la m&me qiie /m P. d x ;  on aura donc 

d ’ X = d X + A . d x  ; dy=dy+A.d3/ ; bn=dz+A.dz j 

- Z . m. { P. (dx + A .  dx) -#- Q .  (dy + A. d y )  R. (dz -#- A d z )  1. 

- a  x.f.m.(P.dx+Q.dy+H.dz); 
en designant donc par v ,  v’, v”, &c., les vitesses de m , m’, m”, &c. 
on aura 

+ 2 2. f. rn. (P. dx+  Q. dy f R. da). 
La qnantitd renfermtc sous le s i p  X , &ant nrkws;iirement posi - 
tive, on voit que la force vive du s y s t h e  diuiiiiue pur i’action 
mutuello dcs corps, toutcs lcs fois que durant lo niouveiiieilt 

quelques-unes des variations A. - ; A.  3 &c., sont fiiiies. L’k- 
quation pr&c&dcnte offie de plus, un moyeii fort siniplc d’avoir 
cette diininutian. 

A chaque variation brusque du ino~venle11 I du syst&me , 011 peut 
concevoir la vPtessc (le m, ddconipos6e e11 dcux autres, l ’~i i+e v 
qui subside dans l’instant suivuut ; l’ilutre Y;  ddtruite Par 1’itCtiOlA 

d X  

fit d t ’  
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( / d z u +  dy”+ deL - avant 

d t  * 
des autres corps; o r  la vltesse de m &ant 

-- . 
cette ddcomposition, et se changeant aprbs, dans 

V(dz  +A.dx)”-+-  (dy -+ A.dy)’+ (dz‘+ a . d z ) =  
- 1  

d t  
il est facile de voir que l’on a 

1’6quation prdc&dente peut donc &re mise sous cette forme : 
8.  mva = constante + 2,. 2. rnY.  - 2 2.J. rn. (Ydx+  Qdy -k Rdz}, 

20 .  Si dans l’dquation (P) du no, 18, on suppose 
6s’ =d\x+$x,’ ; Jf =by+Sy,’ J s Z ‘ = J Z + d b ,  I ; 

~ X ” ~ c p a C + b X , ~ ’  ; by”=fPyfby,N ; d’Zk6z+b%, ’1  ; 
etc. 

en substituant ces variations, daqa les expressions des variations 
rf, 8f, d’f ,  &c. , des distances rnutuelles des corps du systhme, 
dont on a donne les vakurs dans le no. 15 j on voit que le8 va- 
riations bx,  Sy, d‘z , disparoissent de ces expressions. Si le oys- 
tbme est libre, c’est-&-dire , si aucune de see parties n’a de liaison 
avec les corps &rangers ; le8 conditions relatives a la liaison my- 
tuelle des corps, ne dt!pcndant que de leurs distances mutuelles, 
les variations d‘x , d’y, d‘z , seront independantes de ces conditions; 
d’ou il suit yu’en substituant , au lieu (le Crx’, Jy‘, d’d, Jx’’, &c., 
leurs valcurspr6cCdentes dam 1’6quation (P), on doit Cgalcr &par& 
ment h zdro , les coefficiens des variations J’x, Jy, $2; ce qui  
donne lee trois dquations . 

Supposons que X, Y, Z soient les trois coordonndes du centre 
de gravitk du systkme; on aura par le no, 15, 

X , m x  r . m y  E.mz 
2 . m  I;.m 2 . m  

ddi? Z,mR ; o x - - - -  d d Y  2 . m Q  
j 0z -w-  

* ddX Z,mP o=---- 
d t  2.n dP 2 . m  d P  % m  

X=----- ; y=- ; z=-. > 

partant 
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le centre de gravit6 du systbrne se meut donc , commc si tous lcs 
corps nt , m', &c., &ant rhunis i ce centre, on lui appliquoit toutes 
ICs forces qui sollicitent le systbrne. . 

Si le systernc n'cst soutnis qu'A l'action mixtuelle des corps qui 
le composent , et ti leiirs attractions r6ciproques j on aura 

o = E . m P  ; o = ~ ; . r n Q  ; o = ~ . n ~ f i  ; 

car en expriniarit par p , l'action rkciproqiw dc m et de m', quellc 
que soit sa nature, et dksignaiit par f, la distance inutucllc de 
ces deux corps ; on aura, en vertu de cettc action seulc , 

d'oir l'on tire 

o = m P + m ' P '  ; o=rnQ+m'Q' ; o=mI(+rrc'R', 

(11 il est clair que c0s dquations ont lieu dans le cas m4riie oil Ics 
corps exerceroi(wt Ics tins sur 3es autree, tine action h i e  dans 
iin instant. b u r  action rdciproque diuprott, ctonc des inthgrales 
z:. m P , E. m 0, Z. N L  K , qui par conutkjuent , sont nulles , Iorsqiic 
le eystemc n'est point sollicit6 par des forces dtrang6res. Dana 
(*c cas, on u 

(Ed2 d d Y  
d 1' d P  ' d la i 0=-- ; o = - -  ddX o = -  - 

ct cn intdgrant , 
X = a + b t  ; Y=a'+b't j Z=a"+h"t ; 

a ,  b ,  a', L', a'', b", &ant des constantes arbitmires. En dlimhant 
le temps t , on aura unc dquution du premier ordre, soit cntrr, 
X ct Y, soit entre X ct 2; d'oh il euit que le niouveincnt c1u 
centre de grnvitd , cst rcctilignc. De plus, sa vltcsse Ctaiil 4gdc A 

fante , et le nioiivcinent est uniformc. 
I1 est cluir , ci'aprks l ' i d y s e  yrhct%xtc, que octto innlt6rd.i- 
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lite du mouvement du centre de gravitd d’un sys!&tne de corps, 
quelle que soit leur action mutuelle, sitbsiste dans le cas m&me oh 
quelques-uns de ces corps yertlent dam 1.111 instant, par c e t b  
action, une quantit6 finie de mouvement, 

2 1. Si I’on fait 
y”. 6 x 

$x i=  - .y‘*s6x $Jx,‘; SX‘i =--- +CPx,/l; &c. ; 
Y Y 

- x . t x  

Y Y Y 

-.z’ .6x -Xl’. $32 
+S3/,‘1;&CI; by=-- +cry,; dy’=--- f Sy,’; Sy”= -- 

la variation bx disparoit encore des expressions de gf, d‘y, 
d‘f’, &c. j en supposant donc le systeme librc, leu conditions rela- 
tives A la liaison des parties du syetQme , n’influant que sur lcs 
variations d‘f, d‘f’, &c., la variation d’s en est inddpendante, et 
elle est arbitraire; ainsi , en substituant dans 1’6quation (P) du 
no.  18, au lieu de d’x’, d’x’’, &c., cry, cry’, a’”, &c., leurs valcurs 
pr&kIentes, on doit Bgaler adpardment it zero, le coefficient de d‘x, 
ce qui donne 

(xddy - y d d x )  
+z.m.(Py-Qx) E d ti 

J’ok l’on tire, en inthgrant par rapport au temps t ,  

0 = E . m .  

c &ant une copstante arbitraire. 
On peut , dans cette intkgrale , clianger les courdonndcsy, y’, &c,, 

dans z ,  z‘, &c., pourvu que l’on y substituc, ai1 lieu tics forccs 
Q, Q‘, & e , ,  parallklcs a l’axe desy , Ics forces 3, a’, &c., pa- 
rullkles ir l’axe des z , ce qui donne, 

( x  d 2 - 2 a x )  

d t  c’= 2.m.  + 2;. f. nt . (9 x -Rx) .  dt 3 

c’ Btqnt yne nouyelle arbitraire, On aura de la mBme manikro 
( y d z - 2  

”) + X. f. rn . ( Q z -- Z y )  . dt ; d; 
C” 5 ;s q. 

c” 6tant une troisibme arbitraire. 
Supposons que leu corp! du systbme ne soient soumis qu’h leur  

action mutuelle et k une force dirigde yers l’origine des coor- 
doniibcv 
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donnkes. Si Yon nomnie , comme ci-dessus , p l’action rtkiproquo 
de rn et de m‘, on aura, en vertu de cettc action soule, 

o = (Py- Q x )  4- d.  (P‘y‘- Q’x‘) ; 
ainsi l’action mutuelle des carps disparoft de l’iiit6grale f i i i i ca  

z. m. (Py- Q x). Soit 8 ,  la force qni sollicite n z  vers I’origiiic 
des coordonndes ; on aura, en vertu de cette force seulc , 

- s . x  -.-. s.y p =  p - 9  * Q= 
v 3L”+y’-t z’ V,x~+y’-tz’’ 

la force SdieparoPt donc de l’expression de Py- Qx; ninsi , duns 
le cas oh les diffdrens corps du systOnie ne sont sollicitfs quo par 
leur action et Ieur attraction mutucllc , ct par dcs forces d i r i g h  
verY l’origine des coordoiiiidcs , on a 

Si l’un projette IC corps r n ,  sur le plan don x et des y, la &Ed- 

rentiell e ? sera l’aire que trace, durant l’iiistant dt , IC 
rayon vecteur mcn6 de l’origine des coordonndcs , h la projection 
de rn; In somme de ces aircs inultiplides respcclivciiiciit p u  I C S  
masses de ccs corps, est donc proportionnelle h l’i.ldmcnt du temps; 
d’ou il suit que dnns un temps fini, ellu est proportionnelle au 
temps. C’cst en cela que conuiste le principe de la conservation drs 
aires. 

Le plan fixe des x et des y &ant arbitraire, ce princips a lie11 
pour un plan quelconque , et si la force S est nulle, c’cst-ii-dirc , 
si les corps ne sont assujdtiu qn‘i lcur actioii et i lmr attractioii 
mutuelle , l’origine des coordonnkes est arbitrairc, et l’on pent 
placer B VOIO&, IC point fixe. Enfin, il est facile dc voir , par (‘0 

qui prCcBde, quo ce principe subsists dans le cas mdme oh , piir 
I’action mutuelle des corps du syst&ma, il survicnt des changc- 
inens brusques dans leurs mouvemens. 

I1 existe un plan par rapport auquel c’ et a” solit iiuls , et qu’il 
est, par cette ruisori, intdressant de connohc ; car il cut visible 
que 1’6gdit6 de c’ et de c”, B zdro, doit apportcr dc grandcs simp1 i- 

2dy-y d.r 
!a 

M ~ C A N .  C ~ L .  Xomp I. IT 
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fications dans la recherche du mouverncn t d’un s y s t h e  de corps. 
Pour ddterrniner ce plan, il est ndcessaire de rapporter les coor- 
donnBes x , y , z, it trois autres axes ayant la nieme origine que 
Ies prkcddens. Soit donc 8 l’inclinaison du plan cherchB form6 par 
deux de ces nouveaux axes, au plan des x et des y j et 4 l’angle 
que forme l’axe des x , avec l’intersection de ces deux plans en 

sorte que -- 8 soit I’inclinaison du troisikme axe nouveau sur 

le plan des x et des y , et que ---+ soit kangle que sa projection 

sur le mbme plan, fait avec l’axe des x‘, ?r &ant la demi-circon- 
fkrence. 

Pour fixer les i d h s ,  imaginoiis ‘que l’origine des coordonnBes 
soit au centre de la terre; que le plan des xset des y soit celui de 
1’Ccliptique , ct que l’ixe des z soit la ligne menBe du centre de la 
terre , au pale boreal de l’kcliptique; concevons de plus que le 
plan cherclii! soit celui de l’hyuateur , et que le troisihme axe nou- 
veau soit l’axe de rotation de la terre , dirigb vers le p61e bor6al; 8 
sera l’obliquitk de l’kcliptique , et 4 sera la longitude de I’axe fixe 
des x, relativement a l’dquinoxe mobile du printemps. Les deux 
premiere axes nouveaux seront dane le plan de l’dquateur et en 
nommant 8 ,  la diatance angulaire du premier de ces axes b cet 
Cquinoxe , cp repr6sentcra la rotation de la b r r e  , comptde du mQme 
Bquinoxe , et - + rp sera la distance angulaire du second de ces axes 

au m6me Bquinoxe. Nous nommerons axes principuux I ces trois 
nouveaux axes. Cela pose , 

Soient x,,  y,, z, , les coordonn6es de n rapporthes, 1”. k la ligne 
menbe de l’origine des coordonnkes, A 1’Bquinoxe du printemps; 
lee x, positifs Btarit pris du catti de cet Bquinoxe j 2””. % la projection 
clu troisiltqe axe principal, sur le plan des I et des y j 3O. Q l’axe 
tips z; on &i\a 

’?r 

Ib 
T 

a 

5r 

!a 

. 

x cos. .t +I,.  sin. j 

y = y,. cos. -+--x,. sin. 4 j 
z = 2,. 

Soient x , ~  , y,/ , z, , lea coordonnhes rapporthes, io. A la ligne de 
I’dquinoxe du printernps; YO. i la perpendiculaire A cette ligne 
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dnns le plan de 1'8quateur ; 3". an troisihe axe principal ; on aura 

XI  = XI/ ; 
y, =yll. cos. 8 + zI,. sin. 8 ; 
e, = z,~. COS. B -yN. sin. 8. 

Enfin soient x,~) , yll, z,~, , les coordonndes de m rapportbes au  
premier, au second et au troisikme axe yriiicipd ; 011 aura 

"I, = xlll cos. Q - ytl, sin. p ; 

yN = y,/, COY. + xlll sin. Q ; 
2, - %/* - 

De-lh il est facile de conclure 

x = xIlI. {cos. 8 .  sin. 4. sin. p + cos. 4. cos. Q} 

y = x,~, { cos. 8 .  cos. + . sin4 - sin. .$ . COS. p} 

z = x,, . cos. 8 -  ylllo sin. 8 .  COB. Q- xIt4. sin. 8 .  sin. 0. 

En muItipIiant ces valeurs de x , y ,  e, respectivement par lea cocm- 
ciens de xl,, dans ces valeurs ; on aura QXI lea ajoutant , 
J~N, = x .  {cos. 8 .  sin. 4. sin. cp + cos.4. cos. Q} 

En rnultipliant pareillemcnt leu valeurs de s , y ,  s) rt?spoclt.hemcnt 
par lea coeaiciens deyll, dam ces valeurs , et ensuite , par les coca- 
ciens de sit, j on aura 

y,,,, 3: x . {cos. 4. sin. 4. cos. o - cos. 4. sin. 0 1 
+y. {cos. e,cos, 4. COY, p+ sin. 4. sin. 91- z. sin. e. cos.@ 

x,l,=x.sin.4.sin,.$.+y.sill.8.cos.~+rt,cos,B. 

Cee diversee transformations des coordonnh nous seront trf.,s- 
utiles dans la suite. En marquant d'un trait en haut 1 de deux 
traits, &c., les coordonndeu x y, S, st,/ yN13 b,,,t on aura 10s COW- 

donnth correspondantes aux corps m', m", &- 
De-IB, il est facib de conclure , en substittiant c , c', c", au licw 

9 x.m* 
dt  

+ yIl, { cos. 6 sin. 4 . cos. o-cos. 4 . sin. p } + z~,, . sin. 0 .  sin. $. ; 

+ytl,. { cos. 8 .  cos. -+ . cos. Q +sin. 4 . Bin. Q 1 + z,,'. sin. B. cos. .t' ; 

+y. {cos, B.cos.+.sin. @-sin. .C.cos,cp}--.sin.8.siii. 9. 

. 

' (xdy-ydx)  (a: at - z d x )  (y ds- s dy)  
dt ' 
IT 2 

d e r * n .  d t  9 E*m* 



GQ M ~ C A N I  Q U E  C ~ L E S  TE, 

+c”. (cos. 4. sin. Q - ~ C O S .  8 .  siii.4. cos. Q} 1 

2 . m .  ‘ ~ ~ ~ ~ ~ d Z ~ ~ ~ - z ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ = - c . s i n .  d t  e.sin.q,+c’. (Yin.~.cos.~-cos.e.cos.lC.sin.Q) 
+ c”. {cos. 4. cos, Q + cos. 8. sin.-$.sin. 9 ) .  

Si l’on determine 4 et 4 de manikre que l’on ait 

sin. 8 .  sin. $. = ---- -I_-. . . 
ce qui donne 

6 - c1 
sin. 6 .  cos. 4 = 

r/ c* + El5 + c”5 ’ v/cp+ C I S +  CI,?’ 

C 
cos, e = --- - 1  r/ c” + CIS + c/” 

les valeurs de c’, et de c” sont donc nullee par rapport au plan 
des x~,, et des y,,, d4terrnin6 de cettc mnnihre. Il n’cxiste p ’ u n  
s e d  plan qui jouisse de cette propritt6; car en supposant qu’il soit 
celui des x et d e s y j  on aura 

{xni *dsot-zitl *dx/tl 1 =: c. sin, 0. cos, rp 
d t  z . m .  

9 
En Cgalant ces deux fonctions it zero, on aura, sin, 4 =o ; c’est- 
R-dire que le plan des x,,, et des yIlI coincide alors avec celui 
des x et dee y. 
La valeur de 2 .  m. { xu, * dY,// -y/1, ‘ dXfI1 1 , &ant &a]e 

at 

r/c’ + c” + c’/* quel que soit le plan des x et deer; il en rbsulte que 
la quantith c”+ cI*+ cNa, est la mQme , quel que eoit ce plan ? et que 
le plan des xu, et des y,,, clbtermin6 par ce qui prc5cbde, eat celui. 
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{SNl’~Y,,I-YNI*d%J est la 
d t  

re~ativement auquel la fonction 2. m. 

plus grande; le plan dont il s’agit , jouit donc de ces propri6tCs 
remarquables , savoir , io. que la somme des aires tracdes par les 
projections des rayons vecteurs des corps, et multiplides respec- 
tivcrnent par leurs masses , y est la plus grande possible; a0. que 
la mbme somme , relativernent A un plan quelconque qui lui est 
pcrpendiculaire , est nulle, puisque l’arigle Q reste indbtermin6. 
On pourra , au moyen de ces propritSt6s , retrouver cc plan, B un 
instant quelconque , quelles quesoient les variations survenues par 
I’action mutuelle des corps, dans leur position respective; de mQme 
que 1’0n peut facilement retrouvcr dans tous leu tctllps , la position 
tlu centre de gravitd du systOme j et par ccttc ruisoii , il est aussi 
nature1 de rapporter k ce plan, lcs x et leu y ,  que de rapporter 
au centre de gravit6, l’origine des coordonncies. 

22. Les principes de la convcrvation des hrccs vivrs et des 
aircs ont encore lien, en supposant A l’origine des coordonnees , 
un mouvement rectiligne et uniforme dans l’espace. Pour le dC- 
montrer, nommons X, Y, 2 les coordonndes de cette origine 
suppoode mobile, par rapport A un point fixe et supposons , 

x=X+X, j y = Y S y ,  j a = z+z, ; 
E’= X+S,’ j yl= Y+Y,’ j zt = z+ 2,‘ ; 
&C. 

a, , y , ,  z, , x , ‘ ~  &c. seront leu coordonndes de m, m’, &c., relati- 
rement t i  l’originc mobilc. On aura par l’hypoth&sc , 

d d X = o  ; d d Y = o  ; d d Z 3 o ;  
mnie on a par la nature du centre de gravitP , loruclue le systeme 
est librc, 

o = ~ . m .  (aa+++ax,) -z.m.P.dt’  
o =  c .m.  {ddy+ddy, }  - x . m . Q . d t * ;  
o ~ . m .  ( d d z + d d z , )  -x.rn..R.dP; 

1’8quation (P) clu no. 18 deviendra ainsi,en y substituant 8x3- &, , 
CY +Ey, &c. , au lieu de d‘x, d’y , &c. ; 

o=x.m.bx, .  {-a;- P 1 +x.m.#y,. { 3-Q} + x . r n . ~ s , .  

Cquation exactement de la mCinc forme que 1’~quati;n ( P ) , si les 
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forces P, Q, R ,  ne dependent que des coordonndes x , ,  y,, z ,  , 
xi', &c. En lui appliquant donc l'analyse prdckdente , Qn en tirei a 
les principes de la conservation des forces vives et des aires , par 
rapport a l'origine mobile des coordonnkes, 

Si le systQme n'dprouve point l'action de forces Btrang&res , 8on 
centre de gravite aura un mouvement rectiligne et uniforme 
dans l'espace, cornme on l'a vu dans le no. 90 ; eii fixan t donc it co 
centre , I'origine des coordonndev x , y , x cee principes subsis- 
teront toujours. X, Y, 2 , 6tant alors lee ooordonndee du centre de 
gravitk j on aura par la nature de 08 point , 

ce qui donne 
O = Z . m . X t  ; O=X.m.y ,  j O = Z . m . z ,  ; 

(.T e dy t -y, d x  r )  
i __ - ( r a y - y d s )  (Xd  Y-YdX) 

d t  d t  
(~"- f .4YIy"+d~' )  (dX.-k dY"+ w, c. + r,. m, (atr++yi'+dz,O 

i dt* dtr  dtr 

tritivi lee quantitbe r4sultantes des principes prdcddens, se compo- 
Bent , io. des quantit68 qui auroient lieu , si tous lee corps du sys- 
tbme 6toient reunis a leur centre commun de gravitb ; go. des 
qnaiitit6s relatives au centre de gravitk suppost5 immobile j et 
comme le6 premiBres de ces quantit6s aont constantea, 011 voit 
la raison pour laquelle lee prineipee dont il s'agit , ont lieu par 
rapport au centre de gravitb, En fixant donc h ce point , l'origine 
des coordonnbcs E ,  y , z , x', &c., des Cquations (2) du no. pr6- 
cedent , elles eubsisteront toujours ; d'ou il rtSsulte que le plilrl 
passant constamrnent par ce centre, et relativement auquel la fonc- 

tion z .m.  (x  d~ - yd  est un maximum, reste toujours para1161e Q 
lui-mt?me, pendant le mouvement dv systeme , et que la m&me 
fonction relative B tout autre plan qui lui est perpendiculaire , est 
n u b ,  

Lee principes de la conservation dea aims et des forceo vives, 
peuvent se rCduirs a des relartiona entre lee coordonnhs des dis- 
tances mutuellee des corps du syst&me. En &et l'origine des x ,  
des y , et dee z , &ant toujours suppode au centre de gravitk ; les 
tquations (2) rlu no. prbchdent peuvent &re miscs soul la #'om0 

d t  - - .z.m+z.nt. x. m. 

z . m .  - =-- 

d t  
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( x ' d  x).(dy'-dy) - ( y ' - y ) . ( d ~ ' - d ~ )  

d t  

dt  1; 
at -I* 

-x) .(d 2'- dl;) - (2' - t )  . (dx' - d X) 

{ 

' {  

c .x.m = z.mm'. 

c'.z.m = z.mm'. 

- x . m m  c".z.m - (y' -y) . (&' d z )  - (x' - 2). (dy' - dy)  

011 peut observer que les seconds membres de ces Bquations mul- 
tiplides par d t ,  expriment la somme des projectioiis des aires 
GlBmeiitaires tracBes par chaque droite qui joint deux corps du 
systbme , dont l'un est suppos6 se mouvoir autour de l'autre coli- 
si(h-6 comme immobile, chaque aire &ant multiplide par le pro- 
h i t  des deux masses que joint la droitc. 

Si l'on appliquc aux 6quations pr6c&teiites-, l'andyse du 11'. 2 1, 

t relativement auquel la fonction 

tdme, et que ce plan est parallhle au plan passant par le centre de 
I 

(x  a y - y d 4  est 
d t  

grayit&, et relativement auquel la fonction Z. m. 

tin maximum, On verra encore que lea s bies des dqua- 
tions pr8 nt n u b  reIativehent passant par lo 
rnbme corps, et perpendiculaire RU plan dont il s'agit. 

1 L'bquation Q du no. 19, peut &re mise sous la forme 

== conat. - a Z. rn E. fmmi, Fdf; x.m 

dquation relalive aux seules coordonndes des distances mutuelles 
des corps, et duns laquelle le premier membre exprime la svniine 

teeses relatives des corps du systhme les uns 
en les consid6ran.t deux k deux, et en suppo- 

aunt l'un des deux immobile chaque. qunrrd &ant multiplie par 
le produit des deux masses quo l'on c,onsid&re. 
23, Reprenons 1'6quation (a) du po. 19 ; en la diffhentiwit 

par rapport k la caracteristique 6, 011 aura 
r;.  m v .  J'Y = m. (P. bx + Q, ,?y +R.  $a;) ; 
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1’6quation ( P ) du no. 18 devient ainsi , 

Soit ds 1’818ment de la courbe dtcrite par m j ds‘ l’C16ment de In 
courbe dCcritc par m’, &c.; on aura 

pdt=ds  ; v‘dt=ds’; &c. 
d s = + w j - d y ’ f d z ~  ; &c. 

d’ou l’on tirera, en suivant l’analyye du no. 8 , 
(dx .Px+dy .d ’y+dz .Sz )  

d t  
z. m. 6. (Y  ds) = z. m. d. , 

En intkgrant , par rapport A la caractdristique diffdrenticllc d, et 
en etendirnt les int&grales, aux courbes entihres ddcritee par les 
corps rn, m’, &c., on aura 

(dx .  d’x + dy . Gy+tEz, d’z) 
3 27- - -  

z. d’./;n v ds =constante + E. m. 
Ies variations bx, Ry, $ 2 ,  &c., &ant , ainsi que la constnnte (In 
second membre de cette 6quation , relatives aux points extrkmes 
des courbee dkcrites par m , m’, &c, 
I1 suit de l k  , que si ces points sont supposCs invariables on 8 

o = c. &.Jm Y d s ; 
c’est-b-dire que la fonction X. / jnvds est un minimum, C’est en 
tela que consiste le principe de la moindre action, dane le mouve- 
nlent ii’un syetQme de corps j principe qui, coniiiie l’on voit , n’eut 
qrr’un rt‘sul tat matliCmatique des loix primordiales de 1’Cyuilibi-e 
et du niouvement de la matiere. On voit en m h e  temps, que ce 
principe combine avec celui des forces vives , donne l’dquation (1’) 
du no. 18, qui renferme tout ce qui est n6cessaire B la ddtermina- 
tion des mouvemens du ayetbme. Enfin, on voit par le no, aa , 
que ce principe a lieu encore, quand l’origine des coordoiinkev est 
mobile, pourvu que son mouvement soit rectiligne et miforme, 
et  que le systQme soit librc, 

C I3 A P I T 11 E 
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C H A P I T , R E  V I .  

D e s  Zoix du mouvemsnt d’un systeme de corps , dans toutes 
les relations mathkmatiquernent possilles entre Za force 
et la &esse. 

2 4. N o u s  avons observe dans le no. 5 ,  qu’il y ia une infinite 
de manibres d’exprimer l j  force par la vEtesse , qui n’impliquent 
point contradiction. La plus simple de toutes , est cclle de la force 
proportionnelle Ala vitesse, et nous avons vu qu’elle est la loi de la 
nature. Vest d’apds oette loi, que nous avons expos6 dans lechapitre 
prdcddent , lcs kquatidas diffkrcntielles du mouvement d’un s y s t h e  
de corps j mais iI est facile d’6tendre I’analyse dont nous avons €&t 
usage, A. toutes Ies loix rnathdmatiquenient possibles entre la vftesse 
et la force, et de prdsenter ainsi , sous un nouveau point de vue lea 
principee gPndraux du mouvement. Pour cela supposons que F 
6tant la form , et Y la vftesse, on ait F = Q ( v )  ; Q ( u )  cSlant une fonc- 
tion quelccmque de o ; ddsignons par ~ ’ ( v ) ,  la digthence de 9 ( v )  
divide par dv. L e e  dhominations des no’. prdcddens , subshut 
toujours , ie corps rn sera anime pdlblement A 1’0x8 des * , de la 
force 9 (u).~. Dans l’instant suivant , cette force deviendra d x  

d.9 - = v. Maintenant, P, Q, I ( ,  hi i t  les forces qui anixlzent le corps m, 
d t  
paralle~ement aux axes des coordonndes; le systbme sera 9 Par le 
no. 18 3 im Bquilibre, en vertu de ces forces et des, diffdrel1tielles 

celle-ci : 
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d z  d2 

’ d t ’  d t  qui n’en diffkre qu’cn ce que dt 2 -, y sont rnultiplids par 
9 ( V I  la fonction -, qui dans le cas de la force proportionnelle A la 

vltesse , p u t  &re sLrppos&e dgalc It I’ixnit6. Mais cette diffkrence 
rend trDe-dificile, la solution des probltmcs de mdcanique. C;cpen- 
tiant, on peut tirer de I’kquation ( S )  , des principes analogues A 
ceux de Ja conservation des forces vives , des aires et  rlu centre de 
gravit4. 

Si Yon change 8% en d x  , d”y en dy , ba en dz ,  &c., 011 aura 

Y 

ct par consdqrrent 
L: .jm Y du . (P‘(Y) = constante + z .Jm. (Pdx + Q dy -I- Rdz) .  

Eir supposalit z. rn ( P d s  + Q dy + a d z ) ,  une diEc5rentielle exacto 
&gale a d ~ ,  011 aura 

z.fnvclv.+’(u)   con st ante+^; (T) 
6quation analogue B J’Gquation ( R ) du no. 19, et qui se change em 
die,  dam le cas de la nature ou (P’(Y) = 1. Le principe de la con- 
servrttion des forcee vives a donc lieu dans toutes les loix math& 
matiqixement possibles mtre la force et la vltwse, pourvu que 
l’on entcnde par force &a cl’un corpe , le produit de sa masse 
par le douhle de l’intc!grale de sa dtesse multipli6c par la diffhen- 
tielle de la fonction de la v3tesse qui exprime la force. 

Si l’on fait, dam i’6cjuation ( S)  , d’x‘ = J’x -f. d‘x,’j d’y’= $3 + SY,’; 
6 z’= Sz + $2,’; 8x”= 6x + bx,’$ Isrc. j on awn,  en dgalant sC.par4- 
ment i zi’ro, lea coefliciens de d‘x, J‘y, $ 2 ,  , 

Ces troia dquations s a t  analogues it celles du no. 30, d’oh nous 
avnne conclu la conservation du mouvement du centre de gra- 
vitC , clans le cas de la nature, loraque le syatdme n’est assujdti 
d’autres forcer, yu’k l’action et k l’attraction mutuelle des corps du 
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systbnie. Dans ce cas, 2.  m P , z. m Q , ’c. m R sont nuls et 1’011 R 

d.r P(V)  dy oonstante=I:.m.-. - ,- constnntc=z.n.-. -- ; 
fit 2’ dt v 

& Qi ( 0 1  constilntc =‘c.m.- .  -. 
dt  Y 

d x  O ( V )  d.c 
dt  Y dS 

nt. -. - est dgul A m 9 ( u ) ,  - , et cette deriiidre (pantiti. cst la 

force finic clu corps, d6composCc paraIli?lement A l’axe des r ;  la 
force d’un corps 6tant le’prodnit de sa masse par 1ik fonciion de lu  
vltesse qiii cxprime It1 force. Ainvi la mmme des forccs finks d u  
systbme, d6composCes pard1Blement it un RXC quelconqiie , est alors 
constante, que1 que soit le rapport de In  force Q la vftesse j et cc 
qui distingue l’dclt du mouvement de cclui clw rcpos, est q w  
clans ce clernier &tat, cette memo eornme est iiulle. Ces rksultatv 
sont commuris it toutcs 1cs loix matlidmatiqnernent possibles cntrc 
la force ct la rlisme ; i i i a iv  ce n’est quc dam lu loi de la nature, 
que le centre de gravitts so meut d)uu ~uouveincnt rectiligiie cc 
1.1 iiifo riiie. 

\ 

Supposons encore dam 1’6quatioii (8)  , 
yf)*J* 

ax-‘= - +Sx,1 i $%‘I= *I +ax: j &e* 
y ‘ J x  

Y Y 

la variation d’x disparoitra des variations des distances mutucllcs 
f, f’, &c. des corps du systbnre et des forces qui dbpendcnt de 
ces quantiths. Si le systdmc est libre d’obstacles &rangers, on aura, 
cn Cgalant A zero, le coefficient de PE , 

d’ou Yon tire en intkgrant , 

On aura pareilleiiicn t, 

c )  c‘, c“ &ant des constantes arbitraires. 
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Si le systdme n’est soumis qu’i l’action niutuelle de ses parties 

on a, par le no. 21, z.m.(Py- Q x )  = o  ; z.m.(Pz-fiIi)=o ; 

moment de la force finie dont le corps m est anime, dbcomposdc 
paralliilement au plan des x et des y, pour faire tourner le systhrie 

autour de l’axe des z j l’intdgrale finie z . m. ( X d Y  a x  ).- e ( v )  est 

donc la somme des momens de toutes les forces h i e s  des corps 
clu. systeme, pour le faire tourner autour du meme axe ; cettc 
soinme est par consequent constante. Elle est nullc clans 1’6tat 
tl’tkiuilibre j il y a donc ici la. m6me diffhrcnce entre ces deux &tats, 
que relativement A la somme des forces pardl&les Ci uri axe qucl- 
cqnyuc. Dans la loi de la nature, cette proprictts indiquc que la 
somme des aims clkcrites autour d’un point fixe, par les projections 
des rayons vecteurs des corps, est toujourv la meme en temps dgd j 
mais cette constance des aires ddcrites n’a point lieu clans d’autree 
loix. 

Si l’on diffdrentie par rapport A la caract6ristique 6, la fonction 
I: .[m. Q ( v )  . ds j on aura 

6. z.Jm. ~ ( u ) .  cls = z.Jm. q (u). $as+  z. fm. 4 ~ .  p‘(v).ds ; 
mais on a 

6 J s  = 

on aura donc, en in lCgrant par parties, 

dx.d’dx+dy.Fdj$dz.J’dz I dx dY = -. { -. d. bx -+ -. d.  $y + 
ds Y d t  dt d t  

+ z.frn.~u.~’(v).ds. 
TBR points extrhmoe des courbes ddcritee par le0 corps dix sys t h e ,  
&ant supposds fixes, le tcrme hors du signe J ,  diaparoft d a m  
cette dqu?+ion j on aura donc , en vertu de I’Cquation (8) .  

z ./m e( V JdS = Z ~[m JV 0 p‘(V) 8 &--E. /in& ( P S X  Q6y 3- RsZ) 
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mais I’dquation (7’) rlikdrentide par rapport k 6, donlie 

z.Jm. d’v. ~ ‘ ( v ) .  ds = 8 .  f m d t ,  (P sx+‘Qd’y+Rd’r) j 
on a donc 

o = 6. z ./ma ( v )  . ds, 
Cette dquation rdpond au principe de la moindre action dans la 
loi de la nature. rn.q(u) est la force entibre du corps m; ainsi ce 
principc revient Q co que la somme des intcigralee dee forces fidics 
rlcs corps du systdme , niultiplides respectivement par les Blhmens 
(IC leurs directions, est un minimum : present6 de cettc manithe, 
il convient k toutes les loix mathGmatiquenlent possiblea entre la 
force et la vltesse. Dans l’ktat de l’dquilibre , la somrnc des forces 
multipli&ee par les kltimens de lcurs directions est nullc, en vertu 
du principe des vttesses viriuellcs; ce (mi distinpe itavlc i cet 
tSgard, 1’Qtat d’6quilibre, de celui du mouvement , est que la m&ms 
fonction differentidle, qui est 11ulle dnns 1’4tnt d’6q.clll.ihr*e, dorinc, 
&ant intCgree, un minimum dnns 1’Ctat de mouverncut. 
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C H A P I T R E  V I I .  

Des mowemens d’rm, cqrps solide de j7grir-e quelconpue. 

25. Ln s 6quations diffbrentielles des mouvemens de translation 
et de rotation d’un corps solide, peuvent uc cl&.hiire i’acilenicnt de 
cellcs que nous avons ddveloppkes dans le Chapitre V j rnais leur 
importance dans la thdorie clu systihe du monde, nous cngago k 
les ddvelopper avec Qtcnclue. 

Imaginons un  corps solidc dont toutes leu parties soient sollici- 
tees par des Eorces yuelconques. Nommons x , y , z , Ics soordon- 
ndes orthogonales de son centre de gravilb j x f x’ , y +y’, z + 2’ , 
lcs coordonndes d’une moldcule quelconque dm clu corps, en sorto 
que x‘, y‘, z‘ soient les coordonnbes de cette moldculc , rapport3es 
au ccntre de gravitd du corps. Soient dc plus P, Q ,  X, leu forces 
qui sollicitent la mol6cule , parall&lement aux axes des x , des y 
et des z. Les forces dktruitee A choque instant dam la moldcule dm, 
paralldement a ces axes, eeront par le no. 18, en coneiderant r&-. 
nient dt, du  temps, coirirne constant, 

). dm+ P.dt .  dni j 

-( ddy~tddy‘) .dm+Q.cZt .drnj  

-( d d z  14daz’). dm+R.dt.dm. 

I1 faut donc que toutee les mol6cules aniriides de forces scmbla- 
bles, se fassent mutuellement Cquilibre. On a vu  dans le no. 15, 
que pour cela, il est necessaire que la somme des forcw pard- 
lkles au mQme axed soit nulle; ce qui dmne les trois Bquntions 
suivintes : 
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Iu. lettre S &ant ici , un' sipne int6gral , relatif a la moldcule dm , 
et qui doit e'citendre b la masse entiere du corps. f R s  variables 
3 ,  y, 2, sont les mdmes pour toutes, lea rnoftkules ofi peut A onc 
les faire sortir horn du signe SJ ainsi eh ddsignhiit'gar m la masse 
du corps, on aura 

ddx ddc dd &Y ddz d& 
S.-.dm=rn.- d a  ; S . ~ . d m = m . ~ ;  d P  S.dT;.dm=m.-. d tu 

dta 

On a de plus , par la nature du centre 38 @twit@, 

partant 

r ,I:  I ,  I 

S . x ' . d m = o  * L  ; - + S . y ' . d m = o  ' 5  i 9 . r f .dm=o ; 

on aura donc 

ces trois dquations dkterminent le mouvemcnt du ccntrc de gravitd 
du corps; elks rdpodent avr Bquations du no. ao, relatives au 
mouvement du centre clc grnvitd d'un sysihic (le corps. 

On a vu clans IC no. 15, que pour 1'Cquilibre d'un corps solide, 
la somme des forces par,zll&lcs b l'axe des x , mdtiplibes respecti- 
vement par leurs distance8 B I'axe des z ,  moins la sommc des 
forces parall4lee it l'axedwg, d p l i 6 a s  par leure distances ii l'me 
dcs ~b , ee't Bgalo a rtBro ; on aura *si : 
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or on a 
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S.(x.ddy-yddx).dm =m. (xddy -yddx)  ; 
on a pareillement 

enfin on a 
S. { x'ddy + xddy'-y'ddx-yddx'] . drn 7 ddy . S. x'dm-ddx. Sy'dm 

et par la nature du ceritre de gravitd , chacun des termes du second 
membre de eette tSquation, est nul; 1'Cquation (1) deviendra donc , 
en vertu des Cquatione (A), 

S. (Q P - Py) . drn = X& d m --y.#Tdm ; 

+ X .  s. am -y . s. sax'. am ; 

.dm= S.(Qx'-Py')..dm; 
S.(---- ;c'ddy'-y'dd rt'' 

d t* 

en intCgrant cette Qquation par rapport au temps t , on aura 

8.(Sldy'~y'dx'). dm I S.f(Qx'--Py').dt.dm j 

le signe intCgral [se rapportant au thhp t. 
De-lh il est facile de conclure que si l'on fait, 

S.J(Qx'- Py') .dt .dm = N ;  
&'./(a x'-Pr').dC.drn = N'; 
8. f ( R  y' - Q 29. d t .  d m =z N " j  * 

061 aura les trols equations suivantes : 

ces trois 6quatione renferment la prinuipe de la conservation des 
aims; elles suffieent pour determiner le mouvement de rotation tlu 
corps , autour de son centre de gravitd; rdunies aux dquaiioq8 (A), 
elles ddtcrminent comyktcment ley mouvernens de translation et 
de rotatiQn du corps, 
Si le corps est assujdtik tournen autour d'un pointfixe j il rdsulte 

dU 
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du no. 15, que les Bquntions (B) sufisent pour cet objet; niais 
alors , il fuut fixer A cc point, l'origiiw des coordonnh x', y', zr. 

2 6. Considdrons particu~ibrement ces Pquations , en suppoaant 
cctte origine fixe ti un point quelconque diff6rent ou non, du 
centre de gravitC. Rapportons la position de chaque mol&cule, li 
trois axes perpendiciilaircs entre eux , fixes dans le corps, rnais 
mobiles dansl'espace. Soit 4 l'inclinaison du plan form6 par les deux 
premiers axes, sur le plan dcs x et des y ; soit Q l'angle form6 par 
la ligne p . +  cct o de ces deux plans ct par le prcinier axe; 
enfin, soit I ang e que fait avec l'uxe des x ,  la projection c h i  
troisiCmc:ux&ur leplun des x et desy. Nous nomnierons axes prin- 
cipaux , ces trois nouvcaux axes, et noiis dksigiicrons par x", y' 
et z", Ies trois coordonn6es de la molkcule dm, rapportties , B ces 
axes j on aura par le numdro 21, 

d= x". {cos. 8. sin.4. sin. cp +cos.+. cos. p 1 

y'= x". (c~s.e.cos.-$.sin.p-sin.~~cos. p) 

Z' = 2"". COS. e -9"". sin. e ,  COS. p - x". sin. 0. din. p. 

Au moyen dc CCY (5qui\tioiis, on pourra dbvelopper les premiers 
membres des dquationa (B) en fonctions de 8 ,  -$ et cp, et de leurs 
difl~rcnticlles. Mais on siriipliliera consid6rablement le calcul , en 
observant que la position des trois axes principnux dtSpend de 
trois arbitraires que Yo11 pcut toujours ddtcrmhicr de monitlre h. 
aativfaire aiix trois kquntions 

8. x'ly''. d m  = o ; 8. x" 2''. dm = o j S.Y"Z"'. dm = 0. 
Soit alors 

+y". {cos. 4. sin.4. cos. 9-cou.4. sin. Q} + z". sin. 8. sin. -+ ; 
+y". {cos. e. cos. 4. cos. P + sin. 4. sin. Q } + E " .  sin. 8 .  cos. 4 ; 

9. (yNp +z"') , drn = A ; S. (x'"' + z"'), d m = B j 

8. (x"' +Y"') d m = C j 
et  faisons pour abrdgcr , 

d 0 - d 4, COS. 8 1-2 p d t ; 
d-$.sin. 8.ain. Q--dd,r:os. Q = qdt  j 
d.l. sin. 8 .  cos. p + d 0,sin. cp =. r d t, 

M ~ C A N .  ch. Tome I. K 
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Les Bquations ( B ) se changeront apr&s toutes lcs rthluctions, dam 
les trois suivantes : 

A. g. sin. 4. sin. rp + 23,. sin. 4. cos. rp - Cp. cos. 4 = - N ; 
cos. 4. { Aq . cos. B . sin. rp + B r .  cos. e. cos. Q + Cp . sin. 0 )  

cos. 4. { Br. sin. q - A q .  cos. p } 
-sin.4. {Aqe cos.8.sin.p+Br.cos.O.cos.p+ Cp.sin.4) =-NN 
ces trois 6quations donnent , en lcs diff6rcntiant et en supposant 
-$ = O  aprh  les diffbrentiations , ce qui r8&iita p'reridre l'axe 
cles x', infiniment prks de la ligne d'inicruection duqlan des x' et 
ilesy', avec cclui des xN et desy'', 
de.cos.8. (Br.cos.~+Aq.sin.o)-t-yin.O.d.(Br.cos.o+Ag,.sin.rp) 

d4. (Br .  sin. p - A g .  cos 9) - do. sin. e . ( B  r. cos. Q + A Q . sin. q )  
+cos. 8. d .  (Br.  cos. p f A p .  sin. Q) f d. (e'. sin. e) =-dN ; 

cl. (Br .s in .p-~q.cou.Q)-dcE.cos .~ .  (Br .cos.~ + Aq.9in.e) 
- Cpd.IC.sin.0 =-ddN". 

Si l'on fait 0 

ces trois 6quations diffbdielles donnent lcs suivantcs : 

. q'r'. dt = dN.  COY. 0 - dN'.  sin. B ; 

;(C> I + sin.4. { B r . sin. Q- Aq . cos. Q} = - N ' j 

- Cl. (Cp COS. 6) - d N j 

c p  =p' ; A Q = ~ ' ;  B r = r ' j  

i ( r j )  1 
( B - 4  

dP'+ AB 
dq'+%. r'p'. dt= - ( d N .  sin. 4 + dN', cos. 0). sin. p 

dr' + (A-c'.p'q'. - C2i =-(dN.  sin. 0 + d N ' .  cos. e). cos. rp 
A C  

ces kq'xations sont trbs-commodes pour determiner le mouvcinent 
dc rotation d'un corps, lorequ'il tourne B fort peu pres autour do 
l'un des axes principaixx , ce qui est le cas des corps cklcstes. 

27 Leu trois axes principaux auxquels nous vcnons de rap- 
porter les angles e ,  + et 0, mkritent una attention particulibre ; 
nou8 alloiis ddterminer bur position clans un solide quelconque. 

+ dNN. COS. Q ; 

- dN''.sin. 0. 
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Les valeurs de x',yf,  z' du no. prCc6dent , dahnent I par le n?. 21 , 
les suivantes : 
z'' = xf .  (cos. 8 .  sin. 3. sin. o +cos. 4. cos. o) 

yo = x'. (cos. 8 .  sin. 4. cos. o - cos. 4. sin. 0 )  

z'' = m'. Bin. 8. sin. 4 +y' . sin. 8 .  cos. .5 + 2'. cos. 8. 

D'ou l'on tire 
x". COS. 0 -y". sin. o = x'.  cos. 4-y'. sin. .C ; 
x". sin. P +yN. cos. P c x'. COY. 0. sin. +y'. cos. 0 .  cos. 4-2'. sin. 0. 
Soi t t 

$.ds.amzsas 8 S.y".dm=b* ; S.z".dm=c' ; 

' 

+y'. (cos. 6. cos. 4. sin. Q, - sin. 4. cos. Q,) -.I I'. sin. 0. sin. P ; 

+y'. (coa. 8 .  cos. 4. cos. P + sin. 4. sin. o) - 2'. sin, 0.  cos. P ; 

S.x>'.dm=f ; S.&z I '  .drn=g ; S.y'.z'.dnr=h; 

on aura 
cos. Q. S, x'Iz". dm-sin. cp. S.y"s". dna = (a'-&').sin. 8. sin. 4. cos.+ 

sin.~.S.m"z"dm+cos. ~,.S.y"x".dn 
+f. sin. 6. (COY.' 4- sill.' 4) + cos. 0 (8. cos. 4 - Fc. sin. 4) i 

E ein. 6. cos. 6. (ao,  sin.'J + bamcos.'.5- c* + Ilf. sin. 4. cos. 4 )  
+ (cos.' 8- sin.' e). (g. sin. 4 + h cos. 4). * 

En tsgalant B zero, les seconds membres de ces deux dquations 
on aura 

Jt.sin.*C=g.co~. 4 
tang. 8 = (aa- b') . sin. 4. COY. 4 + ~ ( C D Y . ~  4- sin.p 4) i 

g.  J n . 4  + h .coo. 4 - :tang* 9 e E C*-cza.sin.s4-b*. cos.a+-sf. sin. 4 .cos. 4 ' 
mais on a 

tang. B +.tang. i 6 =  
L -tang.'B ' 

en Cgnlant ces deux valeurs de#a"g.jDe et en subetitunnt clans 14 
dernibre , au lieu de tang. 6, sa valeur prlickdente en 3; en ftJsant 
errsuite , pour abrdger, tang. 4 = u ; on trouvera , aprbs toutes 10s 
rdductionu , l'bquntion suivante du troisibme degr6 ; 

+ {(a'-b').u+f.(~-u')). {(hc'-ha'tfS;).u+~-gc'--hf)-. 

*- J 
' 

o=(gU+h) . (hU=g)*  

* K a  
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Cette Cquation ayant au moins une racinc r6elle , on voit qu’il est 
to~ijours possible de renclre nulles A-la-fois , leu deux quantitbs 

cos. p. 8. x(’z”. clm - sin. e. S.yNz“. clm ; 
sin. I :s. xNz/’. d m + cos. Q . S. yNzN. dm ; 

et par consCquent , la somme’ de leurs quarr6s , (8 .  x”z”. dm)’ 
+ (S.y”z”. dm)’, ce qui exigc que l’on ait sdpardment, 

La valeur de u donne cellc dc l’angle 4, et par consdquent , celle 
de tang. 8 ,  et de l’angle 8 .  I1 reste maintenant bdCtermincr l’angle 9 ,  

ce que Yon fcra au moyen de la condition S.X”~”. din = o ,  qui revte 
i remplir. Your cela, nous observerons clue si l’on substitue dam 
8. xl’y”. dm , nu licu de XI’,, yN leurs valeurs pr6cddentes; cette 
fonction deviendra de celte forme ? N. sin. 2 e + L. cos. a e , H et L 
dtaiit fonctions dcs angles 0 et 4 ,  ct des constantes a*, b’, c* , f ,  g ,  h; 
en Lgalant cctte exprcvsion A zdro , on aura 

S. x”zN. d m = o j 8. yNeN. d m = 0. 

- L  tang. 2 Q = - H ‘  
Les trois axes d6terminCs au moycn des valeurs prkcddentes 
de 4, 4 et o , satisfont aux trois dyuations , 

S.x”y”.drn=o ; S.x”y”.dm = o  j S.x“zN.dm=o. 
L’dquation clu troisibme degr6 en u, semble indiquer trois syst&mes 
d’axes principaux semblablcs au pr6cddcnt ; mais on doit obscrver 
que u est la tangente de l’angle forme par l’axc des x‘, et par I’in- 
tersection du plan des X I  ct des yl avec celui des XI’ et clcs y”; 
or il est clair que Yon pcut changer le3 uns ilans lee aiitres, Ies 
trois axes des x”, desy” et des zN, puisque lcs trois Cquations prCc6- 
dentes seront toujours satisfaitcs ; l’dquntion en u , doit donc Cga- 
lement &terminer la tangente de I’angle form6 par l’axe des X I  et 
pap l’interscction (Iu plan d a x ’  etaesy’, soit avcc le plan des x!’ et 
des y”, soit avec le plan des x” et des d’, soit cnfin, RVCC le plan 
des y’’ et des z”. Ainsi, le$ trois racines de l’dyualion en u , sont 
rCelles , et elks appartiennen t h un m h c  systc?me d’uxes. 

I1 suit de-lA que gCn6ralemcnt, un  solide n’u qu’un s e d  sys- 
t h e  d’axes qui jouissent de la propridtd Jont il s’agit. Ccs axes ont 
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&t!‘td noinm6v axes principaux de rotation, k cause d’une propriBt6 
qui leur est particulihre , et doiit nous parlerons dane la suite. 

On nornme moment d’inertie d’un corpa relativemciit h un nxe 
quelcoiique la sonime des produits dc chaque mol6culc du corps, 
par le q u a d  de sa distance it cet axe, Ainvi les quaiititch A, B, C, 
son t leu momens d’inertie du solidc que nous venom de conuiddrcr , 
par rapport aux axes des d’, des/’ et des E’’. Nonimons prdsentc- 
,ment C’, le morncnt d’incrtic du nrhne solidc , par rapport Q ~ X O  

des z’j on trouvcra, BU nioyeii des vuleurs de x’ ct dcsf du 11”. 

prdcthlent , 
C’ = A. sin.’ 8 .  sin.“ p + U. sin.‘ 19. cos.’ P + C. cos.” 8. 

Les quantitds .sinb. Obsin.**, sin.’ e.cus:P, et cos.* 0, sont les quarrth 
des cosinus des angles que font lcs des d’, dc,u,y” ct rlcs t” a v w  
l’axe des z‘ ; d’ou il suit en gdnriral quo si l’on multiplic le mo- 
ment d’inertie rclatif A clraqrw axe priiicipd tlc rotation, par le 
quare6 du cosinus de l’angle qu’il fait avcc un axe quclconque, 
la somme de ces trois yroduits sera IC inonient d’inertie du solide, 
relativciiicnt it ce dcmier axe. 

La quaiitit6 C’ cst inoinclre que la plils grando des trois quan- 
titds A, B ,  C; elk est plus grandc que lit plus pctitc dc ces trois 
quantitds ; le plus grmcl et le plus petit moment d’inertie appnr- 
ticnnent donc aux axcs principnux. 

Soicnt X ,  Y, 2, leu coordonndes du centre degravitc! du solide, 
par rapport B I’origine des coordonndcs , que nous fixons au point 
autour duqucl le corps est ausujdti ii toixmer , s’il n’est pas libre; 
x‘- X ,  yf- Y et 2’-2 soront I C s  coordonndes de la mol4cule drlr 
du corps, rclutivcmcnt k son centre de gravit.6 : le iiioinent (I’iiicr- 
tie , rclatif ti un axe parallele B 1’ue des a‘, et passant par le centre 
de gravith , sera donc 

or on a ,  par la naturc dii centre de gravitCt 
S.y‘drn =MY; le morncnt pr6c6dcnt se r6tluit donc ii 

- ~ . ( X ’ + Y ’ ) + S . ( s ” + y ‘ ‘ ) . d m .  
On aura ninsi l a  niomcns d’iinertie clu soliclc, rel~~tivement mix 
~ X C Y  qui pavsent par un point quelconquc j lorsque ces niornens 

s. {(x’-X)~+(y’-Y)9) .dm;  
S.x’dm Z= m X j 
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scront connus par rapport aux axe3 qui passent par le centre de 
gravitk. On voit en mQme temps, que le plug petit de tous les 
momens d’inertie , a lieu par rapport k l’un des trois axes princi- 
paux qui passent par ce centre. 

Supposons que par la nature du corps, les deux momens d’incr- 
tie A et 13 soicnt Cgaux, on aura 

C’= A. sin.’ e+  C. cos.* 4 ; 
en faisant donc 4 Csgal ti l’angle droit, ce qui rend l’itxe des z‘ per- 
pendiculairc it cclui dcs z”, on aura C’ =A. Lcs morncris d’inertie 
relatifs k tous les axes situks dans le plan perpendiculaire i l’axe 
des z”, sont clonc alors dgaux entre eux. Mais il est facile de dasvurer 
que I’m a Clans cc cas, pour le systhnc de l’axc des Z” et do dcux 
axes queioonquee perpendioulairea entre eux et A cet axe, 

Id E C A N I Q U E C fi L E S T E, 

S - X ’ / . ~ ~ = O  ; S.X‘d’.dtn=0 ; S.y‘a”.Jrn=o; 
car en dhignant par X” et y” lcs coordonnbcs d’une moldculc drn , 
du corps , rapporttCes aux clcux axes principaux , priv dms le plan 
per.pendIculaire A l’axc des z”,, et par rapport auxcylels les momens 
d’incrlie sori t suppos&i dgaux , nom aurons 

8. (x“~“  + z”=). d m  = S. (yNB -+ z‘”) . dm ; 
ou siniplcrncnt S, d”’. d rn = S.yNB. drn ; mais en nommant t l’anglo 
que l’ilxe clcs x‘ fail w c c  l’axe des X I ’ ,  on a 

6‘ x”. cos. e +y”. sin.@ ; 
y‘ =yo. cos. t -xN.  sin. e ; 

on a donc 
S. x’y’. d m = S. x”.y”. dm. (cos.’ t - sin.” e] 

+ S. (y”’- x‘”) . dm. sin. e .  cos. * = 0. 

On trouvera semblablcmcnt 8 . x ’ ~ ’ ’ .  d m  = o j S.y’z”dm = o j tous 
les axes perpendiculairee zl celui des 2’’ sont donc alors des axes 
principaux; et dans ce cas, le solide a unc infinite d’axce sem- 
bl ables. 

Si ]’on a bla-foiu, A = B = C j on aura gdndralcrnent C ’ = A  ; 
c’est-A-dim , que tous leu momens d’incrtic du solide, sont Lgaux; 
mais alors on a g6n8ralemcn t , 

S.A’y‘.dm=o 1 S . w ’ z ’ . d m = ~  j S.y‘z‘.drn=o j 
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quelle que soit la position du plaa des E‘ et desy’; cn sorte que tous 
Ies axes sont des axes principaux. C’est le cas de la splihrc : nous 
verrons dans la suite, quo cette propritCt6 convieiit I z  uiie infinit6 
d’autres solidcs dont nous donnerons l’dquntioiz g6ndrde. 

28. Les quantitbp , Q, r ,  que nous ttvons ititroduites dnns lcs 
dcpatioiis ( C) ilu no. 26, oiit ccla de remarquablc , yu’clles d8ter- 
miiient la position de l’nrre reel et instantan6 clc rotation du corps, 
par rapport ;LUX axes principuux. En eKct , on it, relativement aux 
points sitii6s dans l’axc dc rolitioii , d x‘ = o j dy’ = o ; d z’ = o , 
cn diR6rentiant lcs valelire dc XI ,  y’, z‘ du no. nG , et en fuisant 
sin. + = 0, aprbs lcs clini’rentiations , cc qui est perniis , puisquc 
l’on peut Gxcr k volont6, la position dc l’uxe des x‘, sur ic: plan 
des x‘ et des y‘, on uu ra 
dx’=xN. {dS.cos.e.sin.o~c.siii.c} +y”. (~~.cos.B.cos.c-d~.cos.lt}  

dy‘==x‘/. (dq.cos. e. COB. P - de. siu, B .  sin. 9 -d+. c.os. p }  
+y”. { d+. sin.,p--dp.coe.8. sin,p--dO. sin.6. cos.@} +d’d6.cos.B= o ; 
dd= - x”. {do. COS. 0 .  sin. e +dp.siii. 8 .  cos. c p }  

+a“. d4.oin. 0 = o ; 

-yo. {do.cos.o.cos.p--cEo.sin. 6.sin.o}-ara”’de.sin. e. 
Si l’on multiylic la prcmihre de CM &quations, par -sin. j In 
sccondc , par cos. e. cos. p , et la trohihme par -sin. R . cos. 9 j 011 

aurii cn les ajoutant , 
Si ]’on multiplie la premier0 des memes dquations , par COB. 9 ; la 
acconde , par cos. B .  sin. 6 , et la troisibrnc , par -sin. 8. sill. P ; 01.1 

aurR , en les ajoutsnt j 
o =p,y“- r 2‘’. 

Etifin , si l’on multiplie la stcmcle des memes Cquations , par sin. 8 ,  
et la troiaihme , par cos. 8 ; on aura, en lcs njoutant , 

Cette dcrnibre Bquation rdsulto &demment des deux prkct5dentcs ; 
ninsi Ics trois Bqiaations LEX’= 0 ,  dy’= 0, d z’= o , y e  rc‘duisent k 
ccs dcux c5quations qui sont ir une ligiic droite forinant BVCC Ice UC‘S 

~ C S  XI’, Jesy’let des z” des angles dont lcs cosinuv wil t  

0 =pxN-qzf’. 

0 = qy/’ - i XIJ. 

t P 
-I__ 

‘I 
v/p“+ q a +  r* ’ v p + T  ’ vp0-k  q>-~ -  r“ 
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Cette droite est donc en repos , et forme l’axe de l .  de rotatioii du 
corps. 

Pour avoir la vftesse de rotation du corpu ; considbrons le point 
de l’axe des d’, dloign6 de l’origine des coordonndeu, cl’une distance 
Bgale h l’unit6. On aura see vftesses parallklement aux axes des x’, 
clts y‘ et des z’, en faisan t d’ = o , y c 0 ,  z” = 1 , dans les cxpres- 
sions prCc6clen tcs de dx’,  dy‘, da’, e t  en les divisant par d t ,  ce q u i  
’donne pour ces vltesses partielleu, 

M k C A N I Q U E C E L E S T E, 

// 

dd - d.) 
-.cos,e - .sin. 0 ; d-4 -.sin.8 ; 

d t  . d t  d t  

c/ d b a +ti 4 , ain  . p  d 
cE t > la vitisse entihre du point dont il s’agit , est donc _I 

- 
ou Vqg + r*. En divisant cettc vttessc ) par la distaiicc du  point , Er 
l’axe instantarid de rotation, on aura la vftcssc angulaire de rota- 
tion clu corps ; or cette distance est 6vic’lemrnen t Cgale au sinas tie 
I’angle que l’axe d e l  de rotation fait avec l’axe cles z”, anglc doiit le 

tesve angulaire de rotation, 
On voit par-lk , que que1 que eoit b mouvement de rotation 

d’un corps, autour d’un point fixe, OLI considdrd cornnic tel; ce 
mouvement ne peut dtre qu’un mouvement de rotation autour 
ci‘un axe fixe pendant un instant, mais qui p u t  varier d‘un instant 
k I’autre. La position cle cct axe , par rapport 4ux trois axes princi- 
paux , et la. vltessc angdaire dc rotation ddpcnderit des variables 
p ,  Q ) r ,  dont la ddtermination est trks-importante Jails ces re- 
chercbes , et qui exprimant des quantitde indbpendantes de la 
situation clu plan cles jr;’ et desy‘, sont cllcg-mhes indkpendantes 
de cette situation, 

2 9. IXterminons ccs variables, cn hnctions ilv temps t , dam 
le cas ob IC corps n’eet sollicit6 par aucunes forces extdrieures. 
Pour ceJa, reprenons les tyuations (in) du no. 26, entre I C s  varia- 
bles p’, p’, r‘ qui sont nux prdeddentes , dam u n  rapport constant. 
Les diff1rentielles dN, dN‘ et dN”, BoPt ulore nullcs, et ces 

driuations 
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dquations donnent , en Ics ajoutaiit cnstiiiLlc , aprhs les avoir iuril- 
tiplides respectiverilelit par p', q' ct 1" , 

et en integralit 

k Ctant une coiistantc arbitmire. 
Les dquntions (I>) rnii~tiplides rcspcctivemcnt par AU.p ' ,  BC. q' 

et AC. I", ct eiisititc! njoutdcs , donncnt en iiit6gmiit lcur sonimc? 

A B.y" +-I3 C. q " + A  C. r" Z I P  ; 
H 6tnnt uiic constantc arbitraire : cctte dquation renferme le pin- 
cipe tle la conservation des forces vivca. 011 tirera dc ccs deux 
int6grctles , 

o =I''dp'+q'dq'+r'dr'j 

p" + Q" + r'* Et  , 

A C. P- H"+ A .  ( B  - C) ./)" 
C . ( A - B )  

Ha - B C.ka - B .  ( A  - C) ./)Ia 

C . ( A -  B)  

? 
q'* - 

> p - -I_ - 
ninai, 1'011 connottraq' et r' cii fonctions du tcinps t ,  lorsqucp'sera 
ddterniind ; or la preluikre des Gquations 

nartan 1 

A B  . dp' 
d t= ('A - B )  .q' i 

(U) cionne 

i 

L 

i - ABC.dp'  

v t F b  - H'f A .  ( B  - C) .tin} . {Ha- B C. kg- B . ( A  -C) .PI' } 
_ _  - dt= 

Bqrration qui n'est integrable quc dam l'un des trois cas suivans , 
B = : A ,  B=C, A = C .  
La d6tcrniination des trois quantitdv p', q', r' renfcrmc trois ar- 

bitraires W', k*, et colic yu'introduit l'intkgration de 1'6quation 
diifkrentielle pr6c8dente. Mais ces quilntitds ne donnent qu(= la po- 
sition de l'axe instantmi de rotation du corps, sur sa surface ou 
relativement aux trois axes principaux , et sa vltcssc angulairc ctc 
rotation. Pour avoir le mouvement reel du corps au tour du point 
fixe, il hut connohe encorc la position dcu axes principiinx dam 
l'cqiacc j ce qu i  doit introduire trois nouvellev iirbitraircs relit- 
tives h la position primitive de ces axes, et ce qui cxigc trois nou- 
vclles inttSgrales qui ,  jointes aux pr&c&ientes, donnent la sola- 

M~CAN. c h ,  Tome I. I, 
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tion coinplCtcr clu prohlhme. Les Cquations ( C) du .no. 96, ren- 
ferment trois arbitraires N, N‘, N ” ;  inais elles ne sont pas entik- 
rement distinctes des arbitraires H et k. En effet , si I’on ajoute 
ensemble les q u a d s  dcs premiers rnembres des dquations (C) ,  on u 

ce qui donne EO = N” + N’” + N”’. 
Leu constantes N ,  N’, N”, rdpondent aux constantea c ,  c‘, c” <tu 

no. 21 ; et la fonction +.t.‘Jp’”+g’*+r’* cxprime la somme des 
nires dCcrites pendant le temps E, par les projections de chaque 
mol6cule du corps, sur le plan relativement nuquel ccttc eomme 
est urr maximum. N’ et N ”  sont iiuls relativemcnt a ce plan; en 
Cgalant donc b zero, Ieurs vcrlcurs trouvdcs dniis IC xio. 26, on aura 

o ’I= A y .  COY. 0 .  siu. 0 + B r .  COY. 4. COY. e + Cp. sin. 0 ; 

P’ 
VpI’ + q’”+ 1” 

&I ~ C A N I Q U E C R L E S T E ,  

p”+q‘”+ rl’zz NS+N‘’+ N”” ; 

o = Br.  sin. p -dq. COB. I ; 

d’oh l’on tire 

- 3  cos. e = 

- f  
sin. 9. cos. p =  ---. v p‘” + q’’ + r’” 

AU rnoyen de CCY dcptionu, on connottra les valeurs de 8 et de 9, 
en fonctionsdu tempe , relativement au plan fixe yuc iious venons de 
considher. I1 ne s’agit plus clue de connoftre l’angle 9 ,  que l’inter- 
section de ce plan, et de eelui des deux premiers axe8 principaux , 
fait avec l’axe des x‘;  ce qui exige une nouvelle intkgriltion. 

Les valeurs de q et  de r du no. 26 clonnent 
d4.  sin.” 6 = q d t .  sin. 8 .  sin. p + rdt. sin. 6. cos. 9 j 

Coir Yon tire - K .  dt  .(Bq’”+ A I ’ = )  
A B . ( q “ - t  f ’ )  3 d+ = -- 
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on aura donc 

k . d t .  {€fa- Al3 .p ’ ’ )  &.= - _--- 
A B  C . ( k - p ’ ” )  

83 

Si l’on substituc au 1ie11.de dt  , sa valeur trouvbe ci-dessus ; on 
aura la valeur de .C en fonction de p‘; les trois angles 6 ,  p et 3 
seront ainsi determines en fonctions des variclblcs p’, g’, . r’, qui 
eeront elles-m&mes, ddtermindes en fonctions du temps t. On con- 
noitra donc k un instant quelconque , les vdcurs de ces angles par 
rapport au plan des x’ et des y’, que nous venom de considcirer, ct il 
Bera facile , par les formula de la trigononidtrie sphhrique , d’en 
conclureles valeurs des mCmcs angles, relatives A tout autre plan ; 
ce qui introduira deux nouvelles arbitraircv qui rdunies aux 
quatre prCcJdentes, forrneront les s ix  arbitraires que doit renfer- 
mer la solution complbte du probldme qw zious vciioiis de traitcr. 
Mais on voit que la consideration du plan dont nous Tenons de 
parler , sirnplifie ce probl6mc. 

La position des trois axes principaux , Btant supposde connue 
sur la surface du corps ; si l’on connoit it uii instant quclconqire, 
la position de l’axe d e l  de rotation, ii cette surface, et la vftesso 
angulaire de rotation ; on aura h cet instant ) ICS valeurs d e p  , q, r ,  
puisque ccs valeurs cliviutks par la vPtesss angulaire de rotation , 
expriment lee coeinus des angles que l’axe recl dc rotation forme 
avec les trois axes principaux j on aura donc les valeurs de 
p‘, q’, r‘; or cos dernibres valeum mnt proportionnelles aux cosi- 
nus des angles que les trois axes principaux forment avcc le plan 
des o‘ et doe y‘, relativement auquel la sornme doe aims des pro- 
jections dee moldcules du corps, multiplides rcspectivcmcnt par 
ces moldculcs , est un mnximum ; or1 pourra donc alors ddterrniner 
iL tous les instans, l’intorsection de la surface du corps, par co 
plan invariable ; et par conskquent retrouvcr la position de c0 

plan, par les conditions actuelles du mouvement du corps. 
Supposons que le rnouvemcnt de rotation du corps soit dd R uno 

impulsion primitive qui ne passe point par son centre de gravit6. 
I1 rdsulte de ce que nous avons dcSrnontrB dans les nos. so et 13, 
que le centre de gravitd prei~dra le mkme mouvement, quo si cetto 
impulsion lui Btoit immhdiatement appliqudc , et que le corps 

I; a 
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prendra antour de ce centre, le mbme iriouvement de rotation, 
que si ce centre Btoit immobile. La somine des aires ddcrites autour 
de ce point, par le rayon vecteur de chaque rnol6cule projetde sur 
UIL plan fixe, et multipli6cs respectivemcnt par ces mol6cmlea, 
sera proportionnelle au moment (le la force primitive projettk sur 
le nidnie plan ; or ce nioincnt est le plus grand, relativenient au 
plan qui passe par sa dircction et par le centre de gravitd j ce plan 
est donc le plan invariable. Si l’on nommefla distance cle l’impixl- 
sicm primitive, au centre de gravit6 j et Y , la vftesse qu’elle im- 
prime i:i ce point; rn &tan t la niasse du corps , m f v ,  sera le momcn t 
de celte impulsion, et en I C  rnultipliant par f t ,  le produit sera 
&gal A la soiiime des aires cldcrites pendant le temps t ; mtlis cette 

sommc , par cc qui prCc&dc, est a VptS + q” + r” ; on a donc 
t 

/ p  ”-+ q‘“+ ria = 7n.f.v. 
Si l’on coniiolt it l’origine du  rno~ivcnicii t , la position des axe3 
principaux , relativement nu plan invariable , ou leu anglcu 6 et  Q; 

on aura h cette origine lcs valeurs dcp’, q‘ et d7 et par cons6quent, 
cclles dep,  Q , r ;  011 aura donc kun illstarit qtdconciuc, lcs valeurs 
des m&men quantitds, 

Cette tlidorie peut scrvir A expliquer le double mouvement de 
rotation et de rdvolution des planktes , par uric scrlle inipulsioii 
primitive. Supposons en effct , qu’une planhte soit une sphbre ho- 
niogbne d’un rayon X , c t  ~ p ’ d l ~  iournc autour t l u  solcil nvec 
une vttesse angulaire U j  r &ant suppostl: exprimer sa dintauce nu 
solei1 , on aura Y = r Uj de pliis, si I ’ m  conCoit quc la plaiikte se 
nieut en vertiz. d’unc impulsion primitive doill la direction a 
paw6 A la distiincc5j’ de cion centre j il est clair yu’elle tournera 
Kur elle-m8rne , au tour d’iiri  axe perperitlici~laire itu plan invaria- 
ble j en considerant doric cet LLXC , cornme le troisieme axe prin- 
cipal, on aura, 6=0, et par conskqiient (r’=o, r’=:o; onaura 
donc p’= m f v  ou Cp = m  fr V. Maio danu la sphkrc , on a 
C=;TTZ&~ j partant, 

a R“ p 
f - 5 .  T’ -.-; 

cc qui donne In  clitjtancefde la direction de l’impdsion primitive, 
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nu centre de la plantte , qui satisfait au rapport obscrv6 entre la 
vitesse angulaire p dc rotation, et la vitcwe aiigiilairc U de rcivo- 

latiou autourdusoleil. ~~cla~ivemcnthlatcrrc, on a --= 5G6,ntG58; 

In parallaxc c h i  solcil donne - -0,000042665, et par coiisdqucnt , 
;f= &. I(, it fort 1 x 1 1  prh.  
LCS p1arii:tes 11'i.titllt point lionioghes ; 011 peut Ics cousicl4rcr 

ici coinnie h i i t  ibriri6cs dc couclics spIii.riqiics et C O ~ I C C T I  triqiics , 
cl'in4gnles densitds. Soit p l i t  dcnsilG cl'iinc de CCY couclics cloizt IC 
rity()11 cut 3,  p dtant f'oiiction de R; on aura 

P 
U 

R 
1' 

a m  / p . R 4 .  dR c= -. - -- 
3 / p . H ' . t l l i j  

171. &ant l i i  iiiasse cniiilrc dc I n  plniii~tc-, CI lcs int4gmlcs i.~;int priecs 
depuis R = 0, jusqu'h ea valeur ir la surhcc j on iLllr;t ninsi 

Si, coinnic il cst nnturcl (le I C  s u p ~ ) o ~ c r ,  leu cowlic%s les plits voi- 
/ ' p  . R , .  ti8 
J p  . R' . d R  siiies du cciiti*o , sont lcs p 1 ~  dcnscs j IA fonction sern 

mointlrc qiie j la valcur dcf scra thnc iiioiiidrc qitc tlniis IC CitS 

de l'homogdn6i td. 
3 0. Ddtcrminons pr8scnlerncnt Ips oscillations (la corps, dit119 

IC cas oh il tourne k trhs-peu-prbs , outour (It1 troisitho axe princi- 
pal. On pourroit Ics dkluirc tlcs intt'pallcs auxqucllcs nulls so1nIllps 

parvenus duns le 11". prkcddent ; mois il eet plus ~ i m p l e  dc ICR tircr 
directcment (10s dquutions diK6renticlles (-10) d z i  no.  ti. Le cc~1~ys 
n'ktaiit sollicit6 par aucuncs forccs , CC'Y dquations dc:vicrincrlt , c11 

y subvtitumt RU lieu dep', q', P', lours vulcurs C ~ I ,  Aq, ct B r ,  

P 
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troiaibmc axe principal ; p et r sont de trq-petitcs qsantitks dont 
nous nkgligerons les quarrks et leu produits ; cc q u i  tloiine dp = 0, 
et par condquent , p constant. Si dam ICs deux autres dquations , 
011 SUppoBc, 

on aura 
q = M.sin. ( rz t+y)  ; r =M‘.cos.(nt+p) ; 

M et 9 &ant deux constantes arbitraires. La vitcssc angulaire de 
rotation sera Vp~+p* + P , ou simplement p , en ntgligeant lee 
quarrC.s de p et de r ;  ccttc vltcsse sera donc k trbu-peu prks cons- 
tante. Enfin , le sinus dc l’angle form6 par ]’axe rdd de rotation, 

d 9 7  et par le troisikme axe principal, sera 
P 

Si k l’originc du mouvenient , on a q=o, ct r= 0 ,  c’est-&dire, 
si l’axe r6el de rotation coincide A cct instant, avec le troisibme axe 
principal ; on aura M=o , M ‘ =  o j p et r seront donc toujours 
nuls, et l’axe de rotation coinciclera toujours avec le troisibme axe 
principal j d’oh il suit que si le corps commence h tourner ctutour 
d’un des axes principaux , il cpntinuera de tourner uniformdment 
autour du m&me axe. Cette proFriCtC remarquable des axes princi- 
paux , les a fait nommer axes principaua: de rotation : elle leur 
convient exclusivement ; car si l’axc rCcl dc rotation est invariable 
A la surface du corps, on a dp = 0, d p  = o  , d r  =o j lcu valeurs 
prkcedentes de ces yuantitds donnent ainsi , 

(C-B) (4-C) . rq=o ; - .rp=o ; - .pq=o, (B-4 -_- -- 
G A B 

Dans le cas gdndral ou A, B, C sont indgaux, deux des trois 
quantith p ,  4, r oont nulles en vertu de ces dquntions , ce qui 
slippose que l’ilxc rbel de rotation coincide avec l’un des axes prin- 
cip a u x. 

Si deux des trois qunntit6s A, B ,  C sont Pgales, par exemple, 
si I’on a A= B j lcs trois &ymtions prdcddentes sc rdduisent A 
celles-ci , r p  = 0, p q  = o ; et Yon peut y satisfaire, par la suppo- 
eition seule de p &gal it zero. L’axe de rotation est alors dam un 
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plan pcrpendiculairc au t rois iht :  axe principal ; nmis on a vi1 
(no. 27 ) , que tous les nxcs situds daiis cc plan, sont des axes prin- 
cip dux. 

Enfin, si Yon a it-la-ibis A = B  = C, lcs trois Cquations pr6- 
cedentcs seront satiul’aitos quels quc soicnt 11, q , r;  mais alors , 
par le no. a7  , tous leu axcs tlu corps, sont des axes princip,aiix. 

11 suit cIc-lA, que les seuls axes principaux ont la propri6td cl’t?tre 
des invariables de rotntion; lnniv ils n’en jouissent pas toils 
de la meme maniCre. Lc inoiiveinent (IC rotation illito11r dc cclui 
dont le moment d’inertie cst entre leu i~ioincns d’incrtie des dciix 
autrcs axes, peut btre troiibl6 d’une manihrc sensible p r l n  cause 
la pluu 16ghre ; en sorte qu’il ii’y a. point clc stnbilit6 tlniis cc niou- 
~e incn t .  

On nomme dlai stable d ’ u ~  s y s t h c  dc corps, 1.111 Plat tcl que Io 
systeme , lorsqu’il en est infiniment peu dL?rungQ, ne puissc s’eri 
dcarter qu’inhimciit pen,  en faisant tics oscillations con tinuc~ilcs 
autour de cct &at. Coiiccvons , ccln pod,  quc l’axe rhel tlc rot. ci t’ ion 
s’bloibeinfiniment pcu du troisiPmcnxe-principal j dnns ce C R Y ,  I C ~  

constantcs M et M ’  sont infinimeiit pctitcs; ct si 72 est line quiui- 
tit6 reelk,  leu vidlciirs tlc Q ct <le r restcront toujoura infininlent 
petites, ct I’axe reel do rotation, nc fcra jitr~~ais qw dcs cxcnrsioiias 
du m6mc ordre, autour du t r o i s h i c  axe principal. Mais si n dtoit 
imngiiiaire, sin. (n t + p), ct cos. ( 1 2  t + 9) YC chungeroient cn exponen. 
tiellcv ; lcu cspressions de q et de r pourroient donc alors augincii- 
ter ind&finiment, et cesser enfin d ’ h c  infiniiricnl pclitcs ; il n‘y 
auroit clonc point de siabilit6 dans le ~nouvement de rotation 
du corps, autour du troisihmo axe principal. La vitle11r dc n cut 
r6elle, si C cut la plus gmndc ou lit plus pclitc des trois qiiaiititds 
A, 13, C; caralorslcproduit ( C - A ) . ( C - B B )  estpositif; iiiniv 
ce produit est ndgatif , si C est entre A et B ; et duns cc tits, n est 
irnagiiiaire ; ainsi , le mouvcnicnt dc rotatioil t‘s t stable autour des 
deux axes principaux dont les moniens d’inertie sont le plus grnnd 
et IC plus petit j il ne l’eut pnu autour de l’uutrc axe princiy;d. 

Maintenant, pour determiner In position des axes principnux 
dam l’cspace , nous siipposcrons IC troisihlic RXC principal, il f w t  
peu p r b  pcrpcndiculaire nu plan dcs d et des y’ ,  CII sortc qiic 6 
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soit une quail tit4 trks-petite cloiit nous nhgligeronu le qusrrk, Noiis 
aurons par le no. 26, 

ce qui donne en inidgrant, 
dp--rE4 =pcEt;. 

.1= 0 - - p t - s ,  
e Ctant une constante arbiirairc. Si I’on fait ciisuilc, 

sin.B.sin.~=s 3 sin.d.cos.e=u ; 

lea valeurs de Q et dc r du no. 26,  donneront, en Blirninant d 4 ,  
d S  d 1L 
d t  
- -pu=r  ; d t + p 8 = - 4  ; 

ct enint&grant, 
A. Ji 

CIJ 
s z 6. sin. c‘r, E + A)---. ein. (rat+ 9) ; 

B M’ 
C P  

rb = e. cos. ( p  E+ A>- -. cos, (n t+ 71 ; 

6 et A &ant clcux notivelles arbitraircs : le problhe  est ainsi corn- 
plktcrncpt rdsolu , puisque les valeurs dc s et de u donnent les 
angles Bet 0 en fonction du temps, et  que$estd&terminben foriction 
de Q ct de t .  Si C cut n u l ,  le plan cIcs x’ ct dcs y’, ilcvicnt le plan 
invariable auyuel now avens rapport6 dans le no. precedent, les 
angles 0 ,  v ct 4, 

3 1 .  Si le solide est librc ; I’analyse des no’. pr8ddene donneru 
6on mouvement autour de son centre de gravild : si le solirle est 
forc6.dc ae mouvoir autour cl’un point fixe, clle €era corinoltre 
son mouvement autour de cc point. I1 nous rmtc it considtlrerle 

‘mouvement d’un solide assujdti k sc mouvpir auiour cl’un axc fixe. 
Concevonti que X I  soit cet axe que now siiiposcrons Iiorizonia): 

clans ce cas, la ilernikre des 6quations ( B )  du no. 05, euffira pour 
dkterminer le mouvement d u  corps. Supposons de plus que l’axe 
des y‘ soit horizontal, ct rlu’ainui l’axc deti z /  yoit verticul ct dirig6 
vers le centre do In terre j suppeons enfin que le plan qui pasyo 
parlcs axes des y‘ et des z’, passe par le ccn trc de gravitb du corps, 
et imaginons un axe pmsant convtammcnt par ce centre et par 
l’origine des coordonndcs. Soit 6 I’anglc qne cc aouvel axe fuit avcc 

celui 
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celni dcs z’; si 1’011 nommc y” ct z” lcs coordonnCcs rapportdes ti ce 
nouvel CLXC , 011 aura 

J’oiA’oii tire, 
~ ’ = Y ~ ’ . C O Y .  d+z”.sin. e ; - -! -_ -  - t” . cos. 4 -ym. sin. 8 ; 

dd . tEm = - - s. rim. (y‘I2 + . C N S ) .  ) rjt 

s, (y’dz’.-z’dy‘ 
rl t 

S. din. (y”s+~’ta) est IC ~tioiricnt d’incrtic Ju corps rclutivemciit h 
l’axe ctcu x’ : soit C cc moment. La cicrriibri: des dymtions (23 ) du 
no. 95, doniiera 

-c.-=-. 
Supposous q\ic le corps ne soit sollicitc! cluc par l’action Je la pcsij11- 
tcur ; lcs valcurs dc P et de @ i h  11’. 2 5 ,  9~1’011 t nullcs , ct R sera 
constant, cc qui donno 

(EN!‘ - = S. By‘. dnt = 3. COY. 8 .l.y’’. d m  -+ I< .  sin. 8 ./: z”. dm. 
dt 

L’axc des XI’ passant par le centre dc gravitd du corps, on H. 

8.y”. d i i ~ =  0;  de plus, si I’ori rioniriic h Iu tlistatice du ccntrc rte 
grrrvit6 d n  corps, ii l’ilxc de s’; 011 aura S.e”.drn=mlt, m Btarit 
la masse entibro du corps ; on aura donc 

ad8 d N N  
dtn (Et 

dN“ - = nt h.  R. sin, 0 , 
dt 

et par consdquent , 
d d %  -m.h.R.a in .  8 
dP C -----E 

Coiisirldrons prdsenlcn~ciit , nn second corps dollt torites les partio 
cloient rduniee dam an seul point dloignd c k  lit tlistancc I ,  dc 1hx0 
des X‘ j 011 aura, rcla\ivcmeiit h ce corps, C=rn’P, m‘ Otmt su 
masse; de plus, h sera Cgnl Q Z j partant 

dd4 - R  , - = -. e. dr* I * 
Ces clcux corps auront donc cxactcrncrit le m6me niouvement 
il’oscillation , si lcur vitcvsc initiale angulairc , lorsyue Icurs ten- 
tres de gruvit6 sorit duns la vcriiccilc , est In. nieiiic~, ct si 1’011 it 

I = -. Le second corps rlont ~ious venons de parler, est le pendule 
c 

rnh 
M~CAN. c k ~ .  Tome I. 111 
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airnple dont on a consid6r4 les oscillations dans le n?. I 1 ; on peut 
donc toujours assigner, parcetteformule , lulongueur I ,  du pendule 
simple dont les oscillations sont isochrones celles du solide que 
nous considdrons ici , et qui forme un pcndulc compos& C’eat ainsi 
que I’on a ddtermink la longueur du pendule eirnple qui bat les 
secondes par des observations faites sui: les pendulcs compos&. 
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C H A P I T R E  V I I I ’ .  

Du mouvarnent des Juides. 

32. NOUS fwons dCpcndrc 1cs Ioix du mouvcmcnt des fluidcs , 
de celles de leur Cquilibre; de I n h e  quc, clans IC Chal’itre V, 
nous avons dCduit les loix du mouvenicnt d’un systeriie de corps, 
de celles de I’Cquilibre clc cc systcme. Rcprcnons donc l’dquation 
gtndrale do 1’6quilibre d a  ‘fluides, rlonndc clans lo no. 1 7 ,  

S p  = p. { P. 8% + Q. 6 y + R. Jz 1 ; 
la caractCristique P no sc rapportan t qu’aux coordonndcs x , y , E 
de la mol6culc, et ii’dtant point relative au temps t. ~orsqus IC 
fluide est en niouvemcnt , les forccs en vcrtu clcsqiielles scs moa 
,l8cules seroient en Bquilibre, sont par le no. 18, en supposant Jt 
coiis tan 1. 

il f m t  donc snbstituer ces forces*, au-lbu de P, Q, R, dans 1’6qtla- 
iion prdckdente de I’Cquilibre. En ddsignant par PP’; la variatioir 
P. EX + Q. Jy + R. Pz , que nous suppoeerons cxacte j 011 aura 

P 
cetle dqiiation dquivaut B trois dquations distinctes; puisque leg 
variations a x ,  ~ y ,  JS dtant inddpcndantcs , on p u t  6gaJer sbpa- 
r4mcnt k xdro , lews coeficicns. 

lies coordonndee j9yS s sont fonctions des coordonndcs pri- 
niit ives et clu tenips t ; soient a ,  b , c ,  ces coordoundes primitives, 
011 aura 



92 M B C A N  I Q U E  C E L E S T E ,  
En substituant ces valeurs dans l’dquation (P) , on pourra dgaler 
sdpardment A zdro, les coefliciens de sa,  d’b, 6c; ce qui donnera trois 
equations A cliffdrenccs par t ie~~cs entre les troi’s coordonndes x ,  y, z 
de la molL.cizlc, ses coordonndes primitives a, b, c ,  et le temps t. 

II noug rest; ii remplir ICS conditions de la continuit6 du fluide. 
Pour cela , considbrons a l’origine du mouvement , un parall6lipi- 
pkde lluidc rectangle dont les trois clirnensions soieiit d a ,  db, dr. 
En cldsignant par ( p )  Ja densitd primitive de cette nioldculc; sa 
masse sera ( p )  . d a. cl6. d c. Nommons (A) ce parallklipipktle : il est 
aisd de voir qu’aprAs le temps t , il se cliaiigera clans ul11 paralldlipi- 
pkde obliquangle ; car toutes lcs molhules situdes pririiitivemcnt 
sur unc face quelconyuc du parall6lipipklc (A), scront cncore 
dans uh m h c  plan, d m  nioiiis cii ridgligcant les infiniment petits 
du second ordre : toutee les mol6eulee situdes sur leu arrbtes pa- 
rallkles de (A), YC trouvcront sur de petites droitcs 6galcs et pa- 
rallklcs entrc elks. Nommons (23) , ce nouveau paralldlipipidc , ct  
concevons que par les extr4niiti.s de l’arrkte forni4e par les mold- 
cinlcs qui ,  dans le paralldipipbde (A) , composoient l’arrbtc d c  , 
on i n h c  deux plaris parallklcu k celui clcs x et dcs y .  Eli prolon- 
gean t les arrktes de (231, jiisqu’H la rencontre de CCB deux plans ; on 
aura un nollveau paral1dlipipi:de ( C )  , compris entre eux et dgal h 
(13); car il est clair qu’nutant l’un des deux plans rctraiichc d11 

paItlllClipip&dc (B), aulan t l’nutre lui ajoute. JJC paralldipip&dc (C) 
aura ses deux bases paraI1Cles nu plan des x et des y : sa hauteur 
comprise entrc scs haws, sera 6videmment Bgale ii la diffbrcnce - 

dz  
de z, prise en n’y faisant varier que c;  ce qui donne ( z ) . c ~ c ,  pour 

. .  
cctte hauteur. 

On aura sa llase, en observant qiz’elle S;st Cgale h la section 
cle ( U ) ,  par un plan pardl&le k celui des x et desy; nommons (t) 
ccttc sc‘ciion. Par ritpport nux moldcules dont cllc scru Lormke , la 
vnlcur de ,z sera la t r i h e  , ct 1’011 aura 

Soicnt Sp et Sg deux ~ 6 t h  contigi~s de IR scction ($1, clont IC 
premier yoit formi. par des m o l ~ c u l c ~  de la face d b . d c  dix paral- 
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ldlipipkde (A), et dont le second soit form6 par tlcs inoldculcs tie 
sa face da .dc .  Si par Ics extrdmit6s clu cdtd Sp , on iiiingihe deux 
droites parallbles & I’axc des x ,  ct qiic l’on prolongr li: cdtt‘: clu 
pnrall6lograiunie ( e ) ,  parallblc h J p  , jusqu’ii la. reiicontrc de CCY 

di*oites ; ellev inlcrccpteront entre cllev , 1111 u o i i ~ c ~ ~ u  ‘puraIi6Io- 
gl*itmInc (A) 4gal it (0, ct doI1t la base S C ~  p ~ ~ ~ I l i . l c  11 l ’ i t ~ ~  d~ X.  

LC cGt6 J p  t fornib pilr cles moldculca C ~ C  la face d b ,  t l  c , relilI i- 
venient aiixqucllcs la vnlciir d~ z cut l i l  m b c  ; il cst ais6 dc voir 
que la hauteur clu pi\.i~iilli.lodraintnc (A) c*st la dill’6rciic~c t l c  3’ , (’11 

supposalit a, z e l  t corivtans, ce qui tlonric 

Soi t pour abrdgcr , 
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on aura 
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6 , d n  
cix = (2) (:)-(:)a (2) 

c’est l’expression de In Lasc dii parall&logramme ( A ) ;  lasutfacc de CC 

parallklogrirnme sera ctonc . Cette quantite exprime encoro 
C . d a . d b  

on aura 6. tl a.  d b. t l  cpoiir IC volrirrie des paralldlipipbdes (C) et (B) .  
Soit p la densit6 clu ~~ardldipip&le (A) aprks le temps t j on aura 
p 6. d a. d b.  d c pour ea masse j en 1’4gnlaii t 11 ~ i i  iiiiissc priiiiith e 
(‘p).da.db.dc, on aura 

PC==(PI  i (G) 
pour I’dytiation relative IL la con tinuitti tlu lluide. 

33. On peut donner aux Bquations (3‘) ct ( G ) ,  unc aalrc l i )~ -a io  
d’uri usagc plus cornrriotle clans quelqucs circonslaiiceu. Soient u, v 
et Y, les vPtesses d’une mol8~ule fluide, parullblcment aux axes 

des x ,  des y et des z j on aura 

(+u ; (i)=. j (+-. 
-I)iKth-cii h i s  ces Bquations, en rcgarclant IL , .I, et v ,  coniiric folic- 

lions des coorclonndcs x ,  y, z dc la mol~culc  , et du t e m p  t ; 
UOUY aurons 
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Pour avoir 1’Cquation relativc ir la contiiiuitb du fluide; concevoiiu 
que dam la valcur de C, du no. pr6c8dent, a ,  I ,  c ,  soient d g ~ x  
.r, y, z, et que x ,  y ,  z soient Bgaux k x + u  d t ,  y + u d t ,  z t v d t ,  

ce qui revient it prcndrc lcs coordonnCes primitives a, b ,  c ,  iiili- 
nimcnt pres de x , y ,  z j on aura 

. 
l’dquation ( G )  devient , 

Si l’on consiclkre p comme i‘oiic.\ioii clc x 93’9 z ct llc t ; OII t i  

C ’ C S ~  1’i:quation relativc ii la continuit6 clu flriidc, et il csl ais(: tlc 
voir qu’ellc est la diEdrentielle de l’dquation (G) du nP, prdcddent, 
prise par rapport air temps t. 

L’dyuation (21) est  suuccptiblc d‘inIi.gration , dans tin cas 1i)l.t 
&en& , savoir , lorsque u fm+ v b y  + v  6z cut uiie variation exacte 
clc x,  y ,  z ,  p citnnt d’ td lc~ru  unc fonction quclconqiic tic. l i t  t11ys- 

sion p ,  Soit alors $9 cctte variation j l ’&lidoii  (ti) t io l l l l c  
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L’dquation (K) relative h la. continuit6 c h i  fluide , devieiit 

hI E C A N I Q U E C 1:: Ti T;: S T 15, 

+ p * {  (:$)+(%)+r$))i 
ainsi , l’on a relativcment nux fluides Iiomogkncs , 

o =  (g)+(T)+fg$ tld? 

On peiit ohservcr quc la fonctiori z~.d’x+v.by+v.cPz cut unc 
vnrintion cxactc dc x , y , z k tous les instans, si elk l’est k un seul 
ins tan t. Supposons , en cffe t , qu’A un insian t quelconciuc , cllc soi t 
&gale Q 6 Q j dans l’instant euivant , ellc sera 

cllc sera donc encore, i ce nouvcl inslant, uiic variation cxactc, 

iaicr inidant; or l’dquation ( H )  donne B cct instant, 

I C  premier niembre do cette bquation est par consdqiieYit, U I I C  va- 
i,intioii exactc on x, y , z ; itiilsi ILL fonction u . b x + u .  ~ y + v .  6m; 
est uue variation cxacte duns I’instnnt suivant , si clle l’est clans l t l ~  

jristant ; clle est donc alors unc variation cxactc ic t o i ~ s  les i1mtrUi.q. 

Lomytie IPS moiivcmens sont tds-petits ; on peut r)i~~liger Iw 
quarrks ct les protluitu de u, Y ct v j 1’Cquation (M) dcvicnt a l o r ~  

ainvi, dans cc cas,  u.d’x+v.Jy+v.Jz cst uiic va~iatioii c x ~ c i c ,  
rJi cornrnc nous IC supposons , p  est fonctioii de p j e11 noiiiinaiit doric: 

et si IC guide cst Iiomogiwe , l’dyuatioii tlc continuiti: deviciidra 

Cerl 
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Ces deux Bquations renferinent toute la theorio des ondulutions 
trbs-petites des fluides homogkneg. 

3 4. Considdrons une masse fluide liomogbne doudc d’un mou- 
vcmeiit uniforrne do rotation nutour de l’axe des x,. Soit n la 
vitesse angulaire de rotation, A une distance de l’axe quc nous 
prendrons pour unit6 dc distance ; on aura v = - n c ;  v=ny i 
Yequation ( U )  d u  no. prtcddcnt , deviendra ainsi, 

- *P = SV+?& ’ .  {y6y$zlTz) ; 
P 

bqnation possible, piiisqiic scs deux membrcs sont des diffdrenccs 
cxactes, L’6quation (K) clu ,n&mc no. cleviendra 

o = d t . ( 2 )  dc +u.dt.( dr 2 )  + v . d r . ( 3 ) + v . d t . ( ; ) ;  dY 

et il est visible que cotto Bquation e& satisfuite , si ]a masse illrida 
est homogkne. Lcs Cquatioils du inouvemcnt des fluides sont donc 
alorv mtisfaites , et par consCqucnt , ce moavcruent est possible. 

La force centrifnge iZ I n  distnnce c/y’+d de I’axe de rotation , 
est &gale nu quarrh no. (y’+ z “ )  de la vitcssc: , divist! par cctlc dis- 
tance j la fonction n‘. (7 Py+ z 62) est donc le produit de la force 
centrifuge, par l’ddment do sa direction; aiiisi , en cornparant 
1’8quation prbcbciente du rnouvernont du fluidc , avec l’dquiitioii 
gdndrale de 1’Cquilibre dcs fluidcs , ctonudc clans IC no. 17 ; on voit 
que les conditione du mouvement dont il s’agit , se rdcliiisunt ir 
cclles de l’dquilibrc d’izne masse fliiide , sollicitde par Icu 11161nrs 
forces, et par la force centrifuie due au mouvement de rotation i 
~e qui cst visible d’ailleurs, 

Si la surface exttkictzre c k  la niassc fluide es$, libre, on aura 
8p =o , ii cctte surface , et par consCquent , 

o = 6 Y+ n’ . (y 6y + z 6 z) ; 
d’oh il suit quc la rdsultanto de toutcs leu forces qui animent chaquc 
niol6cule de la surl’acc extdrieure, doit &re perpmdiculair~ li cetto 
surface; ellc doit &re de plus, rlirigdc vers 1’inti:ricrir de la Inmc 
h i d e .  Ces conditions &ant remplies ; unc nlasse fluide hornogho 
Qcra cn dquilibre , en supposant mCmc qu’cllo recwvre un solitlc 
de figurc qiielconque. 

M~CAN. CJ’CI,. Tome I. N 
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Le cas que nous venons d’examiner, est un de ceux dans leg- 

quels la variation u . f x + v . J y + v . 6 z  n’est pas exacte; car alms 
cette variation devient - n. (z  Jy --yd‘z) ; ainsi dans la tlidorie 
du flux et du reflux de la mer, on ne peut pas supposer que la 
variation dont il s’agit , est exacte ; puisqu’elle ne Pest pas dans le 
cas ts&s-simple , ou la mer n’auroit d’autre mouvement que celui de 
rotation qui lui est commun avec la terre. 

35. Jldtcrminons maintenant, leu oscillations cl’unc masse fluidc 
recouvrant un sphbroiide clou6 d’un mouvernent de rotation nt,  
uutour de l’axe des x ;  et supposonu-la trbpcuc26rang6e de 1’Ctat 
d’kquilibre , par l’action de forces trbs-peti tes. Soit A l’origine du 
mouvemci~t, r la distilllcc d’une molhde  fluide , au ccntrc de 
gravitk du spht5roide qu’elle rccmvrc , et que nous supposerons 
immobile; soit 8 I’anglc que IC rayon r forme avcc l’axe des x , 
et m l’angle que IC plan qui passe par l’axe des x et par ce rayon , 
forme avec le plan des x et (leu y. Supposons qu’aprhs IC tcrrips t ,  
IC rayon r se change dam r + a8, qrle I’nngle 8 so change cluns 
B + a z t ,  et que I’angle ro se change Jans n t + w - t a u ;  U S ,  U U ,  et U Y  

ktant de trku-petites quantitds dont nouu riBgligcrons Ics quarrds 
et les prohi t s  ; on aura 

0 

x = ( f + U S ) . C O S . ( ~ + U U )  ; 

y = (r+a 8 ) .  riiii. ( e +  ct u). COS. ( n  t t a t Y )  ; 
z == ( r+  ct s). sin. (0  + u u ) .  sin. ( n t  + W +  av).  

Si l’on siibstitue ces valeurs, danu l’dqiiation (3‘) du no. 32 ,  on 
aura, en nbgligeant IC quarr6 de a ,  

n” J P  -- .6. { ( r f  cis). sin.(Q + au) } ’+ &V---, 

A la sixrhce cxlkrieurc du fluide , on LI Jp=o; on Q de plus, dans 
I’cilat d’6yuilibre, 

a P 

nn 
a 

o = - 6. { ( r +  as). sin. (‘0 + c1 IL)} * + ($7) ; 
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( b y )  Qtant la valeur de d'V qui convient ii cet &at. Supposons 
cine le fluide dont il s'agit, soit la mcr ; la.,variation ( $7) scra le 
produit de la pesanteur multiplide par l'fslbinent de sa direction. 
Noinrnons g la pesanteiir , et uy l'tiltlvation d)unc rnol6culc d'can 
CIC sil surface, au-dcssus c ~ b  sa surface d9&uilibre, surface quo 
nous rcgarderons conime le vtiritnblc nivcau de la  mer. La varia- 
tion (6 V) crohra par cette Bltivation 
de la qunntitci - a g .  ~y ; parce que Io pesanteur cst ir fort peu pres 
clirigt'~! t1:iris I C  y c t i u  des &,y et vcrs Icur origine. En di.sigiimt w- 
suite par a b Y ' ,  la  partie de fYrelat ivc nux iiouvclles forces qui 
duns l'etat dc niouvenicnt , sollicitent In niol6ciilc, et  qui d6pctl- 
dent soit rlcs cliungc~~iens qii't+roii~eiit pitr cct c'tat , lcs attroc- 
lions du spli4roYde et clu fluide , soit des attractions ttranghres i 011 

aura ii la surfwc, 

dans l'dtnt do mouvcnient 

r 7 =  ( 6 ? ~ - ( L @ y + L . C I Y f .  

La variation -.6. { (r+as).siri.(e+au) 3' croit de I n  qunntitC 

u I&'. b-y. r.sin.' 4, ciz vertn tlc la linutcuy dc la moldcule cl'cmi, 
au-deusus du niveau de la nicr; mais cettc quuntitk pcut &tre nC- 
g1igC.c rclativcmcnt nu tcriiic - ago 6.y parte que lo rapport 
nn.r - dc la forcc cciitriruge h l'i.qixktciir, k la pcsanteur, cst une 
8' 

trbs-petitc fraction i.gnle it &. Enfin, le rayon F est k fbrt pt'u p r h  
constant h la s u r k m  dc la incc , parcc qu'ellc diffbrc trits- pcw &una 
surfuce sphdrique; on pout donc y suppuscr b r  iiullc. L'dquo- 
tioil ( L )  ilcviciit aiiisi, it la surface <IC la mer, 

n' 
a 

0 

=- g . J y + S Y f  j 
leu variations Sy et d ' y l  dtant rclativcs aux deux variables 8 et v. 

Coriuicldrons prhsentement l'dqiiation relative k la continuit6 
du Iluicic. Pour cela, concevons A I'origino du mouvcrnent un 
pnrnll~lipip8de rectangle dont la liauteur soit d r , dont la largeur 
soit rda.sin.8, et doiit lit longueur soit rd 8 .  Nornmons r', 8' ct w' 

N 2  
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ce que deviennent r, 4 et 'o , aprbs le temps t. En auivant le raison- 
nemeiit du no. 32, on trcuvera qu'aprh cc temps, Ik volume de la 
moldcule fluide est &gal k un paralldlipipkde rcctangle dont la hau- 

teur est ( g ) . d r ;  dont la Iargeur est 

en Gliminant d r , au moyen dc 1'6yuation 

en 6liminant il r et clm , au moycn des 6qii'lations 

En supposant donc 

e= (g). (g) . rg) - (g) . (2). (%I + (s). r:). rg) 
-r&) (5). r&) + (%). (LS). (2)- (Z) . r;). r;)j 

levolumeclelamol~culeapr~sletemps t,sera, 6'. r".sin.O.clr.dB.clm; 
ainsi en nomrnant (p) ,la clensiti: primitive de cette molGcule , et p 
sa densit6 correspondante iL t ;  on aura, en &galant l'cxpression 
primitive de sa masse, Q son expression aprks le temps t , 

p. C'r'* . sin. 8' = (p). r'. sin. 8 j 

c'est 1'Cquation de la continuit8 du fluide. Dam le cas prbeen t , 
r'=r+as j !Y=B+au ; *=nt+ .p+av  ; 

on aura ainvi en negligeant les quantites de l'ordre a', 

Supposons qu'aprbs le temps t ,  la demit6 primitive (p) du fluitIe 
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sc change en ( p )  -+ u p’ ; l’t5quation pr6cbdcnte relative it la couti- 
iiuitd du fluide, dorinerti 

,?6. Appliquons ces rCsultatv aux oscillations de I R  nier. Sa 
xnassc dtant liornogthe, on a p’= 0, et par consLrqucnt , 

11 *cos. 4 
o = (%:) + rs. { (2) + (;:) + 7- s111. e 1. 

Supposons, conformhment i ce qui paroft avoir lieu dam la naturc , 
la profondcur de lii mer trh-petite rcliitivciiieiit au rayon r dn 
splidro’ide tcrrcutrc ; rcprCsentons-In par y , y &aut uiie ibncticm 
Irks-petite dc 8 et de m ,  qui cliynid t k  lit h i  de rcttc profondcnr. 
Si l’on intcgre 1’8quation pr&&dente, par rapport ii r, dcpuis la ~ 1 1 1 ~ -  

facc du solidc quc 1 ; ~  mcr recouvrc , jusqu’h la surface dc la ~ n c r  ; 
on wit  que lo viilcur de 9 sera dgde k une foiictioii dc 0 ,  a e l  t , 
inddpendnnte de r ,  plus it une trbs-pctitc fonction qui sera p;ir 
rapport i~ u et ii Y , du m&mc ordre dc yelitcvsc, qrie la follc- 

tion +; or il. la surfucc du solidc qiic la mer recouvre, Iorsq~ic: 

Ics angles 8 et se cliangcnt d a m  OSdu, et n t + a + a v ,  il eat 
ais6 de voir que la distance d’une moldcule d’cau , contiguij A cettc 
surfiice, au centre (IC grnvitb t l E  IR term ne varic que t17uric qUa11- 

tit6 trAs-petitc par rapport A ail et av et  du m&nic orclre que ICs 
produitu de ccs quiilllitds par l’exccntricit6 du splithide recou- 
vert par la mer : la fonction indCpendantc de r qui entre (Inns yex- 
pression de 8,  est doric trbs-petitc du r n h c  ordrc; ninsi 1’0~1 ~ C U  t 
n6gliger gdni.ralement s, vis-&-vis de u et de v. L’dquation C I U  
mouvement de la mer $1 sa surface, donnCe dam le no.  35, devieiit 
par-lh , 

Y 

l’dquation ( L )  du mdme no. rclutivo ii un point quelcoiiqiic de 
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I’intbrieur de la masse du fluide , donne dans l’ktat cl’Pquilibre , 

J 
. ($PI - - n’ 

2 P 
0=- .a. { (r+ crs). sin. (6 + cru)} ’+ 

($7) et (d’p) &ant les valeurs de $ Y e t  de  d’p, qui clans 1’6tat 
d’dquilibre , convicnnent aux quantitds r+ccs, 8 + u u  , e l  a 4- cr Y ,  

Supposons que daiis l’Ctat de mouvernent , on ait 
S Y =  (W;, +a. 6 Y r  ; J p  = (Sp)  + a .  Jp’ ; 

1’Cquation ( L )  donnera 

) 7- ’*(Y’-$) 1 =(%I-- snr.sin.ao. (:;) - 
~ ’ t q u a t i o n  (A?) iious montrc que n. (E) cst ~ l u  mhme orjlrt 

que y 011 s, ct par consdquent de I 7 o d ~ c  -; la valwr du pre- 

inier memhre de cctte t‘quation , est donc da mcme ortlre ; ainsi , 
en m~dtipliaiit cettc valeur , par d r ,  et  en l’int6grant depuis 14 

aurface du sphdroi’de que la mer recouvre , jusqu’k la surface do 

la mer; on aura V‘- - dgal B unc function trbs-petite, de l’ordro 

- , plris R tine fonction de 8 ,  m et t ,  indkpendante de r ,  et quo 

nous ddsigncrons par A ; en n’ayant donc kgarcl clans l’kquation (A) 
du no. 3 5 ,  qu’aux deux variables 8 e t  a, ello se changera daiis 
J’kltiation (M) , avcc la sculc tlifl’brcncc yuc le ~ccontl lrlembre 
se changcra duns $ A .  Mais A titant independant de la profoiideur 
k laquellc fie trouve la moldcule cll’cau que nous conuirldrons ; si 
Yon suppose cct te moldcule tr6s-voiuine dc la surfitcc:, 1’6yuation (A) 
cloit 6videmment coincider livec l’&~rmtion (M); on 4 clonc; 
f ~ - - . 6 Y ~ - - g . d ‘ y ,  et par consthlucnt, 

rl r 

7 u  
r 

P’ 
P 

7 s  
r 

la vnlcur tlc SY-‘ dans le fiecord memhre de cetto dqiiation, dtnnt 
relativc i t  la surfiLcc (le la r r w .  Nous vcrrons daris 1tt thdoric du 
flux ct du rc:flux de la mer, quc cette valcur est h tri.s-pcu p r h  
la mihie, pour toutcs lee molecules situdes sur le m$me rayon 
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terrestre, dspuis la surface du solide que la mer rccouvre , jusqu’h 
la surface de la mer; on a donc relativemcnt h toutes ccs mol& 

inddpendante dc e ,  w et r ; or A la sttrfacc dn nivcnu de la mer, 
la vuleur dc apt est hgale it la prcwion dc la petite colonile d’cnu ay, 
qui s’dlkvt! au-clessus de cctte surface, ct cetlc prcssioiz cst i.galc. 
it a p .gy ; on a doric , ditus tout l’ii:tt‘xieur dc la niasse fluide , dcpuis 
Iii surfilce du splikiide que la mer recouvrc , jusqdl~  la su&ce 
du niveau de la mer, p t  = pgy ; aiiisi un point quelcoiquc dc 
Ia surface ~ l u  s+t~;iic~c recouvert par la mer, est plus press6 que 
dans l’btat d’hquilibrc , dc tout le poicls de In petite coloniie (I‘cRu, 
comprise entro la surfaco do la mer ct la stirfacc clu iiivcuu. Cet 
excbs dc prcssioii rlevicwt 11c:gatiT (I;LIIS Ics points ou la surfucc tlc 
I n  mer s’abaisse air-deasous de la surluoc du niveau. 

11 suit de ce que iious vmoiiY dc voir, quc si 1’011 n’a f g n d  
~IX’UIXX variations dc e et de w j 1’Lqudon (1,) sc cliniige clans 
l’dquation ( M )  , po~ir toutes lcs mol6cules intkrieuree de la masse 
Iluide. Les vuleurs de u ct tlc v rclativcs it  ioutes lcu niolCculcu 
de la iner , situi‘cs sur IC mbmc myon terrestre, sont donc dtltermi-. 
116~s par leu memcs tlqtiations diffirrentiellcs j ainsi, cn supposwit, 
cornme nous lc ferons dans la tlidoric ciu flux et du reflux de la 

mer , qu’it l’origino du mouvcmcnt, les valcurs de tl , (2) , V ,  (g) 
ont 6t6 les mdmerr pour toutes les molt!cules situdcs sur le mfiine 
rayon ; ces rnoldciiles rcvtcrorit encow sur le nr&me rayon, cliirant 
leu oscill&ns du fluide. L c e  valeurn de r, u et Y pruvent donc 
htrc supposCes les nic?mcs ii IrCs-pcn prPs , sur lit pctitc pnriie t l u  
rayon tcrrculre , conlprisc entre IC soliclc que la mer reco~ivre 
et la surface de la mer j ainsi en intdgrant par rapport iZ r , 
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par la mer. La fonction r9s--(r“s) est &gale A trks-peu pres ir 
r’. { s - (s)} + 2 r p  (8) , (8) &ant ce que cievient s , i la surface du 
sphdroide j on peut nBgliger le terme 3 r p .  ( 8 )  , vu la petitesse de 
7 et de ( 8 )  ; on aura ainsi , 

r’,q-(r’s) = r * . [ s - ( s ) ] .  
Maintenant, la profondeur de la mer, correspondantc aux angles 
B+au, et n t + a + a v ,  est >+e. { S - ( S ) }  : si l’on fixe l’origino 
des angles 4 ct nt+a , A iin point et i u n  mkridien fixes sur  la 
surface de la terre , ce qui est pcrrnis , comme on le wrra hientbt j 

cettc m h e  profondeur scra 7 + e U .  (g) y .  (2 j Flus l’dlhva- 

tion ay de la mol6cule fluide de la surface de la mer au-dessus 
de sa surfax de iiivcau j on aura d u m  

L’dquation relative A la continuit6 du fluidc, deviendra par cons& 

On pcut observer que danq cette kyuation, les angles 8 ct n t+a  
sont comptds relativement it un point et h un rndriclicn fixes sur la 
terre , et que dam I’kquation (N), cas memes angles sont comptCIs 
relativernent A l’axe des x ,  et it un plan qui, passant par cct axe, 
auroit autour de h i ,  un mouvcmerit de rotation , &gal h n ;  or cet 
axe et cc plan nc sont pas fixcs il la surface tie 13 tcrre, parcc qus 
l’attraction et la pression du fluide qui la recouvre, doivent alt6rcr 
Tin peu leur position sur ccttc surface, ainsi qve IC mouvernent de 
rotation du eph8roYde. Mais il est ais6 de voir que ces a1 t6rations 
sont aux valeurs (1s u u et da uv , dans le rapport dc la masse de la 
mer,  A celle Ju sylidroi‘de terrestre j ainsi , pour rapportcr les 
angles 4 et n L + w ,  k un point et i un m6ridicn irivnriables h la 
aurface dc ce spli6roidc, dam lcs dcux kquations ( M )  et (N) ; il 

7 v  +Pv sumt d’altdrer u et Y, de quantiths de l’ordre - ct - , quantitds 
T r 

que nous nous sommcs pcrmis rlc nkgliger; on peut donc SUP- 

poscr clans ces Bquationa, que et a v  sont les mouyemens du 
fluirle, cn latitude et en longitude, 

011 
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On peut observer encore que le centre de gravite du sphCroide 

&ant suppos6 immobile , il faut transporter en sens contraim, aim 
moltScules ff uides les forces dont il est animk par la rkaction de la 
mer ; mais le centre cornmun de gravit6 du sphCroYde et de la mer, 
ne changeant point, en vertu de cettc rdaction ; il est clair quo 
le rapport de ces forces A celles dont Ics molCcules sont animCev 
par I’action du sphtSroiidc , est du merne ordre que lo rapport de la 
masse flu& A celle du sph0ro’ide, et par consdquent ? de l’ordre - ; 
on peut donc les ndgliger dam le calcul de SY‘. 

3 . Considdrons de la &me manikre ? les mouvemens de I’at- 
mosp 7 ihre. Nous ferons dam cctto rechcrclie , abstraction de la 
variation de la chaleur , k diifft5rentes latitudes et A diverse8 huu- 
teurs , ainsi que de toutes les causes irr6gulieres qui 1’Rgitcrit, et 
nom n’aurons Bgard qu’eaz causes dgulibres qui  agissent sur d e ,  
cornme sur l’octhn. Nous supposerons condquemmeiit , la mrr 
recouverte d’un fluide BLstique d’une teinpkrature uniform ; nous 
supposerons encore, cunform6ment k l’exptkienoe la densitd de 
00 fluide , proportiomelle k SQ presuion. Cetk supposition donne it 
l’atmosphtre , une hauteur infinie j maia il est facile de s’assurer 
qu’h une trba-petite hauteur, BB demit6 est si petite qu’on peut la 
regarder cornme nulle. 

CcIa posts, nommons s’, zl’ et Y‘, pour les molbuies de I’atrno- 
sphbre, ce que now ttvons n o m d  9 ,  u et v )  pour le8 inoldculev dc 
la mer ; 1’6quation (L) du no. 35 donnera 

ar*.#g. (($)-p n.sin.o.coa.0. (:I} - 

Y 
t 

rd;) o ~ t .  sin.’ 4 , (“d”,’) - 1 
t 

+ cc r* . #a, sin.*o. rg) + a n . sin. 0.  cos. 0 .  - + 

f P  +fV--. r 
ConRi(l6rons d’abord l’atmosplilw dam )’&at d’tkpilihre, dam 
lequel 4‘) u‘ ct v’ sont nub, L’dquation prdcddente donne alors, on 
I’iintdgrant , 

ns 
y .  r’. sin: e + v_sEp = constante. 

0 
P 

, MBCAK c&. Tome I. 
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La pression p &ant supposke proportionnelle h la densite j nous 
feronsp = Z.8. p ,  g &ant In pesanteur dans u n  lieu’d8tcrmintS, que 
nous supposerons &re l’hqurrteur, et Z &ant une puantit6 constantci 
qui exprime la hauteur de l’atrnosphhre supposdc par-tout de la 
m&me densit6, ~ u ’ A  la surface dc la nicr : cette hauteur est trbs- 
petite par rapport au  rayon clu sph6rolde terredtre , dont clle n’est 
pas la 7 2 0 i d m e  partie. 

M1Ei: C A N  I Q U E C E L E  9 T E, 

I’dquilibre de l’atmoup2i8re dcvient par consdquent , 
Zg. log. p = constante + Y+ -, r’ . sin.’ 0. 

A la surface de la mer, Is valeur de V est la m h c  pour line 
mol<5cuJe J’air , que pour la molbcule d’eau qui lui est contiguB , 
parce que lcu forces qui sollicitent l’unc et 17au1re inoldcule , sont 
les m h e s  ; mais la condition de l’dquilibre des mcrs , exigc quc 
1’0n ait 

na 
1 

n’ Y+ -. rl. sin.’ 8 = constnnte ; 

on a donc, A cette surEace , p constant, c’cst-Mire que In, dcnsit6 
Jc  la couche #air , contiguG R la mer, est par-tout la meme, ditns 
1’6 tat c2’2quil ih re. 

Si l’on nomme R, la partie du rayon r ,  comprise entrc IC cciitre 
du sphbroide , et la surfue dc la mer, et r’ la partic comprise cntm 
cette surface et une nioldcule #air 6lcvi.e au-tleusus; r’ sera uus 

la hauteur de cetie moldculc quantitds pres de l’ordre - 
au-dessus de la surface de la mer : nous ndgligcrons les quantitds 
de cct ordre. L’dyuation entrc p et r donnera 

a 

(;.r/>’ 
R-’ 

mer oh l’on a ,  
n’ 

convtan te = Y+ -, R’ . sin.* 6 ; 
1 
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18 quantit8 -($)-nsa.sin:e, est la pcsanteur it dctte mbriie 

surface; nous la ddsignerons par g‘. La fonction (s) 6taiit mul- 

tipliee par la quantit6 trhs-petite r“, nous pouvons la ddtcrminer 
ciann la supposition de la tcrre sphdrique et negliger la densit6 de 
l’atmosphkre relativement A celle de la terre j nous auroiis ainsi, h 
fort peu pres, 

c (%) m ; 

s m  
n &ant la masse dc la tcrrc; partant R ’  

I I  ’ on aura rlonc Zg. log p = constante - r g  - -.g’ j d’ou l’on tire R 

c dtant le nombrc dont le lognrithnc hypcrboliquc est l’unittl , 
et ll dtant une constante viviblement &gale I la densite de Yair A la 
surface de la mer. Nommons /L et h’ Ics loiigueurs du pciidule it 

rJeconcle , A la surface de In mer SOUB 1’6iquateur at A la latitude de 
g’ h 

3u moldculc ’abricnne que nous coiiuiddrons ; 011 aura - = - ct 
P h ’  
0 f h ’  

Lh -- (I+;). 

=n.c 
Cetto oxpression de la demit6 dc l’air , fait voir que Ies couches de 
m h e  ,clcnsitO , sont par-Lout &galenlent elcvCes au-dessus de la 

mer, i la quantitd pres j ninis dans IC cdcul exact des 
hautcuru clcs montcrgnes , par lcs observations du barombtre cettu 
quantitd nc doit point btre ndgligds. 

ConsidtSrons prdscntcment , l’ulniosplikre dans 1’6tat de mouvc- 
men t ; et dkterminons lee omillations d’une couche de niveau , ou 
de meme densite daiis l’ktut d’6quilibro. Soit so, , 1’816vation d’une 
molticule d’air au-dessns de la surface do niveau A laquells elle 
appnrtient dans 1’8tat d’8qnilibrc ; il est clair qu’cn vertu de cetto 
61tivation , la vnleur de S Y  sera augmentbe de la variation diff6- 
renticlle -ag.$+j on aura &si, bY:= (sV)-(~ g * # p + & E Y ‘ j  

f . ( h ’ - h ) *  
h 

0 9  
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($7) &ant la valeur de $7, qui dans 1’6tat d’kquilibre , corres- 
pond ZL la couclie de nivean , et aux angles 0 + CL u , et n t+ a + u v j 
et d’Y’ &ant la partie de 2 7 ,  due aux nouvelles forces qui drrns 
1’8tat de mouvement , agitent l’atmosphbre. 

Soit p = (p) + a p’ , (p) Ctant la densit6 de la couche dc niveau, 
ZP’ 
(PI 

dans l’6tat il’dquilibre. Si l’on fait - =y‘, on aura 
2- Z J  A’ ( p ) + a g * d y ’ ;  - 
P (P) 

o = -. 6. { (r+ OL s). sin. (0 + a u)} + ($7) - 
or on a dam 1’Ctat d’dquilibre, 

i 
n’ 
a 

tg .  6 ( P 1 
(P) 

1’Cquation gdndrale clu mouvernent de l’atmosphbre, deviendradonc 
relativcmeiit aux couclies de nivcau , par rapport auxyuelles 6r 
est nul k trhs-peu prks, 

= 6 W ’ - g  . $9 -8. 6y‘ + n’ r .  sin.’ 0 .  ,P. { sf-- (d)} , 
a (s’) Qtant la variation de r ,  corres,pondante clans 1’8tut d’dquilibre, 
aux variations au’ et a d ,  des angles B et a. 

Supposons que toutes lesmol~culea d’air situ6es A l’origine, sur le 
mbme rayon terrevtre , restent coiivtamment sur un mdme rayon 
clans l’ktat de mouvement , ce qui a lieu, par ce qui pr6cCde dans 
les oscillations de la mer; et voyons si cette supposition p u t  
satisfaire aux 6quations du mouvement et dc la continuit6 du h i d o  
atmosphdriyue. Pour cela,il est ndceusaire que les valeurs de u’et de 
d soient les mCmes pour toutes ces rnolbcules; or la valeur de S Y !  
est h trks-peu pres la mQme pour ces moldcules, comme on le vcrra 
lorsque nous ddterrninerons , dans la suite, les forces d’ou rbsulto 
cette variation; il est donc ndcessaire que les variations P Q  et Jy’ 
soient lea mQmes pour ces moltkules, et de plua, que les quantitds 

anr.hOsin,’8. - , et n’r. sin.’ 8.6. { s‘-(d)} , puisseiit &re 

n4gligdes dans l’dquation prdckdente. 
A la surface de la mer, on a q=y? ay atant I’kl8vation de la 

(X) 
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aurface de la mer au-dessus de sa surface de niveau. Examinons si 
leu suppositions de q &gal By, et de y constant pour toutes les 
molbculcs d’air , situ6es sur le m h e  rayon, pcuvent subsistcr nvec: 
1’Cyuation de la continuit4 du fluide. Cette dquation, par le no. 55 ,  
est, 

ri . cos. ”>) ( d . r * J ’ )  1 

O = r . ~ { ~ + ( ~ ~ . ~ ( ~ ) + ( ~ ) +  sin. B +(PI* -&- i 

1 
d’oii l’on tire 

d .  T*$‘ ii . rns. 4 
= e l *  { (x;) + cg) + (2) + e j 

r+as‘ est &gal k la vnleur de r de la surface do nivem , qui corres- 
pond aux angles O+cru, et m o + a v ,  p’lus iil’6l:ldvatioii de lnrnoldcule 
<\’air au-dessus de cctte surface j la plirtie de as’ qui dtipend tlc 

la variation des angles 6 et w ,  d l m t  dc l‘ordre - , on pcut la 

nkgliger dans l’exprcssion pr&c&deii tc de y’, ct , par consc:qiwnt, 
supposer dam cetto expression, a’= 0 ;  si 1’011 firit ensuite 0 =y , 
o n  aura( 2) = 0 ,  puisquc la valeur de cp est iilors \it mlwc win- 

tivement il loutcs k s  ~no~C:culcs sitiides sur le mQmo myon. De 

plas , y est, par ce qui pr6ckdc , JC l’ordrc I ,  011 - ; l’cxprcssiou 
de y’ deviendra ainsi , 

a 7 P  a u 

6 

n* 

f3 

1; y‘=-I. f ( d ” > c ( d d ) +  U‘ .COI .  4 
\dY m sin. 8 

ainsi, u’ et v’ &ant les mdmcs pour toutcs leu moldcules situdes 
priinitiveinent sur le d r n e  rayon, la valeur de y’ sera la rnCine 
pour toutes ces moIdcules. De plus il cut visillc. pw ce que ~ O U Y  

venons de dire , que les quantiths P n r . 6 w  sin.’ 8 .  (x) , ct 

n*r. sin.’ e. P. { s’-(‘s’,)) peuvent &re nc‘glig4cs dnns I’dquation 
prbctdente clu mouvement de l’atrnospli&re, qui peut alors Qtrc 
satisfaite, en supposant que u‘ et v‘ eont lerr memcv pour toutelr 
Ice molbculcs de l’uir situics yrimitivcir~cnt sur IC n ~ h e  mayon; la 
suppoeitiori que toutee CBS moltsculcs restent constiUklmtnt sur un 
?uc“:me rayon , c’lurunt le8 oscilhtions du h i d e  , pwi rtonc snbuistcr 
avec les equations du mouvement et dr: la continuiii: du tlttit’lc 
utmospfi6rique. Dans ce cas, lea owilldons des diverues coucllcs 

dS’ 
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de niveau sont les mi!mes, et Be d6terminent au moyen des dyua- 

I + - I .  f (%)+ (g)+-r-- cos. e 
SIII.  6 J 

Ccs oscillatiops de l’atmosphhre doivent produire des oscillatioiis 
;inalogiicu , clans 10s liaateurs du baroniktre. Pour ddterniiner 
ccllcs-ci ;tu moyen des premieres , coiisiddrong un Larcmi&tre fixe 
A une Iiauteur quelconque au-dcssus de la surfwe de la mer. La 
halitcur. du ~ I C J ’ C U ? ’ ~  cut proportionnclle it la pression qu’Cprouve 
stt surface cxpos6e it l’action clc Yair; e l k  pcut tlonc &re repr6- 
scntke par Zg. p ; mais cette surface est succcssivcment exyosCe b 
l’action clc diverses couches de niveau , qui s’8lkvent et s’nhaiusent 
conimc la surface de la mcr ; ainsi la valcur de p !t la surfaco du 
nicrcure , varie , io. parce qu’elle appartient A line couche de ni- 
vcau , q u i  dam I’dtat d’Cquilibre , h i t  nioins BlcvCe , de la quan- 
tit6 ay ; 20. parcc que la densit6 d’une couche augrnente clans l’dtat 

(le mouvemcnt, de a p‘ ou de -. En vertu de la premiere cauye, 

la variation de p est -ay. (n)i - , ou 7 ; la variation toiale do 

. TI suit (Y +Y‘) la densite p , A la surface du mercurc , est donc 1 (p). --- 
de-lit, qiic si ]’on nommc k la hauteur clu nicrcure , clniis le baro- 
niCtre , relative ii l’dtat d’dquilibre j scs oscillutions , dans l’ktat ds 

4 P 1 . Y  

a(P) ..y’ 

I 

j elles g k  * (y + y’l 
1 

inouvernent , seront exprimCes par la fonction 

soiit doric scmblables, A tqutcs les hauteurs nu-cleasus de la mer, ct  
proportion ncl leu aux hauteurs clu hilromi: !re, 

11 ne s’ngit plw muintenant ,pouy d&rminer Xer o~cilhtions de I n  
mer ct clc ~‘atmosphbre, que de conndtre  les forces qui agitcnt 
ccs deux masserr fluitlcs , ct d’iiitdgrer Ics dquations difGrentielles 
~ r ~ c + h i c s  j c’est ce que nous ferons dam 18 suiic dc vet OuYraEe, 



L I V R E  XI. 

DE L A  Lor D E  L A  P E S A N T E U R  U N Z V E R S E L L E ,  E T  nu 
M O U V E M E N T  D E S  C E N T R E S  D E  G R A V I T B  D E S  

C O R P S  C E L E S T E S .  

C I E R P I T R E  P R E M I E K ,  

De In Zoi de ta pesanteur universelle, t irie des p7i~~1tomknes. 

d d.rl 
d tu 

o== -+P; ( I )  
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Si l’on ajoute la premiere de ces Cquations, multiplicie par --y, i k  

la seconde multiplike par x ; on aura 

11 cst ais6 de voir que xdy-ydx  est le double de l’aire que le 
rayon vecteur de la planbte dkcrit autour du soleil, clans Pins- 
lant dt; cette airc est proportionnelk it 1’6Ihent dti tcrnps, sui- 
vant la premiere loi de Kepler, cii sorte que Yon a, 

x dymydx=c d t ,  

c ktaiit une constanle; la diffbrentielle du premier membre de 
cette Pquation est donc nulle; ce quidonne 

x .  Q --y. P -- 0, 
11 suit de-IR que les forces P et Q sont ciitre elks clans le rapport 
de x hy 3 et qu’ainsi leur rbsultante passe par l’origine des coor-. 
doiinCes , c’est-a-dire par le centre du soleil. D’aillcurs , la courlc 
ddcrite par la p1ani.t~ &ant concave vers IC soleil, il est visible quo 
la force yixi la fait dkcrire , tend vers cet astre. 
La loi des aires proportionnelles aux temps employ& B lee d4- 

crire, nous conduit donc b cc premier rCsultikt remarquable, savoir 
que la hrce  qui sollicite Zes planbtels et lee comhtee , est dirigde vera 
le centre du soleil, 

2. Dbterminono ’maintenant, la loi euivant laquelle cette forca 
agit B diffkrentes distanccs dc cct astre. I1 est clair que les pIanete8 
et les cornktes s’approchant et s’bloignant alternativement du solei], 
it chaque rdvolution j la nature du mouvement elliptique doit nous 
conduire A cette loi. Heprenons dam cette vue, les ciquations diffd- 
rentielles (1) et (I) du no. prdcddent, Si l’on tijoute la premihq 
multiplibe par d x ,  a la secontle multipli8e par dy, on aura 

la comtante arbitrake &ant indicjuhe par le signe intbgral, En subs- 
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3: dy - y d .e , donnde par la loi de Io 

c 
tituant, au lieu de d t ,  sa vdeur 

proportioiinalit6 dcs aircs RUX temps, on aura 

Transformom , pour plus de simpIicit6, Ics coordonn6es x c t y ,  
en rayon vcctcur, et en angle travers6, conform8incnt uux usages 
astronomiqneu. Soit r le rayon ment! du ccntrc dn soleil ti calui 
dc lu plan&, du son rayon vecteur; soit Y l'angle qu'il forme uvcc 
l'axe des x ; on aura 

x=r.cos.v  ; y = r . s i n . v  ; r=V'x'+y*; 
il'ou 1'011 tire, 

dx' f d y' = r'd v' -+ dr' ; x Cry -y d x  = rVu. 

- 

Si 1'011 ddsigne cusuite par cp la force principde qui anime la phi- 
d t c  ; 011 aura, par IC 11'. prbc&dcnt, 

P =Q.COS,V ; Q==q.siu.u ; cp = /P+ Q A  ; 
ce qui donnc 

P d x  +- Qdy = cp dr i 
on aura donc 

- 

c*. (t'dv*+dP) 
rjd v.  +a.f@dr i o= c__- --- 

d'oh YOFI tire 
c d t  

t .  V-C*--I rajq d r  -* (3)  du 9: ---- 

C'ette 6qua tion donnera , au moyen des quadratures , Is d e u r  de Y 

cn r ,  loruque la force cp icra connue cn fonctiov de r ;  mnis ai ,  Gettc 
force &ant inconnue , la rutwe de la caurbc qu'ellc fait dCcrim , 
est donn&a ; alor9, en diff6rsntiant l'expma~on prbckdeote de 
g j p  dr , on aura your ilkterminer cp , J'Bquation 

' dr  
Ecs wbes des pladtes sont dcs ellipses dont le centre du soleil 
otmiyc'un des foyers ; or si dans l'dlip~c , on nomne (1 l'angle que 
Ze grand gxe fait w e e  l'axc dcs x j si ,  de plus, on fixe RU foyer, 

,bJhCAN, C8L. ?hW 1. P 
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l’origine des x ,  et que l’on dbaigne par a ,  le demi-grtmd axe, et 
par e ,  le rapport de l’excentricitd au demi-grand axe; on aura 

a.(t -eeP) 

1 + e . c o s . ( v - - m )  r =. -; 

equation qui devient celle cl’vnc parabolc , lorsqtie e= 1, et a est 
infini j et qui appartient R lihyperbolc , lorque e surpasse l’unitC, 
et a est nkgatif‘, Cette 6quation donne 

d p  !2 1 1 
3 I---= --- I -.I.. 

r4dv4 u r . ( i - e 4 )  P as.(t-en)  
et par consCqrxent , 

C’ I 
* - 3  

U . ( I  - e * ]  ra 9= 

ainsi les orbites des planhtes et dcs combtee &ant des sections coni- 
quev j In  force Q est rdciproyue au yuarri. de la distance clu centre 
de ces utres 8. celui du soleil. 

On voit de plus, que si In force Q, est rdciprocpc au quarrr5 de 
h 

la distance, ou exprimee par -, h &ant un coefficient constant; 

3’CqUation prdcSJente des sections coniques , satisfera k I’tquation 
cliffdrentielle ( 4 )  entrc r et  Y ,  que donne l’expression de Q, lors- 

1’ + 

h cp qu’on y change Q dans - On a alors it= , ce qui forme P‘ <l.(t--C’) 

une dquation clc condition entre 1es deux ilrbitrnirea cz et e ,  de 
l’byuation aux sections coniqixes j les trois arbitraires a, e et w ,  de 
cette bquation, se rdduisent donc k deux seules arbitmires dia- 
tinctes , et comme l’&uation diff&rentie)le entre r et Y , n’cst que 
du second ordre , l’dquation finie aux sections coniquea , en est 
l’intt5grale complbte. 

TI suit de-lk que si la courbe d4critc est une section conique, 
la force est en raison inverse c h i  qurrrre de8 distances j et rcicipro- 
puernent , que si lu  force auit la mison inverse du q u a d  des dis- 
tances, la courbe d8cJitc est une section conique. 

3. L’intenvittS de la force 9, relativemcnt ti c ~ i q u c  planete et 

21 chaque comkte, ddpqnd du coeflidcnt 

Ktpler donnent encore le moyen de le dhterminer. En effet, si 

I 

C’ 

a . ( i  -es) 
j les loj3t de 
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1)on nomine Tle temps dc l i ~  r6volution d’une plnnBte; l’uire que son 
rayon vecteur ddcrit pendant cc tenips , 6iaiit la surface mOrne de 
I’elIipse plandtaire , cIlc scra Q. Q‘. r/ ]-en, ?r c5tant IC rapport de 
la  dcmi-circonfdrencc au rayon j mais l’aire &rite pendant l’ins- 
tant d t ,  est, par ce qui prkchde, f c d t ;  la loi de la proprtion- 
iialit6 des aires aux temps, donnera donc la proportion, 

f . cd t  : vas. VI-** : : d t ;  T; 
#oh l’on tire 

- 

RcIativcmcnt aux plan&tcs , la loi dc T&plcr, suivaiit laqucllc les 
q u a d s  (leu tciiips de leurs revolutions, sont comme les cubes dcs 
graiidv axes de lcurs ellipscu, donne la= k*. u3) rl- &ant IC m h e  
pour toutes les p1anCtes; on a dono 

0 

sa. r/U.(l-eS) c = -  
k 

2 u. (1 -eB) est le paramktrc de l’orbitc , ct dnns divcrscs orbites + 

les valeurs de c sont cornme lee airea tracdes par les rayons vecteurs 
cn temps 6gaJ ; ces &ires soiit donc comnie les racines parrdes  des 
paranihtres des orbites. 

Cette proportion a Bgalemeiit lieu rclativement aux orbites des 
combtes, compardes mit eiitre eller, mit aux orbites des plaiihtcs ; 
c’est un des points fondarnentaux de leur tlihorie qui setisfait si 
exackement k tous leurs mouvemens observds. Leu grilnds axes do 
leurs orbites , et leu temps de Isurn rdvolutions Btant inconnus, 
on calcule le mouvement de ces avtres, dans uiic orbe parabo- 
lique , et en cxpriniant par D leur distance ptirilidie on suppose 

s r . / z 5  
o=-- ? cc qui revient ti faire e Bgal A l’unitt! , et a infini, k 
dam l’expression pr4ct5dent.e de c j on a donc encore rclativemciit 
auxcomktes, T“= A’. d,en sorte que l’on peut determiner ICY pan& 
axes de leurs orbites , lorvque leurs rkvolutions sont connues. 

Muintenant, l’exprcssioii de c donno 
44. 

= - a  
CD 

a . ( i  - e . )  k‘ ’ 
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on a donc 
M E C A N L Q U E C h L E S T E, 

4a’ 1 

ha  1% 
Q)=-.-. 

4 + Le coe5cient- Qtant le meme pour toutes lee planhtes et les  k* 
com&tes, il en rksulte que pour chacun de ces corps, la h r c e  cp 
est rkciyroque au quarrd des distances au centre du soleil et qu’elle 
ne varie d’un corps a l’autre , qu’A raison de ces distances j d’oh il 
suit qu’elle est la meme pour tous ces corps supposds H &gale diu- 
tance du soleil. 

Noas voilh donc conduits par leu belles loix de Kepler, it regar- 
derle centre du soleil coriimc le foyer d’iine .force attractive qui 
s’6tend A l’iniini dam tous leu sens, en dkcroissant en raison du 
yuarrd des distances. La loi de la yroportionnalit& des aims ddcrites 
par les rayons vecteurs , aux temps employ& A les ddcrire , nous 
montre que la force principle qui sollicite les planktes e t  les co- 
mbtes , est constarnment itirigde vers le centre du soleil j l’ellipti- 
cite des orbes planetaires , et les mouvemens b Irks-peu pr8s para- 
boliques des cometes, prouvent que pour chaque plankte et pour 
chaque combte , cette force est rdciproque au quarrd de la distanco 
de ces astres au soleil j enfin, de la loi de la propartionnalitd des 
quarrds des temps des rdvolutioris, aux cubee des grando axee 
des orbites, ou de &le de la proportionnalitd des aires dkcritcs cn 
temps &gal par leu rayons vecteurv , dam diRdrentes orbites, CLUX 

’ racines quarrdes des parami: tres de ces orbites loi qui renferme la 
prcScBdente et qui s’dtend aux combtes ; il rdsulte que cette force est 
la mbme pour toutes les planbtes et les comktcs placks b Cgales die- 
tancee du soleil , en sorte que dans ce cas, ces corps se prdcipite- 
roient vers h i ,  avec la m4me vitesse. 

4. Si deli p1ani:tes nous passons aux satellites, nous trouvons 
que les loix de Kepler &ant 8-peu-prCs obyervbes Jan8 leurs mou- 
vemens autour de leure planhtes, ils doivent graviter vers 10s 
centres de ces planhteu , cn rayon inverse du quarrd de leurs d i e  
lances b ces centres j ils doivent pareillement graviter i-peu-prks 
comme leurs planbtes verli le solei1 , afin que leur mouvciirent 
reliltif autour des planktes, soit le mGme A-peu-prbs, que si ces pla- 
xibteu Ctoient immobilea, Lcs satellites sunt donc sollicit6s verb les 
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planktes et vers le solei1 , par des forces r6ciproques au quarrci des 
distaiices. L'ellipticitk des orbites des trois premiers satellites (le 
Jupiter est pcu consid&rablc; mais l'ellipticitb (hi quatrii.mc est trks- 
sensible. Lc grand Ploigneiiient clc Saturne a jusqu'ici cmp&chC (le 
reconnoitre ~c11iptic.i 16 dcs orbcs de ues setc~lites it'l'exccption (lu 
sixithe dont l'orbe paroft scnsibleiiient elliptique, Mais la loi de la 
gravitation des satellitcs de Jupiter, de Saturnc et rl'uranus , ye fuit 
principalcment sentir dans le rapport de leurs inoyens mouve- 
mens, B leurs moycnnes distances au centrc de ccs plant:tcs, Cc: 
rapport consiste en ce que pour chaque systeme de satellites, le6 
quarrdu des temps de leuro r6volutions eont coinme lcu cubes cie 
leurs moyennes divtunces au ceritrc de la p l d t e .  Coiiccvonu itoiic 
qit'un satellite d6crive une orbite citculaiie d'un rayon &gal A sa 
inoyeiine distance au centre de In yluAte, principidc ; wit a ccttc 
distance, TIC  nonibre de secondes que rsnferme la dud0 de sa 
rkvolution syd6rale j II exprimant le rapport do Is dcnii-circoni'k- 

rcnce nu Ixyon , -- - scra le petit arc que ddcrit le satellite, pen- 

dant une secondc. Si1 cessoit &&ire retenu clans son orbite, par In 
forcc attractive de In planbtc, il s'bloigneroit (le son centre pm 

Y a w  

T 

a n i  

T la tangelite, d'une quaiititb 6gnle nu sinus verse de l'arc -, c'est- 
3rlT' 

it-dirc de la quantitd F j  cctte forcc attractive le fait donc dzs- 

ccndre de ccttc qunntitb, v e r s  la planhtc. lielativcmmt B un aatro 
satellitedont a' cut la nmyenrie distalire m i  centre dc In plnni.tc7 et 
2" la dur6e de sa rhvolution reduite on secondas , la chhte dam 

une secondc seroit - -,;-; or si 1'011 nomme O, ct p'lcu forces attrac- 

tives de la plumhe aux distances a et a', il est clair qu'cIles sont 
comrne leu quantitbe don t ellcis l'ont clrscendrc Ics deux satellites, 
pcridant une secondc j on G clone 

9 : 9' :: -- * --* 

P a'# 

T 

p rz a. 9 a'a' 
TP ' TI* 

La loi (lee qnarrQs des tcmps des rtl.volations proportionnels nnu 
cubes des trioycnncs distances des eiitcllites oci cclltI'c tlc ICUI- pfa- 
rikte, donne TS ; T's :: ; 4'1 . 



3 18 M ~3 c A N I Q u E c B L E s T E, 
de ces deux proportions , il est facile de conciure 

ainsi , les rorces Q, et Q,‘ sont rdciproques aux quarrds des distances 
a et a‘. 

5. La terre n’ayant qu’un satellite, l’cllipticitk de l’orbo lunaire 
est le eeul ph6nonitne cdleste qui piiisse nous faire connoftre la loi 
de sa force attractive ; mais le mouvement elliptiyue de la lune est 
trbs-sensiblemen t trouble par les forces pcrturbatrices , et cela 
peut laisser quelqucs doiiteu mr la loi de la diminution de la forco 
attractive do ta terre, en raison du quarr6 des distapces ir son 
ckntre. A la verite, l’ana~ogie qui exiate entre cette force et ICS 

forces attractivcs du  Solei], de Jupiter , de Saturne et #Uranus, 
nom porte k croire qu’ellc suit la meme Toi de diminution j mais 
Ies expdriences terrestrev sur la pesantepr, offrent un moyen direct 
de constatcr cette loi, 

Pour cela , nous ullons ddterminer la parallaxe lunaire d’aprbs 
lcs expkriences sur la Iongucur du pendule Q secondes , et 1 corn- 

sinus de la latitude est 5, l’espace que la pesanteiir fait dkcriro 
dans une eeconcle , eat, d’aprtis les observations de la longueur du 
pendule, 6gale k 5mdtreR,  655.+8, c~ininc on I C  verra ilans le troisibmo 
Iivrc : nous clioiuissonu ce parr”lli:le, parcc qirc I’attraction de 14 
terre sur les points correspondnns de sa surface, est B trh-peu 
prks , camme it la distance de la lune, &gale A la masse de la terre 
divide par le quarrd de sa distance A son centre de gravitk. Sur co 
parallkle , la pesanteur cut plus petite que l’attraction de la terrc , 
des deux tiers de la force centrifuge due au niouvement de rota- 
tion i I’Lquateur ; cette force est & de la pesantcur ; il faut donq 
augmenter l’espace prdcddent, de sa 43sidm4 partie, pour avoir l’es- 
pace enticr (121 it l’action de la terrc, qui sur ce parallele, est dgale h 
~a masse divisbe par le yuarrd du rayon terrcstre : on aura aiasi 
3”” 66394, popr cet cspace. A la distance de la lunc il doit Ctro 
diminud dans le rapport clu quarrci du rayon du spht!roGle ter- 
restre au quarr6 de la distance de cet astre , et iI est visible qu’il 
suffit pour cela , de le multiplier par le quarrd dp sintie de la par& 

parer aux observations cdlestes. Sur le parallhle dont le qu 1 rrk d i q  
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laxe lunaire ; en designant donc par x ,  ce sinus sous le pnrnllble 
que nous considkrons ; on aura x’. 3ms 66394 , pour la hnutkr 
dont la lune doit tomber clans une scconde , par l’attraction de la 
terre. Mais nous verrons daus la thdorie cle la Iuntt , qnc l’nctioii 
(tu solei1 dirriinue sa pesanteur vcrs la term, d’unc quaiitit6 dent 
la partie coiutaiitc est + de cette pcvantcur ; de plus , LA lune, c i u s  
son mouvement relatif autour de la terre ,est sollicit& par uiic forcc 
Cgale t i  la somme dcs masses de la terre et de la lune, divide par le 
quarrd de leur distance mutuelle; il faut dolic diminuer l’cspacc‘ prd-  
cCdcnt, dc ct l’nugmentcr dans le rapport de la ~oiriiiie des 
M ~ Y S C S  rle l a  terre ct dc lu lune, ii 1a masse de la term ; or 011 vcrra 
dans le q u a t r i h e  livrc, que lcs p l i ~ ~ ~ o u l ~ n c u  (111 llux et  du rcllux 

1 
de la mer, doniient la n1ilSsC de la lune Cgde h - de celle de la 

term ; on a donc -. -. s*. ESmo 66396 , pour l’espocc dont le 
58 ,7  

357 59,7 
358 58,7 

lune descend vcrs In terrc,  (Inns I’iil t ( ~ ~ v i ~ l l c  d ’ 1 1 1 ~  sccontlc, 
Muiiitcnilnt, si I’on noninic o IC rayon moyen dc l’orbc 1 tiIiaire, 

et  T, la durtSe de la rkvolution sy(lt?r.uk dc In l u ~ ,  exprimCc cii 

sccondcs; -- sera, comine on l’a v u ,  le sinus verse de I’iLrc 

qli’cllc ddcrit pendimt une sccondc, ct il cxprimo la quolitit6 cloiit 
la lune clcscend vers 18 terre , dans cet intervcillc. T ~ i t  vi~lciir tlc cst 
dgale au rayon terreatre sous le p;imll&le que nous considdroiis , 
&vis4 par le sinus de I j ce raym est Bgal B 636g51hrna; on a donc 

6369 5 1 .fme 

mais pour avoir nne valpar dc a ind6pcndantc des indgilitds du 
moiivcmcmt (le la lune,  il h i t  prcndce pour sa parallaxc nioycmk 
dont le siiius cst x ,  la pilrtic de cette purdlaxc! qui cst iutlCpen- 
dunte tic CCY indgalitris , et quc 1’011 nointile pour ceh, cor~s!trnis 
de 2aapurnZZax.o. Aiiisi, en prenant paur T, le rapport tlc 355 it 1 15, 

ct cn ObSWVLilJt quc T==273gib;G”; l’espacc moycii don1 1 ~ i  l u m  
descend vcrs la t e r n ,  scrit 

s a w ”  

T’ 

a= x ’  

a.(355)’.636t$1.(’~ - _I____I .  -_---- 
( I  13)”. x .  (a739 I C ~ ? ‘  
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En Cgalaii t les deux expressions que nous vcnons de trouver pour 
cet eepaco , on B L Z T ~  

&oh l’on tire 10536”,2,pour la constantede la parallaxe lunaire sous 
]e paralkle clont il s’agit. Cette valeur est trbs-peu clfff&ente de la 
constante 10640,7 que Triesnecker a conclue par la cornparaison d’un 
grandnombre d’obscrvationu d’&clipses et cl’occultations d’dtoiles par 
lalunc; il est donc certain que la force principaIe qui reticnt Itr lune * 

dans son orbite, est In  gravit6 terrestre affoiblie en raison du quarr4 
&]a distance; ainsi, la loi de diminution de lapesanteur , qui, pour 
]es planbtee accompagnkes de plusieurs satellites, est prouv6e par lit 

cornparaison des t ~ ~ r ~ p s  de leurs rdvolutions , et de leurs distanccg , 
est Jkmontrbe pour la lune ,  par la cornparaison de son moutc- 
mcnt avec cclui des projectiles i la surface de la term II en rdsulte 
quc c’est au centre (It: gravild des corps c&lestes, que l’on doit fixer 
l’origine des distances, dans le c&ul de leurs forces attructivcs 
sur leu corps p1aci.s A. leur 81.wfaCe , ou au-deli ; puisque ceIa cut 
prouvb pour la tcrrc don t la force at tractivc cs t, cornme on vient dc 
l e  voir, (le la mhnc nature que celle de tous les corps cdlestes. 

6. .Le solei1 ct le3 pladtev qui ont des satellites, sont par coil- 
skquent, ciouhs c2‘une forcc attractive qui cn ddcroissmt ii l’infini, 
rkciproyucmcnt au quarrd don dihitarlces , enibrasse dans sa spliCro 
d’activiti:, toua lee corps. L’analogic nous porte k penser qu’une 
parcille forcc r4side gGndralernent dans toutes leu planbtes et danv 
leu conibtes ; mais on pcut s’cn assurer directcmcnt de cette ma- 
nikre. C’cst une lai constante de la nature, quhn corps ne peut 
agir su r  un autre, sans en dprouver uiie rtaction dgale et con- 
trairc ; ainsi leu planktcs ct les comhtes &ant attirdcs vers le solei], 
ellcs cloivcnt attirer cct astre suivant la mbme loi. Lee satellites 
aitirent, par la mbme raison, leurs planbtes; cctte propri6t6 attruc- 
iivc est Jonc conirnune RUX planktcs, aux comhtes ct aux satellites, 
et  par constquent , on peut regarder la gravitation des aorpe 
c@lcstcs , les uris vers le8 autrcv , cornme une propridt6 gth6ralc 
gle cet univers. 

;cilous vcnops de voir qu’elle suit la raigon inverse du quam6 des 

di8 lanceli; 
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distances; A la vdrit6 , cette raison est donntie par les loix du 
moiiveinent elliptique , auxquelles lcs niouvcmens cdlcstes nc sont 
pas rigoureusement assujdtis ; mais on doit considdrer que lcs loix 
les plus simples devant toujours etre prdfhrdes jusqu’k ce que les 
observations nous forcent dc les abaidonncr ; il cst nature1 de 
supposer d’abord que l u  loi de la gravitation est rdciproquc it unp: 
puissance de la distance, et l’on trouvc , par IC calcul , que la plas 
lkghre diffthence entre cette puissance et IC qnarrc! , deviendroit 
extremement sensible dans la position des ptkihklies des orbcs 
planhi res  , dans Ieuquels l’observation n’a fait appercevoir que 
des mouvemcns presque insenaiblcs dont ~ O I M  dGveloppcrons la 
causc. En gtindral , on verra dans IC cours dc cct ouvragc , que 
la loi de ILL gravitation rdciproque au quarr6 des distances, rep&- 
eente avec une extrbme prbcision , toutes le3 in6galitb obscrvCc~ 
des mouvemens cdleetco : wt accord., joint A la simplicit6 de cctto 
loi , nous autorisc ti penser qu’elle est rigoureueernent celle de la 
nature. 
La gravitation est proportioiinellc aux masses ; car il rdsulte dtt 

no. 3 ,  que les planbtes et leu comktes &ant supposdeu A la m6me 
distance clu solei1 , et abandonndes ii leur gravitc! vers cct astre, 
ellev tombcroieiit en tcmps &gal , d’une &gale hauteur ; cii sorte 
lcur pesuntcur seroit proportionnelle {L leur niasw. Les niouvemens 
presque circuluires dcs satcllites autour de lsurs 1)litnBtcS , nous 
prouvent qu’ils phent  coiiiine ces planktes vers le solei1 en rai- 
son de lcurs masses ; la plus 16gBro cliiT&rel~cc A cct 6gurc1, seroit 
sensible duns le mouvezncrit des satellites, et lea observutions n’ont 
fait ddcouvrir aucuno intcgalitd ddpendante de cettc CRUSC. On voit 
donc que les comtites , le8 plani%tes et leurs si~tellites, pluct‘s A 18 

m6me distunce du solcil , pkseroient vers cet astre , en r&wn clu 
]curs masses; d’oh il &tiit, en vertu dc J’Cgalitt! de l’cwtion ir lo 
rdaction, qu’ilu attireroient dans lu m&me rubon, le solcil, et 
qu’ainsi leur action sur cct astre est proportionticlle h lcurs niuse8 
diviu6es par le quarrb de lcurs distalices ii son ccntre. 
La q n h c  loi s’observe sur la icrre ; oq s’eet assur6 par des ex- 

periences Irks-prkcises fktcs au moycn ctu pcndiilc , que sans l i ~  

rdsistunce de Yair, tous les corps SB prhcipiteroient ~ e r s  son centrc, 
MBCAN. cBr,. Tome I. a 
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avec une Cgale vttesse ; les corps terrestres @sent donc sur la terre, 
en raison de leurs masses, ainsi quo les pJanetes. pbsent vers le 
soleil , et les satellites vers leurs planbtes. Cette conformit6 de la 
nature avec elk-mQme , sur la term et dam l’immensith des cieux, 
nouu montre de la maniixc la plus frappante, que la pesanteur 
observCe ici-bas , n’eut qu’un cas particulier d’une 3oi ghnkrale 
repandue clans l’univcrs. 

La propridth attractive dcs corps celestes ne leur appartient pae 
seulement en masse j mais elk est propre a chacune de leurs mol&- 
cules. Si le solcil n’agissoit que sur le centre de la terre, sans 
attirer particulihement chacune de ses parties ; il en rbsulteroit 
dans I’ocdan , des osoillations incomparablement plus grandes ct 
ir&s-dilrdrentes de cellcs quc l’on y observe ; la pesanteur de la 
terre vera le solcil, est donc le rdsultat des pesantcurs dc toutes ses 
moldculcs qui par consdquent attireiit IC solcil , cii raison de lcurs 
masses respectivcs. D’ailleuru , cliaque corps sur la terre phse vers 
son ccntra , proportionnellement k sa masse ; il rkagit donc sur 
elle , et l’attire suivant le mQme rapport. Si cela n’htoit pas, et si 
une partic quelconque de la terre, quelque petite qu’on la sup- 
pose, n’attiroit pas l’autm partie , comme elk en est a t t ide;  le 
centre de gravitd de la terre scroit mu dans l’aapaoe, en vertu de la 
pcsanteur , co qui est impossible. 

Les ph6nornkncs cdlestes , cornpards aux loix du mouvement, 
nous conduiuent donc A ce grand principe de la nature , savoir q i ~  

tou tes les mol6cules de la maiikre s’attircnt mutuellement en raison 
des masses, et rdciproquement au quarrb des distances. D6jA l’on 
entrcvoit dans cette gravitation universclle , la cause des pertur- 
bations que les corps cdlcstes dprouvcnt ; car lee plan6tes ct lea 
comktes Gtant sournises i leur action rdciproque , elles doivcnt 
s’dcnrter un peu (lcs loix du mouvernent cllipiiquc , qu’ellcs sui- 
vroient exnctcment , a i  elles n’obdisuoien t qu’it J’action du soleil. 
Leu satellites troixblds dans lcurs rnouvcmens autour de Ieurs 
plani:tcs, par leur attraction rnutuelle et par celle du soleil, s’dcar- 
tent parci~lernent de ccu Ioix. On voit encore que ~ e s  moldculev de‘ 
chayuc corps cdlestc, rhn ic s  par leur attraction, doivent former 
une masse i-pcu-pr& sphkriquc, et que la rdsultante de leur ac- 

89 & C A N 1 Q U E C h L E S T E, 
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tion A la surface du corps, doit y produire tous lee $hdnom&nes 
de la pesantcur. On voit pareillemerit que le mouvemcnt de rota- 
tion des corps cClcstos , doit alterer un pcu la sph6ricit6 de leur 
figure et I’applatir aux pOles , et qu’alors , la rksultaiitc de lcurs 
actions mutuelles , ne passant point exactement par leurs ccntres 
de gravitd; elle doit produire dans leurs axes de rotation dcs 
mouvcmens semblables A ccux que l’observation y fait appcrcevoir. 
Enfin, on entrevoit quc ICs moI6culcs de 1’octSan , indgdcment atti- 
rtes par le soled et la lune, doivciit avoir un Ii1ouvciiicnt d’oscil- 
lation palei1 ~ L U  flux et au reflux de la mer. Mais le ddveloppe- 
mcnt de ces divers effets de la pcsanteur univcrsellc cxige uno 
profondc analyse. Pour 10s embrasser avec la plus grande gdndra- 
lit&, nous aJlons donner 10s Bquations diffF6rantiellee du mouve- 
ment d’un ayethma de corps eouniiv it lcur attraction mutuelle , 
et rechercher les inttgrales rigourcuses qiie l’on peut en obtenir. 
Nous profiterons ensuitc des facilitts qiis lee rapporta dee maescs 
et des distances des corps cdleates nous prhsentent pour avoir des 
intdgrales de plus en plus approdi6es, et pour dktermincr aixisi les. 
phhnornhnee dleatee, avec toute l’exactitude que lee observations\ 
wmporteat, 
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Des t4quation.s dzfkrentietles du mouyement d'un systdme de 
corps soumis CE leur attraction mutuelle, 

7 .  S ~ I E N T  rn, m', m ~ ,  k c . ,  les masses des cZindrens corps ~ I U  

Yystihe, consider& cornme autant de points; soicnt x ,  y, z, les 
coorJonn6eu rcctangles clu corps rn ; x', y', 2') ccllev Ju corps mr, et 

ainsi du reste. La distance de rn' A m ,  Qtclnt 

8on action sur m sera, par 1s loi de la pcsanteur univereelle, 
<gale a 

V(d- 4 7  -+ (y'-y)' + ( X I -  2). 7 

rnf 

(d -x)'+ (y'-y)'+ (zf-z)"* 

Si l'on ddcompose cette action , parallBleinent aux axes des LI: desy 
et des z ;  la force pnrallble B l'axe des x , et  dirigbe en sens contraire 
de leur origiiie , sera 

m 1 (XI- 

{ ( X I - 5 ) "  -t- (y'-y)' f (21 -,)a> 2 ' 
011 

On aura pareillement 

pour Paction dc rn" sur m d4coinpos~k parall&lement it l'axe dee 5,  

et ainsi du reste. Soit donc, 
m . m f  m . m'/ 
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A Ctant ainsi la soxnme des produits dcux ir dcux , des masses m, d, 
m”, &c., ciivisdcspar leurs distances rcupectivcs; - - cxprimera 

In somme des actions des corps m‘, m”, kc., sur m , dCcompos6es 
parallelement A l’axc des 3 ~ ,  en sens coniruire de: I’origiiw dcv 
coordoiinBeu. En designant donc par d t  , l’cilhicnt du temps sup- 
pod constant ; on aura par les principes de dynamique, cxposi.,~ 
danv le livre prdcddent , 

m (i;) 

011 aura pareillemcut 

si 1’on considere de la nidxne manibre, l’action des corps m , d’, kc, ,  
sur m’; cclle des corps m, m’, &e., sur m”, et ainsi du rcste; oil BUI’U 

lcs c5qiintions 
ddt’  

d t’ 
&C. 

La dCterminstion des mouvemens (le m , m’, m“, &c.,  ddpend clc 
I’intdgration de ccs dquations diffdreflticllcs ; mnis il n’i\ did possible 
jusqu’ici , de les intdgrer compktemcnt , qiic dnns le a w l  cas oh le 
systernc n’est compos6 que de der~x C W ~ S ,  Diills les mires cm,  on 
n’a pu ob tenir qu’un petit nombre il’int6grdcs rigoureuscs que 
nom allom dt5velopper. 

t). Pour cela, considdrona d’abord lcs dqu3iona diffdrcntielles 
e n  x ,  x‘, d’, &c. ; en les ajoutnnt ensemble, ct en obucrvant quo 
par la nature de la fonction A, on a 

d dx t i 4  y 
on aura, o = z . m .  - - On aura pweiljcmcnt , o== x nr . ----:- dP - 11 I‘ ’ 
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0 = z.m.- d d z ,  Soient X, Y, 2, les trois coordonnbes du centre 
at" 

de gravit6 du syst&me ; on aura par la propribtb de ce centre p' 

P.m.x 2 . m . y  Z.m.a  
X.m ' 4 . m  X . m  x=-. y=-j z=-. i 

on aura donc 
d d Z  

i ; o=-- d d Y  
; o x - -  

ddX 
dt' d t' a t a  

0=- 

d'oh Yon tire, en intkgrant 

X = a + b t  ; Y=a'+b't j Z=aN+bNt; 

a b d, b', a", b", ktant des conetanteo arbitraires. On voit pa&, 
que le mouvement du centre de gravit6 du systBme , est rectiligne 
et uniforme , et qu'ainsi , il n'est point altBr6 par I'uction rdcipro- 
que des corps du systhme ; ce qui est conforme h ce que nous ayony 
vu dans le chapitre V du premier livre, 

Reprenons les 6quations diffCrentielles du mouvement de ces 
corps, Si 1'011 multiplie les Cquations diffdrcntielles eny,y',y", &c., 
revpectivement par x , x', x", &c., et qu'on les ajoute aux ~quations 
~IiR~rentielles en x ,  x',  5'') &c. multipli6es respectivement par 
-1, -y', -y", &c.; on aura 

0=m* dt' + &c, 
x'dcly'-y'ddxt) 

wuis ]a nature de la fopction A ,  donne 

on aura donc , en intdgrant 1'6quation prbcddente, 
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On trowvera scmblablement 

c‘= 2.m.  

c’’ - - x . m (  Y d Z d r  
-zay ); 

c ,  c’, c”, &a &ant des constantes arbitraires. Ces trois int6graleu 
renferment le principe des nires, que nous avons cxyos6 dam le 
Chapitrc V du premier Livre. 

Enfin,~il’onrnul tiplie lcs6qiiations diffijrenticllcs en x , ~ ‘ ,  x”, &c., 
respectivcmcrit par d x  , dx’ ,  dd’, &c. ; ccllev en y , y’, &c. , res- 
pcctivcrneiit par dy  , dy’, &c. ; cellcs et1 u”, z’, &c. ,  rcq)ccti\ci- 
iiicnt par d z ,  di’ ,  &c. , e l  yu’ori lcs ajoute enseniblc; on aura 

O = I C , r n . -  - -  ---!A, 
[d.x.di€x+ dy.dtly+dn.ddr} 

d t. 

et en inlegrant 

- 9 h p  ) (d.‘f ;;; + dzs h -  - C8n2. 

&11t Une nouvelle arbilraire. Gtte intdgtale renferms lo priu- 
cipc dc la conwrvaiion dcu forccs vivcs, cxpouc’: dais IC CIlapi\rc V 
rlri premier Livre. 

Les scpt inlbgral.lcs prbc6dcntcs son1 les sculcs intt3grcrIcs rigon- 
rciiscs quc 1’011 a pu oblenir jLisqu’h prkscnt: dims I C  cas oil le sys- 
tcme n’cst cornpod quc de deiix corps, elks rdduisent la ddtcrmi- 
nation dc lcurs nioiiv~mcns , h des dquutions dini:rcnticlIcs t h  prc- 
mier ordre, que I’on pcut inti.grcr, commc 011 le vcrra dam Iu 
suite ; inais lorsquc le systtinc cut forinlS de trois ou cl’iun plw graiid 
rlonibrc de corps ; il faut ndccusairement rccourir aux ini.tliodes 
d’upproxii~iat ion. 

Coxlime on nc peul observer que des mouvemcns sehtifs ; 
on rnpporte lcs mouvcmens des planbtes et dcu comktcs , au cent re 
du solei1 , et lcs niouvenicns des satellites, au ccntre de leurs plu- 
nbtes. Ainsi , pour cornparer la thdorie aux observations ; il rant 
d&tennincr le mouvement rchtif d’un systemc dc corps, autour 
d’un corps considdr6 commc le centre de leurs I I I ~ U V ~ I I I C I I S .  

Soit M ce dernicr corps rn m’, m”, &c., dtruit ICY uutr’cs corps 

I[)* 



128 M & C C N N Q Q U E  C ~ L E S T E ,  
dont on cherche le mouvement relatif autour de M; soient 
f ,  n et 7 ,  les coordonndes rectangles de 'M;.<+x,  n + y ,  7+z,  
celles de m ; .(+XI, n++y', y+z', celles de m', &c. ; il cet visible que 
x ,  y, z , seront Ies coordonndes de rn , par rapport k M; qlrc 
d,y', z', scront celles de m', par rapport nu meme corps, et ainsi du 
reste. Nommons r ,  r', &c, les distances de n, m', &c. au corps JMj 
en sorte que 

r = ~ ' x a + y a + z *  i rr= 14 +y'n + 2'. j &c. 
et siipposons 

m.m' m . m" __ A= _c---- + 
((x'-x)+ (y'-y)q- (2'- t y  r/(z"-a?).)"+ (y11-yp+ (zN-z)' 

m' . mN + &c. 
r/ (x"/--d)'+ (y"-y')'+ (z"-z')' 

+ 
Cela pose, l'action de m sur M ,  d&cornpos& parallklement k l'axo 

des x ,  et en sens contraire de leur origine , sera - celle de 171' 

sur Md6cornposde suivant la meme direction, sera - , et ainvi 

du reste. On aura done, pour determiner f 7  1'6quation diK6ren- 
tiello 

m x  
r3 ' 

mfxf 

r' 3 

un aura pareillemcnt 
d d n  my o=--z. - 3  
dt' 1' 

m z  
o=-=z. -. 

d t" r3 

Unction de M sur rn cldcomposde par:nll&lernent k l'iixe des x, et  
M . Z  

et lu Bornme dirigde en sena contraire do leur origine, sera - - 
T3 ' 

des actions des Gorp3 m', m", &c. sur rn, ddcompodee suivant 14 

mdrpe direction, sera L. (E) j on aura donc 
m 

d d . ( C + x )  M x  1 

dig f 3  m 
o=--  
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m x  
rp 

sa valeur I;. -? 011 aura d d  t en subsiituant au lieu de - dt' ' 

on aura pareillement 

d d z  Mz mz 
dra r3 P m dzi 

0=- +--+ r.- - -!-.(e) ; ( 5 )  

Si I'on change successivemcnt dana lea Bquations ( I ) ,  ( 0 )  , ( 5 )  , 
k s  quantites m, x , ~ ,  z, dans celles-ci, m', x', y', z'j m", x", y", z", &c., 
et rCciproqusment ; on Qura les Bpuatioris du mou~cnicnt des corps 
m', m", &c., autour de M, 

Si Yon multiplie 1'Bquation diE6rentiellc en (,Far N f  Z. m; cella 
cn x par rn j cellc en XI, par m'j et ainsi du mate; en lee ajoiitant 
ensemble a et cn observant que par la naturc dc la foqction A ,  on J 

on aura 

d'ou l'on tire en intkgran t 

a et b &ant deux constantes arbitraires. On nun parcillcmsirt 
2 . m y  

M + z . m '  = a'+ l't - 
X.mx 

.L=u*+b"t-- j M+x.m 
a'? b', a', t", dtaiit des constantes artitruires : on aura ainsi le mou- 
vemerit absolu de M dans l'espace, lorsquc les mouvcmena rclatifs 
de m, n', &c. auteur de lui , seront connus. 

Si l'on multiplie l'dquatiol1 diffdrentielle en T , par 
s.my 

- m g + m . ~ y - J  
M~CAN. c h .  Tome I,  It 
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c*t l'&quation Jilf6rcnticlle en y , par 

hl f< C A N  I Q U E C & L E  8 T E, 

Z . m x  
M + I ; . m '  

rnx--m. 

si Yon multiplic partiellernent l'dquation diff6rcntielle en a', par 
, Z.my 

--mS.'+m *II.l+z;.m i 

et l'dquation diffdrenticlle en y', par 
2 . m ~  

mfxf-m . i M - k 2 . m  
ct ainsi du reste ; si ]'on ajoute ensuite toutes 
observaiit que la nature de la fonction A, donne 

0 = x. x .  (2) --z.y . ($) i 

on aura 

ces dquaiions, en 

i 

{ X d d y - . d x }  Y . m x dtly r.my d d x  
.Z.m.---;  

dl' - .2.??a.-+ dtr M + Z : . m  d tm M + r . m  0-X.m.  

dquation dont l'intkgrale est 
(.~dy-y&) z . m .2: dy '-'.my a x  

.E.rn.-  
d t  ' . Z . m. - f -- 

d t  M+S; .m d t  M - b 2 . m  
- const. = x.m. 

OU 
(.d-x). (dy'-dy)-(y'-y). (d$'-dx] -___--- (.r+y&) 

d t  d t  c=M.z.rn. 
e 

c Gtant une constante arbitraire. On parviendra de la mbme ma- 
nibre, aux deux integrales suivantes : 

(x ' -X)  . (d2'- dz) - (a'-2). (dt'-&) - - y W  , 
a t  

(y~-y j .  +!-az) - (A~). ( d Y u y )  - 

(xdz - z&) 
+Z.mm'. 

d t  

d t  

d=N.z.rn. 

cff= M .  z. m. I d t  
(YdZ-ZdY) +x*mm'* 

c', C" &ant deux nouvcllev arhitraires. 
Si l'on mu1 tiplie l'dquation diffdrcnt icllc cn x , par 

a m d x - - z m .  

I'dquation diff6rentielle en y , par 

2m.dx  
M + E . m  

r.m dy 
2 m d y - a m .  M + z . m  i 
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J’Cquation difftircntielle en z par 

P.mdz 
M + x . m ’  

3 m dz - a m . 
si Yon multiplie pareillcmeiit I’Cquat ion itiiTdrentiel1lle en X I ,  par 

Z . r n d x  
3 mfdxr- a mr 

l’bqiiation diff4renticlle en y’, par 
‘ M + / x . m  ’ 

X.mdy 
M + I: .in ’ 

X . m d t  
M +  I:. m ’ 

P m’dyf- 3 mf . 
l’kquation cliff6renticllc en z‘, par 

_ .  a in’d z’- a m’ . 
et ainvi du reste ; si l’an ajoute ensuit9 ces diverses dquations , c n  
obscrvaiil que 

It &ant une constante arbitrairc. Nous soinmes d&jA parvenus ii ces 
diveraes inthgralcv, dam IC Chpitrc V du premier Livrc, rclati- 
veiiient it pn systbmc dc corps qui rdagissent Ics U ~ I Y  sur lrs autrcs, 
d’unc manikre quelconque; mais vu leur utilitd clans la thdorie du 
Bysterne du monde, nuus ayons cru devoir les dbontrer ici rlc 
tiouveiiu, 

.I1 2 
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10.  Ces intCgrales dtant les seules que l’on ait obtenues d u m  

l’dtat actuel de l’analyse ; on est forc6 de recourir. a u s  m6ttiodes 
$approximation , et de profiter des facilitds qu’offre pour cet objet ’I 
la constitution du syst&me du monde. Une des principles tient ti 
ce que le syst6me solaire est partag6 en systkmes partiels , formCs 
par les planbtes et par leurs satellites : ces systcmes sont tels , que 
les distances des satellites A leur plan& , son t considdrablement 
plus petites clue Ia distance de la plankte au soleil: il en rhsulte 
que l’action du solei1 &ant A-peu-pres la meme sur la plan& et sur 
HCS satellitcv , ccux-ci se meuvent k-peu-prks, comme s’ils n’obdig- 
soient qu’i l’action de la planete. I1 en rdsulte encore cette propri6t8 
remarquable , savoir que le mouvement du centre de gravit6 d’une 
planbte et cle ses satcllites’, est k fort pcu prks IC meme que si 
tous ces corps btoient rbunie A ce centre. 

Pour le dCmon trer , supposons quc les distances mutudlcs des 
corps m , m‘, m”, &c,, soient trBs-petites par rapport B la distanco 
de leur centre commun de gravit6, au corps A?. Soit 

x = X + x ,  j y=Y+y, j z-z+z,  ; 

xf=X+x,‘ j yl=Y+y,’ ; d= z + z,l j 

&c. j 
X ,  Y ,  2, Ctrrnt les coordonndes du centre de graviti: du sgstdme 
des corps rn , m’, m”, &c. ; l’origine de ces coordonndes &ant , ainsi 
(1 lie celle des coorclonriCcs x ,  y , z , x’, y’, z‘, &c., au centre de M, 
11 estclairquex,, y,, z,,x,’,&c. serontles coordonndesdc m,m‘,&c., 
mlativement h leur centre commun de gravitd ; noiis les S U P ~ O -  

serons trks-petites du premier ordre par rapport b X, Y, 2. Cela 
posC , on aura, comme on l’a vu dam le prcmier Livre, la force 
qui sollicite le centre de gravitd du systeme , parallblement ii uno 
clroite yuclconqiie , en prenant la somnie des forces qui animent 
les corps, parallhlememt i cettc droite ,. multiplibos rcspectivement 
par Icurs rnasm, et en divisant cctlc somme, par la somme des 
masses. On a v u  de plus, dam le m6me Livre, que 17ticiio11 inutuella 
rIcs corps li6s entre eux, ci’~ne manibre quclconque, n’altbre poirit 
le mouvement du centre de gravit6 du s y s t h c ,  et par le no.  8, 
Yaktraction mutuellc des corps n’influe point sur ce niouvement j 
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il duffit donc duns la recherche des forces qui atiiment le ccntre 
de gravitb du systdrne , cl’uvoir Cgard A l’action du corps M ,  Ctmn- 
ger k ce ,syst&me, 

L’action dcMsur m, ddcomposke parull&lement b1’e;xe des x ,  et en 

scns contraire de leur origine , est - - ; la forcc entibre qui 

sollicite parall24emcnt h cette rlroite ) le ccntre de gravitd du sys- 
tBmc des corps rn, m‘, &c . ,  cst donc 

M . x  
r3 

m .c 

r3 
M.  2.- - 

2 . m  

En eubstituant au lieu de x et dc I ,  lciirs d c u r s ,  on a 

X x+s, 
TJ 
--- 

((X+ X,)=k (Y+y,)’-t iz+ z , l J  13‘ 
Si l’on nkglige les quantitds trPs-petites du seoand ordre , o’est-i- 
dire, les quarres et les produits des variables x,, y,, c, ) x,’, tlrr. j 
que Yon drisigm par R , la distance VX+ P +Z% , du centre dc 
gmvit9 du systkme , au corps M ;  on aura 

.T x 3, 3X.{XX,-tYy,+22,} -=--+------- 
fl R3 RJ Re 

En mpquant successivement d’un trait , dc deux traits, &c. dans 
’le second membre de cetto dquation , les lettres x,,y, , z,; on aura 

Ics valeurs de - 7, &c. j maisl on a,  par la nature du centre de 

gravite , 
o = x . m x ,  ; o=x .my ,  j o=z .mx,  ; 

011 aura donc , aux quantitds pr6s du sccond ordrc, 

x’ x” 

r 3  ’ 

ainsi, IC centre de gravitd du systCmc est ir trh-peu prhs sollicitd 
pnrulltilement it l’uxo des x ,  pur l’action du corps M ,  comrnc si 
tous leu corps du syst&mc Ctoicnt rCnnis k ce centre. Le m4me 
r6sultnt a hidcinmcnt licu relativemelit 8ux ttxc8 dcsy e l  des z ; cii 
sorte quc l a  forces dont IC ccntrc dc 8ravit6 du syst9mc cst w i i i i C  
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parallklertient It ces axes , par l’acLioii de N ,  sont - - ct R3 
JJorsque l’on conuidbre le mouvcment relatif du contrs de gra- 

wit6 du syst4me autour de M, il faut lui transporter en yens con- 
truire , la force qui sollicite ce corps. Cettc force r6suItaute de 
I’action de rn, m‘, m”, &c. , sur M, et d6composCe parall&lemerit 

aiix x , en scns contraire de leur origine, esl Z. - ; si l’on n6- 

glige les qiiantitds du second ordre, cctte fonclion est, par ce qu i  
pr6dcle , Cgale A 

m x  
r? 

X . E . m  
c_. R‘j ’ 

Pareillement , les forces dont Mes t  animd par l’action du s y s t h e ,  
paralldement aux axes des y et des I , em sen8 coiitraire de leur 
origine sont 

Y . B . m  Z.x:.rn 
R’j R’ 

On voit ainsi , que l’action du systeme sur le corps $I, est il. tr&s- 
peu prks la mbme qne si tous les corps de ce systhme 6toient r6unis 
i leur centre commun de gravitd. En transportant b ce centre, et 
avec un signe contraire , les trois forccs pr6cktlcntes j ce point sera 
sollicitc‘: parall6lernent aux axe6 des x,  d e s y  et des 2 ,  d a y  son 
iriouvernent relatif‘ autour dc H, par 1c-Y trois f’orces suivantcs : 

, et -, 

X Y z - (M+c.rn).R3j -(a+ z.m} .- * - - ( M + z . m )  R’ ’ 
Ces forces sont leas mhmcs que si tom les corps m ,  m‘, rn”, &c., 
6toient r6unis ii leur ccntre coniinun de gravitk; ce centre se meiit 
donc aiix quantitCs prks du second ordre , corrime si tous ces corps 
y Btoicnt rCunis. 

I1 suit de-lh , qiie si Yon a plusieurtc systernes dont les centres de 
gravith eoient fort kloign6s lcs uns des autres , rclativemcnt aux 
distances respec tives (lee corps de chaque systc?me ; ces centres 
seront rnus k fort peu p r h ,  comme si lee corps de chaquc systemc y 
Ctoient rbunie; car l’action tlu premier syst&me sur chaque corps 
d u  scconcl systdme , est , par co qui vient d’8tr0 dit ,  la mOme t i  

trBs-pew prbs que si les corps du prsmier systGme btoicnt rkunio ir 
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leur centre commun de gravitC; I'action du premier syst&mc sur 
le centre de gravitd du second, sera donc, pir ce qui p r W d e ,  
la m6me que dam cctte hypoth&sc j ci'oh 1'0x1 pcirt gdnCrolemeiit 
conclurc que l'action rthiproque des diff4rens systdmcs , sur Ieurs 
centres de gravit6 respectifs, est la m&me que si les corps tic clique 
syst&me y ktoient rduri is ,  et qu'ainsi, ces centres sc ~neuvent , 
comme dans le cas dc cctte rdunion. 11 est visiblc que cc rdsultnt a 
6gdernent licu , lcs corps dc cliaque systdmc &ant libres, ou 1it.s 
ciilre eux d'unc mnniL:rc quclconyuc ; p a ~ c  que lcur nclion mu- 
tucllc ii'influc point sur le mouvcnicnt dc lcur ccntre coni~nun de 
g savi td. 

Lc systhme cl'unc plnni.te ngit rlonc ii trCs-pcu prh sur ICs nutrcs 
corps CIU systc"l11e soltiire, cuininc si Iii pIan&tc ct scs s:iicllites 
ktoiciit rdimicn ii lcnr cciitrc coniinnn dc gravitC j ct re ccntre: est 

nttird par Ics cliffdrcns corps dit syet&mc soIaiJe, colii~lic cell(: 

Chnque corps cCIcstc dtant la rdunion cl'unc iiifiliitd (le moldculr~ 
doudes cl'nn pouvoir attrnctif, et YCY diinrnsions dtnnt trPs-prtilcs 
rclativcrriciit 11 sa distance RUX autrcs corps clii  systhie dn rnoiitfc; 
8ori ccn11-r~ dc gravit6 cst h trh-peu pres attire, comme si toiitc SR 

lnassc y dtoit r6i:nie; ct il ngit h i - m h c  SIW ecs difl'h-cns corps, 
comme dam cette supposition ; on pciit donc dnns la recherche 
du mouvement des centres de grnvitd dcs corps cc%xka, cons idhr  
CCY diK6rciis corps commc autcint clc points rnassifs placds ii lcurs 
ccnircs (le graviti.. Milis In. spltc'ricitd cks pl;in+tcs et  dc lcurs satel- 
lites , rcrd cctic snppodtion dCjh €mt npproclli'c , bcaucoup plus 
cxacte CncorC. F n  cui.t, CCY divcrs corps peuvent Ptrc consid6ri.s 
colnme dtant formds ( 1 ~  couclics h trh-pcw prhs splidriques , d' i in~  
densit6 varinblc , suivnnt une loi quclconquc j ct nous alloxls fairc 
voir quo l'action d'uric couchc sphGriquo, sm 1111 corps qui ]ui 
cst cxtdricur , c-st 111 r n h e  quc si sti miss(; i. toit rbunic h son crnt re. 
Pour ccla , nous alloiis dtitblir , sur lcs attractions dcs splidro*ides, 
quclquee propositions g6n6rJes qui nous scront trbs-utilcs dans 
la suite. 

1 1. Soient x ,  y ,  z , les trois coordonndes ( l ~  point nttird q\lo 
~ioutl dksignerons par n ; soil dlll uiic 111oldcule clu splldvoi'tle 

1JYl)O li*SC, 
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ct x', y', z', les coordonnhes de cette rnoldcule j si l'on nomizio p 
ria densitd, p &ant une fonctionde x', y', z', inddpenqlan te dc x ,  y, z j 
on aura 

d M  = p . d x'. dy  '. dz'. 
L'action de dM sur m, decomposde parirllblement k l'axe des x a 

et dirigbe vers leur origine , sera 

n/r I? C K N I Q U E C k L E S T E, 

p . d d  . dy' . dt' . (Z -Z') 
5 3  

- 
{ ( x - x ' ) ' + ( y - y f ) q -  (z-z'y] i 

et par consbquent olle sera &gale it 

en npmmant donc V7 i'intCgrala 
. ax'. dyf. dzi - . .- fvi;7;.I'+ (y-f) '+("-d)'  9 

ktendue k Ja maase entikre du sph6roYde ; on aura - - , pour 

l'action totale du sphdroyde sur le point m, cl6c~mposke parallble- 
went b l'axe des I, et dirigee vers Ieur originc, 

Y est la somrne des moldcules du sphbroyde , divisdes par leurs 
distances respective3 au point attire3 j pour avoir I'attraction du 
sphkroi'de sur ce point, paral1i:lement A une droite quelconquc , il 
faut clonc considkrer F comme fonction de trois coordonndes rec- 
tangles, dont l'une soit parallhlc Q cette droite, et diffhnticr 
cette fonction relativement Q cette coordonnke j lo cocficicnt de 
cette diRhrentielle, priv avec un signe contrairc, sera I'expression 
de l'attraction du sphdroxde , parallklement h la droite donnee, et 
dirigde vcrs l'origine de la coordonnde qui lui cs t parallkle, 
Sil'on reprhsentepart,lafor+ction { (.-2')~+(~-Y').+(z-z'~a}ij 

Qn aum 
7= J 6. p . d x' . dy' . dz', 

uintdgration n'6tar)t yejative qu'aux variables x', y', z', il est clair 
que l'on aura 

(i3 



P R E M I & R E - P A R T I E ,  L I V R E  11. 137 
mais on G 

dd t * = (=I+ (7;) + (Z) i 

on aura donc pareillement 

(4 
cette Bquation remarquablc nous Sera de la plus granclc utiliti: clans 
la thborie de la figure des corps cklcsteu. On pcutlui donner d’autres 
formes plus commodcs dam diverses circonstances ; conccvons , 
par exemple , que dc I’origine de8 coordonndes , on m h e  au point 
attire, un rayon que nous nommerons r ;  soit 8 I’angle qiic ce 
rayon fait avec l’axe des x ,  et = ]’angle quc le p l ~ n  f o r d  par r et 
par cet axe, fait avec le plan des x et desy j on aura 

x =  r.cos.8 ; y=r.ain.kcoa.* ; z=r.si~l.l,siii.m; 
d’oh l’on tiro 

E c 
f = r/x* j COB. e = ; tang.a=--. v ,.+y’+s’ Y ’  

on pourra nimi avoir lee diffdrenceu partiellcs clc F ,  8 et a, rclati- 
vement aiix variables x , y , z ; et l’on en conclura lea valeura do 

, en diffdrcnccs pastiellcs de 7, relatives 

8ux variables F ,  8 et rg. Comme nous ferons souvent usage de ces 
transformations des diff6ronces partielles ; il cst utilc d’en rappclcr 
ici lo principe. En coneiderant Y aomme fonction des variables, 
8 ,  y ,  I ,  et ensuite, des vnriablcs r ,  8 ct a ; on a 

(g) = ( Z )  (Z) + (Z) ( Z )  + (E) ’ (2)- 
Pour avoir les diffdrencee partielles (2) , ($) , (g), ;e il ne 

. .  
€aut fuire varier que x ,  dam Ics expressions pr6c6ilnitcs de r, cos. e, 
et tung. w ;  en diflbrentiant done cee exprcssiom, on aura 

- =COS.e (~)=-=---- Bin. 0 j (g)==oi  (2) t 

RMCAN. c h .  TomsI. s 
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On aura donc ainsi, la diffbrence partielle (E), en diffkrences 

partielles de la fonction 7, prises par rapport aux variables r , 8 

c t a. En diffdrentiant dc noiiveau , cet.te valewr de (E); on aura la 

cliffdrence partielle rg) , en diffdrences partie~es de V, priscs 

par rapport aux variables r , 8 et W. On aura, par le udme pro- 

cedd, les valeurs de rL7, et r&?. 
dY” 

On transformerade cettc manitre ,l’dquation (A), dans la suivante : 

cos.6 

d t  

et  si l’on fait cos. 0 = f ~ ,  cette Jcrnihre 6quation deviendra 

I 2. Sixpposons maintenant que le sphdroide soit line couche 
sphdriqme dont l’origine des coordonndes eoit au centre j il est clair 
que Y ne dkpendra que de r ,  et qu’il ne renfermera ni I* ni - 5  
l’dquation ( C) donnera donc 

0 = ( 7 ) ;  ad. 1Y 

d’oh Yon tire en inthgrant , 

A et B &ant deux constantes arbitraires. On a donc 
-($.J=- p’ B 

- - exprimc par ce qui prdckde , l’action de la couche sphd- 

r i p e  sur le point rn , ddcomposde auivant le rayon r , et dirigbo 
vers le centre de la couche; or il est clair que l’nction totale 

de la couche doit &re dirigde suivant cc rayon; - G) - exprime 

donc l’action totale de Ia couche sphdrique sur le point rn. 

(Y) 
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Supposons d’abord ce point place au-dedans de la couche. S’il 

Btoit uu centre d m e ,  l’ection de la couclie seroit nulle; on a donc 
B 2 (g) = 0 ,  ou -=o, lorsque r=o ce qui donne ~ = o ,  
t” 

et par consequent - - = 0, que1 que soit r; d’ou il suit qu’un 

point p3acB dam l’intbricur de la couche, n’cn Oprouve aucuno 
action, ou , ce qui reviciit au ndme il est bgalement attirts de 
toutes parts. 

Si IC point m est situ& mi-dehors de la coiidic splidriquc ; il est 
visible qu’en le supposant infinimont Bloign6 de @on centre, I’ac- 
tion de la couche sur cc point, sera l i l  meme que si toute la masso 
de la couche ktoit rhinic h cc centrc ; en nonimant doiic M la ni~ss(: 

(:r) 

B M de cetle coucho; - (c) ou 2 devicndra dam cc cas, &gal h - p 8 

ce qui donne B = M; on a donc gendrdernent , par rapport aux 
points oxtdrieurs , -($)= 7’ M 

c’ost-idire que la couche sphcirique les attire, coniine si toute sa 
mawe &toit rkunie k son centre. 

Urie sphbre &ant une couche spbdrique dont le rayon dc la surd 
face idr ieurees t  nul; on voit que son attraction sur uii point pIac8 
A sa surface ou au-deli , est la m h o  que si sa riiasse 6toit rdunio h 
#on centre. 

Ce r&ultat a encore liculpour les globes formds de couches con- 
ccntriques d’une densitb variable du centre it la circonfdrence, 
suivant une loi qiielconque ; puisqu’il est vrai pour chacune de ces 
couches : ainsi , IC s o l d ,  lcs planbtcs ct lcs satellite’s pouvant Btra 
considdrhe A trb-peu pres, cornme des globes do cette nature, ils 
attirent B fort peu pres les corps extdrieurs , cornme si l’on suppo- 
eoit leurs massee r6uniee h leura centres do gravild j ce qui est 
conforme it ce que nous avons trouvc! par les observations , dnns le 
no. 6.  A la v&rit$, la figure des c o q ~  celestes s’Ccarte un peu de la 
sphkre; mais la dif€drence est trbs-petite , et l’errcur qui en r6sulto 
sur la supposition prdcddentc , est du memc ordre que cettc cliff& 
rence , relntivernegt aux points voisins 3c leur surface ; et relati- 

S a  
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vement aux points doignh,  I’erreur est tIu m&me ordro que le 
produit de cette difErcnce, par le quarrd du rapportdes rayons des 
corps attirans, a lcurs distances tlux points attirks; car on a v% , 
clans le no. io,yue la cowid6ration seule de l’dloignement des point8 
attirhs , rend I’erreur de la suppogition prdc6dente, clu meme ordre 
que le q u a d  de ce rapport. ~ c u  corps celestes s’attirent donc A 
trbs-pea i n k s ,  comme si leurs niasses ktoicnt rkunies ii leurs cen- 
tres dc gravit6 , non-aeulemcnt puce  qu’ils sont fort 61oip6s les 
uns des autres, relativemcnt tr leurs dirncnsions respectivev ; mais 
cncore parcc yuc leurs Ggrzres iliffkrcnt trbs-peu de la sphbrc. 

La propriBtd dont les sphkres jouissent dans la loi de la nature 
d‘attirer comme si leurs masses Btoient rdunies it Icurv centi.cs, est 
trbs-remarquahle, et l’on p u t  6 tre curicux de savoir si ellc a lieu 
clans d’autres loix d’attraction. Pour cela , nous observerons que si 
la loi dc la pesaiitcur cut telle qu’uric sphere hornogkne attirc un 
point plac6 au-dehors , cormic si toute sa masse 6toit rdunie A son 
centre j le m&mc rCsultat doit avoir lieu pour unc couch  sphtiri- 
que il’une Bpaisseur constante ; car si l’on enleve A. une sphere, una 
couche sphkriquc d’une Bpaisseur constante, on formera line nou- 
velle sphbre d’un plus petit rayon, mais qui aura, ainsi que la pre- 
mihe, la propri6t.b d’attirer , commc si toute s~ masse ktoit rkunie 
it son centre j or il est 6vident que ces deux sphkrea ne pcuvent 
avoir cette proprid16 commune , qu’autant qu’elle l’cst encore j, la 
couche sphbrique qui forme lcur diffdrcnce. Le problbme se rdduit 
donc k dkterminer Jes loix d’attraction suivaiit levquellcs unc cou- 
che sphdrique d’une Cpaisseur infiniment petite ct constante, attire 
un point extgrieur, comme si toute sa masse h i t  rdunie A son 
centre. 

Soit r la distance du point attire au centre de la couche sphdri- 
que; u le rayon de cctte couclic , ct  du son Bpaisseur. Soit 8 l’angle 
que IC rayon u fait avec la droite r; I’anglc que le plan qui passe 
par lea deux clroitcs r et ZJ fait avec un plan fixe paasant par la 
droite r ; l’dl6ment de la couche sphkrique sera undu. clw. de. sin. 8. 
Si l’on noinme ensuitc fla distance dc: cet dldmcnt au point attire, 
on aura 

f”= rl-9 ru.cos.0+U8. 

e 
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Reprdsentons par p (f), In loi de l’ai traction A la distance f; I’ac- 
tion de l’dldinent cia la couche, sur IC point attic&, ctdcomposdc 
paroll6lcment a r, et dirig4e very le centre cte In couche, scru 

J 
mds on a 

r- I&.  co.9, B 

f 
cc qui donne h la quantitd prdcdriente , ccttc formo 

partant, si l’on d8signeJdJ. IP ( f )  p r  ~,(f), on t i ~ ~ i i  l’action entikrc 
~ de la couch spldxique SILT IC point attirC, au inoyen de l’intbgralo 
u*.dn.~~~.de.sin.e.~, (f), ~ ~ i f f ~ r e n t i ~ e p ~ r r a p p o ~  hr? et divisda 
par dr. 

Cette intdgrde doit etrc prisc rchtivcment A 5 ,  depiiis w=o, 
jusqu’i ‘I dgal h la circonfhrencc ? et qrPs cettc inti.gmtion clle 
dovient 

Q dtnnt le rapport de la demi-circonfdrence au rayon. Si 1’0x1 diffi- 
rencie la valeur defpar rapport i 6, on aura 

a ‘x. 2 2 .  d u .  f d e .  sin.0. Q , ( J )  ; 

ct par consequent, 
U d l J  

a w .  u’du.Jde. sin. 8 . q,( f) = P w. -.If df. P, (f). 

L’intCgrale .relstivc B 6, doit &re prim depuis B = o jusquY 8 =,w, 

et i ces deux Iimitoa, on a f =r-u ,  et $= r+u;  ninsi l’intdgmlc 
relative L f ,  doit ttrc prisc dqmisf=r-u jusqu’hf=r+rc; mit 
Jonc J f d f .  P, (f) = -4 (f) 5 on aura 

r 

Le coefficient de d r  , dam la diffbrentielle du semnd membre de 
cctte equation , prise par rapport k F ,  donnera l’ilttraction de ILL 
couche sphbriquc, sur le point attirC ; et il est fucilc cl’en conclure 

que dnns lu nnturc oh o{f)= - cette attraction cut @le EI 
1 

I’ ’ 
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49r.u’du 
- -_ -a  , c’est-ir-dire , qu’elle est la m&me que si toute la masse de 

la couch sphdrique 6toit rdunie k son centre j ce qui fournit une 
nouvelle demonstration de la proprich! que iious avons Ctublia 
prCc6demmen t sur l’at traction des sphbres. 

DCterrninons maintenant 9 (s), d’aprks la condition que l’attrac- 
tion de la couche est la mbme que si sa masse 6toit r h n i e  h son 
centre. Cette masse est dgale k 47r. u’du , et si clle Btoit rthnie a son 
centre , son action sur le point attirC , seroit 4 ~ .  u’d u.  Q ( r )  j on 
aura cionc 

T S  

en integralit par rapport, h r, on aura 

4 ( r  + u)  -4 (r-  u) = B ru Jdr.  Q, ( r )  + r U, 
Ubtant une fonction de u et de constantes , ujouttk ii L’intCgraIo 
2 u.Jdr. Q ( r ) .  Si l’on reprdsentc .C (r+ u )  - 4(r -  u)  , par 8, on 
aura, en diffkrentiant I’dquation prCcBden te, 

(g) i 
mais on a, par la nature de la fonction R , 

dd R 

nf?(r )  d.f?(r) 1 ddU 
f +7=- PI1 (z). - 

Ainsi, le premier membre de cctte 4quation &ant indkpenciant 
de u , et le seewnd membre ,&ant imdkpenrlant de T chacan de ces 
tnernbres h i t  &tm .@al A vue constante arbitzaire que BOUS d6ei- 
gnemnu par 3A; on a donc 

a.rp(r) d.e(r)  
I d r  

c__ + - = 3 A 3  
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d’oh l’on tire en intkgrant 

B 
p ( r ) = A r + -  rp ’ 

B &ant une aonvellc constante arbitmire. Toutcs les loix d’attrac- 
tiori clans lesquellcs une splihreagit sur 1.111 point cxthieur pluctz h In 
distance r dc son ccntre, cornme si toute sa niasse &toit rdi& i cc 
ccntre , soiit donc comprises &ins lit formulc g6n6ralo 

il est ais6 de voir qu’cn effet, cette valeur eatisfait i l’dquation (t)) 
quels que soient A et B. 

Si l’on suppose A = o ,  on aura la. loi rlc lnnaturc, ct 1’011 voit que 
clans le nombre infini des loix qui rendant l’attrection trds-petite A 
de grandes dietancos, celle de la nature est la sculc dans laquelle lcs 
spheres ont la proprid16 d’agir, coinme si lewrr massea dtoient rdu- 
nies B lours centres. 

Cette loi est encore la seule dana  laquelle un corps place au- 
dedans d’une couche sphdrique , par-tout d’dgale Bpaisseur , est 6ga- 
lemcnt attire de t o u b s  parts. I1 r8sulteedo l’analyse prbcedente, 
que l’attraction de la couchc q h h i q u e  dont 1’tSpaisueur est du, sur 
un point place dans son int6rieur a pour expression, 

Pour que cette fonction soit nulle, 011 doit avoir 
4 (u+ r )  - 4 (u-r) = r. U8 

U &ant une fonction de u, inddpendante de r ,  et il a t  facile de 
voir quc ccla a lieu dans la loi de la iiaturo ou P (f) = - Mais 

pour faire voir quc cela n’a lieu que dans cette h i ,  nous ddsigne- 
rons par +‘(f) la diffdrance de 4 (f) divisde par df; nons d6- 
signerons encore par .1” (f) , la diflhrencc de .G’(f) divide par df’ 
et ainsi de suite j noua aurons uiiivi , en diff6rentinnt deux i’oiois do 
suite, 1’6quation prdcddcnte , par rapport ir r , 

4” (u  i- r )  - .C”(U - r) = o. 
Cette equation uyaiit lieu, yuds que soieiit u ct r il en r h l t c  que 

B 
f”’ 
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.C”(f) doit &re bgal i une constante, que1 que soit $, et qu’ainsi 
P’ (f) = o j or on a ,  par ce qui prCckcle, 

d’ou I’m tire 

on a donc 

ce qui donne en intdgrant, 9 (j’) - - et par constjquent la loi de 
la nature, 
13. Reprenons I’iquation ( C )  du no. 11. Si l’on pouvoit int& 

grer gdntralement cette Cquation j on auroit uiie expression de Ya 
qui renfermeroit deux fonctions arbitrajres que l’on ddtermineroit 
en cherchant l’attmction du splidroidcpr un poist situ6 dam une 
position qui facilite cette recherche, et en compnran t cette attrac- 
tion k son expression gknt5rale, Mais l’intkgration de l’dquation ( C) 
n’est possible que dans quelques cas particuliers , tels que celui oh 
le sphbroide attirant est une sphbre, oe qui r6duit cette dquation aux 
diffbrences ordinaires; elle est encore possible dam le cas oh c0 
aphdroidc: est un cylindre dont la base eet une couibe rentrante , pt  
dont la longueur est infinie : on verra dane le troieibme Livre, que 
ce cas particulier remfeme la th69rie des anneaux de Saturne. 

Fixons l’origina des r ,  sur l’axe meme clu cylindre que nous 
aupposerons d’une longueur infinie de chaque c&& de cette origine, 
E;n Uommtyit r‘ la distance du point attire , A l’axe j on aura ’ 

/ / = r . r / q .  
II est visible que F n e  cldpend que de r’ et de u , pt\isqrx’il est 10 
meme pour tous les point4 rclntivement auxquels ces deux varia- 
bks sont les nidmev; il ne renferme donc p qu’autan t que r‘ est 
fonction de cette variable; ce qui donne 

MI% C A N  I Q U E C &  L E  S T E, 

4‘ ($) =f 8, (f) > 

4”‘ (f = 2 Q (f .) +.fa 9‘ (f) t 
O =  2-Q C.fI +f*Q‘(f I i 

B 

-f” ’ 

l’kquation 

ddV r d V  

(C) devient ainsi , 
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d’oh I’on tire en intdgrant , 
Y=P r’. COS. a + r f .  r/ -1. sin. a) +.c 19‘. cos. m- f .  V- 1. sin. a); 
9 (r’) et .C(r‘) &ant des fonctions arbitr_Rires do r‘, que I’on pourra 
ddterminer , en chcrchnnt l’attraciion du cylindre , lorsque rn est 
nul, et lorsqu’il est 6gd it un angle droit. 
Si In base du cylindre est un c e d e ,  Tsera Bvidemment nnc 

fonction de r’, indipendante de m j l’bquation prbchdente aux dig& 
rcnces partielles devieiidra ainsi , 

- - 

ce qui donne en intigrant, / a n  H -\z)=-p 
H &ant une consiante. Pour la determiner, nous supposerons r‘ 
extr4niernent grand par rapport au rayon d e  111 INW t l ~  cylinrlre, 
ce qui permet de conslid61*cr I C  cylindre cwnnie uiie ligne droitc 
infinic. Soit A cctte base, et z la dirstance d’un point quclconque 
cle I’axe du cylindre , nu point oh ccl  axe est rencontrh gar r’; 
l’action clu cylindre conuiddrd coininc coizcentr6 sur son axe, scrn. 
pnrallPlement h r‘, 6gals k 

At ‘ .d t  
I_ f (i*+t,$ ’ 

l’int6grale &ant prisc dcpuis z == - 00,  jusqu’it a = 00 ; e0 qui i+- 

duit cette intdgrale h - .c ’~st  I’oxpression de (g), lorsque fl 

est trbe-considkrable, En lacomparant hlnpr~c~dente, 011 RHT- o A ,  
et Yon voit que que1 que sbit r‘, I’action dun cylindre BUT tmn point 

extdricur , est -. 
Si le point atiird est au-dedans d’une couclio cylindrique circii- 

laire d’une Cpisseur constante, et d’uno Iohgucur infinie; 011 a 

encore - (g) = 7 i et comme i’attxaction est n u ~ c ,  lorsque 1 t t  

point attire est sur l’axc m h i c  dc la coliche, on a 2 1 ~ 0  et pus 
consdquent , un point placd dam l’intdrieur de la couclle , est @b- 
lcment attirt de ton tes parts. 

a A  
t’ ’ 

914 

r’ 

H 

I IZ~CAN.  CGL. Tome I. T 
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14. On peut 6tendre au mouvement d’un corps, Ies Qqua- 

tions ( A ) ,  (B) et (C )  du no. 11 , et en tirer ane Bquation de 
condition trks-utile , soit pour verifier les calculs de la thkorie, 
soit pour vdrifier la thBorie mbme de la pesanteur universelle. Les 
Cquations diff6rentielles ( I ) ,  (2), (3) du no. 9 ,  qui dBterminent 
le mouvement relatif de m autour de M ,  peuvent &re mises sous 
cette forme j 

d d x  d Q  . d d z  -=(z). dta 

mr . (x  x‘+yy‘+ ri 2’) A - + - et il est facile de M + m  
?4 m’ 

Q Btant &gal k - e x .  
I 

voir que l’on a 

si les variables XI, yl, z’, x”, &c., que Q renferme, sont inddpen- 
dantes des x ,  y et z, 

Trtlnsformons les variables x ,  y, z , en d’autres plus commodes 
pour les usages astronomiques. r &ant le rayon men6 du centre 
de M it celui de rn , nous nomrnerons Y l’angle que la projection de 
ce rayon sur le plan des x et des y fait avec l’uxc des n; et e ,  
I’inclinaison de r sur le m h c  plan ; on aura 

x=r.cos.9.cos.v; 
y =5 r .  COY. 6. sin. Y ; 
z = resin. 0. 

L’Bquacion ( E )  rwport6e k we nouvclles 
no. 11, 

vmiableg, sera par le 

si l’on multiplie la prernibre des dquations ( i )  , par cos. 8. c0s.v; la 
seconde, par cos. 0, sin. Y ; la troisibme par ain. 8 j et si pour 
clbrbger , on fiit 

ddr  f . d v b  r, de. 
d r  dta d t s  

M’ a - - --. cos.fie- - 
on aura? en le8 ajoutant , 

MI = (2). 
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Parcillement , si l’on mu1 tiplie la premiere des dquations (i) , par - r .  cos. 0 . sin. v ; la seconde par ra cos 8 .  c0s.v , et qu’emuite 0x1 

- 

les ajoute , et que l’on suppose 

Enfin , si l’on muhiplie la premiere des dquations ( i )  , p w  
- r .  sin. 4. COY. Y ; la seconde , par - r .  sin. 8 .  sin. v j qu’on les ajouls 
B la troisibmc , multiplide par cos. 8 ,  ct quc l’on hssc 

ddd d e  8 rdrd  e 
dt@ ’ P‘ = P. - - - + F ~ . ~ .  sin. 0 .  cos. 8 f 

rlP 
on aura 

Les valeurs de r ,  v ct 8 ,  renferment six arbitraires introduites par 
3es intbgrations. Considkrons trois quelconquee do ww arbitraires 

que nous ddeignerons par a, b , c;  l‘dquation M’= r2) don- 
nera les trois swivantes : 

On tirera de ces Cquations la valeur de (2) et si l’on fnit 

=(:)e (:)-( 2) (g) j 
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on aura 
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Si Yon fait pareillement 

1’8quation N‘= r$), donnera 

Enfin, si Yon fait 

L’Bquation (F) deviendra ainsi , 
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bails la thCorie de la lunc , on nCgliige les perturbations que 8on 
action procluit dans le rnouvemciit relatif du soleil autour de In 
ierre , cc qui rcvient h regarder sa masse conune infiniment petite. 
Alors les variables x', y', z', relatives au soleil , sont ind6pendantes 
de x ,y, z ,  et l'dquutioii (G) a lieu duns cette thdorie ; il faut donc 
que lcs Vnleurs trOilVdes pour r,  Y et  0 y satisfassent , ce qui donne 
un moyen de vOrifier ces Yalcurs. Si leu indgalilks observdes 
dans le rnouvement de la lune sont Is I.8sultat do l'attraction mu- 
tuelle de ces trois corps, le soleil, la terre et la lune, il faut que les 
valcurs de r , v & 0 , tides des observations , satisfassent a l'dqua- 
tion (G) , ce qui donne un moyen de vdrifier la theorie de la 
pesanteur universelle ; car les longitudes moyennev de la lune , de 
son pkrigQe, et  de son nceud ascendant, entrent dans ces valeurs , 
et Yon peut prendrc pour a , b , c CCY loiigitucles. 

Pareillement , si dans la tliCorie des planbtcs, on n6glige lo 
qiiarrd des forces perturbatrices ce qui est presque toujours per- 
niis ; alore , dans la thdoric dc la p1ilnQte dont les coordonndes sont 
s, y , z , on peut supposer quc lcs coordonndeu x', y', z', s", &c. 
des autres plunktes , sont relatives c'r leur rnouvement elliptique , 
et Far consequent, ind6penduntes de X ,  y,  z j 1Vquatioii (G) il donc 
encore lieu dans cctte th6orie. 

15, Lee Bquations diff4rentielles du no, prdcddent, 

---ecos/~-r.~=($) j 

j (a) I 
ddr r .d f l  a c p  

d c* d is 

d .  r'- . COS.* 0 
, ( "d: d t  L(2)j 

dd B d V' atdr.dd (if) 
r' . - -+ r'.. - sin. B . cos. + - = - . d r  d tg d tn  
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ne sont qu’une combinaison des dquations diffdrentielles (i) du 
mbme no. , mais elles sont plus commodes, .et plus adaptdes aux 
usages astronomiques. On peut leur donner d’ctuires formes qui; 
peuvent &re utiles dans diverses circonstances, 

Au lieu des variables r et 8 ,  considdrons cclles-ci u et 9 ,  u &ant 
&gal h - ou tr l’unit6 divishe par la projection du rayon vec- 

teur , sur le plan des x et dcs y ; et 9 &ant kgal k tang. 0 ,  ou k la 
tangente de la latitude de m au-dessus du m&me plan. Si l’on mul- 
tiplie la seconde des 6quations (H) par rgdv.cos.P 8 ,  ct qu’ensuite , 
on I’intCgrc j on aura 

1 

r. coo. 8 ’ 

u*d t 

Si l’on ajoute la premikre des dquations (H) muItip]i$e par Fcos,8, 
sin. B i la troivikrne rnultiplidc par - on aurzl 

1: 

c- +-. - 
dtB u dP 

d’ob l’on tire 

de(-$)+% 

0 =”F d d u  + + (2). g - (2) - t. (x) d Q  

En substituant pour dt, sa valeyr prdcddente, et regardant du 
cornme constant, on aura 

-- -- 
/ d D r d r  e 

La t ro i s ihc  des tquatione (H) deviendra de la mQme manibre? 
en y traitant du comme constant, 
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On aura donc , au lieu des trois dquationv d.Wrentidlea, (H), les 
suivantes : 

dt=r ' .  ' Y 

d V  

:(*) 
I 

d d u  o=-- 
d v' 

Si l'on veut Bvitcr Ics fractions ct les radicaux j on ponmcr donneo 
ic. ces Oquations , la forme suivan te : 

d d t  s d u d t  d t3 
OI.--+---;- 

dv' u d v  

En employant d'autreu coordonnkes , on formeroit de nonveatlx 
syst&~nea d'byuatione ififf6reatieUee : supposonu , par excmple, quo 
Yon change Ies coordonndcs x et y ,  des dqusrtions (i) du no. 1 4 ,  
en d'uutree relatives A deux mobilea sifuds sur le plan de ces 
coordonndes , et dont le premier indique la longitude moyenne du 
corps rn, tandis que lo eecond lui ebt pcrpendrculitirc. Soient X ,  e t y ,  
le# coordondes cie m , relatiycnicrit A cee axes et ddsignonu par 
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n t f e ,  la longitude moyenne de m, ou l’angle que l’axe rnobilt? 
des x, fait avec l’axe des x j on aura 

x s I,. cos. (n t+ t>-y,. sin. (n t+ i) ; 
y =x,.sin,(nt+t)+y,.cos.(nt+r) j 

d’oh l’on tire , en supposant d t constant, 

ddx. cos. (nt+ i) +ddy. sin. (nt -+ 9) = ddxl - n’x,. dtm - andy,. dt ; 
ddy.cos. (nt+e)-ddx.sin. ( n t + t ) =  ddy,-n‘yl.dtm~3-ndx,.dt. 

En substituant dana Q, au lieu de x et de y, leurs valeurs prCc6- 
dentes; on aura 

Cela pod,  les dquations diPdrentiellcs (i) donneroiit ICs trois sui- 
vanics : 

Aprks svoir donne Ice equations diffdrentiellcs du  mouvemcn t 
d’un systkrne de corps soumis a leur attraction mutuelle, et apr‘i‘8 
en svoir cldtermind les eeules irit6gralcu exactes que l’on ail pu 
obtenir jusqu’b prCaent; il nous rcste k intdgrer ces Cquations , par 
des approximations succesoives. Bans le systBme solaire les corpsi 
cklestcs se meuvent k-pcu-prks , comme s’ils n’obdissoient qu’A la 
force principle qui les anime, et les forces pcrtizrbatrlces sont 
peu cansid8rables 5 on peut donc , d a m  une premikre npproxima- 
tion, ne consi(1drer que f’action mutuelle de deux corps, savoir, 
celle tl’rxnc plan& ou tl’une corn& et du  solei1 , dans la thdorie 
des planktcs et des combtee j et l’action mutuelle d’un satellite et de 
lya plavbte , dam la thdorie des satellites. Nous comrnencerons ainsi 

Pur 
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par donncr une d6termination rigourcuse du mouvcmen t de deux 
corps qui s’attircnt : ccttc preiriibre approximation iious conduira 
k uno seconde dans laquelle noiis aiir’oiis @arc1 it la premibre 
puissance dcs forcee perturbatrices ; ensuite , ~ O U Y  considkrcrons 
les quarrbs et IPS produits de ccs forces ; en continuant ainsi , nous 
cl6tcrrnincrons lcs rnouvcincns cdestcs avec toutc: la precision que 
ICs obscrvotions comportcnt. 

MBCAN. C ~ L .  Tome 1. 
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- I__ - 
C H A P I T R E  1 1 1 ,  

Prerniire approximation des mouuemens cilestes , ou thdorio 
du ?no u vement ellip t iq ue. 

1 6. No U S  mons ddji fait voir dam le premier Chapitre, qu’un 
corps attir6 vers un point fixe, par une force reciproque ilu q u a d  
de la dirtancc , ddcrit une section coxiique ; or dam le mouvement 
relatif du corps m autour de M, ce clernier corps &ant consid6r6 
cornme en repos , il faut transporter en sens contraire ti m, l’ac- 
tion que m exerce sur M; ainsi, dans ce mouvement relatif, rn 
est sollicit6 vers M , par une force Bgale n la somrne des mawes M 
et rn, divisde par le quarr6 de leur distance j le corps m d6crit 
donc une section coniquc autoiir do M. Mais l’importance de cet 
objet dans la thdorie du syst&me du m o d e ,  exige que nous le 
repenions sous de nouveaux points de vue. 

Your cela , considerone les equations (K) du no. 15. Si l’on fait 
’N+ in= I.( il est visible, par IC no. 1 4 ,  qu’en n’ayant Bgard qu’i 

l’action rdciyroque de Met de m, Q est dgal a T - 7 OU it v T J ;  
les Bquations ( K )  deviennent ainsi , 

dv  d t=  -; h,uP 

d d u  P 
o=-+u- J d VP 

a d s  
o= -+s. 

d v‘ 

P P*.” 

ha .( 1 +6s)? 

L’aire ilecrite pendant l’&ment dc temps d t  , par la projection dlt 
dV 

rayon vecteur &ant dgaIc Q +.-- j la premibre de ces dquations 

now npprend que cette aire est proportionnelle it cet 616ment, ct 
U’ 
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qu’ainsi , dnns un temps fini, elle est proportioniiclle au temps, 
La dernihe dquation donne en l’int6grant, 

s = ?.sin. ( u  --e), 
9 et 0 &ant deux arbitraires. Enfin la sccondo donne par son 
in tggration 

, 

c et a Ctant deux nouvelles arbitraires. En substituant dam cette 
expression de u, au licu dc s , sa valeur cn v ,  et stibstituant cik- 

suite cette expressi&, dam l’dquation dt== - l’intdgrale de 

mtte Cquation donnera t en fonctiori de v ; on aura donc ainsi P, u 
et s, ell foiictiuiis du temps. 

On petit simplifier considBrablomenE ce cdcul , en 0l)serviult qne 
Iii valeur de s indique que 1’orbh.e est toute dans un plan dont > 
est la tangent0 d’incliiiaison sur le p l ~ i  iixc et. dont 4 cst la lougi- 
tude du nocud,comptCe de l’origine de I’angle v. En rapportant dono 
h ce plan, le mouvement de m ; on a u r ~  s=o et ?= 0 ,  ce qui 
donne 

d V  

h.u‘ ’ 

‘ P  
t hm u=-- -* { i+e.cos.(u-- ) ) ,  

Cette &quation eet h une ellipse dane laquelle l’origine des t est au 

foyer : est le demi-grand alto que nous d4signerons par a; 

e est le rapport de l’excentricitd RU denii-gmmd nxc j enfin, rg est la 

h* 
/A* (  1 - lP) 

d u  longitude du p4rih6lie, L’Bquation dt = E devient ainsi , 

D6veloppone le second membre de cette Bquntion , dans une s h i o  
de cosinus de l’angle Y -a, et de aes multiples. Pour ccla ? nous 

I 
cominencerons par drSvelapper ~ +e,  cos, (v - .c) 

Eeplblable, Si l’on fait 

danv una shric 
\ 
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on aura 

-(v--") 'f.1 

1 1 1 -- h'. c - (v-w),f l - l  -1; 
(v -a ) *K-1  l + h . 4  I G-iiI i + h , c  

1 +e .cos. (v-w 

c dtant le nombm dont IC logarithme hyperljoliquc est l'unitd. Xn 
ddveloppant le second menibre de cette Bquation, en sdrie ; savoir 

( Y  -- .+) . lr" 1 

-(V-m).<-l 

et en substitwant ensuite, au lieu des exponentiellcs imaginaires , 
le,urs expressions en sinus et cosinus; on trouveril 

le premier terme rclativement aux puisoances de c 

et le second tcrmc relativement aux puissance: de c 

9 

? 

1 - 1 - --- 
I f e . c o ~ ~ . ( v - ~ )  VI--% . { L-aA.cos. ( Y - ~ ) + ~ ~ * . c o s . ~ ( v ~ ~ > - ~  A ~ . C O S . ~ ( V - ) +  &c.}. 

Nommons 0 le second membre de cette dquation , et firisons g = - ; 
now aurons gbnhlement 

1 

e 

e - m - l . & .  - 
1 .a  .3. . . . m. d q l n  

1 -- -* (3 -; 
{ 1 + e.cos. ( v - m ) }  m - t r  

dq Ctant supposd constant, et lee signes + ou - ayant lieu, suivant 
que m est pair au impair. Dc-lh , il cst ais6 de 00ncIure que si 1'0n 
fait 

3 -- I - (1 -lp)-z 
{ I  + e . c o s . ( v - m ) } %  

0 { 1 +E(' ) .  cos.(u--.o)+E(". cos.2Cv--a)+E('). cos.3(Y-aa)-k&c.}; 

on aura, que1 que soit i, 0 - 
Be'. { i + i .  )/i-es) 

(1 + / 1 -e*)' 
i -- 

1 
Eci) = & 

le signe + ayant lieu, si i est pair, et IC signc - aymt  lieu, si i cut 

impair; en supposant donc n=a a .  fi, on aura 

et en intdgrcant, 

3 -- 
ndt= dv. { 1 + ~ " ) . c o s . ( ~ - ~ ) + E ( ~ ) ) . c o ~ . ~ ( v ~ * ) + E ( ~ ) . C ~ ~ , ~ ~ ~ ~ ~ ) +  kc.1 j 

nt 3- a = Y + E(').  sin.(v--.) +io sin. a(v-m> + j . E(3)  . sin. ~ ( v - w )  +. &e. 
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6 &ant une arbitraire. Cette expression de n t+ e cst fort conver- 
gente , lorsque *les orbites sont peu excentriques , telles que les 
orbites des planktes et des satellites j et l’on p u t  par le rctour des 
suites en conclure la valeur de Y en t ; nous nous occupcrons d0 
cet objet , dans les no’. suivans. 

Lorsque la planhte revient a11 m h e  point de son orbiic , tr est 
augment6 de la circonkence que nous reprhscnterons toujour:, 
par o 72 j en nommant donc T l e  tenips d’une rcivolution , on aura 

r)=-=-, 
3 

9a a s . a i  

n fi 
Cetto expression de Tpeut &re imniddiatemcnt ddduite de l’ex- 

praevion diffdrentielle de d t , sans recourir ilux s6rku. Keprcnoiis 
d U  tad v jf”” en effet, 1’8quation d t  r= - ou dt = -. Ellc donne T=-; 

h.un ’ h h 
JrVv ost le double de la surface de l’ellipee , at par conbdquent , 
il est hgal B P W .  aa. r/ 1-dj de plus , h” est 6 g d  p a ,  ( 1- e’) j 011 
aura ainsi la m8me cxprcssion de T que ci-dessus. 

Si l’on n6gl:lige les masses des plauktcs, relativement h celle du 
solei3 , on a r/F I 0; la vdeur de fl est alors la meme pour 

toutcs Ies planbtes ; T eat d6nc proportionnel alors ii a‘, ot pnr 
conskcpent, les quarrCs des temps des dvolxktions sont cornme 
les cubes des grands axes des orbites. On voit quc I n  mc?rue loi LL 

lieu clans le mouvemPnt des satcllites, autour do lcur plunbte 
en negligeant leurs masses relativement i celle de la plantite. 

1 7 .  On pcut encore in tCgrer de cet to manikre , les dquations 
du mouvement de deux C O T 8  111 et m , qui s’attirent en rAis011 
rt‘ciproque du qunrri: des distances. Reprenons les dqnatiotis ( . I ) ,  

( a )  ct (3 )  du no.  9; ellee devicnnent, en ne cansid&ant quc l ’ i ~ c - ~  
tion des deux corps Met m , c t faisan t M + m = IU 

- 

t 
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Lee intdgrales de ces'kquations donneront, en fonctions du temps t ,  
les trois coordonnhes x, y , z, du corps rn , rapporthes au centre 
de 2 M :  on aura ensuite , par le no. 9 ,  lee coordonnhes ( , II et p 
du corps N, rapporthes k un point fixe, au moyen des Bquations 

Enfin, on aura les coordonndes de m , par rapport au m&me point 
fixe, en ajoutant x B ,y B , et z it .)I : on aura ainsi le mouvement 
relatif des corps M et m , et leur mouvement absolu dans l'espace, 
Tout se rCduit donc it integrer le8 6quations diffdrentielles ( 0), 

Pour cela , nous observerons que si l'on a entre lee n variables 
* ( a ) ,  &I, a(j). . . . &), et la variable t dont la diffdrence est sap- 
posbe constante, un nombre n d'8quations diffdrentielles donnbes 
par la suivante : 

dans laquelle on suppose s successivement Bgal A I , a ,  3 ,. . , n I 
A ,  €3,. . . . El &ant des fonctions des variables x(0, d'), &c, , et 
de t , symdtriques par rapport ayx variables d'), dB)* . . d"), c'est- 
&dire, telles yu'elleu restent leu rndmes , lorsque l'on y change une 
quelconque de ces variables duns une autre et r6ciproquement j 
on peut supposer 

$( 1 )  = a( 1). &-it 1)  Jr bo,, x("- i+n) . 0 * I .  +h( ' ) . x (" ) ;  
,(E)= a(').~("-U.I)+b(*).*P-H1), +h(').*("; 
* . . . . . . * . . * ) . . . . * . * a  

$(*-;) = a("+) X(*-*J) + b(n-0. %("-&#) , , . ,+ s:(n) , 
#), ZA'). W ;  a('), N),  &c., Ctant des arbitraires dont le nombre 
est i .  (n- i). I1 est clair que ces valeurs satisfont au systbme pro- 
pose des Cquntions diffdrentielles : de plus, elles rhduisent ces 
Bquatiops I A i dquations dif€hrentielles entre les z variables s("'~*'), 
~ ( " - i + ~ ) .  , $("I. Leurs intbgrales introduiront is nouvelles arbi- 
traires qui, r6unieu aux i. (n - i) prdcddentes , formeront les irz 
arbitraires que doit donner I'iptCgration des dquationa diffdren- 
tielles propodes. 
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Si Yon applique ce theoreme, PUX bquations ( 0 )  ; on voit que 

z = a x  + b y ,  a et b &ant deux arbitraires. Cette dquation est celle 
d'un plat1 passant par l'origine 'des coordonndes ; ainsi I'orbite de m 
est toute entikre dans un iribme plan, 

JRS equations ( 0) donnent 

o = a?. ( rqe g) + p. dz } 
or endiffirentiant deux foisde suits,l'dquation rdr=xdx+yd?+adt, 
on G 

et par consdquent 

dr1.c - "'dy 
+3r'. dx.- +-dy.-fdz.- { dta d t* 

En substituant dRns le second membrc de oette Bquatioii au lieu do 
d ' x ,  d'y , d7*, leurs valeurs donnCes par ICs 4puations (0'), et  
ensuite , au licu de d d x  , d d y  , d d s  , leurs valeurs donnitea par 
les dquations ( 0 )  j on trouvera 

81 l'on compare cettc Bquation aux equations (0') ; on aura en 

vertu du thtiort?me expose ci-deasws ea comiddrmt bt d7; ,, 
dT - comme stutant de, variables particulikres d'), id'), d'), x(4) j et r ,  
d t  ' 

ds dy & 

wmxne foaction du temps t ; 
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A ,  7 ,  Btant des constantes ; et en intkgrant 

ha - &ant une constante. Cettc Cquation combin& aveC cclleu-ci 
f i r  

a = a x + b y  ; r*=xa+yo+z9 ,  
d w n e  une equation du second degr6, soit en x e t y  , soit en I et I 
soit en y et z ;  d'oh il svit que les trois projcctions de la courbe 
dCcrite par rn autour de N, sont des lignev du second ordre , o t  
qu'ainsi , cette courbe &ant toute dans un meme plan, cllc est elle- 
m&me une ligne du second orclre , ou une section conique. 11 est 
facile de s'assurer par la nature de ce genre de courbes, que le rayon 
vecteur r &ant exprim6 par une fonction li116aire des coordonndes 
(1;, y ; l'origine clc ces coordonneee doit &re au foyer de la section. 

Maintenant 1'6quation r= - +- A F + y . ,y , donqe en vcrtu dcs 
Cquations ( 0), 

h' 

Fc 

d d r  (2) 
3.p. ---- t 3 '  

o-=- 
d t* 

En multipiiant cette Cquation par dr ,  et en l'iiztdgrant; on aura 
d r  lup 
dt' a' 

rs . - i s  p r  +- + h' = 0 ,  

a' &ant une constante arbitraire. De-lir on tire 

cette equation donnera t en fonction de t ; et comme N ,y ,  z sont 
donnds par ce qui precede, en fonctions de r j on aura lea coor- 
donnCes de m , en fonctions du temps, 

1 8, on peut parvenir ii ces cliverses Cquatione , par la mdthodo 
auivante qui r2 l 'av~tage de donner les arbitrairee , en fonctiona 
des coordonrtdes x ,  y , z et de leurs premibres differences ; ce qui 
pous sera trks-utile dans la quite. 

Bupposons que Y= constante soit une intbgrule du premier 
ordre 
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ordrc des dquations ( O ) ,  Y &ant fonction dc x , y ,  z ,  x, 
nomrnons x',  y' , 2' ccs trois dernit:res quantitc's. L'Cqua- dt  ' d t '  

tion V== constante, clonnera par sa rliK6rentiatioii , 

d .e 

- d Y  5 ,  

tnais lcs dquations (0) donnent 
d Z' F ( Z  
--I- i dt + P X  -=-- dY ' r*Y 

dt r p ;  d t  l.3 

d XI 

on a donc I'dquation identiqrie , aux diff4rences partielles , 

11 est clair que toute function (le x ,  yI z, s',y', zf, qui subst$ulie 
pour Y, daiw cette Bquation, In rend identiqucment nulle, devient, 
en l'dgalant it une constante arbitmire, uiic intdgrale du prcinicr 
or& des hquations (0). 

Siipposons 
v= u+ U'+ U"+ &a, 

U &ant fonction des trois variables x ,  y z ; U' &ant fonction de3 
8ix variubles x, y ,  z , s', y' z' , inais du preiiiicr ortlre relative- 
ment A s', y', d j  U" dtant fonction des m&mes variables, et du 
second ordre rclativcmcn t it x', y', z'; et ainsi de suite. Substitiions 
cette valeur dans l'dquntion (I), et romparons dpi1d111rnt io. le3 
terrnes sans xf, y', 2'; 1". ccus qui rciifernient la prcmi8re puis- 
sance dc CCB variubles 3 50. ccux qui renferment leurs quarrh ct 
~eurv produits , ct aiiisi de siiitfl; nons'anrons 
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L'intdgrale de la premiere de ces Cquations est, comme l'on sait 
par la thdorie des kquations A difErenccs partielles, 

xz'- zx' , y z ' c z y '  , x ,  y,  z 1. U' = fonct. { xy'-y x' , 
La valeur de U' dcvant &re linCaire en x', y', 2'; nous la suppose- 
rons de cette formc : 

U' A. { x y'-y X' ] + B . ( X  2'- z r') -/- C. (y 2'- ZY') ; 
A , B ,  C Btant des constantes arbitraires. Arrbtons eqsuite la 
valeur de Y RU terme U", en sorte que U'", U", &c. soient nulv; 
la troisikme des Bquationu (1') cleviendra 

a U' d U' d U  

La valeur prBc6denle de U' satisfait encore h cette Cciuation. La qua- 
t r i b e  dcs dciuationu (1') devicn t 

Cquation dont I'intdgrale est 
U"= fvnct .{xy' -yx' ,  xz ' - zx ' ;  yz'-zy', x ' , y ' z ' ] .  

Cette fonction doit satisfaire ii la secondc des dqimtions ( I ' ) ,  e t  
le prcmier membrc de cette Qquation multipli6e par dit, est dvidem- 
lnent &gal h dU; le second membre doit donc &re la diff6rentielIe , 
cxacte S'une fonction de LV, y ,  z. Or il est f a d e  do voir que l'on 
satisfait a-la-fois , i ccttc condit.ioii , L la nature de la fonction u", 
et it la supposition que cette fonction doit &re du second ordrc en 
x',y', z'; en faisant 

u"= (D.y'-EE.x').(xy'-yx')$(D~'- Fx').(xz'-zx') 
+ ( E  2'- Fy') (y z'-zY') + G, ( ~ ' ' + y ' ~  +z") ; 

13, E, F ,  G Ctant des constantes arbitraircs; ct dors r Btant 
dgnl i Vz'+y2+z', on a 

u=-- c . ( D X + E ~ + F , Z + P G ) ;  

on aura ilonc ainsi les vdeurs de U, Ut, U"; et 1'6qiiation Y= cons- 
tirnte ? deviendra 

r 
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const. = - P - { DX $. Ey.4- FZ + P G 1 -+ (A+ Dy'-Ex'). (xY'-.x') 

r 
+(B+D~'--lrx'). (xz'-zx')+ (C+ Ez'-F~').(~z'-z.') 
+ G . ( x ' ~  +y'" + z'*). 

Cette Bquation satisfait A 1'Cquation (I), et par consdquent aux 
Cquations diffdrentielles ( 0 ) , q~;lcllcs que soient Ics arlitraircs 
A, B, C, D ,  E ,  F, G. En lee supposant toutes nulles, io. h 
l'excep tion de A; 2". ;It l'exccptioii de B; 3". ii I'cxccp tion dc C, &c. , 

d x  
et restituant - d~ au lieu de x', y', 2'; on aura les intdgralcs d t  ' d7'Z' 

nt ' 
ydz - z(y c =  xdy -yax ; (.?=--. xdz-zlix . C'' = 

at d t  ' 

I &*+dy' xds.az yay.& " = ~ + " ' ( ~ - (  d p  )}+F + T i  
p !2f4 & Q + d y ~ + d Z ~  

o=--- a T +YTi 

c, c', c", f, f' , f ", ct a &ant des constanics arbitririres. 
Leu kquations diffhrentielles ( 0)  ne peuvent avoir que six intd- 

grales distinctes du premier ordre, au moyen desquclleu, si l'on dli- 
mine lee diffdrences d x ,  cly, (€2, on aura lcs trois varinblcs x , y ,  z , 
ciz fonctions du temps t ; il faut dono qu'ru moine, I'une des rept 
intdgrales prdcddentes rentre dam leu six autres. On voit m&mc (z 
priori, que dcux dc ccs int6gralcs doivent rcntrer dnns les cinq 
autrcs. En effet , puiaqua 3'618ment seul du temps cntrc dam ces 
inthgraleu ; clles ne peuvent pas doziner les variables 5 , y , z , en 
fonctions du temps , et par consdquent , cllee sont insunisantcs 
pour dbtcrmincr complktcmcnt IC inouvement de m autour de 1M. 
Examirions comment ces intdgrdes n'6quivalcnt qu'it cinq int& 
grales diu tinctes. 

cdy- V l k  
Si l'on multiplic la quatribrns des Cquatioqs (P) par ; 3 

s2 



164 M & C A N I Q U E  C & L E S T E ,  
xdz-zdx 

d t  
; on aura et qu’on l’ajoute it la cinquikme multiplide par 

d t  0-  

sdy - ydx xdz - zdx >dz - zdy , leurs En substituant au lieu de 

valeurs donndes par les trois premikres des equations (P); on 
aura 

d t  ’ d t  ’ dt  

f ’c‘- fc“ 
0= 

C 

Cette Cquation rciitrc dancl la Yixikme des intdgrales (P) , en y ftri- 

sant f”= - , ou o = f c”-f’c‘JrfNc. Ainsi la sixihme des 

inthgrales (P) rdmlte des cinq premieres , et les six arbitraires 
c ,  c‘, d’) J ,  f I ,  f”, sont lides entre elks par 1’8quation prdcddcnte. 

Si l’on prend les quarr6s des valeura c l e f ,  f’,y, donnbea par lea 
equations (P) , qu’ensuite on les ajoute ensemble, et que pour 
abr6ger on fasse f a  CY’ + f ’Ia = P; on aura 

f y-”” 
C 

dx’+ dy’+ dza)  > e -  (“ 1 , { &+ dy’f dz’ 
dr” l‘ 

mais si l’on carre les valeurs de c ,  c’, C”, donndes pRr les mQmes 
&quatiom, qu’ensuite on leu ajoute, e t que l’on fwse c* + c‘’ + cNgr=/g1j 

on aura 
dx’+ dyad ””> - (:;)a _I = A ’ ;  

dt= 

l’dquation prdcddente devient ainsi , 

En comparant cette &quation, ii la dernikre des Bquations (P); on 
aura 1’6quation de condition, 

p - 1 ’  #u 

La dexnihre des 6qucltions (P) rentre condquemment dam lea six 

- = -, 
h” U 
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premilkres qui n’dquivelent elles-mhes qu’A cinq intbgrales dis- 
tinctcs , leu sept arbitraires c c‘, c”, f, f’, f’, et a 8tant lides par 
Ics deux dquations de condition, pr6cbdentes. De-lii il rbsulte que 
l’on aura l’expression fa plus g6ndrale de V, qui satisfasac i i7cqua- 
tion ( I ) ,  en prenant pour cette expression une function arbitraire 
des valeuru do c , c’, c”,f, et f ’, donlidas par les cinq premibres Licv 
dquationu (P ). 

1 9. Quoique ces inthgrales soieiit insuffisantes pour d6termi- 
fier x , y z, en Fobrtctions du temps ; ellcs d6tcrniinent cepcndant 
la nature de la courbe dtscrite par m autour de M. 3h effet, si I’on 
multiplie lapremiere des Bquations (P) par a,  la seconde par - y, 
et la troisihme par rl: ; on aura, en lcs ajoutaiit ) 

0 5 c#-c’ryc‘~x, 

tSquaLion k un plan ctont la position dkpeiid des coristantes e ,  c’, CY 
Si Yon niultiplie la quatrikme des t5yuatioiis (P) par x j la ciii- 

quihme par y , et la sixibme par a , on aura 

niais on a par le no. pr6ccident 

partant 
o = gr-?P+fx+~y+f IU%~ 

Cctte Bquation combinbe avec ccllev - ci C”X - e> + c a  j 
r* == a? +yn++z”; donne 1’6quaLion aiix scctions coniqucs , l’originr: 
des r &ant au foyer, f-ces planetes et Ies co&btes tlilcrivent clone 
Q tres-pcu prks aritour du soleil, des sections coiiiqueu dont cet 
astre occupe un des foyers, et ces astres s’y m e u v m  dc iiiunic‘tre 
que les airce d6criicu par lcu rayons vecteurs croisscnt coninie IPS 
tcmps, En effet , si I’on nomme d~ I’angle iiiliniiiicnt pctit, iutcr- 
ccptd par leu rayons r ct r+dr on aura 

dw’ -+ dym + daP = r‘dv’ i- tE rp ; 
I’dquution 

o 

d xa+ Czy’+ dt* 1.9 . d r’ 
d tP R 1‘ 
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deviendra aiiisi, Iddun = h’d t”; pqrtsnt 

. i  hdt 
du= -. 

t‘ 

On voit par-lk , que I’aire klkmentaire tr’dv, ddcrite par Le rayon 
vecteur 7- , est proportionnelle h l’kldment de temps d t ;  l’aire dd- 
crite pendant un temps h i ,  est donc proportionnelle it ce temps. 
On voit encore , que le mouvement angulaire de m autour de M ,  
est, k chaque poiiit de l’orbite, rdciproque au quarr6 du rayon vec- 
teuc ; et comme on peut , sans erreur sensible, prendre des inter- 
valles de temps trks-courts , pour des instans infininlent petits ; on 
aura, ap moyen de l’kquation prkchdente, leu mouvemcns horaires 
des pTan6tes et des combtes, dans les divers points de leurs orbites. 

Les 6 l h e n s  de In  section coniquc ddcrite par m , sont lcs cons- 
tantee arbitraires de son mouvementj ils sont par cnnsdquent 

fonctions des arbitrairev prdcdclentes c ,  c‘, c”, f, f’, f”, et - ; 
dkterminons ces fonctions. Soit 8 l’angle que forme avec l’axe des x ,  
i’intersection du plan de I’orbite aveg celui des x et dee y , inter- 
sectiori que l’on nonrme Zigne des nmuds; soit P i’inclinaison mu- 
tuelle des deux plans, Si l’on nommo x‘ ety‘ les coordonnkes de m ,  
rapportdes a la ligne des iioeuds, cornme pxe des abscisses j on aura 

E* 
a 

d=X,COs.d+y.sin.e 
y’ =y. COS. L - x .  sin. 0, 

On a il’aillcixru 

on aura donc 

En cornparant cette dquation it celle-ci , 

,z I= y‘. t4ng. Q ; 

z = y .  cos. 6. tang, P- I. bin. 6. tang. 9, . 

on aura 

C/t -- - C. Bin. 8 . lung. Q j 
d’ou l’on tirc 

UC14fCI‘“ 
tang. cp = - -. 

L: 
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Ainsi la position des nauds , et l’iiiclinaison dc l’orbite , sont de- 
terminkes en fonctions dea constantes arbitrakes c, c‘, c”. 
Au phihelie , on a 

r d r = = o ;  ou, x d x + y d y + z d z = o  
soientdonc X, Y, 2, les coordonnees (le In ~ 9 l w i i . t ~  ce point; 
la quatrihme et la cinquikme dcs dquationu ( P) du no. prbc&icnt, 
donneron t 

Mais si I’on nomme I ,  la longitudc de la projcctioii d u  pdrihdlie , 
Bur le plan des x et des y , cctte longitude &ant compt& de l%e 
des x ;  on L\ 

partant, 

Y 
- = tang. 1; X 

f ‘  tang. I == - ; I 
ce qui d6terminc In, position du Rrand axe cIc la scclioii coniclnc. - 

da? 4- dyY”-+ d;= r’dr’ 
Si do 1’6qutition r“. (Ti , - )  - -- d ca = h* , on i.~iriiiric 

--- , nu moycii dc ILL clcriiiere dcs Cquations (P) ; o i i  
d so+ dyp+ dza 

n tP 
aura 

,UP t*dr’ 
g p r - - - -  -=?a*; 

n d t. 

mais d~ est nul aux extremitcis clu grand ~ X C ;  on a clone k ccs 
points , 

a .h ,  o = #-sap+-. 
c 

La soinnie des dcixx wdcuru dc r dnns ccltc &luation, est IC grand 
axe de la section conique , et lour cliii’brenco est IC rloublo dc I’CX- 
centriciti: j aiiiai , a cut le dcmi-grand nxc dc l’orbile , ou la dis- 

tame moyenne do m B M ;  et vi- - cst le rapport tlc l’cx- 

centriciti: au demi grund axe. Soit e, ce rapport; 011 a, par le 110. prts- 
c6dcnt, 

- 
h A 

P a  
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on aura done pe= 1. On connohra ainsi , tous les 6ltimens qui 
ddtcrrninent la iiature de la scction coniqiie, et sa position d a w  
l'espace. 

20. Les trois equations finies trouvdes dans le no. pr6ckdcnt, 
entre x , y ,  z et r ,  donnent x,  y , z en €onctions de I' j ninsi , 
pour avoir ces coordonn6es cn foiictions clu temps, il suffitcl'avoir 
le rayon vccteur r ,  dans line fonction semblable, ce qui cxige 
tine riosvellc in tdgr;itioii. Poiir ccla, rcprenons 1'6quatiori 

on a, par le no, prdcddent, 
a 

(Lc 
h" = --.(p?-P) = a p . ( l - e ' )  j 

011 aurg dono 

- rdr 
dt=: 

fi. / w - ; - a .  TP (1 -4%)' 

'Pour int6grcr ccttc dquation, soit r=  a. ( I  - e .  c0s.u) ; on aura 
3 

ai. du 
d t = -  . (1 - 8 ,  cos. u) ; V-F 

$0; l'on tirc c11 intdgrant , 

T &ant une constnnte arbitraire, Cette dquation donne u,  et pa:. 
conskquent , r en fonction de t; et eonime s , y , z, sont donnda en 
fonctions de r j on aura Ics valcurs de ccs coordonndes , pour un 
inatant quelconyuc, 

NQUS voilh donc parveniis it int6grer complbtement les dquations 
difkentielles ( 0) du no, 17 ; ce qui a introduit ICs six arbitrairea 
a ,  e, I, 8 ,  9 ,  et T :  les deux premikres dkpcndcnt de la nature do 
l'orbite ; les trois suivantes dkpendent de sa poaition dam l'cspacc; 
et la dernibre est reltltivc a la position du corps rn , A une cipoquo 
donn6e , ou , ce qui revient au qnkmo, e)le d6pend de l'instant do 
son passape au p6rihdic: 

napporlons 



P R E M I ~ R E  P A R T I E ,  L I V R E  11. 16:) 
Rapportons les coordonndes clu corps n, A dcs coordonndes plus 

commodes pour I C s  rrsagcs astronomiques, ot pour ccln, nommons o 
l’angle quo le rayon vecteur r h i t  nvec le grand uxc , cii partant du 
pdrihdlie j l’dquatioii k l’ellipse sera 

a.(i  -ea) 
r =  

1 +e .cos .v ’  

T?C?quation r= a. (1 - e .  cos. u )  , du no. prddcddcnt , inclique q w  71 , 

est nul RU ptrihtSlic, en sortc qiic cc point. est Yorigitlo des deux 
angles u ct Y j et il est facile de s’iissiirer que l’aiglc u cst hriiic par 
IC grand axe de l’orbite , ct parlo rayon nicnci dc son cciilrc, nu 
point ou la circonfbrcnce dhcritc sur le grand axe coinme dia- 
metre , est rcncontrh par l’ordoniidc nicn6c du c w r p  nz pcr - 
pendiculairenicnt sur IC grand axc. Cet angle est cc que I’on minilie 

anornaZie ercentrique, c l  l’anglc, v cst l’anomulie uruie. En c01ii4 
parant les deux expressions de r ,  on a 

1-8’ 

L +e.cos.v i I 8 . C O S . U  = 

d’oh l‘on tire 



orbes des corps cklestev sont ou presque circulaires ou fort excen- 
triques , et dans ces deux cas, on peut d6termhner u en t , par des 
formules trb-convergentes que nous allons ddvelopper. Pour cela, 
nous donneron:i sur la rdduction des fonctions en sCries , quelques 
tl.i&or&mes gdn6raux qui nous seront u tiles dans la suite. 

2 1. Soit 21 une fonction quelconqiie de a, que l'on propose de 
developper par rapport aux puivvancea de a. En representant aixisi 
cette suite, 

u=.ut-a.~,CaB.~,fa3.41j. + a " . p l , - ~ - ~ ~ + ~ . ~ ~ + ~ +  &c* 

u9 919 QI9 &c.,  &ant dcs quantitds inddpendantes de a ; il est clair 
que u est ce que devient LL , lorsqu'on y suppose U = O ,  et que 
l'on a que1 que soit n, 

la diffdrence (2) dtant prise en faisnnt varier tout ce qui clans ZI 

doit varier avec a. Partant,si l'on suppose aprbs lcs diffbrentiations, 

n = 0, dans l'expression de (2); on aura 

(2) 
q n  = 1.2.3. I . .  n' 

Si u est fonction des deux quantitds a et a', ct que l'on propose dc 
le dhelopper par rapport aux puissances et aws produits de a et 
de a' j en reprbsentant ainsi cetto suite, 

24 =uCa.q,,o+f*,,,,+ &c. 
+ a t .  q o ,  I +  a'. q, ,,+ 

+a"* 4 7 0 , s  + &c* j 
le coeficient q,, , dtt produit a". sera pareillement dgal A 

d*'u 

1.9.3.. ( d...d*'.') . . n. 1.5.3.. . .n' , 3 

u et d &ant suppost's nuls aprhs les differentiations. 
En gOn4ral , si u est fonction de C L ,  u', a", &c, , et qu'en 

IC dbveloppant dam une suite ordonnde par rapport aux puis- 
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mnces et aux produits de a, a t ,  a", &c., on reprdmnte par 
0 &c. qn , n', n/', Ito. , le icrme de cette suite qui a pour & n . $ ~ l . ~ / ~ n / ,  

fucteur, le produit a''. d*'.a'"" 0. &c. ; 011 ai1)'a 

#+PI' + n W - h r .  1' 

 de^. d ce' n' + da"nN. -> &c. 

1 . 1 . 3  . . . .  n. 1.0.3 . . . .  i t .  i.n.3 . . . .  r P .  &c.' 
Y,, , ,,'. kc,  = ---- ( --_-- _.-- ,--e 

pournu que l'on supposo u, u', a", &c., nul8 aprb les diffdrtntia- 
tions. 

Supposons maintenant que u wit fonction de a, a', a", &o: et 
des variublev t , t'7 t': &c. ; si par la nature de cette fonction , ou 
par une Bquatioii aiix difftkeiiccs partiellrs qui la rcpr6sentc , 011 

parvieill li obtc ih  

) 
d ' l - i - l ' f & C .  u ( dan.da'"'.&c. ' 

en fonction de u,  et de ses diiTdrenccs privespar rapport ?I t ,  t', kc. ; 
en nommant F cette fonction,lorsqu'on y change u clans 11, u ctant 
ce que devient a, loruqu'oi~ y suppose e, a', &c., Cgaux A zciro; 3 
ost risible que l'on aura q,, , ,,', en divbant P par 10 produit 
I .  9.3. . . . n. 1. P. 3. . . , n'. &c.; 011 aura donc la loi de la s6rk daus 
Iaqnelle u est dCvcdoppC. 

Soit d'&ord u &gal ti une fonction qurlconque de t +  a, t'+*', 
tN+ CL", &c.,  que nous ddsigncrons par ~ ( t + a  , t '+ a', t"+r", 8rc.I i 
dam ce cas, la diff6rence quclconque id"* de u, prise par rapport 
h CC, et divide par dai, est dvidemmcnt 4plc  i ccttc mfime cliff&- 
rence prisc par rapport A t ,  ct  divide par dd,  La mt3rne tSgalitt5 R 

lieu entre Ies difldrences priscs par rapport k a' et t ' ,  ou pilr rapport 
h a" et t", &c. ; d'oit il suit que 1'011 a gdn&ralcincnt 

& 3- n l - t  f b-c. , &,+w . f a f ' +  Be. I 11 

dtn . dt"" . dt' ----). 0 ', &c: ( dun.du'n'.du'Jn''.&c. >=( 

1 
En chnngeant dilr~s IC second mernbre de cetto Cquation ,u cn u 
c'est-i-dirc, en pet, t', t", &c.) ;  on ~ W R  par cc rll l i  prt:c3dc, 

& - t - , ~ ' + n / ' - t c ~ c *  .gr (t , t', t ', RC.1 _-_ -I --- ---- 
d v i ,  d 1 ' " ' .  d t' ' ' I .  &r, 

1 . 0 . 3  , . . .  n 1 . 2 . 3  . . . .  p i .  i.a.3....1& . ~ L c .  Qn . n', m'l, =I 

Y L  
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Si u est seulement fonction de t+  u , on aura. 

l+.cp(t) , 
q n =  1.2.3.. . . n.dtn '  

partant 

Supposonaensuite que u, au lieu d'Ctre donn6 imin6diatement en OL 

et t , cornme dam le cas prkckdent, soit une fonction de x, x &ant - 

donnh par l'+mtion aux clindrences partiel~cs , (2) = z (2) , 
ilans laquelle z est unc fonction quelconqiie de x. Pour rdduire u 
clans une suite ordonnde par rapport aux piismices  de u , il faut 

cldterminer la valeur de (g) tlans le cas de u==o; or on a ,  en 

vcrtu de 1'Gquation propos6e aux difff'rcnces partielles, 

En difftrentiant cette dquation par rapport k a, on aura 
dd 1L d d . J  Z d l b  (=)= ( 2 y d t - ) '  

or I'dquation (k) donnc en y changeant 11 en f z d u  , 
d .  f z d u  

partan t 
ddll 

En diffbrentiant encorc par rappot't Ir a, on aura 

or I'dquation ( k) donne en y changeant u en Jz'du, 
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partant 

6. f Z % l U  (%) = ( dt3  )* 
En suivant cc procddh , il cst ais6 d'en conclure g6ndralemcnt 

Supposons maintcnant, qii'eri fitisant = 0, on ait x= T, TBtant 
une fonction de t ;  on suhstitueracette valeur de x ,  dans z et Jaiis u. 
Soient 2 et 11, ce que dcvicnnent dors ces quantitb j on aura dans 
la supposition de a = 0 ,  

d u  e-'. z". 

et par consbqucnt , on aura, par ce qui prkchde, 
rl I 1  

& - I .  2". I 
d t  

ce qui donne 

u = u+ az. -+ - . dt' - tsrc.;  (1,) 
du ti. 

d t  1 . 9  

I1 ne s'agit plus maintenant que de cI4termincr lu fonction de t 
et de a ,  que x rcprksente ; en intkgrant 1'6quation uux dilY6reiiccs 

partielles re) = z (g). Pour cela , on obscrvcra que 

dr=(+zt+ ( p a ;  

en substituant au lieu de (g) k , an valcur z. (g) , on aura 

011 aura donc 
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cc qui donne en intbgrant, x = Q  ( t + a z ) ,  ( t+az)  &ant um 
foriction arbitraire de t + a z  ; en sorte que la quantitd que nous 
avom nom1ni.e T, est &gale b Q ( t ) .  Ainsi, toutes les fois que l’on 
aura entre x et a,une kquation rtkluctible Acette forme ,x=Q(t+ ae);  

]a valeur de u sera clonnke par la formule (p), dans une Suile or- 
donnde par rapport aux puissances de e(. 

Supposons maintenant que u soit une fonction des dcux varia- 
bles x et x’, ces variables C t m t  donndes par les 6quations aux dig& 
rencee partielles, r;) U =..(*) d t  j (!!)=*~.(”); d t  d d’ 

dilns lesqucllcs z ct z‘ sont fonctions quelconques d~ x et x’. 11 cst 
facile de s’assiirtx que lcs iiiti.gralcs de ce~i Cqncitions sont 

cp(t+.z) ct .C (t‘+u’z’) Ctunt des fonctions arbitraires, l’uno de 
t + a z ,  et l’autre, cle t’+a’z’. On a dc plus 

x = e ( t + u z )  ; x‘=:\F.(t‘+S(‘zI); 

(+. ($) J (+‘.($). 
Ccla pos6, si YOXI conqjit x’ dlirnind de u et  de z ,  au rrioyeri dc 
l’dqrxation d=-$(t’+a’z‘); u et z devicndront des foiictionv de x ,  
#,‘, et t’ sans u ni  t; on aura donc par ce qui pr6ci.de, 

Si l’on suppom u =o , aprks lee clifRrentiations , et si de plus, on 
fait dans le second.rnenibre de cetie &quation x = Q, ( t  + UZ”) , et 

par consdquen t ( g )  = 2’1. (2); on aura dans ces suppositions 

? 
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On aura pmcillernent , 

en supposant a' nul aprits lcs iliifercntiations , et en supposant c Z r ,  

plus dam le yecond membrc dc cette bquation, m'=d (tr+a'~'R'I) ; 
on aura doiic 

pourvu que Yon fasue a et a' nulv aprks les diKdrcntiations , et que 
de plus, on supposc dnns le second mcnibre de CL' tte dquation, 

ce qui revient k supposer dam ce second rnembre , cornme dans le 
premier, 

ct B changer dans la difference pnrtielle (i::,), - dc oe sccontl 

mernbre , z en z", et 2' en z' "'. On aura aiiisi d i m s  ces snppo~itions , 
et en changeant de plus , s en 2, z' en Z ' ,  ct LL on 1 1 ,  

x = Q ( t  + exn) ; x' = -$ (t'+ a'"'') ; 

x =  o ( t + a z )  ; X ' = . \ c ( 1 ' + d ' Z ' ) ,  
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, on change pourvu que dans la diffdrence partielle 

z en z", z' en dnr, &c. , et qu'ensuite on chungc z en 2, zt en Z', 
zN en Z", &c. 

M k C A N  I Q U E  C ~ L E  ST E, 
dru 

) dz, ,dzL,/. 8rc. (-- 
ik u en u. 

Si1 n'y a qu'unc variable x ,  pn aura 

(E) z ($) j 

pariunt 

S'il y a deux variables x et r'; on aura 
3 

err diffdrenliant cettc dyuation par rapport A a') on aura 
1 

or on a ($) = z'. ($) ; et en changeant dans cette bquation, 
c4 

u en a on a CL (:>=*I.(*); dt' dono 

En supposant dans le second membrc de cette &qualion, k et 
nuls, et en y changeant z en z", z' en Z"', et u en u j on aura la 

d du 
valeur de (E), dans les mknics suppositions ; ce qui donne 
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En continuant ainsi , on aura la valeur de qn , nt ,  ,,I!, your un 
nombre quclconque de variables. 

Quoique nous ayons siipposts u , z z’? z”, &c. , fmictions de 
x, x‘, d’, &c. , sam t ,  t’, t”, &c.; on peut cependmt supposer qn’elles 
xenferment ces derizikres vuriables : mais alors en y d6signant CPS 

variables par t , ,  t,’, t,”, &c., il faudra supposer t,, t,‘, t,”, &c. 
constans dans les diE6ren tiations, et restituer aprb ces opBratioxis, 
t ,  t’, &c., au lieu de t , ,  t,‘, &c. 

2 9. Appliquons ces rcisul tats, au mouvemcnt clliptiquc des 
planktes. Pour cela, nous reprendrons les dquations ( f )  dv no. so. 
Sil’on compare1’6quation,nt=u-e.sin.u, ou, u =  nt+e.sin.u, 
Bvec cellaci, x = Q ( t +  a 2); .v se cliarigera en u, t en n t ,  CL c11 E . ,  

1: cn sin.u, et q ( t + a z ) ,  en nt+-e.s in.u;  la formule ( p )  du  
PO. prtfcddent deviendra donc 

e* d .  ( 4 ’ ( n t ) . s i n . . n t )  
1 .s n d t  

j .  (zI) == 4 (n t )  + e.4‘ (TZ  t ) .  sin.nt+ -. .I__- 

e ,  t *’ e’ 

1 ,‘A I . a . 3  1 .n05.4 
Bin. n t + -mi .‘n t -+ -- . sin;’ 11 t + -- .sin.’ nt+ &c. 
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e 

1 . a . a  
= sin.nt- -- . { c o s . a n t - 1 )  

ep 
1 .!a.3.P% 

- 
3. 

3. 

I 

. {sin, 5, t-3. sin. n t} 

. 
1 .!a 

e3 

1 . 2 . 3 . 4 . 2 3  

I . 2 .3 .4 .5 .24  1 .a 

I .a .3 .4.5.6.n5 1 .fa 

. (sin. 5 n t - 5 .  sin. 3 n t+- .  sin. n t 

e5 6 . 5  . {cos. 6 n  t-6.  COB. 4 nt +-. cos. 3 n 8 --f . - 
- &c. 

Soit P cette fonction j on la multipliera par J'(n t )  , et l'on cliff&. 
rentiera chacun de sea temes , par rapport B t ,  nn nombre de fois 
inclique par la puissance de e qui le multiplie , dt &ant supposcj 
constant j on divisera C ~ B  difft5rentielles, par la puissance corres- 
pondante do n dt. Soit P' la somme de ces differentielles ainsi divi- 
sdes; la forrnule ( 9 )  deviendra 

4. (u) = 4 (n t )  + e  P'. 
I1 sera facile d'obtenir par cettc methode, lee valeurs de l'angle u 
et des sinus et cosinus de cet angle et de see mztltiplee. En suppo- 
sant , par exemple, 4 (u)  = sin. iu; on aura .C'(n t )  = L e a s .  in$. 
On multipliera la valeur prbcedente de P , par i. cos. in t , et l'on 
ddveloppera cc produit, en sinus et cosinus de l'angle la t et de see 
t.nultiples. Les termes multiplies par lee guissapces paires de e, 
seront des sinus, et les termes multiplies par les puissances im- 
paires, seront des cosinus. On changera ensuite un terme quel- 
conqw de la forme K. 8". sin. 8 IL t ; dene zt X8". 8 "sin. 8 n 1 ,  le 
signe + ayant lieu , si r est pair, et 1s s i p e  - ayant lieu , si r est 
impair. On changera. pareillement wn. termts quelconque de laforme 
&l'+l COB. 8 nt , dans 7: Ke"+'. sk'+'. sin. a n f , le signe - ayant 
lieu B i  F est pair, et le a i p e  + ayant lieu, si r est impair. La 
Boninie de tous ces termes wra la valeur de PI, et l'on aura 

sin. iu = sin. i nt+e  P .  
8 i  l'on suppose 4 (u)  = u on aura +'(n t )  1 , et l'on trouvera 
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e* e3 

u=nt -+ e. sin. nt + -- . a .  sin.2nt-i. . {3".sin..3nt--3 .si i i .rtd} 
1 . Q . P  I . 9 . 3 . Y *  

e4 .. { h'. sin. 4nt-4. g3.. sin. nnt} 
1 .9.3.4.B3 + 

54. sin. 5nt-5. 
I . a  

+ &c. 

Cette serie est fort convergentc p u r  les planktes. Ayant ainsi 
dCterminC u, pour un instant quelconque; on en tirera , nu moycn 
des Cquations ( f )  du no. so, les valeurs correspondantcs de r et 
de u ;  mais on peut avoir direetement ces dcrnihres quantitCs 
en sdries convergentee , de cette manikre. 

Pour celtr , nous obeeltveroris que I'on a par le 11'- ao, 
r= a. (1 --BCMI. u)  j or si dans la formule ( q )  , on S U P P O S ~  

.1(u)=i-e.cos.u,on aura $(nt) =e.sin.nt, et parcons6qucnt 
e3 d .  3ili.J nt e4 d* . rin.4nt 

1.0 ndt r . n . 3  n*dt' 1-e. cos. u=i--e. cos.nt f e'. siii."nt + -. - +----.------- + &c, 

On aura donc , par l'andyse pr&deiate, 

r e' cr. -= 1 +- - e .  cos. nt -- . cos. P nt 
fb  0 !a 

e* 

1 . 9 . 9  
c- {3* COS, 3nt--3.00s. nt}  

- &c. 

ConsIderonspr~yentcmen t ,la troisibrne des clqimtions ( f )  clu no. 30; 
d l e  cloiins 

sin. I Y 1 + e  sln.:u 

cos.; v 
-= 

Z a  
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En suhstituant dans cctte equation, au lieu des sinus et des cosinua I 

leurs valeurs en exponentielles imaginaires , on aura 

c11 aupposant donc 

on aura 

et par consequent , 
log. ( 1  - A .  Cyc/--’)- log. ( t-A. C’’fl-’] 

V=U+ -i v-1 
d’oh l’on tire, en rdduisant les logarithmes, en &ries, 

P AB 2 A3 ah4 
y = u+ a h .  sin. US-. sin. P u + -. sin. 3u +-. sin.4 u+ &c.. 

!a 3 4 
On aura par ce qui pr6c&de, U, sin. u, sin. a u ,  &G, en d r i e s  ordon- 
n6es par rapport auxpuissances de e ,  et d6vclopp6es en sinus et  
cosinus dc l’angle n t et de ses multiples ; il ne s’agit donc , pour 
avoir v exprim6 dam une suite semblable que de d6velopper le9 

’puissances succesvivcs de A ,  en series ordonn6es par rapport aux 
puissances de e. 

L’Cquat ion u = 9 - - ? donnera par la formule ( p )  du no. pr&- 
ip 

U 
ctdent I 

1 ‘ 1 i.e~ i . ( i + 3 )  e4 i.(i+3).(i+s) e6 *-+$.-- --- 0-+ &c. j --- 
11‘ a pi +a%+- 1 . a  9 1 4 4  1.8.3 pi+-6 - 

et mmme on a U = I  + V 3 - 80 j on aura 

. .I i . ( i  + 3) 4 i . ( i + 3 ) . ( i + 5 )  
== -. a’ { 1 +i. (i ]-I--.( 1 1  pp> + 

CcJa posh, on trouvera cn I E  portant I’approximation qus jus- 
qu’aux quan tit& de l’ordre e’ inclusivcment , 
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1097 5 I 923 
.+&-.e .sin.6nt+-.e6ssitl.Gnt. 

960 960 

Les arlgles Y et n t  sont ici cotnpt4s du p6rihdie; mnis si l’on 
veiit compter ces angles de l’aphblie, il est clair qu’il suffit de faire e 
ndgatif dam les expressions prdcbdentes de r et de v. I1 sulFiroit 
encore rl’augmenter dans ces expressions, l’angle n t ,  de la denii- 
circonfbrence, ce qui rend nbgntifs, les sinus et leu cosinus des 
multiples impairs de n t ; ainsi les r&sul tats de C ~ Y  deux mdlhodes 
Jcvant &re identiques, il faut quc clans les exprcssions do r ct 
de v , lee sinus et lea cosirius dcs multiples impairs de n t , soient 
multipli6s par des puissanccs impnircs de e ,  et que les siniis et 
cosinus &s multiples pairs du m8me angle, soient midtiplit5s par 
des puissances paires de cette quantitd. C’est, en efl’ct, cc que le cd- 
cul confirme h poeteriori. 

Supposonu qu’nu lieu de comptcr l’angle v,  dix p&rilidlie ; on fixe 
son origino, ir un point quelconque j il eat clair que cet angle sera 
Rugrneriti: d’une constantc que nous ddsigneroiis par w , et qui 
exprirnera la longitude du pdrihdlie. Si au lieu de fixer l’origiiie 
de t ,  i\. l’inutant du passage au pdrih6lie, on lo f ixe  h ‘111~ instant 
quelconque ; l’angle n t  sera augment6 d’une constante que nous 

ddsigncrons par c -w ; les expressions prdctkleiitcs de et de Y , 
devicndront ainsi , 

r 
. a  \ 

I 

fa 
- = 1 +~e*-((e-~e’).cos.(n~+ ( - - .~) - ( :c ’ - fe~) ,cos .a(nt+c-~)  - &e. j 

v =nt+r+(~a-- fe ’ ) . s i~ i . (nt+~- . -~)~( f~~-~~c~C() . s in .a(nt+c- -a)  + &c.; 
Y est la longitude vraio de la plan&, et n t+c cut sa longitude 
moyenne , ceu deux lomgituclcs Ctant rapportcies au plrin de l’orbite. 

Rapportone maintenant le mouverneiit dc la plan&, u un plan 
fixe, pcu indint! A cclui de l’orbitc. Soit 0 I’inclinaison mutuellc dc 
ces deux platis, et 8 la loiigitude du nccud avcentlant de l’orbite , 
comptdo sur le plan fixe; soit C cette longitude cornptdc: Ynr Jc ylarr 
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de l’orbite, en sorte que 8 soit la projection de 6; soit encore v, 1a 
projection do u sur le plan fixe. On aura 

tang. (Y,- 8 ) -  COB. P. tang. ( 3  - S). 
Cette iquatiori donne v, en v , et rdciproquement ; mais on peut 
avoir ces deux angles l’un par l’autre, en siries fort convergentes , 
de cette manikre. 

On a conch pr&:Cdemsllent la sdrio 
AB ha 

a 3 
;v = ;u  + ~.sin.u+--.sin. zu+--.sin. 3u+ &c. 

de l’4uation 
tang. + Y = - .tang.fu, 

1-Y 

on faisant 

I Si l’on change f v, en Y,- 6; f zl en v - 6; et en  cos.^; on 
1-0 

aura 
COB. qJ - 1 

c0s.q + 1 hzl:  z - tang,9 CI 

l’bquation entre f Y et P w t  changcra dnns 1’8qustion entre v 4 n  b 
et v - 6 ,  et la sCrie prdcddente donnera 

vi- e = Y- 6- tang..; o. sin. 9 (u-C) + i. tang. 4 + q .  sin, 4 (u - C) 
Si dans 1’6quation entre $ v  et fu, 011 change f u  en u-6, +u 

- i. cos. 6 .  (Y - 6‘) + &c. 

I 
en Y,- 8 , et on aura 

1-6  

h=t6Ulg.’ iO, 
et 

v- 6 t  v, - B+tang.B+e. ein. P (vj- 8 )  ++. tan&.4f+sin. 4 (v, - 8 )  
+ f . tang, q, . sill, 6. (v,- 0) + &e. 

On voit ainsi quo lee deux series PrtScddentcs ae changent rt5cipro- 
quement l’une dans l’autre en changeant le aigiic de 
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et en changeant l’un dans l’autra , ler, an8les Y,- B , et v -C. O n  
aura u,-6, en fonction de sinus et de cosinus de nt  et de scs 
multiples, en observant que l’on a ,  par ce qui pddde,  

v =  nt+c+eQ, 
Q ktant une fonction des sinus de I’angle n t + a - B , et de 8e8 mul- 
tiples j et que la formule ( i  ) du no. 31, donne, que1 que wit i , 
sin.i(v-C) =sin.i(nt+c-C+eQ) 

. sin. i ( n  t+ - S) 

. cos. i (n t  + *-e). 
Enfin, 9 &ant la tangen te de la latitude do la planbte , au-dessus du 
plan fixe; on a 

s -22 inug. Q. siii. (vi- e) ; 
et si l’on nomme r, le rayoii vcctcur r projctk sur le plan k c ,  on 
UUTLI 

t ; = f . ( l + 8 a ) - L = F .  { I - : s s ’ + ~ s 4 - & C . }  ; 

on pourra donc ainui dhtermincr Y , ,  s et r, en stdriee convergenter 
de ginus et c?e cosinus de l’angle n t ,  et de ses multiples. 

23. Considdrons presentenlent 1- orbites fort excentriques , 
telles que cellev des cornktcs j et  pour cela, rrepreaions les tlrqua- 
tions du no. 90 

a . ( l - e . )  

1 + e. cos. v r =  i 

n t =  u-e.sii1.u; 
I- 

Dam le cas dc!, orbites fort excontriques , e &%rs t r 6 s - p ~  de 
I’nnit6 j nous supposerons ainsi, I - E = a  ,. u dtant fort petit. Si 
I’on noniine D, la distance $ril’dlie de la cornhte ; on aura 
D =a. (1 - e) = U Q  ; l’exprcsuion de r clcvicnclra donc 

cos.*fu. (. + - tang.’iu 

( O h  a ) .  D D a 
r -  --_- _ _  --= 

P . C08.’ t u-a * COI. v d 

a-cc 
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ce qui donne, en reduisant en sdrie, 

POW avoir le rapport de Y nu temps t ;  nous observcrons que l’ex- 
prossion de I’arc par la tangelite, donne 

t i =  2 .  tang, iu. (i--.tang.’iu+j.tang.4~u--c.) j 

or on a 

011 aura clonc 

on a ensuito 
2. tang. f IL 

1 +tang.@ 5 IL 6ly1 ,  - - 2.1 ang. f u. { I- tang.”$u+ tang.‘ f u -&e. ] ; 

d’ou I ’ m  tire 

F,n siibstitunr~t ccs valeprs de zc et de e.ain,u duns 1’6qtmtion 
n t zc - e.sin. 74 ; on aura le tcrr~ys t ,  en fonction de I’ar~omalie v ,  
p&r line suitc trbs - convergente; mais avant qac de faire cette 

siibstitution,nousobservaronsqUQ~’on aparle no. S O , ~  == u-;. f p ,  

et corpmc D = a a  , on aura 

1 

f 
1 DY -= --, 

1 
t4i.G 

On trouvera , cela posh, 

LC 
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Lc tcmps t ,  la distance I) , et la somme p des masses du soleil et 
de la cornkte , sont des quantitbs lidtdrogknes, qui pour Ctre com- 
parables, doivent Btrc divisdes chcune  par des unit& de leur 
cspkce. Nous supposerons clonc quo la moycnnc distance du solcil 
h la terre cut l’uuitk de distance, en sorte que D est cxprinid 
en parks  dc cettc distance. Nous obscrvcrons cnsuitc que si 1’011 

nommc T le temps d’une’ rdvolution syddrale de la tcrre quo 
nous supposerons pnrtir du pdrilidlic j on aura dans 1’8quation 
n t  == u - e. sin. u , u- o , au comniciiceniciit de la r6volutionI 
et u 2 T, it In f in,  w &ant la deini-circoni’tirencc dont le rayon 

9 
est l’unit6 ; on aura doiic IZ T= H v j  mais on a, n = a-;. fix fi j  

k cause de a = I j partant 

~ La vnlaur de P n’est pas cxactemcnt la meme pour la terre , que 
pour la c o d t o  ; puisquc clans le yrernier cas, clle exprime la 
somme des masses du solcil et de la terrc; [tu licn qiic clans IC 
second cas, elk exprime la sommc des masses du solei1 et de In 
comkte : mais 10s masses dc la tcrre ct de In corn& &ant beaucoup 
niointlres que cclle du soleil ; on p u t  lea ncgliger , et supposer 
que p cut le inerne pour tous ces corps, ct qu’il exprime la inasse du 

soleil. En substituant donc nu lieu de fi, sa valeur y, duiis 
]’expression prdc6deiite de T; on aura 

P T  

7 

Cette i.quntion ne reiifcrme plus que des quan tit& cornparables 
cntrc elles j elle donnera fncilcment t, lo r~que  v sera coiiiiu j maiv 
pour avoir Y , uu nioycii tlo t , il faut rcivoudrc uno dquation dti 
troivibinc dcgr6 , qui n’est susceptible q u o  d’unc sculc racine delle. 
On pcut se dispenscr clc cctte rdsolution, en fuisant une tablc des 
vulcurv de Y , corrcspondantes A ccllcs dc t , dims uuc parabole dont 
la distance p6rilldlie cst l’unit6, ou dgdc h la moyenne distance de 
la terrc au solcil. Cette tablc donricra le tcmpr correspondant it 
l’nnomalic v , d m s  iiiie parabole quclconquc tloiil I) cut la clisttmco 

.-. 

M~CAN. cBr,. Tome 1. A &  



186 M B C A N I Q U E  C k L E S T E ,  - 
1 

pdrihdie , en multipliant par Di, le temps qui rCpond ir la mdrne 
anomalie , dans la table. On aura l’anomalie v ,  correspondante au 

temps t ,  en divisant t par D’, et en cherchant dans la table, 
l’anomalie qui r6pond au quotient de cette division. 

Supposons main tenant que 1’011 cherche l’anomalie v, correspon- 
dante nu ternps t , dans une ellipse fort cxcentriquc. Si l’on n6glige 
les quantitbs de l’ordre a’, et que 1’011 rcmettc I -e ,  au lieu de a j 
l’expression prdcddente de t en v , dans l’ellipse, donnera 

t= D l . 6  -- (tang.;u+i.tang.‘+v 

On chercliera , par la table du mouvement des comktes , l’anomalio 
qui rBpond au temps t , dam une parabole dolit D seroit la diu- 
tance pdrilp9ic ; soi t U cet tc anomdie, et U+ x , l’anomalie vraie 
dans Pellipse , correspondante au mQme temps, s &ant un trb- 
petit angle. Si l’on substitue dans 1’6quation pr&&dente, U+x, 
ai1 lieu de v , et que l’on rhduise le second mernbrc, en sbrie ordon- 
ndc par rapport aux puissances de x; on aura, en negligeant le 
q u a d  de I, et le produit de x , par 1- e, 

1 

r _  

1. r / F  I I .  (1 - e ) .  tang-.”: Y .  {i 0;. tang.ptv-+. tang.4:~) 

iiiais on a par la supposition , 
D ’ . G  

t = - - .  {tang. f U+;. tangq3 U} j 
V 5  

on aura donc , en substituant au lieu du petit arc x , 8on sinus, 
sin. x = A. (1- e). tang. U. { 4-3 .  cos.’+ U- 6. cos.4+ U) . 

Aincri , en formant une table des logarithmes de la yuantit6, 
&.tang.: U. { 4 - - - 3 . ~ a s . ~ ~  U-6.cos.4fU) ; 

il suffira de leur ajouter le logarithme de I- e, pour avoir celui de 
sin. x; on aurapar conudquen t , la correction i fcrire it l’anomalie U, 
calculde dam la parahole , pour avoir l’anomdie correspondante 
dam une ellipsc fort excen triqne, 
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2 4. I1 nous rest9 A considdrer le mouvement dans m e  orbite 

hyperbolique. P o w  cela , nous observerons que dans l'hyperbolo, 
le demi-grand axe a devient nbgatif, et l'exccntricit6 c , snrpasse 

et u=- et en substituant , au lieu des sinus et des cosinus , 
leurs valeurs en exponentielles imaginnires j la premibre de ces 
Cquntions donnercl 

I'unitd. En faisant donc dam les dquations (f) du no. 30; u =- a: 
U' 

V Z '  

La seconde deviendra 
r = a ' .  {~e. (cu'+c-uf) -  I }  ; 

cnfin , si l'on prend convenablemcnt le signe du rndicnl dc la troi- 
sikine &quation, pour quc Y croissc avec t ,  et  par consdquent, 
avec u'; on aura 

Supposons dans ces formulcs , u'=Iog, tang. ( i w  + i w ) ,  ?I &ant la 
clemi-circoiifdrence dont le rayon est l'unitd , et IC logaritlisle pre- 
cedent 6tant hyperbolique j on aura 

cc-- - e. tang. e-log. tang. (++v) ; t . 6  
3. 

a' ' 

t * f i  L'tlrc 7 - cst le rnoycn mouvement mgulaire durant IC tcrnps t ,  
N" 

dn corps rn , sdpposd mb ciroulrrirement autoiir de H, A 13 dis- 
tnncc a'. Cet arc cut, facile h tldtcrminer , en lo rdduisnnt cn parties 
du rayon : la p r c m i h  des t5yuations prdrbdcntes, donncra par dcs 
essais , In valeur de I'anglc (s, correspondunte AU tcrnps t; les ~ C I I X  

aut res dqua tions donneront ensuite ICs valeurs corrcspondan tcs 
de t et de Y .  

An 2 
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25. Tcxprimant la r6volution syddrale d’une planiste dont a 

est la moyenne distance au soleil j la prcmibre d ~ s  dyuations (f) 
du no. 20 , donnera n T =  2 a ; mais on a par IC m&mc no. 
fi- t = n; on aura donc . - 

(1 = 
3 

2 I . U ’  
- 

T=--. 

Si Yon ndgligc lcs masses des planbtes , par rapport h celle du soleil; 
p exprimera la masse dc cet avtrc , et cette quaiitit6 sera la n i h e  
pour toutcs les planktrs ; ainsi , p o u ~  une seconde plrrnkte dont a’ 
et T‘ seroient la distance moyenne au solei1 et le temps de la 
rdvoluiion syddralc j on aura encore 

tfp 

f l P  

1 
a x .  a’z T’= --_I . > 

on auradom 

c’esti-dire, que les quarrds des temps dcs r6volutions de diK& 
rcn tes planktes, sont en Ire eux , coinme Ies cubes des g r a d s  axes 
dc leixrs orbites; cc qui est une des ~oix &couvertes par Kc*pler. 
On voit par l’analyse prdcdtlcnie, que ccttc loi n’est pas rigou- 
reuse, et qi~’cl10 n’a lieu qu’nufant quc 1’011 ndgligc l’action des 
planhtes, les unes SUI‘ les autres et sur le yolcil. 

Si l’on prcnd pour mesure ( T i l  temps, le moycn monvement de 
la tare  , et pour unite de distance, sa moyennc distaricc nu solcil ; 
Tsera clans cc cas dgal i 2 w ,  ct l’ori aura a = I ; l’cxprcmion prd- 
cdtlente de T clonncra donc y I= 1 ; d’oir il suit yuc la masse d u  
solcil doit alors Ctrc prisc pour unit4 de miwse. Orr pcut airisi , dilns 
la thkoric des plani:~cs et dcs comistes , supposcr p= 1, ct prendre 
pour unitd de distance , la moyenne distance de la terrc nu solcil; 
rnais alors, le temps t est meeurtS par l’arc correspondant du moycn 
mouvement s y d h l  de la tcrre. 

T” ; T f ~ : : a 3  ; a’3; 

L’Ccpation 
1 

donne un moyeii fort simple de ddtcrmiricr Ics rapports dcs masses 
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c?cs planbtcs qui ont clcs satellites , A la masse du soleil. En cffet, 
JL? repi-hscntant cctte masse, si l’on nctglige la masse in de la planhte 
vis &vis de M ;  on aura 

? 
a crx . i2  T= -- 

M ‘ 

Si l’on conaid6rc ensuitc un satcll ilc cl’nnc planktc qt1clconq.uc m’; 
quo l’on rldsigne par p ) la rnassc rlc cc satcllitc; par h , sa nioycnnc 
distaiicc am ccntre de m‘, et pur T, le lcnips de sa rbvolution syd6- 
rule j on aura 

7 

2 v . h :  T = -____- . v q ’  
pr\rtant, 

rn’ -+ p 11: --= +y. 
M a? 

Catte 6quation clonnc le rapport de IH somine clcs masses de In pla- 
ni:tc in‘ e l  dc son satellite, A In riiasse JI du solcil ; cn ii<J’g w I cant 
done la masse du sutcllilc, (w 6prd  ii cc>llc tlc sa plani~tc, 011 CJL 

aiipposant le rqqiort dc ces masses connn j on niirrr IC ntpprt de In 
Illitgse de la plan&~c, It cclle chi solcil. Nous donnerons , en trnitcliit 
In thcioric des plnniitcs ) Ics valeurs cics m~sses de cellcs autour des- 
qwllcs on R obscrv6 des satellites, 
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C H A P I T R E  I V .  

De’tennination des t%rnens clu rnouvement eltiptique. 

26. APRIIS avoir expos6 la th6orie gCnerale du mouvement 
elliptique, et la maniere de le calculer par des suites conver- 
gentes, dam les deux cas de la nature, celui des orbes presque 
circulaires , et le cas des orbes fort allongds ; il nous restc k deter- 
miner les 616mens de CCS orbes. Si lcs circonstancev des mouve- 
mens primitifs des corps ckles tes Ctoient donnecs, on pourroit faci- 
Iernent en conclure ces kldmens. En eget, si 1’011 nomme 7. la 
vltesse de n , dans son mouvement relatif autour de M j on aura 

y,= 3 
d x@ + dyn+ dza 

d to 

et la dernibre des Cquations ( p ]  du no. 18, donnera 

Poiir faire disparoftre P, de cette expression ; nous dksignerons 
p r  U la vttesse que m auroit, s’il ddcrivoit autour de M, u n  
cercle d’un rayon &gal k l’unit6 de distance. Dans cette hypothbae, 
on a r = a= 1, et par consdquent u” = (LC ; donc 

Cette equation donnera le dcmi-grand axe a, de i’orbite, au nioyen 
de la vitesse primitive de m, et de sa distance primitive h M. a est 
pouitif dans l’ellipse ; il est infini danu la parabole, et n6gatif dam 
l’hyperbole ; ainsi l’orbitc clhcrite par m , est une ellipse , unc 
parabole ou une hyperbole, suivant que Y est moindrc , Cgal 011 

plus grand que U. I/ !, II est remarquablc que la direction du 

mouvement primitif‘, n’influe point sur l’espkce de la section 
conique, 

c- 

t 
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Pour ddterminer l’excentricitd de l’orbite, nous observerons que 

si l’on nomme B , l’angle que fait la direction du mouvement reliltif 

de m , avec le rayon vecteur r j on a - = 7’. COS.’. t. En subs- 

titunnt au lieu de Y,, sa valcur p. {; - - - i}, onaura 

d r* 
d tP 

d 7% 

dta 

mais on a par IC no. 19, 

- =c”. (; - ;) . cos.’ s ; 

p P  t9dP 
a dt g p r - - -  y = p a . ( i  -e’); 

on aura donc 

ce qui fera connoftre l’excentricitd Q e de l’orbite. 
L’dquation aux sections coniques , 

a.(i--en) 

A + e . c o u . v ’  
r =  

doniic 
’ a.(I-e*]-r 

On aura ainsi l’angle v que IC rayon vecteur F fait avec la distance 
pkrihdlie, ut par consequent, on aura la position dii p6rihclie. 
Les tquntionu (f) du no. Po, feront ensuite connohe l’augle u , 
et par son moyen , l’instant du passage par le pdrihdlie, 

Pour avoir la position de l’orbite, par rapport B un plan fixe 
passant par lo centre de M, aupposc! iniiriobilc ; soit Q I’inclinaisoii 
de l’orbitc sur ce p l an ,  et 6 l’angle que I0  rayon r forrnc avec 
la lignc des nocuds ; soit de plua, , t I’CltSvution primitive ds m, 
au-dessus du plan fixe, dldvation suppos6c connue ; on aura 

r .  sin. C, sin. p I= z j 
en eorte que l’inclinaison 9 de l’orbite uera connue, lorsque I’on 
aura dbtermind C. Pour cela, nommoiis A, l’angle sul~posti coniiu que 
fait avec le plan fixe la direction primitive du mouvement relatif 
de m ; si l’on considkre le triangle formd par cette clircction prolon- 
g6e jusqu’k la rencontre de la ligne des nccuds , par cette d c r n i h  

C0S.Y = 
e r  
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Jigne, et par le rayon r ;  en nornmaiit I ,  le cSt6 de ce triangle, 
oppos8 i I'angle 6, on aura 

r .  #in. k 
sin. (6+ t) 

on a ensuite - = sin. A; on aura donc 

; t=-- 

2 

I 
z . 8 i n . r  

s.Yin. A -z.cos. E ' 
tang. 6 == - 

Lcs Alkmens de l'orbite de la plan&. &ant c1BterminC.s par ces for- 
mules, en'fonctions de6 coordonndes r ct z , clc la vltesse de la 
plan& et de la direction de eon mouvemont; on peut avoir les 
variatiuns dc ces ddmens , correspondantes h des variations sup- 
posdes dans la vitesse et dam sa direction; ct  il sera facile, par 
les ndthoclcs que nous ilorinerons duns la suite, d'en conclure ler, 
variations diffdrentielles de ces 6ldmens, ducs A Vaction de forccy 
perturbatrices. 

Reprenons 1'8quatic m 
y" p* {?-:I 

r a(' 
e 

Dam le ccrcle a= r, et par consdquerit T = U .  I/ f ; ainsi, les 

vhesses des planetee dans des ccrcles digdrens, eont comme Ics 
racines quarrdeo de leure rayons, 

Dam la parabo1e;a = a0 , partant Y- r/ j 10s vltesses dalis 

$es diffdrens points de l'orbite , sont donc alors rkciproqucs aux 
racines quarrdes des rayons vectcurs , et la. vitesse it chuciuc point, 
est ti cclle qu'auroit )a planbte, si clle ddcrivoit uq cerclc gun 
rayon dgal BU rayon vccteur r ,  comme r/a : 1, 

Une ellipse infiniment applatie, se change en ligne droite, et  
dnns ce cas, Y exprime In vftcvse de m , s'il descendoit en ligns 
droite vers M. Siipposons que m parte de 1'8tilt d i ~  r e p s ,  ct que SLL 

distance primitive i M soit r j s u p p o n s  ilc plus, que parvcnu 
Q la distance r', il tlit acquis la vftosse T'; l'expression pr6cddentc 
de la vPtessc , donncra lee deux 6quations suivantes : 

- 
1' 

d'o ir 
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d’oir I’on tire 

c’est l’expression de la vitesse relative acquisc par nt , en partant 
de la distance r ,  et en tonibaxit vers M, dc lit hiiuteur r-r’. On 
dkterminera facilement , au irioycn de cette formulc , de qudle 
hauteur le corps m, mb duns uiie section conique, dcvroit tombcr 
vers M , pour acqudrir , en pnrtarit [le l’extrdrnit6 du rayon vcc- 
tour r ,  une vftcsse relative dgalc A cclle qu’il a h cette extrdmitC ; 
car Yetant cette dernibre vttesse , on a 

mais IC qunrr8 de la vitesse acquise cn tombant de la hauteur r-r’, 
(r-rl) 

r r’ 
est 2u^.- .  en Bgalant ces deux expressions, on aura donc 

I r . ( a a - r )  
r - r x  

4 a - r  

Dans le ccrcle a= r ,  et alou r-r1 = r ;  rlnns 1’1-lliyse, 011 M 

dam l’hyperbolc , ou a est u&gatif‘, on a F--’> r. 

r - r ’< : r ;  a &ant inlini dans la parabole, on a r-r  I ,  = : r ;  c l  

2 7 ,  L’ciquation 
dxB+ df+ do’ o=--- d t. 

Pa(  3 -:) 
est remarquable, en ce qu’elle donne lo vttesse intldpendammen t de 
I’excentricitd de l’orbite. E& est rcnfermho dans unc 4quation plus 
g k n h l e  qui existe entre le grand axe de l’orbite, la cords dc 1’ttt-c 

elliptique , la aomme des rayons vcctcixrs extrames , ct IC tc~llps 
eniployd A ddcrire cet arc. Pour parvenir it cctte dlernibrc Bquation, 
nous repreadrons les dquations du mouvement elliptique , don- 
d e s  dans le no. 2 0 ;  en y supposalit pour plus de eimplicitci p = i. 
Ces Bquationu deviennent ainsi : 

a.(i -e*)  

1 + e . c o s . v ’  
r=  

r= a.( i  --o.cos.u); 
3 - 

t=a ‘.(u-e.sin.u). 
M~CAN.  C&L. Tome I .  Bb 
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Supposonv que 71, Y ,  u et t correspondent B lit premibre extrdmitt! 
de l'arc elliptique , et que r', Y',  u' et t' correspohdent k l'autre 
extrdmiti.; on aura 

a . ( i  -ea)  

1 + e . c m . v  r' = t i  

~ '=a.(i-e.cos.u');  
f - 

t' = a' . (ut- e .  sin. u'). 
Soit 

u'- u ut+ u 
---.=g --=6' ; f f r z . 2 7  ; 

3 
t ' - - t = T  - 

a 7 

si l'on retranclic l'expression de t , de celle de t ' ,  et si 1'0x1 observe 
ciue 

sin. ut- sin. u = 2 . sin. e. cos. C' ; 

T = 2 u'. { 6'- e .  sin. 6. cos. C') . 
Si l'on ajoute l'une h l'autre, leu deux expressions de r et de I' 

en u et u', et si 1'011 observe que 

on aura 

Maintenant, soit c la corde de l'arc elliptique; on R 

mais les deux Cquations 

on aura 
3 

COS. ut+ COS. u = s COY. t. COS. e' j 

R= z a . ( i  -e.coe.c.coa.c'). 

C' = I L  + r" - 2 r r'. cos. (IJ - Y ' )  ; 

a . ( i  -es) 

1 +e,coe.v ' r= r = a .  (1 - e. cos. IC) , 
donnent cella-ci , 

( c o 8 . u - e )  a .  //1--e".Ain.u 
c0s.v = a .  ; trin.u= -. 

T F 

On a pareillement 
a. (coe.u' - e) a. //1--8.sin.u' 

f 
-. 

J j ein.v'= r' cos. v' = 
on aura done 
rr'. cos.(v-y')=a'. (e-cos.u). (e-cos.u')+a'.(i--e*). sin.u. sin.u'j 
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et par consdquent , 
c2 = a a*. (1 - e'). { 1 - sin. z i  sin. ut- cos. u. cos. u')  

or on a 

$a"e".(co~.~-ccos.~') ' j  

sin.u.sin.u'~cos.u.cos.u'= 2 . ~ 0 s . ' ~ -  1 ; 
cos. u -cos. ut = 2 sin. 6. sin. e'; 

par tan t 

on a clonc nimi leu trois Cquations suivantcs , 
c'= 4n'.sin.~6~(i-ec'.cou.*6') ; 

R = an. { 1-e*cos.6.cos.c'} ; 
2. 

T = a a'. (6-e.sin.C.cou.6'); 
c'= da'.sin.'C.(i -e'.cos.' 6'). 

La premi&rc dc ces dquations donno 
a n - R  
II a. cos. 6 e ,  cos. e' = --- i 

en subvtituant celto valcur do 8 .  cos. e ,  dam lee deux autrcs 011 

aura 

T = 3 a'. [C + rf:)*tang. C} ; 

c' == 4 a'. tang.' c. 

Ces deux Cquations ne rcnfermcnt point I'excentricit6 e; ct si Aana 
la prcmilire , on substitue RU lieu dc C, sa vuleur donncc pfir la 
scconde; on aura T en fonction dc c , R et a. On voit dnsi  que le 
temps T ne dc'pmd quc clu domi-grand axe, de la corde c , ct dc lit 
~ornnio R des rayons vectcurs cx trkmes. 

Si l'on fuit 
P a - R + c  aa-R-c 

z =  ; PI= * J  
2 n  94 

la dernihro dcs drluations prdcddcnlcu donticra 

&'oh I'on tire, 
COS. 9 t= z a'+ r/(l a*> (I  -.z'*) j 

B ~ = ~ ~ c . C O S . Z ' - B 1 ' C . C 0 s .  2 ; 
El,  > 
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arc.cos.z cldsi nant ici l’arc qui a t pour cosinus j. on a par con- 
sdquent 

nit J.? C A N I Q U E C fi L E S T E, 
8 

Bin. (arc, cos. 2‘) - sin. (arc .COB. z) 
z +z’ i tang. e= -- 

2 n - R  
on a ensuite z+z’= - ; l’expresuion de T deviendra donc , en 

observant qim si T est la durde de la rkvolution syddrale de la 
ierre dont la moyenne distance au soleil, est prise pour unite, 
on a par lenO. 16, Y ’ = ~ T ;  

a2 .T  

a 

3 - 
T=-- . {arc. cos. 2‘- arc. cos. z - sin. (arc. cos. 2’) + sin. (arc, cos. z) } (0) 

~ e s  mimes cosinus poixvant appnrtcnirli plusicurs arcs,cettc expms- 
sion de T est anihigue , et il faut bien clivtinguer leu arcs auxquels 
rkpondent les cosinus z ct 2’. 

ac? 

Dans la parabole, le demi-grand axe a est infini, et l’on a 

arc.cos.z’-sin.(arc.cos. 2’) =i. -- (RfrY* 
En  faisant cndgatif, on auralavdeur dearc. cos. z-sin.(arc. c0s.z); 
la formule (a) donnera donc pour le temps T employ6 h dbcrirc 
l’arc sous-tendu par la corde c ; 

le signe - ayant lieu, lorsque les deux axtr6rnitds de l’arc para- 
bolique sont situkes dlu m4me cat& de l’axe de la parabole, ou 
lorsyue l’une d’ellcu dtant situde au-dessous, I’ungle form4 par 
ies deux rayons vecteurs , est tournd vers le pdrihelie j il faut 
employer le signe + dans les autres cas. T &ant 6gal B 

365 jour8, 95638 , on a ,  -= 9jourr, 688754. 

Dans Yhyperbole , a est nkgatif j z et z‘ deviennent plus grands 
que l’unitk ; les arcs, arc. cos. z et arc. cos. z’ sont imnginairev , et 
l’on a en logarithmes hyperboliques , 

T 
la  a 
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ltr formule (a) devient ainsi en y changeant u dam --a, 

3 - - - 7 a. T T=-. { VZ’=-1 qZVd-1 -log.(c’+ /zf+)=tIog.(t+ V Z * - - I ) } .  
2 Q  

La formule (a) donnele temps qu’un corps emploie ir descendre en 
ligne droite vers le foyer, en purtant cl’une distancedoniibe,avecune 
vPtcsse dollnee : il suffit pour cela , de supposer l’ellipse qu’il d6crit 
Jorv , infiniment appltltic. Si l’on suppose, par exemple, que le 
corps parte de l’etat du repos , it la distance P a du foyer, et que 
l’on cherche le temps T, qu’il emploio k s’en approcher la dis- 
tance c ;  on aura dam ce C R S ,  R = z a + r ;  r E 2 u - c ;  ce qui 

donne 2‘s- 1 ; z =- ; la formulc (a) donilera donc 
c - a  

a 

J1 y a cependaiit une diff6rence eseentielle entre le mouvcinent 
elliptiquc verB le foycr , ct le mauvement dans uiie cllipse inli- 
niment applatie. Dans lo premier cas, le corps parvenu RU foyer * 
1)assc au-deli, et s’en doignc la m6me distance doiit il Btoit parti; 
clans le second cas, le corps parvenu nu foyer, revient au point 
d’ou il i:loit parti. Unc VPtessc tangentielle A l’aphdlie , quelque 
petite qu’clle soit, suffit pour prodiiire cette difl‘drence qui n’in- 
flue point sur le temps que IC corps cmploie it desccnrtre vers le 
foyer. 
28. Les observations ne hisant pas connohe Ics circons- 

ianceu du mouvement primitif des corps ctlestes ; on ne peut pas 
determiner par les €orormuleu dn no. 26, Ies i.li:mens de Ieurs 
orbiteu. I1 cut ndcessaire ponr cet objct , de comparer entrc elici, 
lehrs positions rcspectives ohservdes B differentcs Cpoqucs ; cc qui 
prdsente d’autant pliis dc clificultc‘s , que 1’on n’oberve point ces 
corps, du centre de leurs mouvementi, Relativemcnt ;tux planBtes, 
on peut , au mogen de Icurs oppositions ou de leurs conjonctions , 
avair leur longitucle tclle qu’on l’obscrvcroit du cent re mdme d u  
mleil. Ccttc considbration jointe A la petite excentricit6 ct an pen 
cl’i~~clinaison (IC lcum orbite3 k l’ckliptiquc , donne tin inoycn fort 

* siaiplc d’avoir lcurs 816mciis. M& dms J’ctat aclael dc 17tm0- 
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iioinie , lcs dldrnens de ces orbitcs n’ont besoin que de corrections 
tr&s-l6gt!rcs ; et comme les variations des distances des planbtes 
k Is terre, ne sont jarnais assez grandes pour Ies derober a nos 
rcgards j 011 peu t les observer sans cesso , et rectifier par la corn- 
paraison d’un grand nombre #observations , Ics Bldmens de leurs 
orbites , et ies erreurs memes dont les obeervations sont suucep- 
tibles. I1 n’en est pas ainsi des combtes ; nous ne leu voyons quo 
vers leixr p6riMic : si les observations dc leur apparition sont 
ineuffisantes pour ddterminer leure LSldmens j nons n’avoiu alors 
amun moyen de suivre ces astrcs par la pcnsce , dnns l’immensit6 
de Yespace, et quand la suite rlcs sikcles les ramime vers le solei1 , 
il noiis eyt impossible de les rwonnojltre j il est donc important de 
pouvoir de tcrrriiner par leu seules observations clc l’apparition 
t17une cornate, les d1Crncns de son orbitc ; mais ct‘ problh~r: priv en 
rigueur , surpasse les forccs dc l’analyse, ct l’on est obligh de recou- 
rir aux m6thodcs cl’upproximation , pour avoir leu premibrcs va- 
lcurs des dPmens , que l‘on peut corriger ensuite avec toute la 
pr6cision yuc les observations corn portent. 

Si Yon faisoit usage d’observations dloigndes entre ellee,les Qlimi- 
nations conduiroient I‘i des calculs impraticablcs; il €aut doizc sa 
borner i ne considducr que dcs observation6 y~isinee , ct avec, 
ceite restriction m&me , le p r o b l h e  prbsentc encore de grandeu. 
di~cul tks .  Aprh y avOir n@dclii, il m’a para qu’au lieu d’cm- 
ployer directernent Ies ohscrvations, il est plus avantagcux d’en 
tirer dca donndes qui offrent un  r6sultat exact et simple, et je mo 
suis gssurd que  cclles qui rcmplisscnt le mieux cette condition, 
sont la longit& et la latitude gdocentriqixes de la corn&, it ixn 
instant donne, et lesrs premihrcs et seconrlcs rliff6rcnccs divis6es 
par leu psissancee correspondantes dc 1’616ment du temps j car au 
moyen de ces donndes , on peut dbterrnincr rigoiireusement ct  
avec facilit6 , leu Gldmens , spns recourir b aucunc intdgration, et 
par la eeule considdration des equations Jiffdrentielles de l’orbite. 
Cette nisnihrc il’enyisager IC. probl8mc , perrnct d’uilleurs cl’em- 
ployer nn grand nornbre d’obscrvations voisines , et de coniprcn- 
llrc ainsi , un intcrvallq considdrable entre les obsorvatioris extr0- 
anev cc qui eat trka-ublc p o w  diwinuer l’inilucncc (ICY crrcurs 
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doiit ces observations sont toujours susceptibles, ii ctiuse clc la 
nkbulositd qui environne les comhtes. Je vais d’abord presenter lcs 
forniules ndcessairev pour conclure les ciiffkretices premithes de la 
longitute ct dc liilatitude, d’un nombrc quelconquc d’observations 
voiuincs ; jc ddtcrmincrai ensuite les BlBmens de l’orbitc d’unc co- 
mktc, nu moyen de ces diffkrences; enfin, j’exposerai le moyen qui 
m’ii pari1 le plus simple, pour corriger ces 6lkmens , par trois ob- 
ticrvations kloigndcs entre ellcs, 

29. Soit Q unc Cpoquo ~ O I I I ~ ~ C ,  e~ la longitudc gkocentrique 
d’uiie comhte, et 0 sa latitude borhle gt!occntrique ; leu lutitiicles 
australes devant Atre sup1wsc!cs ndgntivcs. Si 1’011 cidsigiw par s , 
le nonibre dcs jour8 t(coiil6s depuis wtte  + q u e  j la longilutlc et la 
latitucle gdocentrique de l u  coiiibtc iiprhs cet i ~ ~ t ~ ~ ~ v i i l l c  , serollt CX- 
primtics en vcrtu dc la l’orrlnulc ( i ) clu 11”. a1 , 1)itr lcs deux suites , 

s3 

au moyen de plusieurs longitudes et  de plusieurs lntiludes g60- 
centriques observ6es. Your y parveiiir de la manihre la plus sim- 
ple, considdrons la suite infinie qui exprime la longitude gc‘ocen- 
trique. Les cocniciens des puissaiiceu de s , dans cetta suite, doiveut 
6 tre determinds par la condition cla’elle doit reyr4sciitcr chque Ion- 
gitude obuerv6e, en y substituarit pour s, le nombre des jours qui 

tions j et si le nombre 4e cclles-ci est n ,  on lie pourra rl8terrniner 

i~ leur rnoyen , dans la suite infinie que n quantitb CL , ( ?), &c, 

Mais on doit observer que 9 &ant suppost! fort petit, on p u t  nt1811- 
gur les tcrnics multiplidv pnr 69”) ,yn+’, CLc., ce qui  rctcIi i i t  la suite 
infitlie:, h ses n premiers tcrincu que I ’ m  poui*1*ii tldtormitlcr p r  
lcs n observations. Ccs ddterrniuations ne scront qu’appl’OCll&zi, 
et lcur exactitudo ddpciidra de la pelitcssc. des tcl*nncs que l’on 
nkglige; elles seront d’tlutant plus prdciues, quc s sera p l u ~  petit, 

1ui correspond; on aura ainsi autant d‘&quations que (1 4 observa- 

CIS . 
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et qim l’on emploiera un plus grand nombre d’observations. Lu 
thtorie des interpolations se rtduit donc i trauver une fonctiori 
rationnelle et entiere de s, qui soit telle, qu’eiiy substituant pour s, 

le nombre des jours qui correspondent k chaquo observation ) ello 
se change dam la longitude observde. 

Reprtsentons par 6, C’, P, &c., les lorigitudes observhes de la 
comkte, et par i, if, i”, &c. , les nonibrcs des jours dont elles sui- 
vent J’&poquc donn6e ; ces nornbres doivent &re suppos6s ndga- 
tifs pour leu observations anthrieures k celte bpoque. Si l’on fait 

&c. j 

la fonctioa clierchde sera 
G+ ( 8 - i )  .6C+ (8-i) . (s-if) bag+ ( s - i ) .  (s-it). (s-i”) . $IC+ &c, ; 

car il est facile de s’wsurer que si l’on fait successiveinent s = i , 
J ==?; -9 =i”, Src., elk 8 8  changera dans C, C’, e’, &c. 

Maintenant, si l’on compare la fonction prCcddente, a celle-ci , 

on aura, en 6galant les coeffciens des puissances scmblables de 8 ,  

a = s-i.ss+i.i‘.&’C-i.i‘.i”.r3C3. &c,; 

les diffkrences ultbrieures de k nous seront inutiies. Lea coaciens 
de ces expressions sont nl ternativernent positifs etndgatifs; le coefiiv 
cient deJ‘6 est, abstractionfaite du eigne;ia produit r d r,des rquan- 
tiths i , i‘, t”. . . . &‘-’I, dam la valeur do (L ; il est la somnie des pro- - 

diiits des tndrnes quantitOs, r- z ~ L J -  1, dana la valcur de 
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enfin il est la somme des produits de OCJ quantitds, r - I R r--3 , 
duns la valcur dc ’;. rg>. 

6i l’on nomine y , p’, P‘‘, &c. , ICs  Intittides g4ocentriques obser- 
&e 

vdes de la  coin^ te j on aura ~ c s  villeurs de e, (g ) (=), &c.) en 

changeant ilans les expressions prkcddcntcs de e, (g), rs), &c., 
les quantitds 6, C‘, G”, &c., cn 2, PI ,  p”, &c. , 

Ccs expressions sont d’autant plus prdcirres, qu‘il fa plus d’obser- 
vations, et que les intervnha qni Ics shparcnt , sont plne petits ; 
on pourroit donc employer toutee Ics obscrvations voivinea de 
1’6poque cboisie , si d e s  btoiont exmtes j mais lee erreurs dont 
elles sont toujours susceptibles , conduiroicnt ii un rQultat fautif ; 
ainsi pour diminuer l’influcncc de ces crreura , il faut augrucnter 
l’intervallc dcs observations extrdmcs , k iiiesure que l’on cmploie 
plus d’obeervations. On pourra dc cctte rnmihe, avec cinq obscr- 
vations , ciribrasscr un intcrvalle do trcnte - cinq ou quarmitn 
degrds , ce qui doit concluiro A des valeurs trbs-approchdea do la 
Xongitu(ic et dc lu latitudc gdoccntriques , et de leurs premihres ct 
geconc7cs diffdrcncce. 

Si l’dpoque quc l’on choivit , est tclle qu’ii y ait un nonibro t $ p Z  
d’observations avant et aprhs, de m&&re que chnque longitude 
qui la suit, ait tine 1oiigiCuClc correspoudqtc qui la prdaitcle clu 

rneme interval~s; ccttc coiic1itiori rc&a ~ c s  vn~eurs de a ( 
. -  

et (2) , plus mpproclirieu , ct  il cst facile dc s’agsurcr que de n o w  
% I  

vclles obscrvations prism it C:gdcs distances tlc part et d’autrc de 
l’bpoque , ne feroient qii’njoutcr Q ces vaiedrs ) ’des quantftes qai” 
scroient ) par rapport it Icurs dernicrs termcv , du mdme ordre que 

larsque toutes Ics observations &ant 4quidistimtes, on fiie‘ Pepo- ’ 
que, cru niilicu de I’intcrvallc qd+s coniprciinwt4 il y a rJonc 
de l’avantage h employer dc scmblables obscrvations. En gcSn6rs1, 
il sera toujours avantapux de fixer I’&poque, ycrs le milieu do 

M ~ C A N ,  c h .  Tonro I. c o  
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cct intervalle j parce que le noinbre de jour:, qui la serarent des 
observations extrhmes , &an t rnoins considdrable , leu approxima- 
tions sont plus convergentes. On simplifiera encore le cnlciil, en 
fixant l’dpoqixe, h l’instant d m c  d’uiie des observations ; cc qui 
tlonnera imm6diatement lcs valeurs de a et de 0. 

Lorsque l’on aura dhterrnin; par cc qui prhcbclc, (2) (E)7 

(:) , et (2) j on en conclura de cette manihre lcs diff6rences 

prernibres et secondes de tt et de 8 ,  divisbes par les puissances cor- 
reupondantes de 1’618meiit du tcmps. Si Yon neglige les inasses des 
p l a n 8 t ~  et des cornetes , vis-h-vis cdle du solei1 , prirre pour unit6 
de maqae ; si, de plus , on prencl your unit6 de distance, sa ryioyciiiic 
distance Q la terre; le moycii mouvement de la term autour du 
solei1 , sera par le no. 23, la incsure clu temps t ;  eoit clonc A lo 
nombxc de seconcles que la tcrrc ddcrit clans un jour, en vertu de 
mn rnoyen rriouvcmeiit syddral j le temps t correspondnnt uu 
norribre 8 de jours, scra AS; on aura donc 

(+;.(;) ; .  (%)=;.($). 
Lcs observations doiincnt en logarithtncs des tables , log. A r= 

h,&gh622 ; de plus, log. A’ =log. A + log, x, li &ant le rnyoii du  

ccrcle, rt5duiL eii sccondcs; d’oh ri‘sultc log. A’ = = 2 ,  2750/k/k/kj par- 

iant, si l’on rdcluit en seconclcs , les valcurs ~c (2) et de (z); 
on au‘ra lcs ‘logaritlimes cte (g )  ct ~c r;), cn rctrancliant c~cu 

log+,ritl\yes de ccs’vLileurs,lcslogaritkrnes, 4,o3946~a,et 2,a7504.24. 

0 1 1  aura pareillenlent leu logarithmes de ( g )  et de (g), en re- 

I tanchant reopec tivcment les m&mes logaritlimes , des logiwithrncs 
tlc leuqs vdqurs r6duites en sec9ndee. 

A 

d’& 

< ’  \ 

tie la prGeiision dm valeurs de d , ( ) , (g) , 8 , ( 2 ), et 

rg), (x.e depend l’cxactitude de8 rh l ta t s  suivans, et cornme leur 
- 8  
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formation est trbs-simple , il fuu t choisir et mu1 tiplier les ollser- 
vations , de maniCre i les obtenir avec lc plus de prkcision qn’il est 
possible. D6tcriiiinons pr4scntemciit, au nioyen de ccs valeurs , 
les &mens de l’orbite de la coiiibte , et pour gdndraliser ces rQsul- 
tats , consid6rons le mouvement d’un sysL4rne de corps animb par 
des forces quelconques. 

30.  Soient x, y ,  z ,  lcs coordonndes rcctanglcs du prcmicr 
corps ; I‘, y‘, z‘, cclles du sccond corps, et aiiiui de suitc. Concc- 
vons quo le premicr coi*ps soit sollicild pnrnll~leiiicnt R‘IIX axcu 
des x ,  des y et d e s  z, pnr les forces X ,  Y et 2, que nous siip- 
poserone tendro k diminucr cea variables. Conccvoiis pi\reillclrlciit 
que le second corps soil solliciti: pai.;illi~lernen t mix memes axes , 
par les i‘orce~ X’, Y‘, Z’, et ninRi dc snite. Lcs mouveincns de tous 

ces corps seront donn6s par les Bquations difldrcnticlles du second 
ordre , 

P 

& C. 

Si IC nombrc dc ccs r o l p  est n ,  ccs &pations scront nu noi1il)r.c- 5 1 1 ,  

et lcurs intkpalefi finics rciifennerori t G IZ arbitraires qui seroiit 
leu i:ldmens dcs orbites des diffi‘rcns corps. 

Pour determiner cea 818mens par les observations, nous trans- 
formerons Ics coortloniidcs dc c.liaqzic corps , en d’ilutrcs clont 
l’origine soit b l’observateuc En supposant donc iin plan pnssnli~ 
par l’wil de l’ohscrvntcur , et dont la situation soit toiijortrs pi 1*i11- 

1i.k ii olle-mcZinel tctncliu que l’obscrvntcur sc ineiit siir tine courbc 
donnee j noiis nommcrons p , p’, p”, Brc. , lcs d i u  tanccs (IC I’obscr- 
vntcur aiix diflCrens corps, projctdcs s11r cc plnii; u ,  u‘, a”, t i c . ,  
lcs longitudes apparcntes de ces corps, rapprtc‘cs au mdinc plan , 
et e ,  e!, e‘’, &e. , 1~111‘9 I~t i~i ides  npparentes, r l c s  vitd)I(ts  x, y , z ,  

scront donndee cn functions de p , u , 6 cat dcs coortlonnt5cs dc 1’01)- ‘ 

scrvnteur. Parcillcmcnt , x’, y’, z‘, scroll t donnfs cn foiictions tlo 
p’, c’, e‘, et  clcs coordonnCcs de I’oI)scrvatc*iir , ct aiiisi c k ‘  suite. 
P’aillcurs , si Yon suppose que lcs forces X, 1, Z , X’, Y’, %’, &c.,  

t‘t: 2 
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sont dues it l’action rbciproque des corps du systcmc, et A de6 
attractions dtrangkres j elles seroiit donnd~s en fonctions 3e p, p‘, 
(‘, &c. ; k ,  a’, a”, &c. j 6 ,  e’, O”, &c. ; et de quantitits connues; lcs 
kyuatioizs diffkrenticlles prdcdclentes seront uinsi eiitrc ces now 
vcllcs variables, et leurs premikres et secondcs diffkrences ; or Ics 
observations font connoltre , pour un  instant donnt:, lcs va1cuJ.u 
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donc cl’inconnues , que leu valeurs de p, p’, p”, &c. , ct leurs pre- 
mihres et seconcies diffdrenccs. Ccs inconnues sont au nombre 5 n ,  
ct coinmc on a 3n bquatiolls diff6renticlles, on pourra lcs ddtcr- 
miner. On aura m&ue cet avantuge , que lea premibres et secontlcs 
cliffZrcnces de p , p’, p”? &c. , nc YC pr&scritcroiit cliLXls ccs i:quutions, 
qne sous une forme linBaire. 

Les quantitits a, 8 ,  p , a‘, 8’, p‘, &c. , ct leurs prcmibres cliff;!- 
Tenceu diviskcs par d t ,  6lant connues ; on aura , pour un instalit 
donn6 , les valeurs de x , y ,  z ,  x’, y ’ ,  z’ ,  &c.,  et de lcurs yre- 
tnikrcs dilfkrcnces divisdes par dt. Si l’on substituc ces valeors 
dam lcs 372 intdgrales finks des &quatioris prbcddentes, ct dam ICS 
diffdrences prcniihres de ceu intkgrales; on aura 6 n  Bquationu nu 
moyen desquellcs on pourra dCtcrmincr Jcu 6n arbitraircs de ces 
ititbgrales, ou Icu &li.rnens des orbites des cliff&rcns corps. 

3 1. Appliquons ccl lc m6thode au rnouvement des comi!tcs. 
Pour ccltl, nous obscrveroiis que la form principnlc qui Ics nriinic 
est I’attraction du soleil j nous pouvons aitisi , faire abstraction (le 
tuute autre force. Cep~nclant, si la coinktc pnssoit assez prh cl’une 
posse planhte , poiir en i p o u v e r  un Jhrangcment sensible, la 
mkthodc prdcitden tc feroit coiinol” tre encore sa vltesse et sa distance 
11 la term ; mais ce c;\s &ant exccssivernent rare: nons ii’iluroris 
&gartl, dans les recherches suivan tcu , qu”:i Paction du solcil. 

Si I’on prend p u r  unit6 (le massc , cellc tlu soleil ? ct pour unit4 
cle distance, sa moyeiine distance h la terre; si de pks  , on fixe a11 

centre d u  solei1 , I’origine dcs coordonnbcs x, y ,  z , tl’unc comb IC 

dont nous nommcrons r ,  IC rayon vccteur; lcs Byuaiions dill’&- 
rentielles ( 0) du no. 17, dcviendront , Qn ndgligeant la IILL~SSC de la 
corrti:to v is - i  vis (IC ci~llr: t l t l  solcil 
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on aura donc 

Soit A la 1o;lgitude (IC. la term vuc du soIcil; on aura 

partan t 

l'dcjnation pr6c6dente doniiera ainsi , 

x ' = X . c o s . A  ; y'=R.s in .A j 

y'. cos. a -x'.  sin. u = I?. sin. (A- a) j 

R.sin.(A--u.) P *  (F) 
Chcrclions niaiiitenaii t unc secondc exprcssioii de ($). Pour 

($)== ..( $) .I+-;}- .*( ;) (1) 

cela', iioiis rninltipJier.oiiu In pren1ilx-c des dquations (k) , par 
tang. 8 .  (:OH. u ; lu scconde, par tang. 8 .  sin. e ~ .  ; et nous retrancherons 
la troisiGnie dyuation , (le la son!mc dc ces cle~ix produits; nous 
aurons airisi, 

Cetta i.quation cleviciidra, cn y substitunnt pour x,  y , z , lcurv 
valeurs , 
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(4 + f ‘  \T.’-j+j ‘ 1  ; R. sin. B cos.4 .cos. ( A -  a 

q:) 
si I’on retranche cette valcur dc p , de la premiCre, ct qi ic 1’011 

Yupposc 

011 aura 

La distance projetde p de In. coiiibtc li i  tcrrc , dtaiit toujonrs posi- 
tive; cette Bquation fait voir quc la distance t de la colnBte a n  
solei1 , est plus pclile ou plus grandc que la disttrncc R t l u  solcit A 
la terre, suivant que c‘ est positif ou ii6;;utif: ccs deux distances 
sont i.gnlcu, si p’ L= 0. 

On p u t ,  par l’inepsction mule d’un globe ci.leatc, ddtermiiier 
IC sigiic pi ; ct  par coriskqucnt, si I.& comC:te cst plus prbs ou plus 
loin quc la terre, du eoleil. Your ccla , imaginons un grand cercle 
qui passe pAr deux posilionv gtiocentriques , et inlininierit voisines 
dc 1 I  coinete, Soit > l’inclinaison de CB cercle ti l’dcliptiquc , et A,  lib 

longitude dc son nccud ascciidnnt; on aura 
tang. 7.sin. (&-A) = tang. 0 ; . 

d’oh l’on tire 
dB . sin. (a - A) = da. sin, 8 .  COY, 8 . cos. (a- A )  ; 

cn diffdreiitiant eiicore, on auca 
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dd8, dtant la valeur de dd8 , qui auroit licu , si IC mouve- 
ment apparent de la corn& continuoit d i i ~ ~ s  l e  grand cerclc, La 
valeizr de p‘ devient iliiisi, en y substituant pour d9, sa valeur 
&.sin. 8 .  cos.8 ,cos.(a-A) 

sin. (u - A) 
9 

dn. (CL  - A )  
est constamment positive; la valcur deplest La fonction 

donc positive ou nkgativo , euivant que ($+) - (k-) est de 
sin. B .COB. 4 

t ide,  

mBine tjigne , ou cl’un signo contraire h sin. (/-A,) j or A- A 

est &gal i.deux angles droits, plus A la distance clu solcil , au nmud 
ascendant du grand cercle j d’oit il est facile de conclurc que sera 
positif ou nkgatif, suivant que dans une t ro i s ihe  position gCo- 
ccntrique de la combte , infiniment voisine clcs deux premikres, la 
comkte s’kcartera du grand cercle, du indme cat6 ou se trouvc 
le soleil, ou du cdte oppos8. Concevons donc que par deux posi- 
tions ghocentriques trka-voisines de la cornktc , on fasse passer uii 
grand cercle de la sph3rc ; si duns une t r o i s i h e  position gdocen- 
irique consdcutive et tr6s-voisiuc des deux premieres, la comkte 
s’dcarte de ce grand cercle du inkmc ~ 6 t h  que I C  solcil , 011 du cG tt! 
O P P O S ~ ,  elle sora. plus prbs , ou plus loin du soleil , que la terre; ella 
en sera Bgalement kloigndc, si elle continuc de paroitrc clans CB 
grand c e d e  j aimi leu diverses inflexions de sa route apparellte , 
nous GcIairent Bur les variations do sa distnnce nu solcil. 

Pour Clirniner r ,  (le 1’Cquation ( 5 ) ,  et pour rkduire cettc dquation 
A ne renfermer que l’inconnue p ;  now obserycrons que Yon a 
rs=xs+ya+z’,  en substituant au lieu dc x,  y ,  z ,  leurs y n l e ~ 1 1 ~  
t:n p , a ct 0 j on aura 

* 

ro= ~”+y1’+2zp. {d.cos. a+y‘ .s in.e}  +-- Pa 3 
cos.” 6 

iliais on a ,  x‘=&.cos. A ;y’=R.sin.A j partant 
n. 

*+ 2 a. p . cos. (A- C L )  + ? 
r a = L -  

col).u e 
S i  
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Isi 1’011 carro lcs deux membrcs dc 1’Cquation (5) misc BOW cettc 
forme, 

F’. {p‘A’p+i} = R 3 j  
on aura en substifuant au lieu de r‘, sa valeur 

Cqixation dans laquelle il n’y a que p d‘iiicoiinuc ct qui monte ai1 

s e p t i h e  dcgr6, parce que IC tcriiic tout coniiu du  prcriiicr incrii- 
brc &ant &gal t i  R6 , 1’Cquution cntikrc cst divisible par p. Ayaiit 

ainsi rl6termin6 p , on aura ( 2 )  , au moyen clcs 6quntions ( 1) 

et (3). E11 substituaiit, par excmplc Suus I’dquation ( I )  , au lieu 

de--- sa vtrleur fi , donncic par l’tiquation ( 3 ); on aura 
1 1 

r3 R3’ R 

L’dquatioii ( 4) est souvent susaeptiblc de plusicurs rncines rdcllc.~ 
et positives : cii i’aisnnt passer son second membre dam le prcniicr, 
et en lu divisant eneuite par p , son dcrllier tcrme sera 

a . 3 ‘ .  cos.‘ 0 .  { p’&* + 3. cos. (A- e)} ; 

ainsi l’kqixation en p t5tant ciu septihme dcp6 , ou $uii degrC 
impair ellc aura au moins deux racines reelks positives, si  
p’R’ + 3. cos. (‘A - e) est positif ; car olle doit ioujours ? par la 
nature du  prolli$ne, avoir uno rncine positive, et cllo ne pciit 
alors avoir s m  racines positives, cn iio1~1lrc illlpilir. c‘liuquc vcilcwr 
ri.elle ct positive dc p , doiine une scction conique diKdrcntc ? pour 
l’orbite do la combtc; on aura Jonc autunt de ces ooiirbcs qui 
satisfont A trois obscrvatiotis voisincs, qiw p aura dc valeurs rdellca 
et posilivcu , et pour ddterniincr le vthitnble orbitc do la comi.tc, 
il fuudra recourir b unc rioiivelle observation. 
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npprocher de p h s  en plus, par It\ mdlhode expode prkc&deminent, 
en fhisant usage d’un grand nombre d’observatibns, ce qui donnc 
l’nvantage de considdrer d’assez grands intervalles et dc compen- 
scr les unes par les autres , les erreurs des observations. Maiu celte 
m4thode a l’inconvrinient analyticjue d’crnploycr plus de trois 
observations, daiis un probl&me oh trois suffisent. On peut obvicr 
L cet inconvbnieit , de la manikre suivante, et rendre iiotrc soln- 
tion tlussi approchde que Yon voudra , en ne consirldrant que trois 
observations, 

Pour ccln , sup~osons que c( et 0 ,  reprkscntent In  longitude et 
la latitude gdocentrique de l’obserwtion intermhdiaire ; si Yon 
substitile tlans Icu dquations (k) du no. prCcc‘dent au lieu dc 
X ,  +y, 2 ,  Ietirs vdclars d + p ,  cos. cc ; y’+ p.sin. cL j CL p. tang. 0; CI~CS 

donneront (5), dt’ (““), dta et (2), d t l  en fonctions do p , e et Q, c~o 

leurs prcmihres diff&rcnccs, et des quantitds connues. Si l’on diffd- - 

rentie ces fonctions, on aura rp - j, (””> c et ( d 3 7  - f i t s  , en fonctions 
dt3 d t j  

de p , e, 8 , et cIe leurs premibres et secondes difFdrenccs. On pourra 
en 6liminer la seconde cliffhence de p , au moyen de sa valetir, 
et sa preniibre cliffdrcncc , nu inoyciz de l’dquation ( o ) du no. prd- 
c6dent. En continuant de diff4rentier succcsvivement , Ics valeurs 

de (5) , (3) , et cn 6liminant lee diffdrences de LL et de 8 sup& 

rieures aux secondes diffdrences , et toutes lea diff6rciiccs dc p ; 

Soient a,, ccJ a’, lcs trois longitudes gdocentriqucs observdes do 
IR corn&; e, , 4 ,  8’ ses trois latitudes gCoceritriqucs correspon- 
cIrinteu; soit i le noinbre des jouru qui s6pnrcnt la premibre do 
la sccondc ofxjcrvation, et i’, cclui des jours qui s&paren t la Bccondc 
obvervatioii de la troiuihme j enGn , soit A l’arc quc la terrc clCcrit 
clans un jour, par son moyen niouvernent syddral j on aura par le 
no. 29, 
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d t  1 .a 

si ]'on substitue dane .me s6rice) au licu dc (e), (e), &c. 

rg), (2) ,- &c, , leurs vuleurs obtenucs par cc qui 1mki .d~;  

on aura quatrc kquations cntrc ~ e s  ciiiq inconnues p , (s) , (g), 
(s), (2). Ces dquations scront c~nutniit plus cxactcs, quc yo11 

dis d t t  

aura considbrb un plus grand nombre de ternies Jans ces sciries. On 

aura iiinsi ($), f:), ($) ct (g) , en fonctions dc p ct do 

quantitds coiiiiucs ; ct cn les stxbstituant duns 1'6quation ( 4 )  du 
no. prkckdeiit , elle ne reliferinera plus quc l'iricotiiiuc p. AU restc , 
ccttc rncithocle quc je n'exposc: ici qiic pour rriontrcr coniiiicn t 
on p u t  obtenir des valeurs de plus en plus approcli~es clc p , cii 
n'employant quc trois oliscrvntioiis ) cuigcroit dcs cnlculv pi.iiibIea 
clans la pratique, et 31 eet A-la-fois plus exact ct plus simple d'cn 
considdrer uii plus g r a d  iioriibre , par la mc5tliodc du 110.2(~, 

33. Lorsque les valeurs do p et de (2) seront (1dtcriiiindcs, 

x = 8.  COS. A+ p. cos. CL ; y = R .  sin. A+ p. sin.# ; P = p .  tung. Q ; 

et de lcurs iliE6rentielles divisecs par d t  
, D ci 'a 
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/ d e  \ 
($)=() . tang .e  +-- qz) ----. - 

COB.” B 

Les valeurs ;e (2) et de (g), sont donndes par la thkorie Ju 

mouvcment de la tcrre : pour en f‘xilitcr le calcul , soit E ,  l’ex- 
centricit6 de l’orhiie terroatre, et  H la longitride de son phdiklie j 
on a par la 11cllurc SU mouvenicnt elliptique, 

l/1--Ei I - E ’  ~ = - - - . - - ~ ~  
1 + E. =os. c A - H$ g>= R” i 

Ces deux Cqriations ilonnent 
.??.sin. (A- H) (S)= v1-E” ; 

soit 3’ le rayon vccteur de In terre, correspondant A la longitude A 
de cette plankte, augrncntde d’un angle droit j on aura 

1 - -E‘  a‘ r? - 
1 - E . s i n . ( A - H ) ’  

d’ob l’on tire 
R’- I -+ Eh 

E.sin. ( A w H )  = R’ ’i 

par tant , 
I?+ EA- 1 (:) = R’ .  v-2 

Si l’on ndglige le quarr6 de l’excentricitd de l’orbite terrestre, gm 
est trb-petit , on aura 
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sin. A (2) = (3’-1). cos. A- - R + (2 ) .  cos. a- p. (. ). sin, (c 3 

(2) = ( ~ ’ - - x ) . s i n . ~ + - -  c o s * A  R +(:)+sin.& + p,( :).cos.* ; 

R , R’, et A? Btnnt donnds immddiatement par Ics tables d n  soleil, 

IC calcul des six quantitds x , y ,  z , rz) , (2) ct (2) sera 

facile, lorsque p ct (2) scront connus. on cn tirera 1cs eldinelis 

dc l’orbite de la corn&, de cette fiafiihre, 
Le secteur infiniment petit, clue In projection du rayon vectcnr 

dc la coinhtc sur le pliill de l’d~liptiqnc~ cldcrit. chirant l’dl6nient du 
x ay -y d x  

temps d t ,  cut ; ct il cst visible quc ce sectcur est positif 
P 

ou ndgatif, suivadt qtie le mowvement de la combte est direct ou 

rdtrograde ; ainsi , en formant la quantitd go (3) --y* ($) 
alle indiqucrn par aon signc , le sens du mouvement de la combtc. 

Pour determiner la position de I’orbite , nommons (p, son incli- 
naison A 1’dclipLiquc , ct I la longitude du nwnd qui scroit ascen- 
dant, si le mouvcment de la conibtc (toit direct j nous ~urona 

a = y .  cos. I .  tang. P - x. sin.1. tang. cp4 

Ces deux dquations doniicnt * 

I 
.Yo(;) - 2- ($) 
s. (z) - z . rs) x- iang.1=. - 

Y ($) - 2 .  ($) 
-__I tang.g Y -- - 

sin I. [E.($)-y. ($)I’ 
0 devant, toujours &re positif ct znoindre qu’m nu& droit, c c t b  
condition cldtermirie le signe (le sir1,Ij or In tangcrltc dc I, et 
IC. signe de son sinus Btuiit dbterminbs , l’anglc 1 cst  cnti&ren!eat 
dtitermind4 Get angle est lu longitlido du riouud avcennarit ~b 1 ’ ~ -  
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bite, si le mouvement est direct; maia il faut lui ajouter deux 
angles droits , pour avoir la longituclc dc ce nceud , v i  le mou- 
vement est rdtrogradc. I1 seroit plus simplc cte ne considdrer quo 
des mouvemens directs, en faisant varier l’inclinaivon Q des orbites, 
depuis zero jusqu’i deux angles droits ; car il est visible qu’ulors , 
les mouvemens rdtrogrades rdpondent it une inclinaison plus grande 
qu’un anglc droit. Dans cc cas, tang.q est du meme signe que 

c (z) - 3’ (2) , cc qui ildtermine sin.1; et par consiquen t l’an- 

gle I, qui exprime toujours la longitudc clu nmud ascendant..’ 
a et e u  &ant le dcmi- grand axe et l’excentricit.6 de l’orbite , 

on a, par les nor. 11) et 19, en y faisant (* = 1 , 

III 6 C A N  1 Q U E C & L E S T E, 

- _  
a r  

La premikre de ces 6quations dhterniinc le &mi -grand axe do 
l’orbite, et la seconde d6termine son excentricit6 Le signe de la 

fonction x , ( $ ) + y .  (g) +a. ($-) , fuit connoitre si la combto 

a ddjk pass6 par Yon pdr-ihc!lic ; car eUe 6’m approche , si cette fonc- 
tion eut nbgativc j cianu IC cas cuiituirc, la cornktc s’doigne iic ce 
point. 

Soit T l’intervalle de temps coinpris entre 1’6poque et le pas- 
sage [le I n  corn& par IC pdrihdic ; Lcs deux premibres dcs dqua- 
tionv (f) clu no. 2 0 ,  ilonricront , cn obvervant que p dtnnt sup- 

pos6 &gal h l’unit6 , on a n= a a, 

3 _ -  
3 

r = a .  (1- e. cos. u) ; q== a‘. (u- e. cos. u). 

Lapremihre de ces Bquations donne l’nnglc u , ct la seconde fait 
connofire T. Ce temps ajoutd ou rctrancliti de l’dpoque, aclivant que 
la b m & c  s’npproche ou s’kloigne dn p6rihblic , donnera l’instant 
de sori passage par ce point. Leu valeurs de x et dc y , ddtcrminent 
l’angle que la projection clu rayon vecteur r fait avec l’axc des x ,  et  
puisque Yon connoit l’anglc I form6 par cct -e ,  ct par 14 l i p c  de3 
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nacuds, on aura Tangle que forme cette cternihe ligne BVCC la 
projcction de r; d’oh l’oti tirera , au moycn de l’inclinaison e de 
l’orbitc, l’anglc forrnk par la lignc des nmuds ct par le rayon r. 
Mais l’angle u Ctant coniiu , on aura au moyen de la troisihnc des 

, tSyuations (f> c1n no. ao , l’anglc v que fornie ce &yon , aveG la 
lignc des absiclcs; on aura doiic l’angle complris entrc les deux 
Iignes des absi’dcs et dcs nccuds , et par cons6qucnt , In position du 
pkrihdlie. Tous les dldmcns de l’orbite scront ainsi dcitcrminds. 

34. Ces Bldmens sont donntk , par cc qui prdcidc, cn fonctions 

cie p (2) et dcs qunntitis connues; ct comiic (ii) - est donnd 
en p par le 11’. 51 ; 1cs cI.ldmcns dc l’orbitc scront foiictions de p et 
de quantitds connues. Si l’un cl’cux &it donii6, on nuroit iirtc 
nouvellc Bquation, au moyen de luquelle on pourr’oit ddtermi- 
ner p j cette dquatioii auroit un divisciir comnuii avcc 1’i.qui.t- 
tion (4) du no. 3 I j ct cn cherchant ce diviseur par les mdtliodcs 
ordinaircs , on psrviendroit ii uiic c‘cl\li\lion cluprciiiicr dcgrk enp ; 
on auroit de plus, une Bquation de condition cntre les donndcv 
des observations ) et cette Cquatioii scroit ccllc qui c h i t  irvoir 
lieu, pour que l’d16ment rloniic’: puisse appastenir A I’orbite de la 
coinbte. 

Appliquons mdntenarit, cetto considdration) 21 I i L  mturc. Ponr 
cclii, noiis observcrons que les orbitcs dcs coinLtes sont des ellipses 
trtls-allon&es, qui se confondent senaiblement avec uno parabole, 
clans la partie clans lacluellc ccs nutrcs sont visiblcs ; on pcut clonc 

supposer sans erreur sensible , a =QO, et par consdqncnt , - = o 
1 

U 

1 

a 
l’cxprcsuion tlc - du 11’. pr6ct5dcn t , clonnrru ainsi , 

!a (dXS+ d.y”+ dzp) o=----- 
dt’ 

. r 

Si l’on substitue ensuitc, au lico de (z), (-$-) ,ti(-$-) lours 
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en sqbstituant dims cette Bqualioii , au lieu de (s) YB valeur 

trouvde dans le no. 31 j cn faisant cne uile 

sin.(A-u) 
R (a’-+ cos. ( A - u  

{ (g) + pt. sin. (A--& 
C= 

on aura 
i a  

I o=B*p’+C.P’+- - - -  
8’ r i  

c t par consdquen t 

R’ 
cctte Bquntion n’cst que du sixikme degrd , et BOUS ce rapport, cllo 
est plus siniple qua 1’6quation (4) du no, 31 ; inais ello cet parti- 
cnlikre i la parabole au lieu quo 1’8quation ( 4 )  s’etend Ir toutc 
espkce de section conique, 

&Y orbcv paraboliqses Clcs combtes , condwislant ii plus d’dyuations 
qw 

35. on yoit pur  analy lyse ]ir6cdiiente, que la cIdterrninntion . 
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que d’inconiiues , on peut , en conibinant diverscnicnt ces 6qua- 
tioiis, former autnnt de mdthodes diffdrentes , pour calculer ccs 
orhes. Exaniinons cellev doiit on doit at teiidre le plus de prdcision 
clans lcs rdsultats, ou qui participent IC nioiiis , nux erreurs dcs 
obscrvationu. 

C’es t principalemcut sur lcs valeurs des diK6renccs secoridcs - - 

(d&) et (2) , cine ccs crrenrs on t une influence sensible j en 

cffct, il faut, pour ICs di.terrnii~er, prcndrc Ies diff6rencea finics 
des longitudes et cics latitudes ghocentriqucs de la coinbte , obser- 
V ~ C S  dnns un court intcrvcille tlc temps; or ccs diffhaccs Ptuiit 
moindres qnc lcs c1ill’~rciiccs preiiiifires , lcs errcurs des observa- 
tions cn sont unc plus grande purtie aliquote ; d’ililleurs , lcs for.- 
niulcs du no, ag qui dcitcmiincnt , par la cornparaison des observa- 

tions, lcs valcurs dc a, 8 ,  ($ ) , ($ ) , (2) et (g), donnmt 

avcc plus dc prdcision , lcs quatre premiixes de ces quantitCs , 
quc les (ICIIX denii&rcs ; il y i i  donc cle l’avantegc A ~ ’ i 1 1 ) 1 > ~ ~ ~ ~  IC 
iiioins qu’il est possible, sur les diffdrenceu eccondcs dc (z et de B ; 
et cominc on ne pcut pas ICS i~c~jctcr toutcs deux h-lit-1Lis , la 1116- 

tbode qui n’emploie que la plus gronde , doit coiiduirc aux rcsul- 
tutu les plus precis ; cclu posc‘: , 

ficprcnons les bquutionu trouvdcs dnris ~ c a  1108. 31 ct 5 i. 

r’.= 7- pg + !a a. p. cos. (A- bt) +x* ; 
cos.= 8 

R.sin.8.cos.fi.co~. ( A - a )  
I- 

a*(;) 

M~CAN.  ckr,, Tonic 1. Et? 



Si l’on veut rejeter Gal), - on r.e consiclixera que la premibre, la 

sccondc et la quatrikmc cle ces dyuations j en Bliminant ($), de 

la dernibre, au moycn de la secondc , on formera iinc dqualion qui 
cT6Iivrde de fritctionv , rcnfermera im tcrme multiplit’: par r6 pp, et 
d’autres termes affecthe des puissances paires et impaires de p et (le r. 
Si ]’on met dans un membre, tous Ics termes affcctiis des puissanccs 
paires de r ,  et dans l’autre membre , tous les terrnes afrectes de scs 
puissanccs impaires, et que 1’0~1 cnrrc cliacunde ccs mcnibres? pour 
n’avoir que des puissances paires de r ;  le terrne multipli6 par r‘p’, 
en prorluira un multipli6 par r’’ p4; en substituant donc , au lieu 
de r’, sa valeur donnde par In premikre des Cquaiions ( L )  , on 
aura une Byuation finale du sciziGme degd en p. Maiv au lieu 
dc former cette &quation, pour la rdsoudre onsuite j iI sera plus 
simple de satishire par cles essais , aux trois hquations prhcd- 
clen tcs. 

S i  Yon veut rejeter f$); il faudra coiisiddrcr Ja prcinii.rc, la 

trnisibme et la qmatrii:me des dquations ( L } .  Ces trois c‘quations 
conduisent encore a unc &quation finale du seizikme clegrd en p j  
ct  l’on pcat facilement y satisfaire par cles essnis. 

Les dcux m6tl1odcs prhc6dcntes me paroissent &e les plus 
exaetes que l’on puiese cmploycr diins Ja tl6terrnination des orbcs 
paraboliqucs des comktes ; i l  est m&me indiupcnsable tl’y recourir, 
si IC mouvement dc la conit:tc en longitntlc ou en iiltitude, cat 
insensible ou trop pctit , pour que le9 crreiirs clcv obscrvations 
n’a11;~cnt pas fienuil>lcmcnt ~a secondc dilIdrcncc : tlaris cc c;is ) il 
i;iirtlra rejcter crlle cles equations (L) ,  qui contierit ccitc tliKCrcnce. 
Mais quoicpe cli\lis ces mdthodcs , on n’ernploie que trois do ces 
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bquations ; cependant , la q u a t r i b e  est utile , pour ddterminer 
parmi toutes 1es valeurs rdelles ct positives de p , qui  satisfont tiu 

syst6me des trois autres Bquations, celle qui doit &re dmisc. 
3 6. Led 61Cmens de l’orbite d‘une coni&te, ddterminds par ce 

qui prdckde, seroient exacts, si les valeurs do u ,  8 ,  et de leurs 
premibres et secondcs cIiEdrences , Ctoient rigoureuses ; car nous 
ilvons eu -dgard, d’unc manibre fort simple, ii l’exccntricitd do 
l’orbe terrestro , nu nioycn du  rayon vectcnr R‘ de la terre , cor- 
rcspondant ic son anonidic vriiic , aiigmentPe d’tm angle droit ; 
nous nous sommes permis seulement de ndgliger le qnarrd de cette 
cscentricitd, cornme urie trop petite fraction, pour que son omis- 
sion puisse influer sensiblcnicnt sur leu rCsultats. Mais 8 ,  e, et 
leurs cliffdrences , sofit toujours susceptibles de quelquc inexac- 
titude, soit it cause des erreurs des observations , soit pame que 
nous n’iivoris lircl: ccs diEt5rences , des observations, que d’una 
rtlanierc approchde. Il est dono ndcessaire de corriger Ics i . l C m c w ,  
au nioyen de trois observations dloigndes eiitre cllcs , ce que l’on 
peut faire d’unc infinit6 dc manikres ; car si l’on connoit k-peu- 
prks , t l c u  qiiantitds relatives au mouvenient d’cinc comhtq, telles 
que Ice rayons vectcurs corrcspondnns h deux observations, ou l i s  
position clu i~ocucl ct I’inclinpieon de l’orbite; en calcultmt les obser- 
vations, d’ubord avec ccs quantitds , c l  ciisuitc ~ V C C  d‘autrcs quikn- 
tit& qui en soicnt trh-peu Jiffbrentes ; la h i  des diffdreiices cntrc 
lcs rdsultats, fcra aiedment connoitre lee corrections que cos quan- 
titds doivcnt subir. Mais parmi ICs comlinaisons dcux ir deux, &s 
quantitds relatives au rnouvemcnt des coniktes j ii en est line qiii 
doit offrir le calcul IC plus simple, et qui pnr cette raison , nicrito 
#&re recherchde : il iniporte , en eifet , tlaiis un probldme aussi 
compliqud , d’dpargncr nu calculateur , toute opdration supcrflue. 
Les dcux 618mcns qui m’ont paru prdscntcr cet avantage, sont 
la distalice pkri’hrSlie, et l’inptant du pgssage de la coni& par ce 
point ; non-seulcment , ils sont thciles Q ddduire des vdeurs de p ct  

de (:) j mnis il est trhs-aisd de les corriger par lcs observations, 

mns &re obligO , i chaquc variation qu’on leur fait subir , dc 
cld torminer lee autree 618uienu correspollriurls de l’orbite. 

B e  a 
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Reprenons E’Bquation trouvko clans le no. i g l  

r r” . cl ra 
a . ( i - e ’ ) = s r -  --- 

a dt’ J’ 

a. (I - e’) est IC demi-paramktro de la section conique dont a est lo 
dcmi-grand axe, et e a  I’excentricit6 ; daiis la parabole , ob a est 
infini, et e 6gal k l’unitk , a. ( l -e*> est le double de la distance 
pdrih6lie; soit D cette distance : I’kquation pr6cddciite devient 
relativement a ceite courbe , 

rat :d. P - est dgal i -; en suhtituant au lieu de r’ ,  sa valeur 
dt d r  

leurs valeurs trouvkes dans le no. 33,  on aura 

sin. ( A  -e) 
R 

+ p . ( ( R ’ l i . c o s .  (A,--] - 

Soit P , cette quantitk j si elk est n6gative , le rayon vecteur r vn 
cii dirninuant , et par consdquent , la corn& tend vcrs so11 p6ri- 
2161ie; mais elle s’cn dloigpe, si P est positif, On a erisuite 

D=rr - : .P ‘ ;  

la distance angulairc v de la comkte A  on pdrihdlie, 8e ddtcrrni- 
nera par 1’6quation polaire de la parabole, 

I 

D 
C 0 S r ’ ; V = -  * 

1’ ’ 
enfin, on aura le temps employ6 B d6crire I’angte Q , par In table 
du mouvcrnciit des cornhtee. Ce tcrnps, ajoutd ou retranch6 de celui 
de l’dpoque , suivant que P est ndgatif ou positif, donnera l’instant 
du pasaage de k comkte par le perihdlie. 
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37. En rassemblant ces divers rbultati , on aura.la mdthode 
suivante , pour d6terminer les orbcs parclboliqucs des comhtes. 

Cctte indtliocle scrn divis6c cii dcux parties ; dans la prefiiihre , 
nous donncrons le iiioycn d‘oltcnir A-peu-prb la distnncc pdrihtllic 
de la combtc, ct l’i11dtillIt (le son passage au pdrihdlie ; daiis la 
seconde , nous dkterininerons exactcmeiit , tous lcs dl6mens dc 
l’orbite , en supposalit ccux-ci ti-peii-pri:~ connus 

Ddterrnirtalion appt*och&c de Ztc clistancc p~rifidlie de la comdte , 
ct de I’instant dc son passagc au pdrihdlie. 

On clioisira trois, quatre, ou cinq, &c., observations deIaoornCtc, 
6gliIeincnt 6Ioigtidw ICY U ~ C Y  des itu trcv , ilutallt qu’il sera pos~ible; 
on poiirra embrauser avcc quatrc obscrvutions, un intervnlle dc 30”; 
nvcc cinq obscrvi~tions, un intcrvalle de 36” on 40“; et &si drt 
revte ; rriaiv il faudrit toujoinrs qiie I’in\crvulle compris entre 1cs 
obscrvations , wit d’nntaxit plus coiieiddruble , qu’elles sorit en pltis 
g w i d  noinbre , aGn de dimiiiucx l’influcuce de ICWY crreurs j cela 
y.mt3 9 

Soielit e ,  c’, e’’, &c, , les longitudes gdocentriques tjuccessives 
do la combte; y ,  y‘, T’’, It‘s 1 i ~ t i t . d ~ ~ ~  corrcspoiicl;tutcs, ces Intitudcs 
i:tant su1)I)ostks positives ou nkgntives, auivant qu’elles son tbordales 
ou auetrales. On divisera la dilY6reiice 6’--6, p;w IC iioinbre des 
joLzrs qiii si.parcnt la preniikrc, rlc In seconcle observation : 011 clivi- 
 era purcillcirient In diifdrence e”- C’, pur le nombre do jours qui 
adparerit l u  acconde, do la troisihme observation ; 011 diviscraencore 
la tlifi2rc~ncc C”’-C”, par le nombrc dcs jours qui s6parent la troi- 
Rii?iiie, de la quatrjbnie observation ; et uinei de suite. Soient 66,6 e, 
JV’, CCY quotiens. 

On divisera fa diffbrence 6 ~ ’ - 6  e ,  pnr le nombrc des joura qui 
sCparcnt la prendre observation, Jc la troiuibinc ; on Qiviucm pa- 
reillelncrit la Jifi’drence 6C”- f e ‘ ,  pnr IC noiubrc des jours qui 
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Au licu de former ces prodiiits , il est aussi simple de ddvelop- 
pcr la fonction 

c+(z-i).d\h.+(z-i).(z-i').6'6+(z-i).(z-i'). (a-i").d\'C+&o. 

e11 rcjetaiit lcs puismiccs de z supdricures au qdarrd ce qui don- 
ncra la foormulc pr6cddentc. 

Si I'on opbre cl'une manikre semblable, sur lcs latitudes g40- 
ccntriques obscrvdcs de IC? coriibtc; S R  lntitiidc gdoccntrique, ayrks 
IC nombre I de jours compths dcpuis l't'poquc , sera cxprirn8e par 
la formule (p) , cn y changeant C en 7. Nommons ( 9 )  ce que de- 
vient cettc formule par ce cliangcnirnt ; ccln p s i : ,  

CL scrn In partic indt!pcndnntc de z , dans la formule ( p )  ; 8 sera 
In. pnrtie inJdpcndnntc (lo z , dnns In f'orniulc ( q ) .  

En rdduisant en sccontlcs, le coch ien t  de z, dnns la formule (p), 
et cn rctraiichaiit du Iogni*itliiiic tah1;tirc de co nonibre dc u p  
condes, lclogari~limc 4,03946aa ; on aura le logarithme ci'un nom- 
bre que iious dCsignerons 1)iIr a. 
Xu d u i u a u t  cn secondes , le cacficient tlc z*, diins In m&ne for- 

nliilc, ct en retrancllil~~t d~ logarithmc (le cc nornbre de secondes, 
I C  logwitlunc 1,97ikoih ; on aura IC logaritliinc d'un iioiiibrc quc 
nous ddsi,anerons par 8. 

En rtAuisaut pcireillcmcnt en S C C O ~ I C ~ C V ,  ICS cocficicns dc z ct 
Z*, dads la formulc ( q )  , ct en rctmnchtmt respectivollelrt , 

dcs loprithines de ces nombres de secoiidea , les logarithmcs 
4 , 0 3 + * ~ o ~ ,  et i,y7"kl44 j on aura lcu lognritliinos rlc dcux ~lombrcs 
que nom nommcrons h et X 

C'cst de la precision des valcurs de a, b , R ,  2, que d(~pc~"d l'cxt\c- 
tittide de la n i~ thoc l~  j et commc ]cur fonnatioi1 est tri.s-simp]e , 
il faut choisir ct, niultiplicr les observations, de 111atii&re A lee 
obtenir avec toute Iu Iwdcision q U C  ICS observations co111por- 
tent. Jl cut ais6 de voir que ccs vdeurs ne sont que lee 

riides pour plus de simplicit6 , par les lettrc.9 prPchIentes. 
Si le nombre des observations cst impair, 011 pourri\ fixpr 

1'6poque A hutant  de l'observatiou I ~ W Y ~ X I U C  ; ce qui ciispenscra 
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de calculer Zes parties inddpendantes de z , dans leu deux formules 
prdcddentes ; car il est visible yrxe ces parties sont alors respec- 
tivement dgales A la longitude et k la latitude de l’observatioii 
moyenne. 

Ayant ainsi ddtermink les valeurs de a a, 6 ,  8 ,  h et Z; on 
dCterminera la longitude du solcil , it l’insiunt que l’on a choiai 
pour hpoquc j soit, E ccttc longitude, R la distance correspondanto 
de la tcrre nu solei1 , et R‘ la distance qui repond b E augment6 
d’un angle droit ; on formera les Cquations suivantcs : 

M ~ C A N  I Q U  E C I? L E S T E, 

Pour tirer de oes dquations , lea valeurs des inconnuee r , y et  r ; 
on consiclkrera d’aborcl si ,  abstraction faite clu sigiie, b est plus 
grand ou plus pctit que Z. Dans le premier cas, on fera usage clcs 
Cquations ( L ) , ( 2  ) et (4 ) .  On formera unc premiim l i y p o ~ h h  
pour x , en le supposant , par cxcinplc , hgnl ii l’unitk; et Yon cn 
conclura , clu moyen des equations ( 1 )  et ( a  ) , les valeurs de P 
ct d e y .  On substituera ensuite, ces valeurs dans 1’6quation ( 4 ) ,  et 
si IC reste est nul, ce sera unc preuve que la valeur de x a 6th 
bien choisic; mnis si cc rcste est nhgatif, on augmentera la vnleur 
de x , et on la diminucrcl, si le reste est positif. On aura ainsi , nu 
moyci? d’un pctit nombre d’cssais , lcs vnlcnra clc x, y et  r. Muis 
comme CCY inconnucs pcuvcnt &e susccp tiMes de pIusieurs vaIcurs 
rbclles et positives ; il fauclra c’hoisir celle qui batiorfait cxactcrnent , 
ou A-pewprks ii l’dquation (3). 

Dans 

’ 
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Duns le second cas) c’est-k-dire ) si i’oii a d> b ) 011 f h a  usage 
dcs dyuations ( I ) ,  ( 3 )  et ( 4 ) ,  et ulors , cc sera l’equatioiz ( 2 )  

qui servircl (le vdrilication. 
A y a t  aiiisi lcs virleurv de 5 ,  y et r j on forillera la quautit6 

X P =  -. {y-thx.t,uug. e}-&y.cos.(E-~) B 

1 
K I 

sin.  (E--&) - (4‘- 1). cos. ( E  - c t )  -3 a x ,  sin. (E-  ct )  

+R.(X’- 1). 

La rlistaiice philidlie D dc lu c o n i h ,  scm 
D== r-: .Pa j 

le cosiriw dc son anomcilic v seru tlorind par l’dquation 
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v , u‘, v” ces anomalies, celles qu i  prdcbden t le passage au ydrihdl ic, 
devant 4tro suppos6es nbgntives; soierit de plus r; F’, r”, lcs rayons 
vecteiirs correspondans de la corn& ; VI-v ,  v”-v ,  seront les 
angles coinpris entre r et r’, et entre r et r”; soit U le premier de 
ces angles, et  U’ le second Nomrnons cncorc a, a’, a”, 1es trois 
longitudes gdocentriques ohservdes tlc la comi.te , ct rapporti‘cs h 
un Cciuinoxc lixe ; 0 ,  e’, e”, 80s trois latitudes gbocentricpcs , I C s  

latitucles australes dcvant 6 trc supposi‘cs rdgativcs j soicnt 6 ,  C’, C”, 
SCY trois longitudes hdlioccntriques col.rcspondaiites, ct m, m‘, m”, 

yes trois latitudes Iii‘lioccri~riq,~ics. Enfiri, iiomiions E ,  E’,  E”, 
leu trois longitudes correspondantes du solei1 ; R, R‘, IC ”, scs trois 
distalices au centre de la tcrre. 

Chncevonu rluc In lettrc Siiidiquc le ccntrc d u  solcil; 7’cclui tlc 
la terre ; C, le cen trc dc la conii:tc , et C’, s:i projection sur IC plan 
(le l’dcliptiqixc. L’niiglc ST C’ est la diI2’brcnce des lorigitiitlcs gPo- 
cciitriqucs du solei1 et de In conibtc; en ajoutant le 1ognriIliaie 
du cosinus de cet angle, nu Iogaritlimc clu cosinus de la latitude 
gbocentriquc de la coniktc, on aura le 1og;tritliinc tlu cosinus de 
l’angle STC; on coiirioftra donc &ins I C  triangle STC,  le cbtd ST, 
ou R; le ~ 6 t h  SC ou r ,  e l  17angl~ S ’ T C :  on iiiirn ainsi, par In 
trigonomdtric , l’angle CST. On mira cnsuitc la lalilude ]lJliocen- 
trique de la coin6 te, a11 moyen cIe 1’~qiitition 

sin. a = 

M 6 C A N I Q U E C E L E S T E, 

sin.&.sin.  CS T 
sin. C TS * 

Ll’angle TSC‘ est IC cdtd chin triangle splidriqnc rectangle clont 
l’hypothuse est I’angle TSC, et  tlont nn des cdti‘s est I’ouglc a; 
cl’ou Yon tirera fricilernent l’anglc T S C ’ ,  et par consdy11cr1t, la 
longitude gdocentrique 6 dc la comhte. 

On aura de la milme manikrc, m‘, C’, a”, f’; et Ies vnlclirs de 
6, c’, CN7 feront connoltre si le mouvernent de la conlintc cut direct 
on rB trograclc. 

Si ]’on imagine leu deux arcs de latitude a et  a’, r(!niiis at1 p810 
clc I’dclipliquc, ils y fcront un angle Bgnl i C‘- e ;  et &IIY le 
triangle sphdriquc form6 par cet angle, et par Ics cdtbs - - w ,  

5 7  

a 
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En combinan t ensuite ces dquations, de la manihre la plus wan- 
tageuse pour dktermiiier u et t ,  on aura le9 correctionfj de la (lis- 
tance pdrilidie, et de ]’instant clu pasvage au p6rili;lie, fonclkcs 
sur  l’ensemble de ces obscrvations, On e n  coiiclura leu vulcun do 
6 ,  c’, P, &c. ? w ,  a‘) w’’? & c . ,  et  Y o n  aura 

. tang.m. {sin.C’+dn.C’/+ ~ r c . ) - t k ~ . C .  ( t a n g . ~ ’ S t a n g . ~ ’ ’ - t ~ ~  t;Lng./ =-- ___________ ~ - - .  - ____ - 
tang. w. {cos. ;‘-/-cos.t/’+((Lc,} -cos. e .  {tang. a‘+tang. a”+ &c. 1’ 

tane. m’+ t a x .  a”+ &c. 

38. II cxiste un cas, it  la vdriti:, fori rare, clans 1equc11’orIiite 
il’une corn& peut &re ddterminde d’une: n i n n i h ~  rigoureuse at  
simple : c’cst IC cas ohla conikte B kt4 obscrvde dans scsdcux iioeuds. 
Lx clroite qui joint yes clcus positions observdes, passe alors par lo 
centre ilri soleil , et se confond avec la ligne ties nacuds. La lon- 
gueur de cette droite est d6tennini.e par le temps 6cou16 entre lcs 
deux observations j cn iiornmant T, ce tculps rdduit ell (Idcirnalcs 
de jour, et cn dhigriant par c ,  la droite doiit il s’agit , 011 mr;i 
par le no. 2 7 ,  

Soit maintenant C In longitnde hCliocentrique de la. comibtc, :ill 

moment de la premikrc obscrvatioii ; soit r son rayon Pecteur ; 
psa distancebla tcrre,ct a, sa longitutlc gbocentrique. Soil ciicoreR, 
le rayon de l’orbe terrestre uu rnhnic instant , ct E la loiigituclo 
correspondante du soleil ; on aura 

r. sin. C= p . s h u -  li. sin. E j 
r.cos.C=p.cos.a--R.cos.E. 

T + 6 sera la longitude hB1ioccntrique de la corn& , Q l’instunt clc la 
Heconde observation ; et si l’on rnaryue d’un trait , lcu cjuantitds r ,  

P ,  et E ,  relatives B ce rnQmo instant j on aura 
I ‘ I  1.‘. sin. 6 = K‘.  sin. E’- p . sin. a ; 

r’. COS, 6 s  R’. COS. E’- p’ COS. a‘, 



r 1’ r‘ 
tang.’ 1 v == - a n --;I -- 

rf ’ t+ I” 

On aura clonc I’anoninlic 17 de In comi.tc , ji I’instnnt de la prc- 
mikre olucrvation, c l  grz clivtancc p6rihdlio D ,  tl’oii il wt tlirilr 
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de coliclure la position du p6rihdlie, et l’imtitnt clu passage de 
la comkte par c e  point. Ainsi, des cinq &mens de l’orbite <It. lo 
comi.te , yuatre soq t coiintis , savoir , la distance pc$sihdlic, la 
position ; J I L  pi.rihblie, l’ii~stant du passage de la cornbte par ce 
point, et la position du neud, 11 ne restera plus i conndtrc qtiu 
l’iriclinaison de l’orbite j inais pour ccla, il sera nbccssairc de re- 
courir A une troisii:rne observation qui scrvira d’ailleurs ii clioivir 
pamii leu difKrentes raciiiev rCellev et pojitivcs de l’kquation cn p ?  

celle dont on doit faire usage. 

n’eut pas rigourcrisc ; ellc csl m h e  inIiniirierit p u  prolal)le, vu 
le rioinbrc iiifini des cas qui donnent un mouvenzent ellipticjuc ou 
hyperboliquc , rclalivemcnl h ccus qu i  ddtcmiinciit IC JIIOII.VC- 

Inelit paraboliyue. U’ailleurs , une C O I ~ J ~ : ~  ni~ie datis un orbc soit 
paraboliquc , soit hypcrholiqiie , iic scroit visible C ~ I L ’ U ~ Z C  Lois ; 
Ami, Yon p u t  s u p p e r  avcc vi~aiseniblancc , que 103 coini: k s  qui 
dkcrivent CCY courbcs, s’ilcnexistc quelqueu-uxicu, oiit clcp~iis long- 
temps disparu ; en sortc: que nous ~ ’ O ~ S C ~ V O I I Y  aujourcl’liui, q u o  
cdles qui, miles Jan3 des orbeu rciitrans, son t rarnciidea siiny cess(* , 
A des intervalleu plus oix tnoiris griiricts , dam ICS rdgions d(* I’cs- 
pace , voisincs ~ L I  solcil. OH pourra par 1;i m6tLodo slli\ril1ltu , 
&terminer h qucIqnes nnn6c.r prhs , In  tlrii.c:c tlc I C  urs vCvolutiouu, 
lorsqtie ]’on aura un grand nombre d’observntions trcs - pr.&ciz,c. ; , 
amii  t et apri.3 le passage au pt5ihdic. 

Pour cela, s u p p o n s  que 1’011 ait quatrc ou un plus grantl 
nomhre de bonncs obeervatioiis qui cm?jrwen t tou tc la partie visi- 
ble de I’orbite, et que ]’on ait ddterrriitid par In mt!t~iodr: p d c &  
clentc, la parahole qui sutisf’nit h-peu-pub , i‘t ccs observuliotis, 

j,‘, Src., leu rayoris vecteur’s correspondans. Soit ericore 

&I I? C A N I Q U E C 6 L E S T 33, 

3 9. ~a supposition tlu imuvemmt parntmliquc des comktes 

Soient v , v’, v”, v”‘, &c.,  lcu ariornalic~s corrcs~~c~ridantce j r ,  I . ,  I t 0 , 

u’- v u ; fJ‘’Mv= u‘ ,’ $PI-v= U” j &c, ; 

cela p o d ,  on calculera par la mdthoclo prdci-dcnlc , nvcc la para- 
bole tldjk trouvke , leu vlrlcurs dc U, U‘, U”, &., Y, Y’, Vi/, &, ; 
aoit 
rn == u-7; m‘-x u’-v’; m‘f= uf’-p‘/j m”= ~ I f - V f I f ;  &c, 

ov 



P R E M I e R E  P A R T I E ,  LIVR35  IT. I 33 
On fera cnsuite varier d'une trbs-petite qunntitd, la distance pdri- 
bdie dans cette parabale; soit dam cette liypotlii.sc, 

n = U-V; n'= UI-jV'; )to= v'-jF'j n"'= u"'-y"f ; &-c. 

On formera une troiuibinc Iiypotliim c'lnus lilqiicllc , cn conscr- 
vant la m6mc dista11cc pc'ri'hdlic , qiic ditns la pi*ciuii:~*c, 011 fws 
vnricr d'une trh-petite quantitti , l'instaut du I X L S S ~ C  pur IC p6ri- 
21i.lie j soit alors 

Enfin, on calculcra nvcc la c1ist;tncc philtdlic, et l'instant du 
passage de la comAtc au p6rihblic, dc la premibrc hypotlibse , l'an- 
gle Y et  le rayon vecteur r ,  en supposant l'orbe cllliptique , et la 
rlifi'6rencc I - e ,  de son exceutricili: , cl'avcc l'unitt! , @ale A une 

I'ungle v , clans cette Iiypoth+sc, il s r x f f i m ,  pin le no. a 3 ,  d'ajoutw 
A Z'unornalie v , cl.alculbc diins la parabole de ki prcmibre hypoikbsc , 
un pctit anglc dont le sinus est 

A. (1- e ) .  tang. i v .  (4- 3. cos.'fv- 6. cos.4: v }  . 

trCs-petite qunntitd, p;ir cscinplc, a $ 1  =. Pour avoir la vnlcur de 

j3p substituant ensuite danv l'dguaiiou 
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la valeur supposee pour i~ e,  pour avoir la veritable; on formerso 
les bquations 

( m - n ) . u + ( r n - p ) . t + ( r n ~ -  q ) . s = n t  ; 
(rn'-n') . u+( m'-p') .t+(rn' -q')  .s =m' J 

(mN - n") . u + (rn" -p") . t + (rnN - q") . s = m'' ; 

& C. 

(m'"-n"') . u + ( m  /I/, p"') , t + (m"'+') . s = mN' * 
9 

O n  JQterminera , ad moyen de ces Cguations, les vnlcurs de u, t ,  .F ; 
J'oU Yon tirera la vrnie distance pkrihdlie , le vdritablc instant clu 
passage de la comhto au p&rihdie, ct la vraic vnleur de i-ed 
Soit D , la distance pdrihdlie , :et a, le &mi-grand axe dc l'orbitc j 

on aura a= - ; le temps de la. rdvolution syddrale de la combte 

sera exprime par un nombre d'annbes syddrales &gal k u', ou B 

(A)', la moyenne ifistancc c~u solei1 il. la terrc btant prise pour 

unite. On aura ensuite par le no. 3 7 ,  l'inclinaison de l'orbite , et la 
position du noeud. 

Quelque prdcivion que Yon apportc dam Ics observations, elles 
laisseront toujours de L'incertitude sur la d u r k  de la r6volution 
des comktes. La mdtlrode la plus exacte pour la ddterminer , coii- 
siste B comparcr les observutions d'uno coinkte, d a m  deux rkvo- 
lutions consdcutives j mais ce moyen n'est praticablc , clue lorsque 
la suite des temps rambne la comkte vers son pbrihdlie. 

D 
1-e 

9 

1 
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C X X A P I T K E  V, 

Mdhodes ge'rdrales pour de'terminer par des approxinra- 
lions' successives , les mowemens des corps ce'lestes. 

40.  No US n'avons considdrd dam la prcrnikro approxiniatioii 
des mouvemens des corps cdlestea , que les forces principales qui 
les animent, et nous en avons d6duit lcs loix du niouvcrncnt ellip- 
tique. Noas aurons Cgml , dilris lcs rcchcrches s~iiv:uiteu, aux 
forces perturbatriccs dc ce mouvement. L'tlction do ces forces ne 
fait qii'ajouter (leu petits tcrmes , aux equations diEhntie1les dii 

rnouvcrnent elliptiquc , clont nous nvons donne pdcddernment le3 
intCgrales finies t il faut maintcnant ddterininer par des approxi- 
mations successivcs , les inthgrales des m4mes 6qaations augmen- 
tees clcs tcrmcs ilis A l'action des forces pcrturbiltriccs. Voici, 
;lour cet objct , une mt5thode gCnCrale , quiblu quc soient le nonibra 
et le degrc5 dcs equations dilKrrnticllcs dont on se proyoee do 
trouver des int6grales dc plus cn plus approchh. 

Supposons que I'on uit entre lcu n variables y , y', y", &c. , c t  
la variable t dont l't5ldincnt d t  cst regard6 cornwe constunt les n 
tiquations diff6rentielles 

CE'Y 
o = - + P + a . Q ;  d t  

d /  
o=-+P'+a.Q'; d t' 
&c. 

P, Q, P', Q'? &c., &ant des fonptions ds t ,  y ,  y', &c., et do 
leurs diffdrances jusqu'b l'ordrc i- 1 inclusivcment, et L @ant un 
trhs-petit coeficiept constant qui, dans la theoris des mouvemens 
cCleetee , est de I'ordre dcu forces perturbatrices. Supposons ensuite 
que I'm dt lee intdgrales finies de ces bquutions, lorsque Q, Q, &C, 

G g  P 
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Ront nul3 : en les difihrentiant cIiacaile , i--1 fois de suitc elled 
forrncront avec Ieiirs diEcrentiellcs , i IZ &pations au moyen 
clcsqiicllcs on pourrn tl6lcrminer, par l’dlinlination , leu arbitraires 
c 7  c’, c”, &e. cn fonctions de t .y , y’, I”, &c,, et de Icurs clifY6- 
rcncw,jiisqii’ii l’ordrc i--1. En cldsignant clonc par 7, V’, V-”, &C,,  

ccs foiictions , on aura 

M k C  A N I Q U  E G e L E  S T E,  

c = Y ;  et = y/ ; c r ” l y r t  ; &c, 

Ccs dquntionu sont les in intdgrales de I’ordrc i - -I  , clue les dqna- 
tions diEh.mticlIcs cloivci7t avoir , et q i i i  par I’dliruination des . 
cliffdrenccu dcs variahlcn , donncn t 1cum iiitdgrules finks, 

Maintenant , si 1’011 diiI%rentic les iiitdgralcs yr(:cxklentes do 
l’orclrc i-I on aura 

o = d ~ i  o==~vl ; o = a ~  
01’ il est clair quc ces clernibrrs Gquatioris Btnnt diff6rciitiellcs dc: 
l’ordre i, sniis rcnfc~rmcr d’arliitraires j ellcs nc pcuveiit &trc qne 
Jcs sommes dcu 6yuations 

miiltipli&c.T chacixnc pnr dcs filctelirs convenables ponr que Ccd. 
sonimes soient des difF6rencca cxnctcv ; cn norrirnaiit donc Fdt7  
F’dt  , &c. Ics l“icleure qui doivent miiltiplicr rcspcciivcrricnt 
ccv dqi~a“loii .r ,  pour former la suivantc n= dY; en noiriumiit 
pnrnillcrncnt R d t ,  I1 ’d t ,  &c. , Ics factcurs qiii cloivent inultiplier 
reupectivcment let; mdrnes dquations, pour former cellc-ci o= Cly’, 
et ainsi clu mute; on aura 0 

P ,  F‘, &c., H ,  H’, & c , ,  sont clcs fonctions de t ,  y t  y’,.y’’, &c., 
e‘t de lcurs diffbrences jusqu’8 I’ordre i-i : il est facile de les d8ter- 
mirier , lorsque 7, Y‘, &c.,  sont connus j car Pest  Bvidemrnent 

le coefficient de >2;, dans la diff6rentielle ctc 7; F‘ est le coefiid 
(17 
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dy' 

dent de - clans la m6me diKdrentiellc, ct &si dc suite. Pare& 
d t i  ' 

Iemcrit, H ,  H', &e. ,  soirt lcs coclficicns de x, x, &c, , dans 

la diEdrentielIc cle Y' ; ninsi, puisque Yon est suppos6 connoitre 
les fonctions Y, Y', &e. ; en les dif€i.rentiant uniqiiemtiit par rap- 

d y  CEy' 

d'--'y 
port it - dp-I _I_ "-"' dp-1 &c., on aura lcs facteurs par lcsqucls on doit 

mu1 tiplier les dquntions dii~~rentielles , 

p a r  avoir dcs diffdreficcs cxnctes; ccla posh, 
lteprenons leu ciciuatioiis iliKdrenticlles 

fi i  l'on multiplic la prcniidre par P d t ,  J R  seconde par F'dt , et 
tiinsi du resle ; on aura cn lcs ajoutant , 

on O u r t i  do la m&mc mnni&ro, 

a =p dY'+ordt .  (JIQ+12cf'Qf+ & e , )  j 
&C, 

o = d Y + a r l t *  (FQ+F'Q'+ &c.} j 

il'oh Yon tire cri intPgrnnt , 
c - u.$l?t. (FQbF'Q'+ & c . ) = Y ;  
C ' e a . f L t t .  (HQ+I€'Q'+ &G)= V' ;  
&e. ; 

on aura ainsi in i'quutions diKcltrentieI1es qui scront dc la mdmc, 
foriric que d a ~ ~  IC ci1s oil Q, VI, & e . ,  sont rids , atcc la eetile 
tlill'6rciicc que lcs nrhitraircs c )  c', d', &c. , duivcat &re changdea 
dans 

c - iz .Jdt. { PQ + R'Q -+ t k ~ b  1 ; 0'- .Jdt 6 { fIQ -+ H'Q'+ &c. 1 j &c, 

Or s i ,  dutis la suwosition de Q, Q', &c.,  kgaux k zhro , on dlimine 
dcu itt intdgraleu clc l'ordrc i- i , leu rlift'cirenceu des variablcs 
y ) 3') &c. ; on aura les n inl(.grnles Gnies des Oqtiations proposdes; 
on aura donc ccs m&mcs iati.grulcs lorsque Q ,  Q, &c., no uowt 
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par; nuls , en cliangeant dam les premikres intdgralee , e ,  c', &c. I 

dans o-a .Sd t .  {FQ+ kc.}; d--a.Jdt. {If Q+&c.}; &c. 
4 .I. 8i leu diffhrentielles 

dt. (FQ+F'Q'+ &c.) , dt. (HQ+N'Q'+ &c.), &c., 

sont exactes j on aura par la mdthode prdcBdente , leu inti.grales 
finies des Cquations diflih-entielles propos6cs : mnis cela n'u lieu 
que dam yuelqucs cas particuliers , dont le plus dteiidu et le plus 
in tdressant est celui dam lequel ces 6quations sQnt lindaires. Sup- 
posons ainei P, I", &c., fonctionv lindaires d e y ,  y', &e., et de  
Xeurv digdrencee jusqu'k l'ordre i-i , sans aucyn terme indi.pen- 
ilant de ces variabka, et considdrons d'Qbord le cas dans lequel 
Q , Q', &c., sont nuls. Lee dquatiorie diff6renlielles Qttrnt lin6airea , 
leurs intdgralee successives seront pareillemen t lindaircs , en sorte 
que c = 7, c' =. Y', &c , &ant lee in iatdgrales de l'ordrc i - I ,  
des &quatiow diffdrentielles lin8tkeu 

Y, V',  &c., peuvent &re suppos6s dcs fonc3tions linhaires dc 
y, y', &c., et de leure diiT&renceu, juuqu'ir l'ordro i-1. Pour le 
faire voir, supposons dans le8 expreasioiis dcy  , y', &c. , la cons- 
tante arbitraire c dgule A une qiiantit6 d6termini.e , plus A I'inddter- 
minde 60  ; la conslante arbitraire c' kgale k une quailtit6 d8termi- 
d e ,  plus it l'inddterminbe J'c',&c, ; en r6ciuiuunt ceg expresaions en 
series ordonndee par rapport aux puissances et aux produits do bc, 
Ec', &c, , o p  aura par les fsrmules du no. a i  , 

Sr C. 
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stdistituint ces valeurs , d a m  les kquations diffdren ticlles propo- 
sdcs, il est clair que bc, Pc', & c . ,  &ant ind6termin6s , lcs coefi- 
cicns des premi6rc.s puissances de chacun d'eux, doivent &re nuls 
dans ccs diverses Bquations ; or we Bquations Otaiit linthires , on 
aura 6videmment les terines ai€ectCs des preniiCres puissances de - - 

d Y  d Y1 
Jc, ~ c ' ,  &c., en y substituant ( x ) . ~ c +  (x) . ~ c ' +  &c. au 

lieu de y ; (r). ~ c + ( $ ) . $ c f +  k c . ,  au lieu de y', &c. ~ e s  
d Y' 

cxprcssioiis de ,y , y', &c. , sntisfont donc s6pr1'1:incut aux dqiicr- 
tioiw <lifl'drentiellcs propovdcu ; ct  comiiic ellcv relifermen t leu in 
arbitraires Pc , Jc', &r. , elks m sont lcs intCgralt-s coiiipli.tes. On 
voit ainei que les arbitmires rxistent SOUY une forme linkaire , 
clans les expressions Jc?y , y', &c. , et par consdqizcnt aussi, dam 
]curs diff&renticllcs j cl'ou il est ais6 de conclure que les variablca 
y , y', &c., et leurs difl'krences , peuvent &re suppostles sous line 
forme lindairc, clans lcs int6gralcs successives des Bquations dif'fd- 
ren tiellrs proposh. 

Il suit de-lk, que E', P',  &c, , dtant fes coeflicieiis de -, 
dYP - &c, , dans la diffdrentielle de Vj H ,  H', &c., dtant les coefii- 
dt' ' 
ciens des mdmcs diffdrences , dana la diffdrentielle de Y', et ainvi 
ilu reste ; ces quimtith sont fonctions dc la seulc vnri;tblc ti Par- 
tant , si l'on suppose Q, Q', &c., functions de t s e d ,  leu difft.5- 
rences d t .  {PQ+P'Q'+ &c,} j d t .  (-lrQt.€I'Q'+ Src.} j Sic. I 

seron t exac LCS. 
De-lh rdsullc un moycn simplc d'uvoir les int6gmles d'un nom- 

bre quelconquc n cl'dquiitions diRtkentiellcs lindaircs de l'ordre i ,  
at qui rcnfcrment dcrr termcs quclconqucs CL Q, C( Q ,  &c, , fonc- 
tioils de lu seulc variable t ;  lorsqtie l'on aait int6grer lea mkmes 
6quations , clans le cas ob CCY tcrmcs sont mils ; car alors , si l'on 
JiKbrencie lcurs h int&grales finics, i - i  fois de suito, on aura 
in 6quations qui donrlcrqnt par l'dlirninntion , 3es valeiirs des i n  
arbitmires c c', &a en fonctions de t ,y,y', &c., et des diffdrences 

d'Y 
dr 
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de ces variables jusyu’h l’orclre i--1. On formera ainsi, les irt 
kquationv c = Y ; cf = Y’, &c. ; cela post5 , P, F‘, &c. , seront ICs 

M 6 C A N  I Q U E  C fi L E  S T  E, 

coefficiens de - d’-’Y -- d‘--’Y’ &c., dans Y ;  W, H‘, &c, , seront dtr-I 7 dti-1 7 

les coefficiens des mkmes diff&enccs dans Y‘, et ainsi du restei 
on aura donc les intkgrales #hies des equations diffdrentiellcv 
lindaires 

&y‘ 
o=---++++.Q (t:r J o=- +P‘+a. Q ; &c., 

d r  d t‘ 

en changeant clans les intdgmles finks de CCY c5quations privdes do 
leurv derniers lermes a Q , a Q’, &c., les arhitraircs c ,  c‘, &c., Sans 
C-L.jdtr (FQ+FIQ’+- & C J ,  cI--cL.jat. ~ X Q + E T Q ~ +  &c.)j  kc, 

Coneiderone , par exemplc l’dquatioii clif~6rciiticllc lin4air.o 
o=-+aa”y+a. ct“Y Q. 

dt’ 

L’intkgrale h i e  de I’Cquation o = ++a?, est 

C . c‘ 

a 
y = ;. sin. a t  + - . cos. a t ; 

c et c‘ fitant arbitraircs. Cettc intdgralc dqnnc en la difTdrcrrtianl, 

2 =c,cos, at-c’.sin.at, 
d t  

Si l’on combine cette diffdrenticlle , avec l’int6gralc elk- pr&rnc, 
on formera les deux intCgrales du prerriicr ordrc , 

c = ay.sin. at+ ---.COY. dY a t  j d t  

dY c’ = a y  .cos,ut- --. sin. u t  3 
d t  

pinsi l’on aura dans ce cas, 

1’intC.grak cornplhte de la propos6e sera dono 

F==cos.at J I i = - s i n . a t j  

I 
C I: C L .  sin. at e .  cos.at y = a. sin.at+ c _  . cos.at--.[Qdt. cos. ut + -- ,JQdt. sin.at, 

a (l! a 



fii m est Csgal it a ) le tcrrric K.sill* (' m t + 6 ) produira dam y , 
COY. 

ctX sin. 
4an COY. 

io. le tcrmc -- . (a t -+ e) , qui 4tcmt compris dulls Ics dcux 

C C' 
terms -.sin.at+ - . cos. a t  , pcut etrc n6gligd ; 2". le tcrmc 

a a 
d K t  cos. 
ga sin. + -. ( a t + ( )  ) le signc + ayant Iicu , si le termc de i'ex- - 
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ccs fonctions, Si Yon change danv les premikrra ViiIcurs approchCcs 
de y ,  y’ , &c., Ics arbitraires c ?  c’, &c.,  respcctivcnlcnt dans 
c-a . f Tdt  ? c’-e(. j T’cl t , &e. ? on aura les seconcles valeurs appro- 
chdes dc ces variihles, 

On substituera de nouveau, ces secondes valeurs , dans Ics fonc- 
tionv diffirentielles 

clt.(FQ+ &c. )  ; dt . (HQ+ &c.)  ; &c.; 

or il est visible que ces fonctions sont alors cc que devienncnt 
celleu-ci , T d t ,  T’dt , &c. , Iorsque I’m y change les arbitraires 
c c’, &e.,  dans c--a.J Tdt, c‘-u./T’dt, &c. Soient donc T,, T,’, &c., 
ce que dcviennent T, T‘, &c,, par ces changemens :on aura lee 
troivikmee valeurs approcMeu de y , y‘, &c. , cn changeant dans 
les premibres c , c’, &c. , rcspeciivement dans c - tt . JT,. dt , 

Nommonv pareilleinent T,, T,,’,&c., ce que devicnnent T, I”, &c., 
Iorsquel’on y change c ,  c’, &c., dans c--cL.JT‘,dt, c’-u. fT,’dt, &c.: 
on aura leu quatrikmes valeurs approchkcs de y, y‘,  &e. ,  en chan- 
geant dans leu premibres valeurs upprochdes cle ces variables , 
c, c’, k c . ,  danr c--a.f T , . d t ,  c’-u.JTf,’.dt, &c.; et ainsi de 
suite. 

Nous vcrrons ci-aprbs , que la ddtcrmination des mouvemcns 
celestes , d0pend presque toujours d’dqualions di&rentiel]es de ]a 
forme 

C’-a.sT,‘.dt; &C. 

Q &ant une fonclion rationnelle et entikre de y ,  de sinus et do 
cosinus d’aiigles croissans prop~rtionnellemen t au temps rcprd- 
sent4 par t. Voici le moyen le plus facile d’intcigrer ccttc dquation. 

On siipposera d’abord ? a nul , et l’on aura par le no. prdcddent 
une premiere valeur d e y ,  

On substituerri ccttc valeur dans Q qui deviendra ainsi, une 
fonction rationnelle et entiCre de sinus et de cosinus d’angles pro- 
portionncle i 1. En intdgrunt ensuite , l’kquation differentielle , on 
aura une seconde valeur de y , approchde jurrqu’aux quantitds de 
I’orclre a inclusivement, 
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On siibsiituera de noiiveaii , cette valcur d a m  Q; et cn illtci- 

grartt I’Cqiiation diff6rcnticlle , on aura uiic troiuibme valeur all- 
proclitk cie y ,  ct ninsi de suite. 

Cette manihre d’intcgrer p r  approximat ion, les dqiiations diff0- 
rentielles des mouvemens celestes, qrioiquc lit plus siinplc de 
toutes , a ccpcndant l’inconvt!nient de clonner duns les cxpressions 
des variables y , y‘, &c., des arcs de ccrclc hors des signcs sinrts 
ct cosinus, dans IC cas n i h e  oh ccs arcs n’existcnt point dans ICY 
valeurs rigoureuscs de ccs variables; on conqoit en cffct, qiic si 
ces valcurs rcnferment dcs sinus 011 des cosInus d’ungles dcl’ordrc u t ,  

ces sinus ou cosinus doivent so prCsentcr sous la f‘orrnc clc s6ries, 
dam les valeurs approchdes yiic l’on troiivc par la mdtliode p r k &  
dentc j puisque ces dernihres valeiirs sont ordonnt‘cs par rapport. 
aux puissances de a. Ce ddveloppement en sciries, des sinus ct 
cosiiius d’angles cic l’ordrc a t ,  ccwc d’Ctrc cxwt , lorsque par la 
suite des temps, l’urc a t  devient considdrable ; I r s  valcurs appro- 
chCes de y , y‘, &c.,  ne pcuvcnt donc point s’btendrc ir un tenips 
illimitd. Comme il iniporte d’avoir des vuleurs qui embrassent les 
Bihclcs passds et A vcnir; le retour des arcs de cercle que rcnr 
ferment les vtlleurs approclides , aux fonctions qui les produiuent 
par lcur d6veloppcmctit cn strie, eat un proLlQrue ddlicat , et in- 
t6ressant d’cmalyee. Voici, pour le rCsoudrc , uiic rn4thorle gdiid- 
r d c  ct fort simple. . 

43. Considdrons l’Cquation diC6rentielle de l’ordre i, 
0=-- “ : Y + P + ~ . Q ;  

d t‘ 
u &ant trbs-petit , et P et  Q &ant des forictions dgdbriques de y ,  

- 1  dsl Y ; ct c~e sinus ct de cosinus c~aiigles croissans propor- 
dt’ ’ ’ -- d f - ’  
tionncllemcnt B t. Supposons quc 1’011 ait I’int6gmle compl&te: de 
cetto 6cluntion diff6rentielle, dans le cas (le a = 0, ct que la valcur 
d c a  ,y , donndc p;ir cctlc inti.grnlc, nc renfcrmc point l’ilrc t , horu 
des signcs sinii.9 ct cosintrs ; sup1)osons eiisiiitc qu’cn int6grant ccttc 
Cqiiation par la mdthodc pr6c6Jcrite d’approximntion , lorsquc u 

p’cJt pw nul , on ait 
,y= X+-I .Y+1’ .Z+l1 .S+ sc. 

I111 P 
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X ,  Y, 2, &e. ,  dtant des fonetions ptriodiqucs de t ,  qui renkr-. 
merit leu i arbitmires c ,  c’, c”, & e . ;  ct leu puissances de t ,  (Inns 
ccttc expression cle,y, s’dtentlant ii I’inIini par les ap+oximations 
auccessives. 11 c\st visiLIc quc les cocfiicicns de ces puissances d6crob 
tront avcc cl’autant plns clc rapidit6 , qnc a scra plus petit. Xhns 1;i 

thborie des mouvcmens des corps cdjestes, u exprimc l’orclre des 

forces pcrtur batrices , rclativeinent aux forces principalcs qui leu 
aili;n en t .  

Si l’on substituc la valc~ir  pr6ci;clcii to clc y , d a m  l i b  fonction 

--+P+a.Q; eIIe prcndra cette forme, k + k ’ t + k ” t ’ +  &c.; 

k, k‘, k”, &c.,  i.l;tnt des fonctions pbriodiques <le t ;  muis par la 
buppositiori , l a  valcur de y sat isfait i l’dquatiun SifErcnticlle 

hl fi C A N T Q U E C k L E S T I C 4  

IY 
tl t’ 

t l ly 
o=---+P+*.Qj  d b‘ 

on doit doac avoir iclen tiyixenicn t 9 

o=k+k‘t+rE”l’+ &c. 

Si k , k‘, A”, &c, , n’titoicnt pas nuls, ecttc t’quation donneroit , par  
le retour des stlikes , I’arc t ,  en fonction de sinus et dc cosintts 
d’anglcs proportionnclu :‘I t; CYI siipposan t donc a irriinirnent petit 
on auroit 16gal une fonction fink dt: sinus ( h t  dc cwsiiiiis d’nnglcu 
seI~~hlilblee, cc qik csl iriipossiblc ; ainsi les fonctions k , k’, &c, , 
m n  t itlcri ticjrumcn t 1 tulles. 

Maintcnant , si l’arc t n’est dc:vb qu’A la prcmiilrc pdssaricc 
solis lcs signes .yirzus et cosinus , COII~IIIC ccla a lieu claris la thkorie 
clcu ~nouvcmens cdlc~stes, cet arc ne scra p i n t  produit par IC‘R 
diflZrcnccs mccessivcs c l c  y j en mbstituant clone la valcur p1.6- 
ckclcnte dey,  dansla fonction d:Y -+.P+a. Q,lafonction k+k’t+&c., 

d I!’ 
dans laqiielle cllc s(: transforme, ne coritientJr:i l’arc t ,  hers des 
signcv sin. et  cos. , clii’aiitarit ($ii (’st t l i b j l t  rent’eerrnd tlansy j aiiisi , 
en chngcunt dam I’cxpression tlc y , i’urc t , horu dcu signtkv pbrio- 
cliques, dnns t - 0 ,  4 dtant uric: ~orista~ite  quclconque , 10 fonction 
E t k ’ t +  & c . ,  se changera dans k+k‘ . ( t -  e)+ &e. ; et piiisqiie 
cetie dernihre function eat iclentiyucment nulle, cn vertu des dquu- 
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tioils idefitiques k.=o , k'= o j &c.; il cn rtisultc qiw l'cspression 
=x+ ( t -  e). Y+ ( I  -e)*. z+ kc. , 

satisfait cncprc i 1't:qii:iiion dilF6rcnticlle 
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tl’ou il suit que l’on au ray  , en changeant 6 en t ,  dnns X .  Le pro- 
blPme se reduit ainsi k ddterminer X, en fonctioii de t et de 6, 
et par consdquent, k determiner c , c’, c”, &c. ,.en fonctioiis de 8, 

,=x+(t-f18).Y+(t--8)’.Z-t(t-e8)7.S+ &c. 
Pour cela , reprenons I’Cquation 

Puisque la constante 6 est supposCe disparoitre de cette cxpresuiQ0 
dc y , on aura l’dquation identique 

En appliquant A cette Bquation , le raisonneineiit que nous avong 
fait sur cdle-ci, o =k+k’ t+  k”ts+ &e. ; on voit que Ies coefhiens 
des puissances successives de t - 0  , doivent SB rCduire d’eux- 
m&mes a zdro. Les fonctions X ,  Y, 2, & c . ,  tie renferment 8 , 
q u’au tant qu’il est Con tenu dam c , c’, kc. ; en sorte que pour for- 

mer le3 diffdrences partielles r$)? r;)? (:) ? &c. , il sufit 

de faire varier c ,  e‘, &e, , clans ccs fonctions , cc qui donne, 

&C. 

Maintcnant , il peut arriver que quelquea - unes des arbitraires 
c ,  c’, c”, &c., multiplient l’arc t clans lcs fonctions pdriodiqucs 
X ,  Y, Z , &c. ; la diff4rentiation de ces fonctions relativeinent 
a 0 ,  ou ce qui est la meme chose rclntivernent A ces arbitrnircs , 
ckveloppera cet arc, et le h a  aortir hors des signcs des fonnctions 

p6riodiques j lcs diffkrences (g) ? (2) , rg), kc., scront alora 
dc cette foriiie : 

& c. 
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X’,  X”, Y’, U”, Z’, Z”, k c . ,  &ant des fonctioiis pGriodiqucs de t ,  
et renfermant (le plus, lcs mbitraircs c ,  c’, c”, &c. , et lcurs pre-. 
mihres difl’hrences divisCcs par dB diR6rences q u i  n’cntrcnt datu 
ces fonctioris, que sous UIAC: forme linthire; on aura doiic 

Eh aubstituont cca valeurs dam l’dquatioii (a), on nllI.ir 

o I X’+BXN- Y .  
+ ( t  - -e).  { y‘+e. y/J+x”-- 2 z) 
+(t-e)., {z‘+e.z//+y”- 3 SI + &c. ; 

d’oix l’on tire 
puissances de t - 8, en &galant sdpardtnciit A ai:ro, lcs cocfficietis dibs 

c, =X”+B.x’”-Y; 
n = Y ‘ + d . F ’ + X L s Z ;  
0 =zq-e.z’+y’’-3si 
&C. 

Si l’on difftirentie In premiere de ces dquniiofis , i-1 fois cte snite, 
par rapport A t , on cn tircra autnnt d’dqualioiis entre Icu qUiLl1- 

titds c , c’, 8, &c., et leurs prsmihrcs diffdrences divisch par d6 ; 
en intdgrant erisuitc ces iiouvclles Cquations , pnr rapport A 8 , 011 

aura CCY constantes , cn fonctions de 8. Prcsquc, toujours , l’inspcc- 
tion seule dc lu prcmi&rc des Bquutions pr6c6dentcs, Yuflira pour 
avoir les dquations diE6renticilcs cn c , c’, c”, &c,, en coin- 
parant edpardment les coefficicne des sinus et des cosinus qu’clle 
renfcrme ; car il cst visible qixc IPS vdeiirs de P, r f ,  &c. , Ctallt in- 
dbpentluiitcs de k lcs cSquutiot.is ctifT6renticlles qui Ics dPtcmiincnt , 
doivcnt parci~~cirient cn Btrc ‘intli.penc?rmtcs. ~a simplicit4 qlic ccttt: 
consitldratioii apporte dttns lcs calculs , cut uii dcs principaux nvutl- 

tagcs dc ccttc mdtlioJcb Le plus souvclit , ccs Cquations ne seroiit 
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int6grables que par dcs approximations successives , qui yourron t 
introduire l’arc 6, hors des sigiics pkriodiques., clans leu valcurv 
de c ,  c‘, &c., alors mZme que cct arc ne se rencontre point ninsi 
dam lee intc5grales rigoureuses j niais on IC fera disparoitre par la 
mkthode que nous vcnons d’cxposcr. 

I1 peut arriver qiie la prcrriiixe des C q i d o n s  pr6c&clciites, et 
ses i -1 diff~rentielles en t , iic donnent point un nornhrc i d’cqua- 
tions distinctes, entre lcs qi1antiti.s G ,  c’, c”, & c . ,  et lcurs clilI%- 
rcnces. Dans ce cas, il faudra recourir it la sccondc dquation et  aux, 
suivantes. 

Lorsque l’on aura ainsi dC.terrriin6 les valcurs dc c ,  c , c , &c., 
en fonctions de 8 ; on les substituera duns X, et en y changcant 
ensuite 0 en t , on aura la valcur dc y , sails ;ires dc ccrclc, Iiors 
des signes pdriodiques , lorsqlrc C C I ~ L  cul j~ossihlc. Si w t t c  villct1r 
en conservoit encore, ce r~eroit uiie preuve qu’ils existent clans 
I’inthgrale rigourcuse, 
44. Corisicldrons prdscntement , uii nombrc qilcjconquc rz 

d’ccju il tioris din’trentiel lcs , 

I N 
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La valeur dc y', doiiiiora parcilleoient , drsl dquations (IC cctlo 
€oCosn1e, 

0 =x/'+e.x."--Y/; 
C) = Y,'+ 8 .  Y,"+x,''- a 2, ; 
& C. 

zlcs valcurs de y"? y"', &c. ,  fourniront dcs t'qiiations sembl;tble,s. 
On ddterrninera l>iir ces divcrscs 6quatioiis, CJJ clioisivsuri t les plus 
simples et les plus approcllCcs, lcs valleiirs dc c 8) c''? cn fonc*Iious 
de .- cn substiluiint ccs viilcurs dans X, X, , Rc. , et en y c h i -  
geant eiisiiiic U cii t ,  on aura lcs valcurs d c y ,  y'. eic. , sans arcs 
de ccrclc hors:des sipes pdriodiques Iorsquc ccla est 1)ossiblc. 

no. 40. TI cn rdsiilte qnc , si ail licn (le supposer Ics parnmi~trcu 
c,  c', c", &c., constans, on lcs fitit varier en sorte que 170n ait 

4 d .  /" Rcprcnons la mdtliodc qiw nous avoi~s csposde danq IC? 

dru -=- d d l .  ( F Q +  F'Q'+ Rc. )  j 
* JC'=-ct.dt. { HQ+f€'Qr+&c.) j 

& C. 

on aura toujours les in int6gralcs dc J'ordrc i-I , 
c,y c " = ! Y  ; r'l--p j &c. 

comrnc duns IC C ~ R  do d. nul ; tl'oii il suit qqc lion-sciilciiicnt lcs 
int C;gmles finies xnais encore toutcs lcs kluillions datis lesqucllcs 
iI n'cntrera que dcs difl'tfmnccs iiiIi.ricures ti I'ordre i ? coiiscrvc- 
ront la. m3mc formo, clans le cas de a nul,  et dans celui de a 
quelcoiiqnc ; puisquc ccs ciqiialioiis p u v w  t rLsul tcr t k  la comptr- 
ruisoii sciilc tics iiit&grulcs prdcddentcs , dc I'ortlrc i -1. On p u r m  
doric tSgalement, dam ces deux cas , difl'drenticr i - i  h i s  clc suit(>, 
Irs intdgralcs liiiies , sniis hire varier c ,  c'? &c. ; ct coirinie on c s t  

libre tlc iiiirc varier tout ? A-la-fois , il en rdsultcru dcs dquaiioiis tlc 
condition entre: leu paramhtrcu c , c', &c. , et lciirs diR6renccs. 

l):iiis lcs deux cas de o nul,  et de d quclconquc , les valcurs do 
y,y', &c;. , ct de lctirs tliKdrenccs jusqu'it I'ordre i--l iriclnsivc- 
melit, sorlt I C s  d h c s  fonctioiiv dc t ,  et ~ C S  1>ilralnCtl*cs C, c', c", &c. ; 
soit chic  Y, iiiic fonction qurlconqtic des variub)csy,y', y", eic. 
ct dc Icurs tliK6rcii tiellcs inffiyieures it 170rdre i-I ? ct I I O I I I I ~ ~ O ~ ~ S  T, 
la €owtion de t , dam laqiccllc elk sc c'hangc , lorsquc 1'on y s u b  

hfi:ChE'. C ~ L .  Tow 1. l i  
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titue , au. lieu de ces variables et de leurs diK6rcnces, leurs valertrd 
en t. On pourra diffkrentier l’hquation Y == T , .  en y regardant les 
paramktres c ,  c‘, c”, &c., cornme constans ; on pourra m h c  ne 
prendre que la tliffdrence particlle de Y, rclativerncnt k une wulc 
ou i t  plusieurs des variables y ?y’, &c. , pourvu qize 1’011 no fassc 
varier dans T, que ce qui varie avcc ellcs. Dam toutes ccs diad-. 
rentiations, les parambtrcs c,c’, c”, &c., peuvent toujours 6tre trait64 
coinme constans j puisqu’en substituant pour y , y’, &c.,  et Ieury 
diflihences, leurs valeurs en t,  on aura dcs dquations identiyucd 
merit nullev , dans ICs dciix cas dc u. nul, et dc CL quclconque, 

Lorvque les Bquutions diKdrentielles sont de l’orctre i-i , il11’esf 
plus permis, en les dilGrcntiant, de traiter Ies paramktres c ,  c’, 
c’/, &c. , comme constiins. Pour  difl’drcnticr ccs dquationa , consid& 
Tons 1’6quation (p = o f  0 &ant unc foriction diffdrenticllc de l’ordro 
i-i , et qui renferme leu prirametrev c ,  c’, c”, &c. : soit b q ,  la 
cliffdrence de cette fonction, prise en i*c-garclant c ,  c‘, &c. , cornme 
constans, ainvi que les diffbrences d”’y, Cli-y1, &c. Soit S le 

coefficient de - dims la diffhrence entiere de q ; soit S’ le coeffid 

c:ient de -- , d a m  cetto d i f i e  cliffhence, et ainsi du rcete. L’tsqua- 

tioil p=o, tlilr4rciitide, clonrrora 

dY 
&-I 

dy‘ 
lilt--, 

o=:.$\cp+ ($) .do+ ( $ ) . J O ’ + b r C .  

ny +st.----3.c.; dy’ + S. -- 
dt1-1 d t l - 1  

en substitunnt au lieu de -- , sa valeur - d t .  {r+a.,Q}j au 

lieu de -- sa valeur -d t .  {P’+a.. Q‘}, &c,; on aura 

dt-1 

rEtl-1 ’ 

- d t .  ( S P i - S ‘ P ‘ +  &c.}--adt .  {SQ+S‘Q‘+  &e.]; ( t )  
Dam la supposition de a nul,  les paramhtrcs c7 c’, c”, &c. ,  miit 
constans j on CL ainsi 

0 = &@”dt .  { SP+S‘P‘+ &c.}* 
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Si 1'011 substituc dans ccttc. 6qnation , 811 lieu dc c ,  e', cN, &c. , h w  
valeurs 7, Y') V", &c. j 011 aura une 6qnation diff6rcnticllc de 
l'ordrc i - i  , s m s  urbitmires ) ce qui est impossible, k nioiiis q i i c  
celic dyuation ne soit idciztiquenicnt nulle. TAL foiiction 

clevieiit donc ideiitiquernent nallc , en vertu des dquatioes c =P'; 
c'= V', &c. ; et comnie ces Cquations ont encore licu ) lorsquo leu 
paramktres c ,  c') c", &c. ) sont variables , il est visible que dam 
cc cas ) la fonctioii jirtic6dcnte est encore itlenticjuemeiit nulle ; 
I'tiquation ( t )  devieiiclra iloiic 

JQ - dt .  { 8p 8'P'f &C, } 

--aJt. {SQ+S'Q'+ &c.} ; (x )  
On voit aiiisi q ~ c  pour diffbrcntier l'bquation P = o , il sufIit de 
fclirc varier dans cp , les parametres c, c'; &c., et lee diifdrences 
d"'ly, die?', &c., ct de substitucr ilprbs les diKdrcuhtioiis, - CL Q, 

d'y dy'  
-a Q', &c., au lieu der, quantifds x, &c. 

Soit .C = 0, unc t5iuation fiiiic eiitrey ,y') RC., CI. \a v.;wiuble t ;  
si l'on dcSsigne par 84, 4'4, &e., les diflkrences successives de 4, 
prises en regardant c ,  CI, &c. ) conimc constans ; on aura par ce qui 
prdcbde + dans le cas mQme oh c , c', &c. ) eout variables , les &qua- 
tions mivantcs : 

en changeant tlonc successivemcnt dans l't'quntion (c) , la €om- 
tion q en 4, f +  > S'4 ,  &c.; on aura 

4 x 0  j 6+0 ; cP'+0.....8i-l$=0; 

* . . . . . . . . . . . . . e . . . . . . . . . . * * . . . .  

l i  'L 
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hinsi les dquations 4 = o , +'=o, &c.,  dtant supposdcs &tre les ri 
intdgrales finies des dyuations cliffi.rentielles , ' 

d'y d'y' 
dti  dtl 

0 s -  +P j O = = - - - + P ' j  &c.;  

on aura Ies in Bquations SLU moyen (Iesyrxcllev on pourra ddterrd- 
ncr leu parainbtrcs c ,  cr7 c", &c. sans qu'il soit XiBccssairc de far- 
mer pour cela les Cqaations c = 7; c'= Y' j &c. ; mais lorsquo 
leu intdgrales ucron t sous cettc dernibre forme , la d6tcrminaLion 
de c,  8, & c . ,  sera plus airnplc, 

45. Cette ni6tliocle de faire varier lea paramhtres, est ( X ' U ~ C  

grandc utilitd d;ms l'analysc ct dmu yes applicatioiis. Pour en rriou- 
trer un nouvel usage , consid6rons l'dquation dil€Grenticlle 

P Ctant function de t y , dc ses dif€'&renccs jusqu'k l'ordre d-1 

et clcs quantitds (I, q', &c. , qui sont fonctions de t. Supposons que 
l'on ait I'intbgrale finie de cette 6quation tiiil'Lrenticlle , clans la 
supposition de: q , y', &c.,  constans, et reprdsenfons par cp =o  , 
cettc: int6graIe qui renfermera i arbitmires $, c',  &c. : d6signons 
par J p ,  d ' " ~ ,  R 3  cp , &c. , le# iliE6rences succcssivcs de Q , pis& en 
regardant Q , Q', & c , ,  comma constans, ainsi que les parametres c, 
c', Ckc. Si l'on fait varicr toutes CC'Y cjunntiti.~, la. tliff&rcnce de cp sora 

en faisan t donc 

0 =I (2). dl. 3. (-g ) . dc' + &c. + ($) . dq + ($1. dg'+ &c. ; 

6 p  sera encorela preniiGre diEdrcnce dc o , dans le cas de c ,  c', &c. , 
q , q', &c., variables. Si l'on fait parcillerricnt , 

. . . . . . . . . . .  d . . . . . . . . . * . . . d . * .  
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$ ' q ,  6%. . . . bip , scront encore Ics diff6rcnccs secondes , troi- 
sibmes. s . . P m s r  de q , lorsque c c', &c., q ,  p', &c.,  sont supposds 
tmrinli 1 cs. 

Maintenan t, clans lc cas de c ,  c', &c., Q , q', &c., constans, l'kqua- 
tioii tlifliircti ticllc 

est IC r6sultat dc l'i.liinination dcs parandtrcs c ,  c', &e., au inoycn 
des Bquatioiis 

ninsi I ces derni8res 6quations ayant encore lieu lorsque q , q', &c., 

'solit supposds variables, l'dquation 0 = 0, satisfait cncorc , cluua 
ct5 cas, it 1'6qiiation cIiiKxeiiliellc proposde, pourvu quc ~ e s  pura- 
mi.twu c ,  c', tsrc., soicnt d6terminds au moycii tlcs i dquations 
difI'6ren ticllcs prdc6dentcs; et coniriic leur iiildgrutioii donne i coiw 
tantss arbitraircs , la fonction q rciifcrmcra ccs arbitraircs , ct 
1'6quation P = 0 ,  scra l'inthgrale coinp1Btc dc In propostce. 

('ettc nianikre rlc faire varier les nrhitraires , peut dtre employ& 
avcc avnutagc , lorsclric lcs cltiitr\titdY , q', k c . ,  varicnt avcc u11e 
grntitlc lonteur j purco que cetto considbration rcnd , CII g h h l ,  
beauco~p plus fiicilc , l'iuldgritlion par i i l~ \>~*~~imwtion,  des Cqua- 
tions difl'drentiellce qui 46 tcrmiiient lcs pnrluubtres wriables c , 

q=o ; 69- -0  j &9=0 ; . . . . $ f p  T=o; 

e', &c. 
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Seconde approximation des mowemens cdesles , oil thc'oric 
de leurs perturtaiions. 

46. A e P r , r q v o ~ s  maintciinnt les rn~tl.iodespri'cl"lcntcs, nux 
perturbations des mouvemens cklestes ? pour en conclure Ics 
expressions les plus siinples , de leurs indgulitds pdriodiqucs et 
sbculaires. Kcprenons pour cclalcs 6qualions diffdrcnlicllcs (1)) (2) 

et ( 3) (tu 11O. 9 ? qui ddterminent le mouvcnieiit relntif de m uutour 
de 1M. Si Yon fait 

m' . ( zd+yy '+zz ' )  m'l,(zx''+yy'/+ zz") A --+ ---. __.- 

(x'"+y'"+ 2'3)' 

, + & c . - -  i E (,T'/a+y/,s+ z' a); rn 
R = 

A &ant p a r k  no. citd, 6gaI i 
m m' m mN 

I f  

{ (x'-s)q-  (y"y,'+ (d- zF> 

+- , + &c. ; 

{ (x"x)i'+ (y"-y)'+ [ Z L S ) ' }  ; 
rn'rn'' 

{ (x'"-.zI'~+(yf~-y~)=+(Z'l-z~)~ 1 &- 

Si dcpli is ,  on suppose M + m = p j  et r = f x ' + y ' + z s j  
rl= Va"+y"+ z" ; &c., on aura 

d d x  p . x  

d 1" 
0=- 

a d z  p .2  

La aomme de ces trois bquations niultiplic!cs rcspectivcmcnt p;lr 
d x  , d y  , dz , donne en l'intdgran t , 
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Jn diff6rentielle dR dtant iinicpment relative AUX coordonndcs 
c, y ,  z ,  clu corps m ,  ct a &ant une constante arbitraire qui,  
loruqnc Rcat iid ? dcvkiit par lcs no’. 18 et 19, le deini-grand iuie 
de I’c~llipse di.crite par m iuitour clc M. 

Leu dquationv (P) niultiplii.es rcspectivcmcnt par x ,  y ,  z, et 
a j o u t h  c‘c l’iutdgrdc (Q)  ; donneront 

d’.ra p p dR 
0 == 2.. -- - -- + - + 2 .J d R . + (G) + y (2) + 2. ( x); ( 3) 

a dl*  r [ I  

Maintcnni~t , on pent concevoir Ics masses pcrturbatriccs m’ , 
m”, &c.,  miiltipIi6cs par un  coelficicnt u ;  ct nlors, la valcur (le 1‘ 
scrii [oliclion du temps t ct d0 a. Si ]’on d8veloppe cette fonction, 
pur ra]ppoGt ~ U X  puiuuaiiceu de a j et que 1’011 l’ilssc a= 1 , ;t~)rt:~ ce 1 

d6veloppc111~1it ; dle 8era ordonnio par rapport aux puissances ct  
aux produits des rriassed pcrlurl)nti~iccs. Jldsigiions ljilr la caractd- 
ristiquc 6 11Iaci.c dcvnnt une quantit6, la cliffdrentieJle tlc cctte quan- 

. tit6, prim par rapport it a, et (1ivise”c piir d n .  Lorsquc l’on aura 
cI6tcmiind d‘r , clans une suite ordoiiiidc par rapport nux puissances 
(10 u ;  on aura le rayon P, en multipliant cette suite par d r ,  
I’intGgrant c~isuitc p i u  rapport ii u , ct en Rjoutnnt it ccttc int6grnlia, 
UIIC forictioii do t indt+ndante de (I, fonction qui cut dvitlciiiiiieri t 
]a v;tIeur de r clans IC cas ou lcs forces pcrturbatricse sont nulles, e t  
OU 10 corps rn ddcrit une section coniquc. La ddterrriiiintion dc r SO 

rkduit clonc li former ct A intdgrer l’dquation diffdrentiello qui 
dttermine 

Pour ccla, rcprcnom l’dquntion diK~rtnticllc (K), ct  f’ilisolls , 
pour plus (IC simplicitc! ? 

x . ti-;) + y ($) 1- z . (g) = I’. R’ ; 

en la iliffchntiiint par rapport A a, on aura 

Noinmons clu l’iicc infitiiment petit iiiterccptd entre IPS clcu s r a p i s  
vecteure r et r+dr ;  l’616meut dc la courbc dtltcrite piir uutuur 



On pourra , n u  nioycii (leu dyuations ( 8 )  et ( 5") , avoir aussi exac- 
terrierit que l'on voudra , leu valeurs de br et de bv ; mais on doit 
observer que dv btantl'angle intcrceptc': cntrclcu rayons r ct r fc l r ,  
I'i~rtdgralc Y de ccs angles n'e#t pas d a m  un meme plan. Pour en 
conclure la valeur de l'angle ddciit nutoiir (lc Jf, p a r  la projcctioii 
d u  rayon vcctcur r sur un plan fixe, d8signons par v, ce dernicr 
angle, et nommons s la tangrnte dc la latitude de ni au-dcsuus de 

ce pian; r .  (1 +ss)-' sera l'expression du rayon vecteur projet6, 
ct le quarrG dc I'd16ment de la courbc dkcrite par rn , Bera 

I 

P.dy," ro ds' 
1 +ss +dr* -4- (, +s3)* ; c_- 

mais le yiiarrk de cet Cldmcpt cut r'dv'+dr" j on aura donc., cv 
c'.gdant cea deux expressions, 
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Bi l’on prend pour plan fixe, le plan de l’orbite de rn, h una 

Rpoque donntk , s et - seront visiblement de l’ordre des forces 

perturbatrices ; en negligeant Jonc les quarrks et les produits do 
ces forces, on aura v==v,. Dans la thdorie dcs planhtes et da 
combtes , on peut ndgligcr ccs qunrrds et ces produits , b l’cxcep- 
tion de quclqucs tcrmeu de cet ordre , que des circonstances par- 
ticuli&res rendent scnsibles , e t  qu’il sera facilc de d&terminer, ULI 

moyen des dquations (8)  et  ( T). Ces dernikrcs dquations prennent 
w e  forme plus simple, lorsque Yon n’n &Bard qu’$ la premibrc 
puissance des forces perturbatrices. En cffct , on peut alors consi- 
d6rer d ’ ~  et d’v, comine leu parties de r et do v dues h ces forces; 
d‘R, 6. rR’ sont ce que devicnneiit R ct rR’, lorsque l’on y d m -  
t h e  au licu des coordonndcs dce corps, luur8 valcurs relativcs 
au mouvcinent elliptique : nous pouvons les ddsigiier par ces cler- 
riikres quqntites Wsujdticu k cette condition. L’dquation (8) dcvient 
ainsi , 

as 
d V  

Le plan fixe des dc et des y Btaiit supposd cclui dc l’olbite dc rn.) 
h line &pope  donnde, II sera de l’ordre des forces perturbatricee ; 
et puisque Yon ndglige le quarrc! de CCY forces, on pourra negligeit 

la quantith z, (x). Dc plus, le rayon r nc cliEbrc de SA projec- 
d R  

tion, que $6 quantitds dc I’ordre 2’. L’anglc quc ce rayon fait 
avec l’axc des x , ne c~if~bre de sa projection, que do quahtitds du 
mdmo orciro; cet angh pent. donc &re suppod bgal b Y ,  et 1‘01~ 

prbs c h i  m&ne ordre , 
X = ~ . C O S . V  i y=r.s in.v  j 

a aux quantit6s 

d’uh Yon tirr; 

et. par conskquent r . R =  re (g). I1 est facile de s’assurer par la 

JifIXrentiation, quesi 1’011 iidgligc le quarr6 dc la force perturbatrice, 
M~CAN. c h .  Toma I .  Kk 
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3’8yuation diffdren tiellc pr8chlente donnera , en vertw des deux 

M & C A N I Q U E C fi L E S T E, 

premi4rea des 6quations (P) 

r .  d’r= 

Dane IC second membre de cette equation, les coordonndes peu- 
xdy-y& 

vent se rapporter au mouvement elliytiyuc , ce qui donne d t  
constant et 6gal par le no. 19, V!A.a(i-ea), ae  4tcmt l’excen- 
tricit6 de l’orbite de n. Si l’on substitue dans l’expression de rbr, 
au lieu de x et dey , leurs valeurs P.COB. Y ,  et r.sin. Y ,  et au lieu 

, la quantitd v/Eca. (1 -es) j enfin, si l’on observe que 
deXdYZYdX 
par le no. 2 0 ,  p = n2a3 j on aura 

a.cos.v . fndt,r ,sin.v.  { s.fJA+r.(:)} 

--a. sin. Y .  fa&. r .  cos. V .  { tl .fd R + r r  rL)} 1 i(x> 

d r - 
p . v i - e a  

Sr = I 
l’dquation (T) donne en I’intdgrant , et en dgligeant le quarrd 
des forme periurbutricee 

Cette expression donnern facilement les perturbations du rnouve- 
mcnt de m en longitude, lorsque celles du  rayon vecteur seront 
ddtermindes. 

I1 nous reste h ddterminer ICs perturbations du rnouvement en 
latituclc. Pour cela , nous reprendrons la troisibme des 4quations (P): 
en l’int6grant cornrnc nous avons intdgrd l’dquation (a), et faisant 
z = r $ 8 ,  nous aurony 

a. cos. Y .Inch r .  sin. Y - -a. sin.v. fndt. r .  c o w .  
- , (2) 

p . v i - e a  



J?R,F,MTERE P A R T T E ,  L I V R E  IT. 2 5 )  

65 est la latitude de m au-dessus du plan de son orbito primitive : 
si l’on veut rapportcr le mouvement de n , sur un plan peu incIin6 
B cette orbite ; en nommant t~ sa latitude, lorsqu’il est supposd ne 
point quitter le plan de cette orbite, s+6$ sera A trhs-peu pres la 
latitude de rn, au-dessus du plan proposti 

47. Lcs formules (X),  ( Y )  et (Z) ,ont  l’avantage de prd- 
ecnter sous uuc forme h i e ,  leu pcrturbations j ce qui est t rbu t i l o  
duns la thdorio des comhtos , dans laquello ces perturbations ne 
peuvent &re d6termin6ee que par des quadratures. Mais le peu 
d’excentricitt: et d’inclinaiuon respective des orbites dcs planbtes , 
permet de ddve1oppc.q lcurs perturbations, cn shies convcrgentes 
de sinus ct de cosinus d’anglcs croissans proportioiincllcrnciit au 
temps , et d’en former des tables qui peuvent servir pour un temps 
inddGni, Alors , au lieu des expressions prCc6dentes dq $1, et de 88, 
il est plus commode de fairc usage dcs Bquations diff6rentielles qui 
ddterniincnt ces variables. En ordonnant ces Bquations par rapport 
aux puissances et auk produits ctcs cxceutricitcis et des inclinui- 
~ o n s  des orbites , on peut toujours reduire la ddtermination des 
vnleurs de br et de $ 8 ,  A l’int6gration d’dquations de la forme 

dzr o= -- + n’y + Q; 
d t* 

6quaiions dont nous ~VUIZY do11116 ICS intCgralcs dans IC no. 42, 
Mais  on p u t  donner immddiatemmt mtte forme tr&s-simple, au:~  
bquatioau diE6renticlles prtic6&ntes, par la mdthode suivantc. 

Repenon8 l’dquation (-R) du no. pr&%deiit, en y faisant pour 
sbrbger 

Pans IC cas du mouvement elliptiquc , oh Q = o ,  t’ est par IC 
;no. 32, fonction de e.cos.(nt+s-->,  ae &ant l’excentricitr! dc 
J’orbitt!, ct nt+e--.+ &ant l’uiioinalie moycnne de la plan& nc. 
Soit E .  COS. (n t+ e- v )  5 u ; et supposons re= P ( 1 6 )  j on aura 
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Dam le cas du mouvement troubl6, nous pouvons supposer en-. 
core, r* = 9 (u) ; mais zc ne sera plus bgd k e. COY. (n  t+  t -m)  ; il 
sera donne par 1'8quation diifckentielle prdcddente augment& d'un 
terme dependant des force9 yerturbatrices. Poor dbterminer ce 
ternie , nous obeerveronv que si l'on fait u = .C Cr') , on aura 

ddu b . P  4 P d P  - +R'.U= -.+'(r')+- '+" (r')+n'.4, ( r ' ) ,  
dta d t a  dtl  

-+'(r') &ant la diffdrentielle de 4 (r') divide par a?. r' et +"(r'J 
&ant la diffhrentielle de .C'(rl) divide par d.  r'. L'dquation (8') 

d* . rl 
dorinc - 6gal B unc fanetion de r ,  plixs h une fonction d6pew 

d t a  
dante de la force perturbatrice. Si l'on multiplic celle Bquation, pax 

2rdr,  et qu'ensuits on l'intkgre j on aura -y dgal B m e  fonction 

de T ,  plus k une fonction clCpendante de la force perturbatrice. En 
substituant cerr valeurs de - et de - dans 1'express;on pr8- 

ctrdente de --+n9u; la fonction de r ,  inddpendante de 18 lorcg 

perturbatrice , JisparoPtra d'elle-m&me , puisqu'elle est identique- 
ment nulle, lorsqiie cette force est nullc j on aura dopc la valeur 

d d u  & . rl do - + n'u , en substituant Sans son expression, au lieu de - 
d ti dtd 

PdP 
d t  

di.P rdrP 
d t" dta ' 

d s t h  

dP 

r w  
d ti 

et de - , les parties de leurs exprcssions , qui &pendent de la 

force perturbatrice. Or, en n'ayant dgard qu'k ces parties, 1'6quu- 
tion (R') et son intbgrale , donnent 

partan t 
d tl II 
-+nbu=-2 Q.-$'(r')- 8.4"(ra). f Q.r$r. d t a  

Mainteaant, de l'trqutltion u =4(ra), on lire du = 2rdr. 4'(r9); 
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celle-ci re* 9 (u) , donne 2 r d r .= du.  ~ ' ( u )  , et par corlsdquent , 

Rn diffkrentiant ceitc dernibrc &quation, et substituant ~ ' ( z r )  W L  
ardr 
d U  

lieu de -, on aura 

, d.P (u) 
cp"(u) &ant Bgal ii - a'(u) , c10 mame que Q'cu) est &gal a T1 ~ e l a  

d u  

posd j si l'on fait 
u = e.cos. , /nt+e--)+$tu, 

l'dquation diffdrentiellc en u deviendra 

et si l'on neglige le q u a d  de In. force perturbatrice, ZL pourrn &e, 
suppos6 &gal ir e. cos. (n t + 8 -la) , dilns Jcs teriries d6pendans 
de (c. 

La vdeur de - trouvh dans le no. 2a ,  donne, en portaiit I n  p&- f 

a 
cision jusqu'itux qnantitds de l'orctre 

d'ou l'on tire 
rs = a'. { 1 + at? - 2 u. ( I -  e') --d- u']  r= e (IL). 

Si ~'WI substilue cette vdcur de 8 ( u ) ,  dans l'ciqulstion diEdren- 
tielle en d'u et que l'on restitua au li6u de Q ,  SR valeur 

d R  Q . J ~ I R + ~ . ( ~ ) ,  ct e. cos. (nt+a - w ) ,  au lieu30 u j on aura atur 

quantitds pres de l'ordre e', 

inolusivement , 
' r~q.{i+ff-U.~~-re~>--.UPI~U?); 

- -. ndt [ sin. (nt f I -m$. [ 1 + e. cos.(nt + e -m)]*  ( .r*jdR+r.(  d R  .,:) I ,j. 
0 '  . a' 
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Lorsque l'on aura ddtermin6 6u , au moyen de cette Gquation diffd- 
rentielle j on aura d't, en diffbrentiant l'expre4sion de r , par r a p  
port a la caractbristiyue 6, ce qui doiine 

br=-aSu. { i+ .~es+ne.cos . (n t~c- -a)+~e' .cos . ( r?nt+26--2~)) ,  

Cette valeur de d'r donnera la. valeur de d ' ~ ,  nu nioycn de la for- 
mule (Y) du no. prkcdclent. 

I1 nous reste t i  ddtermiiier 28 ; or si Yon compare les for- 
mules (X) et (2) du no. prdcbdent , on voit que 6 r  sc change 

en bs, en changeant dans son cxpression, 2 .filR+ r .  ("bJ) -- en (;:); 
#oil il suit que pour avoir $ 8 ,  il suffit de fitirc ce changemcnt, 
dans 1'4quation diff6rentielle en b u ,  et de substituer ensuite In 
valeur de d'u , donnde par cette Bquation , et que nous ddsigneronv 
par Jut, clans l'expresuion de br. On aura ainsi , 

M E  C A N I  Q U E C E L E S T E, 

. { 1 +fe"-e.cos.(nt+t--~a)--fe'.cos.(znttoc-~~)}. - (2) 1 
I- 

a' 
ae d R  
an 

- -.jizdL. { sin.(nttr--a). { i +e. cos. (nt+r--.m) 1 . (x) );(Z') 
Ips= - a W .  { i - t j ~ + z t r . ~ ~ ~ . ( n t +  e-~a)+~e'.~.~nat+ac-aa,), 

Le systerne des dquafions (XI) , (Y ) , (Z ' )  donnera d'une ma- 
nibre fort simplc , le mouvement troubh! de m, en n'ayant dgard 
qu'cilapremibre puissancede 1aforceperturbatrice.La coiisicldmtion 
des termes dus cette puissance, 6 tan t L trbs- peu pres, suffisan te 
dans la ttiCorie des planhtes; nous allons en tirer des formulca 
commodes pour ddtermirier le mouvcmeiit de ces corps, 

48. I1 est nhcessaire pour cela , de developper la fonctioii A 
cn sdrie. Si l'on n'a Cgard qu'lr l'action de rn sur nc', on a par lo 
no. 46, 

Cette fonction est cntibrement iiiddpcndante de la position clu plan 
des x et des y j car IC radical ~ ~ ~ ' - ~ x ) s + ~ ~ t ~ ~ ) D + ~ ~ ' ~ . z ) s ,  

.c. 
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simple, non-seulement la sbrie prkcddente , mais encore IC pro- 
duit de cette etSrie, par le sinus ou le cosinuq d'nn angle quel- 
conque f t + v ;  car il est facile de voir que ce produit est @gal a 

Cette pmpri6tC nous fournira des expressions trlis-commoclcs deri 
perturbations clu mouvement des planktes. Soit papeillement 

3 
(a' - 2 a a'. cos. (n't - n t -I- I?- I) -+- a" )-" 
= f .  E. Hi). cos. i (n't - nt+ *'-- I) j 

&ant &gal 8 B('). Cela pose, on aura par les thCor6mcs d{r 
no. 2 L , 

m' 
,I(= -.L.'A(i).cos. f(n't --nt+t'-tJ 

2 

m' dAC') + -. u,? z. a,  (-;i;;>.cos. i (rit- n t + of- 
a 

m' - -. (v,'- v,) . J .  i A(i). sin. i(n't- n t + e'- t) 
a 
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Si l’on substitue dans cctte expression de R, au lieu de ut ,  u,’ 
v, , v,‘ , x: et z‘, leurs valeurs relatives au mouvement elliptique ? 

valeurs qui sont fonctions de sinus 0t de cosinus des angles n t +  g , 
n‘tft’, et  de lcurs multiplcs; R sera exprimci: par une suite infiiiic 
de cosinus de la forme m‘&. cos. (i’n‘t- int + A), i et i‘ .&ant 
des nombres entiers. 

I1 est visible que l’action des corps m”, m”’, &c. sur rn , prohirn 
dans R, des termes analogucs ir ceux qui rtisultent de l’action 
de m’, et que ]’on obtiendra , en changeant dam l’expression pr6- 
ddente de R tout ce qui est relatif A. m‘, dans les m$rneB quanti* 
tds relatives A mN, m”’, &c. 

Considdrons un terme quelconqiie, m‘k. cos. (i’n’t - i n t+  A) 
de l’expreasion de R. Si les orbites Btoient circulaircs , et dans un 
m&me plan, on auroit i‘ = i ; dono i’ ne put  eurpasser i , ou en 
&re surpass6 , qu’au moyen des sinus ou des cosinus des cxprcs- 
sions de u, , Q, , z , u,’, Y,‘, z‘, qui en se combinant avec les sinus et 
les cosinus de l’angle n’t- nt+#‘- t , et de ses multiples, produi- 
sent des sinus et des cosinus d‘angles d m  lesqucls i’ cut diffdrent 
de i. 
Si l’on regardc Ids excentricit6s et les incliaaieone de8 orbites 

comme des quantitds trb-petitea du premier ordre j il rtSsulte des 
formules du no. 92, que Jans lea exprcpsions de zc, , Y ,  z ou 1’s 9 

8 dtant la tangente de la latitude de n, le coefficient du sinus ou du 
cosirius d’un angle tel que f. (nf+ a), est exprim8 par une sdrie 
dont le premier terme est de l’ordrcf; le second terme , de l’ordre 

f + z  j le troisibnie terme , de l’ordre f+4; et ainsi de suite. 11 
en est de meme du cocfficicnt du sinus ou du cosinus de Panglo 
f ’. (n’tf 6 ’1 ,  dans lee expreesiqpe de u,’, Y,’, 2‘. I1 suit cie-lh que i et z‘ 

. &ant suppos6s positifs, et i’ plus grand quo i ;  le coefficient k, dana 
le terme m’k. cos. ( i ’n ‘ t - in t+R) ,  est dc l’ordre i ’ - i ,  et que 
dans la scirie qui l’exprime , le premier terne est de l’ordre i‘- i , 
IC second terme est de l’ordre i - i + s  et ainsi de ouite j en sorto 
que cette sdrie est fort convergente, Si i dtoit plus grand quo itt 
les termes de la sdrie seroient successivement des ordres i-2, 
i - i r + 2 ,  &c. 

Nommons ar la longitude da p6rilrt5lie de l’orbite clc M , et 8 
Worn, c f i ~  Tome I. L1 
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celle de son nceud j nommons pareillernent w' la longitude du pdri- 
h6lie de l'orbite de m', et 0' celle de son nmid ; ces longitudea dtant 
comptdes sur un plan trhs-pau incline k celui des orbitee. I1 rdsulte 
des formules du no. 2 2 ,  que dans les expressions de u, , u, et z ,  
I'angle nt+ e est toujours accompagne de -a , ou de - 0 ; et que 
clans les expressions de u,', v,' et z', l'angle n'tfr' est toujours 
accompagnd de -d, ou de -0'; d'oU il suit que le terme 
m'k.cos.(i'n't-int+A) cst de cette forme, 

m'k. cos.(i'n't - in t + 2s'- i s - g m- g'd- g"9 --g'"9'), 
A, g', g", g"' &ant des noinbres entiers positifs ou negatifs et telv 
que I'on a 

Cela rksulte eiicore de ce que la valaur de R et ee13 diffdrens termed 
sont inddpendans de la position de la droit6 d'ou l'on compte les 
longitudes. De plus, dans les formules du no. aa , le coefficient 
du sinus et du cosinus de l'angle a, a toujours pour factewr, l'ex- 
centricit6 e de l'orbite de m; le coefficient du sinus et du cosinus de 
l'ungle a a, a pour facteur, le quarr6 e', de cette excentricitd, et 
ainsi de suite, Pareillement , le coefficient du sinus et du cosinus 
de l'angle 0 ,  a pour facteur tang. +P , (P &ant l'inclinaison de l'otbite 
de m sur le plan fixe, Le coeffi&w& &a &nm et Ba iminue de 
l'angle a e ,  a pour facteur tang.'fq, et ainsi Clu reste j d'oU il rbsulte' 
que le coefficient b apour faCteUr, e*. e'*'. tang.sN(t~).tang.s''' (+Q'); 

les nombres g, g', g", g"' &ant pris positivement danv les exposanrr 
de ce facteur. Si tous ces nombres sont positifs en eux-memes , ce 
factcur sera de l'ordre if- i , en vertu de 1'6quation 

mais si l'un d'eux tel que g, est negatif et &gal k -g,  ce facteur 
sera de l'ordre i'-i+ iag. En ne conservant dono, parmi les termes 
de R , que ceux qui d6penduns de l'angle i'n't - in t ,  sont de 
l'ordre i f - i ,  et en rejetant lous ceux qui ddpendane du mQmo 
tingle, sont des ordres 2-iic s , i ' - i+4,  &c. j l'expression de R 
sera cornposbe de terrqev de la forme 

H. 88. e'g'. tang.g"(:cp). tang.a"'(fQ'). COS. (i'n't - in t 

I '  

0 = i'-i--g-d-g"-fl. 

0 = if- i - g +-gLg'/' j * 

+ i'6'- i I -g. -g'. d-g". 9 - 8"'. e'), 
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W &ant un coefficient independant des excentricitks et des incli- 
naisons des orbitcv et le8 nombres g, g‘, g“, g”‘ dtant tous posilifs , 
et tels que leur somme soit 6gaIe k i‘- i. 

Si 1’011 substitue dans R , a. ( I  + u,) , au lieu de r ,  on aura 

+$) = dR 

(?+(%)’ 

C) C) 

Si dans cctte mQme fonciioii , on subvtitue , an lieu (le PI,, v, et B , 
lcurs valetirs donndcs par les formules du no. m , on aura 

poarm que l’on rruppose e - r l ~  et r--8 constans, ilaas la diKc- 
rentielle de A prisc par rapport lt t ; car alors u, , v, et z soiit 
constans clans cctte diffdrentielle , et comme on a v = n t+a+u,, 

il est clair que l’dquatioaprdcddente a lieu. On pourra donc obtenir 

facdernent leg valeurs de r. - et dc - , qui entrcnt dam lea 

hquations diffbrentielles des ne’. prdcddens , Iorsque l’on aura 13 

valeur de R d4veloppbe cn s6rie de cosinus d’angles croisrsans prod 
portionnellcrnent au temps t. La diffhntielle d 3  sera pareillement 
trb-facile B ddterrrlifier , efi observant de ne hire varier d a m  .R , 

* que l’angle n t ,  et de supposer l’anglc n’t conatant j puisque dR 
est la difference de R, prise en euppoRant constantes, les coore 
donnbes de m‘, qui sont fonctioris de n’t. 

49. La diEculte du dbveloppement de R en sdrie se rCduit ig 
form& lee quantitds At’), B@), et leurs difi3rences privcs , soit relu- 
tivement a a, soit relativcment k a’. Pour -la, coneidhrons gtnC- 
rdement la fonction (as- a a a’. cog. e + et dhvcloppona-la 

sdvant les cosinus de l’ungle B et do s a  multiples, Si l’on fait ;;;=a9 

cue deviendra cV’. { 1 - 1 a . cos. 6 + a’} -*. Soit 

4 

- I &. cos, 8 + , ~ p  = i. b,w+ bp.  COB. a + bpi. cos. a e 
+. b y ) ,  cos. 3 e + &c. 

L1 J 



-L 

268 M B C A N I Q U E  C ~ L E S T E ,  
B,('), b,('), b,('), &c., &ant des fonctions de cc et de s. Si l'on prend ICS 
diffkrences logarithmiques des deux meinbres .de cette equation 
par rapport k la variable 0 ,  on aura 

En multipliant en croix , et comparant les cosinus semblables on 
trouve ghkralement 

on aura ainsi , 6Efa), ZI~(~), &c., lorsque 1'011 conndtra b:") et 6,('). 

(1- 2 a. cos. B + CL*]-', on aura 
Si l'on change s en s+ I , dam l'expression pr6cddente de 

331 multipliant les deux mernbres dc cette kquatiolr, par 
~- -= .ws . t )+a~,et  ensubatituant,auhu de (l--2a.cos,e+a*y-S, 
~a valeur on sdrie j on aura . 

d'ou ]'on tire, en comparant les cosinas semblables, 

(4 (i-1) (i+4 
b, =(1+aP).6+,-a.€I+, e 

I& formule (0) dame 

b.1 ( d l )  
i+i i. (1 + u').t ,+,- (i + s). ub,+, 

j 
?+I= ( i  - s), a 
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I'expression prkchdente de hE(i), deviendra ainsi , 

En changeant i en i + 1, dans cette Cquatioii o,n aura 

m i h  on a 
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011 aura donc 

d'oix l'on tire gdndralement , 

(4 J 

En substituant au lied de b+, sa valeur donntSe par la formulc(6); 
on aura 

Si l'on diffdrentie celte Bquation , on aura 

d u.1 

Q . ( i - - c + i )  db,(#l) ~ . ( ; - s + I ) . c L  - .-- - - b,(*'). 
1 -as da (1 - d ) O  

En diffkrentiant encore, on aura 

3. ZI,(~) i+( i+2s) .  "') dd6,C1) t"";").(i +us) i ] & c l )  
d u3 ~ . ( I - u ' )  dd' (1- US)*  an ds 

--5= { .-+!2. .- 
'1 ( ~ - k " ) ~  a I -am d .* 

a . ( i - ~ + l )  dd.b$'-t"l 
*--- 4.  (i + s). &.(a + a") 

On voit ainsi que pour dkterminer lee valeurs de b$') et de so8 dif- 
fbrences successives , il suffit de connoitre cella de b , ( ~ )  et de b;'). 
On dkterminera ces deux quantitbs , de la manibre suivante. 

Si l'on nomme c,  le nombre dont le logarithme hyperboliqua 
est l'uniti: j on pourra mettre l'expression de A-~ ,  sous cette forme 
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En ddveloppant le second membre de cette &quation, par rapport 
b ,T-l 4 + 1  

a m  puissances de c , et de c ; il est visible que Ice 
iee<-l - i 0 .<-I 

deux exponentielles c , et c auront le mCme coef- 
ficient que nous dhsignerona par k. La somnie des deux termes 

id .+I -io .K-l 
k. C , et k.c  est o k. cos. i 8 i cc sera la valeur de 
bpi. COB. i 8 j on aura dono bE(i) = D k. Mtiinteniuit l’exprcusion de A-* 

est dgdo au produit des deux series 

en multipliant donc ces deux dries l’une par l’autrc , on uura dans 
le cas de i = o ,  

et dam le cas de i= 1 ,  

partant 

\ 
1’ a u4 + &c. 

a.(s+ 1) . s. (s+1) s .  (s+r).(sfn) - b { l ) = Q & . { s + s . -  I .a a’+--. 1 .a 
1 . a . 3  

Pour que ccs series soient convergentes , il fuut que a soit moindre 
que l’unit6; c’est ce que l’on peut toujours faire, en prentlnt pour a, 
le rapport de la illus petite des distances u et a’, i\ IH plus grande ; 

4 
ainvi ayant supposd a = - nous supposerons a plus petit que 0‘. 

a’ ’ 
Dam la thkorie du niouvemcnt des corps rn, n‘, m”, &c. ,  on 

n bcsoin de cormoftre les valcure de b?) et de & ( I ) ,  lorsqiie s=r 

et a=:. l)ms ccs deux cas, ccs vdcurs sont pcu convcrgcntcs, 
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si d n'est pas une petite fraction. Ces series convergent avec plus 
de rapidit4 , lorsque s =-t, et Z'on a - 

Dans la th6orie des planktes et des satellites, il sufEra de prendre 
In sornme des, onzc ou douze premiers termes , en ndgligennt les 
termes suivans , ou pluo exacfcment , en les sommant comme unc 
progression gdorn8triquc dont In  raivon est I- u'. Loruque l'on 

aura ainsi determine 6 , ct b , , on aura 6 I en faisant i 0 ,  

et s =-L a f  clans la formule ( b )  , et l'on trouvera 

6) ( I )  io )  

-- --  - 
a a 

Si dans la formule ( G), on suppose i = i , et 8 = - +, on aura 

( Q )  (1) 

Au moyen de ces valeuxa de I ,  - et de b - , on aura par ICs for- 
t i) 

mules pr&chdentes, Ies vaIeurs de B ,  - , et de ses diffbrences par- 

tielles , que1 que soit 10 nombre i ; et I'on cn conclura lee valeurn 

de b , ,  - et de ses differences, Los valeurs de 6 ,  et de b, - peuvent 

&re (28terminries fort airnplement , par les formulcs suivantes : 

\ 

0 a 

a 

(4 (4 (1) 

a a a 

Maintenant, pour avoir les quantitks A("), A(1), &e. et leura 
diffbrences j on observera que par le no. prdc6dent, la s6rie 

&fp)+A( ' ) .cos.  fl+A(".cos. $ 8 3 .  &c*, 
rbulte 
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rdsultc du d6veloppement de la fonction 

ncos .  d 1 -- (a' - II aa'. cos. d +  a" )- ;-, 
ala 

dam uno suite de cosinus de l'anglc 8 et dc sea multiples : cn fai- 

sant ;;; = a  cette m4me fonction se r6duit k 
d 

ce qui donne gQn6ralernent 

lorsquc i est zdro, ou plus grand que I ,  abstraction fuite du signe. 
Dane le cm de i= 1, on a 

1 d by' (F) =: - 4(. . 
et dans IC cas de i= 1 , on a 

Enfin , on IL, dans le cas mbme de i= 1 , 
( '1 

d'b, ($f+-7.*; 1 

$ . l ,  
1 (Z) = - -.-+ i 

& C. 

X ~ ~ C A N .  CBL. Toins I. M m 
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Pour.avoir les diffhrences de Ai) relatives A a', on observern 
que Ai) &ant une fonction hornoghe en a et a', de la dimen- 
sion -1, on a par la nature de ce 

d'oh l'on tire, 

genre 'de fonctions , ' 

- ; - 

&c. 

On aura B(') et ses diffcrcnces , en observant quc par le no. prdc6- 
tlcnt , la sdrio 

;.BW+B('). cos. e +BW COS. 2 e + &c. , 
J 

cy t le Jdvcloppcmen t de la fonction a'-3. (1 - P a. cos. 5 + e.)- z ,  
suivilnt les covinus de l'angle 5 et de ses multiples ; or ccttc fonc- 
tion ainsi ddveloppde, est Bgale h 

on a donc gdndralcment j 

d'oh l'on tire 
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Dc plus, 28') dtant uiic foiiction boinogi.nc clc a ct de a', dc Ir 
dinleiision - 3 ,  011 a .  

d'oh il est €acilc dc coiiclurc les clifftrences partielles de B ( ' )  
prises rclativemcnt ir u', nu moyen de yes tlilI'6rcnces particllca 
en a. 

Dans In thtSorie des perturlmtions de m', par l'action dc nr , IC's 
valcurs de A') et  de Hi), sont Icu nihies quc ci-<lcssus , A l'ex- 

ception de A('), qui ~ U ~ I S  cctte t2ii.oric dcviciil - - - . G, . Riiisi, 

le cnlcul des valeurs (IC A'), Bi), et dc lours difI'drenccs, scrt 
it-la-fois pour les 1hdoricu des dcux corps m et m'. 

$0. Aprh  cvttc digression sur IC d~vc~loppcnicnt dc R cn sdric, 
reprenons lcs dquutions difT61~cnticllcs (X') , ( Y )  et (2') cles 
11"'. 46 ct 4 7 ,  et cI6tcrniinoiis ii leur riioyeii, lcs valcurs dc br ,  b u ,  
et $8 en portant In prbcision jusqu'aux quantittis dc: l'ordre des 
cxceii I,ricif&i ct cks inclinaisons des orlitee. 

Si dans les orlxs clliptiqncs , on suppose 

r =a.( i+ri ,> ; rf = a'. (1 -I- 14,') i 

v = n t + t + v ,  ; v ' = i i t + ~ ' + v I f ;  

a' 1 (1) 

d a' 1 

on aura par IC 11'. 22, 

u, = - e .  cos. (n I + e - an) ; 
vl = a e .  (yin.nt+c - m] j 

if,' = -e'. cos. ( d t +  t '-wf) ; 

u,'= td c'.sin.(n't+e'--') ; 

n t + e ,  n't+ I', &an1 1es longitudes moycnncs de in et de nz'; a et a' 
dant Ics denii-graiiclu uxcs clc lcurs orbitcs; B et e' Bttlnt lcs rap- 
porta des cxcentricitt5s aux demi-grands axes ; enfin, 1p et 'D' 6lnnt 
leu longitudcu de lcursp6riZii.lics. Toutes ceslongitudes peuvcnl h e  
rapportdcs indifl'6rcmincnt nux pluiis mt'mes des orbitcs, ou it un 
pian qui leur est for1 pcu iiicliii6; pnisqne l'oii neglige Ics quanti- 
tds de l'ordre dcs quarr'cs et cics produits des excentricit6s ct des 
incliiiaisonu. En substittiant lrs valeurs prddden tcs , dnns l'cxyres- 
sion de I.1 clu no. 4 8 ,  on aura 

n1w A 
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le signe I: des intdgrales finies , s'6tendant ii toutes Ics 'valeurs 
entibrcs positives et ndgatives de i, en y comprenant la valeur Z=O. 

Ile-lii on tire, 

m' a n  ~rn'.g-+--.u. n I.+- e'- 0) 

-- D . {a*. (r)+ 3 a. (%)I . e .  cos. (n t-t- t - a) 
. [a a'. (=)+ zI u.(z) + 2 a'. r;) + 4 A('))  . e'. cos. (n  i! + t-m'j 

2 

m' d d A(*) 

m' ddA( ' )  dA(1) 
a f 

*- - 

le signe intdgral I: s'dtendant, comme clans cc qui suit, k toutcs lcs 
valeurs entikrcs , positives ou ndgAtives de i, la seule vulciir i= o, 
Ctant except&, parce quc nous avons fait sortir boru dc cc signc, 
les termes dans Icsquelu i=o:  m'g est unc constante ajoutde A 
I'intdgrale Jd X. En faisant donc 



277 P R E B I I E R E  P A R T I E ,  L I V R E  IT. 

(i- i ) . n  
i. ( n  -d) --n tE a 3- 

en prenaiil cnvuite p o w  unit&, In soinme des masses m + m ,  ct 

observant que par IC no. ao, -= n'; 1'Cquation (X") dcvieiiclrrr ill -t. m 

aJ 

1 L- Iz". a 2 .  {az. (+--.a n-n A(') . C'OS. i jn'l--n t+  ,'- I) 
a /I( 3, 11 

-b n'in'. C'. c.  COS. (n t f  u - m) +n'rn'.D. e'. COB. (n t -t e -0 ' )  

+ n'nc'. I:. C('). e. cos. { i (n't - n t -I- e'- e) -I- n 1 - I -  t - 7 1 
-t. n'nt/. 2. Zm. e / .  coy. { i. (n't - n t .+ e'- a) + 7z t+ B w'-f j 

ct cn in t6gran t , 
. an. &U = o m'ag-t - m' 

2 
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Jl  etJ' dtant tlcux arbitraires. L'cxprcsuion clc 6r en Ju, trouvdo 
dans le I>. 47, rIonnera 
J'r n A(") -- --a m'.ag- - mt. a'. (3F) 
a 2 

-m'. f e. cos. ( n  t f 6 --) - rn' .ye'. cos. ( n  t - t  6- m') 

-t- 5.  mi C. nl.  e. sin. (n t - f -  8-78) +;. m'D. nt. e'. sin. (nt  + '-me) 

fe t f '  &ant des arbitmires ddpendantcv deJ et c ~ c J ' .  
Cette vclleur de d'r, substitude dans la formulc ( Y )  du no. 46, 

donnera bv ,  ou lcs perturbations du  mouvernent dc la planhtc 
en longitude j mais on doit observer qim n t exprimant le nioycn 
mouvernent de m , le terme proportionnel au temps t , cloil clispn- 
r o b e  de l'cxprewion dc d'u, Cclte condition dttermine la cons- 

* 

iante g , et l'on trouve 

Nous aurions pu nous dispenser d'introduire dans la valeur de Jr, 
Jes arbitraires f et f ', puisqu'ellcs peuvcnl 6 tre ccnsdcs cornpriscs 
dans les 6Mmens e ,  et .m du mouvernent elliptiqiie j mais alors, 
I'expresuion de 6 v , auroit renferm6 dcs termes dkpenilans de l'uno- 
malic moyennc, et qui n'auroient point 6tk conipris duns ccux quo 
doline le mouvernent elliptique : or il est plus comniodc tlc fiiire 
cliuparoitre ces termes, de l'expression de la longitud~, pour Ics 
iiitrodrxirc dam l'expremion tlu rayon vectcur ; nous dkterminc- 
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- m'. f e .  cos. ( n  t + t -a) - rn'.f'e'. cos. (n t + 8 -,m') 

+ t m' C. n t e e sin. ( n  t -+ a -.I w )  + t hi'* D it t . e'. sin. (nl + I-*') 



280 M C A N I Q U E C 3? L E S T E, 

+ rn' C. n t .  e .  cos.(n t + e - = j + m'D. n t. e'. cos. (n  t -+ 8 - w') 

le s i p e  integral s'dtendant dans ces expressions, A toutes leu 
valeurs entibres positives et rdgatives de i , la seule valeur t = o 
Ctant exceptCe. 

On doit observer ici , que dans le cas mCme oh la sdric repr6scn- 
tee par I;. &). cos. i (n't - n t + t'- t )  est peu convergente , ccs 

expressions de - et de bu, le deviennent par les diviseurs qu'elles 
acquihrent. Cette remarquc est d'autant plus importante, que sans 
elle , il efit 6th impossible d'exprimer analyliqueruent , les pertur- 
hations reciproques des planbtcs , dont leu rapports des distances a11 

voleil , diffhrent pcu de 1'unitC 
Ces expressioiis peuvcnt Btrc miscs SOUS la forme suivaute qui 

pous sera utile dam la suite; soit 

d'r 
a 

h=e,sin.* j h'- - c ' . oin. ' rp ' ; 
I =e,cos,W ; I' =e'.coe,a'j 

on aura 0 

-. cos. i(n't- n t+ 4-0 
2n 

Jr  m' +-. z:. n-n -- ---.a". - 
u 6  

m r  ) a s . ( z )  -j- - , a .  - 
ip . (15.-  n')'- n n  
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. m'* (he C+ h'. D )  . nt. sin. ( a t  + t) + nt'. { 1. C+ 1'. D ] .nt.cos.(nt 4- 1 )  

9 I- 
(1 .  F')+ f ' .  GC*)) 
n - i . ( n  - i i )  

.sin. { i .  (n't-nt+t'-t)+nt+e} 

{ h ~ ( ~ ) + h ' ~ c ~ ) )  - --. cos. { i. (n't -nt t e'-t) -I- nt+ e } 
n - i . (n - i s ' )  

+ n. m'. I:. 

en rdunissant ccs expressions de d'r et de d'u, aux valeurs de r 
et de v ,  relutivcu au xnouvernent elliptiquc, on aura les valciirs 
entibres du rayon vecteur de rn, et de son riiouvcnicnt cn 1011- 

gitude. 

5 1. Considdrons prdsentcment , le mouvcmcnt do m, en lati- 
tude. Pour cela , rcprenons la forhiule (2') du no. 47. Si I'on 
ntgligc le produit des inclinaivons par les excentricit& des orbites, 
elle devient 

l'expression de R (111 no. 48 , doiinc , cn preiiant pour plan fixe , 
celui de l'orbite primitive do rn, 

la valeur de i s'dtendant it tous les nombres entiers positifs ct 
ndgatifu, en y comprenant mbme i= 0. Soit 2, la tangerite dc l'iii- 
clinaison de I'orbite de n', sur l'orbite priniitivc de rn , et rx la 
longitude du nceud ascendant de la pernibre de ces orbites , sur la 
secondc ; 011 aura ir trbs-pcu prbs, 

z' = a'.~.~iii.(n't+e'--) j 

bblCAN. CAL. Tonic 1, N t i  
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ce qui donne 

m' -- .a'. Z. Bci-'). y*  sin. { i (n't - n t+  5'- E)+ n t+ a-n} , 
la valeur (le i s'L.tendaiit ici, comme clans ce qui va suivre , it tous 
les nombres entiers positifi et nbgatifs , la seule valeur i=o Ctuiit 
except&. L'kquation difl2rentiellc en J z i  , deuiendra donc , en 

2 

multipliant la valeur de r$) , par n"a3 qui est egal it l'wnit6, 

dd.6U' a 
d t=  a 

0 = -- + 'n" SLC' - m'. np. 7. y . sin. (nit+ S I -  n) 

m' . nl 
+--.a a'. B(') .  >sin. (nt+ g- n) 

a 

, m'. n' +--. a a'. Z. B(iy'I. >. sin. ( i(n't-n t + o'-t)+ n t-t- t - IT} ; 
a 

d'ou l'on tire en intdgrant , et cn observant que par le no. 47 
6s - -a . Jd ,  

m' . n' . a*a' B('- 1 )  

+-  Y 
.Z. ns- { n - i i n - n ) }  ~-;--.;.>..in.(i.(n't--nt+t'--e)-i-nt$c-n}. 

Pour avoir la latitude de m , au-dessuu d'un plan fixe pcu incline 
ii celui de son orbite prikitive ; en nomrnant P Yinclinaison do 
cette orbite sur le plan fixe , et 0 la longitude de son nceud ascen- 
dant sur le m&mc plan; il suffira d'ajouter h d's, la quantitb 
tang.o.sin. ( Y - e ) ,  ou tang.p.sin.(nt+t-0), enndgligeant l'ex- 
centricit6 de l'orbite. Nommonu cp' et e', ce que dcvicrinent q et 6 
relativernent A m'. Si m h i t  en moiivcment sur I'orbitc primitive 
clc rn', la tangentc dc sa latitude scroit tang. P'.ein. (n  t+e- 0') ; 
ellc scroit, tang. 9.  sin. (n  t+ G - e ) ,  si m continuoit de sc mou- 
voir sur son orbile primitive. La diffbrence de ces deux tangcntes 
est ii trks-pcu pres la tangcnte de la latitude de rn , au-dessus du 
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plan de son orbite primitive, en le supposant rnti sur le plat1 de 
I'orbite primitive rle m'; on a donc 
iangp'. sin.(nt+ e-6')--tar~g.P. sin.(nt+ e--0) = y .  sin.(ntt e-n), 
Soit 

tang.o.sin.d=p ; tmg.(p'.sin.d' ; 

tang. O. COS. e = tang. 9'. cos. 8' = q' 
on aura 

et par consequent si I'm dheigne par s , la latitude de rn au-dessua 
du plan fixe , on aura A trks-peu pres , 
8= Q. sin (n t -f- E) -p .  COY. ( n  t+ 6) 

>.sin.n=p'--p ; y . c o s . n = q ' - ~  ; 

m'aaa' 

4 
-- . (q'- 9 ) .  Bc'l. n t. cos. ( n  t+ a) 

P. 
sin. 

cos. 

{ i(n't-nt+ 

{ i(a't-nt + 

52, Rassemblona prhsenternent, les formules que nous venom 
de trouver. Nommons ( r )  et ( v ) ,  les parties du rayon vecteur et 
de la longitude Y sur l'orbitc , qui ct6pendent clu inouvci:leiit ellip- 
tique; on aura 

r=(r )+br  ; v = ( v ) + ~ v .  

La valeur prdc6dcnte de s2 sera la latitude de n au-dessus du 
plan fixe j muis il sera plus exact d'employer au lieu de ses deux 
premiers terrnes qui sont inddpendans de m', la valeur de la luti- 
tude qui auroit lieu dans le cas ou rn ne quitteroit point IC plan de 
eon orbite primitive. Ces cxpressione rcnferment toute la tMorie 
des planktcs lorsquc l'on nCglige les quark% et les produits drs 
excentricit& et des inclinaisons des orbites, cc qui est le plus sou- 
vent permis. Elles ont d'ailleurs l'avantage cY'8tre SOUY unc forme 

Nn IL 
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trks-simple , qui laisse facileinent appercevoir la loi de leurs diff6- 
rem terrnes. 

Quelquefois , on aura besoin de recourir RUX termes dkpendans 
des quarrds et des produitu des excentricitks et des inclinaisons, et 
m6me des puissances et des produits superieurs. On pourra deter- 
miner ccs termcs , par l’analyse prbcedente : la consideration qui 
les rend hdcessaires , facilitera toujours leur determination. Les 
approximations dam lesquelles on y auroit 6gard , introduiroient 
de nouveaux termes qui d6pendroient de nouveaux argumens. 
Elks  reproduiroient encore les argumens que donnent les approxi- 
mations prkckdentes , mais avec des coefficiens de plus en plus 
petits, mivant cettc loi qu’il est ais6 de conclure clu dkveloppe- 
inent de R en sCrie , donne dans le no. 48 j un argument qui dans 
Zes approximations successiues, se trouve pour Zapremidre fois parrni 
. k s  puantitds d’un ordre quelconque r ,  n’esi reproduit que par des 
yuantitds des ordres r-t a ,  H- 4 , &c. 

11 suit de-la, que les coeiIiciens des termes de la forme 
sin. . (n t-t  e), qui entrent dans leu expressions de r , Y et s I sont 
COY. 

approchks jusqu’aux quantitCs du troisihmc ordre , c’est-it-dire , 
yrie l’approximation dans laquelle on auroit Bgard aux quarrks et 
n u x  produits des excentricit& et deb inolinaisons des orbitev, 
n’ajouteroit rien k leurs valeurs j elks ont done toute la prdcision 
que I’on p u t  clesirer ; ce yu’il est d’autant plus essenticl d’obser- 
ver , que de ces coeffioiens , ddpcnclent les variations sdcuiaires des 
orbiteu. 

Leu divers termes des perturbations de r ,  Y , s, sont compris 
dans la forme 

r &ant un nombre entier positif‘oix zdro , et k &ant une fonction 
des excentricites et des inclinaisons des orbites de I’ordre r, ou 
d’un ordre supdrieur : on peut juger par-18, de que1 ordre est un 
terme dependant d’un angle donnh. 

I1 est clair que l’action des corps m”, m”’, &c., ne fait. qu’ajouter 
aux valeum prdcddentes de rt Y et 8, des termes analogues a ceux qui 



P R E M I E R  E P A R T I E ,  L I V R E  IT. a85 
r6aultcnt de l'action de m', et qu'cn n6gligeant le quarrti de la force 
perturbatrice, les sommes dc tous ces tcrrnes donneront Ics valeurs 
entihrcs de r ,  u et s. Cela suit do la nature des formules ( X ' ) ,  (Y) 
et ( 2' ), qui sout linbaires relativemerit aux quantit6s cldpendantes 
de la force perturbatrice. 

anfin, on aura les perturbations de rn' , produites par l'action 
de m ; en changeant dans les formules prCcddentes , a , n , ?I-, I ,  e ,  

w ,  p ,  Q et  m', en a',  n', h',  P, a', d, p', y' et m, et rdciproqtze 
ment. 
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C I F A P I T R E  V I I .  

D e s  inkgalite's se'ciiluires des mouvemens cdestes. 

53. LE3 forces pcrturlmtrices du mouvement e~ip t ique  intro- 

duisent dans les expressions de r ,  - et s , du chapitre prCcddcnt, le 
temps t , hors des vignes sinus et cosinus , ou sous la forme d'arcs 
de cercle qui en croissant irid&hirnent, doiven t A la longue, rendre 
ces expressions fautivee j il est donc essentiel de faire disparoftre ces 
arcs, et d'avoir les fonctions qui les prodniscnt par leur develop- 
pement en sbrie. Nous avons donne pour cet objet , dans le Cha- 
piGe V , une mCthode g h h a l e  de laquelle il rdsulte que ces arcs 
naivsent des variations du mouvement elliptique, qui sont alors 
fonctions du  teinps. Ces variations s'ex6cutunt avec une grtlnde 
leriteur , ellcs ont 6th dhign6es sous le nom d'indgaZitds sdccudaires. 
Leur thkorie est ixn des points les plus intthessans du systdme 
du m o d e  : noue allono la presenter ici, avec l'htendue qu'exigo 
son importancc. 

ClV 

at 

On a par le Chapitre prkcddent , 
1 - h ,  sin. (n  t+ e) - 1. cos. (n t+ *) - &c. 

+ -. { 2. C+ 1'. D 1 . n t .  sin. (n t+  fi) 

-- . ( h .  C+ h'.D) . n t. cos. (n t+  e) + m'. S 1; m' 

a 
m' 
3 

- rn'. { Z. C+ I'D,) . n"t.sin. (nt+ o) 

+m'. (h.C+h'D) .nPt.cos. (nt+r)+m'T j 

I r =a. 

d V  - = n+znh.sin.(nt+o)fe nZ.cos.(nt+t)+ &c. 
dt 

J = q.sin.(nt+c)-p,cos. (n t+e )+  gic, 
m' 

4 
-- . a'a'. (p' -p)  . B(').  n t .  sin. (nt+ fi) 

rn' 

4 - -. a' a'. (q'-q). Bc'l. n t . oos, (n t + t) + m' .x ; 
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S,  T, x Ctaiit de:, fonctions pthiodiques dii temps t .  Considdrons 

d V  
d‘obord l’cxpreusioii de - ct compnrons-la it l’expresuion de y ~ 1 1 1  dt ’ 
no. 43. L’arbitmirc n multipliant I’itr~ t ,  sous lcs sigiics pCriodi- 

dV 
yues , clans I’expression de 2i ; oil (loit itlors fairc usage dcs Cqua- 

Lions suivilntes , troiivdcs t l i t ~ i ~  IC no. 43,  
0 = X ’ - t d . X ’ - Y ;  
o = Y’+ 8 .  Y ” + X ” - a s . 2 ;  
&c. 

T~oyoiis cc que dcviennent ici, X, X’, X”, Y, &c. : en comparaiit 
t l V  

l’expression de - i celle de y du no. cit6, on trouve d t ’  

X = n +  anh .  sin. (n t -t- t) + 2 n 1. cos. (n t+ 1) +m’. 7’; 

Y=m‘.n’ . (~~. .Cfh’D) .cos . (n t te ) - -n t ‘ .~~”.  {Z.C+Z’. D}.s in . (n t+s) .  
Si l’on n6gliga le produit clcs diff6reuces pnrtiellcs clcs constantes , 
par les masses perturbatrices , ce qui est permis, puisquc ces ciiIW 
reiices soill de l’ordre de ccs masses j on aura par Ic n”. 43,  

. 

X‘ = - . { I i- a h. 6 sin. <n E+ a) + B t .  COB. (n t + a )  1 (2) 

l’dquation , o = X‘+ 0 .  X”- Y ,  deviendra ainsi , 
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En 6galant sdparkment, 21 zero, les coefficiefis des sinus et des 
cosinus semblables , on aura 

”= (;)- 1. (2)+ e. a { 1. C+Z!.D} ; 

o = (  ;;)+h.(;)--. m’ . it {h .C+h’D} .  
a 

Si l’on integre ces Cquations, et si d a m  leurs intbgralcs, on 
change 8 en t j on aura par le no. 43 ,  les vdcurs des arbitraires , en 
fonctions de t , et l’on pourra effacer les arcs de cercle, des expres- 

sions de - et de r; mais au lieu de ce changement , on peut tout de 

suite changer 8 en t , dans ces tquations diffthenticlles. La prernitre 
de ces Cquations, nous rnontre que n est constant, et commc l’arbi- 
traire a ,  de l’expression de r ,  en dtpend , en vcrtu de l’dquation 

nZ;E - - a est pareillement constant. Lcs deux autres Cquations ne 

suffisent pas pour determiner h , I ,  t. On aura une nouvclle dqua- 

tion, en observant que l’expression de - donne en I’inCdgrant , 
J n d t ,  pour la valeur de la longitude moyenne de rn ; or nous 
avons supposd cette longitude Cgale h nt + * j on R doxic nt + t =JncZt, 
ce qui donne 

dv 
d t  

1 

a3 ’ 
dV 

dr ’ 

dn do 
t.-+- = o  j 

etcomme on a - = o ; on aura pareillement -=o. Ainsi les deux 

arbitraires n et t sont constantes ; les arbitraires h et 2 seront par 
condquent d6terminCes au moyen des equations diffkrentiellea , 

d t  d t  
dn de 
d t  d t  

m’. n (Z.C+Zt.D) ; (1) 

-- ---.{h.C+h‘. 2)); (a )  

dh 
d t  a 
d l  m‘.n 

d t  a 

-=-- 

dv La considbration de l’expression de ;ii: nous ayant suffi pour dB- 

terminer 
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terminer les valeurs de n ,  a ,  h ,  I et e ; on w i t  ci priori ,  que 
les equations diffdrentielles cutre lcs rnc?iiics quantitds , qui rdsul- 
tent de l'expression de r , doivent coincidcr nvec Ics preicddcntes. 
C'est ce doiit il est facile de s'as~urer ciposteriori , en appliquont h 
cette expression, la mdthode du no. 45, 

Considkrons maintenant l'expression dc s. En la cowparant i\ 
cellc de y du no. cit;; on aura 

, X =  q .  sin. (n t + e) -p.  cos. (n t+ I) +In'. 

Y=--.aSa'.L3(').(p-p'>.sin. ( n t +  *> m'.n  

4 
m'.n + -.a*a'.B(').(q- q').cos.(nt+e).  

4 
12 et t &ant constans , par ce qui prcichdc j or1 aura par l o  11". 45, 

X" = 0. 
L'dquation o = X' $- 8 .  X"- Y, dcvient ainsi , 

m'.n 
-7 ,asat. B(') .  (p-p').sin. ( n t + * )  

- -. a'a'. B( ' ) .  (q-q'>. cos. (rat+ I) j 
4 

4 
m'.n 

d'oii l'on tire, cn cornparant lcs cocfiriclvi dcs siuuq et dcs cosiniis 
seni lh l lcs  , et cn chaiigeunt e en t ,  pour avoir dircctenlcnt p ct q 
cii fonctioris de t , 
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dn 
d t  54.  quatio ti on - = 0, que nous venons.de trouver , est chile 

grande importance dans la thdorie du systhme du monde, en ce 
qu’elle nous montre que les moyens mouvemens des corps cdlestes 
et les grantls axes de leurs orbites , sont inaltbrables ; mais cette 
dquation n’est approchde que jusqu’aux quantitds de l’ordre m’ . h , 
incluuivement. Si les yuantitCs de l’ordre m’.h’ et des ordres sui- 

vans produisoicnt dam - un terme de la forme a rE t , k &ant 

une fonction des dlhnens des orbites de rn et de n‘; il en rdsulteroit 
dam l’expression de v ,  IC terme kt”, qui en altdrant la longitude 
de m , proportionnellement au p a r r 6  du tenips , deviendroit i la 

longue , ext rhement  sensible. 011 n’auroit plus dors , (It = o ; 

mais au lieu de cette dquation, on auroit par le no. prdcddent, 
cln 
- -  = 2 k j il est donc trks-important de savoir s’il existe dans I’ex- 
l lt  
pression de Y des termes de la forme k. t’. Nous allons demon- 
trer que si l’on n’a 6gard qu’h la premihre puissance des masses 
perturbatriees, quelque loin que l’on porte d’ailleurs , les approxi- 
mations relativemerit aux puissances dee excentricitds et des 
inclinaisonu des orbites j I’expression de v nc rcnfcrmera point de 
Iermes semblables. 

dv 
d t ’  

dn 

Reprenons pour cda I la formule ( X )  du no. 46 , 

Considdrons la partie de 6 r ,  qui renkrme des termes multiplids 
par t’, ou pour plus de g6ndralit6, considdrons les termes qui 
ktant multiplido par le sinus ou par le cosinus d’un an+ a t + 6 ,  
dam lequel cc est trbs-petit, ont cn m6me temps a* pour divi- 
seur. J1 est clair qu’en supposant a = o , il en rhsultcrn un terme 
inultipli6 par t’, en sorte que ce Second cas renferme le premier. 
Les termes qui ont a’ pour diviscur, ne pcuvent 6videmment 
rcsulter que d’une doublc int4grution; ils ne peuvent donc Ctre 
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produits que par la partie de d‘r , qui rcnferme le double signc 
intdgral J: Examinons d’abord le terme 

Q a. cos. v.jn dt . (r. s h y .  f d R) 

Si l’on fixe l’origine ds l’angle Y au pCrili6lie j oil a dam l’orbita 
elliptique , par le no. 90, 

U . ( l  -en) 
1 +e.cos.v ’ r i  

et par cons&quent , 
a.(i--rP)-r 

e r cos. Y = J 

d’oh l’on tire en diffdrenhnt, 
a .  ( I  - e s )  

e 
, r‘du. sin. v =: - .dr ;  

mais 011 a par le no. 19 , 

on aura cloac 
r’.dp = d t .  r/p~~(~--e’) = d . n d t ,  v z ;  

8 

a n d  t.r.ein. v rdr 
/L_ep e 

- -. 
2 a .  cos. v.fn d t .  { r.ain. v.,fd R} Le terme - , devicndxa ainsi, 

p e r /  1-eo 

!a 8 cos. v CO8.V -. J’(rdr. f d R ) ,  ou 
)c*e 

11 est visible que cette dornibre fonction no renfermant plus de 
doubles intdgrales , il ne put en rdsulter aucun term qui dl a’ 
pour d iviseur. 

Considdrons prbsentemont IC terrne 
pa. sin. v .J’n dt  . { r. c0s.v. j d R }  

p.  r/ 1 -ep 

de l’expression de br. Zn substiluant pour cos, v ,  sa valeur prC- 
cbdente en r ,  cc terme devicnt 

- 3 - 

a.ein.v.fndt. { r - a . ( i = e ’ ) }  . rdR 

e ,  f i - e a  
-. - 

00 B 
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On a par le no. 2 0 ,  

r = a . { l + t e l + S e . ~ ’ }  , 
X I  Ctant uric suite infinie de cosinus de l’angle n t+t , e l  d~ SCP 

multiples ; on aura donc 
f n d t  - . { r - a ( I  -8) ] .Jd X = a.fn d t .  { p e+ X I }  ./d R. 

Nommons 2’’ l’int6gralc f ~ ’ n  d t  ; on aura 

u.Jndt. { :e + 2‘) . fdl( = -I. a e .fndt.JdR f ax/’. f d I(: - a .lx”. dX. 
Ces deux dernicrs termes ne rcnferrnant point le double signe 
intkgral , il ne peut en rhsulter a1xcun terme qui ait e ~ *  pour divi- 
seur; en n’syant donc ;gad qu’aux termee de ce genre, on aura 

p .  v/l-e. p.  fi-ep n d t  p 

na.ain.v . fndt .  {r.cos.v./dR} 3uae.sin.v./ndt.JdR dr 3.a - -. - -- - *-.Jndt. fdB; - - - -. - 
ct IC rayon r devienclra 

d r  
( r )  et (:iT) &ant les expressions de r et de - n d t  ’ relatives at i  

inouvement elliptique. Ainsi , pour avoir dgard dans I’cxpression 
d u  rayon vecteur A la partie des pcrturbatioris, qui est divide 
par a2; il suffit d’augmsntcr cw la quantitd 5 a. f nd t .  f (1 R ,  In  Ion- 
gitude moyenne n t+ € > clc ccite expression relative au rnouvcment 
ellip tique. 

VCJyOnS comment on doit avoir &gar(] A cettc partie des pcrtur- 
bations , dans l’expression de! la longitude v. La formiilc ( Y )  rlu 

no. h6, donne en y subsiituant -.-. fndt.JclR, nu lieu de Jr, 

et en n’ayant kgard qu’aux termes divishs par e’, 

3 n  dr 
p n d t  

or on a par cc qui prkckdc , 
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#oh il est facile de conclure en substitwant pour cos. Y ,  sa valeur 
prdcddente en t, 

erddrfdr ’  
n’rPdt’ d 1’ + 1  

’-=-’ 
/=e” 11 l l t  ’ 

e11 n’nypnt donc Cgsrd qu’ii la pnrtic dcs pcrturbations , qui a poiir 
diviscur a’, la loiigitude u dcviendrii 

vement elliptiquc. Ainsi , pour avoir Cgard i\ ccttc partie des y t ~ -  
turbatioiis ? Jnus l’oxprcssiori de la longitude de i n ,  on doit suivrc? 
In  meme r+glc que nous venom de donner pour y avoir i.gard 
clans I’cxpression ~ L I  rayon vcctcur ; c’csl-idirc, qu’il filut aug- 
menter dam l’expreasioii elliptiquc de 1~ longitude vraie , la lon- 

3 a  
IA 

gitudc moycnnc n t + c ,  de la quantitt5 -./;zd~./dX. 

La partic constimie de l’expression de (G;;), il4vcloypi.c ci1 

3a 
P 

l’expression de In longitude 10 terme -. f n d t .  fdR.  Si dR rcn? 

u . 7n‘ 
I’cxpwssion de la longitude v , le euivaii t ’ 1’- . E n ‘  t’. Le.Gytcllce 

I* 

tle semblablcs termrs dnns cette expression , BC rdduit dolzc A voir 
,si Cl fi rcnferjne un tcrme constant. 

Lorsque ICs orbitcs sont pcn excel1 triciiics ct pcu inclinc‘cs Ies 
UII(’S 2ux tlutres ; on a vu ,  no. 48 ? que 11 pcul toujours sc rCduire 
C I ~ Y  unc suite infiiiie de sinus et de coeinus d’nngleu croissatls 
~),1.uportionncIleiricrit au tenips 1. 0 1 1  pcut lcs rcyrcsentcr g&nd-- 
ralement , par le tcrmc knt‘.cos. { i’n‘t+in t+A} , i et i’ Ctant dc:: 
noiribrcs CII ticrv positifs ou ntl.gatil’:, ou z6r0. La clilTCreii t icl I C  rtc 
ce tcniic , prise uriiquemcnt pia r~ippor 1 iiu riioycn ~~iouvciiieiit 
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d e m ,  est - i i b m ’ . n d t b s i n . { i ’ n ‘ t + i n t + A }  j c’est la partic 
de d R ,  relative k ce terme : elle ne peut pas &re constante, li 
moins que l’on ait o = i’n’ + in ; ce qui suppose les moyens mou- 
vemens des corps rn et rn‘, commensurables entre eux; et commo 
cela n’a point lieu dam le syst&me solaire, on doit en conclure 

E\ que la valeur de d l l  ne renferme point de termes constans, et 
qu’ainsi , en ne consid6rant que la premiBre puissance des masses 
perturbatrices les moyens mouvemens des corps cklestes , sont 

uniformes ou ce qui revient au mQme, (Et =o. La valeur de a 

M fi C A N I Q U E C 6 L E S T E, 

dn 

P &ant liee k celle de n, au moyen de l’dquation no = - il en rdsulte 
a3 ’ ‘ 

que si l’on neglige les quantiths pkriodiques , les grands axes des 
orbites sont constans. 

si lee moyens mouvemens des corps m et m’, sans &re exacto- 
ment commensurables , approchent cependant beaucoup de l’btrc ; 
il existera dans la thkorie de leurs mouvemens, des inkgalitds d’une 
longue pbriode , et qui pourrontdevenir fort sensibles il. raison 
de la petitease du diviseur e’. Nous verrons dans la suite, que ve 
cas est celui de Jupiter et de Saturne. L’analysc prdckclente doniie t*a 
d’unemanitke fort simple, la partie des perturbations qui dbpeiid 
de ce divisenr, 11 e n  r6aulte qu’il suflit alors ilc faire varier la 

longitude moyenne n t+* , ou j n d t ,  de la quantit6 -./;tdt.ldX; 

ce qui revient Q faire croitre n, dans l’intkgrale / i t d t ,  de la qum- 

tit6 -.fdR j or en considdrant l’orbite de rn , comme une ellipse 

variable, on a n’= -; la variation prdcddente de n, introduit 

sa8. f d R  donc dans le demi-grand axe a de l’orbite , la variation - -. 
c.t 

Si l’on porte dans la valeur de - la precision jusqu’uux quan- 

tit& de l’ordre des quarres des masses perturbatrices , on trou- 
vera des termes proportionnels au temps; mais en considdrant 
avec attention , les Cyrxations diffdrentielles du mouvement des 
corps rn m’, &c, on ~’assurera facilemeiit que ces termes sant 

3a 
Ec 

3 a n  
t” 

tu 
Q3 

av 

dt ’  



P R E M I ~ R E  P A R T I E ,  L I V R E  11. 996 
en mQme temps, de l'ordre des quarrb et des produits des excen- 
tricitds et des inclinaisons dcs orbites. Cependaiit , comme tout ce 
qui affecte le moyen mouvement , peut it la longue , devenir fort 
sensible; nows auroiis dans la suite, dgard it ces termes, et nous 
verrons qu'ils produisent les dquations sdculaires observdes dam 
le mouvement de la lune. 

5.5. Reprenonv maiiiteiiaiit les bqnations (1) ct (2) dun". 55, 
e 1 su~'poYo1ls 

m'.n. C - n i . n . n  
(O,l>==--  a '  - [o. - *I=- a i 

clles deviendront , 
dll - = ( 0 , I ) J -  L.;l].Z'; 
dc 
d l  
- f i t  = - (0,l). ?L + 

Les cxpressions de (o,i) et de [oz], peuvent &re dCtcrinin6cs 
fort sirnplernent, de cette manibre. Eii subYtituaul, at1 licu dc: C 

D ,  leurs valcurs dCtcrrnin6es dam le no. 5 0 ,  on aura et de 
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partant 

I 

(an- 2aa'. cos.O+a") = (a,a')-t (a,a',Y. cos.Q-(a,a')''. cos,26 t &c.; 

on aura par le no. 49, 

on aura donc 
3 m' . n ala' . (0, (1')' 

d.(a'=-- am)* 
=--- -. 

on a ensuite, par le no. 4 9 ,  

( 1 )  

a 
en subetituant au lieu de L, et de sea diffhences , leurs valeurs 

en b -- , et b - ,  on trouvera la fonction pr6c6dente Cgale A 
(4 (1) 

a 

part il n t 

0 Ll 

- 3 m ' . n n .  ((aa+atn).(a,n')'+ na' . (n ,a ' ) )  

oq aura donc ainsi des cxprcsuions fort siinples de (0, I ] et J c  ["TI, 

et il est f a d 2  de sc convaincrc par leu valeurs cn shies ,  de li , 

et de b I donn&zi dans le no. 49,  que ccs expressions wnt posi- 

Lives, si n cst positif, et  ndgativcs , si n est nc'gatif. 
Nornxnons (0,2) ct [ 0 3 ,  co clue dcviennent (0,1] et [ G I ,  

lorscjuo 

--.- > 0 , q  =- - a .  (a's - a')* 

- 
( 0 )  

- _  
(1) 

1 

- 
1 
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lorsque l'on y change a' et rn' dans a'' et m". Nomrnons pareillement 
(0,3) et [a , ce qiic dcvieniirnt ces mhmes quantitds, lorsque 
1'011 y change a' et m', en a"' et rn'"; et ainsi de suite. Ddsignans de 
PIUS,  par h", 2'); h"',' P'j &c. ICS valeurs dc IL et cle Z, relatives 
niix corp rn", mN', &c. ; on Rurti, en vatu cles actions rBunies Jcs 
dif%rcnu corps m', m", m"', &c.,  sur m, 

ah' d(' dh" dl" 
d t  ' (Et ' dt  ' d t  ' I I1 cut clair que - -- - - - t i c .  , scront d6tcriiiints par 

dh d l  
d t  d t  

des cspressions semblubles B celles de --- et (16 - , et qu'il est facile 

clc conclure de celles-ci , en y changeanl successivenient , ce q u i  
est relutif A nt , dans cc qui a rapport Q nz', m'', &c. , c l  rA-iproquw 
urwt. Soient donc 

( I ~ o ) ,  [I,.] i (lis), [*=I i &c., 

cc quc dcvierh.lent 

(-0, I ) ,  [u';7] ; @,a), ; &c., 

lorsqiic l'on y cliangc ce qui est relaiif it rn , dans ce qui cst rclatif 
h m', et rCcipi*oqmment j soient encorc , 

fw)lp a ; (a , i , l ,  [a ; &c. , 
ce que clevienncnt 

(0,s) 9 [3 i h 1 )  9 r . 3  i &c* 9 

lorsque Yon y change CB qui est relatif A m, dam ce qui est rehtif 
ii m", et rt'ciproqaenxcnI j et ainvi de suite. Leu dquntions tliifdwn- 
tiel lcs prdcddentes rnpportdes successivemerit nux corps rn In', 
n", &c, ,  clonncront pour ddterrrriner k, I ,  h', I ' ,  h", I", &c., le 
syst8mc suivant d'fquutions , 

M ~ C A N .  C ~ L .  Tome 1. 1' 1' 
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\j (4 dl' 
clt 
d 11 I/ 

d I' 
clt - 
& c.  i 
-- --{ (l,o)-t (1,2) + (1,3) + &c.) e h'+[G] .  h+r;7;]. h"+[T?J.Jt'"+&c. 

- dt = { (2,o) + (a, 1 ) 4- (a,3) + &c. 1 , If/-- [GI. - 2- [GI, - z'- [GI. - ZtN- &c. 

-- - - { (299) + (2,i) + (2,3) +&c.} .~'/+[GI e A+=]. h r + F ; ] .  ii"'+&c. 

Les quantitds (o,i) et (i,~), Lo,l] - et II1.J, ont entre elks des 
rapports reniaryuahlev qui peuvcnt en faciliter le calcul , et qui 
n o w  seront utiles dans la suite. On a par ce qui prdchde, 

3 m' . n a' .a' . (a, at)r 
(o,3)=-- - 

Si ifans cettc expression de (0, I ) ,  on change m' en m , n en n', 
( L  en u', et rckiproquement j on aura l'expreeeion $0 (i,o), qui 
scra par consdquent , 

4.(ars-a*)a . 

3 m . n ' n f ~ . n . ( r i , a ) '  
(1,0>=- 4 .  ( t i s  - an). 5 

mais on a (a,a'>' = (uf,a)', puisque l'une et l'autre de ces quantittis. 
-_ 

r6stilte du ddveloppernent de la fonction (a'- a a a'. COY. e +a'") 1 
clans une serie orclonnCe suivant les covinus dc l'anglc 8 et de ses 
multiples; on aura donc 

(0, i).m.n'a'= (i,o).m'.na ; 

or 011 a ,  en negligeant les masses m ,  m', &c. , vis-b-vis de ilz, 
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Cquation d'ob l'on tircra i'acilement (1,o) , lorsque (0,1) sera ddter- 
mind. On trouvera de la mCmc manibre, 

Ces'deux 6quations subsisteroient encore duns le cas ou n et n' 
auroicnt des signee contraireu; c'est-i-dire , ai lcs deux corps nr 
et m' circuloient en difftkens, sens ; mais alors , il faudroit donner 
IC signe (le n , au radical r u  , et  le signe de n', au radical flu'. 

Des deux ciquatioiis prhcCdentes, rcisultent Bvidemrncnt cellcs-ci , 
(0~2). m. c a  = (a,o). m". fa"; [D, rn 6 = [ a x .  m". @''; &c. 

( L ,2). m'. @= (2,i). mi'. fl ; [' m'. <of= [s]. mN . fi"; &c. 

56. Mainteiiunt, pour intkgrer leu Bquations (A) ilu no. yr6- 

- [-I. m. fi = {I]. m'. 0. 

cPdcnt , nous ferons 

IC = N.sin. (gt+C) ; 2 = N.cos.(gt+C) ; 
h'= N'.sin.(gt+C) ; E'=N'.cos.(gt+C)~ 
9 C. 

en subvtituilnt ces valeurs dnns Ics kquations (A), on aura 

N R= { (0,1)+(0,2) + &C.) N - [GI N'-[G] N"--kce 
N' fir= { ( i ,a) +(I ,a) + &c. } . N '- 11101. N - [G] - . N"-&c. 
N"g={~l ,~)+(n, l )+Bc.)  .W- [;T;].N-~.iV'N'--&c. I 

&C. 

Si l'on suppose Ie nombrc des corps rn, m', m", &c. , Cgal A i ; ccs 
dquationu seront ail iionibre i , et en Bliniinant les constanlcs N, 
N', &c., on aura une Bqiiation f i d e  en g, du clegrd i s  que Yon 
obtienclra facilement de cctte UuniBre. 

i (BP) I 
Norrimom f~ la fonclion 

N'.m. fi. {g-(o,1)-((a,a)-&c.) 
-tN'*- m'. fife (g- (1)o)- (1, u) - &c.) 
+ &c. 
+ a N . m . / Z .  ( [ ~ ] . ~ ' + ~ ] . N " +  &c.) 
+2N'.m'. e'. ( [ I .1].1Vf' f [3. N"'+ &c.} 
+ a N".  m". f luN.  [a, N"'$ &c. 1 
+ &c. 

PI'S 
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Les 6quations (B) se rdduisent en vertu deb relations donu6e.j. 
dans le no. pr6cddent , b celles-ci , 

&f 4; C A N I Q U E C & L E S T E, 

(+o J ($)=o, j (&)=o; &c. 

en congiclQraiit done N, N‘, N”, &c. , comme autant de variables 
9 sera un maximum. De plus , QI &ant une fonction homogene itC 
ces variables , de la seconck dimension; on a 

on a done Q = 0, en vertu des equations pr6ddentes. 
Presentemelit, on pcut determiner ainsi le maximum de In fonc- 

tion I. On differentiera d’abord. cclte fonction, relativenient B N ,  
et l’on substituera dans I, au lieu de N, sa valeur tir6e de l’dyua- - 

lion (2) = o , valeur qu i  sera une fonction Tinbaire zes quanti- 

14s N’, N”, &c. : on aura de cette maniGre une fonction r R 1‘ ion- 
nellc, entibre et liomoghe, dcla seconde dimension, en N’, N”, &c. : 
soit d’) cette fonction. On diflkrentiera q i ( ’ )  relativement 33 N‘, 
el l’on substituera dans #I), E ~ U  lieu de N‘, s ~ 1  valcur ti& de 

~dquation (s) = o : on aura ixnc folic tioii liomodyre et cte la 

sccmde dimension en fl”, N”’, drc. : soit e(’) cette function. En 
c011 tinuant ainsi , on parviendra h unc fonction P I )  de In  seconde 
clirnension, en Nb1), et qui sera par consbqricnt , de la forme 
(W-’))*. k ; k &ant une fonction de g et  de constantes. Si 170n 
egale ic zdro, la difl‘6rentjcIle de & I )  prise pur rapport ti N(”I), 
on aura rE = o j ce qixi donnera une &pation en g du dcgrd i, e t  
don t leu diverues racinev donneront au tant de systcmes tli%rciis 
poixr leu inddterminkes N ,  N’, N”, &c. : l’incl6terminC.c N(i - ’ )  
sera l’arbitraiire de chayue sy&me, et Yon aura sur-le-cliainp , le 
rapport des autres ind6termin4cs N, N’, &c., d u  m h e  systhe , .  
i celle-ci, aa rnoycn ctes equations pr6cddentes, prises dans uzt 
ardrc inverse , savoir , 
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Soient g, g, , gs, &c.,  les i raeines de 1'Cquation en g: soit N ,  N' ,  
N", &c.,  le s y s t h e  des iridkternlinCes, relatif i la racine g : soit N,: 
AT,', N,", &c., IC s y s t h c  des iiid6termini.es , relatilb la racine g, , 
et ainsi dc siiitc : on aura par la thdorie coanue des hquations dif& 
rmticllcu lineaires , 

ti == N . sin. (glf 6) + N ,  . sin. (gt t + C,) -I- Ns . sin. (gst -/- tJ + &c. ; 

fL'==~'.siri.(~tCg)--t-N,'.siii.(tr,t t 6,)tNs'.sin.(g,t+CJ +&c.; 

h"=zN".sin.(gt+ C)+ N , " . s i r i . ~ ~ , t + C t ) ~ N s N . ~ i r i . ( ~ ~ t + C p ) + & C . ;  

I G C " ,  
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leurs valeurs prkcddentes ; on aura, en couparqnt les coeficiens 
Jcs mQmev cosinus, 

0 = N .  N,.  m.  G+ N'. N,I.m'. fir+ ATN. N,". mn. @ I +  &c. ; 
' o = N .  N,. m. r/;z + N I. N,' .m'. <a'+ N". N.N. m". Val'+ &c. 

&C. 

Ccla pose , si l'on multiplie lcs valeurs pr6cddentcs de h ,  h', &c., 
rcspectivement par N.m.  fi, N'.rn'*.<a', &c. j on aura en vertu 
de ces dernikrcu dquations , 
N.mh. /Z+N' .m'h' .  fla'+NN.rnZNhr'. @+ &c. 
== ( P . m .  /ii+ N''.m'. r q ' +  N N a ~ m N .  fl"+ &c. ] . a h .  (gt+ c). 

On aura pareillement , 
N . m  I .  f i+N'.m'Z' .  @+ N"-rnNZi- @+ &c. 
== { p. m . @+ N'", m', + N"'. m'' . <'I a +&c.} .cos.(gt+C). 

e 
En fixant I'origine du temps t , k l'dpoque pour laquelle les vuleu rs 
de h ,  I ,  h', Z', &c. , sont suppos6es connues; les deux dquatims 
prCcCdentes donnent 

tang. C = 
N. h m . fi + N' . hrmr. fa '+  N". h"m". I/1EN+ Ikc. 

N. I nF . f a  + N' .l'm' .fa' -+ N" . L"m".ra" +. h c .  
---_ - -_ - - __ 

Cette expression de tang. 6 ne renferme point d'inddterminde ; car 
- quoique les constantes N, hr', N", k c . ,  dbpendent de I'inddter- 
miriCe N('-l); cependant , comme leurs rapports Q cette inddterrni- 
nCe sont connus par ce qui prdchde , elle disparolt de l'expression 
dc tang.6. Ayant ainsi ddtermini 6 ,  on aura N@-'), au moycn do 
rune des deux Cquations qui donnent tang. 6 j et l'on en conclura 
le systbme des incldterminhes N, N ', N " ,  &c,, relatifi la racinc g. 
En changeant duns les expressions pr6cddentes, ccttc racine suc- 
cesvivement en a, g, ,  g3 , &c. , on aura les valeurs des arbitraires 
gelatives it chacune de ces racines. 

Si l'on substituc ces valeurs clans les expressions de h, t, h', t', &c, ;  
on en tirera leu valcurs des excentricites e ,  e', 8rc. c i a  orbites , 
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et des longitudes a, m', &c., de leurs pdrihtjlies, au moyen clcs 
&quat ions 

e*=ha+P ; efa=hfB++I'~ ; &C. 
0 

h h' 
t m g , w = -  j tang.*+'=- j &c. 

I i' 
on aura ainvi , 

C' = N'+ N," +Nasi-  &c. + 2 N N ,  COS. ((gt -g) t +e,  - e )  
- t z N N , . c o ~ . ( ( ~ ~ - ~ ) . t - t s , - - d }  + ~ N , N , . ~ o ~ . ( ( ~ ~ - ~ ~ ) * t e g ~ - 6 , }  + &c. 

Cettc quantitd est constammentplus petite que (N-+N,+N.+&C.)~, 
lorsque les racines g,  g ,  , Src. ) miit toutes rdelles et inOgnles , en 
prenaiit positivement lcs quaiititcis N ,  N ,  ) &c. On aura parcille- 
nient , 

N.r in . (g t+C/ i -  N, . s in . (~ , t - tC , ) fN . . s in .  (g.t+C,)+Wc. tang.a= N. COS. (W t -t 6) + Nt *COS* (&# + C J  + N, . ~ O S .  (grit + C,) + &Q. ' 
(l'oii il cst fide JC condure , 

N, .sin. ((~,-g). t+E,--C) +N..sin. ((g.-g).t+C,--d} +kc. 
N+~i.c~s.{(g,-g).t+C,-C} +N#.cos. {(g,-g).t+f.-C} +&c-' 

ta11g.(-gt-q = _I_ I 

I;orquc la. somine N ,  + N, + &c. ) des cocfficiens dcs cosinus dc 
cc tlthominateur , pris tous povitivciiicii t , cst moinclrc que N ,  
tail;;. (m- gt-g) ne pcut janiais deveiiirinfini; l'angle a-gt-c 
ric pcut donc jamaiv aloru ultciiitlrc IC quart dc la circonfbrcncc j cii 
sorte quc le vrai moyen mouvernent du p6rildlie est daiis cc cas, 

57 11 suit dc cc qui prdci.dc, ~ U C  les excmtriciti.3 des orbitca 
ct lcs positions de leurv grands axes ) sont assujdtieu ii des vciria- 
lions consid6rables qui changent i la longue, la nature de ces 
orbites , et clout lcs pdriodcs ddpcndantes des racines g, gi , g,, &c., 
cnibt'asuciit rclutivcirient nux planktes , un g r m l  noiiibre dc  si&- 
c1c.s- On prut aiiisi considdrcr leu exccntriciti's ) comme des cllip- 
ticit& variublcs , ct lcs inouvernene dcs pdrikdlies, cornme n'dtititt 
pas uiliformcs. Ccu variations sont trthwnsiblcs (lanu Icu ~ntcllites 
dc .Tiii)itcr, ct  noiiv verrons danu la mite ) qu'ellcs cxpliqtxent Ics 
iri6guIiths sitigiitieres observdw (Inns IO ~nouvcnicnt du troisi4nw 
~ a i ~ l l i i ~ .  hluis lcs variations dcs cxccntricith 011 t-cllcs dcs liuiitcs, 

dgal h gt. 
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et ’les orbites sont-elks constamment peu diffitrentes du cerclc ? 
C’est ce yu’il importe cl’examiner. Nous venom de voir,  que si 
les racincs de 1’6quation en fi sont’toutes rdelles et.indgalcs, l’ex- 
centricit6 e de I’orbite de nz , est toujours moinclrc que la somnw 
N+ N, + N,  + &e. , des coemciens des sinus (le l’expression de k , 
pris positivement j c-t comrne ces coeiiiciens sont suppos6s fort 
petits, la vdeur  de e sera toujours pen considdrable. En n’ayant 
donc 6gard qin’aux variations sdculaires, on voit que les orbitcu 
des corps rn , m‘, n”, &c. , ne fcront que s’applntir plus ou moinr, 
en s’itloignant peu de la forme circulaire; mais les positions rlo 
]curs graiids axes Cprouveront des variations consicldmblcs. COY 
axes seront constamment dc la m h e  grandeur, et les moycrlv 
~nouvemens qui en dependent, seron t toujours uniformcs , wmmo 
on l’a vu clans le 11”. 54. Les resultats prCc6dcns , fond& sur le pcu 
d’excentricitd des orbites , subsisteront sans cesse , et pour i~mt  
s’&tendre h tous les sihcles pasuds et A venir ; en sorte que l’on peut 
alors afirmer que dam aucun temps, les orbites des planbtes et des 
satellites n’ont 6th et ne seront considdrablement excentriques , du 
moins, si Yon n’a Cgarci qu’A leur action mutuelle. Mais il n ’ e ~ ~  
seroit pas de mQme , si quelques-unes des racines g , g, , g,, &c., 
Ctoient &gales ou imaginairee : les sinus et lea coainus dee expres- 
sions de h,  I, h’, Z’, & c . ,  COrresyu&e h - d n e o  se chan- 
geroient alors en arcs de ccrclc ou en exponcnticlles , ct  conirrlc 
ces quail ti 16s croissknt ind6finirnent avec le temps, les orbites fini- 
roicnt 21 la longixe, par &re €ort exccntriques j I n  sLilbilit6 du 
s y d m e  planetaire seroit alors dktruite , et le6 rksultats que now 
mons trouv6s , cesseroient d’avoir lieu. I1 est donc trhs-intdres- 
sant de $assurer que les raciries g , g, , ga , &c. , sont toutes rkellcs 
et indgales. C’est ce que l’on peut clkmontrer d’une manihre fort 
simple,pour IC cas de la nature, dans lequel lcs corps rn , nz’, m”, &c,, 
du  systkmc , circuleiit touv dans le meme sens. 

Heprcnons les Cqimfions (A) du no. 55. Si 1’011 multiplie la prc- 
mikre par m. @. h ; la seconcle , par m. fa. I ;  la troisikmc: , par 
m’ of. It’; la quatriBme , par m‘. <a’. Z ’; &c, , et qu’ensuite on Ies 
ajoute enserrible ; les coefficicns de Ir I ,  h’,?’, h”,?”, &c. , seront nul:, 
drtrig cettc somrrie ; IC coefhicnt dc h’l- h,!‘ 8 ~ 1 ’ ~  i.I.3.n~. - 

“--T 
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-E). m‘. vG‘, et il sera nul, en vertu de 1’Cquation [ozl, nz, f i i  
= [TO]. - m‘, fi’, trouvke dans le no. 55. Les coefficiens dc IflZ-ItZ‘, 
VZ‘- h’Z”, &c. , seront iiuls par la d m e ’  rnison j la somme des 
Cquations ( A) ainsi prdpardcs se rdduirlr donc A l’dquation 
suivan te : 

dt . NL’r fir+ &c. = 0 j 

ct par consequent A celle-ci , 
o= e d e .  m. fi+ c’dc)’. nt’. fii‘ + &c. 

En inthgrant cette Bquation , et en observant que par IC no. 5 4 ,  lea 
deini grands axes a, a’, &c, , sont constuns; on niim 

0s.m. fi+e’*.nr’. fa‘+cl’s.nLN. @”+&c.= c~nstnntc; (u> 

Maintenant , les corps rn , m’, m”, 8rc. , Btuiit suppov6s circuler dans 
le mbme scns , lcs radicnux fi, fi‘, fi”, k c . ,  doivent Qtre pris 
povitivcrnent dons l’dquation prdcddente , coinme on l’a VIL daiis IC 
no. 55 j tous les termcu clu premier mciiilre clc cctte Ctquatioii sorit 
donc positife , et par consdquent , ehacun d’eux est moilidre que 
la coiivtantc du yecond iiicmbrc ; or en supposant ir une dpoquc: 
quelconque , les excentricit& trhs-petites , cctte constante sera h r t  
petite ; chacun des ternies de l’kquation restcra clam toujours fort 
petit, et ne pourra pas croPtm inddfiniment; lee orbites rreront tou- 
jours A fort peu prbs circuluires. 
Le cas que nous venons d’examiner, est celui des. planbtcs 

et dm satellites du systkme solairc ; puisque tous ces corps 
circulent dam le mhme sens , et qu’i l’Cpoque oh nous soxnmes, 
Icnrs orbites sont peu cxcentriqucs. Pour ne laisser aucun doutc 
stir ce rksultat iinportant , nous observerons quc y i  l’6qutrtion 
qui ddtcrmine g , rciiferinoit des racinss imaginaires , quelqueu- 
uiis dcu oinus et des cosinus des expressions do h 2 ,  IC’, 
I ‘  &e. , se chnngeroient en exponentiehs ; ninsli l’expression 
de h contiendroit un nombre fini de termes do la ibrme 

. f t  P.c , c dtant le nombre dont, le logaritlimc llyperboliquc est 
l’unitd , et P &ant uim yunntitd rdelle, puisque h ou e.sin.5 est 

m e  quantitd delle. Soiont Q.c , P’.c , Q‘.c , P”.c , &e., Ics 
tcrnies corresporidans (IC Z, It’, Z’, h”, &c. j Q , P’, Q‘, P”, &e. , dtant 

sr f t  fr fr 

b&LiN. ChL T077lO I .  Q q  
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encore des quantitds rhelles : l'expression de e' ronfermera le f e m e  

.f 1 J # (P"+ Qs), c j L'expressiondee" renfermeraleterrne(P"+Q"'~.c , 
et &si de suite ; le premier membre de 1'Cquation (u) renferniera 
donc le terme 

'fi ((P+ Q'1.m. r/l a+(P'"+ Q").rn'. r / i E ' + ( P +  Q'").m". @+&c.) .C . 
ft Si Yon suppose que c soit la plus grande des exponentielles que 

contiennent h , 2 ,  h', Z', &c. , c'est-ii-dire celle dam laquelle f est 

le plrrs considhrnble ; c sera la pIus grande des exponentielles qua 
rcnfcrmera le premier nieiribre de l'dquation prbckdeute ; lc'terme 
prdckdent nc pqurra donc &re dBtruit par aucuii autre terme de ce 
premier mcmbre; dnvi pour que ce membre .w rdduise iL une 

constante, il faut que IC coefficient de c soit nu l ,  ce qui  donne 

(-Pa + Q'), m. fi+ (P" + Q") . m'. @+ (P"' +- QrJ1) . m". @ + &C. 
Lorsque fi, flu', fin, &c., ont le mkme signe, ou, ce qui 
revielit au mdme, lorsque les corps m, m', m", circulent dnns le 
m&me sens, cette dquutioir est impossible, K moine que l'on ne 
siippose P = o ,  Q = o ,  P'=o , 8tc. j d'oh it suit que les quan- 
tit& h ,  I ,  h', I' ,  &c., ne renferment point d'exponentielbe , et 
qu'ainsi, l'dquation en g ne contient &t^de&imnginaireL 

Si cette &potion avoit des racincs dgules ; les expressions de h , 
2, It.', Z', &c., renfermeroient, comme l'on eait des arcs de cerclc, 
et Yon auroit dam Pexpreseia de h ,  un nonibre fini dc termes 
de la forme P. 1'. Soient Q. t', P'. t', Q'. t', &c. , les termes corres- 
pondtins de 1, h', I ' ,  &c.; P, Q ,  P', Q', &c., &ant des quantitde 
r6elles .; le premier membre de 1'6quation (u) rcnfcrmcra le terme * 

{ (P'+ Q'). rn. fi+ ( P'@+ Q").m'. fG'+(P"*+ Q"'). m". fi"+ &c.} . t*', 

Si t' est la plus haute puissance dc t ,  que con tienncn t les vaieurs 
de h , Z, h', I t 7  &c.; t"'sera la plus haute p imince  de t ,  rcnferrt16e 
dauu IC prcniier membre de 1'C.quation (u) j aiiisi pour que cc membre 
puis.se ae rdduire A wne constante, il fnut quc l'on ait 

.fr 

a f  1 

o 

0 = (P + Q') . m fi+ (a'. 4- v'". m', @+ &c,; 
ceqnidoxtrle PZO, @ = o t  P ' = o ,  Q"=o; Src. Lcs oxprcwions 
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d(% 18, I ,  ?i, l’, Isrc., ne renfermcnt donc ni exponentielles’, ni arcs 
de cercle , et par consequent toutcs lcs ruciries de l’dquatioii cn g, 
sont rdelles et in8gales. 
Le syst6me des orbites do m , m‘, nz”, &c. , est donc parfuitomcnt 

stable rcluiivciricnt t i  leurs exccntricitks ; ccs orbitcs ne font qu’os- 
ciller autour d’un &tat moyen d’ellipticitd , dont elles s’,dcartent 
peu , en oonservant leu m6mcs grands axcs : leurs excentricitds 
sont toujours assujkties A cette condition, savoir que la somme de 
leurs quarrds mul tiplids respectivernent par les masscs des corps, 
et par les racincs quarrdes des grunds axes, est constamment la 
meme. 

58. Lorsquc l’on aura dCtermiiiB par co qui prdchde, les 
valeurrr de e et de m; on les substituera d a m  touu It’s ternics des 

cxpresvions de r , et - , donntfee dans lcs 11’’. prdcdclcns , en ega- 

qant les termes qui rcnfeimicnt le temps t ,  hors des signa sinus et 
cosinus. La partie elliptiquc de ces expressions sera la in5me qua 
dans le cas de l’orbite non troublde , avec la seule diffdrenco que 
I’cxcentricith et la position du pthih6lio, seront variables ; niaiv 
lee phiodes de ces variations Ctant fort I O I I ~ U C Y ,  it raivon de la 
petitesse des masses m , m‘, m”, &c., relativcnient h M ;  on poixrra 
~upposcr ces variatioiis proportionnelles au temps, pendant un 
grand intervalle qui , pour les planbtes , peut s’dtciidrc h plusicurs 
sibclcs, avant et aprh 1’8poque oh l’on fixe l’origine du teml>s. 
11 est utile , pour les usages astronomiques , d’avoir SOUS cette 
forme, les variations skculaires des excentricith et des pdri- 
hklies des orbites : on peut facilement lee conclure des fornitilcs 
PrCctklen tes. En effet , l’dquation e’ = ha + P, donne ede = irdh +l&; 
or en n’ayan t Cgarcl yu’it l’action de n’, on a par le no. 55, 

dv 

dt  

clh 
dt -- = (O, l ) .Z-~o . I ]*Z’ ;  

par tan t 
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niaiv on a h’LhZf=eef .s in,  ( d - w ) ;  on aura donc 

de - = E]. e’. sin. (m’- m) ; 
d t  

ainvi , en ayant @gad A l’action rdciproque des diffdrens corps mrt 
m”, &c., on aura 

de - = a, e‘. sin. (d- e) + [a, 8. sin: (m’l-m) + &c. j 
d t  
de’ - = m. e.  sin. (m-d) + [a. e”. sin. (m”- d) i- &c, ; 
d t  

de” 
d t  

&c* 

-- - E]. e. sin. (m- a”) + [”;-;I. e’. sin. (mf-wan) -+ &c. ; - 
h 
i 
e’.dm== 2.dh-h. dZ. 

En n’ayant kgard qu’k l’action de m‘, et substituant pour dh et d l ,  
Icuru vuleurs , on aura 

L’Cquiltion tang. .m = - , donne en la diffhmtiant , 

e’..tln 

dt, 
- z ( ~ , l ) e ( P + Z ~ ) - E ] e  {hh’+ZZ‘) j 

ce qui doniie 
d a  e‘ 
d t  c 
-= (0 ,1 )  - [ ~ - j . - . o o * ( - / - - J ;  

cm aura clonc, cn vcrtu des actions reciproques des corps m, m’, 
m”, &c. , 

&C. 
de  de’ d m  d d  Si 17011 multiplie ces valeurs de dt , 8rc. , x, dt, & c . ,  par 

le temps t ; or1 aura les expresaions difrLrentiellcs des variationa 
s&cuIaires des cxcentricit4s et des pdrihdlico , et ces expreosiorls 
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qui ne sont rigoureuses que lorsque t est infiniment petit, pour- 
ront cependant servir pendant un long intervalle , relativement 
aux planbtes. Leur conlparaison av ec des observations prcicises 
et 619igndes entre elles , est le inoyen le plus exact de dCtermiiier 
les niasses des planktes qui n'snt point de satellites. On a pour un 

temps quelconque t l'ercentriclt6 e 6gale k e + t +E. dt. + &c. ; 
de ta drle 

de d& - , &c. , &ant relutifv b I'origino du temps t ,  ou ci 1'8poriue. Z' dt= 
de La valeur prdckdente de ;2? donnera en la cliffthentiant, et en 

observant quo a, a',&c., sont conutaiis,lesvalcurs dc; - -,&c.; 

011 pourra donc continuer nussi loin que 1'011 vouctra , la s6rie 
prdc@dcnte, et par le mSme proc4dQ , la sdrie relative a rn .- nlais 
rclativcmcn t aux pli~n&tes , il sufiira , diins In  comparnison des ob- 
scrvittions Ies plus aiicicnnes qu i  nous soient parvenues , d'avoil: 
6gard au yuarrd du temps, claus les expressions en sdries , de e ,  
e', &c., m, d, &C" 

sition dcs orbitcs. l~c.1~rc11011s 1101tr ~ l i i  leas 6quntions ( 5 )  et ( ' 1 )  

du no. 53, 

dde #e 

dt .  ' Rts 

,)9. r Coiisidc~roiw prdsentcirient lcs Cqnntions rclntives ii I n  p()- 

On a par IC no. 49, 
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Le second membre de cette Byuation est ce que nous tlvons il6sigii6 
par (o,i) dans le no. 55; on aura ainsi , 

De-& , il est ais6 de conclurc que les valeurs de 9, p , y', p', &c., 
serant d6terrninCes par le s y s t h e  suivarit ci'tquations diffbrcn- 
tiellcs , 

! i 
-.={(0,1)+(0,2)+&C.} d 9  .p- (o,2).~"-(0,2).pfl-&c. 

""=-{(0,1)+(O,O)+&C.} . ' I+(0,1) .Q1+(0,2) .Q1/+&C. 

dP' --- { ( 1 ,o) -+ ( 1,9) + &c. } .q'+ (1,o). $7 t (1,s). q" + eic. 

dt  

d t  

d t  

dt  
d q" 
dt 
dp" 
dt 

&C. 

Ce s y s t h e  d'dquations est semblable b celwi des dquations (A) du 
no. 55 : il coincideroit entikrement avec lui , si dans les dqua- 
$ions ( A ) ,  on changeoit h,  I, h', Z', &c. en Q , p, Q', p', &c., 
et si l'on suppovoit E] = (o,i) i [ E o ]  = (1, 0 )  , &c. ; ainsi, l'ana- 
lyee dont nom avons fait usage dans le no. 56 pour intdgrer les 
equations (A) , s'applique aux Bquations (C). On supposera donc 

= (. (1  ,0) + ( I  ,2) + & C, } .p'- (1 ,O) .p-( J ,2) .p"- &C. 

- = { (2,o) + (2,1)--&c, 1 .p'/-( 2,0) p - ( 2 9 )  .p'- &c. 

- = - { 2,0)+ (2,l) t &c.}  . q " t  (2,o) q+ (2,1J.u'+ e;c. 

4 = N .cos.(gt+C)-t-N, .cos.(g,t+C,)+N, .cos.(g,t+C,)+&c.; 
p = N .sin. (gt+C)+N, .sin.(g,t+C,)+N, .sin. (g,t-i-CJ+&c.; 
p' = N'. COS. (gt+ 6) +N,'. COY. (g, t-i- cl)+ Nl. COS. (g,,t+ C,,) -I- 8sc.j 
p'= N',sin,(gt+C) +N,'.sin. (g , t tCI)+lV, ' .s in.(~~t-)-Cp)+&c.j  
&c, 
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et l'on aura par le no. 56 , une &quation en g du degrd i ,  et dont 
les tliverses racines seront g , 8, , g. &c. 11 est facile de voir 
qu'uiie de ces racines est nulle; car il cut clair que l'on satisfait aux 
6quations ( C) , en y supposant p , p', p", &c. 6gaux et constans, 
ainsi que q ,  q', q",  &c. ; ce qui exige que l'une des racines de 
1'Cquaiion en g, soit d r o ,  et cc qui I'abaisse au degrd i- 1. Les 
arbitraires N, N ,  , N', &c. e, 6, , &c. ,  sc dCtcrinineront par la 
mB thodo expode dans le no. 56. Enlin , on trouvera par l'analysc 
du n". 57, 

const. =(p*+q*).m.<a + (p ' .+q tg ) .mr . f i '+  &c. ;  

d'oh l'on conclura , cdmme dans lo no. cite, que les expressions de 
p , q ,p', q', &c. , nc renfermcnt ni arcs dc cerclc, ni exponentiellev , 

* Iorsclue leu corps m , m', m", &c., circulciit dans le rndine sens ; et 
qu'uinsi , 1'6quation en g , a toutes ses raciries rdelles et inkgales. 

On peut obtenir deux autres intCgrales des Cquations (C). En 
effet , si ]'on multiplie la premikre de ces iquations par rn. fi, la 
troiuiimw, par m', fi', la cinquikme, par m". O'', &c. j on aura 
e11 vertu des relations trouvkes dilns IC 11'. 55,  

ce qui donne en intcigraiit ,' 

On trouvera de la m6me manibm 

c O n s t a n t e = q . m . ~ + y ' . m ' . ~ a ' +  &c. ( 1 )  

constmtc=p.mc.fi +p',m'. fit+ &c. (a )  

Nommons q~ l'inclinnison del'orbite de m , sur le plan fixe, et 6, 
la longitude ctu nmud ascendant dc celtc orbito sur le m6me plan; 
la lutitudc de m sera A trtu-peu p r h ,  tung.p.sin.(nt+a- e). En 
~ o m p i ~ ~ ~ t  cette valcur k celle-ci g.sin.(at+e)--p.,cos. ( t i t+  e l ,  
on uura 

p = tang. p.sin. 8 ; q = tang. 8 .  COS. 8 ; 

' d'oh l'on tire 

tang. P = ~''5 ; I;tng.Br= P 
(1 

on aura donc l'inclinckion de l'orbitc do M , et 1~ position de son 
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nmud, au moyen des valeurs dep et de q. En marquant successi- 
vement d’un trait, de dcux traits; &c., relativement it m‘, m”, &c., 
les valeurs de tang.p et de tang. 0; on aura I C s  iiiclinaivons des 
orbites de m‘, m”, &c. , et les positions de lcurs noeuds , au inoyen 
des quantitds p‘, q‘, p”, qIf, &c. 

La quantit6 ~p’+q’,cstmoindrequc lasornmeN+N,+N,+&c., 
des coeficiens des sinus (le I’cxpression de q j ainsi, ces cocfficiens 
Ctant fort petits, puisque l’arhite est supposhe pcu inclindc au plan 

.I fixe, son inclinaison sur ce plan acra toujours pci i  considkrablc; 
d’ou il suit que le systkine des orbites est aussi stable rclativcment 
A leurs inclinaisons, que par rapport b leurs excentricitbs, On 
peut donc considdrcr leu inclinaisons des orbites, comme des quan- 
titks variablcs comprises entre des 1iiiiilcs ddterinindes , ct 1cs 
rnouvemens des nceuds , cornme n’dti.int pas uniformes. Ces varia- 
tians sont trks-sensibles clans lcs satellites de Jupiter, ct nous 
verrons clans la suite , qu’eelles expliquent Ics phdnonGnos singu- 
liers observbs dans l’inclinaison de l’orbile du yuatrikme satelli tc. 

Des expressions prbcddentes de p et tlc q , rdsulte ce th&or&mc : 
Que l’on imagine u n  ccrcle clont l’inclinaison au plan fixe 

soit N, et dont $t+‘soit la longituclc du KlCCUd ascendant; quo 
sur ce premier ccrcle , on imagine un  second ccrcle qui lui voit 
iridin6 de N ,  , et dont gt t - tc ,  eoit ~arongitude clct son intersection 
avec le premier cercle ; que BUY ce socond corclo, on iinugiiie un 
troisibme cercle, qui lui soit i n c h 6  de N, , et dont gat+ C, soit 
la longitude de son intersection avcc le secoiid cercle , et ainvi do 
mite ; la position 3u dernier cercle sera celle de l’orlite de rn. 

E n  appliquant la meme construction, n u x  expressions de h et 
de Z clw no. 56 j on voit que la tangente de I’inclinaison clu dernier 
cercle sur le plan fixe , eat dgale A l’excentricitc! do l’orbite de nz, 
et que la longitude de l’intcrsection de ce cercle, avec le mcZrne 
plan, est &gale k cel2c du pdrihdlie dc l’orbite Jc n. 

60.  11 est utile , pour Ies usages astronomiques , (Tavoir les 
variations diffbrcntielles des nclcuds et des inclinaisons des orbites, 
Four ccla , reprenons lee Cquations du 11”. pr&x!dcn t , 

__I 
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Pa loe diffdrentiant, on aura 

dQ.=(II.,.sin.O-t-dg.cos.6; 
dp  . coa. # - d q  . sin. B de= - 

tang. Q 

Si I’on substitue pour dp ct d p ,  leurs valcurs doiiiidcs par les 
tkluations .( C) J u  nu. pri‘c8dent , on a w n  
do 
--- = (o,i) . tang. q‘. sin. (0  - e’) + (0,~). tallg. q”. sill (e - e n )  + &c. 
dt 

on aura pareillenlent, 
ds‘ - = ( 1 , ~ ) ) .  tang.?. sin. (6’- O ) + ( I ,  ~) . tn i ig .  P”. sin.(O‘-- e*)+ SC.; 
li I 

Les Astronomes rapportent lcs niouvernciis ci.1cst.e~ , i‘t l’orbitt 
mobile de la terre j deet en effet, du plan dc cette orbitc, que 
nous les observons; il importe doiic de coiiiioltre ICs variations 
des nczuds et des inclinaisoiis des orbites , relativcment it I’dclip- 
tiquc. Suppoeons ainsi, que 1’0x1 veuille determiner lee variatioiis 
cliffdrcnticlles des noeuds ct des incliiiaisons des orbites , reluti- 
vement ,A l’orbite do I’un des corp rn , m’, m”, k c . ,  par exetnplc, 
i t  l’orbite de m. I1 cut clair quc q. sin. (n‘t+ e’) -p. cos. (n’t+ e‘) 
seroit la lutitude de m‘ au-dessus du plan fixc, s’il &toit en mou- 
vcment sur l’orbite de rn. Si1 lnlitudc nu-dessus du m h e  plan, 
eat q’. sin. (n’t + *’) -p‘. cos. (n‘t+ 1‘1 ; or la difidrencc de ces deux 
lutitudes est A trbs-peu prCs la latitude de vi’ au-dessus de l’orbitc 
de m ; en nommurit donc c,’ I’inclinaison , ct 8,‘ In  longitude clu 
nacud do l’orbite de rn‘ sur l’orbits dc n t ,  on aura pur cc qui 
prCc4de , 

P’- P tang.C,‘= / (p t -p )a+(q ’ -g )a  ; iu11g. o;=--. 
M~CAN. cb. Tome I, 

4 -  c f  
11 L‘ 
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Si l’on prend pow plan fixe, celui de l’arbite de m, k une Bpoque 
clonnke ; on aura ii cette 6poyue , p = 0, q = 0; mais les diffkren- 
tiellcs d p  et dq ne seront pas rides; ainsi l’on aura 

(I?,’= (dp’-dp)..sin. e‘+ (dql- dq).cos. 8‘ ; 
(df-  dp) .  cos. 8‘- (dq’- d q ) .  sin. 9’ 

tang. 9’ 

En substituant pour dp , dp , dp’, dq’, &c . ,  leurs valeurs donndcs 
par les 6quations (C) du  no. prdcddent j on aura 
rEp ’ - = { (1,s) - (0, a)}  .tang. Q”. sin. (0’- e”) 
d t 

de,’ = - -  

+ { ( I ,  3)- ( 0 ~ 3 ) )  .tang. q”’.sin.($’- 0’”) + &c. j 

tang.P’” 
tang. 9’ 

-t {CJ,31- ( t o ) }  0- . cos. ( 8 ‘ -  V‘ )  + &c. 

II est facile de conclure de ccs expressions , les variations dcs 
riocuds et des inclinaisoiis dcs orbites des autrcs corps m”, IIL’”, &c. 
bur l’orbite mobilc de m. 

6 z . LCS intdgrales trouvdes prdccMemrrient , des dquations U- 
fbrentielkcs qui dkter- tan vartnwom ‘isEs-iXiin7ns d& orbites , 
l ie  sont qu’approc1i6cs , ct Ies relatiom qu’elles donnerit cntrc totis 
ces ddmcns ,  n’ont lieu qu’tn supposant lcs excentricilks des or- 
bites et leixrs ihclinaisons, fort petites. Maiv les intdgrales ((k), ( 5 j ,  (6) 
et ( 7 ) ,  auxcjuelles nous sornnies parvenus clans le no. 9 ,  tlonnent 
CCJ idmes  rapports, quelles que soient leu excentricitks et les incli- 

naisons. Pour cela, nous observerons que - esk le ctanbk 

de l’aire cidcrite clurant I’instmt d t  , par la projection du rayon 
vecteur de In  plan& m , sur le plan tlcs x et tlesy. Dans le mou- 
vernent elliptique , si 1’011 nGglige la massc de la plan& , vis-h-vis 
de celle clu solei1 , prise pour unit6 ; on a par lcs no’. 1 g et m,, 
relativement au plan de l’orbite de m, 

z dy -y d s  
d t  

5 1ly -.y d x  
-- ---= / a . ( m ? % ) .  

J t  
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Pour rapporter au plan flxe, l'aire sur l'orbite , il faut la mub 
Ciplicr par le covinixs dc l'inclinnison Q ,  de l'orhito i~ ce plnn; on 
aura donc par rapport ir' ce plan, 

Xdy-ydx a: (1-e.) 
- 

=cos.c. t a . ( i - e * )  = 1/--- - ; 
dc I+ta[lg.'9 

on aura pareillcmcnt , 
x'rly' -y'd Z' a'.(i -e'*) 

c 

dt  - VI +tang.*$ r' 
& C. 

Ces valcurs dc xdy-y ctx, x'cty'-y'Jxf, &c., pcuvent Atre em- 
ployCes , lorsquc l'on fait abstraction des in6galiti.s du inouvement 
dcs plunbtes, pourvu que l'on considkre les 6Emens e, ef, &e. 
g,  q', &c., comme variublcu , cn vertu des indgalitds sdculaireu ; 
l'Cy~aii011 ( 4 )  du no. 9, doniiera doiic nlora 

. 

a'. ( t - e'.) 
c =m. f &c. 

1 +tang.% 9 1. + tang.',' 

( ~ ' - ~ ) . ( d y ' - d . y ) -  ( y ' - y ) . ( d ~ ' - d ~ )  
d t  +z,mrnf.  { 

En negligeant ce clernier terme qui reste toujoufs de I'ordre mrn', 
.pn aura 

Ainsi, qubb que aoieiit les chmgemens que la suite des temp 
apporte aux valeurs de e ,  e', &c. 0 ,  r', &c. era vertu des varia- 
tions @culsrires ; ces valeurs doivent toujours satisfaire h I'Qqua- 
tion prtkddente. 

Si l'on ntigligc les quantitds trb-petites de l'ordre e4 ou e'$, 
cette equation donnera 

c = m. f i + r n ' .  0 -+ &c. -. :.me fii. (e*+ tang.'o') 
=-$.rn'. 0'. (e'*+tang.*~'}-&&c.; 

et par consdqucnt , si l'on ndglige lee q u a d 8  de B , e', o &c. , on 
aura m .  r/a + m'. @'+ &c. constant. On a vu prkcddernment , que 
si l'on n'a 6gard qu'8 la prcrnibro puissance de la forco perturbn- 
trice, a, d, &c. sont constans sdparCrnent j * l'dquation prCcCdcute 

R r  2 
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donriera donc, en negligeant les quantitris ires-petites de l'ordre d, 
ou e'q' ,  

const. = m. fi. {e'+ tang.'P} +m'. @. {e"+  tang.'^'} + &c. ; 
Dnns la supposition des orbites presque circulaires , et peu inch- 
n6cs 1c.s unes awc autres, lcs variations s6culaircs des excentricit4s 
des orbites , sont par le no. 5 5 ,  ddtermindes au rnoyen d'6qua- 
tions difF6rentielles ind+ertdantes des inclinaisons , et qui par COW 

adquent sont leu rnbmes que si les orbites Btoient d a m  un mOme 
plan j or on R dans cettc hypothkse , Q = o  , q' =o , &c. j l'dqua- 
tion pr6cGdente devient ainvi , 

const. = e'm. ++e'* m'. 1/7"'+e''~.rnm". fu"+ &c.; 

6quation k laquelle nous samnres d B j h  parvcnus clans le no. 57. 
Pareillement , les variations seculnires des incl inaisoiis dcs or- 

bites, sont par le no. 59 , dktcrmindes au moyen d'kquntions cliff&- 
rentielles inddpendmteu des cxcen tricitds , et qui par conshqucnt 
soiit les m&nies que si les orbites dtoient circulaires ; or on a dans 
cetto hypothkse , e = 0, e' = 0, &c. ; pnrtant , on aura 
const.=m. /ii.ttlng.'~+m'. /Z. taiig.'~'+m". fi"tang.'q''+ &c., 

6quation A laquelle nous sommes parvenus clans le no. $9. 

M h  C A N  i Q U E  C I? L E 4 "33, 

Si 1'011 suppose, comme dam ce deriiier no. , - -  
p == tang.q'sin.V ; 7 =tang. ~ . C O S .  8 ; 

il asf fmilc do s'nssiwer que l'inclinaiam de l'orbite de rn sur ] e  plan 
des x ct  d e s y ,  dtaiit 9 ,  et la longitucle tfc son nwud uscondant, 
comptke (le l'axe des x ,  &ant 8 ; le cosirius de l'inclinaison de cette 
orbile sur le plan des x et des z , sera 

q 

En multipliant x d y -  d.z cette quautitk par , d t  '-, ou par sa vnlcur 
x c d z - - z d s  

d t  / a ,  (1 -eel), on aura la valcur de ---- ; l'kyuution (5) dw 
no. I,, donnera doiic , en nhgligeant Ics quantitds de l'o'ordlrc mot 
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On trouvera pareillement que l%quation (6) du no. 9, donne 

Si datis ccs deux dquations , on nkglige lcs qumitith de l'ordre e', 
ou en. 0 J elles deviennent 

const. = m Q /E+ m'q'. 6' -+ &c. 
congt. = my . fa -t- m)'. @ + &c. ; 

dquatioiis auxquelles nous sommes d6jA parvenus d a s  le no. 69.. 
'Enfin, 1'6quation (7) ciu no. g , donnera, en obscrvant quo par 

"/A ( d . X a  +dys d.2') 
le no. 18, -. = -- - - , et cn ndgligcant leu quantitcs a r  drn 
de l'ordre rn nz', 

m i  m' m" 

a 
const.= --fn'+,,$ &c. 

Ccs diverses dquations subsistent en 6gard auxdn6galitQ ii trb- 
longucs pdriodes , qu i  peuvent dFecter les Blkmens desorbites dem, 
m', &c. Nous a w n s  observt! dnns IC no. 64, que le rnpport des 
moyeriv mouvernens de ces corps, peuvent. introduire drirts leu ex- 
pressions des g r i d s  axes des orbi tes considdrdcs comniz variubles, 
clcs indga1itc.h dont leu arguirlcns proportionnels au temps, croisseii t 
avcc bctlucoup de lciitcur , ct qui nynnt pour diviseurs , lcs cocfi- 
ciens du temps t, dans CCY argumcns , peuvcnt devonir scnsiblcs. 
Or il est visible cju'en n'nymt bgard ( ~ ' R U X  termcs qui ont do 
scmblnblcs divisenrs , et cn cons idhnt  ICs orbites coinrne des 
cjlipses dont ICs Qldmcnv varicnt it rnison de ccs tcrrnes , Ius intQ- 
grales (4)  , ( 6 ) ,  ( 6 )  et  ( 7  ) du no. 9 ,  donncrpnt toujonrs leu 
relutioiie quo nous vcnons de trouvcr entre ces 6ldmcns; pnrcci: 
que les termes de l'ordre mm' qiic nous nvons n6glig6s dans CCY 

inti.gru]cs, pour cn conclure ces relntims , n'ont point porir divi- 
Reurs, ICs trbpctits cosfficiens dont nous vcnoiis de parler, 011 

du siioiiis, ils ne les renfernient , quc ~niiltiplids pw une puis- 
mice des forces perturbutrices , suythieuro B cclle que \'on con- 
s idEr~.  , I 

62 ,  Nous avoiis obscrv6 dans 1cs nos. 21 et 2.a clu premier 
I ivrc , quidam lc kouvenwnt d'un systtzme do corp  , il e.:,istc*un 

\ 
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plan invariable ou conservant toujours une situation parallkle , 
qu’il est. facile de retrouver dans tous le5 temps, par cette condi- 
tion, que la summe des masses du systbme, multipli&es respec- 
tivement par les projections des %ires dkrite::: par Ieui*s rayons 
vccteurs, dans un temps donn6 , est nn maximum. C’est principa- 
lenient dans l a  thkorie du systhmc solaire, quc la recherche do 
ce plan est importante v u  les mouvcmens propres des dtoiles et de 
l’&cliptique, qui rendent trks-difficile (LUX Astronomes , la Wer- 
niination prkcise des rnouvemens cklestes. Si l’on nomme 9 l’incli- 
naison de ce plan invariable, sur celui des x ct des y , et II la lon- 
gitude de son nwad ascerirltliit ; il rksulte de ce que nous avons 
ilernontrb i l a k  les n o s .  2 i et 2 2  du premier Line, que ron aura 

A l  10 C A N I Q U E C ]E L E S T E, 

C” E’ 
tang. y .  sin. R = - ; tang. 2 . ~ 0 ~ .  II = -; 

c C 

et par consbquent , 
tang.p.sin.n= - m .  f a . (  1-e”). sin.@ I Rin.d+m’. v u ‘  .(i-el$). sin.q’..sin.t-+tcc. 

rn . r/ a. ( 1 -ea). cos. Q + rn’ . fa‘ . (1 - e’*). co8. of+ &c. 

1 * *  

On &terminera fac;2onnnt, ~ I I  fnoj%n ces’valevrs, lee deux 
angles 2 et IT. On voit que pour d6tcrminer le plan invariable, 
il faudroit connoltre Ics masses des combtea, et leu Cldmens de 
leurs orbites; houreusemcnt , ces masses paroissent Qtre fort petites, 
en sorte que l’on peut , sans crreur sensible, negliger leur action 
.sur les planktes j mais le temps seul peut nous bclairer sur ce point. 
On peut observer ici , que relativenient A. ce plan invariable , les 
valeurs de p , q , p’, q’, &c. , ne renferment point de termes cons- 
tans ; car il est visible , par les 6qiiatione (C) du n”. 59 , que ces 
termes sont les mhmes pour p , p‘, p”, &c. , ct qu’ils sont encore les 
mCmes pour q q‘, q”, &c. j et comme relativcment au plan inva- 
riable, ler constantes des premiers membres des dquations (1) 
et (2) du no, 59, sont nuls; les tcrmes constaris disparoissent cn 
vertu de ces Bquations , des expressions de p , p’, &c, q , q’, 8tc. 

‘Consid6rons le mouvement de deux orbites , m les supposilnt 
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iiiclin6es l'une k l'autre, d'un angle quelconque ; on aura par le 
no. 6r )? 

Siipposons que le plan fixe auquel on rapporte te mouvement dcs 
orbites ) soit le plan invariable dont nous venons de parler , et pat. 
rapport auquel les constantes des premierb membrev de cos 6qaa- 
tions, sont nullcs, eornnle on Ya vu dam ies noa. $1 et 12 c t u  
premier Livre. Les angles P ct 9' 6tant positifv ) leu dqiiations prd-. 
cddentes donnent leu suivnn tes : 

m . Va.  (i-e*) , sin. e = rn'. ~ ' a ! ,  (1 - e"). sin.@'; 
sin.d =-sin.V ; cos.6=-cos.e'; 

d'oir. l'on tire 8' = B +  la dcmi-circonfi.rcnce; les noeude des orbites 
sotit pur consdquent sur la mBme ligne; mais le noeud ascendant 
de I'unc coincide avcc le nmxl descendant de l'autre; en sorte q w  
l'iriclinaison mutuclle des deux orbitcs , cut dgollc 11 P-I- 9'. 

--- 

- t  

On t i  pur le no. 6~ , 
-"---- 

c = m . Va( *--eA). cos, p + m', v' a'. (1 -e"). cos. 9' ; 
en comhinnnt cettu equation avec la pr6cdCdente cntre sjii. Q ct 
sin. p', on aura 
. 
2m c . cos. Q,. f a .  I -(>$ j- c3+ nt*.a. (i-es)-na'*.u'. ( 1 - ~ ) .  

Si l'on supposc Ics orbitcs circulaircs , 0 x 1  c h i  nioins, RsgeZ pcu 
excentricpies pour que l'on puisse nc:gtigcr lco qunrrPs de lClAl'& 

cxccntricitds ; 1'Cquation pri.cddente dotinera P constant : par la 
m h i e  raison , P' sera constant ; les incliilnisons des plans dcs orbile5 
aur IC plitll fixe, ct sur cllca-nhnee, scront donc nlors constnntcs, 
et CCH trois plnns aiiront toujoi1r.q unc ir~torsection commune. II c11 

rdsulte que la variation moyenno inatnn tan6c de ccttc intersection 
cst toujours la m h e  ; puiuqu'ellc no peut &&re qu'une fonctiorr , 

de ccs inclinaisorrs. Lorsqu'elles sont fort petites, 011 troirvern 
fidemcmt par le no. G O ,  ct cn vertu de In relation prficddenie 
entre &i.P et sin.#, que p u r  IC: temps t ,  le moavcmerlt de e t t e  
iutcrvcction est - { (o,i) + (I,o) 1. t. 
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La position du plan invariable auquel nous venons de rapportor 
le mouvernent des orbites, est facile A d3terrniner pour un instant 
quelconque ; car il ne s'agit que de partager l'anglo de l'inclinaison 
mutuelle des orbites , en deux angles Q, et Q,', telv que 1'011 ai t 1'8qun- 
tion pr8cCdente entre sin.rp et sin. c'. En designant donc par'w,  cettc 
xuwtuelle inclinaison, on aura 

M k  C A N I Q U  E C k  L E  8 T E, 

C H A  P IT RE 
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C H A P T T R E  V I L I .  

Seconde me‘thode d’approximation des mowemens cdestes. 

63. ON a vu dans le Chapitre IT, quc lee coordonndcs des corps 
celestes rapportdcs aiix foyers des ibrces principalcs qui les 
unimont , sont. ddtcrmindes par des Cquations diffthntiellcs du 
second ordre. Nous nvons intdgrd ces Bquations dam IcCliapitre JII, 
en n’ayant dgarrl qu’aux l’orccs piiiicipnlcs , ot no~is  avoiis fait voir 
que dniis cc C R Y ,  leu orbitcs solit des sections coniqucs dont 
Ics 616rncnu sont les constaiitcs wbitraires introduites par les i d -  
grations, Le5 fmces pertrirbatriccs n’itjoutaiil que de petites in& 
gulitds, au mouvcmcnt elliptique ; il est iiaturcl dc clierclier h 
ramencr aux loix de cc mouvcincnt , le mouvcincnt trouble des 
corps c6lestes. Si l’on uppliqiic aux dquations diff%rentielles du 
mouvement elliptique, aagniciit6es des petits teriiies dus aux forces 
pertiii*hntrir~s, 1~ m& hodc #approximation expos6e daiis le 11’. 45; 
on pourra encore considdrcr les mouvcmens c6lcstcs daiiv lee or- 
bites rentrantcs > cornme &ant elliptiqueo ; ninis les ClPmens de 
ce mouvemeiit, seront variables: et Yon aura ]curs variations par 
cettc mdthode. I1 en r6sulte que les dpitioriu clu mouvenient , 
&taut ~ i ~ t i r e n t i c ~ l e s  du secoiid orclre , non-seulement leurs intk- 
grales h i e s  , mais encore lcurs intdgrales infiniment petites ciu 
premier ordre , sont les m8mes que dims le cm des ellipses inva- 
riable~ ; en sorte que ]’on peut diffdrenlicr les Cquations h i e s  du 
mouvement elliptique, en truitant leu d)6mcas de cc mouvement , 
cornme constans. I1 rhsulte encore de la rnbnlc mithode , quc leu 
Bquatiogs de ce xpouvemrnt difi‘tkntielles du premicr ordre , 
pcrlvent etre diirtircnti+es, en n’y faisant vnricr que les dlbmcns 

orbitcs, et les preniieres diffdrences des coordoniidc# j pourvu 
qu’au 1 jeu cles diffdrcnccs sccondes de ces coordonndcs, on ne subs- 
litue que la partie dc leurs valeurs, due aus forces pcrturbntrices, 

&L&CAN, c h .  Tome 1, SY 
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Ces rdsultats peuvent &re immddiatement tires de la considha- 
tiori clu mouvenient elliptique. 

Pour ccla? concevons une ellipse passant par une planbte et par 
l’t‘*l&nient dc la. courbe qu’elle dkcrit , et dont le centre du solei1 
ocrirpe le foyer. Cette ellipse cst celle que la plan& ddcriroit inva-. 
r.iablcinent, si les forces perturbatrices cessoient d’agir sur elle. 
See dldmens sont constans pendant J’instant d t  j mais i l u  variciit 
d’un instant k l’autre. Soit donc V= 0, une 6quation finic b l’ellipse 
invariable , Y &ant fonction des coordonrikes recturigles x ,  y ,  z 
et des parami3tres c ,  c’, &c. , qui sont fonctions des Clbmens du 
mouvemcnt elliptique. Cktte Cquation aura encore lieu pour l’el- 
?ipse variable ; mnis les parami:tres c ,  c’, &c. ,  ne seront plus cons- 
tans. Cependant , puisque ccttc ellipse appartient ii l’Cldmcnt do 
lacourbe dCcrite parlaplan&e, durnnt I’instsrlt dt j l’dquation Y=o 
aura encore lieu poi~r le premier et le dernier p i n t  de cet 616- 
ineiit, en regardant c ,  c’, &c. ,  comme constans. On peut donc 
cliffdrentier cette dquation uiic prernibre fois, en n’y faisant varier 
que  x ,  y, z ,  ce q u i  donne 

On voil aillsi la raison pour Iccqaelle lee 8quatlons fiiiiau de l’dlipso 
invariable, pcuvejit, dam le rxs do l ’ e l l ; ~  variaMc , Ctre diff0- 
rentides une prcmih-c fois , en .traitant les parambtrcs cornme 
consinnrr. Par la r n h e  raiuon , toute dquation diff6rcntielle du 

a prcmier ordre, it l’ellipse invariable, a dgalement lieu pour l’ellipso 
variable j car soit Y’ = o w x  kquation de cet ordre , Y’ &ant 

d x  dy d~ - , - et des parambtrcs c , c‘? &ca €onction de x , y, z , dt I dt 
dt 

11 est clair quc toutcs ces quantitds sont les memes pour l’ellipsc 
variable , que pour l’ellipse invariable qu i  coiiicide avec clle, pen- 
dant l’instant d t. 

Prdscntcinent, si nous consitldrpns la plunhtc , tl la fin de l’ins- 
tnnt dt , yii au commencement de l’instant suivant j la fonction Y; 
ne variera (le l’ellipse rolative A l’instant d t  , ii l’ellipse cons6cud 
tive que par la variation des parumbtres puisque les coor- 
donndcs x, y , z ,  relatives b la fin du premier instant, sont lee 
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mQtnes pour Ceu deux ellipses ; &si lo fonction Y dtant nulla, 
on a 

o = (  -++ d V  ($) .dc’+  &e. ; (2 )  

Cette equation peut se d6duire encore de 1’6quation V = o ,  en y 
faisant varier t i  la fois, x , y , z , c , c‘, &c. ; car si l’on rctrancllu 
l’dquation ( i )  , de cettc diffthentiellc , on aura l’hquation (i‘). 

En diffhrentiant I’dquation (i) , on aura une nouvclle &qua%ion 
en dc dct, &c. , qui avec 1’6quation ( i t ) ,  servira i d6teriuiner 
lee parambtres c , c‘, &c. C’cst ainsi que les Gdomhtrcs qui se sont 
occupth les premiers, de la tlieorie dcs pcrturbntions dlestes, ont 
ddtermind leu variations dcs nmuds et des inclinaisons des orbites : 
mllis on peut simplifier oette difi’drentiation, de la nianibrc sui- 
van te. 

Considdrons gdndraloment 1’6quation diffdrentiellc du premier 
orclre V’= 0 ,  Bquation qui, cornme on vient de le voir, convicnt 
Bgalement a l’ellipse variable, et A l’ellipse invariable qui, dans 
]’instant dtl, coincide: avec ellc. Dam l’inutant suivant, cette dqua- 
tion convient encore aux deux ellipses, mais avcc crtte difference, 
que u , c‘, &o. ,  reetent lea mDmce.dane h cas de l’ellipee invaria- 
blc , au lieu qu’ils chsngent avec l’ellipse variable. Soit 7‘’ ce que 
clevient Y’, lorsque l’ellipsc cst supposde invariable ; soit Vi’ ce que 
&vient cette rridxne fonotion , dans le cas de l’cilipse variablc. I1 
mt clair que pour avoir V”, il Gut changer dans V‘, les coordan- 
ndes x ,  y , z ,  qui sont relativcs au commencenmrt du premier 
instant d t ,  clqns celtes qui sont relatives au commencement du 
second insttmt j il faut cnuuite , aiigmcnter les diffhjrences premibrcs 
d x  , d y ,  dz , respectivel~~ent des quantiths d d z ,  ddy , d d s ,  
relativcs A l’cllipse invariable, l’&ldmeilt d t  du tcmps , ttant sup- 
pose cons taut, 

Yareillcment , pour RVoir V,’, il €aut changer clans V’, les cow- 
doixn8es x , y , z , clans cclles qui sont rclutives (tu cornniei~ceincnt 
du second instqnt, et qui soiit encore leu mdmes duns les deux 
ellipses; il faut ensuite Ruginontor d x ,  dy,  da , rcspectivcrnent 
dca quantitds d d x ,  d dy , ddz j errfin, il fuut ckcmger les para- 
pJ8trcs c c’, 4c. clans d c  , o‘+dct; Csrc, 

s s  ‘I 
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Let? valeiirs de ddx ,  d d y ,  ddz, ne sonf pas Ees mdrnea dans 

les deux ellipses j elles sont augmentkes, dam le cas de I’ellipse 
variable, des quantitds duee aux forces perturbatrices. On voit 
clinsi que les deux fonctions 7’’ et Y,’ ne diffhrent qu’en ce qua 
clans la secondc, les parambtres c, c‘, &c., croissent de dc , dc‘, &c.; 
et les valeurs de ddx ,  ddy,  ddz , relatives A l’ellipse invariable , 
y aont augmentdes des qaantites duesaux force8 perturbatrices. On 
f6rmera donc Y,‘-yN, en diffdrentiant Y’, dans la suppositioii 
d e x ,  y ,  z ,  constans, ct de d x ,  d y ,  d z ,  c ,  c’, &c., variables, 
potxrvu que dam cette diffdrentielle , on stxbstitue pour a!& , ddy, 
ddz, kc., les parties de leura vdeurs, uniqucment dues aux forces 
pertnrbatrices. 

Maintenmt, si dans la  fonction Y”-T‘, on s u b s h e  au licn 
do d d x ,  ddy , J d z ,  leurs valeurs relatives au mouvement e l l i p  

d x  dy d z  
d b ’ d t ’ d t ’  ” tique , on aura wne fonctioii CTc x , y , z ,  - c c’ &c,, 

qoi dans le cas de l’ellipsc invariable, est nulle; cette fonction est 
donc encore nulle dans le cas de l’ellipsc variable, On a 6videm- 
men t dans ce dernier cm , 7,‘- V’ = o ; puisque cette &quaticm 
est la diffth-entielle de l’bquation Y’ = o : en en retranchaiit 1’Cqua- 
tion F- 7’= o, on a a ~ a  7;- F’= 0. Ainsi Yon p i i t  clatia 
cc cas, diI’”6rcntier l’tiquatioa Y!-sT w n m v a r ? c r  que ah, 
dy, d z ,  a, c‘, 8rc. , pourvu que l’on substitwe pour d d x ,  d d y  , 
ddz , leg partics dc kurs valeurs , relatives aiix forces perturba- 
trices. Ccu r6sultats eont exsctemsnt lee rnQmes que ceux auxquels 
nous sornmes parvenus dans le no. 45, par ales considdrationv 
purernent analytiques ; mais vu lcur importance, nous avons cru 
devoir les &cltiire ici, de la consideration du mauvement e l l i p  
tiqne. Cela post! 

64. Reprcnons les dqizatiom (P) clli no. 46, 

( P )  
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si Pon suppose R = 0 ,  on aura les Bquations du moiivcment cllip- 
iiquc, que nous avons int6gr6cs dans le Chapitre JIT. Noua 
sorrimeb parvenus dans le no. 18 ,  aux sept inl6gralcs suivnntes : 

xdy-y d.t: xdz-2  d . F  y d z -  z a y  ; cr= ; ct) - 
dt dr 

C- 

d P  

a d t' 

Ces iiit6gralea donnmt lee arbitraires, c h  fonctiom des coordon- 
nCcs et de leurs prernihes diff6rences ; elks sont soiis une forme 
trhs - commode, pour d6termincr.h variations de ces arbitraires. 
lies trois premikres integrales donnent en les diR6rentiant, ct can 
ne faiaant varier par le na. pr6cdclrmt , qae Ies ParhmBtres c , e', c", 
ct lea premihres diffbrences dca oaordmnbea , 
de = 

En substituant, au lieu de d d x  , ddy ) ddz , les pnrtics de leurs 
vdeure dues aux forces perturbatricea , et qiri en vcrtu des Gqua- 

x .  d dy - y . d d x  , * .dd~-o .dd .c  J . d d z --L .diiy . -;&- ; de!) =- 
d t  d t  d t  

on aura 

On ~1 vi1 h i s  les non. 18 et 19, qiie ICS pnmm6l rcs C-, F', c", &term 
miricnt trois C16mens clc l'orbile ellipliqric, savoir  , 1'inclit;iiison 9 
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J~l’orbitc, sur le plan des x ct desy ,  et la longitude 8 dc son nceuJ, 
uu uioyen des Bywations 

r/ c’” + c”* C” tang. tp = ; tang.6= 7; 

et le derni-paramktrc a. (1-e’), clc l’ellipse, au moyen de 1’8qualion 
p a . ( i  -e’)= c~-I -c“+c”~.  

Ccs m?&mes dquations subsistent encore dam le cas tlc l’cllipse 
variable , pourfeqixc Yon ddterminu c ,  c’, c”, au rnoyen de! 6qua- 
tions dif€C.rentiellcs pr&ckcl.en tes. On aura ainsi le paramGtrc (10 

l’ellipsp variable, soli inclinaison sull le plan Exc des E ct detiy 
et la position de son iimud. 

L c 3  trois premikres des dquations ( p )  nous ont donnd dans IC 
no. 1 g , l’intkgrale h i e  , o == c”x - c’y -I- c z : cettc dquatiori sub- 
siste cncore dans IC cas de l’ellipse troullbe , ainsi que sa prernibro 
Jiffdrcnce, o = cN.  d x  - c‘. +y + C .  d z ,  prim en regardant c , c’, c”, 
comrne constans, . 

Si l’on cliRdrentie la. quatribme , la cinquikme et la sixihme c h i  

intCgrales ( p )  , en n’y faisant varier que les pnrnmktres f, f’, f’, 
et les diR~rcnces d x ,  dy,  d z ;  s i  l’on subvtituc erisuite , au lieu 

C c 

d R  d R  de d d x ,  ddy , ddr , les quantitds - { P . (  z) -&’. ( -G), 
- - c ~ t ” . ( ~ ) ,  d R  on aura 
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Biifin , la septi&mc des int6grales ( p  ) , diffbrentide de la m$me 
maiiiCrc , doiiiiera la variation du demi-grand axe a, nu rimyeti 
dc l’bquatioii 

tA de- t= n.dR, 
a 

lit diff&rentielle d R  se rapportant aux scules coordonndes x , y , z , 
du corps m. 

Lcs valeurs de f ,  f’, f’, ddtermiiicn t In Iongitudc de la 1wojec- 
tion du  pdrilidic de l’orlite, stir le plan fixe, ct IC rapport de 
I’excciitricitd au demi-gttnd nxc ; car I Miit la loiigitudc de cettc 
projection, on n pur le no. 19, 

tang. l= - f’ 

& p == vp +,f’*+j? 

f ’  
ct e dtnnt. le rapport ctc l’cxdentricit6 au clcmi-gr;u~d axe , on a par 
IC meme no., 

Ce rapport p u t  encore &re dBlerrnint5 , e11 divisant le derni-para- 
m6tre u.  (1- e’) ,  par le derni-grand axe a : 16 quotient retranch6 
de l’unite, donnera Ja ualeur de 8’. 

Tics inttigralee ( p  ) on t donnt5 par l’dlimination , dam IC n?. 1 9 ,  
l’int6gralc h i e ,  o = = p  r -  k*+f.r-t-f‘y+fz ; cctte Quation dnb- 
sistc cncore dam lo cas de l’cllipsc tratibli?e, et d e  ddtermine A 
chaquc illstant, ln. nature de l’cllipse variable. On p u t  In. diffdren- 
tier, en regardaiit J ,  fl, fN, coinme constans cc qui donne 

o = pdr+fdx+fdy+f’dz, 
Lc demi-grand axe a donne lo moycn niouvcmcnt dc m, ou pills 

exnctement , ce qui daiis l’orbitc troubltk , rtipoiid au mayen mou- 
vcrncnt d a m  I’orbite non troubldo j car 011 n par le no. 90 ,  

n=u.  a. fi; (IC plus, si l’on ddsigno par (‘ IC moyen mauve- 
rnciit do nz, on R dam l’orbitc clliptique invariable d(  f=~ n d t :  
cctk Cquation n Cgaleniciit lieu dam I’ellipsc vnrinblc , puisqu’cllc 
cst cliffdreiiticllc tlu premier ordrc. En lu difi‘drcntiant , on aura 
dd{=dn .dI ;  or on a 

-1 

3an ,u 3 o n . d R  
= P  a 1u d r t s - - - , d . -  = - J 
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psrtant 

3 a n .  d t .  d R 
I* 

dd(= i 

ct en intdgrant , 
3 
I* 

( = --. f f an d t .  d R, 

Enfm , on a vu dails le no. 18, que lee inthgralcs (p) n’dquivdcnt 
qu’k cinqintdgrales distinctes , et qu’elles donnent entre lee scpt 
parametree c , cf7 c”, $, f’, $”, et e, les deux dquntions de coii- 
dition , 

0 = f C / ~ - y C ) + f V I C  ; 

P .p+f’”+’”-(.‘ . o = - +  ci + c’a + c / ~ s  J 

68 

ccs Cqiialions orlt donc encore lieu dans le cas de I’ellipao variable, 
pourvu que lcs parnmhtrea soient d8terminds par cc qui  pr@ci.de. 
On peu t Cailleurs s’en nwu rer facilemen t dpootcriori. 

Nuus venms de d6teriiiiiicr cinq 6lCrnens de l’orbito troubke, 
savoir , son inclinaison , la position de scs nocuds , son &mi-gram! 
axe qui donne son moyen mouveinent , son excentricitd, et la 
position du pdrihtjlie. I1 nous reste a determiner le sixibme BlBmerrt 
Ju mouvcment elljptiqiie , celui J u s  Jcllipuo wm troublee , 
rkpond a la poeition de m , ii une kpoque &mike. Pour ccla, rc- 
preiiyns l’exprcssion de dt du no. 16, 

Cettc 6quatioii ddveloppde en sdrie nom a donqi: clans le no. citk 

En inthgrant cette tquation dam la suppositiop de e et de ‘4 cons- 
tans, on aura 

d t  = d V .  { 1 + E(’) .  COB. (v - - )  +-E(‘). COS. 2 (v- e) + &c.}. 

E( ’? In dt+ t = Y + E(‘) .  sin. (v- m) + - . sin. 2. (v- *)+&a ; 

s &ant une arbitraire. Cettc intdgrale cst relative ii l’ellipse inva- 
riable : pour l’etedre h l’ellipse troublde , il faut QU’ cn y fuisnnt 

tout 

B 
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tout varier jusqu’aux arbitraires I, 0 et a qu’elle renferme, sa 
dif€drentielle coincide avec la prdcddente ; ce qui donne 

- d w .  {E(’).cos.(v-*a) + EY’) .cos .~( ; -~a)+&c.} .  

Y-.S est I’anomalie vraie de m , comptde sur I’orbite , et rll est 13 
lo@tude du p6rihi.h , compthe pareillernen t sur l’orbite. Noll~ 

rtvons tldterininb yr~cbdcmmen t, Ia lorigitutlc I de la projection d u  
pdrilidlie sur le plun fixe ; or  on R par le no. a2 , en changeant Y 

en e, et v ,  en I d a m  l’rxpression de Y - 6 ,  de ce no., 

a - 6 = I- 0 t tang.’. i o . sin. o (1- 9) + Src. 

En supposant eiisuite v et o, riuls dans cette m61uc eqirevsioii, on :i 
C == 8 -I- tang.’ f O. sin. I 8 i- &c, 

psrtaii t 
* = 1 t tang.’; p a  {.sin. P e + sin. I (I- 0)) $- &e, 3 

ce qui doniie 

+- d 4. tang.’: 0 .  (COY. P 0 - COY, 3 (1- 4) +&c.} 

d w  = d l .  { 1 +rr tang.’;  cos. P (1- e ) +  &c.} 

Ainsi, ICs valeurs de d l ,  d 6 ct dp dtant dCtermin6es par co qui 
prQcbde j on aura cclle dc d rn , cl‘oh Yon tirera la valcur de d*? 

I1 suit dc-lk que les expreqsions en sBries , du rayon yecteur , clc 
sa projection sur le plan fixc , de la longitude rapportde soit sur la 
plan fixe, soit sur l’orbite , et clc la latitude > quo nous ayons 
doiindes dam le no. aa > pour le cag de l’cllipse invariable, ont 
Cgalcment lieu dans le cas de I’ellipse troublde , pourvu que l’on y 
change nt , en f n d t  , et que 1’011 tldtcrniinc les dldmens de l’ellipsc 
variable , par les formules prdcddentes. Car puisque les dqimtioiis 
finics cntre r ,  Y ,  s s , y ?  z , e t f n  d I ,  sont Ics mdrnes dans Ics 
deux cas, et que les expressions en series, du no. 1 9 ,  rtSsultcnt 
de ces Qquations , par des opthations analytiques entibrement indd- 
pendantes dc la Constance ou clc la variubilitb des &mens ; il est 

M ~ C A N .  ckr,. Tome J.  T t 
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clair que ces expressionti ont encore lieu dans le cas des klcrnens 
variables. 

Lorsque les ellipses sont fort excentriques , telIes que les orbites 
cles comhtes ; il faut changer un peu l’analyse prkddente. L’irtcli- 
naison o de I’orbite sur le plan fixe, la longitude 0 de son nceud 
ascendant, le demi-grand axe a, le demi-paramktre a. (‘ 1-e’) , 
l’excentricitb e,  et la longitude I du yerihelie sur le plan fixe, 
pourront &re dkterminbs par ce qui preckde. Mais les taleurs de ‘P 

et de d* &ant donnbes ea  series ordonnees par rapport aiix puis- 
sances de tang. f 8 ; il faut pour les sendre convergentes , choisir 
le plan fixe, de manikre que  tang.;^ soit peu considkrable , et  
ce yu’il y a de plus simple pour cet objet , consiste A prendre pour 
plaii fixe, celui de Porbite de rn , it une tspque donnde. 

La valeur pr6cddente de c l i  , est exprimde par une s6rie qui  
n’est convergeiiteque dans le cas oul’excentricitd de l’orbitc cst perr 
considerable ; on ne peut donc pas l’employer dans le cas pr6sctit. 
Pour y wpplher, reprenons l’kquation 

Si I’on fait i -e IZ: a ,  on a par l’analyee du no. 13 
L’ellipsc invariable , 

dam le cas dc 

T &.ant une arbitraire. Pour 6tendre cctte dqnatlon, A l’ell ipse 
variablg ; il faut la diffh-entier , en ne faisant varier que T, le demi- 
parametre a.(i-e’], a et 5. On aiira ainsi uEe kquation cliff&- 
rentielle qui dbterminera 2’; et ICs dqiiatioiis finics qui ont lieu 
ilans le cas de l’ellipse invariable, subsiuteront encore dam le cas 
de l’ellipse troublke. 

65. Considdrons partieu~it)remcnt ICS variations (leu k l d r n c m  
de l’orbitc de m , d a m  I C  cas des orbites peu exccn triqucs et pcu 
inclindes 1cs unes aux autres. Nous avms donne d a m  IC no. 48, IR 
manibre de ddvelopper olors A, bn dr ic  de sinus ct (le couinus de 
la forme ~ ~ ~ ’ r E . c o s . ( i ’ n ’ t - - i n t f A ) ,  k et A &ant dcu fu~ict io~u 
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des excentricitds et des inclinaisone dea orbites, des positions de 
leurs noeude et de leurs pdrihelies, des longitudes dee c o r p  n 
unc 6poque donnee, et de8 grands axe1p. Lorsque lee ellipses sont 
variables, toutee ces quantites doivent Btse su~posdes varier con- 
forrndrnent A ce qui pr6dde; il faut de plus ,danger dano le t e r m  
pr6ddent , l'angle i'n't-ii6, en i ' . fn'dt-i . /nd#, ou ce qui 
rcvient au mbme , en 23/-i(, 

blaintonant , on B par le no. pr8cddent 

3 { = Jndt  = -. ffa n d t .  il R. 
1u 

TA diffhrence d R ttant prise uniqucment par rapport aux ceor- 
donnhs x, y , z , du corps m , on ne doit fairc varier dana IC 
t erm m'k. cos.(i'c- it+ A) de l'expssion de R, ddveloppde en 
sdrie, que ce qui dhpend du mouvement de ce corps ; d'aillears , 
R dtant une fonction finie do x ,  y ,  z , x', y', z', on p u t ,  par IC 
no. 63, supposer les tSlbmens de l'orbite, constans dam In  diffd- 
rence dR; il suffit dotw de fairo varier (dam le terme prCcddcnt, et 
comine la diffhrence de ( est ndt, on aura fm'. httdt. sin.(i'('-i{+A), 
pour le terme de dR, qui correspond au terme prbddent de R. 
Aixisi, en n'ayant cigard qu'l ce tcrme , on aura 

3im' 
P 

= - .If a k n'dt'. sin. (it('-- i f+ A). 

Si Yon ndgligc les quarrtSs e t  les prodtiits des masses perturbotricee , 
on pourra dam l'intdgriltion de ces termes , supposer les &mens 
clw mouvement elliptique constans cc, qui change { en n t ,  et 
(' en n't j dbh I'on tire 

1 Qim'r8.k 
-=I 

4 p. ( i 'n ' - in )  
. cos. (rn't - i n  t+ A) ; 

si  duna k 
p.(i'n'-inp 

{=* .sin.(i'n't-in #+A). 

On volt par-]&, que si in'-in n'est pas nul, les quantitt's a vt (I 
Tt Y 
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ne renferment que des inkgalit& periodiques , en n’ayant 6gad 
qu’i la premiere puissaiice de la force perturbatrice ; or i et i’ &tarit 
des nombres entiers , 1’6quation i’n’-in == 0, ne peut pas avoir 
lieu, quand leu moyens mouvemens de m et de in’ sont incommen- 
surable~ , ce qui est le cas des planktes! et ce que l’on peut ad- 
mettre gkniralement, puisqric n et n’ &ant des constantes arbi- 
traires msceptibles de toutes lcs valeurs possibles , leur rapport 
exact de nombrc a noiiibre 

Nous sommes donc conduits h ce resultat rcmarquable , savoir , 
que les grands axes des orbites des planktes et leurs moyens mou- 
vemens , ne sont assujdtis qu’k des inCgalit6s pdriodiquca d&pen- 
tlantes de leur configuration entre elles , et qu’ainsi , en ndgligennt 
ces quantitev leurs grands axes sont constans , et leurs moyens 
mouveinens son t uniformes : rksultat conforme h celui que rious 
ilvons trouvd par une autre mdthode dans le no. 64. 

Si ieu moyens mouveinens nt et n‘t , sans 4tre exactement corn- 
mensurables , approclient bcaucoup d’d tre dans le rapport cle i’ :I i; le 
cliviueur 2n’- in , est fort perit, et il peut en rdsulter J a m  3 et (‘, 
des indgaliti-s q u i  croissant avec une grandc lentcur, pourront 
clonrier lieu aux observatcurs, de penscr que lcs moyens mouw- 
mens clee deux corps m et m’ ne sont pas uniformes. Nous verrons 
dans la tliiorie de Jupiter et  clc SGtLKgc. que 00lQ -4 amid rela- 
tivcment A ceu deux pfanetes : ]curs rnrtycns mouvernens soill tcls 
que dcux foiv celui de Jupiter, est B fort pcu prks dgal A citiq 
fois celui de Saturne ; en sorle que 5n‘-212 n’cst pas lasoixmitc- 
ciuatorzikme partie de n. La petitesse clc cc diviseur, rend trks- 
sensible , le terme de l’expression de 3, ddpcndant de l’anglc 
5n‘t - 2 n t , quoiqu’ir soit de l’ordre i’ - i , ou du troisii;me ordre 
par rapport aux excentricitds et auxinclinaisons des orbites, coplme 
an l’u vu dans len’. 48, L’analyse prkcddente donne la partie la plus 
~cnsible tle CCY indgalitds; car la variation de la Ioigitude moyenno 
dkpend de deux iutCgrations , tandis que lss variations des autrcs 
6li:rnens du niouvenicnt elliptique , ne &pendent que d’une seulc 
intigration; il11’y a corisdquemrnent, que Ics termes de l’expression 
de la longituctc moyenne , qui puissent avoir le quam6 (i’n’--i n)’, 
pour diviseur j cn n’ayant donc 6gard qu’lr ccs tcrmes qui, vu la 

est inliniment peu vraisemblable. 

T -  ~ 
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pelitesse de ce diviseur , doivent &re les plus cunsid8rables , il 
suffira, dam lea expressions du rayon vecteur , de la longitude 
et de la latitude, d'accroftre de ces termes , la longitude moycnne, 

Quand on a les inciga1itc"s de ce genre, que l'action de m' produit 
dam Io moyen moiivcment de nr, ; il est facile d'en conclure IC$ 
itidgalit& correspondantes que l'uction cle m proJuit clans IC moycn 
moiivement de m'. I4n &et, si Yon ii'u &pard qii'it l'action mutuelje 
(lev trois corps M ,  m et m' i la formule ( 7 )  du nd. 9, donne 

+ c'onsl. = rn. ---- (&*+ dj* + L s )  

d t' 
m' . ( d i p +  dy' + 

dt* 
{ (md.c+ m'&')*+ (mdy+ m'dy')a t (nick+ m'dz')' } 

( 1 .L- -- ---_ 
( i f f  , n - + l l i ) . d t B  
0 

amm' -- a Mrn' - ---- ---L--.I---- -- - a Mrn 
II- 

rC/X'+JQ+2i* ~xta+y'"+;t'a v (.%'-..)+( y t - y J . f ( d - Z j '  

Ida dernihre des inthgralcu ( p )  d i t  no. yrdcC.rIcnt donire en y e . i i ~ ~ -  

t i tuant pour-, l'intdgralc n/tlK, r* 
n 

d.zS + d.y* + d z* B . (M + m) - - 2 ./it x. I - -- 
c l  t3  /.cs +7- 

Si I'on nommc cnsuite A', ce que cleviciit R, loraque 1'011 coiisicl;bre 
I'ciction de in sur 7n', on aura 

m --__ . rn . (x.d+ yy'i- 2 2 ) )  

(xq-y"+ z')? 

d.crp+ dy'"+ dz'a 

e-. . 
9 - -- - R' =------ 

v (SI- .q-+ (y'--y)' + (2'- 2)s ' 
l . ( d Z +  m') - - -I_ - - __ - .fatat - I_L- 

dr* c/ 3 +yip+ 1'1 

la caracterivtiquc diffdwntiellc d' ric sc rapportnut qtl'aux coor- 
drq-dy'+d%~ 

donnCee x',y', z' tlu corps m'. En substituant au lieu de - - d P  -- . 
dr' a -+ fly1'+ fid ' 

. dr  et de - , ces valeurs dans 1'Cquation (a) ; on t u 1 1 a  
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I1 est visible que le second rnembre de cette dquation ne renfeme 
point de termes de l'ordre dee quarrda et des prodnits des masse8 rn 
et m', qui aient pour divbeur i'd-in; en n'ayant donc 6gard 
qu'ir ces termes , on aura 

m. fdB+m'. fd'B'= 0 ;  

&si, en ne cons idhnt  quo les termes qui ont pour diviscur 
(i'n'-in)n, on aura 

3 .fJa'n'd t . d'K m . (M+ m) . a'd 3. f'fq n d t .d R 
M f i n  -; M f m ' - = = -  rn' , (M+m']. &I ' 

or on a 
3 . f f a n d t . d R  3. fja'n'dt . dR' 

-i *M+m' i 2 1 5  - 
M f  m <= 

on auradonc 
rn' . (M+ rn' ) . a n . {' + m . (.iM+ m) . a'n' . 3 E= 0. 

Op a ensuitR 

aG - 
a; 

en ndgligeant donc m et m', vis-k-vis de M ,  on aura 
p . r a .  (+ m'. fa'. (' =a ; 

Ainsi , les inCga1itC.s de 
connoitre ceilss de c, 

3, qui ont pour diviseur (i'd-in)', feront 
qui mt le mdme diviseur. Ces inCgalit$q - 

sent , comme l'on voit , affectdm de signe contraire , si n et n' sont 
do mdme signe ou, Ce q u i  revient au m&wo a i  les deux corps m 
et m' tournent dam le mbrne sens; elles sont d'aillcurs dans un  
rapport constant j d'ou il suit que s i  elles paroissent aocdldrer 1s 
moyen mouvement de m, ellea paroftront retarder celui de m' 
~uivant la mhme loi, et I'accbldration apparente de rn, sera aq 
retardement apparent de m', wmme m'fiu' est B rn. 6. L'accd- 
ldration du moyen mouvement de Jupiter, et le rallentissement 
de d u i  de Saturne, que cornparaison des sbscrvations rnoderries 
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aux anciennes, avoit fait connoitre k Halley, &ant k fort.peix pres. 
clans ce rapport ; je conclus du theorArne precedent, qu'ils wnt 
dus A l'action rnutuelle de ces deux planhtes , et puisqu'il est 
constant que cette action ne peut produire dane les moyens mou- 
vemem , aucune alteration independante de la configuration des 
plilnbtes, je ne balangai point B croire qu'il existe dans la th8oris 
clc Jupiter et de Satlime, urie p n d e  inegalitd p6riodiqu0, d'une 
fort longue pdriode. En considerant ensuite que cinq fois le moyen 
inouvement de Saturnc , nioins deux fois celui de Jupiter ? est A 
t h - p e u  pr6s 6gal L z6ro; il me parut vraisemblablo que le phe- 
nombne observ6 par Halley, avoit pour cause, une int'galitb ddpen- 
dnntc de cct arguinent, La d&terrriiilation de cette in4galit6 vdrifia 
cctte conjecture. 

La pbriode dc l'nrgament i'n't -iint, &ant supposde fort Iongue; 
Ics ddrnens des orbites de m et de m' tfprouvcnt dans cet inter- 
vullc , des variations sensiblcs auxqiicues il est esscntiel d'avoir 
dgarcl daiis la double intdgrule /yaEn"dt'.sin. (i'n't- i n t + d 4 ) .  
]'our ccla , nous donnerons k la tonction k. sill. (i'u't - int +A), 
I a  forme Q .sin. (i'n't-int -I- i'*'--i*)-i- Q'. cos. (i'n't-int -t i'e'-it), 
(1 ct Q' b t m t  fonctions des dldinciis des orbites ; nous aurolis 
uirisi , 

. 

j'f n &n'd t' . sin. (i'n't - i IZ t + A) -== 

5 I d d q  - ..c - ----- 4*(a7Qt  +q . { Q- --_ -- 0 * dQ' 

2 .  dQ 3 .  d d Q  4.6'4 

nsa .Fin.(i'n't-int+i'r'- is) 

nmn. cm.(i'n't-int+i'#' 

4c 
(i'n'-iia)a (i'n'-in). dt (i'n'-in)P.& ( i ' f i t - in)3.Lj  

1 + & C S j .  --is). ig'. -_I---- -----_- 4 
(i'ri- in)p (i'nl-in) . Jt (in'-in)p. d t a  (i'n'-iii)3 . @ 

Lee termce de CCR deux sCries , dPcroieennt trks-rapidement , vh JH 
Ienktir des variations s4culaires des ddrrienv elliptiques ; on peut 
&111s chaqiie skric, s'eri tenir aux deux premiers termes. En y 
substituant ensuite, a11 lieu drs 616mens des orbites , lcurs valeuru 
orcioniideo par rapport aux puissances du temps, et no conscrvant 
qire sa prcmibrc pnissmcc ; la double intdgrale prtrcddcnte pourru 
&re truasformdc dans un scul teriiie dc la furme 

(F-t- E. t).sin.(i'n't-in 1S.A.r- 1i.t) 
Rclutivement h Jupiter et k Sufurne ? cette cxpreusion pourra 
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Oservir pendant plusieurs sikcles avant et aprhs l’instant que  Yon 
aura choisi pour Cpoque. 

Les grandes inPgalitCs dont nous venom de parler, en prodiiiscn t 
de sensibles parmi les termes dbpendans de la seconde puivvuiice 
des masses perturbatriccs. En cEet , si clans la formule 

on substitue pour 3 et ?’ leurs valeurs 

3 i. m‘nnn. k 
p .  ( i ‘ d  - i n). nt- . sin, (i‘n‘t- in t + A) 3 

il en rksultera parmi les termes cle I’ordre m*, le suiyan t : 

gi”. m’’. a’. n4. k” - -. 
8.p*.(i’n1-in)4 m‘ . f a ‘  

{ i. m‘ . <a‘+i’. m .  <a} . sin. 4 (i’dt - in t -t A). 

La valeur de 
dent, duns le rapport de m . f Z  b -m’.<u‘, 

renferme le terme correspondant qui est au yrCc6- 

66.  11 peut arriv-m que Ies in6gdi16s du  rnoyen rnouverrient , 
ICs plus sepsibles, ne se rencontrent que parmi les termes de 1’ordr-e 
clcs p a r r &  des masses perturbatriccs. Si l’on considhe trois corps 
nt, n’, m”, circulant uytour de M ,  L’expresuion de d l i  relative 
auy. termes de cet ordre, renferinera des ini.gnlitda de la forliio 
k. sin. (i n g- i’n’t+ i”n”t+A) j or si l’on supposc les moyenv mou- 
vewens n t ,  n’t , nNt , tels que in- i’n‘+ i”nN soit une fraction 
extrbmement petite de n , il en rksultera unc inkgalit6 trbs-sen- 
sihle clang la valeur de 3. Cette idgalit8 peut meme rendrs rigou- 
reusemcqt nulle la quantitd in-i’n’+ i’ln’’, et Btablir ainsi uno 
Cquation de copdition entre les moyens mouvemens et les lonpi- 
tudes moyennes cles trois corpe m, m’, m”. Ce cas trbs-singu~ier 
ayant lieu dam le systbme des satellites de Jupiter; nous a l l o ~ ~ s  
en ddvelopper l’anal yse. 

Si 
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Si 1'0x1 prend Mpour unit6 demasse, et si l'onn4glige m, n i ,  m", 

vis-A-vis de M ,  on aura 

0 1 1  a ensuite ; 

par tan t , 
&(= ndt  

w da 
dt  as ' 

On a vu dam le no. 
ont de trhs-longues 

61 uc si l'on n'a tSgard qii'aux indgelitPs qui phodes ,  , .q 011 a 

rn m' m" coiistante - ---f z + ~  j 
a 

ce qui donne 

On a vu clans IC mbmo no., que si l'on nCgligo les qwarrds (XPS 
cxccntricitds et des inclinaisons des orbitcs , on n 

constanto = rn .Fa + m'. flu'+ nt". fit" j 

cc qui donne 

Ye ces diverses dquatioiis il cst ais6 de conclurc, 
dd': -=--.I ' cia 

r E E  an 
(Ed{' m.n*' (n-nt') 

dr -z--g m'.n (n'- n") an 

dd:" m. n.9 (n- n'j da --- -. -ye ' - , --. - 
dt rn .n (ri-n") a*' 

,.vf.- j 

* - 5  - -> 

P 
f r  

Enfin , l'dquation - = PJCI R du no. 6 4 ,  donno 
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On a par le no. 46,  en dgligeant les quarrds et les produita des 

iiiclinnisons des orbites , 
I 
I- m'.r 

r' a 

+ 7. cos. (Y"-- v )  - mN. (rl- a r r". cos. (Y"- v)+ r'lfi)- '. 
R = -. cos. (VI- v )  - m'. (rl- a r r'. cos. (v'-v) + r") ' 

m". r 1 

Si l'on ddveloppe cette fonction dans une sCrie ordonnCe par rap- 
port nux covinus de VI-v, de vN-v, et de leurs multiples; 011 aura 
uue expression de cettc forme, 

R = - . (r,r')(O) + rn' . (r ,r ' ] ( ' ) .  cos,( d-u)  + rn' . (r?r')('). cog. 2 (VI-v .) 

' 

n' 

a 
+rn'.(r,r')(7).~~s.5 (u'-v)+8ic. 

m" '+ -. (r,r")(o)+ mu. (r,r",X1).cos. (u"-u) + m". (r,r")(').cos.z ( v'l-v) 
9 

+m". (r,r")('),cos. 3(v"-vv)+&c.; 
d'oh Yon tire 

,9upposons, conformdmcnt iL ce quc les observations intliqucnt 
d:ms le systdme des trois premiers satellitcv do Jupiter, que n--P n' 
et n'-2nnN soient des fractions tr8s-pctitcs de n ,  et que leur 
tliffdrence (n -$nn' ) - (n ' -annN) ,  ou n-3n'+2nN, soit incorn- 
parablement plus Fetite que chacune d'clles. I1 rCsul IC des exprcs- 

sions de - et de d'v, Ju no. 5 0 ,  que l'action de m' produit dans le 

rayon vecteur et dam la longitude de m, une inCpdit6 trh-sensible 
d@pendante (le l'nrgumcnt 2. (n't -n t + I' - t). Lcs termes reln- 
iifv h cette inhgiIit6 , ont . pour iliviseur 4 .  (n'- n)'-n*, ou 
(n-$On').(3n-2nn'),  ct ce diviveur est trks-pctit, Araison clc la * 

petitesse du factcur n- o n'. On voii encorc , par la considdra- 

d'r 
a 



P R E M I & R E  P A R T I E ,  L I V H G  Ir .  339 
lion dee rnCrnes cxpressions, que I'action de m produit dans IC 
rayon vecteur , et dans la longitude de m', une inCgalit6 ddpen- 
dnnte de I'argument (n't-nt+e'-eo), et qui ayant pour &vi- 
tlcur {n'-n)c- n", ou n.  (n- P n'), ost fort sensiblc. On voit pa- 
rcillemcnt que l'action de m" sur rn', produit dam les m h e s  
qitantit6s, une indgalit6 considdrable d4pendante de l'argument 
2.  (n"t - n't-t t'l-n'). Enfin on voit que I'action de m' produit clans 
'le rayon vecteur et dans la longitude de m", um idgalit6 consic\& 
rnble dependante de l'arguincnt nNt- n't + e''- I(. Ces in4gnlitCs 
ont tt6 reconnues d'abord par les observations; nous lcs dhve- 
lopperons avec &endue, dniig lu thkorie des satellites de Jupiter : 
leur grandeur par rapport RUX autres indgditBs, permet de n8glia 
gcr celles-ci , dans la question prhente. Nous supposerons dotic 

d'r = m'. E'. cos, 3. (n't-n t+ t'-e) ; 

6u = m'. F'.sin. a.  (n't-nt + d - 8 )  ; 

d'r' = mN. E".~os.~~.(n~'t-n't+~~'-a') f m. G.cos.(ri't--ntfr'--~; 

Ju' = m''. F". sin. a.  (n"t-n't+ ("-P') + ni, H. siii.(n'L--nt + e'-"; 
J'F'' = nt'. G'.cos.(n/'t-nn't+ a"--t') ; 

Ev"= dl. FT . sin. (not - n't + 8'). 

I1 6ut niaintenant substituer dnns l'expreesion prdcdclentc de d R, 
au lieu de r ,  v , r', v', r", v", Ice valeurs de a + d'r, ,ti+ a + 6v , a' + fr' ,  
n't + t'+ Pv', a''+ 6 rll, n"t + I"+ 6 vN, et no conserver que lcs tcrmcs 
ddpendans de l'argument R t -  3 n't -I- 2 nl't + t - 3 I' + P e" j or il est 
facile de voir que la Substitution des vnleurs de J'r, bv , J'r", Sv'.', 
no peut produire aucun tcrme scmblablc. I1 n'cn est pas ainsi 
de la substitution des valeurs de d'r', et de bu' : le tcrme 
m'.~r,r ' ) ( ' ) .dv.s in.(v'--u)  de l'cxpression de d R ,  produit la 
quuntit6 suivante , 

c'eet la seule quantitd (IC cc genre que renferme l'expression de 
d'r 
a 

dR. Les expressions de -'et de d'u, du no. 50, uppliquteu i 1 ' ~ -  
tion de rn" sur VL', donnelit, en ne conservaiit quo lcs tcrmes qui 

v v  2 
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ont n'- 2 n", pour diviseur 
peu prCs Bgal it fn', 

et en observant quc n" est i trks- 

!a E '  F'=- * 
a' ' 

on aura clonc 
\ 

E". { m'. m''. n d t  
a 

iiR= 
ria 

Xsin. (n t - 3 n't+ a n"t'-+ o - 3 e'-+ 2 9 " )  =z= -L a ' z  

aa dd{ dd ,# En substituant cettc valeur de 2, dans les valeurs de -, - 
et - , ct faisant pour abr4ger, 

d t  d t  ' 
dd(" 
dt  

on aura, ?I caum de n b trks-peu prbs Bgal Q 2 n', et de n' A trhs-pcu 
pr&s 6gal B a n", 

O L ~  plus exactcrnent, 

cn sorte que si Yon suppose 

on ;Iura 
Ad Y - = C. n'. sin. 7. 
dta 

L e a  moyennes. distances a, a', a". variant trks-peu, ainsi que Jn 
q uan til6 n ; on p u t  dans cette equation , considthr Cn', C O I ~ A I ~ C  

uae quantitC constante. En l'intdgrant , on (I 
+ d V  

. / c - a ~ n a . c o s . ~  
d t=  - 7  
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r! &ant une constante arbitraire. Les di1Fdrentes valeurs dont cette 
constantc est susceptible donnent liou aux trois cas auivans. 
Sicest positifet plus gmndque = h e d ,  l’angls YcroPtra sans cesse, 

et cela doit arriver , si, A l’origitie du mouvsment , (n+-3n’+ on“)’ 
cst plus grand que =t P en’. ( I  -cos, 7) , les signes supdrieurs ou 
infdrieura ayant lieu suivant que C est positil ou nkgatif. I1 est 
facile de s’assurer , et I~OIXS le ferons voir particulihrernent dam 
la thhorie des satellites de Jupiter, que 6 est une quantitts positive 
relativeinent aux trois prcmicra satellites de Jupiter ; en sup- 
posant donc =fw = clr - V, w Btclri t la demi-circanf6rence, on aura 

d t =  -. d Iz 

dit-+ a G 119.  cos. 
w 

Dins l’intcrvalle depuis a = o jusqu’ii m =  - j I C  rRdicu.1 a - 
V c + a ~ . c o s , m  est plus grand que \ / z ~ ,  ~orsque c est &gal ou 

?F 
iI r6sulto que - est au-dessous de deux nnndes commc 

an. V n 6  
on le verra dans la tlwhorie de ces satellites; aiiisi I’anglc w cm- 
ploieroit rnoins de deux an9 parvenir de zdro ir I’aiii$lc droit; 
or lee obscrvationa des satellites de Jupiter, donnelit depuis ~ C L W  

ddcouvertc , ‘1p constaminent nul, ou itiscnslible j le cas que nous 
el~tlrriirions, n’est clonc point celui des trois prcmicrs satclliles Je 
Jnpitcr. 

Si In constaiitc c est moindre que =f=rCn*, X’il1lgIc Y no fcra 
qu’oucillcr ;il zi’atteindrtl jumab dcux angles droitv, rji e c s ~  ndgatif, 
p~rcaqii’a1urs le radical VC- 3 Cn’. cou.Ydcviendxoit itnaginaire; 
il ne sera jumais nul, si t est poeitif. Dans le premier cas, SUI valcur 
sera alternativerrient pluv grande et plus petite qne z6ro j dans IC 
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second cas, elle sera nlternativment plus grande et plus petite que 
deux angled dmfie. Toutes lts abservations des trois premiers satal- 
lites de Jupiter, mu8 protivent que ce second cas est celui de CCY 

astres; ainsi la valeur de 6 doit &re positive relativemerit i eux; 
et comme ltt thCorie de la pesanteur donne E positif, on peut regar- 
der ce phdnonMw, cornme une nouvelle codirmation de rctte 
th60rie. 

Reptvnnm l’&mttion 
. d m  

dt* . ’ .  1 . .  - 
( / c +  9cl l=.co8.m 

L’angle a &ant toujours trh-petit, suivant les observationa , nous 
pouvons supposer cos. rn = 1 - i .  mm; Ydquation prC.ci.dente don- 
itera en I’incegrant 

w = = h A . h ( n t f l .  + y ) ,  

A et p &ant deux constantes arbitraires que l’observation pcut 
seule dkterrniner. Jusqu’ici , elk n’a point fait r e c o n n o h  cette 
inbgalitd ; ce qui prouva qu’elle at trks-petite. 

De l’analyse prdcdden te , r6sultant lea conudquencee suivnntes . 
Puisque ]’angle n t -3  n’t-t P n”t+ 0 -  3 e‘+ 11 a” ne fait qu’osciller 
de part et d’ilutre cie deux angles droito, HI Tnirmr rnoyenne est 
tgale A demx angles droits ; on aura donc , en n’uyttnt Cgard qu’aux 
qyamtitCe nioyennes , n-3 n‘+ 2 n” = 0 ;  c’est-ilt- dire, que le nzoyelt 
mouvement du premier sutelZite , moins trois fois cedui du second, 
plus deux foiv celui du troisidme , est exactement et constammetit 
e‘gaal ct zdro. 11 ri’eut pas ndcessaire que cette dgalit6 ait eu lieu 
exactement 21 l’originu , ce qui seroit infinimcnt peu vraisem blable; 
il sumt qu’elle ait et6 fort approchke, et que n--3nf+2tt‘‘ ait 
6t6 moindrc, abstraction faite du signe, que ~ . n  fi; et alors , 
]’attraction mutuelle Jey trois satelljtes , a suffi pour rendre cette 
&galit& rigoureuse. 

On a enauito e - 3 *’ +ai” egal it deux anglee droits ; ainei, Za 
longitude moyonna du premier sateZZite , moins trois fois celle du 
second, pdi~s  deux fois ceUe du troisikme, est exactement et  cons- 
tarnnrent &gale ri deux ungks droita. En vertw de ce thdordme , 
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Ies valewrrr precederites de 6r' et de bu' se dduisexit aux suivtintes : 

art = ( m G  -m"~').cos.(n't-ntt+.r'--);  
cPv'= (mH-mm"Fl') ,sin. (n't-nt+a'-t). 

LCR deux indgalitbs da mouvement de m' dws atlx actions de m 
et de m", 6e conhident par oondquent dam une seule , et seront 
constamment rhunies. I1 rBsulte encore du mkme thdortrne , que 
ces trois premiers satellites ne peuvent jamais &re 6clipsds &-la- 
fois; ils ne peuvent &re ensemble vus de Jupiter, ni en opposi- 
tion , ni en Cmnjon~tio~ avw le wlail j car lee thh&mee lfieo6dens 
oxit Cgalemcnt lieu par rapport aux mogens niouveinens syndi- 
ques , ct aux longitudes rnoyennes syndiquee der, trois satdlibs, 
comme il est facile de s'en assurer, Ces deux tlrdortinee subsistent 
malgrd lcs a1 tBrations quelcs riioyeiis mouverriens des satellites r q o b  
vent, soit par une cause scmblable a celle qui &re le moyen mou- 
vement de la lune, soit par la rksistnnce il'un rrdiqu trb-rare. 
I1 cst clair que cee divezses c a w w  ne font qu'cijouter A la valcur 

dd Y dd4 
dt" d t  

de -, une quantitk de la forme 7,. et qui ne p u t  devenir 

sciisiblc que par les intdgmtions j cn suppbsant doiic Y= w - W, 

et rn trCs-petit , 1'6quution diff6renticllc en Y deviciidra 
d d a  d d J .  ' 

d t *  dt' 
= ~ ----+ e l p .  m+ -. 

La pdriode de l'wngle n f. r/s- &ant d'un trks-lwtit iiombrc d'anndes , 
tnnclis qi lc  Ics quaiitit& rcnferrndcs dans - , ssnt , op1 constantes , 
011 enibraasent plusieurs si&cles ; on a r m  iZ trbs-peu prGs ,~ cn intea 
grant 1'Pquatim prt5cciderite , 

d t. 

Ainsi la valeur de r(p sera toujours tr&s-petite, et lcs Cqvations 
~dculilires des moyens mouvemens des trois premiers satellites , 
aeroiit toujours coordonnties par I'action induellc de ces astres , 
de ninni&re que 1'8quntion skculaire du premier, plus deux fvis 
celle du trois& me soit &gale ir troia fois cellc du second. 
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Les ihkordmes prdcddens donneiit entre lee six constantes n, n’, 

n”, e ,  e‘, e”, deux Bquations de condition qui rkduisent ces arbi- 
traires i quatre; mais les deux arbitraircs A et p, de la valeur 
de rg , les remplacent. Cette valeur se distribue entre leu trois satcl- 
lites , de manihre qu’cn nommant p , p‘ p” les coefficiens do 

M f i  C A N  I Q U E  C h L E  S T E, 

sin. ( n  t .  fl+ p) , dam les expressions de Y , Y‘, Y”; ces coefficieiis 

sont dam le rapport des valeurs prdcddentes de G, dt. et - - 
dt’ ’ 

ddf ddi’ d&“ 

et de plus, on ap-5p‘ +2p“= A. De-lk rCsulte clans le3 rnoyens 
mouvemens des trois premiers satellites de Jupiter, une inlg“li16 
qui ne diffkrs: pour chacun d‘eux , que par son coefficient, et qui 
forme dans ces mouvemens , une esphce de libration dont l’dten- 
dye eat arbitrairc. Les observations opt fait voir qu’cllc cy t iiiseri- 
uible, 

67 Considdrons presentcment les variations (leu cxcentrici- 
t6s et des p6rihelies des orbiteu. Pour cela, reprenons les expres- 
sions de df, df’, dfN trouvdes dans le no. 64 : en nommant r le 
rayon vecteiir de m projete sur le plan des x et des y j Y l’ungl~ 
que cette projection fait avec I’axe des x; et s la tangento de la 
latitudc de m, au-dessue du mQme plan; on aura 

X = = ~ . C O S * Y  j ~ = ~ . d n . v  j z=I’s i 

d’oiz il est facile de conclurc 

On a de plus, par le no. 64, 
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<iff= r ~ r .  ((1 +s*).cos.v. (-)- dR rs .  cos. v. (-)+s. d R  sin. v .  (z)} 
ds d r  

(i+s*).sin.v. c ) - r s . s i n . v .  - 
s.cot3.v 4- c'd t .  { cos. Y .  (g) - y. (g) - r. r:) ] 

+ c"dt. {sin. v .  ($) -+ ?z. f;) - *+, (z) d R  I. 1 

Les quantitds c', c*' ddpendent , comme on I'a vu dnns le no. 64,  
de I'inclinaison de l'orbitc de m sur le plan fixc , en sorte quc ces 
qiiantitds se rdiluiroient h zdro , si cctte incliriaivon &toit nulle ; 

d'aillcurs , il est ais6 de voir par la nature de R ,  qae (2) - est 

de l'ordre des incliiinisons des orbites; en ndgligcrrnl chic lcs quar- 
res ct lcs produits de ces inclirinisoris , lca exprysuioiiu prdddciitcs 
de df et de df' deviciiilront 

01: on a 
cZx=d.(r.cos.~) ; dy=d.(r.sin.v) ; cd&=xdy-ydx=rr'"i?v; 
vn aura donc 

M B c ~ i i .  CJ';~,. Tome .I. . .  
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Ces Bquations seront plus exactes , si I’on prend pour plafi fixe 
des x et des y , celui de l’orbite de rn , it une dpoque donnde ; cnr 
dors  d, c’‘ et s sont de I’ordre dcs forces perturbatrices; ainsi leu 
yuantitds que l’on ndglige , sont de l’ordre des quarrds des forces 
perturbatrices mu1 tiplikes par le quam6 de l’inclinaison respcc- 
live des deux orbites de m et de m’. 

Lcs valewrs de r ,  dr , du (2) , (2) , resfcnt visiblcment: 

lcs m&mes, quelle que soit la position dupoint cl’ou l’on compte ICU 
longitides ; mais cn tlirninuant v , cl’un angle droit, sin. Y se chnngc 
tIans -cos.v7 ct c0s.v se change dans sin: v j l’cxprcssion de df’ 
se changc par consdqjuent , d a m  cellc de df; cI’oii il suit qu’ayant 
d&velopp8 la valeur de df, dnns une suitc dc sinus ct dc cosinus 
d’angles croissans proportionncllemcn t au temps on aura la valeur 
dc df’, en diminuant dans la prernihre , les angles t , t’, m, m’, 8 
et e‘, d’un angle droit. 

Lcs qnantitch f ct f‘ d6terminent la position du pdrihdlic, et  
l‘excentricitd clc l’orbite; en eflet , on a vit dans le no. 64, quc 

J“ 
J tang. I--. - j -s 

ce qui donne 
”0 r 

OYI a cnsuite, par IC no. 6 4 ,  

ainui , c’ ct c” dtnnt dnns In si~pposition pr6cdctcnte, (IC I’ordre des 
forces perturbatriceu , f” est c h  i n h i c  ordrc, ct en ncie;ligennt lcs 
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termes du quarre de ccs forces, on aura p e = ( / j * * + f * .  Si l'on 
substitue au lieu dc V j A + f '*, sa valcur p e ,  duiis les expressions 
de shi. 5 ,  et de cos. w ,  on aura 

pc.sin.w=J' ; /A e.co8.w =,f; 
ces deux 6quations ddtcrniineron t l'excentricit6 et la position du 
ydrihdlie , et l'on en tirera facilement , 

En prenant pour le plaii des .7: ct des y ,  celui dc l'orbite dc nr j 
on o par leu no'. ig ct 2 0 ,  dms le cas des ellipses invariableu , 

/- 

p' .edc=f df-t-fd' j ~ r ( * ~ ' . d w =  f d f ' - f (€J  

a . ( i  -em) r'dv . e .  sin. (v- a) I'= ; d r =  -. 
r'du = a'n d t. r/i - CP j 

et pnr le no. 63 , CCB Quatiom subsistent CIICOK: ditlls It; cas dc.9 
ellipses variables ; leu expressions do df et de df Jeviendront 
ainsi , 

I + e.cos. ( v - a J )  a .  (1  -ea) - 
0 

a n d t  ti R (If=--- . { a.  cos. u+ f e. cos. e+ t f?. cos.@ Y - 4 } (x) 
k(' 
- - a'ndt. r/ 1-e'. sin. v .  

a n d t  r l R  df = - -- . { a. sin. u+ f e. sin. *+ e. sin. ( 2  v - 1 . (x) 
V1-e. 

par tan t 
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Cette expression de d e  peut &re mise sous uno forme plug com- 

mode dans quefques circonstances. Pour cela , nous observerons 

que d r . ( z )  = d B - - d v . ( g )  : en substituant pour r et d r ,  

lcurs valeurs prCci.ilentes, on aura 

l'expression prdcddentc de de clonnera a i d ,  
- 

undt .  V i - e s  a. ( 1  -e") 
e d e  = -(E)- (.L .cln. 

P 

On pcut parvenir fort siiriplement B cetke formule, dc Ea rnanii:rc 
auivante. On a par le no. 64, 

d R  d R  
- dc =y* (E) (q) == - (x) i d t  

- 
mais on a par le m<me no., c= V~ua (1-e.1, ce qui donne 

da. f , u a ( i  -e%) p d e .  /(An 
J C = -  - --. 

acL r/ ;-e. 
p r  tan t - 

a n d t .  ( / l - C A *  ("d) d n  
e de  L= - +a.( i -e ' ) . -  ; 

P a (I' 

on a eneuite, par le' 11'. 64 , 

On aura ainsi pour e d c ~ ,  la m6mc exiircssion que ci-dcssus. 
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68, NQUS ;Ivons v u  dans IC no. 65,  que si l'on nCglige Ies 
quarrCs des forces perturbatrices ; Ies variations du grand axc et 
du nioyen mouvemeiit , ne rcnferment quc des quantitds pCriodi- 
ques dcpendantes de la configuration des cor@ rn, m', rn", &c., 
entre eux. I1 n'en est pas aiiivi des var ihons  des excentricit& et 
des incliiiaivoris : leurs exprcvsionu clifl%reiitiellcu coiitieniient des 
termcs ind6pendilns de cctle codguration , ct qui, s'ils 6toient 
rigoureuserneiit conslans, produiroicnt par I'intbgrcltion , des ter- 
ines proporti~~inels ti11 tcriips qui rcndroicnt it In longuc , leu 
orbites fort excentricjucs , ct trbs-inclindcs les unes aux autres ; 
ninui, leu approximations prdc6dcn tcs, foiid4ev SUI' IC pcu d'exccn- 
tricite c t cl'incliiiaison rcspective des orbites, devienctroicnt itis&- 
santes ct m&me fnutivea. Ma& leu ternics constails en npparence , 
qlii eritrent Jans Ics cxprcssions diK6renticlles des exccntricites ct 
des inclinaisoris , sont Eoiiclions dcs dldmcns dcs orbitcu , en sortc 
qu'ils varicrit nvcc unc c x t r h e  leriteur , k raison des cliniigemciis 
qin'ils y iritroduiuent. O n  conqoit ciu'il doit e11 r6sulter clans ces 
ddnicus, dcs i11i.giditi.s conuid6ralles, indCpendantes de la c o d -  
guriition mutuelle des corps tlu s y s t h e ,  et clont Ics pCrio&s di.pen- 
<leiit dcs rnppor ts des niausw rn ,77c', ckc. , ii la masse Af. Ccs iniiga- 
I i t ~ s  son t celles que 11011s avoiis nornindcs pri.ri.dcnimciit, kzckaZitL;s 
sci.zilaii~cs, e t  (ILK! 1 1 0 1 ~  itvotts consitldrc'ts t lui~s  IC Chqiitre 
Pour Its ddtcrrniiier par ccttc mC.tlroclc rcprerioiis la y ; ~ l ~ ~ t r  (E/ 
d l i  11". prdc6dcnt 
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Cela pos6; si 1'011 substituc pour R sa valeur trouvCe clans IC 
no. 48 j si l'on coneidere ensuite, que l'on a par IC m h o  11". . 

d R  d R  
I (x) = 4 (x) = (1 - u,) G-) I 

enfin , si l'on substitue , au lieu de u, , u,', v, et u,', leura valcnrs - e. cos. (nt+ t --), - e'. cos. (n't+ t'- w' ) ,  2e. sin. (nt+ @--*I, 
ct 2 e'. Rin. (n't!+ *'-a') donnkcs par IC no. 22 ; cn ne conscrvaiit 
que les tcrmes coiistans parmi ccux qui c16pendent de In  premikro 
puissance des excentricit& des orbites et en nhgligeant lcs quam% 
des excentricitds ct des inclinaisons , on trouvera 
am 'nd t  . {a. K:)+ f as. (Tir)] d d A(") 

= ;-. e. sin. w . 

-am'ndt.I:. i . A + f . a .  rir) - 1 .sin. {i. (n't-nt+ 61- I) + nt+ e 1 ; 
le signe intbgral E s'6teiidant dans ccttc expression comme d a m  
la valeur de R du no. 48 B ioutes les valeurs entikrcs positivctt 
et nbgativcs de i 

On aura par le no. pr&cGclent, la valcur de df, en diiiiinuant 
dans cellc de df? les angles t'? 10 et m', d'uii anglc droit; rl'uii 
l'on tire, 

i 
en y comprenant nidme la valeur i = o. 

n m'n d t tE A(") dd  k c o )  = ---- 2 . e .  cos,mm. {a,(- x)+ :a%.(--->) t l  us 

Nommons, pour abregcr X la partie de Ycxpression de df, 
renfermke sous le signe L; et Y la partie de I'expressi~n (le (IJ', 
renf'ermGe sous le iiiQme aigne. Faisuas de pliis, cornmc duns le 
no. 5 5 ,  

m'.n 
(0,l) = - -- = I  
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observons ensuite , que le coefficicnt de e'd t .  sin. a', dans l'expres- 
sion de df, so rdduit ir [G] , lorsquc l'on y substitue, au licu des 
diffdrenceaparticlles de A(') en a', lcurs valeurs en difftirences pnr- 
tiellcs relatives it a j cnfin , supposons coninm clans le no. 50, 

e.sin.la=it 3 e'.sin.a'=h'; 
~ . c o s . ~ = Z  ; e'.cos.a'=Z'j 

ce qui donne par lc 11'. prdcddcnt , $= PZ;  f' = P I & ;  ou siinple- 
nicnt f= I ,  f'= h ,  CII preiiant pour unit6 dc innssc', Jf, et n6gli- 
pant  m , eu Pgard ir M; now auroiis 

-- - - ( 0 , ) )  e I&+ a. A'-a m'n. AX. 

De- l i ,  il est ds6  cle conclure que si Yon nonimc ( Y )  , Ia soinme 
clcs tcrrpes analogues a nin. Y, dus A l'action de clincun des corps 
m', d, &e. , sur m ; si Yon noriiiiic par'cillcment ( X )  , la somine 
des t erms  analogucs h - cam'n.X, dus aux niBmes actions; cnfin, 
si l'on marque successivenient , d'un trait, de deux traits, &c., ce 
que devieiinent les quantith ( X ) ,  (Y) , h et Z, rolativemeiit RUX 

corps n', m", &e. j O ~ A  aura IC s y s t h c  suivnut d'dquntioiiu diE& 
rciiIicllcs , 
d 11 

d t  

d l  
d t  

-.- = { (0,l) f (0,9) + ac.  ) . I -  E] . r- pTq - * Z"-&r. -t ( U )  j 

r E I  
d t . -  --- =- ( (0 ,1 ]  + (0,2) -1- &c.} . I C  +[';17].h'+p-. A"+ &c.. 3. (XI j 

&C. 

Pour intCgrer ces tSqtzations nous observcrons quo chacunc des 
quantit4s h , I ,  h', I f ,  &c., est form& dc deux parties; l'unc dbperi- 
ilil1iLe dc la configuratioli mutuelle des corps nr , nit, &c. ; I'autrc 
incidpenduiite decette confignratiori ;et qui rcnfcrine lcs variirtioiiv 
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sbculaires de ces quantitds. On aura la premiere pnrtie , en consi- 
dkrant que si l’on n’a Pgard qu‘k ello seule , IL , I ,  h‘, Z‘, &c., N O I I ~  

de 1’01.dr~ des masses perturhatrices , et par consdqueiit , (o,i). h ,  
(o,i,).Z, &c.,  sont de l’ordre des quarrhs de ces masses; en nbgli- 
gcant donc les quantitds de cet ordre , on aura 

d h  d l  

dh‘ dl’  

-=(Y) dt ; - = ( X ) i  d t  

x=(Yf . ’  i - = ( X ’ ) j  dt 
p r  taiit 

Si 1’011 prend ces intkgrales , en n’uyant point dgard ii la vilri;ibililC 
des 4ICmens des orhitcs , et que l’on nonime Q , ce quc clevient 
alors l ( Y ) . d t ;  en nommant 6 Q  , la variation de Q , due i celle 
des &menu, on aurp, 

f ( Y ) * d t =  Q-fJ’Qi 
os Q Ctant de l’ordre des masses perturbairices , ct les varialioiis 
des 616mens des orbites, Ctant du mQme ordre, 6 Q est dc l’ordre 
des quarrdcs de ces masses ; uinsi , en iikgl igeapt leu guctntitdu clc ce t 
ordre , on aura 

f (Y).clt = Q. 
On pelxt donc prendre les ini&gralesJ(Y). (It,  f(X). &J( Y I )  dt, &c,, 
en supposant les &18mens dcs orbites , constans, ct rcgarder en- 
suite, ces ddmens comme variables d a m  les int4grales ; on aura 
ainsi d’une maniere fort simple, les parties pdriodiqucs des exprcu- 
sions de h , Z, h‘, &c. 

Pour avoir les parties de ccs exprcssionv , qmt renfermcnt les 
in6galitbs sdculaires ; on observera qu’elles sont donndes par I’in- 
tdgration des dquations diEkrenticlles prdddentcu privC.eu de leurs 
derniers ternws, ( Y ) ,  (X),  8ic.;  cur il est clair que la subs- 
titution des parties pdriodiqueu tlc h , I ,  h‘, &c. , en fera dispa- 
roEtre ces termes. Mais en privant cm Cquations , de leurs derniers 
tarnies , cllev retonibcnt dnns les &pations dX6renticlles ( A ) du 
no. 55, que nous avons comidkrdes pr&cklemment avec beaucoup 
cl’C tendug. 

. h = f ( Y ) . d t ;  t = f ( X ) . d t  ; h‘=f(Y‘).dt; &e. 

4 
0 
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69. Nous avons observe dans le 11'. 65, que si lcs moyciis 
mouvcmens n t ct n't , des deux corps rn et m', sont it  fort pcw p r h  
dans le rapport dc i' h i, on sortc que ;Inr- in, soit tine trhs-petito 
quantith j il peut err rdsuIter darks lcs rrioyens mouvemcns de ces 
corps, des inbgaliths fort sensibles. Ce rapport des iiioycns m o u v c ~  
mens, peut aussi produire des variations sensiblcs dans lcs exccn- 
tricitCs des orbites, c t  dans la position de lcurv pdrili&lics. Pour lcs 
dBtermiiicr , nous reprendrons 1'8quation trouvde dans le no. 67 , 

- 
anctt.  / i - - e ~  (:q) a.( i  --e*) 

d XI , _. --- o d e =  
I* [" 

11 rdsulte de ce yiic nous avons dit dans le no. 48, qiic si 1'on 
prcnd pour plan fixc, celui de l'orbite dc m, it une c5poque clonncie , 
cc qui pcrniet de negligcr clans X, l'inclinaison cp de l'orbitc m , sur 
ce plan ; toils lcs tcrmes de l'exprcssion dc -R ddpciidmis dc l'anglc 
i 'dt - i n t , seront cornpris daiiv la forme suivanto , 

i ,  i', g, g', g" Ctant des noinbrcs entiers tels que l'on" a,. 
o=i'--i-g-g'-g". Le coefficient X: a pour factcur e ~ . c ' g ' . ~ t ~ i i ~ . ~ ~ ' ~ ~ ' ' ,  
g, g', g" &ant pris positivcment duns ccs exposans : do plus, si 
l'on suppose i et i' positifs , ct i' plus graucl qiic i j on it vu dins le 
n". 48, que les tcrnics de R qui dPpenclent de l'angle i'n't-int, 
eont cle I'ordrc i ' -  i, ou (1'1111 ortlrc siip6ricur dc deux, do 
quatrc , Krc. , unit& j cn n'ayant donc cSg~rd qu'wr tonncs do 
l'ordre z'-i, k sera de in  formo 08. e'#'. (tang. p)g". Q , Q dtuiit 
unc fonction inddpcndante clcv cxcciitrici tds et de I'iiiclinaiuon 
rcspcctivc des orbitcs. Ties noiiibres g, g', g", rciifcrintis sous lo 
Aigiie COS., sont alorv yositif's; car si I'IUI d'eux, g, par cxoiiiplc, 
h i t  ndgatif ct &gal it -f, X; scroit dc l 'ordr~ f+g'+g''; niais 
l'dciuation o = i'- i-g-g'-  g" , donne f +g'+g''= 2- i+ af; 
ainsi k scroit d'uii o d r c  supdrieyr t i  i ' - i ,  cc qui cst contr~ IA 
supposition. Cclu p o d ,  on n par IC no. 48, (9 = (:-), poiirtu 

que clans cc t te clerni8rc cliffdrence partiellc, ou fuyvc e - a , cons- 
&f4cm,  c h ,  Torno I .  Y Y  
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tant j le terme de -- , correspondaiit au terme prdcbdcnt dc R, 
est doiic 

M h C A N I Q U E C I$ L E 3 T E, 

(ddf) 
m'. (i+g) . E. sin.(i 'it't - in t + i' 6'- i t  - g m  - $w'- g" 0'). 

Le ierme correspondant de dR est 
\ 

rn ' . i n k . $t . sin .(i'n't - i n t + i 'e'- i 6 - g m  - g'd- g4') ; 
cn n'ayant donc Ggard qu'i ces termes , et en ndgligeant e' viu-i- 
vis dc l'nnit6 , I'expression pr8c6dcntc de e d e ,  donncra 

or on a 1 

on aura donc cn intkgrant 

hfaintenant, la soinme cl c tous les termes dc R , qui ddpcndent de 
l'angle i'n't- i n  t , ktant reprbsent6e par la quantitk siiivante , 
m'. P . ~ i n . ( i ' n ' ~ - ~ ~ a t ~ i ' ~ - i ~ ~ + m f . P t . c o s . ( i ' ~ ' t - i n t - ~ i f ~ ' -  i 1) . 
la partie correspondaiite dc e wra 

Cette inCgalit6 p u t  devenir fort sensible ? si le coefficient 2n'- in, 
est tres-petit, comme cela a lieu dans la th6oric de Jupiter et de 
Satume. A la vkriti: , elle n'a pour diviseur , que la prernibre puis- 
sance de in'- i n,  tanclis que l'inbgalitt! correspondante, du inoyen 
mouvement , a pour diviseur , la seconde puissance de cette quan- 

d P  d P' 
tit6 , cornme on 1'u vu duns le no. 6 5 ;  mais (x) et (x) dtant 

tl'un orclre infdrieur i P et P', I'inCgalith de l'exccntricith pcut 
t trc considdrable , et mfime surpaaser celle du nioyen mouvciient , 
ai les exicentricitds E ct e' sont trts-pctitcs ; nous cn vcrrons des 
exeinples dam la ihkoric des satclhtes de Jupitcr. 

' 
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D6terminons yrCsontcmcnt , l'inbgalit6 correspondanto du mou- 

vement du p6rihClie. Pour celir reprenons les deux Bquations, 

anxquelles nous sommes parvenus dam le no. 67. Ces 6quatioi.rs 
donnen t 

c€f =pcZe.cos.w - ped*.sin.w; 
ninsi, en n'ayant Bgard cli~'iil'anglei'n't-~nt + t ' 1  e I - .  tf-p-g1mr-g"9', 

on aura 

df= rn' . an&. g). cog. a. ein.(i'nli-int+ i'~'--i~--g.o-g~a~--ir/ e l )  

ReprBsentons par 
-ped.o,siu. a, 

la partic de P e ala qui cl4I)cnd du nillrne angle ; on aura 

m' . and4 -- . rE'. sin.(i'n't-int + i's'-i+-(g+ I ) .  a-gka'-g''6~). 
0 

deux uiiitCs , ii cclui iic (g ) j ainvi, en IC: .ncrgligcairt vis-ti-vis 

de (t), on a u w  

pour le tcrms de e d a qui correspond au ternis 

dc I'exprrssion dc X. I1 suit ck-lii , que la partic de a, qui corres- 
pond A la partie de R, cxpriruke pur 

' mlP. sin. f 2n't- i n t .+ it:' - i $2 + m:P , cos, (i'rz't - in  t + ~ $ 1 -  i 9 ) , 

m'k. cos. (i'n't- in t + i(*'-i t - 8 '1- g'a'- g"e', ? 

b 

Y y  !a 
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on aura donc uinsi , d’unc manibre fort sirripre, les variations (le 
l’excentricitd et Jupbrih6Iie, ilkpenclantee de l’angle i’n‘t-int+i‘t’--it, 
IClles soiit lidcs A la variation < d u  moyen inouvemcnt , qui y cor- 
respond, de manibre que la variation de l’excentricit6 est 

et la variation de la longitude clu pdrihdlie , est 
(i’n‘-in) 

3 i n . e  
----. (2). 

Ida variation correspondan Le , de l’exceiitricit6 de l’orbite de rn’, 
due A l’action de rn , sera 

1 

ct la variation de la longitude de son pCrilidlic, scm 
(i’li- in) . (2) - 3 i’n’ .e’ 7 

m . c a  
m‘ . fd et comme on a par le no. 65, <’= - -(‘, ces variations 

Lorsque la. quantit6 i’d- in, est fort petite, Piridgalit6 d4pendantc 
de 1’angIe i’n’t - in t , en produit une sensible clans l’exprcssion 
&I moyen mouvement , parrni leu termes ddpendans des quarrds 
des masses perturbatrices j nous en avons donne l’analyse clans IC 
no. 65, Cette mdme inkgalit8 produit dam les expressions de de et 
cle clw, clev terines de l’ordre du quam6 de ces masses, et qui ri’dtant 
fonctionv quc des &!mwn:., des orbitev , ont une influence sensible 
m r  les variations sh.~laireu de ces 6ldmens. Consirlkrons , en oflet, 
l’cxprcssion de d e ,  rl4pcndante de l’sngle i’n‘t-irit. On a, par 
ce qui pr6ct:tlc, 
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Par le no. 66 le nioyen mouvement nt  doit &re augment6 de 

3 'nia n9i - . . { P.cos.(i'n't-int-t i'''-it)-I''.sin.(i'n't-int~i'~'-i~~ 1, 
(i'n'- .,u 

et 3c nioyeii mouverncilt n't , doit Ctrc augment6 (le 

Xn vcrtu de ccs accrois~c~iiciis , la vnlcur de dc 
de la f'oiictioiz 

scm nugmeiiti.c! 

ct la vwlcur dc d,  scrn augnlcntdc clc In  fonctiou 

On trouvcra pareillenicn t que In valcur dc de' sera aiigmciildc ck? 
la fonctioii 

et que la valeur de cZm' scra augniciitde de It1 foiictioii 

Ces difl'drens ternies sont scnsibles clans la thdorie de Jupiter e.t Je 
Sntume , et clans celle des scitellitcs de Jupiter. Les vnriatioiis de 
e ,  e',a et at7 rclativcs A l'angle i'n't-int, peuvent encore introditire 
quclques termes constans de l'ordre du quarr8 des masscas pcrtnr- 
batriccs ? clans les difft4rentielles d e ,  de', cZm et da', et tldpeiiduiis 
(Ics variations de e , e', m CL w', relatives au nienie angle j iI sera 
facile d'y nvoir bgard par l'ollillysc prdcddcnte. EnIiii il scrii facile, 
pur notrc unalyse, da d6termincr lcs tcrrnes dcs expressions de e ,  Q, 
c' ct m', qui dkpciiclans de l'anglo i'n't - in t+  i't'-- i t  n'ont lmirit 
2n'- i IL  , pour diviscur et ceux qui ddpciidans ilu m h e  angle et 
d ti double de cet unglc , sont de l'ordre du quui*rd des forcos pertur- 
batriccs. Ces diffdrens tcrincv sont m s e ~  consicl8rables clans IR thtio- 
rie de Jupiter et de Suturne, pour y avoir Qard -; nous lcs ddvelop- 
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perms avec l'ktendue qu'ils exigent, lorsque n w s  nous occuperons 
de cettc thbnrie, 

7 0. Ddterminons les variations des nceuds et dea inclinaisons 
(lev orbites, et pour ccI;i, reprenons les &pations du no. 6 4 ,  

Si Yon n'a Pgard yu ' i  l'action de m', lu valcur de R du no. 46 
clonne 

Soit maintenant, 
Crl c'--cr, ~ L - q ;  

C 

It's deux varial>lc..; p et q d6Icrriiineront, par IC no. 6 4 ,  la tangente 
de l'incliiiaison 9 de l'orbite de m, et la longitude 6 de sun nwud, 

moyen des kyiintions 
P tang, 0 = -. 
Q 

- 
tang. 4 =/p'+g" j 

Nommons p', Q', pN, Q", &e. ,  ce que dcvicnncnt p et 7, relati- 
vcrnent aux corps n', m", &c. : on aura par le no. 6h, 

t a  valeur yrCcddcnte dc p 9 di&wntiGe, donne 

I '  z - z  ' I y -px  3 a'= yy-plx' ; &c, 

1; dp 1 dCN-pdc - = --• 
dc .c \ dt  

en substituant au lieu de dc et de dc", leurs valciir~ on aura 



Si 1'011 substitue pour x , y , x', y', lcurs valcurs r .  cos. v , r .  sin.v, 
+.cos. v', i . s in .  v' ; on auri\ 
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(q'--q) m'n -- --- . -- . {cos. (n't i- nt + 4's t) - cos.(n't--nt + et- e) } 

2 c a'" 

- - -- ( ~ ' - P I .  2. {cos. ( t i t  + nt + < + e) + cos. (n't -nt + e'- t) I 
2 c  a 

(q'-q) in'a 

a c  a 
+ --. 7. {sin. (n't+ nL + $'-e e )  +sin.  (n't-nt+ e'-e)) 

+- ( l J - p ' ) .  rn'.aa~.z.z3~i). (cos.c(i+ 3 ).(n't-nt+e'-r)] -tcos.[(i+ 1 ).(n't-nt+o'-o)+ znt+Qo~ 1 

-I- - . m'.aaf. z. BO. { sin. [ ( i+  1). (n't-n t + €'-e) J +sin. [(i+ i ).(n't-nt+ e's) + m t +  at] } . 
4 c  

(4-71 
4 c  

4J La valeur i=-i , donne dans I'expression dc -, la quarititd 

constantc - (q'-q), mt. a a'. B (-1) ; tous ~ e s  putres tcrmes de l'cx-. 

pressioii de - soiit pdriodiqucs: cn dCsignant par P, leur somme, 

ut observmt que B(-')=B(') ,  par le no. 48; on aura 

dt 

4. + 
d t' 

On trouvera par IC m6mc procdcld , quc si l'on tlcisigne par Q , la 

soinme dc tous les termes p6rioc1iyucu de l'cxpresuioii de 3 on 
aura 

dt  ' 

Si l'on nQ1igc lcs quarrda des cxccntricitdv et des inclinaivons der 
orbites , on a par le no. 6 4 ,  c = Vpp; en suppouant ensuite p zi 

on B n'aaJ= 1 ce qui doriiic c = - lu quarititd --- dc- 

vim t 

- 
1 m'.a a' . B ( ' )  

> 
an ' 4 c  
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, ce qui par le no. 69 est Cgal Q (o,i); 
m' . ana'. n Bc') 

vicnt ainrri, 

on aura ainsi , 4 

dP - = (0,l). (q'- q )  +PJ dc 

g= (o,l).(p-p')+Qr 

XI suit de-lh, que si l'on ddsigne par (P) ct (Q) , la somme de 
toutes tes fonctions P et Q , relatives ir l'action dcs diKdrens corps 
m', m", &c. , sur m ; si 1'011 d6signe pareillenlent par (PI) , (Q' )  , 
(PI), (Q") , &c., ce que deviennent (P) et (Q) , lorsque l'on y 
change successivement les quantitds relatives i rn , duns celles qui 
sont relatives L m'. m", &o., et rdciproqucment ; on aura pour 
dbterminer les variables p , q , p', Q', pN,  q", &c., le systemc sui- 
vant d'dquations diffdrentiellee , 

{(0,1)+CO,~)+&C.) * q + ( o , l ) . q ' + ( o , ~ ) . ( 1 9 + ~ c . + ( P ~ i  dP 
dr-- 
-z= dq {(0,1)+(0,2)+&~.} .P~(O,l).p'-(o,~).p"-~c.+(Q)j 
dt 
dP' 
dc 

d Q' - = {(I p) + (1,s) + &c. } .p'- (1 ,o> -p- (1, a) .p"=- &c, + ( 0'~; d t  

&c. 

- =- { (1,o) + (1,o) + &c.} . q'+( 1,o). q+(1,1) .Q"+ &c. + ( P ) j  

L'analyse du no, 68, donne pour les parties pdriodiques de p,  q ,  
]'I, PI, &C.? 

p =  f ( P ) * d t  j Q =  $(Q).dt;  

p'= f ( P ' ) . d t ;  Q'= f ( Q ) . d t j  

on aura ensuite les parties sdculaires des mtlmes quantitds , en int8- 
grant les dquations diffhrentielles prdddentes , privbs de leurs 
derniers termes (P) , ( Q )  ' (P') , &c. ; et alors , on retonilera cluns 
les Bquations (C) du not 59, que nous avons considdrCes avec assez 
d'dtendue: , pour nous disponsor ds revetiir sur cet objet. 

WCAN. cb. Tom I. zz 
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7 1. Reprenons les equations du no. 64. 

I/c1'3-c//" C 
tang. Q = - i  tang. 4 = -5 ; 

c 

d'oir rdsultent celles-ci 
C' c/t 

-=tang.q.cos.B 1 - = tang. p .  sin. 4. 
c C 

7211 les diffhentiant , on aura 
1 

c 
1 

E 

d.iang.p= -. {tlc'.cos.8+dc".Yin.e--c.tang.~) ; 

de. tang. c = -. { dd'. COY. 8 --dc'. ein. 4 } . 
CEC de' d C N  

Sil'on substitue dnns ccs Cquations , au lieu de - .-a - -  leurj dt , at 'dt , 
valeurs y . (::)e x . (:'), z 6;)- x . (E), z . ( 27)-y. dR r;), 
et au lieu dc ccs dernikres quantitds , leurs va1cur.s donndes clans 
le n('. 67; si l'on observc de plus , que 8 = tang. 0. sin. ( u  - 0)  ; on 
aura 

dt . tang. a .  c03.(v-6) . { r .  d R  
(.;i;).sin.(u-e)f(;i-).cas d R  (U-e)] d. tang. Q = - 

C Y 

0 cos. (U - e). (g) ; (1 + S ' ) . d C  - 
C 

(1 +S').dt 
c . sin. ( v  - e). g). 

c 

Ces deux Cquations diff4ren ticlles cldtcrmineront dircctement l'h- 
clinaison de I'orbite et le mouverneut dcs noeuds. Ellcs clonnent , 

sin. (u- d).d. tar1g.q -dd.cos. (u- e). tang. o = O ;  

equation qui peut seddduirecncore ilecellc-ci, s=tang.q. sin.(u-8); 
cn effet cettc d e r n i h  dquation Ctant finie , on peut par IC n". 63, 
la cliffdrentier soit en regardant p et 8 ,  cornme constans, soit eri 
I C s  traitant cornme variables ; en sorte que sa iliffdrentielle' prise 
en ne faiaant varier que o et 0 ,  est nulle; d'ou rdsulte Yequation 
clifJ.'k rcntiell e prGctGcnte, 
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Supposons maintenant que le plan fixe soit extrbmenient peu 

inclin6 k l’orbite de m, eii sortc que nous puissions nbgligcr les 
qunrrds dc s et de tang. p, ; on aura 

at d ,  tang. Q=-- .cos.(v--~.  (g); 
c 

dt  de. tang. =-- sin. (v  - 0) rz) ; 
C 

en faisant donc cornme prdccidenirneiit , 
p = tang. 0 .  sin. 6 ; Q = tang. 0 .  cos. 0 ; 

on aura, au lieu des deux dquations diff&rentielles prdcddcntes, le. 
suivantev , 

d t  d R  d q = - -  C .cos. v.(-& 

d t  . d p = - - . s i n , v .  
C 

or on a s = 4. sinv. -p .  cos. v , cc qui donna 

partant 

d t  d R  
dP =- ;* (q)* 

On a vu dans I C  no. 4 8 ,  que la fonction R est indbpendantc dc hr 
position c h i  plan fixe des x et  des’y ; en supposnnt donc tous les 
angles dc cette fonction, rapport63 i l’orbite dc m , il cst visible 
que I( sera fonction de ces angles, et dc l’inclinuison rcspective 
des deux orbites , inelinnison quc iious dksigneronu par 0,’. Soit 6,’ 
la longitude du need de l’orbitc de m‘, sur l’orbite de nz ; ct siippo- 
aons qlrc m‘k. (tang. q , ’ ) R  .cos,(i’n’t-int+A-g. e,’), soit un twmo 
de , ddpendnnt de I’aiigle j’a‘t- i n  t : on aura par IC no. 60 , 

tang.o,’.ein.8,’=p’-p 3 tang.p,‘.cos. ‘I,’= q‘-q ; 
z z  II 

* 
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d’oii l’on tire 

En n’ayant donc Bgarii qu7au terrne prbc6den.t de li , on aura 

rz) = -g. (tang. v ; , ~  . m‘l .  co8. { i’n‘ t -. int + A- (g - 1 1. $11 1 . 
Si l’on substitue ces valeurs , clans I C s  expressions pr&c&<lentes de dp 

et de d q ,  et si l’on observe que l’on u h trbs-peu prCs, 
on aura 

r* 
c=mi 

g. m’k. a n  
,u.(Ln -in) 

p = - ~ ~ ~ - - - -  . (tang. p,‘)-* . sin. { i’n‘t - i n t +A- (a- 1). e,‘} j 

E n  substituant ccs valeurs clans l’dquation s = q.sin, u-p* C 0 3 .  Y ,  

on aura 

-6. m’lt. a n  
F .  (i’n‘- i p) 

8 =  . (tang.c,’>P-* n i n .  { z’n‘t-iint-v-t-A-(g-i). d t ‘ } ,  

Cette expression de s est la variation dc Irr, Intituclc, correspondante 
811. terrrie prkckdent (IC R .- il est clair c~u’clle est la m h i e ,  que1 que 
soit le plan Gxe auqucl on rapportc les mouvernei~s clc rn et de m’, 
pourvu qu’il soit peu inclink au plan des orbites ; on aura done 
ainsi la partie de l’cxprewion dc la latitude que la pctitesse du 
diviseur i’d-irz peut rcndrc sensible. A I n  vdritd, cctte indga- 
lit6 de la latitude, ne renfermant cc diviseur, qu’it Iu prcrnihro 
pniseance; elle est YOUS ce rapport moins sensibk quc l’incigalit6 
correspondante clc In longitude mvyenne , qui renferme le quarrd 
de ce diviscur j rnais cl’un autre c3t8, turig,q,’ s’y trouvc 81evh 
A une puissancc moindre cl’une unit6 j rcmarque analogue it cellc 
qw nous avom Lite dam le no. 69 awr l’inkgalit6 correupondantc 
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des ekcentricitds des orbitee. On voit aiiisi , que tautes ccs indgcr- 
litds sont lides entre elles , et k la partie correspondante de R, par 
des rapports trbs-simples. 

Si l'on diffdrentie les expressions prkcdaentes de p et de q ,  et 
dP si dam lea valeurs de - et de 3, qui en rlisultent, on fait croltro 

lcs angles n t et n't ) des incigalitds des moyens mouvemens , db 
penclaii tes de l'angle i'n't- i n t ; il en rdsultera dam ces diffdren- 
tielles des quaiititds qu i  seront uniquement fonctions des Cldmcns 
des orbites ) et qui p,euvent influsr d'une manihre sensible, sur 
les variations sCculaircs des inclinaisons et des nocuds , quoique de 
I'ordre des quarrds des masses perturbatrices; ce qui est ana- 
logue R cc quc iious avens dit dnns le no. 69, sur leu variations 
s6culuires des excentricitds et  des upfiCtierr. 

7 2 . 11 nous rcste i considbrcr la variation de la longitude I do 

d t  d t  

l'Cpoque, On a par le no. 6 4 ,  

da. ( E ( ' ) .  COY. ( ~ e - 1  +E'". COS. 2 ( u - w )  + &C*} j 

en st;bstituant pour E ( ' ) ,  E(1), &c. ,  leclrs valeurs en sdries ordon- 
ndcs snivant les puissaiices cIe e , series qu'il est facile de conclure 
dc l'expression gdndrale de E(') clu 11'. iG j on nilra 

at =--de.sin. (U-*)-t 2c.da.cos. ( V - W )  

+ede. { ~ + ~ c ' + & c . )  .sin.2(v-i i . ) -c1d~. { t+fen+&c.} .cos.2(~-=) 
Le@de. { iS&c.) . sjn.?(v--a) +o".d*. { 14- &C.} COU.~(V-Q) 

3. &c. 

Si l'on substitile pour de ct c d m ,  lcurs valedrs clonnr[.cs dnns le  
n". 67 , on trouvera en ne portant la prdcisioii que jusqu'aits qual&- 
titis de l'orcire &' inclusivement , 
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L’expression ghn8ralc de de , contient des t e r m s  de la forme 
m’k. n dt .  cos (i’n’t- in t+ A) , et par consequent l’expression de a 

m’ .I(, ia 

i ’ i i -  an en conticnt de la forme - . .sin.(i‘n‘t-i7nti-A) j mais il 

est facile de so convaincre que le coefficient k dam ccs termes, est 
de l’ordre 2- i , et  qu’ainsi , ces termes eont du m&me ordre que 
oeux de la longitude rnoycnne, qui dbpenclent du mdrne angle. 
Ceux-ci syant pour diviseur le qunrrd de i’d-in; on voit que 
l’on peut nOgIiger A leur dgard , 10s tcrmes correspondans de e ,  

lorsque i’d-in est une tr6s-petite quantit8. 
Si dans les termes de l’expression de d e ,  qui sont uniquement 

fonctions dcs 816mcns des orbites , on substitue au lieu de ces 616- 
mens, les parties sbculaires de Ieurs valcurs j il Cst clair qu’il en 
rdsultera des termcs constans, et  d’autres termes affect6s des sinus 
et des cosinus des angles dont cl6pendent leu variations sdculaircs 
des cxcentricilbs et des inelinaisons ilcs orbites. Les termes coils- 
tans produiroiit dans l’expression dc e , dcs tcrrries proportionnels 
au tcmps , et qui 6e confondront avec le moyen niouvement de in. 
Quant aux tcrmes aEect6s dc sinus et de cosinus , ilu acquerroiit 
par l’integration , dans l’expression de r , de trCs-petits diviseurs 
clu mbme ordre que les forces perturbatrices; en sorte que ces 
ternies &ant I-la-fois mu1 tiplids et divisks par ccs forces , ils pour- 
ront devellir sep.sihlPa, quuiyuc du 10rdrc des quarrks et des pro- 
duits des excentricitks et des inclinaisons, Nous verrons dam I ~ L  
tIi6orie des planktes , que ces termes y sont insensibles ; niais ils 
sont trks-sensibleu duns la thdoric de la lune et des satellites [lo 
Jupiter, et c’eut de ces terrnes, que ddpendcnt leurs equations S ~ C U -  

laires. 
On a vu dans le n“. lj5 , que le moyen mouvemcnt de m , a pour 

exprcssion -. f f a n d t .  i lR, et que si l’on n’a dgard qu’k la prc- 

riiihre puissance des masses pertinrbatrices , dR ne renferme quo 
des quantitCa p6riodiques. Mais si l’on considkrc les qusrrks et 
les produits de ces masses, cette diff6rentielIe peut contcnir des 
termes qui sont uniquemcnt fonctions des 613mens ilcs orhitcs. 
En y subetituant au lieu de ces dlancns , les parties sCculairev do 

3 
1.L 
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lcurs valeurs; il en rdsultera des termes affect6s clcs sinqs et &S 

cosinus des angles dont d6pendent les variations s6calaires 
orbites. Ces termes acquerront par la double intdgration , clans 
I’expression du moyen ~rioiiveme~~t , de trbs-petits diviseurs qni 
seront del’ordre des quarrhs et des produits des masscs pertur- 
batrices; en sorte qu’dtant b-la-foiu muhiplids et divishs par Icu 
quarr6s et les produits de ces mngses, ils pourront dcvenir sensiblcs, 
quoiqu’ilu soient de l’ordre des quarrds ct clcs produits des excen- 
tricitds et des inclinaisoils des orbites. Nows vcrroiis encore que CCY 

termes sont insensibles dans la thdorie des planbtes. 
7 5 .  Les dldmens de l’osbite de m, dtuiit ddterminds par cc qixi 

prCc&cle; on les substituera dans les expressions d u  rayon vcctcur, 
de 1~ longitude et de In latitude , quc nous nvcins doiindes clans IC 
no. : on aura ainsi les valeurs de ces trois variables RU moycn des- 
qucllcs lcshtronomes d6tcrrninenlla position des corps ct‘lcstcs. E11 
rdduisant cnsuite ces valcurs , en s6ries de sinus ct clc cosinus; on 
aura une suitc d’in6galitds dont on formera des tables, et 1’0~1 pourri~ 
ainvi calculcr avec ,tacilitd, la position de m , A un instant quel- 
conquc. 

Ccite ~ntit~iocie fondCe sur la varintioii dcs lxwaini.trcs, est trbs- 
utile dans la recherche dcs in6galilh qui par les rapports rlcs 
iiioycns ~nouvcmcns dcs corps du systdme, acquihrerit de grands 
Jiviseurs , et par-lit , deviuiiiicnt fort scnsihles. Cc gcnrc tl’in4ga- 
]it& aacctc principalemen t, les Cldmens elliptiquea due orbites ; 
cldlcmlinapt donc les variations qiii e11 rt%ulteiit dans ccs dl~nicns,  
et en 1cs substitunnk dans l’eqmssioii du ~iiouvernent c\lliptiquc ; 
on aura, de la i i m i i & ~  lit p l ~  siniplc , toutcs les in6gaIit~s que ccs 
Jiviseurs rendcnt scnuillcs. 

La riiritliode prdcdcleiitc est encore utile clnns In ilidoric dcs 
comhtes : nous n’appcrcevons ces astrcs , C I U ~  dillis unc trbs-pctite 
partic cle leur COUH,  et leu O ~ S C W ~ I ~ ~ O I I S  1 1 ~  f(mt coiiiioltrc que lit 
partic de l’cllipse qui 8c con fond itvcc l’arc de I’orbilo qu’(~lI(~s 
cldcrivcnt pendant ]curs apparitions ; aimi , cn tli.tcrniinnut ]a 

11iiture de l’orbitc coiisirldrde coniriie line cxllipsc variablc , on aura 
les charlgernens que wttc ellipse subit ilniiu 1 5 1  IerviilIc de dcaux 
apparitions coiisthtivcs dc la u ~ C ? ~ U C  com6tc j 011 pourra Joiic 
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annwcer son retour ,et lors.qv’eJk ?+qpmit cowpqrFr la tbbqrie 
aux observations, 

Apres avoir donut5 les d t h o d e s  et les formuleq pour &ermincy 
par des approximations succeseives , les mouvemeps des centres de 
gravitb des corps cblestes ; il now reste A les sppliquer aux dif@r&ns 
corps du sysdme solaire : mais l’ellipticitd de ces corps influant 
d‘uire maniere sensible sur lee mouvemene de plusieurs d’entre 
eux , il convient avarit que d’en venir aux applications pum& 
riques, de now occuper de la figure des c s q s  cbleetes, dont la 
considdration est d’ailleurs aussi intbyessante par elle-meme, quc 
ceUe de !curs mouvemens, 

F I N  D U  T O M E  P R E X I E R ,  


