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L I V R E  1 1 1 .  

D E  L A  F I G U R E  D E S  C O R P S  C d t E S T E S .  

A figure des Corps C8lorrttls dAgend de la lo; de la pesanteur 
leur surface, et cette pesanteur &ant elle-m&me le rtSsultat dcs 
attractions de toutes leurs parties , elle dtipenckcte leur figure j la 
loi de la pesanteur A la surface des corps celestes, et leur figure oiit 
donc entre olles , une liaison rdciproquc qui rend la connoisstrnce 
de l’une , nbcessaire h la determination de l’autre : leur reclierclie 
est ainsi trhs-Cpineuse , et semble exiger une analyse toute pnrti- 
culihre. Si lee planbtes Btoient cntibrsment solides, ellcs pour- 
roient avoir des figures quelconques; mais a i ,  coinme la terre, 
elles sont recouvertes d’un fluide; toutes les parties do ce fluid0 
doivent 8e disposer de manibre qu’il soit en kquilibre , et la figure 
de sa surface extdrieure depend de celle du noyau qu’il recouvre, 
et des forces qui l’animent, Nouv supposerons gPn6ralernent totis 
les corps celestes rwouverts d’un fluidc , et dms cette h y p o t h e  

M~CAN. cb. Tome I l .  A 
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qui P lien pour la term, et qu’il paroit nature1 cl’dtendre aux autres 
corps du systCme du monde , nous ddterminerons leur figure et 
la loi de la pesanteur k lenr surface. L’analyse dont nous ferons 
usage, est une application singulibre du calcul aux diffdrences 
partielles , qui par de simples diffdrentiations , va nom conduire 

des rdsultats trCs-dtendus que Yon ne peut obtenir quc difFicile- 

ltf 6 C A .  N I Q U E C f3 L E S T E, 

I iiient par la voic des int6grations, 
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C H A P I T R E  P R E M I E R .  

Des  attractions des spl2croides homog2nes terminis par des 

sufaces du second ordre. 

1 NDUS allons d’abord ddterminer l’attraction des corps d’une 
figure donnde. Nous avons dejk cldtermin6 dnns le second Livre , 
no. 11 cette attraction relativement ir la sphere , et A une couche 
sph6riqua : collrriddrons maintenant , l’attraction dcs sph0roides 
terminks par des eurhces du sccond orclre. 

Boient x , y , z , les trois coordonndes rectangles d’une molCcule 
du sphdroide ; en designant par d M ,  cette moldcule, et prenant 
pour uni t6, la densit6 du sphkroide que nous supposerons homo- 
gbne, on aura 

d M =  dx.dy. dz. 
Soientb, b ,  c ,  les coordonndes rectanglos du point attire par le 
sphdroide, et ddsignons par A, B, C,  lea attractions du sph& 
roYde sur ce point , d6-nrpasbes paralli!lement aux axos des x ,  
des y et des z ,  et dirigCes vers l’origine des coordonndes. Il est 
ais6 de voir par le no. 11 du second Livre , que l’on a ,  

(O - x )  . d z . dy . (EL 
{ (a-x)P + (b-y)= -+ (e-%)’ 1 ?’ 

{ (a-x,P+ (b-y)’+ (c-s)’)~’ 

A =fff 

23 =fff 

c =fff 

(b-y). d 5.  dy . da 

(c- t ) .  dx.dy. d t  

~(a-rl’+(a-yl’~~c-LIl)ti 
toutes cea triples inttigralcs devant &re &endues Q la masse entibre 
du sphdroide. Les intdgrations offrent sous cetto forme, de grandc-v 
difficult6s que l’on p u t  souvent applunir , en transformant d’uw 
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4 
manikre convenable , les diffdrentielles : voici le principe gCnBral 
de ccs transformations. 

Considkrons la fonction diffdrentielle P. dx.  u'y.dz, P &ant m e  
fonction quelconque de x , y , z. Nous pouvons supposer I fonc- 
lion des variables y et z , et d'une nouvelle variable p : soit 
0 (y , z , p) , cette fonction ; dans ce cas, on aura, en rcgarclaiit y 
et z comme constans , d x =  C . dp , C &ant fonction de y, z 
etp.  La diffdrentielle prdckdente deviendra ainsi , C. P. c l p .  dy. dz; 
et pour l'intdgrer , il fauclra substituer dans P, au lieu de I ,  ai\ 
valeur q (y, z , p) .  

t Nous pouvons supposer pareillement , dans cette nouvelle diff& 
rentielle , y = cp'(z, p q)  , Q dtant une nouvelle variable , et  
q'(z ,p ,  q) dtant une fonction yuelconque des trois variables z, p 
et g. On aura, err regardant z et p commc constans, dy= C'. dq , 
e' ktant fonctioa de I , p Q 9 hibi.&m~atitflc p&cbdente prendra 
ainsi Cettenouvelle forme, eC'.P.ci'p.dq.dz, et your l'intbgror, 
il filudra substituer clans CP, au lieu de y , sa valeur q'(z,p, q), 

Enfin, on peut supposer 1: &gal h ~ " ( p ,  q ,  r , )  , r. dtant une nou- 
velle variable, et ~ " ( p ,  g,  r )  &ant unc fonction quelconque de 
p , q r. On aura en regardantp et q comme constans , dz =. C". dr, 
6" etant fonction dc p ,  q, r; la diffdrentielle pr6cBdente cleviendra 
ainsi, E .  e'. C". P. dp dq dr, et pour l'intbgrer, il fuudra eubstituer 
dans C. 6'. P, au lieu de z ,  sa valcur 4'- (p, I, r). La fonction diffd- 
rentielle proposde est par-lb , transformke dans une autre relative 
li trois nouvelles variables p ,  q ~9 qui sont lides aux pr6c+entes, 
par lcs Cqiiationis 

S = Q ( Y , Z , P )  i y = = ~ ' ( z , p ,  q )  i ==-d'(p,y,r). 
I1 ne s'agit glus que de tirer de ces equations, leu vnleurs de C, C',f', 

Pour cela , nous observerona qu'elles donnent x y , z , en fonc- 
tions des variables p , q ct r; considdrons donc les trois prariibres 
variables, conime fonctions des trois dernihres. 6'' &ant le coeffi- 
cient de dr  dans la diffhentielle de z ,  prise en regardant p et Q 
oornme constans, on a 

Rf E C A N I Q IJ E C fi L E S T E, 

. ,  
C' eat le coefficient de dq , dans la diff'rentielle de y ,  prise en 
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regardant p et z comme constans; on aura donc C!, en diffdren- 
tiant y ,  dais la supposition d e p  constant, ct en 6limimnt d r ,  au 
moycn de la diffbrentielle de z , prise en supposant p constant, et 
cigul6e it zero j on aura ainsi , les deux Cqiiations, 

cc qui donnc 

(*>.( dq 5)-( dr "').( d t  dq 5 )  
e ' = .  . 

Xiifin , G est le coefficient de dp , dnns la cliffdrentielle de D, priscil 
en regurdant y et z , cmnmc coilstaris j ce qui donne les trois 
kquations Yuivantes : 

Si Yon fiut 



6 
011 aura 

&$ E C A N.1 Q U E C a L E  S ’I’ E, 

e . d p  
d x  = 

cc qui donne 

&?= 

partant, C. 6’. C”= a , et la diffdrentielle P.dx.dy.dz est trrma- 
formbedam celle-ci, a.P.dp.dy.drj PdtanticicequedevientP, 
lorsque l’on y subvtitue pour x ,  y , z , leurs valeurs en p,.?, r. 
Tout se r6duit donc iC choieir les variables p , Q, r ,  en sorte que 
les iiitdgrations deviennent possibles. 

Tranvformons les coordonnbes x,  y, z I  dane la myon men6 
du point attirB , i la molCculc, e t  dans les angles que cc rayon 
f o r m  uvcc des llroites ou avec des plans donnds. Soit r ,  ce rayon ; 
p , l’angle qu’il forme avec une droite men& par le point attird , 
parallidement h l’axe des x j soit 9, l’angle que forme la projection 
de ce rayon sur le plan dear  et des I, avec l’axe des y j on aura 

x=a-r.cos.p; y=b-~ .e in .p . cos .q ;  e=c-r.sin.p.sin. y J 

on trouvera, cela pod, e E - r’. sin.p j la diffdrcntielle dx. dy . dz 
sera ainsi transformde dam -7’’. ein.p,d?.dq. dr : c’est l’expreu- 
sion de la molecule d M ,  et cornme cette expreeeion doit &re 
positive, il f iut ,  en considdrant sin.p , dp , dq , dr, cornme po- 
eitifs , changer son signc, ce qui revicnt h changcr celui de t,  et A 
mpposer e ZL rs. sin.p.Les expressions de A, B, Cdeviendront ainvi 

2 = f f f dr.dp. dp. sin. p .  c0s.p ; 
B = fffdr.clp.dp.ein.’p.cos.qi 
C r= ff f dr.~p.dp.sin.’p.sie.g, 

31 est facile de pamenir d’aillcurs h ces expressions , en obrer- 
vant que la PolCciile d N  peut &re eupposde dgale h un parall6l& 
pipede rectangle d m t  les trois dimensions sont d r ,  r d p ,  et 
r .dq.s in.p,  et exi observant casuito que l’attraction de la mol& 
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mle, parall&lement aux trois axes des x , des y et des z , eut 
dM dM dill - .cos.p ; -.sin.p.cos.q, et ---.sii1.p.sin.q. 
f P rp 
Les triples intdgrales des expressions de A, B ,  C, doiverrt 

s’dtcndre A In masse cntihre du sphOroide : les integrations relatives 
k r , sont f i d e s  ; mais elks sont diffdrentes , suivnnt que le point 
attird est rlnris l’intdricur , ou au-dehors du splidroidc; clans le 
prcmicr cas, In tlroitc qui passant pax Le point attird trnvcrsc le 
sphdroYde, est divis8e en deux parties, par ce poilit j et si 1)o11 
nornme ret r’ cee parties, on aura 

A = ff (r+r‘).cEp.dq.sin.p.cos.p; 
B = fJ’(r+ r‘) .  dp. dq. sinasp. cos. q 
C - ff ( r+r‘ ) .dp .d~.s in . ’p . s in~q;  

Icu intEgrdcs rclntivcs i p et  h , clcvnnt Ctrc prim depuis p ct Q 
Cgaux h zOro , jusqu’h p et q Ogaux B deux aiiglcs chits. 

Bans le second CBB , si l’on nomme r ,  le rayon A son entree dons 
IC sphdrokle , et r’ ce in&irie rnyoii, h sa sortie , on aura 

R =$$(I’- r )  . dp. d q .  sin.p. c0s.p ; 
23 =Jf (r‘-r).dp.dq.sin,bp.cos.q 3 

C =fj’(r’- r )  , dp . d q .  siri.’p. sin. q ; 
les limites tlcs intbgral- +tins ip  et h q ,  devant &re fixem aur 

h la wrfncc c h  sph&rdicle. 
2. Appliquons ces rdsultats , aux sphdrtiidcs terminds par (lee 

surfaces du second ordre. L’Bquation gdndrale de ccs surlaccs , 
rapportde B trois coordorindes orthogontlles r y , x , e3t 

0 =A -I- B. x + Cy + E. z + F.x’ + H. XY + L.y’ 4- M. xz + NTZ + 0. z‘. 

J,e changement de l’origine des coordonndes introdui t trois arb;- 
traires ; puisque la position do cette nouvello origine par rapport 
it la yrernikrc I d 6 p d  do trois uoordonntos arbitraires. Le clwp 
geinent de la position des coordonukes autonr clc 3cur origine, 
in troduit trois angles arbitraires; en faismt done changer i-la-fois 
dims I’hquation prdcbdcntc , lee coordonnies d’origine at de P s i -  

points oil I’on a Ir- r = 0, c’cst-k-am, oh IC rayon r est tangent 
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tion , on aura une nouvelle Pquation du second degr6 dont les 
coefficiens seront fonctions des pr6cCdens et de six arbitraires, 
Si lf0n,8gale ensuite A zero, les premieres puissances des coor- 
donnkes , et  de burs produits deux it deux; on ddtcrminera CCY 

arbitraires , et 1'Cquation g6nhale de8 surfaces du second ordre 
prendra cette forme tr&s-siiaple, , 

x*+ my" -+ n z8 == k* ; 
c'ect sow cette forme que nous allons la considdrer. 

Nous n'aurons dgard , dans ces rcchcrclics , qu'aux solides ter- 
mines par des surfaces fides,  ce qui suppose m et n posit& Dana 
ce cas le solide eet un eliipsoide dont leu trois &mi-axcs sont co 
que deviennent les variables x ,  y , z , lorvque l'on suppose deux 

d'entrc elles , Bgales k zCro ; on aura ainsi , r E ,  -- - , pour ces 

trois ded-axes rspectivcment PardIkkS aux x, aux y et  aux s. La 

h k  

@ ' K n  

d s . k 3  

3 . 6  
solidit6 de l'ellipsoide sera , en designant tovjoure par v, 

le rapport de la demi-circonfdrence au rayon, 
Maintenan t , si dam I'dquation prdcddente, on substitue tlu lie12 

de 5 ,  y, z ,  leurg valeurs enp, q , r, dorinbes dans le no, prdc6A 
dent ; on aura 

-ar. {a.cos.p+nab.sin.p. cos.g~nc.sin.p.sin.g}=k'-a'- mb'-nc"j 

en sorte que si l'on suppose 

I+. { cos,' p + m. sin.'p . cos.*q + n. sin.' p sin.' Q 1 ' 

I = a. c0s.p + m 6 ,  s h p .  cos. q + n c.  s h p  . ein. q j 
,E+ = cos.'p f rn.sin.*p. cos.*g+n. sin.'p, sin.'qi 

i 
r=-- I*@ 

c 
d'oh I'on tire r', en prenant le radical en plus et P, en le prenant 
en mains; on aura donc 

0 . 1  % f R  
j +p=- T+r'=- c j  L 

ce 
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ce qvi donne relativement aux points intkieurs du sphdroide 

d d .Z.rin.p.ros p 

dq.  I. sin..p. cos q 

3 - ;R=2.fJ p .  L 

i 

9 L 
et rclativcment aux points exi~rieurs , 

d p ,  d q.8in.p. nos. p .  fR 
L 

p. q.sin.*p.cos,q./R 

, d q ,  h a p  ,sin.q .<# 

i 

i 

A = a - . f  

- 
13 =p.ffa ti L 

c -%fp L I -0 

eee trois dernikres intkgrales devaat &trc priscs cntre lee dcux 
liqitea qui correspondent ii R = 0. 

3. L ~ R  expressions relatives aux points intdrieurs , dtant 1es 
PIUS simples j nous commencerons par les considdrer. Noue obeer- 
verons d’abord que le demi-axe & du  ephCroi’de n’entre point dans 
les valeurs de I et de L; ICs valeurs de A ,  13, C, en sorit , par 
consequent, independantes ; d ) o i ~  il suit que l’on pcut augmcnter 

volontd 2 les couche~ vphdrdide , superieures au point attirB 
sans changer l’attractioii du sp’hdroRSe our ce point, p u r v u  qua 
les vrileurv de rn et de n soient constantes. Pe-18 rbeulte le ibh- 
rbme suivant : 

Un point place5 au-dedans d’une couche elliptiquo dont les sur- 
faces intBrieure et exterieuro sont semblables et semblableman t 
sitabes, est Bgalement Rttird de toutes parts. 

Ce tlitSorh1e est une eTtension dc celui quc nous avoiis dbmon- 
trh dans le second Livro, no. 1 2 ,  rclativcrncnt i une coucke sphd- 
rique. 
, Reprenons la vdeur de A. Si l’on y subetitue au lieu de l e t  de& 

leure valeus ; elk devieiit 

’A = 9. ff d p  .dq.ein.p.co~.p. (a . fcs .p+m.b .s in .p .cos .q+n.c . s in .p . s in .q~ 
C O I . ~ ~  + rn. rin,*p. cos.nq + n. dn.’ p .  un+*q 

 CAN, cis.  T o m  II, f3 
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Les intkgrales relatives B p et B Q, devant &re prises depuis p 
et 4 kgaux it z&o , jusqu’A p et q Bgaux A deux angles droits ; il 
est clair que l’on a gCnBralernent fPdp.cos.p =o , P &ant une 
fonction rationnell’e de sin.p et de cos.*p ; parce que la valeur dep  
&ant prise a Cgale distance au-dessus et au-dessous de l’angle droit, 
les valeurs correspondantes de P.cos,p sont Bgales et de signe 
contraire j on aura ainsi 

dp.dq.s in,p.coe.*p 
cos.*p+ m.Bin.Qp.cos.lq+ n.sin.*p.sin? q’ 

x__- -- - - ’ A = a a .  ff 
Si l’on intEgre par rapport it Q , depuis q = 0 ,  jusqu’a Q tsgal i deux 
angles droita , on trouvera 

2= -_ - .  -- - -. 
2aT dp .sin.p.  COS.'^ 

, V+{ 1 +(q)*&dp 1. (. + ( ~ ) . c o s . l p  } 
l’intdgrttle devant &reprise depuis c0s.p = 1, juuqu’k  COS,^ = - 1. 
Soit c o ~ * p  =x, et nommons M ,  la masse entiere du sphdroi‘de; - 

47.k3 4~ 3 M  
on aura par le no. I ,  M = - __ , et par consequent -- - -Ti 

J/mn v/mn 
on aura donc 

l’ini6grale &ant prise depuis m=o , jusqu’h str= 1. 

En inthgrant de la meme manibrc , lea expressions de B et de C, 
on 1es rbduiroit Lde simples intdgrales ; mais il estplus facile de tirer 
cesintdgrales, de l’expreesion prkc6dento de A. Pour a l a ,  on obser- 
vera que cette exprcssion peut &re consid&& comme une fonc- 

kB &^ 
tion de a , et des quarrtSs P, ’;;;, et ;, des demi-axes dusphdroide, 

parallbles auxcoordonndes a,b, qdupoint attire; ennommant dono 
k”, le quam& de demi-axe parallble A. 6, et par conskquent , k’*. n ? 

et -- quarrbs des deux autres demi-axes j B m a  pareale 

fonction de 6 ,  P, E‘*. m ,  et &‘e. -; il hut  ainsi , pour avoir 23, 

k’’.rn 

n 
m 
n 
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k 1 changer dans l'expression de A, a en 6 ,  (E en (E', ou -, m dans--, 

et R dans -; ce qui dorino 
fi rn 

n 
m 

L 
m' .xmdx 

Soit 
t 

X= i 
/ m + ( ~  -nn,).t* 

I 

on aura 
t@dt  

B = - .  x i  

3 i 3 M f  { 13. (y). . { 1 + (y). t @ } :  

l'intdgrale relative B t, devant &rc prise, commc l'intdgralt! relulivo 
x , depuis t = o ,  jusqu'i t= 1 ; parco que x = o ,  donne t = o ,  

et x = i ,  donne t = i .  
I1 suit del8  que si l'on suppose 

i 1 
-- I-m -=A'@ 1-?I j F = .  x'd x 

- A @  ; 
m n r/ (1 fh8.3C.). (1 +A" .Xn) 

on aura 
3;bM d.hF 

Si Yon change dans cetta cxpression, b ea c , A en k et rdoiproque- 
ment ; on aura la valeur de C. Les attractions A, B , C ; du sphd- 
roide, parallblernent A ses trois axes gont h i  donnCes par lcs 
formules suivantes , 

=F*(T)* 

On peut observer que ces sxpreasions ayant licu pour tous les 
points intkrieurs et par consdquent pour les points infininient 
voirins de La surface; elles ont lieu pour les points d m e v  dc l u  
surface. I 

La ddtermination des attractions du 'sphho'ida, ne depend c h i  
gue de la valeur de F j mais quoique oette valeur ne soit qu'we 

13 P 
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intCgrale d6finie , elk a cependant toute la difficult6 des intdgrales 
indlfinies , lorsque A et A‘ sont inddtermindes ; car si Yon rep&- 
sente cette intdgrale ddfinie , priee depuis x = 0, jusqu’k P = 1 , 
p;ir ?(A”, A”) ; il cut ais6 de voir que l’intdgrale indbfinie sera 
xy. P (ix: A”x’) ; en sorte que la premibre &ant donnde, la Beconde 
l’cs t parcillcmcnt. L’intdgrale inddfinie n’est possible en ellc-mdme, 
quc lorsque l’une des quantitbs A et A’ est nulle, ou lorsqu’clles 
sont dgdes : clans ces deux cas, le sph6roTde; est im ellipsoide de 
rBvolution, et E sera son clemi-axe de rbvolution , si A et A’ sont 
dgaux. On a dam cc dernier cas, 

F =yFAG x‘dx = F .  1 { A-ang. tang. A 1. 

3 a . M  
h 3  .A3  

-/a tf --. { A  - ang. tafig. A }  ; 

B e - - - - -  
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4. Considdrons prdsentement , l'attraction des sphdroides , s u r  
un point extdrieur. Cettc recherche prbento de plus grandes diffi- 
cult& que la prdcddente, it cause du radical v€l qui entre dam les 
exprcssions cliff6reiitiellcs, et qui rcnd YOUS ccttc forme, lei i n t b  
grations impossibles. On peut les rendre possiblcs , par une trans- 
formation convenablc des variables dont elles sont €onctions ; mais 
au lieu de ce moyeii , j'ai fait usage de la mdthode suivante, uni- 
quenient fondde sur la diffdrentiation des fonctions. 

Si l'on ddsigne par 7, la somme de toutes les lnoldcules du split!- 
royde, divis4cs par leurs distances respectives au point attird, et 
quc Yon nomme x ,  y, z , les coordonnh dc la moldculc d M  tlu 
splic"ro*idc, et a, b ,  c ,  cellesdu point attire j on aura 

* 
d IC1 

7=JvGj + ( b  -y)a + ( c  -- - z). 9 

=J (a - X I *  + (b  -y)" + ( c  - z)* 1 t 

En designant ensuite, comma pm!cCdemment, par A, 13, C, ]e9 

attractions du splidrdidc, perall&lemeiit aux axes des I, des y ct 
dcs a, et dirigdcs vers leur origine ; on aura 

( a - x ) . d M  

On aura parcillement ) 

d'oii il suit que si Yon conlid t 7, il sera €wile d'an coliclure 1)ar 1;~ 
seule diffdrentiation , ]'attraction du sphi.roYdc pnrnll&lcment 
une droite qiiclconqiie , en convidcirarit cette droitc , commc unc 
dcs coordonridcs rcc:tanglcs du point attird j r e m q u e  que ~ O L ~ O  

avons ddjk hitc duns le second Livrc , no. 11. 
La valeur prtlckdcntc dc V, rdduite en sdria, devien t 

- .  I 

Cctte sbric cst nscciidnnte rclativcmcnt aiix dimensions tlu spllc- 
ro'idc, ct desccndaiitc reldvcmeiit uux coordoniidrstlupoiut attird. 
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Si l’on n’a dgard qu’b son premier terme ce qui s a t ,  lorsque 10 

point attire est a uno trhs-grande diatance ; on aura 
M 

r/ as+ b’3, cn 
Y-= 

M &ant la masse entibre du sph6roYde. Cette expreseion sera plus 
exacte encore, si Yon place l’origine des coordonndes au centre de 
gravitB du sphdroxde; car on a par la proprietd de ce centre, 

f x . d M = o  ; f y .dM=o j f z . d M = d ;  
en sorte que si l’on considhe comme une trbs-petite quantitd chi 
premier ordre, le rapport des dimensions du sphdroide , 1 sa 
distance au point attire j 1’6quation 

sera e x a m  aux quantitks pres du troisihme ordre. Nous allons prt5- 
sentement chercher ixne expression rigoureuse de V, relativement 
aiix sphbroides elliptiques, 

v~ffLM=fffrdr.dp.a~.sin.p f = f.~~~rl’~r;).dp.dg.sin.p. 
En eubstituant au lieu de t et de r‘, leurs valeurs trouvbea Jan8 
le no. ’r on aura 

5. Si l’on adopte les dhominations du no. 1 , on aura 

dp . d q ,  sin. p .Z./ R 
Y= a j ”  L’ 

Reprenons lee vdeurs de A, B ,  C, relatives aux poinb a t &  
rieurs, et donat5es dam le no. 2 ,  

‘ d p .  d q  .sin.p. c0s.p .ffi 
J I_ 

A=3,ff L 
dp . dg . nin.’p. cos. q ./R 

d p  . d q. sin.’p. Bin. Q .(R 
J - B = s . f f  L 

C = Q . f f -  L * 

Puisqn’aux h i t e e  des intdgrales on a / /R=o,  il est facile de 
voir qu’en prenant les premieres diffdrencee de 7, A, 23, C, par 
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rapport a l’une yuelconque des six quantitds a, b, c ,  k, m et n, 
on peut se dispenser d’avoir Bgard aux variations des limitcs , c11 

sorte que l’on a,  par exempls, 

dp . sin. p . I .fR 
car l’intdgrale f --L; - est, vera ces limites, A trks-peu 

? 
prbs proportionnelle A R;, cc qui rend nulle, ea diffihentielle A ces 
lirnitcs. Cela posd , il est ais6 ds s’assurer par la diffdrentiation , 
que si pour abrbger , on fait 

a . A + b . B + c . C =  F; 
on aura entrc les quntre qunntitds 23, C, F ct Y,l’i.quation sui- 
vnntc ii (1itThrcnces partielles , 

t 

0 { UP+ I’ + c’- ”’ } . k. ( (G) - ($)} + P. (Y-P) 

+ k . . ( E ’ ) * b .  { ( g ) - ; . ( g ) - B }  

+k..(f+. {(g)--;.g)- c}  

-&@.(m-1)*($)- k y n -  1). (Z) - . . 

a 

On peut Blirniner dc cette dquation les quantiths B,  C et  F ,  nu 

moyen de leurs valeurs - (ddr),- - rg),et-a.rg)-b.r$) 
- c. rg) ; on aura ainsi une tiquation aux diffkrenceu partie~lesl 

cn Vseul ,  8oit donc 
4a .P  
3. r / m n  

v= ,.v=M.v, 

M 6tnnt par le no. 1, lo masse du sp’tidroide elliptique; et au lieu 
dee variables m et n , introduisons celles-ci , 8  et w ,  qui soient telles 
que 1’0x1 uit  

in 
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0 sera la diffhrence du quam6 de l'uxe du sphdrni'dc, parall& aux y,  
itti quarrC. de l'axe paralli.1~ RUX a? ; 'o sera la diffdrcnce du q u a d  
de I'axe des z, au q u a d  de l'axe des r: ; en sortc que si I ' m  prend 
pour I'axe des x, Ic plus pctit des trois axes du sph8raide; f l c t  r/;3 
seront ses deux exceiitricit63, On aura ainsi, 

Y &ant consiclGrcS dans I C s  premiers mcrnbres dc ces tSquation8, 
comme fonction de a ,  6, c , E ,  m ct n ; et Y hlant considhrti d4ns 
Jeura eec~nd9 mambrea cornme fonctlon de a? 6 ,  c, 0 ,  w et k, 
Si l'on 'fait 

Q =a( $)+ b.( f)+ ..( 2) ;  
on aura F==:--MQ, ct I'm aura Ies vaIcurs dc b.  (dd:)? - (E)* 
(::), en changeant dans lee valeurs prtcddcntes de k. 

(g:) et (::), v dam -CI Q. De plus, Y e t  .F sont des fonctions 
-~ - . -  

homoghnes en a ,  6 ,  c ,  k (/r et fi de la aeconde dimension ; 
cay Y i;.tant la somme des molecules du sphCroXdc , divisdes par 
]curs distmCeS au point attic% et chaque mol&culc &ant de trois 
dimensions; Y est ndcessairement de deux dimensions, ainsi que F 
qui a le meme nombre de dimensions que 7; Y et Q sont donc dca 
fonctionv homogknes des memes quantitde , de la rlinlension -1; 
aiiisi I'on aura par la nature des foiictions homoghes ? 

on 
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On aura parcillcrnent , 

cda pose ; si dans l'dquation ( I ) ,  on substi tue au lieu de y e t  de F, 
et de lcurs diffkrenccs partiellcs , lcurs valeurs prdc6dentes; si de 

plus, on y substitue - au licu d e m ,  et - au liou de n, 
on aura 

ka  k o  
h a + d '  k a + w  

6. Concevons la fonction tr rCduite dans une sdrie ascendante 
par rapport aux dirncnsioiis k, fret fi, du sphJroide , et par 
coriskquent , descendaiite relativemcnt aux quontit6s a, b , c; cct te 
ouite sera de la forme suivante , 

p UW+ U(')+ U(*)+ U')+ &c. j 

W"), U('), U('), &o., etani des fonctiono homogL\ties do a, b, c, k, / b  

et fi, et dparQnent Eiomogbnev rdativernent aux trois pre- 
mieres, et aux trois dernikrev de ces six qumtitks ; les dimen- 
sions relatives aux trois premibres, allant toujours en diininuunt , 
et lee dirncnsions relatives aux trois deriiiixcs, croisswt sans ccsse, 
Ces fonctions Btant de la m t h e  diineiision q u o  Y d e s  sont toutes 
de la dirnension - 1, 

Si l'on substitile dans l'dquation ( 2 ) ,  nu lieu de v ,  Ba vulcur 
prdc6dente en sdrie; s i  l'on nomme s, la diimcnsioii (IC Wi) en 
k, f i e t  6, ct par consdquent - s -1 , sn dimension cn a, 6 ,  c ; 
Si ]'on nommc pareillemcnt a', la dimension de u('+') C11 k, 0 
et fi, ct par conshqucnt, --'--I, sa dimension cn a, I ,  c; si 
I'm conaidhe ensuitc que par la nature dos fonctions honuoghrs, 
on B 

M ~ C A N .  C ~ L .  Tone I I ,  (1 
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on a i m ,  en rejetant Ies tcrnies d'une dimcnsion supkrieure en 
k fl et 0, a celle des termes que l'on conserve, 



P R E M I k R E  P A R T I E ,  L f V R B  X T L  %!I 

ont lea mdmes exccntricitks c/iT et fi j or --M. - 

-AI .  ( g )  expriment pa; le no. 4 ,  les attractions Ju sph6roidc 

parall&lement h scs trois rures; donc les attractions de diffhcns 
spbdroi’des elliptiyuce qui ont IC mtlme centre, la mdmc positioir 
aes axes , et ICs m4mes excentricitds , sur un point extdrieur , sont 
entre elks conimc leqrs masses. 

I1 est ais6 de voir par la formulc ( 3 ) ,  que Ies dimensions de 
U0), U(*), U(*), &c,, en 0 et fi, croisscnt c\c dcux en deux 
unites, en sorte quo s= o i , d= 9 i+ P j on a il’zuUeurs, par la 
nature des €unctions honiogCiies , 

-21. C) G)* 

m*(tg)=i**(Le. 
cetlc formule dcviendrr donc 

On aura, au moyen de cette dquation , la valeur dc v ,  dans une 
shrie qui sera trbs-convergeiite, toutes les fois que 1cs excen- 
tricitCs f l e t  p, acront fort petites, ou lorsqiie la distance 
Vu’-b b*+ c a  du point attir6 au ccntre du y p ~ ~ ~ r o i ( ~ o ,  sera fort 
grandc relativcment aux dimensions du sphBroide. 

Si le sphdro’ide est unc sph6rc, on aura 8 = 0 ,  ct ice, ce qiJi 
donne U(’)= 0 ,  U(’)=o,  &a. j partant 

e t  

d’oii il suit que la valeur de Y o s t  la m&me que si toute In massel 
de la sphere Btoit riitunic i son centre, et qu’ainsi, line sphbre 
attire un point quelwnqus exttSrieur, c o m e  si toute sa inasso 

C X  
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&oit rCunie it son centre; rdsultat auquel nous sommes dkjh par- 
Venus dans le second Livre , no. 12. 

LapropridtCde la fonction u,d’&treinddpendante de &,fournit 
un moyen de rdcluire sa valeur, it la forme la plus simple dont eIle 
cst susceptiblc; carpuisque l’on peut faire varier k volontd b ,  sans 
changer cette valeur , pourvu que l’on conserve au sph&roicle, les 
mhnes excentricitds 0 et +; on peut supposer k tel que I C  
sphdroide soit infinirncnt applati, ou tel que sa surface passe par le 
point attird. Dam ces deux cas, la recherche des attractions du 
sphdroide se simplifie j mais comme nous a w n s  ddterminb pr6- 
cbdemment, lee attractions des sphdrohles elliptiques, sur des points 
placds & leur surface; nous supposerons A tel que la surface du 
splikroi’de passe par IC point attirk. 

Si l’on nommc k’, n’, n‘ rclativeincnt i ce nouvcau splidrokle , 
ce que nous avone nomm6 h ,  m , n . damn le no- = 7 par rapport 
spheroide que nous avons considdrb jusqu’ici ; la con&tion yrle 
le point attire est B sa surface, et qu’ainui, a ,  b , c , sent lea 
coordonnkcu cl’un point de cettc surface, donnera 

el puisque ]’on suppose que les excentricitbe /iT et 

les mQnies, on aura 

L E S T E, 

. 
7 .  

d+m’ .ba+n’ . cn=  k”; 
resttnt 

d’oh l’on tire 

on aura donc pour ddterminer k’, 1’Cquation 

iI est ais6 d’en conclure qu’il n’y a qu’un sphdroide dont la sur- 
face p a s s ~  par le point attir6, 8 et a restant lcs mbmes. Car si 
I’on suppose , ce que l’on peut toujours faire, que 8 et a soient posi- 
tifs ; il est clair qu’en faisant croitre dam I’dquation prkcddente, 
P, d’une yuantitd yuelcw-que, que nouspouvons considdrer comme 
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ttnc partie aliquote de P, chacun des terines du premier membra 
de cette Bquation , croltra clans un rapport moindre que 6”; donc 
si clans le Ilremier &tat de Pa, il y avoit kgalitd entre les deux 
membres de cctte Bquntion , cettc dgalitd ne subsistera plus dnns 
le second &at ; d’ou il suit que k” n’est susccptiblc que d‘une seulo 
vnlcur reelle et positive, 

Maintenant, soit M ‘  la masse du nouveau sphdroide ; soient A ’, 
B’, C’, ses attractions parallklement RUX axes des a ,  3cs I et des c i  
si l’on f i t  

on aura par Is no. 3, 

3a.M’F A‘= - 
~n changeant danu ces valeurs de A‘, B’, C‘, &I’ en JI; on anra 
par IC no. prdcddcnt, leu vnleurs de A , 23, C, rclatives nu prc- 
niier sphdrojde; or  10s Bquntions 

don nen t 

k” &ant donnQ par l’dquation ( 5 )  , que l’on peut mettre sous cette 
forme, 

on aura donc 

3 c . nf d .  A’F 3 n . M  
A=-- kI3 c = - kIs (x7). 

Ces valeurs ont lieu relativement ir tous Ics points exterieurs au 
spMro’icte ; et pour 10s dtendre k ceux de la surfacc , ct m&e nt~x  
points inthrieurs, il suffit d’y changer k‘ cii k,  



2% 

tion (5) donnera 
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Si le sph6roYde est de rholut ion,  en sortc que 8 =  r~ j 1'6qua- 

2 k" = a"+ b'+ 8- 8 + f ( a ' +  b a  + cl- e)'-/- /I as. (I ; 

et Yon aura par le no. 3 ,  

3 a .  M 
k 3 . ?.3 

A = - - - ~  {A- ang. tang. A }  ; 

e=- 3c.M . fang. tang. A - - " 1  
~ k ' 3 . h ~  ( l + h ' j '  

Nous voilk donc parvenus h line thdorie complbtc des attractions 
des sphCroiJes elliptiques j car la seulc chosc qui reste it desirer , 
est I'int+ption de I'exprcssion difI'dren~iclle de 17, et cette in& 
gration clans le cas ghn6ral ,-eat. impMoible noa-lernent par lcs 
m6thodes connues , rnais encore en elk-meme. La valeur de F n e  
peutpas &re exprimCe en termes finis, au riioycii de quantith alg8- 
briques , logarithmiques ou circulaires , ou CB qui revient nu 
nibmq, par une fonction algkbrique de quantitds dorlt les exposans 
soicnt constans, nuls ou variables. Les fonctions de ce genw &ant 
Ics seules que 1'011 puiese exprimer indhpendamment du signe f; 
toutes les integrales qui ne peuvent pas Atre ramenkes h. des fonc- 
tions semblables , sont impossiblev ell tcrmcs finis. 

Si le spbkro'ide elliptique n'cst pas homogbne , et s'il est composri 
de couches elliptiqucs variables de position, d'exccntricitds et de 
densit6 , suiyant une loi quelconque j on aura l'attraction d'une 
de sea wuches, en ddlerminant par ce qui pr6chcle, la diffdrcnce 
des attractions de deux syhdrtiidcs elliptiques homogbnes de m6mo 
densite que cette couche , clont ihn auroit pour surface, la sur- 
face extbrieure de la couche , et dont l'uutre auroit pour surface, 
la surface intdrieure de cette m&me couche. En sominitnt ensuitc 
cette attraction &@&entielle on aura l'attraction du aphtlroidv 
en t ier, 
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Du dtveloppemtent en sQrie , des attractions cles sphdroides 
quelconques. 

8. c O N S I D I ~ O N B  gdnkralcrnent Ics attractions cles sp1dro’idt.s 
quelconqucs. Nbus avons vu dam IC no. 4 ,  quc l’exprcssion Y 
de la sommc dcs mo1i:culcs du spli6ro‘idc , diviucks pir Icurs (lis- 
tances ilu point%ttird, a l’uvantuge de donner par sa difl’Crcntiri- 
tion , l’ttt traction de cc splil.ru’idc p~iraIlC1ciiieiit una droitc quel- 
conque. Nous verrons d’uilleurs , cii traitair1 dc la figure des 
plani.teu, yuc l’attractioiz de lciirs moldculcs sc lirhcntc sotts cettc 
forme, dam 1’Cqrintiorr dc ]cur dquilihre ; iioiis uIlo11s uinsi, nous 
occiipcr particu1ii:rcmcnt de la. rcclicrche de Y’. 

Reprenoris l’dqtintion du no. 4. 
d M  -- y’= f --_----e 

((la - x)* -t ( I  -yF + ( c  - &)e ’ 
n ,  b ,  c ,  &ant les ooordonnh diz point itttirt; X ,  y ,  Z, (:titlit cdlcs 
de la mol$cule dM,  du spliCroYde ; l’origino des coordonndcs 6t;mt 
dnns l’intdricur du sphdroyde. G t t e  int6grulc cloit Gtrc prisc rela- 
tivement itllx variaibles x ,  y ,  Z, c t  3imites sont inddpcnc1cmte.s 
<le a, b ,  C ;  on trouvera cela pose, par la tliffdrentiation , 

d d V  
0 = r&? + (F) + (;;r) i (1) 

+quation i laquelle nous somines dt$i parvenus dam le second 
Livre , no. 11. 

Transformons les coordonndcs, en d’autres plus commoctcs. Pour 
ccla, soit r ,  la disttrnco du point uttir8, B l’origine des coordon- 
ri&s ; e I’iingle que le rayon r fait uvcc I’um des a ; w l’ungle que le 
plan form6 par le rayon et pur cot axe, lait uvec lo plan des axes 
des cc et des b ;  on aura 

a=  COS. 8 3 I =r.siri, 8 ,  COS. w j c = r,sin. O.sin, w. 
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Si l’on nornme parejllemcnt -U , 8’ et a’, ce quc dcvienncnt r,  4 et m ,  

relativement A la molecule dM du sphdroide ; on aura 

= x. COS. 6’ ; y ==L R. sin. 8’. cos. -‘ ; z 5t R . sin. 8’. sin. w’. 

D’ailleurs, la rnol6culc dM du sph6roYde est &ale UII parall618- 
piptde rectangle dont lcs dimensions sont d R ,  RdB’, Ada’.sin.d’, 
et par condqucnt ellc est &gale ir p.R’.dR.dO’.d.p‘.sin.8‘, p &ant 
sa densit6 j on aura ainsi 

p . R’ , d R . d 8’ . d a’ , sin. 0‘ 
--- 9 

-- Y=JJfv.-- - _  - - -. 
rl-2 rR .  {cos. B . cos.d‘+sin,i. sih,er. &.(a’--.o)) + R =  

l’intdgmale relative h fi devant Qtrc prise depuis 8 S O ,  jlqu’A 
valeur dc R , h la surface du spheroide; l’intkgrhe relative it w‘, 

devant &re prise clepuis *‘ = o , jusqu’k *‘ 6gal k la circonf6rence; 
etl’intkgrale relative il B’, rlcvaiit 6trc prise depuis V = o ,  jusqu’k 8‘ 
&gal ir la demi -4rconf6rmca. En diffdrentiant cette expression 
de V, on trouvcra 

Cquation qui n’est que l’dquation (1) traneflormde. 
8i l’on fait cos. 8 = p ,  on peuk lui donner cette forme, 

t -). ( 3 )  

Nous SOmfnes dtsjh parvenus h CeS iliverses equations, dana le second 
Livre, no. 11, 

9. Supposons d’aboril le point attir6, extkrieur au aphdroide, 
Si l’on reduit Y- en serie, elle doit &re dam ce cas descendanto 
par rapport a u ~  puissances de r ,  et par consequent de cctte forme, 

U C O )  U(I) VC”, u(:j) 
Y=-+,;-+7+Yq+ r &c, 

En suhstituant cette valeur dc Y’dans l’kqiiation ( 3 )  d u  no. pr& 
c6dcnt , la. cornparaison des m4mes puiesmces de r ,  donnera, que1 
qne soit i ,  

Q -= 
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fl est clair par la seulc expression inidgrale de Y, que Ut') 
est une fonciioii r a t i o n h e  et entikre de p ,  r / z .  siii.wJ 

et vi-$.  cos.'^, dhpcndaiite de la nature du sph6roidc. Lorsque 
i = 0, cette function sc rriduit ii une constante j ct dans le cas de 
i = 1 , eUe est dc l u  forrnc 

H ,  IT, N" &ant des coiistantes. 

- 
H . ~ + N ' .  /=.sin. =+HN. Vi-parcos. * j 

Your dri terminer gWrulcmerit Ui), nornmons T IC radicltl 
1 

__- . -- -> -- VP- 2 ~;.(cos. 4 .  C O Y .  o'+sin. e .  sin. e ' .  cos.(-'- *I } 1- e. 
nous aurons 

Cettc &quaiion subsisteroit encore, en y clinngeant B en e', a en a', 
et rhciproquement ; parce que T est une pareillc fonction de 8' ct 
de w', que de 8 et de a. 
Si 1'0x1 rdduit T ,  dam une suite dcscendante relativement ir r~ 

on auril 

Q(;) &ant, que1 que eoit i ,  assujdti ir cette dquation 

et dc plus, il est visible que Q(i) est une fonciion raiionnellc ct 
cntihre de p ,  et r/ I-$. COB. ( d - m )  ; Q(i) &ant connu on aura 
Vi), w moycn de 1'Cquation 

Supposons maintenant IC point aitirti, dam l'inttirieur i l ~  sp!k6- 

- 

Ui) = f p .  a+@ . df i .  da'. de'. sin. 0'. 

M ~ C A N ,  chb, Tomu II; 1). 
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rtiide ; il h u t  alors developper l’expreusion intcigrale de 7, dam 
uiie suite ascendante par rapport il F ,  ce qu i  donne pour 7, unc 
sbrie de cette formc , 

]il fi C A N I Q U E C f3 L E 3 T E, 

/- di) &[ant line function rntioniiellc ct entikre de p ,  I, i-pl.sin.w, 
et V I.-$. cos. a, qui satisfait it la m8me tquation aux diffhrencca 
partielles que W ,  en S O ~ C  que 1’0n a 

- 

.Pour cldterminer di), on rkduira le radical T, dans une suite 
ascendante par rapport t i  r ,  et 1’011 aura 

fr~s qunnt i th  QO), Q(”, Q(‘)7 Pxc., &ant  les mG~iics giic ci-tlessus ; 
uti aura donc, 

; d R  . d  TJ’. de‘.sin. U’. Q(’) - --. u(i) ==r R-s 9 

>lais comme I’expreesion pr&tdente de T,n’est convergentc, qii’m- 
t;int que R est Bgal 011 plus grand qiie r ;  la valeur prdcddente 
tie V, n’est relative cp’nux couches tlu splidroitle, q”i c)nveloppent 
le point attire. Cc point i tant  cxtdrieur par rapport LLUX antres 
couches; on tlktermincra la partie de 7, qui leur est relative, par 
la prenligre apreasion de Y en sdrie. 

10. Conuiddronu d’abord les spk&ro’icics trks-perk dilE;‘:rcns de ]a 
sphAre, et dbtcrminoris Ies fonctions U(”), U ( ’ ) ,  ~ ( 0 )  &c. , do) 7 

4’) 7 4 ’ 1 ,  &c. , relatives A ces sph6roiidcu. I1 existe une &quation 
diffbrentiellc en 7, qui ti lieu it leiir surface, et qui est remdrqunble, 
en ce qu’elie donne le moyen de determiner ces fuiictions , sans 
aiicune intbgration. 

Suppomna g6ndralemcnt, la pesanteur proportioniicll-c h une 
puissance 7t de la distance; soit d M ,  une nioldcute chi  sph&rciidc, 
etfsa dist;incc au point attiri. ; nommuns Y; 1’intCgraleJ.f +I, d.?lf, 
cette intdgralc s’dtendarit h la nwse  entiL:re du sphdruYde. Dans 
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le cas de I n  nnturc , oil  n I - 2 ,  elle devicnt J?, et nons I'avons 

pareillcmcnt exprinicic par 7, clans 1cs no'. prBc6dcns. La fonc- 
tion Y a  l'crvantagc cie clotincr p r  RH difl'6rcntiation, J'attraction 
du sphdro'ide , parttll&lement i une droite qiielconque ; car en 
considerant f, conime m e  fonction de trois coordonndes du point 
nttirtr , perpendiculaires entre elles , et rlont l'unc soit pardlAle 
A cettc droite j si Yon nornrnc r , cette coordonnhe; 1'attract.ion du 
SpIiciroYdc suivant r, et dirigee vcrs son origine, scraJp ( df -J-) dJf; 
cllc sera par coiisrSquent i.galc i -. cy), - cc qui dam IC cas de 

n f  1 

avom trouvb prdcddcmmcnt. 
Supposons maintenant que le sph6rdide diffbre trbs-pcu d'iint. 

sphere du rayon a, dozit le ccntre soit sur le rayon F pcrpendi- 
culaire h la ::ur€acc du splibroi'do , l'origine de ce rayon dtant sup- 
posde arbitmire, maiv trb-prbs du ceiitrc do gravitC du sphbroicle; 
suppovons de plus que la sph&re touchs le splidrdide , ct que le 
point atlird soit ilu point de contact des deux surfactw. Le spk8roiclc 
cst t5gd la sphere plus A l'cxcks du sph6ro'iiidc sur la,sphiSre; 
or on peut concevoir cet C X C ~  c o m e  Btant f o r d  d'un noznbrc 
infini de molhcuilcs repandues BU]: In  surface de la sphhre, cos 
rnoldcules devaiil C trc suppos&cs 116gatives, puptout oil In sphkrc 
excede le sph6roTde; on aura donc la valeur dc V, cn cldtermi- 
nant cette vdcur , io. relativement t la sph6re ; so. relativcmcnt h 
ccs diversev molBculee. 

Par rapport it la sphere, Y est une fonction de. a, que nons 
cl6signerons par A : si l'on nomme ensuite drn , une des mol& 
culcs de l'exchs du sph4roXde sur la sphere, ct f, sa distance au 
point attire ; la valeur do yrelative ii cct excbs , scruJ,S+'.drn; 
on aura donc pour la valeur entiere de It", rclative au sphdro'ide, 

Y= A+ f.f+'. dm. 
Conccvons que le point attirB s'8lbvc do IR punlitit3 infinimtw t 
pctite d r ,  au-deuuus de lu surface du sphtkoidc et de I n  splikre, 

31 I 
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sur le prolongcmcnt de r ou de a; lavaleur de Y relative A cette 

nouvelle position du point aitirt5 deviendra F+ (x). dr ; A 

augmentera d‘une quantit6 proportioiinelle ir d r ,  et que llous 
reprdsenterons par A’. clr. De plus, si ]’on nomme 7 ,  l’anglc for116 

d V  

par les deux rayons men69 du centre de la sphkre , an point attire 
et k la mol6cule d m ;  la distancefde cette molCcule au point 
&rt,  sera dans la premibre position de ce point, Ggnlc 
Vs a’. <i-cos. 2); dans la sccondc: position, cIIc bcra 

V (a+ clr.Y-9 a. ( a  + d r ) .  cos.>-t-i*, 

on aura donc 

en substituant au lieu cle f .f+’. dm , sa valeur 7 - A  , on a i m  

Dans le ca8 de la nature, l’dquation (1) devient 

ilonc 

On doit observer ic i ,  que cettc dquation alieu cjuclle que soit la 
p o s i l h  de la 3roite r ,  et danu IC cas n i h e  oi l  c11e ne seroit pas 
pcrpendiculaire R la surface du sph~roi‘de , pourvu QLI’CIIC: passe 
fort prbs do son centre de gravitt; car il est facile de voir que 
]’attraction du sp2i6roi’def ddcompostje suivant ces droites , ct qui, 

cornme or?. ]’a vu I est &gale i\. -($), elrt , quelle que soit leur 



P R E M I & R E  P A R T I E ,  L I V R E  I l l .  a9 
position, toujours la m h c  , RUX qunntitbs prbsz de l'ordre du 
cluarrd de l'excentricitb Ju sph6roide. 

clu 
no. 9, relative h un point attire extrfrieur uu sphtko'ide, 

1 I . Reprenons rriaintcnant, l'cxprefision gdncirale de 

la fonction U(') citant, que1 que soit i ,  assuj6tie it l'cquation AUS 

diflt!rcnccs particllcs a 



ccttc expression dc y n'est donc point arhi trairc, niais*elle tldrive 
du ddveloppement en drie ,  des attractions des sph6roi'c'lee. On 
verra dam le no. suivant , que y ne p u t  Be d6veloplwr airjsi, qne 
d'une seule maiiit:rc; on aura donc gdnthlement, en coinparaut 
leu fonctions semblables , 

d'ou l'on tire, que1 que soit r ,  

I1 ne s'agit donc plus, pour avoir 7, que de rhduire y ,  SOUY la 
forme que nous venonB de lui supposer ; nous donncqns duns la 
buite, une m a o d e  fort sirriylc pour cet ohjet. 

si 1'0n avoit y = YCi) , la partie de Yrelative ii I'exc&s du sphc- 
ro%fe sur la sphhe clont le rayon est a ,  ou, ce qui revicnt au 
mbme , relative B une couche sphdrique dont le rayon est a, et 

; cette vnleur seroit, par 1'6paisseeur u a y , seroit 

cons;quent, proportionnelk hy; et il est vivibls que ce 117c~1 que 
daiis ce cas quc Fette proportionalitr': peut avoir 1 ieu. 

12. O n  p u t  Bimplifier ?expression Y ( o ) + Y ( B ) + ~ ( * ) - ~  &c.,  
clc y ,  ct ('11 faire dispurdtre les deux premicrs termes, CII prenant 
pour a, IC rayon Cpne sphere (gale cn solidith, au sphdroirle , 

4~4w.a+3. YCi) 
(ai+ 1) .++' 
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et en fixant l'origine arbitraire de r , au centre de gravit6 du splk- 
rciide. Pour Is faire voir, nous observeroils que la masse M du 
sphkroide supyost5 homoghne , et rhne densit6 reprbsentbc par 
l'unit8,est parlcn". 8 ,  &g;ilci fR$.dR.da.d,a, ou hi, fR'3.dt . t .d~,  
a' &ant le rayon R prolong<l: jusqu'k la surface du sphkrciitle. Eii 
substituant pour A', sa valcur a.(l + a y ) ,  on aura 

47.d M--- i- .a'. fy d p .  d e .  

JI ne s'ugit doncque de bubstituer poiiry, savdeur Y(")+ F')+ &c., 
c t  d'cffwtuer ensiiitc Ics intdgrations. Voici pour cet objct , u11 

tlidorfitac gdnCru1 et fort utile Janv cettc analyse. 
((Si Yci) et Bi') sont des fonctions rationnclles et cntieres de P, 

'1 r/ i - p a .  sin. m ,  ct / 1-p'. cos.-, qui mtisfont wx Cquatiow 
D suivantcs, 

3 

__I 
_I 
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or on a, en intkgrant par parties rclativctr~ent 4 

? '  c t il est clair que si l'on prcnd l'inthgrale depuis ,u = -1 , jusqv it 
p= 1 , le second membre cle cette Cquation se rbduit h son der- 
nier terme. On a pareillement, en intbgrant par parties, relative- 
inent B m ,  

et ce second membrc se rkduit encore ir son dernier terme, lors- 
que l'irit6gralc est prise depuis a= 0, jusqn"k a= 2 T, psrcc que I C s  

cloux limites j on aura-donc ainsi , 

on a clone 
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si 1'0x1 pouvoit ddveloppcr y dans une antre sBrie , Y,Co)+ Y;''-i- 
Y,(*)+ &c., de la mbinc forinc; oii uuroit 

fy.Z")= f Y>).Z(".dI*eda j 
allt 

f Y:). z(i). dp. d w  =$Y GI ,  Z('). dp. d m  ; 

or il est facile de voir quc si l'on prcnd pour Z(;), la fonction 1-I 
plus g6n6ralc de son espkce , 1'6quution yrhcbdente ne pcut sub- 
sister que dam le cas ou J':;) = Y ( i ) ;  la fonction y ne peut donc SO 
developper a i d ,  que d'unc seule manihre. 

Si dans l'intdgrale f y d p . d w ,  on subetitue pour y ,  sa v a h r  
Y(')+ Y(')-I- Y(.)+ &c. ; on aura gdndralement , o = f Y (i). d ~ .  d-, 
i &ant dgal otz plus graiid quc l'uiiit3 ; car Yimitb qui uiultiplis 
d ,u. da, cst colnprise dans la forme Z0), qui convient B toutc quan- 
tit6 conetante, ou inddpendante de 1~ et de *. ri'intt'grale $y.&.d~ 
8e rbduit doric ii JY(")dr. d.o , et pur consdqusnt a 4 I. Y (a); 011 n 
donc 

ainsi , en prennnt pour a, le rayoii de la splihrc dgde en solidit&, 
au sp1iCrdide; on aura Yro) E;= o et le tcrmc Y (") divparoitra de 
l'expression de y.  

Ladistance delamol6cule 'elm, ou2?ec€-U.dH.dm, auplundu 
mdridicn c~oir l'on compte l'angle a est Q C C I C  ii A. r/i-p*. sin.wa; 
la distance du centre de gravitk du spherciidc h ce plan, sera 
done JR'dli.dp.dm. V'~-p".sin.*jet eanintkgraiit par rapport kR, 
elle sera +. f R'4. dp, d m .  v g .  ein. w , R' &ant le rayon R pro- 
long6 jusqu'k la surface du sphhroide. Pareillenlent, la dbtance 
de la molCcule clM , au plan du mdridien pcrpcndiculnirc au pr6- 
cddent , &ant 3. r/ 1- pS cos. w j la distance du centre de gravite 
du sphdroYdc, b ce plan,sera i. fR'4edp.dao.  COS^*. Enfin 
la distance de la niol6cule d M ,  au plan de l't5qiiateur , &ant p; 
la, distance du ccntre de gravitd c h i  sphdrdide h ce plan sera 
i.JR''- 4 I*. d , .  dm. LCS fonctions p )  V 1-pb e s i n . ~ ,  et V i-ra. COS. I, 

- 
- 

_I_ 

.- -c 

MkCAN, C h b  TOlltE I I .  E 
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sont de la forme Z('),Z(') &ant tlssuj6tiA 1'6quation aux diffdrences 
partielles, 

Si l'on conpit a'* ddveloppd clans la suite N(")+N(l)+N(')+ &c. 
Nci) &ant une fonction rationnelle et entibre de p ,  r/x-pg0 sin. m, 

V/T. cos.* assujetie Q 1'Cquation aux diffkrenccs partielleu, 

- 

. 
les distances du centre de gravit6 clu sphdrdide, aux trois plans 
prkcbclens, seront en vertu du Wordme 86nh-d que n o w  venom 
de dhmontrer - + fN ('1. dp. da. V1-p'. sin. rn ; - +. fN('4dp.Wm. V l - p ~ . c O s . ~ ;  

+ .JN(' 1. p. dp. de. 
/- AT~') est par ie a~, Q, de h forme R e  IA + B .  t 1 -p'. 8in.w 

+ C. (/i--pC.cos.a, A B ,  C &ant des constantes; les distances 

prkddentes deviendront ainsi , -. B ,  -. C ,  - . A. La position 

du centre de gravite drf sphdro3dc ne cl6pend ainsi que de Ja 
fonction N c ' y j  ce qui donne un moyen trba-simple pour la dCter- 
=liner. Si l'origine du rayon R' est k ce centre ; cette origine &ant 
sur le5 trois plans pr8cddens , leu distances du centre de gravit6 & 
ces plans seront nulles ce qui donne A = o B=o 2 C= 0 

partant N(') =o. 
Ces rdsultats ont lieu que1 que soit le sptldro'ide : Iorqii'il est 

trbs-peu diffbrent d'une sphkre , 011 a 4' - -a .  (1 + L L ~ )  , et  
R4=a4.(if4ay); ainsi,y &ant &gal k Y(o)+Yc')+Yc')+&c.; 
on a N(*)=  4sla4. ~ ( 1 ) ;  la fonction Y(l) diypadt  donc de l'ex- 
prevsion ( ley  , lorsque l'on fixe l'origine de a', au centre de gra- 
vitd du 8phCroYde. 

- 
Q w T 

3 3 
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13. Concevons maintenant le point at t id ,  dam l'iatdrieur du 

ephkroide : nous aurons par le no. 9 , 

d R .  d m ' .  db' .  tin. 6'. 
Y= do) + r .  d')+ re. #'+ r W * ) +  &c. ; 

-- 
&)= f R - I  

SupPosons qiie ccttc vctleur de Y soit relative A une couchc dont 
la surface int6rieure soit spli6rique et du rayon a, et dont le rayon 
de la surface extdrieure soit a. ( I  + ay) j 1'Cpaisseur de cette couche 
sera a uy. Si l'on ddsignc par yl, ce que devient y , lorsque l'on y 
change 9 et a, dans 8' et 5'; on pourra, en ndgligeant les quantitds 
de l'ordre a', changer r en a, et dR en say', dans l'exprcssion 
intdgrale de 4')j on aura &si, 

U 
yw = cc. a1-b . fy'.da'.db'.ain.O'. Q(Q. 

Rclutivemcnt ii un point placd i~ l'cxtdricur du sphdrdide on a par 
le no. g 

Dl =: f xi+*. dR. d d .  de'. sin. 0'. ; 
el l'on mppoee oette valeur de 7, rclal ive h une couche dont le 
rJtyon inidrieur est a, et dont le rayon extdriour est a. (I + ay), on 
aura 

U(i)= u.ai+3. fy'.dd.de*,ein.e/. Q(i); 

partant 

on a par le no, 11, 
4cca.a+3. YC') 

UC') = I si+ I 
dona 

I1 Eaut ajouter ir cette valeur dc Y, cellc qui est relative R la couche 
E a  
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sphhrique ds l'dpaiuseur a - r , qui envsloppe le point attird 
plus celle qui est relative k la sphere du rayon r ,  et qui est au- 
dessous du m&me point. Si l'on fait cos. e'= $, on aura par rap- 
port h lit premiere de ces clcux parties de V, 

d R. d d . d p t  . Q('J 

M. E C A N  I Q U E C fi L E S TE, 

-I___. *(i)= f R'- I J 

I'intkgrale relative R P' Jevant Qtrc prise depuis P' I - 1 , jusqu'h 
r.=i.EnintCgrantpar rapportkR,depuis R = r ,  jusyu'h B = a ,  
on aura 

or on gdnkralcment, par le [hdordmc du no. prGcddeut, 
f dm'. dp'. @)= 0, lorsque i est Bgal ou plus grand que l'unitd : 
Iorsque i = o  , on il par le 11'. 9 ,  Q(i)= 'L ; dc plus, l'int4gration 
relative A a', doit &re prim dcpuia .m'= 0, jusciu'i~ a'--: 2 v j on 
aura donc 

do) = 2 v .  (a'- r'), 
Cctte vdcur clc d") est la partie de 7, relative Ala couchc spZ& 
rique de l'kpaisseiir a - r. 

La partie de Y, relative it la spb0ro dont Io rayon est r ,  cst 
&gale 2t la mame de cette @ere divisfx par la distancc d u  point 

attir6 B son centre ; elk est par conskpcnt , Bgiilc i -- . En 

rhnissant ces diverscs parha ds 7, on aura pour sa valeur 
ent ikre. 

4 p . P  
3 



P R E M I E R E  P A R T I E ,  L I V R E  111. 37 
a + a a ,  { y ( O )  + Y(l) + &c. on fera dispnroPtre Y( l ) ,  de 1’expreusim.r 
de ce rayon ; et alors, le rayon inthrieur do la coucbe sera de 
cette forme, 

et le rayon ext6ricur sera dc In forntc , 
a’+aa‘. {Y’(‘)-+Y‘(*)+ y’(’)+ &c.J. 

On aura la vnleur de 7. relative B cette couche, en prsnant la cliff& 
rence des valeurs de 7, relatives I deux sphdrdes dont le plus 
petit auroit la pren>ikrc quantit6, pour rayon dc sa surface, ct  
dont le plus grand auroit la secoiidc quantitd , pour rayon dc sa 
surface ; en riorrirnant donc A ,  7, ce que dcvieiit V, relativeriient 
A cdte C O U C ~ C  , on aura 

a + u  a. { Y(’)+ Y(’)+ Y( ‘ ) - t&c . ]  9 

Si I’on veut que IC p i n t  plac6 J n m  l”int6rieur de In couche , soit 
Cgaleiriciit itt t i d  (le toiitev purtv ; il L u t  que A. Y, sc rhduise 21 tino 
constanto indBpendante tlc: r d et m ;  car on a VU que ICS cliff& 
renccs partieiles de A .  V, prises par rapport ir ces variables , cxpri- 
ment lcs attrnctioiia partielks de In  C O U C ~ C ,  sur le point attire; on 
a donc alors, Y’(l)  = 0, et gdndrnlcrncnt, 

en sortc que le rayon clc In surfacc iiit6rieu-, &ant donne; on aura 
eelui de In  eurfuco extkrieurc. 

Lorsque la surfilcc iutdrieurc cst elIiptiquo , 011 a Y ( ’1 =o , 
Y(1) = 0,  &c. ; et par consdquent Y’(’)=r o , Y ’c4)= o ; Ics rayons 
des deux surftices intdrienre et cxtdrieurc , sont donc 

a. ( i+u.PI( ’ )J  ; n ’ . { ~ - + a . . Y ( ~ ) } j  
ainzi, I’on voit que ccs deux surfaces sont scniblablcs et semblable- 
mcnt situ& ; ce qui est coilforme A ce quc nous wons trouvb 
dans le no. 3. 

14. Lcs formufes ( 3 )  ct ( 4 )  des nos. I I ct 13, cmbrassent tontc 
la thc‘orio des attractions dcs sphdroidcs homogbncs trbs-peu (tilr6- 
rem dc la sphere j il cat facilc d’cn conchire ccILc dcs sphdro’idcs 
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hdthrogCnes, yuelle que soit la Ioi de la variation de la figure et de 
la densitd de leurs couches. Pour cela , soit a. (1 + ay) le rayon 
d'une des coiiches cl'un spfidroi'de hdtdroghne , ct supposons que y 
soit sous cettc forme, Y('1 t Y ( ' ) - k  Y(')+Y(')'-c- &G, ; leu coefjiciens 
qui entrent dam les qiiantitds Y('), Y(') ,  Y("), &c., &ant des fonc- 
tions de a ,  et par consdquent variables il'une couche k l'autrc. 
Si l'on diffkrcntie par rapport A a, la valeur de Y donnBe par la 
formule ( 3 ) du no. 11 , et que Yon nomme p ,  la demit6 de la couche 
dont le rayon cst a.(i+cly), p &ant unc fonction de a s e d ;  la 
valeur de Vcorrespondante k cette cuuche , sera powr,un.point 
attire extkrieur , 

cette valcur scra donc, relativement au spli6roide c11 tier, 

les intdgrales &ant priees depuis a z o ,  jnsqu'i la valeur (le a, 
qui a lieu a la surfax dw 5phthdkb3, et que nous designeron3 
par a, 

Pour avoir la partie de Y relative it un point attirt5 interieur 
au +&o'ide; on JBtorminera d'abord In partic de cette vdeur , 
relative & ioutes ICS couches auxquellev ce point est extdrieur. 
Cette prernibre partie est donnke par lo formule (5), en pre- 
pant l'int6grale depuis U = O ,  jusqu'h cc = a ,  a &ant relatif ci la 
couche sur IaqucIle se trouve le point attirb On d6tcrminera 
la second0 part$ de 7, relative toutes le8 couches dam l'in- 
tdriear devyuelles ce point se trouve, en diffdrentiant la for- 
mule (4 )  clu no. prdcddent , par rapport i t  a 1 en rnultipiiant ensuite 
cette diF6rentielle par p , et en prcnapt l'intkgrale depuis a=a , 
jusyu'h a = a : la somme de ces deux parties de Y sera 8% valeur 
entiere relatiye i un point inGrieur, et I 'm aura pour cette 
somme 



P R E M I $ R E  P A R T I E ,  L I V R E  111. 39 
les deux premieres integral- &ant prises depuis a=o , jusqu'k. 
a = a , et les deux dernibres &ant prises depuis a = ca jusqu'k 
a =a ; il faut de plus, aprhs les intdgrations , swbstituer a au lieu 

1 

a r 
dc r, dans les fermes multiplies par a, et - 1 -U.Y , au lieu de - dans 

#* le tcrme - .Jp . d.  uR, 
3r 

1 5 .  ConsldGrons prtSsentencnt , les sphdroides quelconqiics. 
La rechcrche de Icur attraction, se rdduit par le no. 9, t i  former 
10s quantitds U(') et v(i) : on a gar le merne no., 

les intdgrales devant 4tre prises depuis R = 0, jusqu'k sa valsur 
A la surface, depuis p'= -1 , jusqu'ir (u' = 1, et depuis d= o , 
jusqu'ii *'=aw. Pour ddteryuiuer cettc hti'gralc, il fuut con- 
noitre Q@). Celtc quantiti: peut se dCvcloppcr dniis iine foiiction 
fink de cosinus de I'mgle m - d, et de ees multiples. Soit 
6. c0s.n (he'), le terrne de Q(i), d0penclant de CQS. n, (a- w') , 
COtant zinc function de pet de p' ; si l'on substitue au lieu de Q('), 
sa valeur, dam l'dquation aiix difkences partielles en Q(') du 
H", 9;on aura, eii coniparant 1es terrries muItipli6s par c a m .  (W-W'), 

celte dquution aux difl'hcnccu d i i i t h w  , 

lJi)= S p . R + ' . d R . d ~ ' . d ~ . Q ( ' )  j 
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Si l'on substitue cette valeur dans I'dquation diff6rentielle en 6, 
la Cornparaison des puivsances semblables de p donnerir 

( i - n n - - s  + a).(i-n-as+I) 
as. (z i - as + 1) 

sw - . A(s-', ; 

d'oh l'on tire, en faisant successiverneiit s = i ,  s = a  
valeurs de A'), A2I7 &e., et par consdyuent 

&c. ,  lcs 

I (i--n).(i-n-i) .(i-n-o) .(i-n--3),pi-n-4 + a.  4. (2 i-i ) . (a i-3) 
(i-n) . (i-n- 1 I ,  ,;,-, 

pi--" -L 

a.(ai-i) 
1 /. ..¶ \= 6 --=A. ( 1-p I - .  

(i-n) .(i-n-1). (i-n-2).(i-n-3).(i-n-4).(i-n-5) 
a .  4.6. (a i-1). (9 i-3). (si-6) 

--. -. pt-n-6 + &e. 

A est une fonction de I." inddpendante dc p ; or I/. ct p' cn t rant de 
la m6me manibrc dans le radical pr&c&dent, i l u  doivent entrer de 
la r n h e  manikre dam l'cxprcmion de 6 j on a donc 

2 dtant un coefficient independant de E.C et de I.' j partant, 

On voit ainsi que E se partage en trois facteurs j le premier in&- 
pendant de p et de pf ; le second, fonction de p' seul ; et le troi- 
sibme, fonction scmblable en p. I1 ne s'agit plus que de determiner 7. 

Pour cela, nous obscrveroae que si i -n  est pair; on a, cn 
supposant p= 0, et P'= o , 
y. {i . a . 3 , .  . . . ( i - n ) ] *  

(2.4 ....( i--n).(2i-,).(~i-3) . . . . ( i + i t f 1 ) ) *  

y. .( i . 3 . 5  .... (&n-i).i .3.5.....(i+n-i))n 
(135.. . .(ai-i)), c= ------- ==I -- 

Si i --n est impair, on gum, en ne conservant que la premiere 
puissance de p et de rut, 
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Si l’on siibstitue, au licu de cos.(m--w’), sa valcur en exponen- 
tielles imaginaircs, et si l’on nomme u , le noinbre clont le l o p -  
rithme liyperbolique cst l’unit6 ; la partic iiidi.peiidante de I I P ’ ~  
dcvieiit 

n .  (w-m‘)K-i -n . (a-w’) , f i i  Lo coefficient de f c  

a 
R 

de - I,*, . cos. n (a--’) , dam le ddveloppcment de cctte fonction , 
est 

n,i -5 .5. .  . . ( t + n - i ) . i  .3 .5 . .  . . ( i -n-I )  
a . 4 . 6 .  . . . (i + T I ) .  n .4.6. . . . ( i -n) 

c’est la valeur de C, lorsquc i - n  est yair. Xi1 la comparant 
ccllc que nous venom de trouver claris IC n i h c  cas , on aura 

-- ’ 

Lorsque IZ = o , il ne fwt  prendre que la moitie! de ce coefficiciit , 
et alors on a 

1.2.3.. . . i 
R‘ . p. p‘. COB. n (a - e‘), daiio la m 

9 . 4 . 6 . .  . . ( i +  n - i ) . a . L / . B . .  . . ( i - ~ i - i )  i 

Pnreiliement , le cocficicnt de 
fonction df), est 

9.1 .3 .5 . .  . . ( i + n ) .  1.3.5. .  . . ( i o n )  

c’est le cocficicnt dc pp‘, duns la vnlcur tlc 6 ,  lorsque Yon n6glige 
ICS quarrds de p ct dc p‘, ct lorsquc i - n  cat ilnpitir. Et1 IC  con^ 

parant it l’cxyrcssion que nous veiions de trouvcr pour ce coefti- 
cient duns le m h c  cas, 011 aura 

’ i . ( i - i )  . . .  . ( i -n+i )  
-7- ----- 

1 . Y . 3 . .  . * i (L+i) . ( i+n) . . . . .  ( i + n ) ’  

expression qui est la mdme que dnns IC cas de i-n pair. Si n= 0, 

011 aura encore, 

I;’ 
’L= (- 1,9.3. * .  . i  

]CII::CAN. c h .  Tome I I .  
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16. De cc qui prdchtle, nous pouvons conclure la forme 

gdnkrale cles fonctions ~ ( i )  de p , \ / 1 G , u i n .  a, ct V1-p’. cos. ,m, 
qui satisfont A 1’Cquation aux cliffkrences partielks 

- 

En d~signant par 6, IC coefficient de sin.na, ou de  COS.^^, dnns 
la function Yci)j. on aura 

I( 

C cst &gal R (1 -,KP)” midtiplid par izne foiiction rationilelk et 
en tibre de I * ,  et dam ca ooe , on e per le no. p&dent, 

( i  - n) . (i - n - 1) 
2 . ( 2 i - i )  

6=A(”L(1-(u(u)~.  

A(”) &ant une arbitraire j ainsi, la pnrtie dc Y(;) ddpcndante de 
l’angle n m, est 

A(”) et B(“) &ant deux arbitraires. Si 1’011 fait swccessivement dans 
cctte function, n = o ,  n= 1 ,  IC = 9. . . n =i; la somine de toutes 
leu fonctions qui  en r~eulteront, sera l’ex~)reuuion gdnkralc (le 
et cettc expreseion renferniera a i+ 1 arbitrairee P), A’), a(’), 
A(*), B(”) ,  &c. 

ConsidCrons maintenant, une fonction 8 ,  rationnclle et  entiere 
de I’orclre s , des trois coordonndes orthogonalcs x , y  z. Si l’on 
reprdsente par Iz , la distance clu point d6termind par ces coordon- 
ribes, g leur origine ; e l’angle fornib par 3, c t 1)iLr I ’ ~ X ~  des x ;  
e t  par w , l’angle que I C  p l m  des x et dcsy , fornic avec le plan pus- 
satit par R , et par l’axc: des x j on aura 

x = ~ p u ;  y = f i . / 1 m p ’ . c o ~ ~ m  j ~==a . /~ -p* . s in ,m.  

Eli subutituailt ccs vdeqrs dans 8, et cn ddvcloppunt cctte foizc- 

Lc- I_ 
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tion, en sinus et cosinus do l’angle a et de ses mu1 t iplca ; si S cst In 
Fonction la plus gcinbralc de l’ordre s, alors sbi.nw c t  cos. > I  t. 

w o n t  multiplibs par des fonctions dc la forinc 
n 

(1-pp)C. (A.r*“”+B.r”-”-’-t-C.r“-“-’+Rc.); 
aiiisi la partie de S ,  d6pcndante do l’xnglc n w  , rcnfcrmcrx 
2 .  ( s -n+ I) constantes indhtermindes. La partio de S , di.p*n - 
Ilaiiie de l’aiigle rn et de scs rnultiplcs , renfermcra donc s. (.?-I- 1 1 
iddterrninees : la partie in&pentIaii te (IC a, en rcnfcrnicr,L s c 1 ; 
6’ renfermera donc (s+ i )’ constantes ind&xmint.cs. 

La fonction Y(Q)+ y(‘)+Y(’) .  . . . + Y(s) ren€errne parcillcrnciit 
(s+  11’ constantes inddtcrrnindcs , puisquc la fonclion Y(’) en 
renfcrmc 2 i+ I; on peut donc transformer 8 ,  dam une fonction 
de cette forme, et voici lu maiiikrc In plus sitnplc d‘dcuter cotle 
transfoi*rnatiori. 

On prendra , par ce qui pdo6de, I’expression la plus gdni.ralc 
dc Y(’) ; on la retrenchcra de S ,  et l’on d6ternrinera les arbitraircs 
de Y ( s ) ,  de rnanibre que les puissances et les produiis clc t* et dc 
V 1 - p p ,  de l’ordre 8 ,  disparoissent de la diffthencc 8-Y(‘); cettc 
c’liff&rence deviendra ainsi une fonction de l’ordre 8-  1, que nous 
dtivignerons par 8’. On prendra l’cxprcssion la plus gdnc‘rcile de 
FJ-’); on la rctranchera de S’, et l’on ridterminera les arbitraires 
de Y(’-’), de manibre que 10s puissances et Ics produits de p et dc 
fz, cie I’ordre 8-1 , disparoissent rte lu JiEercnce s‘-P-I). 

En continuant ainei , on ddterminera lcs fonctions r(r), P-’), 
y(s-*), &c., doni la somme form 8. 

.- 

‘I 7. Reprenons maintenant, l’hquation du no. 15, 

UCQ =jp.a+*. aka. a p t .  <tat. ~(i). 

Suppoeons R fonction de p’, a’, ct 8 u n  parurnhe a ,  constant 
pour toutes lea couches de mbme densite, et  variable d’unc couclie 
ii l’uutrc. La iliiGrcnco 23 ttarit prise cn stipposant p‘ et m’ coiiw 

tans, on aura d ~ =  (%).cia; partant, 



Lorsqiic le sphkroi'cle est, Eiornogkne et peu different d'une sphhe, 
et R=a* (1 -+ ay') j or1 il ilhru, en intb- on peut supposer p = 1 

grunt par rapport A a, 
1 p1. - . JZ"" .ftp'.dw'. @i). 

y w +  yw>+yw'+y'mf. &c,, 

i+3 

De plus, si l'on suppose y' cl6vcloppd dam une suite de la forme 

YO) satisfaisant h la meme kquntion aur diffkrencee pnrtielles que 
Z'('); on aura , en negligeant les quankil6s de l'ordre as, 
z"') =(i+5).OL.a i+3. Y'C'); on aura donc 

U(L)~0t .&3.  f Y f c ' u & d w ' .  Q C i ) ,  

si l'on dbsigne par Y(", ce quc devient .Y'('j, lorsyue l'on y change 
p' et w', dam [A et m j on a par le no. 11, 

on a donc ce rdsultat remarqrzablc , 

Cctte &quation ayant lieu, que1 que soit r'('), oil doit en con- 
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elure g6ndrnlement quc la double integration de la fonction 
f Z ' ( ' ) o d p t . d w ' .  QC'), prim depuis ,d =-I, jusqu'L pt=i,  et depuis 

2") &ant ce que dcvient Z'C') lorsque l'on y cliango ,d et '~t' d a i i ~  

6 et w j on u donc 

ct la triple integration dont d6pend UC'), so r6duit ii une sculc 
intdgration prise par rapport k a? depuis a=o ? jusqu'k sa voleur 
i t  In. surfticc du sphdroidc. 

L'dquation (I )  offrc un moycn irbs-simple d'inikgrcr la fonction 
JY(') .Z'') .dp.dw, depuisp=-i, jusyu'ir P = I  , e t  depuisaat7=o, 
jusqu'h a= w. E n  effet , la partie de Y ('1 dhpcndaritc de l'angle nw, 
cst,par cc quiprCckde, de Irr foriric A .  ( A ( " ) . ~ i i i . ~ z ~ - ) - ~ ( " ) . ~ 0 s . n 7 ~ ) ,  
A Btant dgul ir 

{ i - n ) . ( i - n -  1) 

Q . [ Z  i- i)  
-- 

on a donc 
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Heprdsentons qaaintenant, par: h.  (A"") . s in .nrp+~' (" ) . cos .nw) ,  
la partie de Z4') dhpendante de l'angle n a. Cette partic doit seulo 
&re combinbe avec la partie correspondante de Yci); pwce qiic 
3es termes ddpendans des sinus et cosiiius de l'angle v et de scs 
multiples disparoirrscnt par l'intdgration , dans la fonction 
f Y@).  2"'. dp. d v ,  inti!grde dcpuiv = 0, j iqu 'k  QDC P T; on aiii'a 
ainsi , en n'ayant 6gard qu'h. la partie de Y(l) dbpendante dc 1'811- 
gle n ~ ,  

&f 8 G A N 1 Q U-E C 2 L E S T E, 

fY(? Z").d{/..drn == 
fh' .dp.dv. { A'"' .sin .n.?rr+B("). cos. nv } . { A '(").sin. ntv+B'(n). cos. nm } 

En supposant donc euccessivement d a m  le dernicr mcmlre, n = 0, 
n = I , n = 3 . . . . n=i j la somme de tow ces termes, sera la 
valeur de l'intdgrale SY''). 27'). d ~ .  dm.  

Si le spEiCroide est de rkvolixtion en sorte que l'axe avec IeqtieI 
le rayon R foripe~angle w , soit l'axe'm~me de rkvo~ution; ~'arig~:le '21 

disparoftra de l'expresuion de Z('), qui dc-vicnt a l u r ~  dc cctte forme, 

i.(i-1) i .  (i- s) .(i - n) .(i- 3) 
a .  4 .  (ai-1) . (ai--3) 

- &-'-I- 
B . (ai-1) 

i .3.5.....(2i-i 
1.Q.3.. . .i 

A(') &ant unc function de a. Nornmone d''7 le coefficient.de A(/), 
dans cette fonction : leproduit 

I .3.5. . . . . , ( a i  - 1 )  i . ( i - i )  
I . p . 3 . .  . . -)+-x:j .i + &CJE, t 

R' 
est par le no. prdcddcnt, le coefficient de ylt, dam le ddveloppe- 
inent du radical 

lorsque l'on y suppose P et P' Cgtlux )'unit&. Ce coefficient est alors 
d g d  it 1 j on a donc 
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c'cst-Mire que A<') se rdduit b l'unitd, lorsque 1 ~ -  I .  On a ensuite 

Rclativelucnt it l'uxe de rdvolution , 1~ = 1 , et par consdquent , 

donc si Yon supposc que relativement h u11 point plucb sur le pro-. 
longemcnt de cet uxc , on a 

on aura la. valcur de V relative h un autre point plncB h la rtikmc 
distance de I'origine des coordonnkes , mais sur un rayon qui fait 
avcc 1)iiXC dc rdvolution, un r~llgle clout p est IC c o u i n i i ~  j en mul- 
tipliant lea tcrrnas de cette vdour respectiremcnt par A('), A('), 

Duns IC cas oh le sphdroide n'est point de rCvolutioii, cette 
mbthodc donnera la partie de rind8pendunte de I'nnglc a ; on 
dktcrminera l'autrc partie de cette niaiii8rc. Supposons , potir sim- 
plifier, le sph6roide tel qu'il soit partag6 en deux partics Cgales et 
scnibIabIcs, soit pitf I'~qimteur, soit ixir IC ni~ridicn oil l'on fix0 
l'originc c k  I'anglo +*, soit ptr  IC m6ridicn qui liii est pcrpendi- 
culaire. Alors Y sera fonction de I*, nin.'m, et  COS.'^, 0 1 1  ) co 
qrii iwicnt a i l  1n21iic, il sera fonction dc P*, et des cosinus 
1~il11gIc 2 a et dc Y ( ~ Y  inultiplcu; Ucr' sera donc u u l )  Iorsqne i est. 

impair, ct duns le cas oh il est pair, IC terriic d6pciidant cIe I ' ~ \ c  
g n m ,  sera de lu foriiic 

A@),  &c. 

Rclativernent i'i un point attire, situ6 dam IC phn dc 1'6qualcur 
ou p= 0, la partie do Y, ddpendante dc co tertnc , devicnt 

(J", 1.3.5. * .  . ( i-QlI-l)  . cos. 9 n D; .-. __^_ __ _..__L_- *-. 
re+' i a . ( i $ a n + I ) . ( i $ n n + a ) . .  .  a ai-^) 
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rapport aux cosinus de l’angle a a ,  et dc ses multiples, lorsque 
le point attird est situ6 dans le plan dc I’dqi~atear j il suffira, pour 
Ctendre cette valeur ti un point quelconque altird, dc multiplier 

cos. 211 a 
les tcrmes d6pendans de rr+r , par la i‘onction 

,f t-an- . --- (i-an). (i-211-1) &--+ . &c. ‘I -. ( I -PPY*  f 9 
a.(i+nn+I) .....( s i - I )  

u .(a i-1) 1.3.5. ....... (i-an- 1) 
rf: 

on aura donc ainsi la valeur entibrc de ‘7, lorsque cette valeur 
sera ddterrnindc cii sdrie , pour Ies deux cas oil  IC p i n t  clttird cst 
situ6 sur 1s prolongement de l’axe du pBle , et oil il est situ6 dans 
] e  plan de 1’6quateur ; ce qui simplific beaucoup la recherche do 
cette valcur. 

Le sphbroide que nous venons de considher, comprend l’ellip- 
soide. Relativernent a uii point attirh situ6 sur l’axe du pole, quc 
nous supposerons &re l’axc des x ,  on II par le 11”. 9, b .=o, c 0, 

et alors l’exprcssion de Y’du no. 6, est intdgrablo par rapport irp. 
Relativemeat h. un point situ6 dam le plan de 1’dquateur , on a 
a = o ,  et la. rnkinc cxprossioti de Ydcvient  encore par lcs mdthodcs 
connucs, intbgrable par rapport ii q , en y faisant tang. q = 1. Dniis 
ces deux cas, I’intGgrale &.ant prise par rapport h une de ces varia- 
jjles dans ses liniites , elk devien t ensuite possible par rapport it 
f’autre, et l’on trouvc que Nbtantls pmsee du sphh-oi’dc, la vnleiir 

(le 4: est inddpendante du demi-axe rE du sphhroide, perpcndi- 

culaire Q l’dquateur, et nc ddpend que dcs excentricitds de l’cllip- 
V 

sode. En multipliant clono les diffdrens termee des valeurs dc - M 
relatives zt ces deux cas, ct rhduites en s6ries ordonndev suivant lee 

puiogances de - , par les facteurs dont pow venom de parler , pour 

avoir la valeur dc- -- relative it un Foilit quelconque attire; Iu 

fonction qui en rdsultera , sera inddpendante de k , et ne ddpendra 
que des excentricit& j cc qui fournit unfit* noiivelle ddrnonstrtition 
du th6orCme que nous avona d6rnontrC clans le no. 6. 

Si le point attirb est place daps l’int8riew clu sphCrciide , 1’atT 
tractioii 

M 

I 
T 

Y 
M 
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traction qu'il Bprouve, ddpend, comme on l'a vu dnns le no. 9 
de la fonction V C Q ,  et l'on a par le no. cite, 

p . d R . d p ' . d d .  p) 
I. yC')= f Ri-t # 

&qutttioii que 1'011 peut nictt re sous cctte forme , 
I d .  R-' 

v (O = -. $p . (-;ih). &a. dp*', &d. e"'. 
(2 - 1 )  

Supposons W i  dhveloppe ~ R Y I S  une suite de la forinc 

Z'(i) satisfaisant ii l'dquution LLUX difkeirces psrliclles 
z ~ ( o ) + z ~ c ' ) + ~ w +  &c.. 

¶ 

E)i de plus, on noniiiie 9)) cc quc dcvieiit z'Ci) lorsquc l'on y 
chaiige p' en P ,  et a' en a ; on aura par ce qui prdctde , 

on aura donc ainai , l'expresaion de Vrelative B toutea lea couchca 
. du sphdroide qui enveloppent le point attire. LR valeur de V 

relative aux couohes par rapport auxquelles il cst extdrieur, se 
ddtcrmiiiera , cornme or1 vient de le voir. 

M~CAN.  o b  Toms XI. 
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C 1-1 A P I  T R E I I I. 

De la figure d’une masse @de homoghie en e‘quilibre , 
et doue‘e J’un mouvement de rotation. 

18. APni;s  avoii C X ~ O S ~  clans leu c1eu.u CEiapitrcs prficd(lens, 
la thhorie des attractions des sphhroides ; nous allone conuid6rer 
In figure qu’ils doivent prendre en vertu de l’action mutuelle de 
leurs parties, et des autres forces qui les animent. Nous cherclie- 
rons d’abord la figure qui satisfait b 1’Cquilibre d’une masse fluide 
homogkne douCe d’rxn tsouveruent de rotation, e* now donnerons 
une solution rigoureusc de ce prollime. 

Soient a, b ,  c ,  les coordonnbes rectanglcs d’m point quelconque 
de la surface de cette m a w ,  et  P, Q, A, les forces qui le sdli- 
citent para1MIement a ces coordonn6es, ces forces &ant s.uppos6cs 
teiiilre h 1es diiiitiuer.. IL rbsultc du no. 34 du premier Livre, que 
your I’dquilibre de la masse fluide , il suffit quc l’on ait 

o = P. da + Q. clb -#- R. do ; 
pourvu que dans 1’Qvaluation des forces P, Q, R, on ait Bgard h la 
force centrifuge due au mouvement de rotation. 

Pour dvaluer ces force:, , nous supposerons que la figure de la 
masse fluide , est celle d’un e l l i p s d e  de rdvolution , dont l’axe de 
rotation est l’axe mQme de r8volution. Si les forces P, Q, R, qui 
rdsultent de cette hypothkse , substitdes dans 1’8quation prhch- 
dente de 1’C.quilibre , doniient l’dyuation diffhrentiellc de la surface 
de l’ellipsdide ; l’hypothhe pr6c6dente est ICgitirne ~ et la figure 
elliptique satisfait i 1’6quilibre de la masw fluicle. 

Supposons que ]’axe des a soi t l’axe m4me de revolution j I’Cqua- 
tion r‘r la surfircc de l’ellipaoide sera de cette forme, 

a’+ m. (bn + c”)  = 4” 5 

I’origine des coordonnkes a, 6 c Ctarrt uu centre de l’ellipsoide. 
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& sera IC. derni-axe de rdvolution , et  si l’on noiiinie M ,  la masee 
de l’ellipsdide, on iium par le no. 2 ,  

p &ant la densit6 du fluide. Si 1’011 fait, comme dane le 11’. 5 .  

----=A’, on awa m=-- c- t par consdquen t , 
4% 
3 

I -in 1 

1n IChs ’ 
N=- . E ’ . ( I + A ’ )  ; 

Cqriation qui doniiera le &mi-axek, ‘lorsquc A @era d4ternnin6. 
Soi t 

A‘= 4 * P . ( I  + . (A-ang.tang.A}; 
AS 

on aura par le no. 3 ,  en n’cryant dgard qu’B l’attradion de la masse 
fluide , 

P = A ’ . a  ; Q=B’.b j R=B’ .c .  

Si l’on nomine g, la force centrifuge i la distance 1 de l’axc de 
rotation; cette force B la dietance VP+C*, du mbme axe, sera 
go v/b“ : en la dhornpooant parzlllBlement aux coordonnees b 
et c , if en rCsultera dans Q , le terme -& , et clam R , le tenne 
-go j on aura einei , en ayazrt dgard k toutelv lea fioroes qui animent 
lcs inoldcules de la surface, 

P = A ’ . a  ; Q=(B’-g),b j R=(B?-g] .c ;  
1’Gquation prdddente de l’dquilibre deviendra doric 

(B‘-g) o=a  ( 6 . d b f c . d ~ ) .  

L’dquation diffdrentielle de la surface de l’ellipo’ide est, cn y snbq- 

Iituant pour nz , sa valeur - 
o = a d a +  

I 

l+h* ’ 
b . d b + c . d c  

l + A *  ’ 
G 2  
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en la compararrt ir la prdddente , on aura 

(1 f A’) (R‘-g) A? ‘ ; (1) 

a 
T 7 . P  

a i  \’on substitue pour A’ et B’ lcurs valeurs, et si Yon fait r=~; 
on aura 

en dkterminant donc; A ,  par cette hquntion qui est inddpendantc 
des coordonnties a, b,  c, on fera coincider rdyuation de I’Cquilibrc, 
avec celle de la surface de l’ellipsoide ; d’oii il suit que la figure ellip- 
tique satisfait A l’dquilibrc , du moms, lorsquer le mouvement de 
rotation est tel que la valeur de A’ n’est pas imaginaire , 011 lors- 
qu’dtant ndgative elle n’eut pas Bgale ou plus grande que l’unit6. 
Le cas de A’ imaginaire donneroit un  solide imaginaire ; celui de 
A’ = -1 , donneroit un  paraboloide, et celui de A’ ndgatif et plus 
grand que l’unitk, donneroit un hyperboloiclc. 

19. si l’on nommep la pesanteur h la surface de l’cllipsdi&; 
on aura 

Dons I’intkrieur dc l’ellipso& , les forces P, Q, A, eont propor- 
lionnelles aux coordonnCes a, b ,  c ;  car on a vu dans le no. 5, 
que les at tractions de l’ellipso’ide, paralIBlement h ces coordon- 
d e s ,  Ireur eont reepectivement proportionnelles , ce qui a d g a b  
rnent lieu pour la force centrifuge dhcornposde parallblement aux 
mernes coordonnkes. I1 suit de-lk , que les pesantenrs a m  divers 
points d’un rayon mend du centre de I’ellipsoi’de ii sa surface, ont 
des directions parallklee et sont proportionnelles aux distances 

ce centre ; en sorte qiic si l’on connoft la pevantenr A sa Burfact, 
on aura la pesanteur dans l’intkrieur du sph6roidc. 
Si dans l’expresoion de p , on eiibcrtftue pour P, Q, &, ]ears 

valeurs donndes dans le no. prCc&lent, on aura 

I p = VP’+ Q”+R”. 

.---- 
P - -- ~A”.a’+(B’-~)’.(b”3.C’/ j 

d’0U l’on tire, en vcrtu de 1’6quation (I) du no. pri.ckdcn t , 
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b*+@ - 

rmis l’dquation de )a surface cls l’ellipsoide donno 7 =A*-- a* ; 
l + h  

a est dgaIe k (E. au pblc, il est nul B l’tiyuateur j d’oit il suit qiie la 
pesanteur au pAIe, est h la pcsnnteur t i  l’dquateur, commc VI  +A’ 

est k l’unit6, et par consequent , coinine le diambtre dc l’kquutcur 
est A l’axe du pbIe. 

Nommons t, la perpendiculaire k la surface de l’cllipsoide , pro- 
long6e jusqu’i la rencontre de l’axe de rtivolutian; an aura 

partant 

- 

t = r/( 4 +A‘). (k’ q- Anaa) ; 

A’. 0 p=-- 
1 -t hP ’ 

ainsi la pesanteur est proportionnelle d t. 
Soit 4 le compkment de l’angle que t fait avec Pam ck rdvol~r- 

tion ; 4 sera In. latitude dl1 point (le la siii-fiice que 1’011 considere, 
et l’on aura par la nature de 1’elIipc , 

( I $ -  h a ) .  k $-= .-.---_.- II 

tL-+Tc;xq 
on aura donc 

et en sabstitnant pour A’ sa valeur , on aura 
d‘x p . k . (&+As). { A-ang. tang. A ) 

AS.  r/ l+ A * . C O R , . . ~ -  
i ( 5 )  P= 

cctte Cqitation donne la relation entre la pcsanteur et la latitude ; 
mais il faut pour ceh ddterminer lcs constnntes yuWk renlermc. 

Soit T, le nombre de secondcs que Izr m s w  iluicls cmploic it 
tourner sur elle-mdme j la forco centrifuge g, ir )a diertancc 1 de 

4 7. l’axe de rotation sera par le no. g du premier Lirre , Cgale A - * T” 
on aura danc 

rib.%* 
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cequi donix 4?rp=-- q .  TP . Le rayon osculateurdum~ridierielliptiquc., 

ee t , ; en norninant donc c ,  la grandeur du Jegrd *a Ia 

latitude -4 ,  on aura 

&I k C A N I Q U E C 6 1; E S T E, 
f 12.na 

( I  f A=). k 

( I  +Aacos.*,.&)z 

( I + h a ) .  7r. E 
-7 = 200. c. 

( ~ f A ' . c o s . ~ ~ ) ~  

Ccttc 6quation combinCe avec la prdc6dcntc, donne, 

q J  

4 ~p , ( l-+ha)).  k 1 a . r  
--=Joo.c. { I + A ~ . c o ~ . ~ ~ }  .-'lu; r/l f A' COb*m& 

011 aura ainsi, 

Soit t , la longueur du pendule &nple qui fait une oscillation daiis 
une sclcondc de temps; il r@eul tc du 11". 1 i du preinit.r Livrc , quc 
p =: 7%. I ;  en cornpaant CIIY deux expressions de p ,  on aura 

3.400. c. { A  -Brig .tang. A 1 . { 1 +I .  coo.^^ 1 
j ( 4 )  - -_ 

c / =  v.1. TD.h3 

cette Bquation et l'4;cluation (o  ) du no. prtcddcnt, feront connoitre 
lea valleurs de g et dc A, au moyen de la longucur ~ d u  pendule 
R secondes et de la grandeur c du de@ ilu idridien , o l s e r v h  
J'une et l'autre, t la latitude 4. 

SU~PQYOPS 4 = 50°, ces Cquations donneron t 

les observations clonnent , coxume on le vmra dans la mite ,  

on a de plus T=yy27 ; on aura ainvi, 

1,c rapport de ]'axe de I'dquateu~, it celui du pale, &ant Vi +A*, 

il devient dnns ce cas , 1,00433ik41; ces deux axes sont k fort pels 

c= i o o o o i ~  j E=omo, 741608; 

q = 0,00544957 ; A' 3 o,, 00868767. - 
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prbs dans le rapport do 931,7 t‘t rJ50,7, et par ce qui prdcbde, leu 
pesanteurs au pale et it l’kquatcur sont dans lo meme rapport. 

011 aura le dcmi-axe k , du pOle , au iuoyeii de l’Gquation 
L 

ce qui donne 
k = Gj5a534mn., 

Pour avoir l’attraction ct’une sphere du rayon k, et d’unc demit6 
cji~elcorrqne ; on observera qu’une sphbre dn rayon E et de la den* 
sit6 p , agit sur un point placti i sa s u r k e ,  avcc uno force Cgitlc h 

p. E ct par consdqucnt en vcrlu dc Yequation ( 5 ) ,  dgule ir -- 

0,998697 .p , p &ant la yesanieuy sur le parallelc de So”, 1)e-IA 
ii est i i i d  de conclure la force nttrnctivc d’iine splkrc d’un rayon 
et, d’rznc densit6 quelconque , SUF UQ. point pltd au-dehors ow 
daiis son ititdrieur. 

20 ,  Si 1’c“qiialion (s)  du no. 18 dtoit susceptible de plnsieurs 
racines rOellcs j plusieurs figures d’dquilibre ronvkndroient RU 

m h c  mouvcrncnt clc rotation 5 JVOYOMS donc si cctte dquation R 

plusieurs racines rdellcs. Pour tela) nommons 9 la fmction 
$ A + Q q . “ a  

9 + 3 h ”  
. - ang. tang. A , clont l’dgalit6 A d r o  , produit l’ciqua-. 

tion (2). 11 est f‘acile de voir qu’m fahant crdttrc A ,  dcpuia dro  
jusqu’k I’iafini , I’expression de P commence et finit par atre posi- 
tive; aiasi, en inlaginant unc corirbe dont A soitl’abscisst, ot dun, Q, 
wit l’ordonncie , cette courbe conpera son axe, lorsque A-0; 1;6~ 
ordonnh seront ensuite positives et croisaantes; parvenues a lour 
rnaxirnnm , cllcs diminueront ; la courbe coupera u m  secondc fois 
Ron axe, B un p i n t  qui dCterminern la valeur: de A cnrrcspondants 

1’8tat d’6quilibre de la masse fluidc ; fes ordonndes seront enstzitc 
negatives, et puisqu’ellea sont positives, lorsque A = C O ,  il est 

~idcevsaire que la courbe coupe unc trokikme h i s  son nxe , ce qui 
dPtermin0 unc second0 vdeur de A qui &fait A 1’6quilibre. 01.r 
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voit ainsi que pour une m6me valeur de q ,  ou pour un rnouve- 
ment de rotation donnk, il y 8 plusieurs figure8 avec lesquelles 
l’dquilibre peut subsister. 

Pour determiner le nolubre de ccs figures nous observewiib 
que l’on a 

6 ~ * . d h .  { q . h ~ f ( I O q - - 6 ) . h ’ + g  q }  
P. . _____-__ 

( 3 AS+ 9)’ * ( 1 + do = 

L a  supposition de do =Q dDn~e 

cl’ou Yon tire, en ne considdrant que les vtlleurs positivcs de h , 
o = q A 4 + ( 1 0 ~ - 6 ) . h ’ 4 - 9 9 , ;  

Ces valeurs de A ddtarminent leu maxima et les minima de 1 ’ ~ -  
donnBe 0 ;  il n’y a donc que deux ordonnbes semblablecr , du cat6 
des abscisses positives, ce qui exige que &Ice cbtk , la courbe no 
mupe som axe qu’en trois yoinf. , aa y cumpmant l’origiiic; 
iiinsi le nombre des figures qui satisfont k l’6qiiilibrc, se rCduit 
L. deux. 

La courbe , du ~8th des abisses nhgatives , &ant exactement la 
meme que du cdte des abscisses positives, k la diffdrcllce pres du 
signe des ordonnbes; elle coupe son axe de c h q u c  d t 6 ,  dam dcs 
points correspondanv 6quidistans de l’origine des coordonndes ; lcs 
vaieurs ndgatives de A qui satisfont h l’dquilibre, sont donc au 
s i p e  prks, lee m2mes que les valevrs positives j ce qui donne 
bs m6mes figurcs elliptiques, puisque le quarrd de A entre seul 
dans la dbterniination de ces figures ; il est par consequent inutile 
de considdrer la courbe, du cat6 des abscisses nkgatives, 

Si Yon suppose 9 fort petit, commc cela a lieu pour la terrc; 
on p o w 9  satiddire it 1’Cquation (s) du no. 18 , dans leg deuy hypo- 
ihkses de A’ fort petit ? et de h1 fort grand, Dqns la premiere , on Q 
par le no. precedept, 

I’our avoir la va3ew de hS dans la seconde hypothhse ; nous obscr .. 
vcrons qu’dors , ang,tang, A cliffere trks-ptu .de f~ en sorte que 

si 

A’ = fq+%. y’f &c. 
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w 

0 
si l’on suppose A = --e, a sera un trbs-petit angle dont la tan- 

gente est 1 
j on aura donc 

1 I 1 

A 3 A 3  5 A 5  a=--- -1- --&c.; 

et par condquent , 

l’dquation (2 )  d~ no. 18 deviendra ainsi, 
q A $ 9 q . A 3  W 1 1 
I-- = - - -+ - - &c..; . 

9 + 3 A ’  P A aha 

d‘ou l’on conclut par le retour des suites, 

1 - s, a66195. - - a, 546479 - 1 )  478885. Q+ &c. 
4 

On a vu dane le no. pricddont, que relativcinent k la terre) 
Q = 0,00344957 ; cette valeur de q substituee dans l’expression 
prhcddente , donne A = 68449. Ahei  le rapport des deux axes de 
t’6quatmr 82 du p81e , rapport qui est 6gal A r/i +A’, est dam le 
CAS du sphdroide trbs-appltiti 6gal Q 680,49. 
La valeur de q a une limite au-delk de laquclle IVquilibre cst 

impossible avcc une figure elliptique. Supposonv , en cffet, qiis 
la cowbe ne ,coupe eon axe qu’3i son origine et qu’elle ne ftls?te 
que la toucher ailleurs ; on aura h ce pdnt de contact, 0 = 0 ,  ct 
da, = o ;  .la valeur de Q, ne sera donc j amds nhgativa, du cat6 des 
abscisses positives, lee seiilcs que nous considdrons ici. La valeur 
de q dbtermin6e par les deux Cquations Q, =o,  dP = 0 ,  scru doric 
la liniite de celles avec lesquelles l’dquilibre peut subvister ) en 
sorte qu’une plus granite valeur rend l’dquilibre iniposvible ; car q 
Btant suppos6 croitre de f ,  la fonction p augmente du terma 
SfAa -- . ilinsi 18 valeur de q correspondante B 9 ,  n’tSkant jmlais 

ndgdive , que1 que soit A ,  la inerne fonction correspondante i q +A . 
eat constainmen t positive, et ne peut jamais devenir nulle ; I’kqui- 

- 

9 -k 3 A ”  ’ 

M ~ C A N .  c h .  Tome II .  I1 
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libre est donc alors impossible. Il rdsulte encore de cette analyse, 
qu’il n’y a qu’une seule valeur rhl le  et positive de q ,  qui satis- 
fasae aux deux hquations 9 = 0, et dq=o. Ces bquations donnent 
les suivantes , 

6 ~ .  

La valeur de A qui satisfait ir cette deriiibre Bquation , est A-9,5292 ; 
d ’ d  l’on tire q=s0,337007 j la quantit6 v i + A ’ ,  qui exprime 
le rapport de I’axe de l’dquateur i celui du pGle, est dam ce cas, 
kgale ir 9,7197. 
La valeur de q relativernent k la terre, est kgale k o,003/k4~$7. 

Cette valeur rdpond A une durde dle ratation de 0j*~g9797 j or on R 

gdnbralement Q = - , en mrte que par rapport aux maws de 

mCme densite, q est proportionnel a la force centrifage g du moa- 
vemen t de rotation, et par mdquent en raiesn inverse du quam6 
du*emps de la rotation ; d’ou il suit que relativernent B uneanaese 
(le m2me demit8 que la terre, 10 temps dela rotation qu i  rdpontl h 
Q = 0,337007, est de oi., 1 oogo. D e 4  rdsultent ces deux thtiorbmes : 

(( Tou tc masse fluide homogbne.d’une’densit6 dgale k la moyenne 
1) densit6 de la terre , ne peut pas &re en 6quilibre avec une figure 
1) elliptiquc j si le temps de sa rotation est moindre que oi*,ioogo. 
1) Si ce temps est plus considdrable; il y a toujoiirs deux figures 
1) elliptiqixes et non ilavantage 

II Si la den&& de la masse fluide est diffbrente de cefle de la 
)) terre j on aurale temps de la rotation, dans leqiiell’t5quilibra c a o  

1) d’htre possihle avec une figureelliptique; en multipliant oi . , iqo ,  
N par la raaina quurrke db rapport de la densite moyenne de lu 
n terre , A celle de la masse fluide )). 

Ainsi relativernent a unc masse fluide dont la densite ne seroit 
qu’im quart de celle de la terre , ce qui a lieu ii-peii-prhs pour le 
solei1 ce temps sex& de 0”,2018lk; et si la doneit6 de la tcrae 
wpposke fluide et homogbne, dtoit environ 98 fois moiiidre que 

- 

I)-r 

qui satisfont ZL l’hquilibre. 
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sa densit6 qctuelle , la figure qu'elle d e m i t  prendre , pour satis- 
faire A son mouvement actuel de rotption, seroit la limite de toutes 
lee figures olliptiques aveu leequelles 1'6quilibre peut subsister. La 
demit6 de Jupiter &ant environ cinq fois moindre que celle de 
la terro, et la durde de sa rotation &ant de ole, 41377; on roit quc 
cette durde est dans lee limitee de celles de l'dquilibre. 

On pourroit croira que la limita de q ,  eat celle oh le fluido 
commenceroit Q se dissiper, en vertu d'un mouvement de rotatioi? 
trap rapide ; mais il est facile de se convaincre du contraire , en 
observant que par 4e no. 19, la pesanteur i 1'6quateur de l'ellip- 
sdide est A la pesanteur au pBle , d a s  le rapport de l'axe du pale 

-hi de l'dquateur, rapport 4 ~ "  dans ce cas est celui de 1 it 

9,7197 j 1'Cquilibre cessc donc d'8tre possible, parce qu'avec un 
mouvement de rotation PlUS rap&, iL est impos&le de donner 
B le m a w  fluide , une figure elliptique , t d e  que la resultante (\e 
son attraction et de la force centrifuge, aoit perpendiculaire A la 
surface. 

Noue-avonr rupposd jusqu'ici , A' positif, oc qui donne des 8ph6- 
m'idw,applatisvers les p0les;examinons prtlsentement si l'dquilibre 
peut subsister avm uno figare ahngee vmw ler pi3lea. &it alom, 
~ ' r * r r ~ . r k '  4 .A" doit &re positii et moilidre quc l'unitd , autrement , 
l'ellipsoicle se chilngeroit an h3"parboldide. La valeur pr6c6dente 
de dq donne 

u 

( q " + ( 1 0 q - w . A a + 9 q )  
- 5  +=rad** (1 + A*). (9 + 3 A')' 

l'intkgralo Btaiit prise depuis h = o .  En substituant au lieu de A, 

sa valcur *A'. V z ,  on aura 
A'S, d ~ '  . { 9 (1 -AI') .(9 -A'*) + 6 A''} 

t p * . C l .  f 
( I  - A'') .(9 - 3 h")L 

or il est clair que le5 6ldmena de cette dernibre intdgrale sont tous 
de merne signe , depuis A"= 0 ,  jusqu'k A"= 1 ; la fonction 9 ne 
peut donc jnmais devenir nulle dans cet intervdb ; ainsi 1'99ui- 
libre ne peut subsister avec une figure allongke vers les ybles. 

2 I .  Si le mouvement de rotation primitivement imprimd h 
m e  masse fluide , est plus rapide que celui qui conyient B la limitc 

11 2 
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de Q, il ne faut pas en conelure qur’elle ne peut pa8 &re en dquiIib& 
avec une figure elliptique ; car on congoit qu’en s’applatissnnt do 
plus en plps , eHe prendra-un niouvement de rotation, de rnoins 
en moins rapide ; en supposan t donc qdi l  existe , comme dtrns tous 
3es fluides connus , uric force de tBnacit6 entre seis moldcules , cette 
niasse aprbs un graticl nom bra d’oscillations , pourra enfin par- 
venir B un mouvement de rotation, compris dans les limites de 
l’dquilihre , et-se fixer iL cet dtat. Mais cette povsibilite n’est encore 
qu’un apperqu qu’il est intdressant de verifier ; il est Bglilemerit 
iatercssant de savoir s’il y a plusieurs Btats possibles d’dquilibrc; 
car ce que nous venons de dbmontrer sur la powibilit6 des deux 
Clats d’&quilibre , correspondans un m6me mouvement de rota- 
tion, n’entrahe pas la poseibilitt! de deux &ab d’dquilibrc cor- 
responclans 8 une mCme force primitive; puisque leu deux &ats 
d’dquilibre rek& a uti &we mouvement de Potation exigent 
deux forces primitives difftkentes, ou diffdremment appliqubcs. 

Considerone donc tine masse fluide , agitde primitivement par 
des forces quclconques , et ensuite abandonnee Q e lk -mhe ,  et & 
l’attraction mutuelle de t o w e  bee parties. Si par Ie centre de gra- 
vit6 dc cctte masse supposdc immobile, on; conqoit un plan par 
rapport auquel la mmme des airee ddcrites sur ce plan, par Ghque 
nioMcule et niultiplides respectivement par b mol6oulee corres- 
pondantes , soit b l’origine du mouvement , un maximum j ce plan 
jouira constamment cle cette propriBt6, par les nos. 21  et pa du 
premier Livre,quelle que mitlamaniime dont IcsmolCcules agisaent 
leu unes sur lee autres, soit par lewr tbnacit6, soit par leur attrac- 
tion, et leur choc m n t d  dam le cas mCme oh il y auroit dcs 
pertes de mouvement, brusques et h i e s  dans un instant; ninsi 
lorsqu’apr8s un grand nombre d’oscillationa , la masse fluide pren- 
cira Lin mouvement de rotation uniforme, autour d’un axe fixe, 
cct axe sera perpendicuEaire au plan dont nous venons de pnrler , 
qui sera celui de l’dquateur , et le’rnuuvement de rotation sera tel 
que la sommc des aires d&crites pendant l’inutant dt , pur 16% mold- 
cules projctkes sur ce plan, 8era la meme qu’b l’originc du mouve- 
mmt  ; nous tl4signerons par E, dt , cette dernikre sommc. 

Nous observeronu ici , que l’axe clont il s’agit, est cclui pnr 
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rapport auquel la somnie des momens des forces primitives dn 
sy&me, ktoit un maximum. I1 conserve cette proprihtt-5, pendant 
le iriouvenient du systdme, et devient enfin l’axe de rotation ; car, 
ce‘ que,noixs avons cthontr6 dam l a  no’. cittSs du premier Livre, 
sur le plan du maximum des aires projetkes , s’applique t i  l’axe du 
plus grand moment des forces j puisque l’aire Bkmentuire clccrite 
par la projection du rayon vectear d’un corps sur nn plan, 
et iriultiplike par sa masse, est 6vidernment proyortionnelle au 
moment de la force finie de ce corps par rapport k l’axe perpen- 
diculaire h ce plan. 

Soit commc ci-dessus, g la force centrifuge due au qouveinent 
de rotatimi, la distance I de l’axe ; 0 sera la vPtesse angulairo 
de rotation ; nommons ensuite k ,  le Jeini-ax# de rotation de la 
masse flu,&, e€ k. r/ 1 + A*, le demt-axe do eon dquateur. I1 est 
facile de s’u8surcr que la sorrrme des aires decrites pendant t%s- 
tant d t ,  par toutes les inoltSculcs projetkcs sur le plan de l’dqua- 
teur , et multiplides respectivement par les moldcnles correspon- 

dentes, est - . ( i + ~ * ) ~ . k ’ . d t . ~ ;  011 aura donc 

- 

4 ”? 
15 

En aommant eiisnitc M la masse fluide, on aura 

g Is quantit6 - que nous a v o ~ s  nommtia q, dnns IC no. 18, de- 
f X . P  

vient airisi , q’ .  (1 + A’)-‘) en d6signnnt par g‘ la fonctiorl 

;T.k’.p.(l +A’) =nf; 

1 

95.  E ’ . ( f a p j  

MY 
-- . L’dquation du meme no. clevient 

L 

0 = cJA + B q’ . As. ( 1 f A’)- 
-aiig, tang. A, 

9+3h9 
Cettc dquation &terminera A j on aura ensuite k, au moycn de 
l’expression prh%iente de MI 

Norninons p,  la fonction 
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qui doit Qtre Bgale 2i zero, par la condition de 1’6quilibre : cette 
fonction commence par &re positive, lorsque A est trhs-petit , et 
finit par &re negative, lorsque A eut inlini; il existe donc entre 
A = 0 ,  et A infini, une valeur de A, qui rend cettc fonction nulle, 
et par constquent, il y a toujours que1 que soit q‘, une figure 
elliptique avec laquelle la masse fluide peut &re en hquilibre. 

On peut mettre la valeur da q, , 4 3 0 ~ 1 )  cette forme inGgrale, 

h4. dh. { % 18 9’- { Q’A’+ l8  (1 $. A’)T ] 
q = 9 .  s (9 + 3AS)’.( L f AS)+ 

Lorsqu’elle devient nulle, la fonclion 

o &jQ,gd,i3;8s6 par drc!. BQQl;.devcnir * “. ndgative ; or &e I’instant oh 
cc-tte fonction commence k h e  n6gative , elle continue de l’&c i\. 

mestlre que A augmente; parce que la partie positive - + 18 q‘, 

ctiminue , tandis que la partie negative - (q ’Aa+ 18. (1 + hE)f } 
augmente; la fonction Q ne peut donc pas devenir deux fob nulle; 
d’oh il suit qu’il n’y a qdune iseule valeur rdelle et positive de A 

qui satihfasse Q l’equation de l’kquilibre, et par consequent, le! 
fluide ne peirt h e  en dquilibre, qu’avec uric seule figure elliptique. 

=7 Q‘ 
A’ 

1 
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C N A P I T R E  I V ,  

De la figure d’un sphfraide trds-peu difdrend d’um J P n t h  

et recouvert d’iine couche deJuide en Pquilibre. 

22. N o v s  avons consider6 dam le Chapitre pr+xMent., 1’cQk- 
libre d’une masso fluide boniogtme, et nous a v k q  traJv6 que le 
figure elliptique satisfait k cet 6quilibre; maie pour avoir una 
solution complete de ce problhe, il faudroit dBterminsr Spriori , 
toutes les figures de 1’6quilibPe, ~u~o’creorrrtx que lo &@re dlipti- 
que est In sede qui en remplisse I ~ s  canditiwe; d’ailleuns, il ea6 
t rCs-probable qpe It78 carpi celestes nc poiitcpiss. des qaqw l m p o ~  
gimos, et qu’iL.sont p l u  d e ~ s e ~  yew 16 centre, quy snrfaoct.; 
on ne doit dum pas dime la rechercrhe de leua figure, 8e borner 
au cas de l’homog8ndit6 : mais alora, cette recherche prknte de 
grandea difficult&. Heureusement, elle Be s i m p u s  par La con+ 
&ration du peu de dii&renae qui eside. entre la sph&, 
que, et celier h & r & t e s  et des satellites; CB qni pC&net de n$glb 
ger le q u a d  de ccite diffdrencr, et des quantithdunt elh GI$@ 
Malgrfj ces sirnplificstions, la recherche de la iigure des planbtes 
est encore trks-compliqu8e. Pour la traiter avec la plus Bran& 

. g6n&raW, nous alions aoneiddrgr 1’6quilibre d’une masm fl+ 
qui recouvre tan oorps forme de aouchea d’une,densitt$ vari&lc, 
douO cl’un rnouvement do rotation et saUicit4, ,par I’atbction de 
corps &rangers. Pour cela , now dlOn8 rappeler le& lo& de &qui- 
libro des fluiiles , que nousavons ddmmtrdeo dam le premier-. 

Si l’on nomme p , la densitd d’une mol&& fluide ; n , la prembn 
qu’elle Bprouvc ; E’, F‘, F“, &c., les forces dont elle est a d & ; ,  
df, df’, df”, &c. ? les Bldmens dee direchns de ceo forces ; l’dqua-. 
iion gdndrale de 1’6quilibre de la mawe fIaic?e, sera par le no. 17 d~ 
premier Livre 

%= F.d’+ F’.df’+F”.df“+Rr~, 
P 
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Supposone que le second membre de cette 6qiiation, soit une dif- 
arence exacte; en designant par dq , cette diffkrence , p sera nB- 
cessairement fonction de IT et de e,; l’iptbgrale de cette 6quation 
donnera 9, en fonction de n ; on pourra donc rdduire p , i n’0tre 
fonction que de n ,  d’ob I’on tirera r~ on fonction de p ;  ainsi 
relativement nux couches de densitb, constante, on aura dn= 0,  

et par consCquen 1, 

0 = F.d f + F’. df‘+ FN. d f  $ &c. ; 

tqnation qai indfqitc que IS ikrw tangcnticllc i la surface de cc3 
couches, est nulle, ot par consdquent , que la rbultaute de toutes 
Ics forces F, F’, P”, &c., est perpendiculairc ti cctte surface ; en 
wrte que ces couches sont en mdme temps couches de niveau. 

La pression n &ant nuile A la surface, exthrieure , p doit y &re 
constant, et la rbdtante tie tout- 16s forcee qui aiiiment c k u e  
moldcnnb dc mtto Su&Ce , e5t pel’pendiculaire. Cette rdeultante 
est ce que lion nommepesankur.&es coqditions de l’dquilibred’une 
masse fluiiie sont donc, io. que la direction dc la peuanteur soig 
perpendiciilaire it chaque point de la surface extdrieyrc; a’. qU6 

dans 3’intBrieur de la masse, les directions de la pesaiiteur (10 
chaque molbcule , eoient perpcndiculatree a la surface des couches 
de densite constante. Cornme on p u t  dam l’iiitbrieur d’une masse 
h‘omogime, prendre telles couchee quo 1’04 veut , pour couches 
de densitk constante j lo seconde des deux conditions prdckdentes 
de l’dquilibre , est toujours satiekite , et il suffit pour l’kquilibre, 
que la premikre aoit remplie; c’est-Mire que la resultante de 
toutee les forces qui animent chaque moldcule de la surface ert8- 
rieure , soit pespendiculaire A cette suifaco. 

23’. Dans Irr tht5orie de la figure des corps dlestes ; lee forceo 
E ,  F‘, F”, &c,, eontproduites par l’attractipn de leurs moldcules, 
par la force centrifuge due ti leur mouyernent de rotation, ct par 
I’attraction des corps btrangers. I1 est facile de s’assDrer que 19 
diffdrmce F. d f F‘. df + &c., est aloxs exacte ; maie on le verra 
plairemept par l’analpe quo nous allons faire de ces diffkrentes 
forces,en d6terrninantla ~~rticdel’inli:graleJ, (F, d$tF‘. d?+&c.)  
p i  est relatiye B pbacyne d%l]cs, 

Si 
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Si I'on nomme d M ,  une rnoldculc quelconque du syhdroid? , 

etfsa distance k la molPcule attirbe; son action sur cette dernikre 

En multipliant cette action, par l'dldment de sa direc- 

tion, qui est -df, puisqu'elle tend A dimiuuer f, on aura rela- 

tivement h l'action de la inol6cule d f M ,  f F d f  =-; d'ou il suit 

q& la partie de l'intdgrale f(F.df+F'.dy+ &c.)  qui ddpend 
de l'uttraction des moldcules du sphBroi'de, est dgale h la sonime 
de toutes ces molecules divisdes par leurv distances respec tivcs 
h la mol6cule attide. Nous reprksenterons celte sommo par V, 
cbmine nous l'avons fait pr6cddemment. 

On sc proposg , dans la tlidorie de la fipre des planhtm , de 
determiner les loix de l'dquilibrc de toulcs leurs parties, autour 
ilr: leur centre comman de gravit6; il faut donc transporter cn 
sens contraire, A la molt!cule aitirke, t o u w  les forces dont ce 
centre eat animd en  vertu de l'action r6ciproque de toutes les par- 
ties du aph4roide ; mais on a vu dam le no. 20 du premier Livre, 
que par la propridtd de ce centre, la rkvultantc dc toutes ces nc- 
tions sur ce FQint, eat nullo j il n'y a donc rim it ajouter k Yt 
pour avoir l'offet total de l'attraction du sph6roXde sur la moldcule 
BttirCe, 
Pour ddterminer l'effet de la force centrifuge ; nous suppoeerons 

la position de la moldcule, de-in6e par les trois coordonndes 
rectangles x', y', z', dont nops fixeron5 l'dl$JirZe, au centre de grav 
vjt6 du ephdrdide, Nous supposerons ensuitc que l'axe dua~ d est 
l'axe de rotation, et que g expriine la force eeatrifuge due ii lu 
vPtesse de rotation, k la distance 1 de l'axe, Cette force sera 
nulle dam le sens des n', et &gale h gy' et gz' dans le sens des y' 
et de8 z' j en multipliant donc ces deux dernikres forces, respec-. 
tivernent par les Bldmens dy' et da' de leurs directions, on aura 
ig. (y"+da), pour la partie de l'intdgrale f ( F .  df f F'. df + &e.), 
qui est due A )a force centrifuge du mouvement de rotation. 

Si l'on nomine cornme ci dessua, r la dietance de la molbcule 
BttirBe , au centre de gravitr! du sphdroide ; 8 l'angle; que le rtiyori P 
forme avec l'axe des x'j et a l'angle que forme le plan qui pasvc pi1 L' 

dM 
sera F' 

dnr 

f 
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l'axe de I' et par cotte mol6cule, avec le plan des X I  et des y'; 
enfin, *si Yon fait cos. 8 = p ; on aura 

x ' = r . p ;  y l = r . l / x . c o s . m ;  zl=t'. V z . s i n . w ;  
d'ou l'on tire 

fa. (y'*+ ZI") = +g. r". (1--I."). 

Nous mettrons cette dernikre quantitk , sous la forme suivante, 
+ .g rp - +.Bra. (pa- 4) 

pour assimiler ses termes, A ceux de l'expression de Y, que noug 
wons doniiee dans le Chapitre 1 I ; c'cst-k-dire , pour leur donner 
la propribtd de satisfaire A l'kquation aux diffkrences partielleu, 

&ns IaquelIe Y(') est une fonction rauonnelle et entihe de p ,  

V x .   COS.^, et V i-pp.sin.=? du degre i ; car il est clair que 
chacun des deux termes fgr" et - tgr'. (,us- i), satisfait pour Y ('J, 

A l'dquation prdct5dente. 
11 nous reste prc%entement B determiner lit partie de l'intkgrale 

J(F. df + F'. df'+ &c.) qui rdsulte de l'action des corps Btrangers. 
Soit S l a  masse d'un de ces corps ,fsa distance h la mol6cule attide, 
et s sa distance au centre de gravit6 du sphkro'ide. En multipliant 
son action par I'dlkment -a'f de sa direction, et en l'intdgrant 

ensuite, on aura -. Ce .n'est pas la partie entiere de l'intdgrale 

f (F.df+ F'.df +&c.) due Q l'action de 8;  il faut encore trans- 
porter en sens contraire, k la moldcule , l'action de ce corps', sur 
]e centre de gravitk du spheroide. Pour cela , nommons v l'angle 
que s forme avec l'axe des a!, et J, l'angle que forme le plan qui 
passe par cet astre e t  par le corps 8,  avec la plan de's X I  et des y'. 

Uaction - de ce corps sur le centre de gravitb du epheroide , 
&composde parallblement aux axes des x', des y' et dea z', pro- 
duira les trois forces suivantes, 

7 

S 

f 

S 
S* 

S s S 
- - r ~ ~ ~ . ~  j -.sin,u.cos.J j --.yin,v.sin.$. 
a2 8" S Y  
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En lee transportant en sens contraire ) it la moldcule attide ) ce qui 
revient B lea faire prbceder dn signe -, en les multipliontellsuite ' 
par lcs t516mens dx', dy', d E', de leurs directiom, et en les int6- 
grant j la somme de ces intbgrales sera ,4 

S 
S. 

-c- { x'. COS. u+y'. sin. Y .  cos.4+ 2'. sin, Y .  sin. 3.) + constan te; 

la pnrth entihe de l'inthgrale f(F.df + F'.df' + &c.) due A 
l'actjon dw corps 8 ,  sera Jonc 
s s  -- -. {d.cos u+y'.sin.u.cos.-# + d.sinu.sin.3) + constaxitc ; f 8' 

et oomme cette quantitd doit &re nulle, par rnpport au ocntre 
do gravit6 du ephdroide , que nous supposoiis immobile, et que 
relativement t i  ce point ,Sdevient s , et a',/, X I  sont nub; on aura, 

constante = - --* S 
s 

Maintenant, fes t  dgal k 
I 

{(s.cos.v - ~ ' ) ~ - ~ . ( s . s i n .  u.cos..G-y')'+(s. sin. v.sin,+s')'}'; 
GO qui donne, en substituant your d, y', z', leure valeurs prtSc6- 
dentes, 

f 
S S -= 

van- -  2; r. co8.v. cog. 4 +Din. v .  Din. 4 .toe. (*-+)I + r; 
Si l'on rdduit cette h x t i o n  , dam ane suite descendante par mi).. 
port eux puissances de s , et que l'on reprdsente ainsi cette suite 

on aura gdn6ralement par lee no'. I 5 et 17, 

P &ant 6gal A coe.u.cos,9+sin,v.sin, d.cos.(wt--*t)j il eat visible 
JI'ailleurs par le no. 9 ,  que Yon a 
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en sorte que les termes de la stirie prCcBdente , ont cette propridtr! 
commune avec ceux de 7. On aura, cela posh, 

s s s  - - - - -. (s‘. cos. v +y’. sin. v .  cos.4 + 2’. sin. Y ,  sin.4) f s  Sa 

S’il y a d’autres corps, S‘, S”, &c. ; en designant par st, d, $’, I”(‘) ; 
s”, v”, .1”, . P ” c r ) ,  &c. , ce qiic nous avons nomme 8 ,  Y ,  4, P(’)7 
relcitivement au corps 8’; on aura les parties de I’intCgrale 
J(F.cZf+ F‘.clf’+ kc.), dues A leur action, en marquant d’un 
irait , de deux traits, &c., les leitres s, Y , $. et P, dam l’expres- 
ilion prdcdclente de la partic de cette int&grale, due A Paction 
ilc 8. 
Si l’on rawemblc rriainlenant , toutes les parties de cette int6- 

grale , et si 1’011 fait 

6, C . Z ( O )  ; a 

oc &ant un trhs-petit coefficient, parce que la camlition d’un sphb-. 
roi’de t r b p e u  difldront de la ephbre, exige que les forces qui 
l’dcartent de cette l ipre 9 soien t tres-petites j on aura 
J’{ F.dftF’,dJ+&c.} =Y+#wa. { Z(0)+Z(a)+r.Z(3)+~a..Z 4)+ &e,) ; 
ZCi) satisfaisant que1 que soit i, k l’dquation aux diffbrencee par- 
tielles , 
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Si Ics corps 6traiigers sont trbt5loignds du aph6roXde , on polxrra 
ndgligcr les quuntitbs t“. ZCs), rI. Z(4) , &c. ; parce que les diff6rens 
tcrmes de ces quantitts, &ant divists respectivemerit par s4, s‘, &c. 
sf4, s”, &c, , ces termcv deviennerit trks-petits , lorsque 8 , 6’, &C., 

sont fort grands par rapport B r. Ce cas R lieu pour leu planbteu et 
les satellites, k l’exceptiod de Saturne dont l’anncau est trop prhs 
(le sa surface, pour n’avoir pas Bgurd aux termes prtcbdens. 11 f m t  
donc , dans la thdorie de la figure dc cette pfanhte prolonger IC 
second mernbre de l’dquation ( I )  , qui a l’avantage de former uno 
s6ric toujoure convcrgento ; et conirne alors , le nornbre des cor- 
ptisculcs extdrieurv au sph6ro*ide, est inGni ? les valcurs de Z(O), 
Z(”), &c. , sont dorindes cn inthgrales dt%nies, &$endantes de 111 

figure e l  de la constitution intdrieure de l’anneau du Saturne. 
24. L e  sph6m‘ide peut &re entibrement flu& ; i1 peut btr-e 

form6 d‘un iioyau aollde recouvert par un fluide. UAns ces deux 
cas 1’6quation ( I )  clu no. prdchdent , ddtcrminera la figure des 
couches de l i i  partic h i d e  , en considdrant que n dcvaut &re une 
foriction de p , le second rnenibrc de cctte 6quation doit &re cons- 
tant it la surface esldrieure, et h celle de toutcs leu couches de 
nivcaii , ct qix’il ne peut varier que d’une coucho k l’uutre. 

Lebi deux cas pr6c6dens uc r6cluiuent A un s e d  lorsque le aph& 
rolde cut honiogknc; car il est indiffdrent pour l’tiquilibre, qu’il 
soit entibrcment fluide , ou qu’il rcnfermc 1111 rioyau intdrieur 
solidc. I1 suffit par le no. 1 2  , que l’on ait Ir la surface extiricure, 

cons tante - - Y+ a A P +  m)+ r .  z(~)+ v 4 ) +  kc. 1 , 
Si l’on subutitue dans cette 6quation , au lieu dc If ,  sa valeur tlon- 
n6e par la formulc (3) du no. 11 ; et  si l’on observe que par ]e 
no. l a  , Ycol disparoft , en prenant pour a, le rnyon d’une sphtlre 
de lriOnie volume que le sph&roi‘de, et qiie YC’) est nul ,  lorsquo 
l’on jixe l’origine des cooordonndes au centre de gravite du  s p h ~  - 
roi’dc; on iiura 
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C'est 1'Cquation de la surface du sphdroide, en y substituant (tu 
lieu de r, sa valeur la surface, L + ay, ou 

a+aa. { YC')+ YC3)+ Y(4)+ &c.}, 
cc qui donne 

M C A N I Q U E C & ' L  E S T E, 

47 8t4?r.a4 

9 3 
const,=r-.an--. (~.Y(',~.-:-.Y(~)~.~.Y(~)+&C.} 

+*a I. {Z(o)+Z(r)+a.2(3) .a' .~(4)+&c.} ,  

On dhterminera la constante arbitraire du premier membrs do 
cette &quation, au moyen de celie-ci , 

on aura ensuite, en comparant les fonctions semblables, c'est-A- 
dire, ausuj6ties h la m6me bquation aux diffdrenoea partielles, 

const. = T .  a' i- a a'. 2'") 3 - 

i &ant plus grand que l'unitb, L'Cquation prdddente peut etrc 
mise SOUL) la forme 

I'intdgrale &ant p r k  depuis t =  0, jmsqu'k r= a. Le rayou 
u. (1 - zy) de la sinface clu sphkroide , deviendra ainsi , 

; (4 1 3% 
4w 1 8 a w  

11- --. (Z(*).ta.Z(')+as.Z(1)+ &c,} 

+-=.Idr.  { z ( ~ ~ + ~ . z ( J ~ + ~ Q . z ~ ~ ~ + & ~ . }  
a.{ i  .t uy) =a. 

On peut mettre cette dquation eous une forme finie, en coqaj- 
ddrant que l'on a par le no, prCc&dent, 
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25. L'Bqvlation (I) du no, 93 a non-seulement l'avantage de 
faire connoitro la figure du sphdro'ide mais encore celui de don- 
ner par la diffdrentiation , la loi de la pesanteur A sa surface; 
car il est visible que le second inembre de cette dquation &ant 
l'intkgrale de la soinme de toutes les forces dont cliaque moldcule 
est aiiimCe , rnultiplikcs par les klemens de leurs directions res- 
pectives; on aura la partie de la resultante qui agit suivant lo 
rayon r ,  en diffckentiant ce second rnembre par rapport A r;  ainsi 
en nommant p la force dont une molecule de la surface est d l i -  
citde vers le centre de gravite du splihroide, on aura 

e 

d?' 
Si l'on aubatitue h i s  cettc &luation , au lieu dc -(x), SR va- 

leur A la surfuce , 3 v a+ z, doniide par l'dquation ( 2 )  (tu 11'. io, 

et au lieu de 7, sa valcur donnk pur 1'Cquution ( 1 )  du no, st5 ; 
on aura 

p ==r $ w a - + s a .  (Z('~+a.ZCs)+d.Z~4)+ &c.) 

Y 

(3)  
CL -- . d.  {A z(o) + P. z(') + r'. z(J)+ r ~ .  z(4) + &c,,) ; 
d r  

r devant &re char& en a ,  aprhs ICS diffhmtiations, dans le second 
membre de cette byuation, qui par le 11". prdcdderit, p u t  tou- 
jours ee rdduire line fonction f ink  

p ne reprdsente pas exactement la paeanteur , maib malernent la 
partie de cette force, dirigke vcrs IC centre de grRvit6 du spMrdide, 
en la supposant dCcomposde en deux, dont ~ ' U W  soi t perpcndicu- 
laire au rayon r ,  et dont l'autre p soit dirig6e suivant ce rayon, 
La premiere de ces deux forces est Bvidernmeiit trks-petite et de 
l'ordre a j en la designant donc par ab?, la pesanteur sera dgale 
A \/pa+ ab?*, quantitb qui en nbgligeant les tcrrnes de l'ordre a', 
ne rCduit A p. Nous pouvoae ainsi, considdrer p , comme expri- 
mant la pesanteur A la surface du sphdroide, en sorte qae les 
kquations (2) et (5 )  du no. prdckdent et de celui-ci , ddterminant 
et la figure des sphbides homogbnes en dquilibre, et la loi de la 



7 2  R I I ~ A N I Q U E  C I ~ L E S T E ,  
pesanteur ;k leur surface ; elles renfermen t la theorie cornplbte dc 
I’dquilibre de ces sphdrdicies, dans la supposition ou ils diffkrent 
tres-pcu de la sphere. 

Si les corps titrangers 8 ,  S‘, &c., sont nuls , et qu’ainoi , lo 
, sphkroicle ne soit sollicit6 que par l’attraction (lo ses mol6culcu, 

et par la force ccntrifugt: de sori mouvement de rotation, ce qui est 
le CUB de la term et des planbtes preinibres, B l’exception de Saturne, 
lorsquo l’on n’a 6gard qu’a 1’6tat permanent de leur figure j alors , 
en dhsignant par U P ,  le rapport de la force centrifuge k la pesan- 
teur k I’dyixateur, rapport qui est ii trks-peu prks &gal h -, Q fa 

S* 
densite du sphCro’ide &ant prise pour l’unit6 ; on trouveru 

le sphCroide est donc alors un ellipsdide de revolution, sur lequel 
lee accroiAsemens de la pevanteur , et les diminutions des rayons, 
cn allant de 1’Cquatbur aux pbles, sont ir trh-peu pres propor- 
tim-znels av q w r 6  du sinus de la latitude, r” &ant wx quantiths 
prks de l’ordre d, &gal h ce sinus. 

ct , par ce qrji precede, est le rayon cl’une sphere tgale en aolidit6 
ay sphtiroXde ; la pesanteur k la surface de cette sphere, eeroit 3 w a j  

ainsi, Yon aura le point de la surface du sphdroide , oh la pesan- 
tmr eat la mQme qii’i la surface de la spEiCre en determinant p , 
par l’dquatiorz 

ce qui donne r”=r /+ ,  

26. L’analyse prdcddente nous a conduits ri la figure d’iiiw 
tnaase fluide homogene en dquilibre , rase employer d‘autres hy- 
pothCseb que celle d’une figure trbs-peu diff6rente de la sphbre : 
elk fait voir que la figure elliptique qui, par le Chapitre precb- 
dent, satisfait 8 cet 6quilibre , eet la seule alors qui lui COD- 

vionne. Mais comme ’la r6duction du rayon du syhhoide, dam une 
s6rie de la forme a. { i + a  Y(”)-i- u Yc’)+ kc,}, peut faire nqftre 

quelques 

0 I - f + I-. (/A” - - 3 . 4  2 i 
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quelques difficultds ; nous allons ddmontrer directement et ind6- 
pendamment de cette reduction , que la figure elliptique eat la 
seule figure d’dquilibre d‘une masse fluide ’homogbne , dou6e d’un 
mouvement de rotation; ce qui ,  en confirmant les rksultats de 
I’analyse pr6cddente , servira en mbme temps , A dissiper les doutes 
que l’on pourroit 6lever contre la g6nhralit8 de cette andyse. 

Supposons d’abord que le sphkroide soit do rhvolution , et qtie 
son rayon soit a. (x  +ay), y &ant une fonction de p ,  ou du cosi- 
nus de I’angle 8 que ce rayon forme avec l’axe de revolution. Si 
l’on nommef, une droite quelconque menke de l’estrQmit0 de C(T 

rayon , dam I’intdrieur du sphdrdide; p , le compliment de l’angle 
que forme cette droite , avec le plan qui passe par le rayon 
a. (I + &y) et par I’axe de rtfvolution j q , l’angle form6 par la pro- 
jection defeur ce plan , et par le rayon ; enfin , si l’on nomme Y, 
1~ somme de toutes let3 mol6gulc.s du sphbroide , divides par Icurs 
distancee it la moldcule plac6e A l’extrbmitd du rayon a.fi + by) j 
chaque mol6cule &ant t5gnle 

V= t.$.$’.dp.dq.sin.p, 
f‘ &ant ce que devient f A la sortie du sph6roYde. I1 faut main- 
tenant dlltcrminer f’ en fonction dep et de 9. 
Pour oela, nous observeroiis quk si l’on nomme e‘, la valeur 

de 1 relative i ce point de sortie , ot a.(i +a/), le rayon cor- 
respondant du sph6roYde ) y’ dtant une pareille fonction de cos. e‘, 
nu de P’, que y l’est de P j il est facile de voir que le ooainus 
de l’angle form6 par lee deux droitesf’ et a.(r fay] ,  est &gal k 
sin.p. cos. q ; et qu’ainsi , dans le triangle form6 par les troir; 
droiteef’, a . ( i+ay )  et  a . ( ~ + * y ’ ) ,  on ;1 

an. (1 + ay‘,In = f a -  2 af . (I + a y) . sin.p cos. q + an. (1 + u y)n. 
Ccttc 6qixation donne pourf’, deuxvaleurs ; mais l’une d’elles &ant 
de l’orclrc d, elle est nulle, lorsque l’on neglige lee quantitds de 
cet ordre. L’autre devient , 

f’d’.dp.dp.sin.p, on aura 

$’ =. 4 a* sin.”p. cos.’ Q. (1 + I ay) + 4aa’. (y‘-,y) ; 
cc qui dontw 
V== !a a* .Jdp. d q .  sin.p . { (1 + g a y ) .  sin.* p a  cos.’ Q + a. (y ’ey)} .  

MBCAN. c l : ~  Tome II .  l i  
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11 est visible que lee intbgrales doivent Btre priees depuis p = o 
jusyu’a p = w, et depuis Q = --f v, jusqu’a q =fw; on aura ainsi , 

Y= + ~ a ‘ - f  a?r.a’.y+aaaP. fdp,dq.y’.sin.p. 
3‘ Gtantfonction de cos. 6’, il faut ddtenniner ce cosinus, en fonction 
de p et de p ; on pourra dans cette dhtermination , nhgliger les 
quantitds de l’ordre a, puisque y’est ddjk multipli~ par a j ccla 
pose, on trouvera facilement , 
a. cos. 8’ = ( a  - f ’. sin. p .  COY. 2) cos. 0 +y. sin.p. sin. 9. sin. 6 ; 

d’ou Yon tire, en substituant p o u r 7  sa valeur 2 a.sin.p.cos. Q , 
pf = I*.  COO.'^ - sin.’p. cos. (a Q + e). 

On doit observer ici, relativement ZI l’intbgrale fy‘dp. dq. sin.p, 
prise par rapport a q , depuis I g = - s , jusqu’a 2 q =P , que le 
rksultat wroit le m h e ,  ui l’on prenoit cette intbgrale depuis 
P p = - 4 , jwqu’a P q== s w  - B ,  parco que les valeurs de p‘, et  

jusqix’8 aq=-4 ,  que depui8 a q = a ,  jusqu’k g q = a r - = B j  en 
supposant donc a q+ B = q‘, ce qui donne 

p‘ 3: pr  COS.^^ - ain.’p. cos. qf ; 
on aura 

V= 3 lna’ - $a Ir.a”y+u a’. fy’.dp. dg’.ein. p j 
3es intbgrales &ant prises depuis p = a ,  jusqu’h p = a, et depuis 
qf = 0 ,  jusqu’h Q’ = a w. 

Maintenant, si l’on d6signe par a’. N ,  l’intdgrale de toutes les 
forces Ctrangkres il. I’attraction du ephdro‘ide , et multiplides par lea 
&mens de leurs directions j on aura par le no. 24, dane le cas de 
l’hquilibre , 

conetante = V +a’. N ; 
et en eubstituant au lieu de Y ea valeur, on aura 

constante = $ a a. y - u.  fy‘.dp. dg‘. s h p -  Nj 
Cquation qui n’est evidemment que l’ckpation de 1’6yuilibre du 
no. 24, prC~entde sous une autre forme. Ceite dquation &ant lindairc, 
il en rdaulte que si un nombre quelconque i de rayons a. (1 +“c( y), 

stc.) y 

M E  C A N I  Q U E  C &  L E  S T E, 

par c o d q u e n t ,  cetles de y’ sorrt les mQmes depuis 2 q = - - 7  

a.(i + a  Y ) ,  &c., y satisfont j le rayon a. I 
saiisfera pareillement. 
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Supposons que lea forces Btrangbres so rdduisent k la force c m -  

trifuge due RU mouvement de rotation du sphdroyde, et nom- 
mons 8, cette force, ii la distance 1 , de l’axe de rotation ; nous 
aurons par le no. 93 N= fg. (i--pS) ; l’dquation de l’dquilibre 
sera par consequent, 

conwt. = f aw.y-=ca. fy’ .dp.dq’ .s in.p-  ig. ( i -p8 ) .  

En la diffdrentiant trois fois de switc, relativcment k p ,  et en ob- 

servant que (%) =  COS.'^, cn vertu de l’dquation 

on aura 
= ,u  COS.'^ - sin.’p. cos. q‘ ; 

b = ?r . (p) GY - ~ d p .  dq‘ . simp . cos.~p. (s) ; 

or on a f d p  dp’. sin.g .  COS.^^ -p 4.. -; on pourra donc mettre 
7 

l’dqixntion prkckdento sou8 cette forme, 

o = f dp. dq’. sin.p. coe.@p. { b($)-($))- 
Cctte Cquation doit avoir lieu, que1 que soit ,u ; or il est olair que 
parmi toutes lee valeurs comprises dapuis p = - i , jusqu’k p= I ,  

il en exiote une que nous dhsigneroris par h ,  et qui est telle, 

qu’abetraction faite du signe , aucune des vdeurs de (s) nc sur- 

passera pas calk qui est relative I h i  en dbignant donc par H, 
ce’tto dcrniere valeur , on aura 

o = fdp.dq‘.sin.p.cos.’p. - f 4s- (::)I* - 
La quantitd e H -  (2,;) - est Bvidemment du mdme signe que .iW, 

et le facteur sin.p.cos.fip est constamment positif dans toute 1’8tena 
due de l’intdgrale; lee Cltimens de cette intdgrde sont donc tous 
du mQme signe que N; d’oh il suit que l’intbgrale entiCre ne peut 
4 tre nulle, i moins que H ne le soit lui - mbme , ce qui exige quc 

l’on ait gtntraleinent , o= (z) - ) d’oh l’on tire en intbgrant 

I ,  rn ? n &ant dcs constantee arbitraires, 
y = Z+m.p+n.p’j 

t< Y 
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Si l’on fixe l’origine des rayons, au milieu de l’axe de r6volu tion, 

et que l’on prenne pour a , la rnoitie de cet axe, y sera nul,  lors- 
que P = I ,  etlorsque ~ = = - i , c e  qui donne m = o ,  et n=-Z; 
la valeur de y devient ainsi , t . ( i - p ’ )  ; en la substitwant dans 
Yequation de 1’6quilibre 

constante = $ a 7r.y-a fy‘dp. dq‘. sin.p-+ g. (1- P); 
15.4 

on trouvcra ut?=- = f up, up &ant le rapport de la force centri- 
1 6 . r  

Euge h la pcsanteur B I’dquateur , rapport q u i  est Ir. trbs-peu prhs 

&gal H - ; le rayon da sphdrciide sera donc 3k 
477 

il’ou il suit que ce sph6roYde est un ellipsoYde de r6volution; ce qui 
est conforine h ce qui precede. 

Nous voilA aimi parvenus. h determiner directcment , et indk- 
penclamment de& suites, In figure d’un sphhoiclc homoghie (le 
rdvolution , qui tourne Bur Eon axe , et B faire voir qu’elle ne peut 
&re que, c e k  d’un ellip~dide qui se rdduit k une sphere, lorsyue 
cp = o ; en sort0 que la sphbre est la seule figure de revolution qui 
satisfasse ir I’dquilibre d‘urie masse fluicle homogkne immobile. 

De-la , on peut gh6ralement conclure , que si la mass6 fluidc est 
sollicit6e par des forces quelconquee trke-petites ; il n’y a qu’une 
seule figure possible d’dquilibrc , ou ce qui revient au meme, il n’y 
a qu’uu s e d  rayon a.(i+by) qui puisse satisfaire B l’dyuation 
de l’equilibre 

const$nte = # r w . y  - a, f y ‘dp .  d 9‘. sin. p -  N; 
y &ant une fonction de 0 et de la longitude a, et y’ &ant ce que 
devient y , lorsque l’on y change Q et - en 0’ et a‘. Supposona, en 
&et, qu’ilyait deuxrayonsdiff~rensa.(i+ny) e t a . ( i + ~ y + ~ v )  
qui aatisfassent k cette dquation j on aura 

constante=~aa.(y+v)-u. f ( y ‘ f ~ ‘ ) . d p ~ d l l ‘ . ~ i n . p - - .  + 

constante = $ W.Y-  fd.dp.dg‘.sin.p. 
En retranchant 1’Cquation prdckdente de celle-ci , on aura 
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Cette kquation est visiblement celle d’un sphero‘ide homoghe en 
dquilibre, dont le rayon est u. ( I  +av)  , et qui n’est sollicite par 
aucune force &rangillre i l’attraction de ses moldcules. L’angle (;. 
disparoissant de lui-mbme dam cette Cquation; le rayon a (1 +& u )  
y satisferoit encore, en y changeant a successivcment dans a+ dv 

‘ m + a d w ,  &c.; d’oii il suit que si l’on nomme v , ,  v,,  &c., c‘e que 
rlevient v , en vertu de ces changemens ; IC rayon 

a. { 1 4- a v .  d a  + 4 v ,  . d.1~ + k v, . d m  i- &c. 1, 
ou a. ( I + d .  f v d , a )  satisfcra A 1’6quation prkckdente. Si l’on prcizd 
I’int4grde fvd.., depuis m=o, juuqu’k a=m, le rayon n.( 1 t u .  fvdw) 
dcvicnt cclui cl’un sphrlroide de rkvolutioii , qui ,  par ce qui pr6- 
cbdc, ne peui &re qu’uno sy’hbrc j voyons la condition qui en 
rdsul to pour v. 

Supposons quo a soit la plus courte distance du centre (le p a -  
vi16 du sphdroide dont IC rayon cst a. (1 + a  v )  ) h. la surface, ct 
jixons IC p6le , ou l’origine de l’anHle 0 ,  A l’extrdmitd de a j v scra 
nul au pGle, et positif, par-tout ailleurs ; il en sera de meme, 
de l’intdgrale f v  dm Maintenant , puisquc IC centre de gravit6 du 
sph6roXde dont IC rayon est a. (I + u v ) ,  est PU centrc de la sphere 
dont le rayon est a; ce point sera parcilleinent le ceiitrc de gravitd 
du syhdroide dont le rayon est u (1 + a. fvdw); les difldrens rayons 
mends dc ce centre , A la eurface de cc dcrnier sph6roi’de, sont 
donc inegaux entre eux , si v n’est pas nul j il ne peut donc $tro 
une sphere que dans le cas de V = O  j ainsi , nous soinmes assures 
qu’un sp’hthoide homogkne sollicit6 par des forces quelconques 
trbs-petites ) ne peut &re en dquilibre que Ouiic seule rnanitke. 

97. NOLIS nvons suppos6 que N r s t  indepmdant dc la figiirr: 
du sphCroi’de ; c’est cc qui a lieu A trbs -peu prils , lorvque ]CY 
€oor.ces dtranghres I’action des molttcules Buidcs , sont dues it 

la force centrifuge de son mouvement dc rotation, ct A l’tlttrac- 
tion des corps exterieurs au sphdroide. Mais si l’on conqoit 
centre du sphdroide, une force finie ddpcndante de In Jis- 
tancc; son action sur les lno~dcixles plac6es L la surfacc du fluidc, 
ddpeniirtt dc la nature de cctte surface, ct par cons4qurnt , N rid- 
pendra de y. Cc cas est celiii d‘unc massc fluitle Iiomog~~ne, qlii 
recouvre une sphbro d’une demit6 difkente  de cclle du fluidc ; 
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car on peut considerer cette sphere, comme &ant de mQme den- 
site que le fluide, et placer R son centre, une force rbciproque 
au quarr8 des distances; de manihre que si l'on nomme c, IC rayon 
de lasphkre, et p sa densit6, celle du fluide &ant prise pour unite; 

cette force, it la distance r ,  sera 6gale h $4. . En la mul- 
tipliant par 1'816ment -d r , de sa .direction j l'intdgrale du pro- 

c3 . (p  - 1) 
duit , sera +. -- quantit4 qu'il faut ajouter k a'N; et 
comine i\. la eurface, on o. r = a .  (1 +ay), il faudra dam 1'Pquation 

c3 . (pol )  

T U  

t 

(p-1). c' 
de l'iquilibre du no. precedent, ajouter a N, $ a. 45 (l-ey). 
Cette Cquation deviendra 

const. 3= - /Ifla . { ' + ( ) - - ' ) . ~ J . Y - * . f ~ f . d p . d 4 1 . ~ i n . p - N .  

const. = $7.  { 1+~p-i>.;;; .) .v-f~'.dp.~~'.sin.pj c l  

3 
' Si Yon JCsignc par a. (1 + ay + a u ) ,  une nouvelle expression (111 

rayon du splidroi'de en Bquilibre j on aura pour determiner Y , 
I'ciqiiation 

Cquntion qui est celle de 1'8quilibre du sphhroyde , en le supposant 
immobile, et en faiaant abstraction de toute force extkrieure. 
Si le syhdroi'de est de rdvolution , v sera uniquement , fonction 

de cos. 8 ou de p;  or on peut dans ce cas, le dbtcrminer par l'ana- 
lyse du no. pr6c8dent; car si l'on diffkrentie cette dquation, i+ 1 

fois de suite, relativement a F ,  on aura 

inais on n 
4* f d p .  dq'. 6in.p. cos.'i+*.p c - 

a i + a i  
1'Cquation pr6cBdente peut donc 4tre mise sous cette forme; 

On pcut prendre i ,  tel qn'abstraction faite du signe, on ait 
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en supposant donc que i soit le plus petit nombre eatier positif 
q u i  rende cette quantitd plus grande que l’unitd, on s’assui~ra, 
commc clans le no. prdcddent, que cette Cquation ne petit &re sat is- 

faitc, A moins que l’on ne suppose (Z;:) - =o j ce qui donne 

v=& A.p i - ’+B.p i - ’+  &c. 
En aubstituant dans l’t5quatioti prkchdente de 1’Cquilibrc , au 1iet.t 
de Y ,  cette valeur , et au lieu de Y‘,  

(,c‘ i. tan t par le no. pr&c&dcnt, &gal A p .   COY.^^, - siii.*p, cos. y’; on 
trouveru d‘abord 

p ‘ i + A . p ‘ i - ’ f B . ( u t i - * +  &c,,  

cc qui suppose p 6gal ou moindre que l’unitd; ainsi, toutcs Ics 
foiv que a, c et p ne oeront piis ielu quo cette Pquotion soit SiitiS- 
f ide,  i &ant u n  nombre ciitier povitif, le fluide ne pourra 6tre 
cn bquilibre que d’une mule manibre. On aura ensuite 

en sorte que 

il y a donc g6ndralement deux figures d’dquilibre , puisque a v est 
susceptible de deux vdeurs dont h i e  t a t  donnde par 10 suppo- 
eition de a r= 0 ,  et (lorit l’autre eat donnde par la suppouition de y 

&gal t i  la function prdcddente de p. 
Si le splidro’ide: out sans niouvement de rotation, et n’est sollicit& 

par aucunc force dtrunghre A Paction de ses moldcdes; la pre- 
miere dc ces deux figures est une aphCro, et la seconde a pour 
mbridien, line courbe do l’ordre i. Ceu deux courbee ae confondent 
dans IC cw de i = 1, parce que le rayon a. (1 + (I p)  est celui il’uue 
sphere dam laquelle l’origine des rayons est k la disiunce a, de 
aon centre; muis rilors, il eat ai& de voir que p =  1, c’cst-it-dire 
quc IC YphOru’ide cst Iioutogtnc, ce qui eot conforrne uti r6sultat (111 

11”. prickdent. 
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28. Lorsque ]’on a ~ e s  figures de rdvolution, qui satisfont i 

I’hquilibre ; il est facile d’en conolure celles qui ne sont pas de 
revolution, par la mdthode suivante. Au lieu de fixer i’origine 
de l’angle 8,  ir l’extrhite de l’axe de rdvolution; supposons qu’clle 
soit a une distance 2 de cette extrkmit6 , et nomnons 8’ la distance 
A cette m&me extrdmith, du point de la sixrf’ace dont 6 est la dis- 
tance R la nouvelle origine de l’angle 8. Nommons de plus w-C, 
l’angle compris entre les deux arcs 8 et 2 J nous aurons 

cos. 6’= cog. p *  cos. 0 +sin. y . sin. 8 ,  cos (a- 6) j 

en dCsignant donc par r. (cos. 8’)  la fonction 

le rayon du sph&oYde immobile, en byuilihre , que nous venom 
de voir &tre 6gd A a.  {i+ar,(cos.8’j}, &era 

a + .a a . r . { c0s.y. coa. 0 +sin. y.  ein. 8.00s. C.c - E ) )  3 

et  quoiqi’il aoit fonction de l’angle w , il appartient un solide de 
rholut ion,  dans leque1 l’angle 6 n’est point i l’extrhitd de I’axQ 
de r6volution. 

Puisque ce rayon satisfait h 1’8quation de I’dquilibre, quels que 
soient a ,  et 7 ; il y sativfera encore, en charigeant ces quantitds 
en a’, C’ et y’;  a”, 6‘’’ et p”, &c, j d’oh il suit que cette bquatiiorr 
&ant linCaire , le rayan 

a + aa. r . {cos. y cos. -+ sin. p ,  sin. 0 cos. (‘a - 6)) 
+ da. r.   COS.^'. cos. 6fein.p’. sin. 6 cos. (a+’) 1 

y satisfera pareillement. Le sphdro’ido auquel ce rayon appartient 
n’est plus de rholution; il est form6 d’ung sphere dix rayon a, 
et d’un nombre quelconque de couches semblables A I’exc&s du 
sphtkoide de revolution, dont le rayon est a. + a u . r ( p ) ,  Bur In  
sphbre dont le rayon est a, ces couches &ant posdes arbitraire- 
inelit les Unes au-dessns des autres. 

du no. 23; 
on verra que ces deux fonctions sont scmbliibles, et qu’elles ne 

diffhrent 

3- &C* 

Si l’on compare ltexpression de r . (cos. e’), it celle de 
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difl‘brent qne par 10s quantitks p et 6, qui dans P(’) sont u et 4, 
et par un factcur inddpcndant de (u et de ‘o ; on a donc 

dd.r.(cos.B’) 

+i.( i+l) .r . (cos .e’~.  

I1 est facile d’en conclure, que si I’on reprdsente par aY(’), la 
fonction 

a.r. {cos.p.cos.Bfsin.~.sin.B.cos. (a-6)) 
+d.r .  {cos.p‘.cos.B+sin.y‘.sin. @,cos. ( w - c ’ ] }  

+ &c. I 

Y(’) sera une fonction rntionnellc et cntikre de ,u , /-.cos. a , 
fs. sin. m, qui satisfera 1’8quation aux diffdrencea partiehs, 

cn clioisissant donc pour Y(‘), la fonction la plus gdndrale de cctte 
nature; la foiiction a. (1 + a F i ) )  sera l’expresuion la plus gdndrale 
du sph8rdcle immobile, en dquilibre, 

0 1 1  peut parvenir au meme rdsultat , au moyen de ]’expression 
de T e n  dries du no. 11 j OOE 1’8quatioq de 1’8quilibre Btarit par 
le no. prdcbdent, 

const. = 74 a’. N; 
si l’on suppose que toutea les forces 6trangbres it l’action rdcipro- 
que des moldcules fluides , rdduiaent A uric seule f o w  attrac- 

tive Cgale B +. , placde au ccntr‘e du sph6ro’lde; en mul- 
tipliant cette force , par l’dl6ment - d r ,  de sa direction, ct cii 
l’iiitdgrant ensuite on aura 

( P - I ) . C S  

fwx. (p- ’ I .  cs = 
1 N ,  

et comme i la surface , r = a. (1 + ay), Nquation prdcdclentc do 
l’ciquilibre deviendra 

conet. =Ti- CL T. -. (1- p) .y 
Cs 

P 

WCAN. C h i .  Tow 11. L 



En substitunnt, dans cettc Bquntion , ail lieu dc Y, sa vnleur 
clonnLe par la formule ( 5 )  du no. 1 1 ,  dam laqiielle on. inettra 
pour r ,  sa valeur a. (I.  + e y ) ,  et en auhstitiiarit poury ,  cra vnlcur 

ycq. yw+yw+ &c. j 

on  aura 

Ja constante a &ant suppost5e telle qinc const. 5= 7r.a". Cette dqnn- 
tion donne Y ('1 == 0 ,  Y(')= 3 , Y(') = o , &c. j A moin:, que IC 
coeficient de rune tlc ces quantit6s , de Yci) par exemple , ne wit 
nul ,  cc qiii donne 

CD Q i - a  
O-Phs = n i f l 9  

i &ant un nombre en'ier posilif, et dans cc cas, toutes ccs quan- 
titds sent nullcs , except6 YC'); on a i m  donc alore y= Y C ~ ) ,  cc qui 
Cst conforinc A ce quo nous venom de trouver. 

On voit ainei, qiio les rksultats obtentxs par la rCducfion de jt7 

en sdric, ant toute In gdndmlite possible, et qu'il n'est point il 

craindre que qriclquc figure d'bquilibre Cchappe b l'anulyse fon- 
dee sur cette reduction ; ce qui confirme ce que Yon a vu ct przorj, 
par l'analyse du no. 11, dans lequel nous avons proirv6 que ia 
forme que nous avons (lonnCe au rayon des sphhroldes, n'est poiu t 
arbitraire, et dkoule de la nature mkme de leurs altractions. 

29. Reprenons maintenant , l'dquation ( I )  du  no. 23. Si l'on y 
subatitne pour LT, sa vlrlcur donn6e par la formule (6) du no. 14 ; 
on aura relativement aux diffbrentes couches fluides , 
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ICs diffhntielles et Ics intbgralcs &ant relatives A la variable a : 
les deux prcmibres intkgrales du second inernbre de cette Bqun- 
tion, doiverit htre prises dcpuis a = u ,  jusqu'k a = i ,  a &tuut 
IA vrileur do a, relative it la. couche Buide de niveau, que Yon 
oonsictbre, et cctte valerir h la surfuce, &ant prise pour unite : 
Jcs dcux d&niGras int6gi.alcs doivent Btre priscs dcpuis a = 0 ,  

juqu'h a= a; elifin, le rayon F doit &re c'hntigd eii u. (1 + ey), 
ap6s  ioutes les dili'drentiationa ct le8 intdgrotions. Dans les ternies 
multiplids par a ,  il suflira de cliangcr r cii Q ; iiiais dans IC tcrmo 

e.Jp.d.cr3, il fuudra stzbstituer a . ( i + a y ) ,  pour r; ce qui le 
3 t  
change dnns celni-ci , -. (1 - ay) .JP. d .  a" et par cons4puciit , 
daus le suivaiit , 

4 w  -. { 1-a. Y(")--&. Y(')-Ct. Y(p)-&c.) .Jp.d.a. P 

3a 

4 1  
3u 

Cola POSO ; si dnns 1'8qnatioa (I), 011 compare les fonctioas aernlla- 
bles , on aura d'abord 

I C C ~  deux premieres intdgralee du ~ecomid membre de cette dquation 
dtaiit priscs dcpuis a= a jusqu'i a= 1 ; lea trois autrcs inti.grnlcs 
de ce second membre devasrt Atre priscs depuis e=op h u ' ~  
a =a.  Cctte Qquation ne ddterminant ni a, ni y(01, lnais don- 
nant sei.ilernent un rapport entre ces deux quantites ; on voit que 
Ja valeur de Y ( O )  est arbitmire, et pcut &re Jdtermin6e A volollt& 
On aura ensuite i &ant &gal ou plus grand quo l'uniti: , 

la premiere intdgrale &ant prise depuir Q x u ,  jnsqu'k d = 1 , et 
leu deux autres Btarit prises depuis a = o ,  jusqu'h a =a. Cctte 

L o  
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&quation donnera la valeur de Yci), relative it chaque couche fluide, 
lorsque In loi des denvites p sera connue. 

Pour rCduire ces diffbrentes intbgrdes , clans les mQmes limites , 
soi t 

- 

I’inthpaIe Btant prise clepuis a =o jusqu’b a = I j Z’@ sera une 
quantit6 indkpendantc de u , et l’dquation (2) deviendra 

toutes les intdgrdes &ant prises clepuis a = o , jusqii’ll a =a.  
On pourra laire disparoitre les s ipes  d’intdgration , par des 

difErentiationv relatives i a; etl’on aura l’dquation diffdrentielle du 
second ordre , 

IIintCgrale de cette dquation donnera la valeur de Y(;) avec deux 
constantes arbitraires ; ces cons tantcs sont des fonctions ration- 
rides et entiires de l’ordre i, de p,  r/ 1 -$. sin. e, ct r/  COS, w, 
t e ~ c s  qu’en les reprdsentant par U(i), ellee satisfoht ii 1’6quation 
aux diffdrences partiellee, 

- - 

L’une de ces fonctions se ddterminera au moyen de la function E(’), 
qui a disparu par les diffhrentiatione , et il eet visible qu’elle sera 
iin multiple de cetto fonction. Quant k l’autre fonction, si l’on 
supposc qut: le fluirle recouvre un noyau solicle clle se ddtermi- 
ncra an nloyen de 1’Cquation k la eurface du noyau , en observant 
que la vtilciir de Yci) relative ii la couche fluiile contigiiS it cette 
surfacc , est la r n h e  que celle de cette surface. Air& la figure 
du sphCro’ide cl6pend et de la figme du noyau intGrieur, et des 
forces qui sollicitent le fluidel 
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30. Si le sphdrolde est entikrement fluide, rim ne deter- 
minant ulors, une des constantes arbitraires ; il semble qu'il doit 
y avoir une infinitc! de figures d'dquilibrc. Exaniinons particuliCre- 
ment ce cas d'autant plus intdreusnnt , qu'il ptlroit avoir eu lieu 
primitivement, pour lcs corps cClestcs, 

Nous observerons d'abord que les couches du sphdrdide doivent 
diminuer de densit6 a en allitnt d u  centre A la surface; car il est clair 
que si unc couche plus dense Btoit placke au-dessus d'uiic couche 
rnoins dense, ses niolCcules pdnktreroient dans celle-ci, de m&me 
qu'un corps p a n t  s'enfonce dans un fluide de moindre densitd ; le 
sphdroide nc seroit donc point en Cqailibre. Mais quelle que soit sa 
densilt$ PU cciitrc , elle ne peut &re quo f ink;  en rdduisant donc 
l'expression de p , dans une suite ascendante par rapport aux puis- 
sances de a, cette suite.sera de la forme 6- yoan- &c. , 6, > et R 
etalit 1)ositifa j on aura ainsi , 

a?. p n7.a" 

/'p . t i .  a3 (n+3).C 
- ==I--- + k c .  j 

e t  1'8quation &lkx&.?lle en Y ( i )  deviendra 

Pour intdgrer cette Bquation aupporons quc YCi) soit dC:veIoppd 
dam une suite asceiidantc par rapport RUX puiaaances dc a,  de cette 
forrne 

l'dquation diff&rentielle prdcddente donnera 

~ s + i + 3 ) . ( s - i + a ) . a S - ' " .  U(')+(s1+i+3).  (s'-i+!a)cP'. U'(')+&c. 

y (i) = as. pi) + at'. u '(4 .+ &c. ; 

En coinparant lee puissanccs senlblnblrs de u ;  on n d'abord 
( s + ~ + ~ ) . ( s - ~ + s ) = o ;  cequidonne s = i - ~ ,  et s=-z- * 3. 
A chacune do  ccs valeurs de s ,  &pond uno sc'ric parliculihe 
qui &ant nlultiplide par une ul*bitmirc, Sera tine intdgralu dc 
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l'dqnation diff6rcntielle en YCi) j la m or nine de ces deux intd- 
grcrles, en sera l'iiitdgrale complbte. Dans le cas prduent , la 
suite, qui rkpoiid k s=- L- 3, doit &re rcjet8e ; car il en rdsul- 
teroit pour a Y('), uiie valeur infinie, lorsque a seroit infinimeii t 
petit, ce qui rt-ndroit idinis , les rayons des couches infinimen t 
voisines du centre. Airisi , des deux iritt5griiles particulibres de l'ex- 
pression de F'), celle qui rdpond k s = i- Y , doit seule &re ad- 
mise. Cette expeueioiz ne renferine plus rrlors , yu'unc arbitmire 
qui sera ddterininke par la function F'). 

&ant riul par le no. 25, Y ( I )  cst pareillerricnt nul, en sortc 
que le ceiitre de gravitb de cliaque coucho , est au centre de gravilc 
du sphLroi'de entier. En e&t, l'dqualioii diffdren tielle en Y (') d r ~  
11'. prdcddent , donlie 

M f3 C A N I Q U E C h L E S T E, 

. r  

dd YCr) 6 0  II 6 . 0 . ~ ~  d Y ( 1 )  (-=) = (;- ,30'). Y(l)------- j p . d . a ?  . ( -- da  )* 
IT(') O n  satisfait B ceite 6quat.ion , c'n faisant Y ( '1 = - , U(') C:ta11t 
n 

inddpendant de a. Cette v~leur  de Y(' )  cst celle qui rdpond i r  1'Cqtia- 
tion s = i - a ;  elle est , par consCqncnt , la scule qiie l'on h i v e  
admettre. En la substituant dam l'dquation ( a )  du no. prBcCderit , 
et en y supposant Z(')= 0 ,  la fonction Ut) clieparolt , et pnr con- 
sdquent, restc arbitraire;mais la coiidition que l'origineclu rayon r, 
est BU centre (IC gravitk clu sp'lihroide terrestre , la rend nullc; car 
on verra dans le no. suivant , qu'alors Y(') est nul A la surface de 
tout sph9roYde recouvert d'une couche de fluide en Bqiiilibre ; on 
aura donc dans le cae prksent, U(' )=o;  ainsi Y ( ' )  est nul relati- 
wement k toutes les couches fluides qui forment IC spkdroi'de. 

Chnuid6rons maintenant l'dquation gCndrale , 
y(ij = as, ~ c i , + a s ' .  u'c')+ &c, 

s Itant, comme on vient de le voir, 6gd i i--2, 8 cut nul ou 
positif, lorsquc i est &gal ou plus grand que 2 j de plus; les fonc- 
tions U'li), U"('), 8ic. , sont dunndes cii U ( i ) ,  par l'bquation (e) de 
ce 11'. ; en sortc que Yon a 

yG1 = h.  UCi) 

h Ctant une function de 4, et U") en Btutit iridhpendant. si Yori 
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Lc produit i. (i+ 1) est plu.cr grand que Iorquo i est r5gitl 

&.d.(r3 ’ 
p .a3 

Jp.d.aY ou plus grand que 2; car In  fraction est moindre q110 

~ ’ u t t i t ~ ;  en eKet, soiirl6nominatcur~p.dIa~ est dgalii p.n7-~aS.c~p, 
et In qusntitd -fa3.dp est positive I puisqne p diii i inw c h i  ccritrc 
it la snrfacc. 

dh 
11 (2 

TI suit de-lit quc h ct - sont constanirncnt posit&, d u  ccntro 

la surface. Pour IC faire voir, supposons pile ccs denx qnantitCs 
soioiit podives ,  en partant dit  centre; d h  doit alors devciiir 
n&gatif avnnt 1 4 ,  et il est clair qu’il doit pour cela, passor pur z6ro; 
mais dbs I’iustant o h  il cat nul ddh  devicnt positif, en vert11 (10 

I’kqnalion pr&&lentc, ct par cous4qiient dlt commciice k crot tre ; 
il ne peut dom jarnuis devenir nhptif; cl’ou i3 suit qae h et d h  
conservent constammelit le milme sjgiic, c \ a  centre h 13 surface, 
Maintenant, ces clcux qiinii l i lds sorit positives cn pirtant du 
cent re ; car on a ,  cn vertu do I’dqaation (e), S’- 2 == s + n - 3 

co q i i i  donne s’= i+n- J ; on a eiisuitc ) 

d’oii l’on tire 

on aura donc 
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Relativeiiient A la Terre, h la Lune , h Jupiter, &c. , ZC’) est 

nul ou insensible, lorsyiie i est &gal ou plus grand yuc 3 j i’6cjuii- 
tion ( a )  du no. pr&cddent, devient aloru , 

&I k C A N I Q U E C h L E S T E, 

la premibre integrale Ctant prise depuis a =a, jusqu’Q u = 1 , et 
les deux autres &ant prises depuis a - 0 ,  juuqu’i a =a. A la sur- 
face oh a= 1, cette Cquatioir devicnt 

o= { -(2 i-t- 1). h. f p d.aS-t- 3. fp. d.  (at+’. h ) )  . U(l)j 

kquation que l’on peut mettre aous cette forme, 
o = (-(2 i- a). p . h + ( P i + I). h.  f a3. d p - 3.  f ai+3h. dp ) . Ucil. 

dp est nAgatif, du centre A la surfaco, et IC croit dam le mQme 
intervalle; la fonction (a i+i ) .h .  fa’ .dp-3 .  fai+3h.dp est dono 
nkgative dans le m&me intervallc; aimi dans 1’Qquation prdc6- 
dcnte, le coefficient de Ut) est nCgatif, et ne peut dtrenul2-t la surface ; 
U(i)  doit donc Qtre nul,  ce qui donne Y @ ) = o ;  l’expression du 
rayon du aphdroide 88 reduit ainsi ix , a+ a a. ( Y (“’3. Y(’)} ; c’eat- 
k-dire que-la surface de chaque couche do niveau du sphdrdide est 
elliptique , et par consdquent sa syrface extdrieure est elliptique. 

Z(l), par rapport A leTerre, est, par le nu. 23, Cgal A - A. (pb--$); 
aa 

1’6quation ( 2 )  du no. prCcddent donne ainsi; 

A la surface, la premiere intdgrale J p  I) dh est nulle; QV aura dona 
it cette surface ou a = 1 , 

Soit a 9 ,  le rapport de la force centrifuge i la pesanteur it l’dqua- 
tern; I’expression dc la pesanteur dtant aax quantith prbs de 
l’ordre a, &gale A +~./.p.d.a’j on aura g=$iaq.[p.d.a’; partant 

UP> = -P. (P-+)- .  _-_- 

f p . d (ash) ’  ah-^.-- 
/p .aPd4 
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en comprcnant donc dans la constante arbitraire a ,  que nous a\.ons 
prise pour l’unit6 , la fonction . 

,Y(’), ah7  
f p . d ( d h )  ’ 3k- +.-- 

J p . a’da 
le rayon du sph6coide terrestre k la surface., sera 

ah.a.(1 -p )  -- 
I’ a.jp.d(a5h)’ --_- - 

5 ./p . a’d CL 

Ce rayon est celui d’un ellipso’ide de rkvolution, dont IC de&- 
petit axe est l’wiitd , et dont le demi-grand axe est 

U h . @  
Et 0 ./p . d ( X j  

a h -  5 ./ p . a’da 
La figure de la terre supposh fliride , ne put  dmo Btra que cello 
d’un ellipsoide de revolution, doiit toutes les couches de nlc?mo 
densit6 , sont elliptiquee et de &volution, et dans leque1 ltte ellip- 
ticit& croiscent, et les deiisitQ dirniiiuent du centre k la snrfaco. 
Le rapport des ellipticitds aux densitb, est donne par l’equatioa 
diff&entiolle du second orctre , 

np.a* d h  - -,-. !iLE.(l- da’ a* a.fp.aada 1 /p.a’da d a  
Cctte kquation n’est intCgrnblr, par feu methodes connues, que dans 
quelquev suj)positions particulibres our les densitds r ; mais si la 
loi des ellipticitds Ctoit donuCe, on auroit facileinent celle de8 
densitts correspondantee. On a vu que l’cxpressh de h donnee 
par l’intbgrale de cette Cquation, ne renferme dane la question 
prdeente , qu’uiie arbitraire qui disparott de la valeur pdcCdcnte 
du rayon du sphCroYde ; il n’y a donc qu’nne seule figure ds8qui- 
libre tr& - peix diffdrcnte de la sphCre , qui soit possible, et il est 
facile de s’assurer que lea limites de l’applatieaement de oette figure 

*(P 6 
sont - et -.a o dont la premihe rkpond au caa oh toute la masm = 4  
du sphCroi‘tle seroit rdunie au centre, et dopt la seconde rkpond IU 
cas cotte mawe seroit hwnogbne, 

Leu directions dc la peaantcur, depuis qn point quelconque de la 
suiface juuquoau centre , ne forment poiut une ];#ne droite , mais 

M&CAN. c h ,  Tome 11, &I 
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une courbe dont les.6lldmens sont perpendiculaires aux couches de 
niveau yu’elle traverse : cette.courbe est la trajectoire h angles 
droits, de toutes les ellipses qui par leur revolution , forment ces 
couches. Pour dkerminer sa nature, prenons pour axe, le rayon 
mend du centre au point de la sudace , 8 &ant l’angle que ce rayon 
forme sivec ~~~~e de r6voIution. On vient de voir que l’expres- 
&on gdndrale dn rayon d’une couche quelconque du epheroide, 
est a f u  k.ah.( i  - p * ) ,  & &ant ind6pendant de a : de-18 il est 
facile de conclure , que si l’on nomme dy‘, l’orclonnde abaiss6e d‘un 
point quelconyue de la courbe sur son axe, on aura 

‘ 

h . &  
ay‘=uarE.sin.u 6. 

k.da 
a 

c Ctant la valeur entibre de l’intdgratef-, prise depuis Ie centre 
jusqu’h la surface, 

3 1. ConsidQrons pr6eentement le cas ghCral dilns Iequel la 
sph6roYde toujours h i d e  a sa surface, peut renfermer un noyau 
solide d’une figure qiielconquc pcu difF6rente de la s p h h .  Le 
rayon men6 du centre de gravig du sphhroide sa surface, et  la loi 
de la pesanteur i cette surfacc , ont qudques propridtds gbnkrales , 
qii’il est d’autant plus esscntiel de considdrer , que ces propridtks 
sont ind6pendan tes de toiitc hypotlibe. 

La premibre de ces propriBtOs est que dam 1’8tat d’dquilibre, lo 
partie fluide du sphdroide doit toujaurs se disposcr de manibre 
que la fonction Y(’) disparoisse de l’expression du rayon men6 
Ju centre de gravitd du sphdroide entier, A sa surface ; cn sorte 
que le centre de gravitd de cotte surface, coincide avec celui du 
sphbroide. 

Pour IC faire voir, nous observerone que R Btant suppost! reprb- 
sen ter le rayon men6 du centre de gravith du sphdroide, A I’une 
quelconque de ses rnol4cules ; l’expression de ccttc molc’cule Bera 
t . 3 ’ .  d R .  d p.da;  et  Yon aura par 1s no, 12, en vex tu des propi$- 
tds du centre do gravite , 

o = /p.A’.dR.cEp.dw.p; 
o =/I. 3’. d R .  d p. d w .  r/ i - ,u*. sin. w ; 

- 
-- 

o =ff.R’.dR.dpA.d*. /A-~@.cos. e ; 
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Concevons I'ititdgrale Jp.RS. d R  priie relativement A A ,  dcpuia 
l'originc de R , jusqu'Q la surface du sphdroide et ensuite deve- 
IoppJe dam une serie de la forme 

iV( i )  &ant , que1 que soit i, assuj6ti B 1'8quation aux diffireiicea + 

par tieIles , 
N(")-tN(l)+N(')+N(3)+ &c. ; * 

on w r a  par I C  11'. I 2 , lorsquc i est diff6rent de l'unit6 , - 
O= fN{ ' , .pdr .da  ; o=fN([) .dp.da.  C/i-ps.siii,a ; - 

or= f N ( ' ) . d p . d m .  C / ~ - - ~ * . C O S . ~ .  
Les trois Oquations pr6cPdcntes Jonndcs par la nature du centre de 
gravitd , deviendroilt - 

o fN( ' ) . p .dp .d*  j O =  fN(') .dP.d*+.  t'i-p*.sin.a j 

o = f N(' ) .  dp. d.0. V l-pn. COS. m. 

N(')estde la forme H p t H ' .  P'i-p*.sin.a+ff". fi-p*.cos,v; 
cii substituarlt ccttc valcur , dans CCB trois dquations, on aura 

pnrlant N(') =.o j c'est la condition ndcessairs pour que l'origine 
de R soit au centre de gravit6 du spli6roide. 

Voyons rnaintcnant, ce que deviant N(') mlativcment aux 
RpliCroYdes peu diffdrens de la sphere et recouverts d'un fluide 
en hquilibre. On a clans cc cas, R = ~ . ( L + o L Y ) ,  e t  1'intCgralo 
Jp.RS.dR, devient -yp.d. { a 4 . ( i t 4 a y ) } ,  la di4Fkreiitielloet l'in- 
tbgrale &ant relatives R, la variable Q ,  dont p '  est fonction. l3n 
eubstituant pour y , sa vuleur Yco)-t- Yt')+ Yc')+ kc., 011 aura 

N(')=cr. f .p.d(a4.Y(')) .  
];'&quation (2) clu no. 99, donne A la surface ob a =I , et en obscr- 
vant que z(') cut  nul, 

la vitleur de Y(') duns le second membre de cctte dquation &ant 

- 
- - 

H = o ;  . iY"=o; N''t0; 

Jp.d.(al. YC')) = Yc',.Jp.d.a3 , 

Mu 
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relative B la surface j ainsi N(’) &ant nul, Iorsque l’originc de R 
est au centre de gravith du sph&ro&, on a pareillement Y(’)=o.  
32. L’Btat permanent de,l’tiquilibre des corps c6leste-a nous 

fait connojltre edcore qwelques propridtes de leurs rayons. Si la 
planktea ne taurnoient p a  exactenlent, ou du moins , i trks-peu 
pres, autour d’un de leurs trois axes principiux de rotation, il en 
rdsulteroit dam la position de 1eur.s axes de rotation, des chang- 
mens qui seroient senaibles sur-tout p a r  la terre; et comine 1t-5 
observations les plus prdcises n’en font appercevoir ~LUCUTI, nous 
ilevons en conclure que depuis long-temps , toutes lee parties des 
corps ckleslcs, et principalement les parties fluides de lerirs sur- 
faces, sesont disposties de manikre b rendre stables, leur &at d’z‘cqui- 
libre, etpar consdquent, leurs axes de rotation. 11 est en effet, trbs- 
nature1 de penser qu’aprhs un grand nornbrc d’oscillations, elles 
ont d& se fixer iL cet titat, en vcrtti des rdsistances qu’elles dprou- 
vent. Voyons mainienan t , les conditions qui en r@su€terrt dans 
Z’expression des rayons des corps dlestes. 

Si l’on nomme x ,  y ,  z, lee coordondes rectangles d’une mold- 
cule d M  dir spEiCroide rapport6es aux trois axes principaux, 
I’axe des x Ctant I’axe de rotation du sphdrokle; on anm par le9 
proprikths de ces axes, ddmontrdes dans Ie premier Livre, 

o = f x y . d B ;  o=fXz.db.Z; a = f y z . d M ;  
les intkgrales devant s’6tedre ii la mame enti8re dm sphdroide. 
R &ant le rayon mend de I’origine des coordonndes, A la mold- 
cule d M ;  8 &ant l’angle form6 par R et par I’axe de rotation ; 
et w Btait i’angie que le plan fornib par cet axe et par .R , fait avec 
le plan form6 par cet ax.0 et par celui des deux axes principaux , 
qui est I’axe desy; on aura - 
X = R ~  j Y = R . ~ ‘ I - ~ * . c o s , *  ; ~=fi.t/;.sin.m; 

dMt p.zcaR,ar*.aa. 
~ e s  trois Bquationv donnQes par la nature des axes principanx ck 
rotation, deviendront ainsi , 

o = fp*R’-dR.dpL.dao.pu. V=.COS.W; 
0 = f p .  31. d ~ .  dr*. dm. p. r/ i-pa. sin. Q j 

0 = f ~ - R ~ . d R . d p . d . o . ( i - ~ ’ ) , y i n .  a m -  

- 
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Concevons l'intbgrale fp.R'.dR, prise par rapport B R ,  depuis 
.$l= 0 ,  jusqu'k la valeur de R A la surface du sph6ro'ide, et dCve- 
loppde dans une suite do la forme U(")+ uC')+ U(*)+ U(') + &c. ; 
Ui) &ant que1 que soit i, assujkti h 1'6quation BUX diffdrences 
partiellev, 

On aura par le thkordme du no. I a ,  lorsque i est diffdrent de a , ct 
cnobservmt quclesfonctioiis,p. /i--ph.cos.m,p. v q . s i n , w ,  
et (1-g). sin. P 5,  sont comprises dnns la forme U(*) 8 

- 
P 

0 == f Uc').dp. dap.p. r/ I -~* .cos .  v ; - 
o =/.Ui). d,u. d 
o =SU(').dp.da.(i--iUa).sin.a.lr. 

,u . V 1 - ,u* . s i i  1. rn ; 

Les trois 6quations relatives A Itt nature des axcs clc rotation, 
cleviendrorlt niiisi , - 

O=/U(').d,~.rEr.~.~I-~~.COS.~j - 
- -SU(') .dpx.d5.pr .  V~-p' .s in.w; 

o -12 /U(P).di~.d,m.(i-~9).~i~~. am. 

CesCquationsned@pentlcn t donc qne dclnvaleur c)B Uc*):cei.te vnleur 
est (12 l i t  forme H.[~*-+)+W'+. v ' I -~Q.s~~~,T+.W' .~ ,V i-p*.cos.m 
+- N'". ( 1- pa). sill. 'L m -+ H I '  . (1- p*) COS. a- : en It\. subst i t (ti111 t 
dana les trois dqirations prdc6dentes, on aura 

I l ' = o  ; EIlf=0 ; - 0. 

C'est h ces trois conditions que se rktluisent le3 conditions ndccs- 
mires pour que Ies trois &xes des x ,  thy et des Z ,  soient de vPri- 
tables axes cic rotation, et nlors Uc") sera de la fornic 

Lorsqtle IC sphdrdidc est un solide pcu rliRCrent dc l i i  s p l l i ~ i ~ ,  
recouvert d'un h i d e  en Cquililrc ; on r?. X = = r r . ( ~  +NJ,), t b t  y w  

lp.R'. dZZ=;.ff, d .  {a'. (I. -t- Suy)). 

- 

H4t - 

IX.(p'-+)+FPr. (~-p'),cos. a 

co11ui.qucnt , 
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Si l'on substitue pour y , sa valeur Y(') + Y(')+ Y(')+ &c.; on aura 

G a l =  a. f p .  d. (a' Fa)). 
L'dqwtion (a) du no. 29, donne ii la surface du splidroide , 

4 r  -. f p  . d .  (a" Y ('1) = + v .  Y ( * ) . l p .  d .  a'-Z(') i . 5  

F') et 2") dam le second membre de cette Cquation , &ant relutifs 
ii la surface ; on a donc 

La valeur de ZC2) est de la foriric 

. ct celle de Yc') est de la forme 

+ h'". ( I  - pa). siii. 2 a+ hJr.  (I-p"). cos. a a. 

En suhstituant dnns l'dquation prdcddcrite , ME valeiirs , ct 
JJ. (pu- 2 3 ,I + N" . (1- 11'). COB. 9 a, au lieu de U("j 011 aura 

rs" ; hlJf = A''' h'= g' j It"= 4 T .Jp. u*da 4 .Jp . a'da 4 T . J p , a2da' 

Telles sont les conditions qui rksultent do la supposition que le 
sphCroiclc tourne autour' d'un de 8es axes principaux de rotatioil. 
Catte supposition determine les constantes h', h", h"', au rnoyeii 
dcs valeurv de g', g", g'"; inaiv elk laisue incl6termindes Ics quan 
tit& k et kzr , ainsi que les fonctions Y('j), P), &c, 

Si les forces ktrangeres A l'attraction des molkculee du sphdroi'de, 
se r6duisent a la force centrifuge due h son mouvement de rota- 
tion; on aura d=o,  g"=o, R"'=o; partant h'=o,  ltC''=o, 
?f' = o , et l'expression de YC') sera de la fume 

- h.((IA=-+f)+hf'. (l-pa).COs 9a, 

%3. ConsidCrons I'expression de la pesanteur, A la surface du 
spbkroi'de. NO~IIIOIIH p cctte force; il est ais6 dc voir, par le 11'. 25, 
que l'on aura sa valeur, en cliffdreiitiant le second memhre de 
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Z’dquation (I) du no. q, par rapport ir. r ,  et  e n  divisant sa diffd- 
reiitielle, par - - I * ;  ce qui donnc i la surface, 

- -.[,I .d,a? +%Jp.d. {a’. Y ( O )  + e. Y(’ + -. Fa) + .-.Ir’)+&c. 

ces integralee &ant prises dcpuie a = o ,  jusqu’A u=i .  Le rayon r 

I 4s 3a3 4n6 

-01 r .  { a. Z0)+ I. Z(’)+ 3 r .  Z(’)+ 4 r’. Z(”+ &c. } ; 
- 3 r a  TB 3r 5 rp 7 

b la surfuce , . t ? ~  t @id B 1 + ~rr , ou &gill iz 
1+u*  (y(O)+Y(l~+Y(”)+&c.)  ; 

on aura ainsi , 

On peut faire dispnroftre Ics intCgrnles de cette expression, ai1 
moyen de 1’6quation (2) du no. 99, qui devient B la Burface, 

cn supposant donc 
8 r w  

3 
P = + rr.[p. d .  a3- --. Yco’+ 4 r w .  f p e  d .  (a’Y(*))- a a ,  Z(u); 

en aura 

P- - P + CrP. { Y ($1 + D .X3) f 3. PC ”. . . . . + (i-1). Y(1) -J- &c. ] 
- u . { 5 . 2 ( * ) +  7 .  Z(3)+ 9. ZC4?. . - . +(a i + i ) .  Z(’)+ &c. } . 

C’est par l’observatian clcv longneui*s du pcndnle h secondee , qtia 
1’011 R reconnu la variatihn de la pesanteur h la surface de la terrc. 
011 a vu dam le premier Livre , que ces longiieiire sont propar- 
tionnellee A In pesanteur; soient dono 1: et I;, 1es longiieurs du 
pcndiile , correspondantcs aux pesanteairs p et P j I’dqnation pre- 
cddente donnera 

I =  I;+ CLL. { Y(*)  + a .  Y ( 3 ) +  3 * Y(4). . . 9 . + (i-11. Vi)} 
a L  
P -- . { 6 * ZC”+ 7 Zcs)+ ~J*Z(”, . - * + ( 2  i + 1 ) .  2“’ 3 - 
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3 I Relativement &la terre, aZ(*)se rCduit par le no. 23, ir - - . (p’ - 
ou, ce qui revient au m&me, ii --..P.(p’-i-), QP &ant IC rap- 
port de la force centrifuge i la pesanteur it l’dquate~r ; de plus, 
Z(3),  Z(0, &c. , sont nuls ; on a donc 

R 
1 

WJ 
0 

d = L+ a L .  { Y(”)+ 2 .  Y(3)f 3. Y(4). 0 .  . , +Ti- 1) I YC’)) 
+; #Lo.L.(p’-$). 

Le rayon osculateur du mhridien il’un aph6roYde qui a pour rayon 
i+ay,  est 

1fa. (d.’Y)+&, - + i . - ’ i ’ - . . 1 q  d ,!A i 

c, i+a. - +a. d .  O - w J * ( $ ) i i j .  -__ - 1 (“;2> 1 { dP 

en designant donc par c, la grandeur du de& d’un cercle c h l t  

le rayon eet ce que nous avons pris pour l’uiiitk ; l’expreseion JU 
degrb du m6ridien du sphdroidc , sera 

Y est 6gal h YCo)+ Yc’)+ F’)+ &c, ; on put  fuire d i e p a r o h  Yc9), 
en le comprenant daiis la copstante arbitraire que nous awns prive 
 lour l’unitd ; et Y(0,  en fixant I’origiiie du rayon, BU centre Jc 
gravit6 du sphbroide entier. Ce rayon devient ainei , 

Si l’on observe eneuite quo 
r + a .  {y(~’+t‘5’+Yc4’+ 4c.). 

)’expression du degr6 du m6ridien deviendra , 
c - *c .  

Si 
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Si 1’011 cornparc ccs oxprcssions du rayon terrestrc, de In longnciir 

du pendule , et do la grandeur du degrh du mdridien; on voit quc 
le tcrmc c t P  de l’expression du rayon, est multipli6 par i- 1 , 
dam I’expression de I n  longueiir dri pendule, et par i’-t-i-i, dims 
celle d u  dcgrd; d’oii il suit que pour peii que i-I soit consid& 
rablc , ce tcrrnc sera plus sctisible dnns lcs observations de la lon- 
grxeur du pendulc , que dam cello de la parallaxe horizontale de la 
Inne , qui est proportionnelle AU rayon terrestrc; il sera plus sen- 
sible cncorc dans Ics niesures des degrds, que Ans les longueurr 
du pendule. La raison cn est, que les termes dc l’expression du 
rayon terrestrc subissent deux difftkentiations dans l’expression 
du degr6 Ju mkridicn ; ct chaque diC6rentiation multiplie ces 
tcrmes par l’cxposant correspondant do p,  et les rend ainsi plus 
considckables. Dam l’expreusioiz dc la wriation dc deux dogr6s 
consbcutifs du mdridien , les termes rlu rayon terre&w aubisssent 
trois diE6rentiations coiiudcutivcs ; ccux qui dcartcn t la Ggurc de Is 
tcrre , de celle d’un ellipsoyde , yeuvcnt devenir par - lk  , trbs- 
scnsiblcs , ct l’cllipticit6 conclrxc de cette variation, peut &re fort 
diffdrente de celle qus donnent les longueurs obscrvdcs du pcndulc. 
Ces trois cxpressions ont I’avantage d’btre independantes de ]a 
constitution intdricure rlc la tcrrc , c’cst-k-dire , de la figure et de 
la densit6 de ses couches; cn sorte quo si l’on pwvicnt A ddtcr- 
miner lea fonctions Y(’), Y(’), &e. , par les mesures des degrks 
des meridiem et dee parallaxes; on gurs sur le champ, la lon- 
gueur Ju penrlulc ; on pourrs donc aiinsi verifier si 15, loi de la 
pcsantsur univer~elle a’accorde avec la figure do la terre, et avcc 
les variations obscrvCes, de la pcsmteur i sa surfilcc. Ccs rela- 
tions remarcjuables entre Ics expressions dcu degrds du mdridicn 
et des longueurs du pendule , peuvent servir encore h vCrifier les 
bypoth&ses proprcu & reprdscntcr leu mcsures des Jegrbs des nidri- 
dierls : c’est ce qui va devenir sensible par l’application que nous 
ullons en fuire A l’hypothbse proposdc par Bouguer , pour repr6- 
gciiter les degrQs mesurds op nord, en France et it l’dquatcur. 

Qllpposone qiie I’expression du rayon terrestre soit 1 + a .  Y(*) 
+a. Y(J) ,  et que Yon n i t ,  

Y ( ” = - A .  {I**- ;) ; 
R 1 i . c ~ ~ .  c h .  Toms XI. N 

yc41=- B ,  (/d-+51*.++~) j 
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il  est ais6 de voir que ces fonctions de p satisfont BUX Bqaations 
k diffdrences partielles auxquelles Y(’) et Y(4) doiyent satishire. 
La variation des degds du m6ridien sera, par ce qu i  pr6dde 

ac. { 3 A=?. B )  .,us + 15 ac. 23.~4. 

Bouguer suppoae cette variation proportionnelle k la quatribme 
puissance du sinus de la latitude, ou ce qui revient A-peu-prb 
an inbrne, A p4; en faisant donc diuparoftrc de la fonction prdcb 
deiite, le terme mulliplib par p’, on aura 

ainsi dans ce cas, le rayon men6 du centre de gravit6 de Ia terre t’i 
sa surface, sera, en prenant pour unite, celui do l’dquateur , 

B = + A ;  

L’expresaion de la longueur Z du pendule, deviendra , en d6sd 
giiant par L , ea valeur Q 1’6quatcur, 

‘ a . A L  Lt f a c  p . L . p S - - -  . (1 6. pa + 2 1 4). 34 

En fir1 , Z’expreseian d u  ilegrd clu mdridicn, sera, en noinmont c 
sa grandeur A l’equateur , 

Nous’observerone iei que, conformement h ce que ROUS venom 
de dire, le terme rnultiplik par c4 est trois fois plus sensible dam 
I’expression de la longueur du pendule , que dans celle c h  rayon 
terrestre , et cinq fois plus sensible dans l’expression de la gran- 
deur clu degrd, que dans celle de la longueur rlu pendule; enfin stir 
le parallkle moyen , il seroit quatre fois plus sensible dans l’exprea- 
sion de la variatian des degrt% cons6cutifs, que dans celle du dcgr6 
mdme. Suivant Bouguer , la diffhnce & degrPs du @le et de 
1’8quateur , divisee par le degre de l’dyuateur , est fi; c’eet le 
rapport qu’exigent dans son hypoth&se, lellmesures des dcgr6s do 
1’4 Io , de Paris, et de 1’6quateur. Ce rapport est 6gal a +. A j on 
a donc 

a A  = O,OO5/ i717 .  

c+ y+.lx A. e .  p4. 
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Bn preiiant pour unitd , la longueur du pcndule b l’dquateur ; 13 
variation de cette longueur dans un lieu quelconquc, sera 

On apar le no. 19, acp=0,005451i3; ce qu i  donne !a~=o,oo8Ga78, 
dt la formula prdct5deiita devient 

0,006052g.p’- 0,0053796.#. 
A Pello oh ,u = sin. 74‘9a’, cette formule donne 0, oo270t6, pour 
la variation de la longueur du pendule. Suivant les observatioa~, 
cette variation est a,oo/446a5, et par consdquent , beaucoup plus 
grande ; ainsi I’hypothbse de Bouguer ne pouvant pas se concilier 
avec les observations de la longueur du pendule, elle n’est pas 
admissible. 

34. Appliquons les rksultds gdndraux yue nous venom de 
trouver , au C R S  oil le sph6roide n’est point sollicitti par des attrac- 
tions 6trang&res, et oh il est form6 de couches clliptiqucs ayant 
leur centre, au centre de gravitt! du sphdrdide. On a vu que ce cas 
est celui de la terre supyosee originaircment fluide : il est encore 
cclui de la tcrre, ilaiis l’hypotlibse oh les figures de scs couclics 
seroicnt sernblables. En effet, 1’6quation (2) du no. 29, devient Q 1 i 
surface oh ai= 1 ,  

1 Z(I, 
o= Yc’),. fp.a’.da --- . f p . d .  (ai*, rei)) - -. 

sisi 4% 
L e a  couchos Ctant s~pp~Stsm eemblables, la vnleur de YCi) est pour 
cliacune d’ellea, la ndme qu’h la surface ; elle est par consdqueiit 
iiidbpendante de 0 ,  et l’on a 

Lorsque i est dgal ou plus grand que 9, Z(i) est nul relativement i‘i 

L terre j d‘ailleurs , IC facteur 1- ( -- . y l ) .a i  est toujours positif; 

done a’lore Y(i) est nul, Y ( ’ )  est encore nul, par le no. 31 , lorsqllc: 
l’on fixe l’origiue des rayons au centre de gravitb d i i  sphdroi’de; 

.N J 



ainsi In terw est alors un cllipsoicle de r6volution. ConsidCrons 
tlonc ghciralement le cas ou la figure de la terre est elliptique 
et de rkvol ution. 

On a dans cc cas, ciz fixant l’originc des rayons terreatres, au 
centre de gravit6 de la terre, 

YC’,= 0 * y(?) =o * y( f )  zz 0 ; &c. 

Y(’) = - h.  (pQ - +) , 

Z ( ’ ) = o  > . z(’)=” . z ( f ) = O  j &c. 

2 7 

6 dtant une fonction de a ; 011 a dc plus, 

i’dqiiation ( 2 )  d m  no. 29 donncra donc ii le surface 

Ckttc 6quation renfernic la loi qui doit cxister pour 1’dquilihr.c , 
entre les densites dcs coiiclicv (Tu splidroi’de, et leurs ellipticitds; 
c;ir IC rayon tl’unc couche &ant a. { 1 + CL Y(’)- u h.  (p’ - )) ; si 
Yon suppose, comme cela est permis, YCo) =- h , ce rayon de- 
vicnt a. { i - c t l z . , u Q } ,  et alors uh est l’ellipticit6 de la conche. 

A la surface du nplic~rciide, le rayon est ~ - - a h . p * ;  #oh l’on voit 
que leu diminutions des rayons, en allant (le l’kqnateur aiix pdlcs, 
son t proportionrich It pQ, ct par cons&pnt, au q u a d  du sinna 
de la latitude. 

L’accroissement des degrbs dn mhridien, de l’dqnateur aux pbIcs, 
est par le no. prdcdtletit , dga1 ti 32?zc.pQ,  c dtant IC (lcgrd dc 
1’tI.quateur; il cst donc encore propwtionnel au quarrd c~u &us c~o 
In latitude. 

L’dqintion (1) notis montre quc les densitds ktant s l ipposh 
tliininuer du centre it la surface , ~‘c~~ipticitd du sphdrdi(1e est 
lrlointlre que dans IC cas de I’honiogdnditi., A moine que ICs  ellipti- 

o = 6. fp .d(a6h)+6. (p-2h) .  fp.d.n3. (1) 

. 
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cith n’aillent en augmentnnt de la surfacc an centre, dam un plus 
grand rapport qne la raism invcrse du qrxarr8 des distances A co 

centre. En effct , si l’on suppose h= - on aura 
U 

a’ ’ 
fp .d(a5h)  = fp.d(a’n) = u. fp.d.a’+J(du. fa’dp). 

1 Si les ellipticitch croissent dans 1111 ~noiildre rapport que ;, u aug- 

mente du centrc h In. surface, et par consdquent, d u  est positif; 
cfnillcnrs, dp est nBgnti€, par la supposition que lcs c1eiisiti.s dinii- 
nuciit d u  ccritrc it la surface; aiiisi f(du. fa’dp) cst une quan- 
tit6 nbgative, et en ftiisait A la sur€we, 

fsera uno quanlitd positive. Celn posJ, 1’6quation (1) donncra 
5 P-6f 

4 ’  
-- - 

5diP 

4 
a h  sera donc rnoindrc qiic - , ct par consbqucnt , il sera plus 

pctit que duns IC cas de l’hornogBn6itB oh dp &ant nul, f est dga1.A 
zciro. 

I1 quit de-IA , que dons Ics liypolhdscs Jcs plus vraiscintlablcs, 

l’applntissement dti sp1ii:rtiitlc est moindre que - ; car il est 

natnrel de pciiscr quc ICS couches du aplidrciitlc sorit plui dcnscs 
en approcliant du cenLrc, et quc lcs ellipticitds augmentent dc l a ,  

surfitcc tu i  centre, clans un moindre repport que -, ce rapport 

clonnnnt ixn rayoil iiifini , a r c  couchcs inGnirncnt voisinca t l u  
ccn trc, ce qni mt ahsrxrdc. Ces snppositions sont d’autmt plus 
vraiscniblablcs, qu’cllsu devieniient n6ccssaires , dans le (*as ou le 
sphhro‘idc a PttS originnircrncnt lluitlc : alors, Ics couches lcs plus 
clenacs sont, corniiie on l’n vu, leu plus voisincs clu ccritrc , ct ICs 
cllipticiICs , loin tl’augmcntcr en allant de la surface au ccntrc , 
vont , nii  contritirc, cii diminunnt. 

Si l’on sirppose qiic le sphCroi‘ctc soit un ellipsciidc de rh-olution, 
rccouvert c h n e  IIUE~SC fluirtc hotuogknc d’unc proioiideur qucl. 

5 2 Q 
4 

1 

ay 
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conque ; en nommant a‘, le derni-petit axe de l’ellipsoide solide, et 
ah‘ m n  ellipticite j on aura i la surface du fluide, 

Jp.  d (a5h) I= A - a”. h’+ f p  . d. (a’h) ; 
l’ititdgrale du second mcmbre de cette bqiiation , dtant prise reln- 
tivement k 1~eIJip~o~ide intdrieur , dopuis son centre, jusqu’k sa 
surface et 12 densilk clii fluicle qui IC recouvre, &ant prise pour 
l’unitk. L’dquation ( I )  donnera donc pour ]’expression de 1’el)ipti- 
cite a it, du sphkroide terrestre , 

5 ag . { i - ~ ‘ ~ f  f p  . d .  a’}  - 6 L h’. d 5  f 6 a .  f p  . d .  (ash) 
4 - 10. a‘s+ 1 0  . Jp  . d .  a3 -i uh = - 

leu int6grdes &ant prises depuiv a = 0 ,  juuqu’i a=a‘. 
Conuiddrons prksentement , la. loi dc la pesanteur , ou , ce qui 

revient au mdine, celle de la longueur du pendule , k la surface du 
sphdroide ellipticjue cn Cquilibre. La valcur de Z trouvde clans le 
no. prdc&dent devient dans ce cas, 

I = L 4- e L .  { t 9 - h } . (p.“ - $) ; 
en faisant dmic L”= L - + a L.(:  
1c.s quauititkcl dc l’ordre a’ 

d=L’-~~L’.(f~-?~t).l;r~; 
dquation d’oir il rksnlte que L’ est la longueur’ du pendulc Ir 
necondes A l’dquateur , ct quc cette longueur crolt de 1’tJyuirteur 
aLiX gbles proportionnellement uu yuarr6 du sinus de la latitude. 
* Si l’on nomme ue , l’excks de la longueur du peiiclule au pale , 
%ur BU longueur B l’gquateur divivd par cette dcrriibre longueur ; 
on aura a e z: a . ( t  0-h) , et par cons6qnent , 

Cquation rcmarquable entre l’cllipticitd rlc la term et In. vuria- 
tion do la longueur du pedule,  de l’dquateur aux pales. Dans IC 
ct~s de l’homog6nkitB, a h  = t a q j ainsi dans ce cas, u a = ?C ; ma& 
si le aphckroidi? est Jce‘ldroghe, autant ah est nu-dessus ou au- 
deasous de f a 0 ,  autant ut est au-dessous ou au- dessus de Za mdmo 
quaniitk. 

35. Les planbtea &ant suppodes recouvertes d’un fluide en 
kquilibre ; il est n6cesoaire dans le culcul de leurs attractions, (IC 

- h )  ; on aura en n6gligeaiit 

u e f u h - =  ;.acp; 
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oonnoitre l’attraction des sphdroirles dont la surface est fluicle et 
en Cquilibre : on peut l’expr’imer fort simplement , de cette ma- 
niere. Repsenons l’6quation ( 5) du no. 1 4 ;  on en fera disparottre 
leu signes d’intdgration, au nioyen de l’bquation (I) du no. 99, 
qui donne h la surface du sphdroide, 

ainsi en fixaiit I’origine’dcs rayons r ,  au centre de gmvitt! clu 
sph6roYde ? ce qui fait disparoftrc Y(’) ; en observant ensuite que 
23’) est n u l ,  et quo Y(O) &ant arbitraire, on peut snpposer 
47 -. Y(’)-Z(O)= o ; l’tkpation ( 6 )  dn no. 14, donnera 
3 

w 
expression dam laquelle on cloit observer que 4_./p.rZ.a3 exprimc 

la masse d u  sphhii’dc, puisque dnns le cas de r infini, In valeur d e 7  
est hgcrlo k la niasse du sphkroide , divisbe par r. Cela pad, i’at- 

traction du sphkroide parallklement ir r ,  sera - (5) ; l’attrac- 

tion perpendiculaire A ce rayon dans le @Ian du mhridien, sera 

3 

rayon dam le aens clu pardlhlc, sera - ‘d.oj. . L’expression 
r.  VI-P4EL 

de Vdevient, relativement k la terre supposhe diptiquc , 

M &ant la inassc dc la terre. 
36. Quoique la loi de l’attraction en rnison inverse ciu quam6 

ilc In  divtance ? soit la seule qui nous intdreese j cependant l’Cqua- 
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tion (1) du no. 10, offre une determination si siniple de la pesan- 
teur B la surface des spMroYdes homogenes en ciquilibre , qucl que 
soit I’exposant de la puissance de la distance, a Iaquelle l’nttrac- 
tion est proportionnelle ; que nous croyons pouvoir la prksenter 
ici. L’attraction &ant comme une puissance quelconque n, de la 
distance ; si 1’on dBsigne par d m  , tine mol&cule du spli6roi’de , 
et par f, sa distance nu point attir3 ; l’uction de dm sur ce point, 
inultiplitk par l’dlhnent - d’, de sa direction, sera - ~ ( I I Y L . ~ .  

L’int6gralc dc cettc quantitd, prise par rapport i f ,  est - 
et la sommc de ccs intdgrales, Btcnduc au sph6roYde entier, cut 

C A N I Q U E C E L E 9 T E ,  

ah .p+ 
n-t.1 ’ 

dm. 
Y 

- - *  , en supposant, comme dam le no. i o  , Y= f. f 
n+1 
Si le spldroide est fluide, homoghe , et doud d’un mouvemeiit 

de rotation, et s’il n’wt sollicit6 par aucune attraction Btranghre ; 
on aura h sa surface, dans le cas de l’dqiiilibre, par le no. 23, 

-t- 4 g. r’ . ( 1 - p’) , Y constante = - - 
n+l 

r &ant le rayon men6 du centre de grrrvitc! du sph6roi’de it sit sur- 
face, et g btant la forcc ceritrifuge, ii la distance I de I’iixe dc 
rotation. 

La pesanteur p h. la surface du sphciroide , est &gale h la cliff& 
renticllc du second membrc dc cette kquation, prive par rapport it r, 
et divisde par - d r  j ce qui  donne 

Keprenons maintenant, I’Bquation (1) du no. I Q ,  qui eyt relativc 
k la surface, 

( I ~ - ~ I ) . A  (nfl). Y 
i a n  4- (g) 7 A‘- aa 

cette tquation cornbide WCC Ics prdcddcn tw,  donne 

A la surface, r est ii trhs-peu prbv dgal it u ;  en fitisant donc p u r  
simplifier, a= I , on aura 

p = constante + - .g, (l-pp), Cy3) 
Soit 
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Soil P, la pcsaiiteur A l’dquateur du splidroido , et a Q IC rapport 
de la force centrifuge i la pesmtenr ic l’dquateur j 011 aura 

d’oh il suit que de 1’Cquatcur aux pbles, la pesmteur vnrie pro- 
portionnellerncnt au quarr6 du sinus de la latitude. Dans le ea8 de 
la nature oh n = - 2 ,  on a 

p = P. { 1 +f.ap.p’} ; 

ee qui est conforme B cc que nous avons t row6 pr6ckdemment. 
Mais il est remarquable , que si n = 3 ? on a p =P; c’est-&-dire, 
que si l’attraction est proportionnelle au cube de la distance, la 
pesnnteur it la surface des sphdroxdes homoghnes , est par-tout In  
m6me, que1 que soit leur ruouvetnent de rotation. 

3,7. -Nous n’avons eu dgard , dam la recherche de la figure 
des corps cklestes, qu’aux quantitds de l’ordre a; mais il est facile 
par l’analysc prdcddente, d’dtendre Ies approximations, aux quan- 
tit& de I’ordre u’, et des ordres supdricurs. Coiisiddrons pour ccla 
la figure d’unc masse fluidc homogknc cn Cquilibre, rccouvr4nt un 
sphdrdide peu diffdrcnt d’une sphere, ct doub d’un iiiouvement 
dc: rotation ; cc qui est le cas de la terre et des planbtes. La condi- 
tion de l’dquilibre B la rurface , donne par le no, 13, l’dquation 

constante = Y- A. rO. (p*-ff,. 

La vaieur de Y s e  coniposo io. de l’attraction du sphkroide recoue 
vert par le fluide , sur la molhcule dc la surface ddterminde par lcs 
cordonnhecl r ,  8 et m ; 2 O .  de l’attraction de la muse fluiclc sur cetto 
moldcule j or la sornme clc ces deux attractions est la meme que la 
8omm dcs attractions io. du sphkroidc , en suppoaant la densit6 
de chacune de aes couclies, diminude deala densit6 du fluids; 
a’. d’un sphdroide de meme densite que le h i d e ,  et dont la sur- 
face ext6rieurc est la mdmo que celle du fluide. Soit Y‘, la prc- 
miere dc ces attractions, et 7” la seconde, en sorte que 
Y= Y’+ Y”j on aura, en supposant g de l’ordre Q ct  &gal h ag‘, 

a 

*If gonstgnte = V‘+ E‘’- -. r’. (p’- 5). 
0 

M h x  CI~G. Tome 11, 0 
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On a vu clans IC ne. 9, que Y' peut se ddveloppcr dam une skrie 
(le la fortne 

&I 8 C A N I Q U E C ]E: L E S T E, 

r/C", UC', UC", 
r r3 

-+--F+---+ &c., 

Wi) &ant assujkti A 1'8cluation aux diffbrcnces partidles, 

et 1'011 peirt par l'analyse d i x  no. 17 ,  determiner U@), avec toute la 
prkcision desirable , lorsque la figure clu splidrciide est connuc. 

Pareilleinent , 7'' pcut se d6velopper clans une drie  de la forme 
u p  u:l> U,W -+7+7+ r \  &c. 

U,(i) btant aaaiijdti A In mdme Cquation aux diffdrences partieIIes 
yuc Wi). Si I'on prcnd pour unit6 Clc dcnsit6, ccIlc dit fluide, on u 
par le 11". 1 7  , 

.mJ j 

tJ+' &ant suppod clevelopptj ctniis la mite, 
Z(")+Z( ' )+Z( ' )+  &c., 

dans Iaquellc Si) est assiijeti k la mQme Ccltialion mix (1iITi:rcnccs 
particlles , que Uti). L'dquation. de Z'dquiIibre deviendra cionc, 

U/i) = 47f 

(i  +3). ( a  i$ 1 ) 

- - . f i ' . r ' . (p ' -+ ) ;  
i 4 tali t 8gd ou pliis grand que l'uni th. 
Si In clistiincc r de la moldcnle ntbirdc , a11 centre i f 1 1  sphdro'irlc, 

btoit infinie; Y seruit Bgnl A la somrnc des masses (111 sph<rciitlo et 
du fliiicle, divivke par' r ;  en nominant clam rn , cctto soiiimc , on 
aura U(")- t  V,'") =m. Ne portons I'iipproximation , que jiisqu'aux 
quantitdu dc YorJrc a' .- nous pouwiis supposer 

r=  1 +ccy+a"'; 
ce qui donne 

(;+a) * (i+31 ++' = I + (i+ 3). uy + --. a*, yg -j- (i  .+ 3). ua.y'. 
I .a 



c. (m 

x.(m 

- g>.(p'- {) j 

C' &ant nne constante wbitrairc. La prernihre (le ces &quatioris 
<li:terniinc , et par constiqiient la valcur d0 y. En In eubuti- 

0 %  
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tuant dam le second mernbre de la seconde Cquation , on le ddve- 
loppera par la mdtliode du no. 16 dam une suite de la forme 

N ( i )  dtant assujdti k la m8mc dquation aux rliffdrenceu partielles , 
que W); et  Yon &terminera la constante C‘, de manikre que W’’) 
soit nul ; on aura ainsi , 

m-- 
zi+i 

et par coiiadquen t , 
NC’) N ( r )  NU) 

~ I - - ) T  m-;a m--$v  
yf  = -+- +- + &c. 

L’expression du rayon T de IA surface Buide , sera ainsi dCtermin6e 
aux quantitds pres de l’ordre a?, et l’on pourra par le m h e  
proc6di: porter l’approxirnalion aussi loin que l’on voidra. NOUS 
n‘insivterons pas davalitage sur cct ohjet qui n’a de difiicult6, 
que la longaeur ilu cnlciil j mnis nous tircroiw dc l’andyye prd- 
cCdente celte conclusion importante, savoir que l’on peut a&r- 
mer que 1’6quilibre est rigoureusemcnt possible, quoique l’on ne 
puisse pas assigner la. figure rigoureuse qui y satisfait ; car 011 

peut trouver uvle suitc de figures qui substitudes dam J’dquatioti 
do l’dquilibre , laissen t des reetes successivernent plus petits , et 
qui deviennent moindree q’u’aucune grandeur donnde. 

I( 
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Cornparaison de la the‘orie prhcddente, apec les observations. 

38. P o u n  comparcr aux observations, la tli&orie que n o i ~  
vcnons d’cxposer j il faut connoltre In cmirbe des mdridiens tcr- 
restres , et celles que l’on trace par une suite d’opbtions gdodC- 
eiques. Si par l’axe de rotation de la terrc , et par le zenith (Pun licu 
de sa surface, on imagine un plan prolong6 jusqu’nu ciel ; cc plan 
g tracera la circonfhrence d’un grand ccrclc qiii sera le m&rirlieii 
de cc lieu : tous Ies points de In surfmc dc In  tcrrc, qni anront lcur 
zbnitIi sur cctte circonfdrencc , scront SOUS IC m h c  mcrictien 
cCIeste, et ils ’formcront sur cette surface iinc courbe qui sera 10 

ilibridicn tcrrestrc corrcspondnnt- 
Pour ddtcrinincr cette courbe , reprCsentoiis par 14 = 0 ,  l’dqua- 

t ion dc la surface de la terre j 21 h i i t  tine fonction des trois coor- 
donxities ortlriogaiinlcs x , ~ ,  z. Soient x‘,y‘, s‘, les trois coordon- 
ribes de In vertiale qui passe par le lien de la surface do Iu terre 
il6terminb par ICs coordonndes X ,  y, z : on aura par la tMorie des 
surfaces courbes les deux dquationa suivantes , 

ajoutmt la prernihre multiplike par I’indktcnuinCe A ,  j, 1; 
sccnnde; on en tirera 

Cettc Cquation est celle d ’ m  plan quelconque pamtl6lc k la verti-. 
cde clont nous yenons de purler ; cctte verticde proJong6e it I’in- 



3 1 0  M h c A N  I Q u E. c E L E  s T E, 
fini , se rdunissant au 1111:ridien cCleste , tandis que son pied n’est 
dloigni: que ci’une qctantiti: fiiiie , du plan de ce rndridien , elle peut 
&re censde parallele h ce plan ; 1’Cquution difrdrentielle de ce plan, 
peut donc coincider avec la prdcbriente, en ddtcrminant conve- 
nablerrient l’indbtermineo A. Soit 

Cld = a.dx’+I.dy’ , 
l’dquation dti plan du mdridien cdleute ; en la cornparant ir la pr& 
ckbnte ,  on en tirera 

( 2 ) - a ; ( g ) - 6 . ( $ )  =o; (a) 

Pour avoir Ies constantes a et b , on snpposcra connues , Ics coor- 
donnkes du pied de la vertical0 parallble h l’axe de rotation de la 
terre , et cclle d’un lieu donne de sa surface. En substituaut sue- 
cessivcment ces coordnnnCes dans 1’Cquation prOcCdeii te ; on aura 
deux Cquations au moyeri desquelles on dCtrrmiriera a et  b. L’bquo- 
tion pr6ddentc combinke avec celle de la surface, u =p 0 ,  donricrlr 
la courbc clu mdridien terrcvtre qui passe par le lieu clonn0. 

Si la term ttoit nn ellipsdidc quelconqrre , u seroit une function 
rationnelle et entikro du Yecand Jegr6 en x ,  y ,  z ;  1’6qurrtion (a) 
seroit donc alors cclle d’un plari dont l’intersection avec lu sur- 
face de la tcrre, formeroit le nidritlicn terrestre : dam le cas 
gdndral , cc mbridien est une courbe A double courbure. 

Dam ce cas, la ligne ddtermin6e par les rnesures gdod&iques, 
n’est pas celle du mkridien terrestre. Pour tracer cette ligne, 
on forme un  premier triangle horizontal dont un des angles il 

pour sommet , l’origine de cette courLc , et dont les deux auircs 
angles ont pour sommets , deux objets quelconques visibles. On 
dhtermiue la direction du premier cOt6 de lu caurbe , par rapport 
aux cat& du triangle, et, sa longueur jusqu’au point oh elle ren- 
contre le ccit6 qui joint les deux ohjets, On forme cnsuite un second 
triangle horizontal, avec ceo objets et tin t r o i s i h e  pluv Cloign6 
qu’cux, de l’origine de la courbe. Ce second triengle n’est pas dans 
le plan du premier j il n’u de commuii avec h i ,  que le cdtd form6 
par les deux premiers objets ; ainsi , le prolongement rlu premier 
cbt6 de la cowbe, Y’tlkve au-desuus clu plan de ce sccontl triangle; 
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mais orlle plie sur caplan, de manibre qu’il €oFormc toujoursles m h e s  
angles, avec le cat6 cornrnun aux deux triangles, et il est a i d  
de voir qne pour ceh ,  il  doit &re pli0 suivant uno v e r t i d c  h 
CC? plan. Tell0 est donc la propri6t6 carnctdristique de la courbe 
tracde par les operations gdod6siqueu. Son premier cat5 dont la 
direction p u t  &re suppos6e quelconqiic , est tangent it la surface 
(le la terrc; son second cat6 est IC prolongement do cette tangente, 
pIi6 suivant une vcrticale; son troisibme cat@ est le prolongernent 
du second cbt6, pli6 suivant une vcrticale, et  ainsi de suite. 
Si par le point de rknnion de c’teux dc ces cdtds, on men0 dam 

IC plan tangent A la surface du sphdroidc , uno ligne perpendicn- 
laire B l’un dee c6tCs; il est visible qu’elle sera perpendiculeire it 
I’autre c W ;  cl’oii il suit que la mmme do ces cat& eet la Iigne 
I n  plus coiirte que l’on puisee mener sur cette surface, entre Ictir~ 
points cxtrdmee. Ainsi lcs ligncs t r a c h  par lea rnmixres g6o& 
eiqlles, ont Ia propridt6 cl’2.trc le9 pills coiirtes que l’onptiiesometier 
811r la surface flu sphCroYde, entre clciix de leurs points quelcon- 
qncs; ct par ce quc Yon R VU (kills le n”. 9 du premier Livrc, eIIes 
sci*oiant ddcritss par un mobile mil uniformdrnent clans cette sur- 
face. 

Soicti t x , y , z , lcs coordoiinfics rcc tnnglcs clbn point qiie~con- 
quc de In rourlic ; s+fl.v y - t d ~  s - + d t ,  seront ics coorclon- 
116~s (YUII point infiniment voisin. Nommona ds I’tSIdmcnt de 
coiirbe , et  supposons cct d6ment prolong6 d‘une qunntitd &ile 

cis ; x + 2 J.4 , y + a dx ,  z + a d z  scron t I C s  coordonnks de 
treinit6 de ce prolongement. En 10 pliant auivcint line vcrticnlc, 
1c$8 coortIo1111Ci”s dc cci tc c x t r h i t 6  tleviendron t x + a C Z ~  + c~d.r ,  
y+ady+ddy, z+iaJz+rEdz; ainsi -ddx ,  - d d y ,  - -dda ,  
gcron t Ics coordonndes do la verticde p r i m  en partnn t de son 
pied ; on’ aura clonc par In nnturc de 1 ik  vcrticale , et  en siipposant 
qric IC = Q I eoit 1’6quation ‘de In  surface de la terre , 
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hquations qui sont diffdrentes de celles du mdridien terrestre. Dam 
ces Cquations , ds doit &re supposd constant ; car il est clair que 
le prolongement de ds rencontre ie pied de la verticale suivnnt 
laquelle on le plie, k un infiniment petit prBs du quatribme ordre. 

Voyons quelles lumibres peuvent donner sur la figure de la terre, 
les mesures gboddsiques faites , soit dans le sens des mdridiens , Roit 
dans le sens ~~erpendiculaire aux mkridiens. On p u t  toujours con- 
cevoir un ellipsoide, tangent b chaque point de la surface terrctr- 
tre , et sur lequel les mesures gbdtMques, les longitudes et les lati- 
tudes A partir du point de contingence, dans une petite &endue, 
seroient les m&mes qu’k cette surface. 8i la surface entiere ktoit 
celle ci’un ellipsoicle ; l’ellipsoide tangent seroit par-tout le m b s ;  
mais si, coinme on a lieu de IC croire , la figure des m6ridiens 
n’est pas elliptique ;. alors l’ellipsoYde tangent varic d’un pays R 
l’autre, et nc peut &re ddtermind que par des mesures gCodksi- 
ques faites dans des sen8 diffdrens. I1 seroit trCs-itit6ressant de 
connof tre ainsi, les ellipsdides oscvlateurs d’un grand nombre do 
lieux sur la terre, 
, Soit z = n’+y*+ 2%-1- a ccu‘, l’dquation de la surface drz sph& 
royde que nous supposerons diffbrer trbs-peu d’une sphere doiit 
le rayon est l’unit6 en sortc que a est un trbs-petit coeficieiit 
dont n6us nkgligerons le quarrd. u’ peut toujours &re considkrd 
cornme fomtion des deux seules variables x e ty ;  car en le suppo- 
sant fonction Je x , y , z, 04 peut en Qliminer z au inoyeii do 
1’dquation x= r/i -x*-  y*. ~ e ~ a  pose, les trois Qquations trou- 
vhes ci-dessus, relativement A 13 ligne la plus courte sui la sur- 
fice de la terre, deviennent 

( 0 )  

x d d y  -7 ddx = a .  r‘). ddy - a. (2). ddx 3 
X dY 

xdda-zdddx= &.r;).d& 3 .  

y d d s - z d d y  = a. (i;). - ddz, 

Nous ddsignerons cette ligne’ , sous le nom de Zigns gdoddstque. 
Nommons r ,  le rayon men4 du centre de la terre B sa surface ; 

0 
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B l'angle que ce rayon fait avec I'axe de rotation que nous suppa- 
serons &re celui des z, et Q l'angle que le plan form6 par cet axe et 
par r ,  fait avec le plan des x et desy ; on aura 

r=r.sin.O.cosp j y=r,sin.B.sin.c j a=r.cos.O; 
d'oh l'on tirc, 

rm.sin.'. 0.d-q = x d y  - y d s ;  
-r9.  d 0 = ( x d z  - z d x ) .  cos. q~ + (y dz --a d y ) .  sin. q 
ds'= dxm+dy'+dzm = dr'+ r*.  dea +r'.dQ'. sin:& 

fin considdrant cnsuite u', comme fonction de n et de y , et &si- 
gnant par 4,la latitude; on peut supposer dans cette fonction, r = ~ ,  
et + = looo- 6 ,  ce qui donne 

x = cos.+.cos.p ; y = cos.4.sin.g; 
on aura ainsi , 



l l h  

or en ndgligeant leu quantitBs de l'ordre a, on a xddy-yddx =o j 
de plus, les deux Gquations 

donnen t 

M f3 C A N I Q U E C I? L E S T E ,  

xrEdz-%zddx=o, y d c l z - Z d d y = o ,  

a%. (.: d dx+y.ddy) 
zddz=-- i 

x"y" 
et 1'6quation d + y " + z ' =  1 , donne 

x d d x - t y d d y - t z  ddz+ds'= 0 ;  

c11 substituant aix lieu de zcddz , sa valcixr prCcCdcrite , on aura 
xddx- tyddy = - (x~+y') .cts'= - ds", COS.'+ ; 

partant, 

( g ) . d d y  - ( z ) . d c Z s  = (g).dsl. 

La premikre des Byuations (0) donncra ainvi cii I'intdgrant , 

c 4tant une coristante arbitraire. 
'Lda eeconclc des dquations ( 0) donne 

niais il est facile de voir par ce qui prkckde, que l'on a 

on a donc 
ddz = - dJ*.sin..C ; 

d . ( x d z - z d x )  = - a d s 9 .  .sin. 4 ; 
on a yareillement , 

d .  (ydz  - zdy)  5 - ads1. 

on aura donc 

r' . d6 = c'. ds. sin. 9 + c". ds. cos. cp 

1 - a. ds. C O ~ .  cp fds .  {(E). cos. p+  (g). sin. cp. tang. .J. 

- rc . ds . sin. o .J'ds. { r2). sin.9 -( 5). cos. 9 . tung. 4 ] ; ((I) 
11 4 dTJ 
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Considhrons d'abord le ens dam lcqucl le preniicr cdt6 de lil 

lignc gcSodCsiqnc ost para116le au plan corrcspondant dn 1n6ridicii 
cdhlc .  h n s  ce cas, dq eul de l'ordre a, ainsi que d r ;  on a donc 
cri negligeant les quanlit6s de l'orclrc e') ds = - - d e ,  l'arc s Ctant 
suppos6 crdtrc de l'dquatcur aux pbles. .C expriinaiit la Iatitudc, il 

cst facilc dc voir qucl'on a 4 = = I O O ~ - ~  -(*) ) ce qui tloiiiie 
d4 

OIZ a donc 

Ainsi en noinniant t , lit cliffdrence cn htitudc 
extremes de l'arc s ; on aura 

dcs deux poiitis 

24,' ktant ici la valcur de u' i l'origine de s. 
Lorsque la term eat  un solide de rdvolution, la lignc gdoddsique 

est toujours dam le plan d'un mdmc inkridien ; elle s'en Ccarte , si 
Ies parallblcs ne sont pas des cerclcu; l'observation de cet Ccart 
Iwut donc nous'dclairer sur cc point important de la tlidorie de 1 , ~  
tcrrc. Rcprciione 1'Cquation (p) ,  ct obmvons que dans IC cas 
prhsent , d9 et  la constante c de cette squation, sont de I'ordre a ,  
el quc Yon pcut y supposcr r=  I , CES d-4 et 8 - 100' - 4 ; on 
aura ainsi, 

Blaintenant ) si l'on nomme V, l'anglc que fait le plm dn rndridiclr 
cClevte , avec celiii des x et des y , d'oii l'on compic I'originc de 
I'awgle @ ; on aura , dx ' .  tang. Y= dy'; x', y', z', CtaJIt leu coor- 
donn6cs clc ce mdridien dont on a vu dms le no. prdci.clent, que 

dz '=adx' fbdy ' .  

En la comparant lt la prdcddente , on wit  que a et b sont infinis, 

I'Cquation di~&rentiellc est 1 

P 2  
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et tels que - -- = tang. Y; 1’6quation (a) du no. px6c&dent, donne n 
b 

eiisuitc , 
o= ($).tang. X Yo($) ; 

d’oir l’on lire, 
d U’ 

o = x .  tang. Y-y -e. (F). X tang. Y+ a. ( T). 
On peut supposer Y = p ,  dans les termes multiplids par a; de 

plus, - = tang.9 ; on a donc Y 
X 

d. (%I 
cos.+. cos. Q. {tang. q -tang. Y } = 

CUS.4 .COS.@ ’ 
ce qui donne 

a* (:) qJ-Yy= 
c03.SJ ‘ 

Le premier cGt6 de la ligne geoddsique , dtant suppos6 parall& au 
plan d u  mhidien celeste j les diffdrentielles de I’arrgle 7, et de la 
distance (~ -vY) .co~.+ ,  de l’origine de la courbe, au illan du 
nidriclien celeste , doivent &re nulles a cette origine j on a donc h 

et par consCquent , l’dyuation (I)) donne 

c= ..(%). tang. 4, , 
ZG, et 4, se rapportant ir I’origine de l’arc s. 

A l’extrdmitd cle l’arc mesurd, le cat4 de la courbc fait avec 
IC plan du rnbridien cdleste correspondant, un angle it trbs-peu 
prks &gal it la diffdrcn tielk de (F - 7). cos. 4,  divisdc par d $ ,  
7 &ant supposk constant dans la differentiation j en designaut 
donc cet angle par on aure 
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dp 
d-4 

Si l’on substitue pour - SR valcur tirde de 1’Cquation ( p  ), et pour 

o - 7, sa vdeur prdcddentc j 011 aura 

l’intdgrale &ant Frise depuis l’origine de l’arc mesur6, jusqu’i son 
. extrCmitb. Nommons e ,  la diffbrcnce en latitude de ses deux points 
extrOmes j a Btunt suppost5 asscz petit, pour que l’on puisse ndgli- 
ger son qtiarrci; on aura 

au.tang..I.. { (:), ‘v=-‘---- - tang. +.+ - 
cos, J. dqd.$ ( ddu‘ )} 

d d  u’ 
les valeurs de 4, (g) et (-) davant se rapporter ici, pour 

.dQ 
plus d’exaotitude, au milieu de ]’arc meaur6. L’angle e &it &re 
~1uppos6 positif, lorsqu’il e’cicarte du ui6ridian, doue le mile des 
nccroissenlens clc Q. 

Pour avoir la dif€c(rence en longiludc , des dcux m6ridicns cor- 
rcspoiiclaiis aux extr6mitds de l’arc, nous observerons que u,’ , <, 
4, et 9, , &ant lee valeure de u‘, V, 4 et cp ? A la premiere extn5mitd j 
011 R 

u. (2) a .  rg) 
q1- K = <08>P x-- i q - r = *  cos,p.c j 

mais on R A fort peu pr&s, en nbgligeant le quarrd de 8 ,  

on aura cloiic 

d‘ou r6sultc cctte Cquation fort siniple 
(Y- ?<) sin. 4, = * ; 

ninsi 1’011 pent par l’observation scule , ‘et indkpend~mrncnt de la 
connoissaiice (IC. I n  figtire de la terre , determiner la diff‘drence en 
longitude , clcs indricliens corrcspondans aux extr&rnit&s de l’nrc 
mcsur6 ; ct si Itt virlcur de l’anglc I est tellc que l’on 11c puiue pm 
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l’attribuer aux erreurs des obvcrvatioiis, on sera shr que la term 
n’est pas un syhdroi’cie de r6volution. 

Considerons maintenant, IC cas oil le premier cilt6 de la ligne 
geodesique , est perpendiculaire au plan correspondant du mdri- 
dien celeste. Si l’on prend ce plan pour cclui des n et des y ;  le 

r/ dx= + dza 

ds ’ cosinus de l’anglc form6 par cc cGt4 sur cc plan, 8era 

ainsi ce cosinuv &ant iiul h l’origine , on a d x =  o , cZz = 0, c~ 
qui donne 

d.  rsin. 8 .  cos. 0 = o ; d.  COS, e = 0 ; 
et par convdquen t , 

r.dB=r.dp.,sn.e.cou.B.tang.cp; 
xnais on a,  aux yuantiths pres dc l’ordrc d ,  ds =r.Jq.sin.e; OH 

aura donc h l’originc , 
dd tans.  p .coq. 9 
z= r . 

conitante d de 1’6quation (9) Cat &gale h la valcur dc xdz--z[€x, 
h l’origine; elle est doac nulle, et 1’Qquation (9) donne h, l’origine , 

--- - . s i n . ~ ;  de cr 

ds f” 

on a donc , en observant que 0 est ici de l’ordre a , et qu’ainsi, cri 
nt5gl;ligcant les quantitea de l’ordrc a*, on a sin. P = tang. p ; 

c’= r,. COS. 8, , 
lcs quantites r, ei e, dtant relatives ir l’originc ; partant, si l’on 
considkre qu’a cette origine , l’ang10 P est ce que nous avons noriim6 
prkckdemment, P,- Y,, et dont nous avonr) trouv6 la valeur Cgde t i  

a. (I%) - ; on aura h ce point, 
CO.5.’. 4, 

Ubquation (q) donne ensuite, 
dde, cos. e, dp, 
a,‘ r, ds --a. (3) i 
-=- 
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mnis on a 

on aura donc 

L'dqixntion ( p )  donne , en observant qu'ii l'origine, 

d? -=-=- 1 1 . ( I-.u,'+&(+Png.+,], 
ds I*, . siu. b ,  C08.  $, 

cclle-ci , 
d'ou l'on tire, 

c= r,.sin. 8,  j 

(2;) 9 

d u,' d 4, 
2 et.- a.-.coa.B/ e. -- 

COT."..+, 
L=- 4 
d S *  I - , .  sin. 8, r,.sin:8, + d S  ds - 

ct par consCqucnt , 
I E I L , I  ( 0  - C0J.P 4,) 

= -a. (=). ~ 0 a . 4 4 ,  ' 

aaB, 
d S" 

donne 
qui sont indbpcndans de a, 

en ne conscrvnnt pnrmi les tcrmes do l'orclm Sa7 qne ceux 

d-&/ = - 9.- -- i 
1 

ds dss COY...+, 

~a diff(;-rencc dcs latitudes anx dcux extri.mit&s clc l'arc mesurb, 
fcra donc connoitre la fonction 

c 

il cst remarquable, que ponr IC r d m e  arc mesxard ch lra  lo sens dn 
R .. 

m6ridicn , cette fonction cut, par cc qui prciccdo ? Q i l c  h taiig.4, - i 
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elle pourra ainsi Otre ddterminde de ces deux manibres , et 1’011 
pourra juger s i  les valeurs t&iivdes, soit do la diff&rence des lati- 
tudes,, soit de l’angle azimuthal -, sont clues aux erreurs des ob- 
servations, ou i~ l’excentricitd des paralklcu tc-rres trcs. 

On a, en ne conservant que la premiere puissance de 9 ,  

PIP, n’est pas la diEdrencc en longitndc, dcs ilcux cxtrdmitds do 
l’arc s j cette diffkrence est 6galc h Y- 7, ; or on a ,  par ce qui 
prkcidc , 

ce qui donno, 
d du,’ d du,’ 

3 I --- 
CO8.’4, cos.3.1, 

Q, -r- (Q,-C) = 
partant, 

Pour plus d’eractitude , il faut ajouter k cette valeur de 7- VI, 
le terme dependant de a3, et ind6pendant de a, que Yon obtient 
dans l’hypothkse de la terre sphdrique j ce terwe est &gal 

tane.’.C, 
,‘s3.-- j ainsi l’on a ’ cos. 4, 

-5 d.tang’.q, , I y--y, = cos: 4, 

11 nous rcstc Bd6termincr l’angle azimuthalh l’extr6mit6 de ]’arc 8, 

Pour cela, nommons 8’ et?’, l a  aoordonn6es x e t y ,  rapport& au 
m6ridien de la dernibrc cxtrdmit6 de I’arc s; il est facile de voir --- 

/ d x ’ * +  dtn  que le cosinw de l’angle azimuthal est Cgal B . Si I’oon 
dS 

yapporte les coordonndes x c t y , au plan du mbridien correspon-. 
clan t 
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dant A la premiere extrdrnitd de l'arc ; soil premier cbtti &ant mp- 
pose perpendiculaire au plan de ce mCridieii 011 aura 

d X '  - - o ;  - - = o ;  d z  2- -1; 
dr ds ds 

partant, en ne conservant que la prcmibro puissatico de 8 ,  

d s  ddx, dz  ddz, 
-=u,--- -sa.-; 
ds d,* ' ds d A* 

-- 
or on a 

ainvi 7- Y, &ant par ce qui prdcbde, dc l'ordre a, 011 aura 
x' = x .  C O ~ .  (7- F<) +y . sin. (7- T?) ; 

- = S . - - + ( Y - y ; ) . - .  d d  d d.c, dYI 
ds ds' dS 

Maintenant, on a 
LIC = r.sin. 0.cos.p ; z= r.cos. 8 ; 

on auix donc, en ndgligetlnt les quantitbu de l'ordre a', et obaer- 

rant que 9, 
d&, dJ, - et - son1 des quantites do I'ordre a, 
lis' ds 

d a x ,  ddrr,' ' . ddr, de,' 
----a,- sin. 8,  + r,. z. cos. 8,  - r,. sin. 8 , .  -, 

d P  d d #& 

On a cnsiiite 

tang.-?,; 
a. ddu - = e . ( r ) . ; i ; ; - t t . r $ ) . r =  ' ddu,' de,' dd4, 

de plus , ds r= t,. sin. 8 , .  d ~ , ;  on aura donc cn substitnant pour 

ddu,' 

dS. con.. 4, 

On a ,  coiiime on vient de le voir, en negligeant lcs puissanccs 
' supdrieures (IC 3, 

COS.' $, 
S V-V,=--. 

COB. 4, 

M ~ C A N .  c k ,  T O ~ W  XZ. Q 
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9, ct  - = 1 j on a donc 
dS 

On trouvaa scmblablcrrient , 

le cosiiius de l'angle aziniuthl h l'cxtrkmiti: dc l'arc s, sera ninsi, 

Ce cosinus dtnnt fort pet i t ,  il pcut ttrc pris pour le oo~i~pldmcnt 
dc l'anglc azimuthal qui, par conudquent, est &gal 

Le rayon osculeteur (10 la lignc gbodhsique formant un angle 
quelconque , avec le plan drr mdridien , est &go1 h 

' clsp 
-.--- 

-_.___-I__._ 7 
(/(tld x.)" + ( (1 dy)' + (tl d Z)a 
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d')oh I'on tire, 
ddu' f l=  l+kU'+&.--. 
R s ,  , 

Dms le sciis du nidridien , on a 
dd l i  ddrr 

d .  - = a. (k) i 
dsD 

partant, 

S 
Si dam I'axpression prdcdclente de 7-V,, 011 fiiit - = 8'; elle 

prend cellc forme trhs-simple , TChtivc: ii une sphbrc du rayon h', 
R 

L'cxpresuion de l'angle azimuthal dcvient 

ioo*-a'.tang,.t,. (i-j.6n.(t_ttrtng.'.t,)}. 

forme avec le plan correspondant du mbridicn cdleste; 011 aura 
Nommons A ,  l'angle que le premier cC;th de is lignc g8odksiqac, 

Mais ilans l'bypothhse de la splihre apli6riqiio , on a 
sin. A ddc, 9 . 8 h . A . C o s . A  -= tang. 4, j 4 

i d f a  COY. J, 
-=- 
ds cog.+, 
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partant, 

IC rayon osculatcur R dans le sens de ceite ligne gdodhsique , est 
ilonc 
I +au,'+Q u.- ";""""( (dup') - .tang.+,+ ( d d u . ' ) )  -- -a.siii.'A, tang.4/.( %) 

COB. 4, d,.d+ 

ilonc 
I +au,'+Q u.- ";""""( (dup') - .tang.+,+ ( d d u . ' ) )  -- -a.siii.'A, tang.4/.( %) 

COB. 4, d,.d+ 

a(%) 
B = cc - . tang. 4,. (;i3-> dU,' - + z. (tg) ; a cos.' +, a 

on aura 

Les observations des angles azimiithaux , et de la diffirencc (leu 
latitudes aux extrhmitds de deux lignes gt':oddsiqucs mcsurdcs , 
l'une , dam le sens du mkriclicn , l'autre, daiis le sens perpendicu- 
lairc au rndridicn, feront connoftre, par ce qui prCcbde, leu valcurs 
de A, I3 et K ;  car ces observations donncn t leu rayons osculatcurs 
dans ces deux 9ens. Soicnt R et R' ces rayons j on aura 

R' f RN 
Y 

R -  Rrl 

II 

K=- i 

B = -  i 

et la valeur de A sera ddterminde, soit par l'azimuth de l'extrd- 
mite de I'arc mesuri: clans le scns tlu iii~ridieri , soit par In difff- 
rcnce en latitude, des deux extr6niitds de l'arc mcsur6 dariv le 
sens pcrpendiculaire au mdridien. On aura ainsi le rayon O ~ C I I -  

lateur de la lignc gdod8siqiie dont le premier cat6 forme uri unglc 
r~ueIconque, w e e  le plan du mdridien. 
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A Si l’on nomrne P E, un anglc doiit la tangentc est ; on aura -- 
R = K +  V A ~  + BS.  cos, (9 A- J E )  ; 

le plus grand rayon osculateur rkpond i A = E ; la ligne gCod6- 
sique corresporiclantc forme donc l’angle E, avec le plan du mdri- 
diem Le plus petit rayon osculateur rdpond h A = loo“+E; soit r 
ce plus petit rayon, et r‘ le plus grand ; on aura 

R = r-i-(r’-r).COS.a(A--E), 
A-E dtant l’angle que la lignc gdod6sique correspoiidantc h R, 
forme avec celle qui correspond A r’. 

Nous avons ddjk observe qu’h chaqw point de la surfilcc de 
la terre , on peut concevoir un cllipno’i(1e osculateur sur Ieqiiel lcs 
degrCs dans tous les sens, sont sensiblement les niihies dans iinc 
pctite &endue autour c h i  point d’osculution. Expriinoiiu It’ rayon 
de cet ellipsoYde , par la fonctiori 

i--.sin.a+. {1+it.cos.z (cp+C)}, 
Ics longitudes p 6tmt comptbcs d’un rridriclicu donn8. L’cxprcssion 
de I’arc terrcstre mesur6 dans le scns du mdridien , scra par ce qui 
precede, 

I--. { I +h. cos. a ( 0  i- c]} . { 1 + 5 ,  cos. a 4- 3 e .  sin. 24). 
Si l’arc mesur6 est coneiddrublo, et si 1’011 ;L obscrvd , coulmc en 
France, la latitude tlc quelqucis points interiii6diaircs e11 tre 1c3 
extrdrncs j on aura par ces moaurcs, et lit gixnclcur du rayoll pris 
pour unitd, et Iu. valcur JC a. (1+h*cos.~(a ,+ CJ}. On it ciisuitcb 
par cc qui prCcbde, 

t3ng.O 4. ( 1  f COR.*.+ 1 
COR. -4 

l’observation dcs angles nziniutliaux aux dcux cxtr6mitt‘:s dc l’;*r(; , 
fcrir tlonc connoltrc ah.sin. 2 (e+e). Enfin, le drg1*6 uieuurd ttarlls 

IC scns yerpcndiculaire au riidridicn , est 

1. -t- io. CL { 1 + la. cos, a ( 0  + C) } . s k a 4  + 4“. ah. tmg.’4. cos. P ( q  + c); 
In rriesure de cc dcgr6 doiinera clonc la valeur <IC ah. sin. Y. (p+ c). 
Ainsi 1’elli~)soi’de osculatcur sei's d8termini: piw ct‘s &verses mc- 
wires : il scroit ndcessaiw , p o w  iu\ iiussi grt i i~ l  arc, d’ttvuir Cgarcl 
uu quurrd de o tlans l’cxprcssion de l’angle a; sur-tou t H i ,  C C ) I I I I ~ I ~  

a# 

2 

a =- a aJi.8.  --- . ni i i .  P ( 0  4- 6);  
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on ]’A obvervh en France, l’iingle azimuthal ne vdrie pas propor- 
tioiinellement A I’arc mesurd : il faudroit inbine ulors ajoutcr k l’cx- 
prevsion prkcddente du rayon de l’el~ipso’ide, un ierrne (le 1, c~ f oriric 
tt k. sin. .$- . COY..$-. sin. ( q  + C’), pour avoir l’expression 18 plus ghG-  
rale de ce rayon, 

39. La figure elliptique est la plus simple aprhs celle de la 
spli&rc : on a vu prdckdemmcnt qu’elle doit &trc celle de la terre ct 
des planttes, ea Ics supposant originaireinent fluitles , si d’uillca~u 
elks ont conserve, eii se durciasaiit , Icnr figure primitive ; il Ptoit 
ilonc nature1 de coiuparer it cettc figure, ICs ricgrPs mcsurth dcs 
mCridims ; mais cette cornparaison a donn6 pour la figure de:, 
mdridiens , des c:llipses difrdren tes , ct qu i  s’dloigiicut Crop Clvs 
observatioiis , pour pouvoir &re arimiees. Cependant , avan t de 
renonccr e11 tit!rcmeiit h lik figwe elliptique, il faut-dtiterminer cellc 
daiis Iaquelle le plus grmd dciurt des dcgrds Inesrtrcs , est plus petit 
que danv tontc autre Iigrirc elliptique, ct voir si cct (!cart e b t  tluns 
1es limitev des errcurs des observations, Or1 y prvicridra pur la 
mdthode suivante, , 

Soieiit a(’) , &) a(’), 8 ; ~ .  , ICs degrds niesurds clcs miridicns ; 
aoient p(l) ,  11(~), ] J ( ? ) ,  & c . ,  Ics quarri.s des siiius des lulitiidcs cor- 
yespondantes : supyosons qlle clans l’ollipse cliercEiCe, IC dcgd (111 

rn6riclieii soit exprime par la  formule z + p y ;  en nornmant $(I), 

d’) , d3) tkc. , lea crrenrs des obscrvatioiis , on aura Ics I1 I’ 10119 

suivantes dins lesquellcs nous stipposerons que p(’ ) ,  P ( ~ ) ,  Z I ( ~ ~ ,  

formen t une progression croissaii l e ,  
< & I )  - - p . , y  = =(I )  

a(’) - - p‘”’.y = 
*‘?I - --pcv.y = &?2.(1) i (A )  
, , . . . , , . . . . . . . 

a +“’.y = &) # 
(Jn) - 

n dtnnt, le nornhre dcv  d c g ~ k s  mcsurh, 
On &riiiicra. de cey dquations, Ies deux inconnucs e et y, 

et 1’011  aura n - 3 dquutions tlc coiitlition , entre leu n erreurs a ( ’ ) ,  
@I,  . . . . , d”), J1 h u t  uiuintenant ddterminer le .ry.rt&ine de COY 

erreurs , duns lequel la plus grande est, abstractiorl faite du signe, 
nr oindre que dairs tout au trc sys t i h e .  
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Supposons d'abord que l'on n'ait bntrc ces erreurs, qu'une seule 
dquation de cordition, quo nous pouvons rcprdsenter par ccllc-ci , 

a 3 rnx(')+nx~")+p~x(')+Prc.  
u 6tant positif. On aura IC 3ysttmc des valeurs de a+'), dP), &o. , 
qui dunnc, abstraction fiiitc clu sigiic , la plus petite vnleur , h la 
plus graiide; en les supposatit nu siguc prbs, toutcs Cgalcs entre 
ellcs et au yuoticrit dc a, divisc': par la somriie des cocfficiens nt,  n, 
p , &c.,  pris positivcinent. Qumt ail sign" que cl ique qlliin(it6 
cloit Ixvoir, il doit &re IC nidrne qae ccliii dit coefiicient de cettc 
qunntitc': , clans l'dquntioii proposdc. 

Si 1'011 ;I deux Bqtiatioizs de condition entre ccs erreurs; lo sys- 
t h e  qui donnera 18 plus petite vdeur possible , A la plus grande, 
~ c r n  tel, qu'ahstraction faito d u  signc , toutcs CCY ci*reui*s scront 
&gales entre ellea, A l'oxception cl'ane seule qui scrn plus petitu 
que Ics autres, 011 rlu iiioiiis, qui ne Ics snrpasscra pas. En suppo- 
Yiint doiic quc x ( ' )  soit cettc crreur, on la tldterniineraen fonctioii de 
d'), xCs), &c., nil rnoyen de l'uiic des Bquations de condition, 1"o- 
posdcs ; en snbstittxnnt ensuitc cctte vctlcur de a+'), daw l'autrc 
(.quntioii de condition , on en formcm itnc cntrc da); d3), &C.: 
rcprCscritons-la par la suivtuitc , 

(I - ryt d4)+ n d 3 )  + &c, , 
a Ctniit positif; on aura ,  cotiiiiic ci-dcusus , Ics vdcurs tlc .z('), 
d3), &c. , en tlivisnnt a ,  p r  In mriinc clcs coefficieiiu m, n, &c., 
pris positivernent , et en clonnnnt succeet+ivenicnt nu quotient, leu 
signes clc m, 7 2 ,  &c. Ccs vdcnrs snbstitridcs dnns I'expregsioil de 
%(I) cn d'), d3), k c .  , donnccont In vnleur dc d'); et si cctte vnIear, 
abstraction fnitc dri sipte, n'wt ~ R S  p111s ~L' ;~II (?c  qixe ceIIe cic 
cc syst4me de vlzleurs sei'ii cclui qu'il fmt adopter j innis si ~ I I C  est 
plus gmndc, nlors I n  slipposition qiic d') cst la plus pclite 
crrcur, n'cst 1x1s lPgitirric, et il f n u d i ~ ~  firirc siicccssivenicnt la 
iiiihrie supposition sur d'), .T('), &c. , jusqi l 'h cc qiic 1'011 pnrviciino 
i t  une crreiir qui y sntisfxw. 
' Si l'on n trois c'qiintio~is tlc condition, entre ccs crrcnrs; IC sys- 
i4ttio qiii d o n n c ~ n  ln  plus pclitc vnlcrir possiihlc, ti In plug grnnde, 
s w i  icl , qu'nl)3lriictiuti l'aito dir sigiic, toiitcs ccs crrcnrs scront 
@lcs cm~re cllen, i t  l'exccption de dcux, qiii wroiit moiiitlrcs qnc 
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les autres. En supposant donc que d’) et .P), soient ces deux 
crreurs , on leu diminera de la troisibme des Cquations de condi- 
lion, RU nioyen des deux autres Cquations , et l’on aura une Bqua- 
tion de condition’ entre les erreurs d’) et d 4 ) ,  &c. : reprhsentons- 
la par la suivante , 

a = rn xc3)+nx(4)+ &c., 

n etant positif. 011 aura les valeurs de d 3 ) j  xc4) ,  &c., en clivisant a 
par la sornme des coefficiena , m, n , &c. , pris positiveriient, et en 
donnant siiccessivement au quotient, les signes de m, n , &c. Ces 
valeurs substituhes dans les expressions de x(’) et de da) , en d3), 
~ ( 4 1 ,  &c., donneront les valeurs de d’ )  et de d’), et si ces der- 
nihres valeurs , abstraction faite ilu @ n e ,  ne surpassent pas d3), 
on aura le s y s t h e  d’erreurs , qu’il faut adopter; mais si l’une do 
ces valeurs surpasse d3), la supposition que a+’) et do) sont les plus 
petites erreurs, n’est pas l6gitinie, et il faudra fairc la mtme sup- 
position sur une autre combinaison des erreurs &), s@), d3), &c., 
prises deux A deux, jusqu’i ce que l’on parvienns k une combi- 
nabon dans Iaquelk cette supposition soit ldgitirne. 11 est facile 
d’btendre cette mbthode , au cas oh l’on auroit quatre ou un plus 
grand nombre d’dquations de condition, entre les erreure &I), a$’), 
d 3 1 ,  &c. Ces erreurs &ant ainsi connuea , il sera facile d’en conclure 
Ies valeurs de z et dey.  
La methode que nous venons d’cxposer , s’applique Q toutes lcs 

questions du mdme genre; ainsi, ayant uii ponibre n d’ohscrva- 
tions d’une combte, on peut, ti  son moyen , ddtcrminer I’oubite 
parabolique dans layuello la plus grande erreur est, abstraction 
faite du signe , nioindre que dane toutc autro orhite parabolique , 
et reconnoitre par-]&, si l’hypothbse parabolique peut repr6eenter 
ces observations. Mais quand le nornbre dcs observations est con- 
sidkrable , cette mdthode conduit A cl0 longs calculs , et l’on peut, 
dans le probl4me qui nous occupe , arriver facilement au systamo 
cherche des erreurs , par la rn6thode suivante. 

Concevone que dl’ noit, abstraction faite du signe, la plus grand0 
des erreurs d’), a(’), &c. ; nous observerons d’abord , qu’il tloit 
exieter une autre erreur di’) Bgale c t  de sigrie contraire A d’); 

a~itrcment , 



PR.EM1JE:R.E P A R T I E ,  L I V R E  1-11. 129 

,p(i) .y = %('I 

autrement , on pourroit , en f&mt varier I convenablement dam 
1'8quetion 

diminuer l'erreur di), en lui conservant la propridtd d'btre l'errenr 
extrdme , ce qui est contre l'hypothkse. Nous observerons ensuite, 
que x(') et dl') &ant les deux erreurs extrbmes , l'unc positive et 
l'autre nCgtrtive , et qui doivent &re Cgales cornme on vient de le 
voir ; il doit exister une t ro i s ihe  erreur a+'") 6gals abstraction 
faito du signe , Ad'), En effet , si l'on retranche 1'8quation corres- 
pondante a do, de 1'8quation correspondante B d") ; on aurq 

&e second membre de cette Bquation est, abstraction faite du signe, 
la somme des erreurs extremes , et il eat clair qu'en faisant varier 
convenablementy, on peut la diminuer, en h i  conservant la 
propriktd d'Qtre la plus grande des sommes quo l'on peut obtenir 
par l'addition ou par la soustraction de8 erreurs d'), #), &c., 
prisee deux it deux; pourvu qu'il n'y d t  point une troisieme erreur 
XQ") Bgde, abstraction faite du s i p ,  Ad'); or la sotlime des erreurs 
extr4mes &aut diminuhe, el ces erreurs &ant rondues Cgales , au 
rnoyen de la valeur de a, chacune de ces erreurs seroit diminbde , 
ce qui capt contre l'hypothkse. II ctxiste donc trois erreurs d", a+'')# 
&'), dgales entre elies , abstraotion faib du sigae, et dolit l'une 
a un signe contraire B celui des deux autres. 

Supposons qua QS soit E(") j aiore le nombre if tombera entre le8 
deux nornbres i et i". Pour la fuire voir , imaginoaa que cela ne 
soit pas, et que i' tombe en de+ QW au-delA des nombres i ct i". En 
retrnnchant l'dquatiori correspondante h if, successivement des dowx 
Bquatiorp correspondantes ti i ct A i", on aura 

, ,U) - 

a'"' - - {p'Lp} .r = &')-.&'), 

- 

{p -pW}  .y 1 XCi) - #(") J * c o  - a"')--' 
a("')- - (PC"') +4} ,,y = #('''I- &')* 

Les seconds membree de cee dquations sont Cgaux et de mQme signe ; 
ils sont encore, abstraction faito du signe, la somme des erreura 
extremes; or il est clair qu'en faisant varier convenablement y 
on peut diminuer ahuoune de ces sommes, puisque le cosfficient 
dc y , a le meme signe dans les deux premier8 membres t on p8Ut 

.hId:CAN. CiL. Tom8 Z J ,  1% 
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cl'ailleurs , en firisant varier .z convenablement , conaerver it #'I, 
In m h e  valeixr; x(') et di") seroient donc alors, abstraction faite 
(tu signe , rnoiiidres que dz3 qui deviendroit la plus grande des 
erreurs , BWB avoir d'egale ; et dam ce caa , on peut , comme on 
vient de le voir, dimiltuer I'erreur extrQme; ce qui est contre 
l'hypoth&se. Ainsi le nombre i' doit tomber entre lea nombres i 
ct i". 

Dkterminons maintenant, lesquelles des erreurb d'),d'), I('), &c., 
qont les erreurs extrbmes. Your cela , op retranchera la premibre 
des equations (A), successiveinent des suivarites; et 1'0x1 aura cetie 
suite d'kquationo , 

- a ( l L ( p c P )  +'I) *y = &I - $0 

a ( 3 )  &Y (p(3) +9) ,y = *w - x ( ' )  

- (p(4) -*<'') .y = &4) - *:(9 3 
($4, - 
&C, 

Suppasone y infini; lee premiere membres de ccs dquations seront 
ndgatifs, et alors la valeur de d') sera plus granda que d'), a?), &c. ; 
cn diminuant continuellenient y .I on arrivera enfin A une valeur 
qui rendra positif, l'un de ces premiers mernbres , qui avant d'ur-, 
river i cet dtat, deviendra nul. Pour oonnottre celui de ces mem- 
bres qui le premier devient Cgal A zero, on formera lee quantitds , 

&)- a(') a(3)- a(') a(4)-a(') 
&c, p ( L p ( 0  5 p ( L p ( 0  i pC4L-p"> i 

Nommons e(') la plus grande de ces quantitds, ct supposons qu'elle 

s'il y a plusieurs valeurs rSgaleg a C('), nous consid& 

rcrons celle qui correspond au nomhre r ,  le plus grand. En  subs- 
titrxant e ( * )  poury , dam la ( r - ~ ) ~ * ~ ~  des equations ( B ) ;  d') sera 
&gal h dl), et en diminuant y , il l'emportera sur d'), le premier 
mcrnbre de cetto dquation devenant alors positif. Par les cliniinu- 
tions successive8 de y , ccs membre croitra plus rapidement que Ies 
premiers membres des Bquations qui la prBc4dcnt ; ainsi, puisqu'il 
devient nul, loreque les pr8cCdene sont encore ndgatifs , il est 
visible que dans les diminutions successive8 de y , il mra toujourv 

a(Q- a(l> 

soit p'"--p"> * 
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plus grand qu'eux , oe qui prouve que dr) sera constamment plus 
grand que arc'), d'), . drq'), lorsquc y sera moindre que CC1). 

Les premiers membres des dqrxation:, (B) qui suivent la (r-i)l*me, 

eeront d'abord nbgatifs, et tant que cela aura lieu, de'), A+'+'), &c., 
seront moindres que '1, et par consequent, moindres que d') , 
qui devient la plus grande de toutes les erreurs a+'), d*). . .x("), 
lorsque y mmmeme Zr devenir moindre que e('). Maie en conti- 
nuant de dirninuer y , on pztrvient i uiie valeur do cette variable , 
tello que quelquerr-unes des erreurs d'+'), &+t) , &c., commsn- 
cent it  l'emporter sur &. 

Pour &terminer cette valeur de y ,  on rctraxic1wx-a la SdIns des 
6quations (A), suocessivement des suivantes , et I'on aura 

a(*)) - a ( L ( J ( ~ + : ) + r ) }  ,y & + I ) - ~ C ~ )  i 

&+'I - g(') 3 b(r+Lp(9} *3" = #+.> - X('' i 

&C, 
On formera ensuite les quantitdv 

a('+ 1) - a(') a(*@) - aC') 
pV+')  -p J pc-t.1- p"' . & C, 

Noinmons E ( ' ) ,  la plus grande de cey quantitds, et supposons qu'elle. 
: si plusieurs de ces qsantitbs sont 6galee a e('), nous soit 

eupposerons que r' est le plus grand des nombres auxquels elles 
repondent. Cela pose, at') sera la plus gr;unde des erreurs d'), 
x~*). . . id"), tant quey  sera cornpriv entre 6(') et 6*>3 maiv Iors- 
qu'en diminuant y ,  on sere srriv4 A c c o ' ~  alors &') comniencera 
h l'ernporter sur &, et b devenir la plus grande ilcs erreurs. 

Pour J6tcmiiner dans quellev liniitcs, an formera les quuntites 

&') - a(') 
p(r') -PPI 

Soit e(') la plus grande de ces quantitds , et supposons qu'elle soit 
&'+J)- a(") 
p("~+"-"'" : s i  pluvie ura de ces quan tit& sont Cgales Q C('), nous 

supposerons que I/' est le plus grand des nombres auxqixels elles 
re"pondcnt. d") sera la plus grandc de toutev Ies erreurs depub 

J i Y  
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y = E ( * )  jusqu’k y = tC3), Lorsque y = ~ ( ~ 1 ,  alors d”’) commence 
A &re cette plus grande erreur. En continuant ainsi on formera 
les deux suites, 

$ ( I )  ; x(‘) ; &’I ; X(‘/’) ; 4 , &J 

0 0 ;  e(‘)  ; C(’) ; ((3) ; . . . cC‘) --ob ; (e) 
Xla premikre indique les erreurs d’), dr), d”), &c., qui deviennent 
successivement les plus grandcs : la seconde suite formke de quati- 
tit& ddcroissantes, indique les limibes de y ,  cnlre lcsquelles ces 
erreurs sont lcs plus grandes ; ainsi d’) est la plus grande erreur 
depuis y = m , jusqu’k y = c(’); x(‘) est la plus grande erreur depuis 
Y = C ( ’ ) ,  jusqu’k y=6tS); d”) est la plus grande erreur depuis 
y =  dS), jusqii’h y = 6(3J; ainsi de suite, 

Reprenons maintenant les Cquations ( B ) ,  et ~upposofls y nCga- 
tif et infini. b s  premiere membres de ces dquutions seront posi- 
tifs ; x(’) sera donc alors la plus petite des erreurs dl), E(’ ) ,  &c. : 
en augmentant continuellement y , quelques-uns de ces meinbree 
deviendront nbgatifs , et alors cessera d’btre la plue petite des 
crreurs. Si 1’011 appliqiie ici le raisonnement que nom venom do 
faire pour le ca8 des plus grandus erreursj on verra que si l’on 
nom- A(’), la plus petite des quantites 

d9-d’) a(3 L a o )  a(4L a(’) 
p(Lp(’)’  i pW+ 1) ’ 1 p(4LpC’) 3 &C, 

Q$’)L.Q( ’) 
et si I ’m suppose qu’elle soit 8 &ant le plus grand des 

nombres auxquels repond A(’), si plusieurs de ces quantiterr sont 
6gales h A(’); % ( I )  sera la plus petite des erreinrs depuis y - --oo, 
jusqu’i y =A(’). Pareillemelit, si l’on nomme A(’), la plus petite 
des qwantitds 

d+l)-&l ~c+.>-ac’) 
; &c. p“+’’--p”> : p - 2  L p C O  

&’>--a(’) 
ct que l’on suppose qu’elle soit p ( L p ( 1 )  ’ 8’ &ant le plus grand des 

nombrcs auxquels repond A(’), si plusieurs de ces quantitks sont 
Bgales b A(’) j dS) sera la plus petite des erreurs depuis y = A(’), 
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)usqu'iry= A(') j et ainei du reste, On formera de cette manibre, les 
deux suites, 

St!) J +to ; &') ; $(JY ; . , . $("I * 

- 3 6  ; A ( ' ) ;  A(') ; ; ..... A(q') ;  0 0 ;  (0) 
La premiere indique les crredrs d ' ) ,  A+), x(~'); &c. , qui sont SUC- 

Cessivement les plus petites, A mesctre que l'on augmente y : la 
seconde suite formke de terrdes croissans , indique 10s lirnites des 
valeurs dc y,  cntre lesquelles chacune de ces erreurs est la plus 

jusqu'k y = A(') ; dS) est la plus pctitc des erreurs , depuis y = A('), 

juuqu'ky = ~ b ) ,  et ainsi du reste, Cela p o d ,  
La valeur d e y  qui appartient A l'cllipso clierchde , sera I'une des 

quantitds e ( ' ) ,  e('), W ,  &c.; A('), A('), A(' ) ,  &c. ; elle aera dans la 
premiere suite, si les deux erreixrs extremes de mbnie signe, sont 
positives. En effet ces deux erteurs &ant alors lee plus grades  , 
elles sont dans la suite, d'), & ( I ) ,  dr')) &c. ; et pubqu'une mdme 
faleur d e y ,  lea read kgales, ellee doivent dtre ConsBcutives, et la 
trnleur de y q d  leur convient ne p u t  &re qu'unc des qutlntites 
e('), e(&), &c, ; parce que deux de ces errears ne peuvent &re A-la- 
fois, rendues Bgales et les plus grandee, qua par l'une de ces quan- 
tit6e. Voici maintenant, de quelle manibre on ddterminera celk 
des quantitds e('), etr), &c., qui doit &re prise pour y. 

Concevons , par cxemple que e(') so; t cette valeur j il doit alom 
se trouver, par ce qui precede , entre adr') et dr"), une erreur qui 
scra le minimum de toutes les erreurs , puisque dr') et drn) seroat 
ks maxima d l  ces errcurs ; &si, dam la suite d') d'), x"'), &C. , 
quelqu'un des nombres 8 ,  s', &c., sera cornpris entre r' et d'. Sup- 
posons que ce soit 8.  Your que &) eoit la plus petite des erreure, 
la valeur dey doit &re coinprisc depuis A(')  jusqu'k A(*); donc si d3) 
est compris dans ce8 limites , il sera la vnleur chcrchCc de y , et il 
para inutile d'en chercher d'autres. En effet , aupposons que l'on 
retranche celle des Cquations (A) qui r6pond it a+), successive- 
mcnt des deux 6quations qui repondent B &') et it &"); on nura 

petite ; ainsi, dl) est la plus petite des erreurs, depuis y = -00 9 

(pL a($)- b ( r ' L p W )  ,y = &') -*('I i 
&"L , t J L  { p(r"),ptr)} ..y =&"L &I, 
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Tous lee membres de cea equations &ant positifs , en supposant 
y = d'); il est clair que si l'on augmente y , la quantite a(r') -d') 
augmentera ; la sovime des errcurs extrbmes , prise positive- 
rnent, en sera donc augrncntde. si l'sn diniinue y , la quantitd 
s ( ~ " ) - s ( ~ )  en sera augmentde ) et par cons6quent uussi, In somme 
des erreurs extrQines j 6(3) est donc la valeur de y qui donne la 
plus petite de ces sornrnes ; d'oh il suit qu'elle est la sewle qui sat& 
fame au problQme, 

On essaiera de cette manibre, les valeurs de t ( ' ) ,  et'), W, &c.; 
ce qui se €era trks-aiadmciit par leur seule inspection; et si Yon 
arrive A une valeur qui rempliase 10s conditions prkckdentes, 011 

sera sfir d'avoir Ia vdeur  chcrchde de y. 
Si aucune des valeurs de E ,  ne remplit ces conditions j alors 

cette valeur de y sera quelqu'un des ternies de lu suite A ( ' ) ,  A ( * ) ,  

d3), &c. Concevons, par exemple, que ce soit A ( * ) ;  les cleu:c. erreura 
extrQmea a(') et d") eeront alors ndgntivee et il y aura, par ce 
qui precede, une erreur intermediaire, qui aera un maximum, et 
qui tqmbera, par consbquent , dans la suite .d'), a$r), &c, 
Supposons que ce soit dr), r &ant alors ndcessairement compris 
entre 8 et a'; &('I devra dopc etro compris entre e(') et ~('1. Si ccla 
est, ce sera une preuve que A(') eat la valeixr cherchee de r. 018 

eseaiera donc ainsi , touo les termev de la suite A('), A('), A ( ~ ) ,  &c. 
jusqu'i ce que I'on w i v e  h w terme qui remplisse les conditions 
prhchdentes. 

Lorsque l'on aura alnsi dCtermin6 la valeur d e y  j on aura faci- 
Iement, celle de z, Pour cela, supposons que C(')soit la valeur 
de y ,  et que leu trois erreurs ex t rhey  soient $ ' )a  et dS)j 011 
ayra ; ~ ( J ) = - x ( ~ ) ,  et par condqucnt , 

&I- z -p'".y c p(r) 3 
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40, L'ellipse ddteminde dahs le no. prdcddent scpt rl recon- 

nolttre ei l'hypothhee d'une figura elliptique est dans les limites des 
crreurs des obsetvations; mais elle n'est pas celle cpc les degrds 
mesurds indiqaent avec le plus de vraisembIance. Cette dernikre 
ellipse me paroit devoir rcmplir Ies conditions suivantes, savoir 
io. que la somrne des erreiirs coainiseu dans les mesures des arcs 
entiers mesuds, aoit nulle J no+ que l a  somme de ces erreurs prises 
toutes positivemefit, soit un minimum. En considerant ainsi lee 
arcs entiers , au lieu des degree qui en ont 6td conclus; on donne 
h chacuii de ces degree d'autant plus d'influence sur l'ellipticitb 
qui en rdvulte pour In terre que I'arc correspondant est plus con-' 
siderable I comrne cela doit &re, Voici une mdthode tr8s -simple 
pour ddterminer l'ellipse qui satisfait it ces deux conditions, 

Reprenons lea Bquations ( A )  clu no. (io, et multiylions-les re+ 
pectivement par les nombres qui expriment coiiibien les area 
mesurds renferment de dcgrhs ct  que IIOUS dbsignerons par &'), 
&*), i('), &c. Soit R la s a m e  des quantitds i ( t )ou( ' )B i(s),a(m), &c,, 
divisde par la somme des nombrcs &'I, & I ) ,  &e ; soit pareille- 
ment P la sommo des quantitks i( ')-p(') f(').p(*), &c. divisCe 
par la somme des &ombree i ( l ) ,  ita), i('), &c. ; la condition que la 
somme des erreurs i(') . x(')~ 6') .AD), &a, est aulle , donne 

Si l'on retranche cette dquatioa , de chacune des dquations (A) 
clu no. prCcCdent j on aura de nouvcller 6quations de la forme sui- 

o=R-a--F.y,  

vc;nte : 

bo> &(*) h(V 
I'ormons la suite des quotiens qc'., , F ,  &c. et disposons- 

lee suivant lour ordre de grandeur, en commenqant par lcs plus 
grads; multiplions ensuitc les dquations (0) aulrquellcs ils rdyon- 
dent, par les noinbres correspondans &I), ic'), &c. j disposons enfin 
ces Cquations ninsi multiplides , clans le memc ordre que ccs quo- , 
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tiens. Les premiers membres de ces 6quations disp&es.de oetta 
manikrc , fwrnerqnt ime suite de termes de la forme 

M 3k C A N I Q U E C fi LtE S T E, 

dans lesquels nous supposerons h(') ,  h(*) ,  &c. , positifs, en chan- 
geant le signe des termes ou y a un coefficient nkgatif, Cesl termes 
sont les erreurs des arc# mesurbe , prises pooitivement ou ndgati- 
vement. Cela pose, 
Il est clair qu'en faisant y inflnf , chaque terme de cette suite, 

devient infini ; rnais ils diminuent , i mesure que l'on diminue y , 
et finissent par devenir nkgatifs; d'abord , le premier, ensuite le 
second, et a i d  des autres. En diminuant toujours y , les termes 
une fois parveniis A &re nkgatifs, aontiiiuent de l'btre, et h i -  
nuerit sans cesse. Pour avoir la valeur de y , qui rend la somme de 
oes termes pris tous positivement , un minimum ; on ajoutera les 
quclntitbs I&#), W ,  &c,, jusqy'8 ce que leur somme commence Q 
eurpasser la somme entikre de toutes ces qaantitds; ainsi, en nom- 
mant F ptte s o m e ,  on d8terminel.o. r de maniere que l'pn a& 

p+?L(*)+bt3). . .* 0 0 .  +Itc')>*F$ 
W'fh"'+h'*'. .* . +?i('-')<$?' 

CC') 
Op aura qlors ,y = r, ? en goqe que I'erreur sera rwlle , relatiye- 

ment au degr6 .mike qs i  correspqnd i celle des Bquations (a )  
rlont le premier membre Bga16 i zero , donm cette valeur de y, 

Pour le faire voir, snpposons que Van pugmenley , de la quan- 

I;es p -  1 premiers tcrmeri de la s6rie (2') seroQt ntsgatife , conime 
c(')  

hC9 dane le cas de y - - i msie en lea prenant avec le signe + 
leur aomme dipliriucra de la quantitd , 

CC') 

p' Le P m *  terrne de cette suite, qui est nsl, lorsquey= - devfeq. 
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dra positif et Bgal B h(')J"j la somme de co terme et des suivltlis 
qui sont tous positifs , augmentera de la quantit6 

mais on a par la supposition, 

la somme entiere des termee de la suite (P) pris tous poeitivc- 
ment , sera donc augment40 , et comme ello est tsgale ir la somme 
des erreurs d') , st'), &c., des arcs cntiers mesurtss, prises 
toutes avec lo signe + , cette dernibre somme sera augimontbe par 

la supposition de y = E + ay. I1 est facile de s'atwurer de la m4me 
manibrc, qu'en augmeiitant y , en sorte qu'il soit compris entre 
c(r-1) &-L) ccr-*) cCr-3) 
F-1) et - h(r-*, 9 OU entre E e' htr-3) II &c. ; la sornme des er- 

reurs prises ave le signe + , scra plus grande QUC Iorsqucy = E. 
Diminunns prbentement y de la qutlntit6 d'y, en sorte quc 

CC') CC') CC't'l) -- dy eoit compria entre her, et -- * la eomme des twines h(9 h(*) ' 

nbgatife de la eerie (P) augmentera en changeant leur signe de la 
quantite 

et la iomme des braes podtifs de la mbme serie diminuera de la 
quantitb 

et puiaque 1'- a 

il est clair que la aoinrne entiere des erreurs prises avec le signe +, 
sera augment&. On verra de lo mdme rnaniere qu'an dit& 

c(r-tr) C(r+a) e( - t . J  
hcht-;) nuant y , .en sorte qu'il soit entre hc"tt, et - ou eqtre 

h ( 4 - P )  ' 

(k(')+b('+')-t- &c.).ffy ; 

hW+h(n).. . . . , +hV") .< 1 ' ( ' ,+ jp+ ' )+  &c. ; 

CC') 

d '1 

cli(') + I$.). e e + li(r)). Sy ; 

{h(*')$_ h(-+ ac .  1. fiy 3 

h( ' )+hW. .  0 .  -bh(') >hc*e')+hc*r)+ &Q. j 

C C r t S )  
et - &c., la somme des erreurs prisee avec le signe +, est h(4-a) ' 

CC') 
plus grande que lorque y = -; her) cette valcur de y est donc cellc 
q u i  rend cette somme un minimum, 

&a v41eur ds y , donne celle de au moyen dc 1'Cquntion 
I = A- P.y.  

J,'analyse prdcddente &ant fondbe sur la variation des dcgrh (le 
M ~ C A N .  c b .  Tome 11. A 
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l’hquateur aux pales, proportionnel~e au quarrd CIU sinus de la 
latitude, et cette loi de variation ayant Qalemcnt lieu pour la 
pesanteur ; il est clair qu’elle s’applique aux observations sur la 
longueur du pendule i secondeu. 
4 I Appliqixons-la d’abord aux clegrda d&ji mesuds, des mk- 

ridiens terrestres. Parmi ces degrhs , je considdrerai les sept sui- 
vans, que j’dvalrxerai en parties de IR  rbgle ir  laquelle on a rapport4 
l’arc mesure depuis Dixnkorque jusqu’i Barcelonne , pour deter- 
miner l’unitd fondamantale des poido et mesures. Je dchignerai par 
la lettre R ,  cette rkgle qui est le double de la toisc dont Bouguer 
s’est scrvi au PCrou. J’cxposerai ensuite la manihre dont on R fix4 
le rapport de cette rbgle au metre. 

Jx prcmier cle ccs dcgrks est cclui du Pkrou , k zero de latitude. 
Sa longueur, suivant Bouguer, est de 2553BR,85; I’arc total me- 
sure d’oG ce degrk a Qtd conclu, est de 3’, 4633. 

Le second est celui du Cap de Donne-EspCmnce, mesurf3 par 
la Caille, et dont le milieu repond h la latilude de 37”,00c$. Sa 
longueur eet de 05666R,65; l’arc total mesurd cl’ou ce degrd R Btd 
conclu, est de 1”,%72. 

Le troisikme est celui de Pcnsylvanic, mesurd par Mason et 
Dixon. Son milieu rt$porid a In  latitude de 43’, 5556 j sa longueur 
cst de 265yjR,60; l’nrc total mesurd est de i”,6435. 

Le quatriCme est celui d’Italie, mesurd par Boscovich et leMaire. 
Son milieu rhpond B la latitude de 47”,7965 j sa longueur est de 
r~564o~ ,  5 t  j l’arc total mesurk est de 2’, 4034. 

Le cinquibine degrh est celui de France , mesurd nouvellemeti t 
par Dclambro et Mechain. Son milieu rkpond k la latitude de 
5i0, 3317 j sa longueur est de 25658n, 29 j I’arc total mesure est de 

Le sixikme est celui d’llutriche , mesur8 par Lieaganig, Son 
milicc~ ri.poncl hla latitudede 6?i0,0g26; salongueur est de ~ 5 6 8 3 ~ , 3 u ;  
l’arc t o l d  tnesurd est de 5”,2734. 

Le septikme est celui de Laponie, mesure par Clairuut, Mauper- 
tuiv , IC Monnier, &c. Son milieu r6poncl i la latitude de 75”,7037 : 
en premnt uiie moyenne entre les diverves mites do triangles, 
ct cn nyaiit Qgard b la refraction, clans 1’8valuation de l’arc cBlosto 

loo, 7487. 
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je fixe sa longueur it a583aR, a5 j l’arc total megurk est de 1*,0644. 

Voici le tablettu de ces degds dispos6s suivant l’ordre des lati- 
tudes. 

Latitudes. Longueurs des depth. 
oo, 0000 ............. a5538R7 85 

37 ,m99 ............. a5666 ,65 
43 ,6556 ............. a55cjg . 60 
47 ,7965  ............. 2 5 6 b  , 5 5  

63,ogaG ............. ~5683 ,50 
61 ,3327 ............. 2565b 998 

73,7057 ............. 25838 ,95 

Lee dquations (A) du no. 59 devienneat donc ici , 
25638R, 85 - z - -~.O,OOOOO = d’) 
25666 , 65 - ~--~.0,30156 = x(’) 
2.5599 ,50  - I: -y. o,Sg$-)/kG = id’) 
05640 , 55  - ~ - ~ . 0 , 4 6 6 4 ! 1 =  id‘) (4 
95668 , s ~ - - z  - -~.o,~soc$ = d’) 
25683 ,SO - I - -~ .0 ,54850  x ( ~ )  
25832 ,25 - z - y.0,83887 = x(’)  

Les deux suites (C) Ctu rn&ine no. deviennent , 
x( ’ )  , #(.’ , *(7) 

0 0 9  4~3,796,  W,UOJ, 
et les deux suites ( D )  devienncnt 

X( ’ ) ,  XC3) , do) , ,(9, 

-00 , 15a,o80 , 483,087 , 647, r76, 00 

11 est facile d’en conclure , par le no. citk , y = 308~, soa , ce qui 
donne + pour l’ellipticitd de la term : on a ensuite 

Ainsi , de quelque manibre que l’on combine les scpt degrds prd- 
cedens, quelque rapport que l’on choieivse, pour celui des axes de 
la terre, il est impossible d’dviter danv l’ellipse, unc erreur de 
48R,60, dans les mestires de quelques- uns des degrh prcScdderis j 
et comme cctte crreur &ant la limite de celles qui peuvent &tre 
admises, est, par cela m h e ,  infiiiiment peu probable, il faudroit , 
dans la miposition d’une figure elliptique , aduicttre des errcum 

5 ( 9 )  ~ ( 7 )  = - ~ ( 7 )  = 488, 60, \ 

9 2  
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encore plus grandes que 48 R, 60. Or en examinant avec attention 
les mesures de ces degrds , il paroft difficile de supposer A-la-fois, 
que dnns chacrxn des degrds de Pensylvanie, du Cap de Bonw- 
Espbrance et deLaponie, sur lesquels tomhent lestrois plus grandev 
crreurs, il s’est glisu6 une erreur de 4aR,60; il semble donc rdsulter 
des mesures prdckdentes , que la variation des degrkv dea mdri- 
diem tcrrestrev, s’dcarte sensihlement de la loi du quarrd des sinus 
de la latitude, quc donno l’hypoth&se des mdridiens elliptiques. 

Ddterminons cependant , l’ellipse la plue probable qui rCsulte 
de ccs nic‘sures. En multiplinnt les dyuations (A’) respectivernent 
par leu nombres &’I, &*), P),  &c. ,  de degrds que rcnferrnent les 
arcs mesurks qui leur correspondcnt , et divisant Icur sotnme 
par i(l)+ i(’)+*i(’)+ &c. ; la condition que la sommc des erreurs 
z(l) .dl~+i(l) .d’)+ &c., est nulle, donne 

O= 256%.GR, 80 - z -ye  0,43717; 
lea dquations (0) du no. prhchdent deviennent ainsi, 

- 107R, 96 +y.0t(k3717 = 
19 ,85 +y. 0,13561 = x(’)  - 47 , t l 0 + ~ . 0 ; 0 ~ ~ 7 1  -d3) 

11 ,68-~.0,08376 == d5) 
36 ,50-f.0,11133 E dfi) 
185 ,45--y.0,40170 d7) 

- 6 ,25-y.0,098~4= d 4 )  ( 0‘) 

De-1I il est facile de conclure que la suite des quantiths I&a), 
b(1) 

I#) ,  &e.,  disposdes suivant l’ordre de grancleur des quotiens qc’, , 

0,06198 j 0,12757 ; 0,36443 j i,5i/ko5 j 0,~~0031; 0,184~5; 0,06787. 
Les 6quations ( 0’) leur correspondent clans l’ordre 3 ,  7 ,  6 ,  I , 5 ,  
2, 4 : la sornme dee trois premikres quantitbs est plus pclite que It\ 

demi-somrne de toutes ces quantitds , et la Bornme des qriatrc pre- 
mibres la surpasse j on ti donc IF(’)= 0, ce qui donne y = 246,g?j ; 
et par conskquwt z = i15538~,85; en sortc que l’exppession du 
ctegrb du .mkridien I est ~5538~,85  + 246R,~3,sin,’d, U &ant la 
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latitude ; d’ooh r&ul te pour l’applatiasement de la terre, Ce tte 
expression donne 86R, 96 pour l’erreur du degr6 de hponie  , 
erreur beaucoup trop grande, pour Qtre admise ; ce qui confirme 
ce que nous avons dit, savoir que la term s’bcartc sensiblement de 
la figure elliptique. 

Les operations fuites nouvellernent par Delanibre et Mechain, 
pour lu mtsure de l’arc du mdridien terrestrc compris entre Dun- 
kerque et Barcelonne , ne laissent, vu leur grande prdcivion , 
ilucun iloute h cct Bgard. Voici les principaux z+swltats de ccs 
opbrations. 

Latitudos. Distances au paralldle de 
Montjoui, des paralldZes de 

Montjoui . . . 
Carcassonns . b 48,016790 Carcusonne. 5 ~ 7 4 9 ~ ~ 4 8  
Bvaur ......... 51 ,309/Yi4 k~vnus .... 137174 ,OS 
Panthdon kParie. 54,274614 . . . I’anthbon.. ~ i 5 5 ~ ! )  ,77 
Dunkerqrxe -. . . 5 6 , 7 0 6 ~ ~ 4 4  Duiikeryue. 275799 ,56 
Maintenant, soierit at*), d3), dJ) et uc51, ces distances; Otl), e[*), 

0(4), e(’), lea latitudes; et d’), d‘) ? #), d 4 ) , d 5 ) ,  les erreurs 
dont ces latitude6 sont swceptibles, et quo 1’011 pout attribuer, 
soit aux observations imhes de la hauteur clu p8Ie , soit aux 
surea ggoddsiques dont les erreura iaQucnt sur les latitudes (10s 
pi~alli?lce euppos6s diietans de celui de Monljoui , des intervallcs 
,-+a), a($), &c. L’arc ierrestrc compris entre I’dquateur et le 1)#r&le 

45”,~~68081 . . . . . .. . 
. 

Montjoui , est it trbs-peu pres , par ce vi prdddc, 
sr  p + ~ ~ * ’ - + p . s i n . ~  w},  

8 etalit la grandeur du degrh moyen ct p 6tmt I’applatiswmcn t de 
la term rdduit cn degrds. L’arc oompris entre I’dquateur. ot 10 
yura]l~le dc Carcassonno sera 

s. ($(‘)+x(’)-$ p.sin. a@*)], 
]’arc compris entre les, deux parallklen de Caroae~onne et cle Mont- 
jaui, sera donc, 

En 1’Cgulnnt it a(’), on aura 
8 .  { P)- +de) - a$’) - 3 p . ( B i n ,  a e@)-- sin. a d ( I ) ) }  . 

&J) e ( ~ ) -  ~ ( ~ ~ + - ~ ~ ~ )  - ~ ( 1 ) -  p .  &,(d(a)- e(l!, , CQB. (e+)+ @tl),I = -. 
s 
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Les paralleles des autres lieux , comparCs Q celui de Montjoui, 
donnent trois Cqudions semblables. En substituant ensuite, les 
nornbres correvpondans, on aura 1es quatre &quation8 suivantes : 

1 c l &  C A N I Q U E C .h L E S T E, 

Si l'on applique ti ces Cquations , la preinibre mdthode que now 
avons donnde au commoncoment du no. 39; on trouve que dam 
l'hypothkse ellip tique qui  donne un  ntinirnum , pour la plus grande 

l'applatissement p = - et le degrPl correspondant au parallkle 

moyen dgal i% 2564gR,8. b 8  observation8 ont kt6 faiterr avec tant 
de prdcision , qu'elles ne sont pas susceptiLles des erreiirs prW- 
dentes , quoique fort petites; il parolt donc que I'on doit leu attri- 
buer , au moins en partie, C des causes qui 6cartent la figure de la 
term de celle d'un ellipso'ide. Maiv ce qui le prouve incontestable- 
ment, c'est l'applatissement - que l'ensernble de ces erreura 

donne h la terre, applatissement qui ne peut subsistcr, ni Rvec Ieb 
p h h o i n h e s  de la pesanteur , ni avec ceux de la prkceusion et de la 
nutation ; car ces phhornknes ne pcrmettent pas de supposer h la 
terre, un applatissemcnt plus grand quc duns le cas de l'homo- 
gdnditd, ou au-deseus de &. 

Si dam les kquations ( B ) ,  on fait p = + ou en degrdr, 
p E 0",276,91 j et s i  Yon auppose, 

erreur , on a a+) I d 4 )  = - d3) - - Z(5) = 4'1,43 ; X W  = 3'1, yg ; 
1 

150,6' 

1 

150,6 

100000 
&!=- 

1o.y 

elles clonnent les suivantes , 
oo,oooooo - 2 -y. o~,oooooo = - 2(') ; 

2*,057a40 - I -3. 6",274948 == -& i 
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5",349637 - z -f 13",7 17403 = - ds) ; 
8",316531--~ -1.21",331977 = - ~ ( 4 )  j 

q0,579236 = - d5) 9 10~~751583 - z 
Ces dquations rentrent dans les Oquations ( A )  du no. 3!, , avec In 
scule diffhrencc du signe des erreurs d'), d'), &c. E n  y nppliquani 
la secontle methodo exposee dans ce no.; les deux suitcs (C) tlu 
mQme no., deviennent - x(5) i ,*(3) i -$('I ; ,&) 

w ; 0°,390008 j o o , 3 8 ~ t ? 1  j 0",389699 ; - 00 9 * 

- % ( 5 )  6 

et les deux suites (0) devicnnexit 

9 
-*('I > 

-00 j 0°,389843 ; 06 j 

d'oir Yon tire 
; 

y = 0,389843 , 
et le degrd sur le parall&le de 50°, 6gd h 0565 i",5$, 

Une erreur de 9",98 est beaucoup trop grander pour &Ire ad- 
mise ; ainei l'applatiscement + > et h plus forte raison, des appla- 
tisseinens moindrev , iiq peuvent pas se concilier avec lcs ineyures 
prdcddcnteu; il cst donc bicn prouvd que la tcrre o'hloignc trhs- 
rrensiblernent d'une figure elliptique. Mais il cs t trbs-remarquable, 
que lea mesuree faites nouvelleluent cn France et en Angletcrre, 
avec une grande precision, clans le 8ens des nieridicns , et clans 
le sells perpendiculaire aux in6ridiens, sc dunissent k indiquer un 
ellipsoide osculateur dont l'elliptioite est &, et le rlegr6 moycn 
est &gal k 066.(lgR,8. 

Your representer avec ces donnkcs, les mcsures des degrks entre 
Dunkerque et le YanthCoii , le Pantli6on et fivnux , h a u s  et Car- 
cassonne , enfin Carcassonnc et Moiitjoiai ; il ne faut qu'altdrer 
d'cnviron 4",4 les latitudes observkes. Le dcgrd perpendiculniru au 
ni&ridien, i la latitude de: 560,3144, devient ~ 5 8 3 7 ~ , 6 ,  ct par des 
op6rations trks-cxactee faites en Anglcterre, ox1 l'a trouvd de a5833R,/k. 
I1 paroPt donc par cet accord, que l'applatisscment considdrable de 
l'ellipsciicle osculatcur en Franco , ne ddpend point des attractions 
des Pyrendcs, et des autres inontagues situdes au midi de la Friincc : 

- % ( I )  .= - $(E) = *(3) = - 
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il tient A des attractions beaucoup plus &endues, dont l’effet est 
sensible au nord de la France, et m4me en Angleterre , comme en 
Aixtriche et en Italie ; car tous les degrO8 mesurOs dans cette partie 
de la surface de la terrc, sont k ou gR pres, reprhsenths par 
l’ellipsoi’de osculateur dont on vient de parler. 

f l  parait eiicare , par les diverses observations azimuthales ftlites 
sur l’arc du mericlien terrestre , depuis lhnkerquo jusqu’it Mont- 
joui , que l’ellipsoide oxulateu? n’est pas exactement un solide de 
rkvolution. En aypliquant k ces obeervatioris, lee formules du 
no. 38, et les mdthodes prkchdentes ; on pourra determiner l’ellip- 
soide osculateur qui satisfait Q-la-foir aux observations des azi- 
muths et des latitudes. Nous nous bornerons ici , A  remarquer que 
la mesure d’une perpendiculaire k la mbridienno de 1’Observa- 
toire, faite clans la plus grande largeur de la France, par les moycns 
qiie l’on vient d’employer dam la mesure de la meridienne, en 
observant sur plusieurs points lee twimuths et les latitudba , four- 
niroit sur l’ex&ntricit& de cet ellipsoide dans le sens des paral- 
lhles, de4 donnee8 beaucoup p h s  certaines , et qii’il est par con- 
sequent B desirer, que I’on ajoute wtte nouvellc mesure a la 
prbc6dente. Les observation8 azimuthales que l’on a dkjh faitea, 
prauvent que les mdridicns ne sont point eemblables , et si l’on 
compare le degr6 du Cap de Bonne-Espkrance, aux degrbs me- 
sur& dnns I’h6misphh-e borhal de la terre, il y a lieu de croirc 
que lee deux hdmiephbres boreal et ‘australeont diffbrens entre eux. 
La figure de la terre est donc trPs-compo&e, comine il est nature1 
de le penaer, lorsque Yon fait attention aux grandee idgalit& de sa 
surface, h la diffdrente densite dee parties qui la recouvrent, et 
aux irrCgularit6s du contour et de la profondeur des mers. 

Pour  conclure la grandeur du quart du mdridien terrevtre, de 
l’arc compris entre Dunkerque e l  Montjoui, il faut adopter une 
hypothkse sur la figure de la term, et au milieu des irrdgulnrit& 
que cette figure prtisente , I’hypoihhe la plus riatiirclle et la plris 
simple, est celle d’un ellipsoi’de dc rtivolution. En partant de cette 
hypotlibse le quart du meridien seroit k trks-peu prks kaal ii cent 
fois l’arc mesur6 entre Dunkerque etMontjoiii, divid parle nombre 
de scs ilegrbs si son milieu correspondoit ir 50” de latitude j ioais 

i l  
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il est un peu plus au  nord : il en rhsulte dam la longueur du 
qunrt du mkridien, une petite correction qui depend de l’ap- 
platissernent de la terre. On a choisi l’ellipticitb que donne 1n 
comparaison de l’arc mesurd ’en Franco, avec tarc nieviird i\, 
I’dquateur, et qui par sa position et son dloignemen t, par son &en- 
due, et par lee soins que plusieura excellens observateurs ont 
apportev B sa mesure, doit &re prt5fdrtS pour cet objet. L’ellipticitB 
que cette cornparaison donne, est ; le quart du m6ridien conclu 
de l’aro mesurd entre Duiikerque et Montjoui, est ainai dgal h 
a565370R. Le mdtre &ant la dixmillionibme partie de cette lon- 
gueur, est par consequent, oR,n56537, ou 0‘”’~,5i3074; la toise 
Ctant celle qui a servi A la mesure de la term au Pdrou , rapport60 
h la temperature de seize degr6s et un quart du thermomhtre ir 
mercure divis6 en cent degr6s , depuis la tenaphture de la glace 
fondante, jnsqu’ir celle de l’eau bouillante sous une pression &qui- 
valente B celle d’une colon& de memure, de soixwte et seiee oen- 
timbtres de hauteur. Au iiioyen de cette valeur , il sera facile de 
traduire en metres, toutes les niesures prbhlentes, et g6ndralement 
celles qui sont exprimbs an toises, 

Quelle que soit la figure de la terre; on voit par les obser- 
vations, que dons chaque hdmisphere , lea degds vont en dirni- 
nuant des pales h I’dquateur , oe qui exige une augmentation cor- 
respondante dans les rayons terrestree, 0t par consequent, un 
applatissement dans le sens des pblee. Pour le faire voir, oon- 
cevons pour plus de simplicitd, que la torre soit un sphdroxde 
de rdvolution : le rayon oeodateur du mdridien , au pble , sera 
dirigcj suivant l’axe de revolution ; ensuite, il dirniriuera sans 
cesm, jusqu’h ce qu’il devienne perpendiculaire it l’axe, et alars 
il sera dam le plan de l’bqubteur. Ces divcre rayons forment 
par leur intersection commune, la dtlvelopp6e du mtlridien t e e  
restre clont les deux tangentes extrdmes sont , la premiere, 
dans l’axe du pSle , et la seconde, dtlris l’axe de 1’6quateur. 
Nommons a: et a‘ ces deux tangentes prisea depuis I’intersection 
de l’axe du pBle , avec lo diamktru de 1’6quateur , intersection que 
nous prendrons pour le centre de la terre. Nommons encore X 
et R‘ les rayons osculateure du rndridien , au pblc bor6al ct i 

M ~ C A N .  c h .  Tome II, T 
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I’&quateur, et r et r’, 10s rayons men& clu centre ds la term ti 
ces deux points. Nous aurons Bvideminent t = A - a; r‘ = R‘ + a‘j 
d’ou l’on tire, 

#- T =a+ a’- ( R  - R). 
La JBvelopfie est convexe vers l’axe du pble, puirque lea rayon% 
osculateurs et les degree du mdridien vont en ciiainutrnt des palee 
Q I’Cquateur ; de plus, l’arc eritier de la developpee est moinclre 
que la somme a+ a’ de ses deux tangentes extr&laea ; or  R- R‘ efit 
dgal h cet arc; r’-rest donc une quantitd positive. Si I’on notnme r” 
le rayon men4 du oentre de la tame, au phle auetral; on verra do 
la merne manikre, que i - r” est positif; 2 r’ est donc plus grand 
que r+ r” j c’eest-&dire que le diarnktre de I’Cquateur eat plus granct 
que l’axe des p6les; ou, ce qui revient au m h e ,  la term est 
applatie dam Ire sen8 des $ 1 ~ .  
Si l’on coneidkre un arc infinimttnt petit du mdridien , comme 

i t n  arc de cercb, et si l’on conqoit t rade la circonference dont 
cet arc fait partie; l’extrdmitd de l’arc, la P ~ U B  voisine clu pale, 
sera plus prCs que l’ctntre extrdmith , clu point do la oirconfdrence 
le plus voisin du centre de la terre; d’oG il est facile dc conclure 
que le rayon teawntre meid hla~rtax~i&sa extrdmitb , est rnoindre 
que le rayon men6 ii la seconcle extrdtnitd ; c’est-8-dire , que les 
rayons terrostres vontsen augmcritari t des pdles h 1’Cquateur. 
a+a‘ est moindre que 2(R-3)  ; ainsi r‘-r est plus petit que 

3-A‘; la diffdrence des rayons terreetres du p610 et dct l’dqua- 
ieur , est donc moindre que la diffkrence des rayons osculateurs 
correspondans ; en sorte que lea degres des mdridiens croiseent de 
l’dqutrteur aux pdles, dans un plus grand rapport que celui sui- 
yant lerpiel les rayons terredres dinrinweat. I1 est facile d’ktendrc 
les m41ncs raisonnemens LLU cas ob la terre ne seroit point un solidc 
de rlvolution. 

4 2. Consiildmne p r h t e m e n t  les lmgctmra obscrvhes du pen- 
dule i seoondeu. Parmi ces,longueuru , je choisirai lee quinee mi- 
vantes : les deux yromibres ont et6 rldterminies par Bouguer , I’una 
h 1’6qusteur an. PBrou , I’autre R Portobello j la troiuikme a C t t j  
d6termin6e par le Gentil h Pondichery j la quatribnie dte con- 
clue de celle de Londres , par la coiripuraison des oacillatians d‘un 



~ J R E M I E R E  P A R T I E ,  L I V R E  I P T .  147 
pendule invariable transport6 de Londres it la Jamdiqus par Cnm- 
pel1 ; la cinquihme a 6tB ddterminde par Ronguer , au petit Goave ; 
la sixibnie , par laCaiIIe au Cap de Boiine-EspBrance j I R  s e p t i h e ,  
par Dnrquier h Toulouae; la huitikme , par Liesganig k ‘Vienno 
en Autriche; In nouvibme, A Piiris, par Rouguer; la dixithie , 
h Gotha par Zach j la onxibme a 618 conclue de celle dc Paris, par 
la cliffbrence des oscillations d’un pendule invariable transportd de 
Londrcs i Paris; la clouzibme et la quatoraibme ont 6t6 conches de 
la mCme manibre de celle de Paris, par Ice observations de Mallet, 
ii PBtersbourg et k Ponoi; la treizibme a dt6 semblable~uent con- 
clue de celle dc Paris, par Griscfiow , ir Arensgberg; enfin, la 
qriinzikmc a dtd dBtcrmiiide suivaiit le meme procdd4, par les Aca- 
ddmicicns fraiipis qui oiit mesur6 le dogre du in6ridien eiiLaponie. 

Les iieuf mesures absolues ont l’avantagc d’avoir 6th faiics sui- 
v m t  la m h e  mdthotle qui consiste ii observer 10s oscillations d’un 
poi& suspendu it I’extremitd infei-iture d’uti fil de pite trh-mince, 
d’un metre environ de longueur, ct saisi par me pince , h son 
extrdmitk supdrieure. Toutcs ces nicsures peuveiit elre conside- 
rdes comme ayant (5tB priscs au niverru des mers. Je lcs ai rdduites 
au vide et B la mime tempbrature; ainfii, daiis le cas meme oh ell= 
laisseroient quelque incertitude sur la longusur absolue J u  pen- 
dulc A stwndee, 1’u;niformitB de Ilr mcitliode doit donner avcc 
precision , la loi des variatione de cettc longueur, l’rxn des princi- 
paux objets A connoltre. Les h i t  aatres inesures ant tSt6 conclues 
par la comparaison d’un pendale invariable observe ir Paris, et 
transport6 dam les Iieur ccrrmrqondans k ces me3ure9. 

C’errt A la longueur du pendule observb Ir %ria par Bougner , c t  
prise pour unite, que j’ai rapport& les autres qui enprimcnt encore 
Ies rapports des poids d’un mCme corps transport6 successive- 
ment dans ces divers lie= , k son poids a Paris, pris pour unit6 de 
poi&. 

Longueurs dupenduk d secondss. Latitudes, , 

04,60 

IO ,6, 0,99689 
i’3,a5 .............. 499710 
9 0  ,oo o,gg745 

. . . * . . 0,99669 . . . 0 . . . . e . . e 

e 0 . . 0 . . 0 

1’ 3 





P R E M I E R E  P A R T I E ,  L I V R E  111. 149 
11 est facile d’en conclure par le no. cild , que y = 0,00563gc~. On 
trouve ensuite, 

~ ( 6 ) = - % ( ~ )  =-~x(14)~0,00018; 

z = 0,99687. 

Ainsi , de quelque manibre que l’on combine les quiiizo mcsures 
prdccidcfites ; on ne peut Bviter une eri-eur moindre que 0,00018, 
dam l’hypothkse oh les variations de la pesanteur croissent de 
l’ciquateur aux pbles, proportionnellement au quarrd du sinus de 
la lutitude. Cette erreur est dans les limites de celles dont ces me- 
surcs sont susceptibles , et l’on voit qu’elle est beaucoup moindrc 
que l’crrdur correspondante des mesures des degrds des mdridiens; 
ce qui confirme ce que la thborie nous a indiqud dam le no. 33, 
eavoir que les termerr de l’expression du rayon terrestre, qui Bcar- 
tent la figure de la terre , de l’hypotkhse elliptiqne, eont beaucoup 
moins sensibles dam la longueur du pendule h secondes , que dam 
la grandeur des degds des m6ridiene. 

On a vu dans le no. 34, qu’en partant de l’hypothhse elliptique , 
l’elliyticitd do la term est dgale ii cinq demi du rapport de la force 
centrifuge B la pcsanteur , moins la valeur de y .- ce rapport est & ; 
l’ellipticitd est donc dgale 0,00865--y : en substituant poury , sa 

I 
~ d e u r  pr6cedsnte on a - pour l’cllipticitd de la terre , qui 

8Q 1168 

rend un’rninirnurn, la plus grande crrcur des mesures pr&$&ntes, 
Dkterminons par la methode du no* 40, l’ellipsc la plus vrtiisem- 

blable qui rCsulte do ces meuures. Si I’m ajoute lee &quatiom (A”), 
et que l’on divisc leur somine par quinze , on aura 

c’est $‘equation dc condition, n6cessairc pour que la wmme des 
erreurs soit nulle. lies Bquations (0)  du no. 40 devicndront 
ainai 

o = 0,999!43-~-~.0,6362CJ ; 

-0~00~64 +~.0,43599 = dl) - 0,00!&34 f Ya0,1/K)777 = d’) - 0,002 13 + y 0,399 59 = d9) 

-00,00195 +~.0,33513 = (S”) 

- 0,00178 + y.0,33980 = x(’) 
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0,00027 --y.0,04022 = d7) 

0,00077 -Y.O,1311k3 = d9) 
0,00083 --y.0,14095 = d”) 
0,000g5 --y.0,177 15 = d”) 
0,00151 --y.0,28778 = d”) 

0,00214 --y.o,40C& = .d“) 

o,ocja6rl.--y.o,12067 = dB). ( Qu) 

0,00178 --y.0,31380 = &I9) 

o,ooa25 --y.0,41300 == d l s )  

De-lh il est facile dc conclure , que la suite das quantitds I&‘) ,  I&’), 
A(?), &c., du ne. 4 0 ,  eat 
0,0067 13 I ; 0,0058886 ; 0,0058586 ; 0,0058359; 0,0058 186; 
0,0057385 j 0,0056724 ; o,oo54&g; o,oo56d%; 0,006S27 ; 
0,0053037 ; 0,00524i~1; 0,0052384; 0,0052960; 0,0037 136. 

Lee 6quations (0”) leur correspondent dans l’ord’re 7 io, g , i , 5  , 
2 ,  i3 , i5 ,3 ’ ,  11 8 12,lk,  1 4 ,  6 ; la soinme des six premikreu cut 
plus petita que la demi-somme de toutes ces quantit6s , et la soniaie 
des septprezaihrassurpasse cette demi-somme; la lleptieme quantitd 
rdpond a la t re iz ihe  des Bquatiom (A”) j on a dono par Is no.I/ni, 
d”)= 0, et par mndquent, 

y = 0,0056724 ; z = 0,99676 ; 

ce qui donne - pour l’ellipticit6 de la term Cela s’accorde 
835,78 

d’une manibre remarquablo , avec l’ellipticit8 conclue des nieeures 
de France et de l’dquateur. I1 parolt Jonc par les obscrvations du 
pendulc, que la term est bcaucoup nioinv applatie que dans le caJ de 
l7homog8riCitC, et que le rapport de BBO axes ne peut pae &re sup- 
posB plue grand que celui de 320 k 301 , qui donne les plus petitcs 
erreurs dans les longueurs prdcbdentes. L’ellipse la plus vraisem- 
blable qui rksulte de ces observations, est colle dont les axes sont 
clam le rapport de 335 a 356 : l’exprcsvion de la longueur du pen- 
dule ? est alors t par ce qui prdcbdo , 
4 &ant la latitude, 

1 

o,99676+oo,oo567a4. s i a n 4  ; (4 
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11 ne s’agit plus que de multiplier cette expreseion , par la loa- 
gueur absolue du pendule A l’dquateur , pour avoir SAL loiigueur 
absolue dans un lieu quelconque dont la latitude est 4. Bouguer a 
trouv6 cette longueur absolua A bl’&quateur, 6gale A ume,7596~5 ; 
mais il y a lien de penser que sa m6thode donne au pendule, une 
trop grande longueur j parce qdh raism de 1’6paisseur du fil, et 
de la petite rdsietance qu’il oppose sa Rexion, le centre des ascil- 
latione doit Qtre un peu au-dessous du point de enspension, Bordn 
qui a ddtermind par un moyen t rbp r6c i s t  €a longueur du pen- . 
dule h secondes B l’observatoire de Paris, l’a trouvth dgale i\ 
ome,741887. En la divisant par o,99676+0,001i679/k. sin.’.l, .C &ant 
iai la latitude de l’observatoire, on a 0”’,741905; c’wt le facteur 
par lequel on doit multiplier la formule (e), qui donne ainsi 18 

longuenr absolue du penrlule , dans un lieu quelconquc , &gale h 
ome,73g50~ + om0,001j008. sin.‘ 4. 

Nous remarquerons ici qtw lea d m e s  anomalies que prhentent 
les divers degrCs memrds depuis Dunkcrquc jusqu’i Barcelonrre, et 
dont 1~ cause est sans doute l’irrbgnlarit6 des parties de la term , w 
retrowvent dans les longueurs obwrvdes du pendule ; car Gri- 
whew o obeervt5 h P6tcrubourg et h Amnagberg, sous des latitudes 
Ires-peu diffdrentes entre elles dcsvariationv dans ces longueurs ,, 
scnsibbment plue grandes que c d e s  qui rdsultent de la loi pr& 
cddente de la variation du pendule de I’dquatcur aux pales. 

Ces anomalies de la variation de la pesnnteur , dieproissent ir 
trbs-peu prbe , i t  de grmdes distances , pour ne laisser apperccvoir 
que la loi de variation, proportionnelle au qiiarrd du sinus de ]a 
latitude. On a vu dans le no. 55 quo l’expreasion du rayon ter- 
restre &ant 

l’expreasion do la longueur du pendule A secondes e ~ t  

ainsi , leu observations de la longueur cla pendule , ilonnant cettc 
longueur, R trb-peu prks proportionnclle Q $; Y(’> est d, trbe-pen 
pri‘s-dgal ir -h,(p’--+), LR terre towrnant autour d’un de ses 
uxcs ptincipaux, Y(’) doit &re, par le no. 39 ,  de la forme 

13.a.  {Y(’)+Y(O)+Y[O+ &a) ; 

A+ or&, { 0 .  Y(% 3. Y(4)+ &c. 1 + f . uq. L. (E.c’-f); 
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-h.(pJ-+5)+17t1r.(i -pS).cos. PW; les observation8 sur le pen- 
dule, nous montrent donc que AI’ est tr8s-petit relativement B h ; 
elles nous apprennent encore, que YC3), Y(4), &c., sont trbs-petits 
par rapport ir Fa), et qu’airrsi , on peut les ndgliger dans l’expres- 
sion du rayon terresire , et m&me dans celles de la pesanteur et de 
la parallaxe ; rnais, en mCme temps, lee diverses mesures des 
degrbs des mbricliens , indiquent que ces’termes deviennent sensi- 
bles dans l’expression de ces degrbs , A raiaon de la grandeur des 

43. Conaidt4rons prdsentement , Jupiter dont l’applatissement 
trks-sensible a c?t6 determine avec exactitude. Si Yon suppose 
d’abord cette planbte homogene, on ddterminera son ellipticitd , 
par 1’6quation (a) du no. 18, 

, coefficiens qui les rnultiplient dam cette expression. 

9 A + aq. AS 
0= + 3A, - ang. tang. A; 

/=&ant le rapport de l’axe de 1’8quateut B celui du pale. 
Pour conclure A de cette dquation , il faut ddterminer Q j or en 
nommant D Is dbtanae du qPlatri&ne satellite de Jupiter ti son 
centre, et T la durCe de sa rotation exprimbe en parties du jour j 
la force centrifuge de ce satellite m~tt  &@le B la masse M de Jupiter, 
divierSe par D’. Mais cette force centrifuge eet & la force centri- 
fuge g, due Q Is rotation de Jupiter et consid6rde a la distance L 

de l’axe de rotation, cornme - est a - , t &ant la d u d e  de 18 

rotation de Jupiter, exprimbe en fraction de jour; on a donc; 

D - 1  

T’ t’ 

N. T’ g=- 
r . D 3  ’ 

g k3.(1+hS).  T’ 
Onapar l en” .  19, M=S.rr.iE’.(i+A’)j partant, 

-= = Q. 
:w t = , D a  

Nous supposerons avec Newton, d’eprh les meaitro~ de Pound, 
la distance du quatrikme satellite, 6gde k ri6,63 demi-diambtreu 

k. v F  I de 1’6quateur de la plankte, ce qui donne -- =-i 011 
D 96,63 
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on aura donc 

1 

q = 0,086161io. (1 + A’)-’;, 

et l’dquation CH A dcvient , 

d’ou l’on tire A = 0,481 , et par consdqucn t , l’axc du prlle 4 I iui t E& 
pour l’unit6, l’axe de l’dquatcur cst 1,10967. 

Suivant Ice observations do l’ound, rapporttcs par Ncwto~r , 
l’axe de l’tquateur de Jupiter est 1,0771 : Short a trouvB par sos 
observations, cet axe 6gal ii 1,0769 : cnfin, par les inouvemens des 
naeuds et des pdrijoveo des satellites de Jripiter , on trouvc 1,0747 
pour ce rneme uxe qui, coniine onle verra dans la thCorie des satel- 
lites de Jupitcr, est ddtermint par cc moycn , avec beaucoup plus 
cle prdcision , que par les mesures directcs. C e s  divera &sultatitr 
concourent h faire voir que’Jupiter est moins applati que dans 
le cas de l’hoiiiog8n6itd , et qu’ainsi sa dcnsitt! croft cornme celle dc 
la terre, de la surfacc au ceiitrc. 
On a vu dans le no. 30,  que si les planbtcs ont 818 primitive- 

merit fluida , comme il est nature1 de le supposcr ; lcs limitee dc 
lour ollipticit6, sont $eo et 4. O; en sorte que l’axe du p8le Btunt 1, 

1’axe de l’dquateur est compris entre 1 +5aq et i + + a  q ,  la pre- 
miere de ces liinites rhpondant au cus de i’homoghn&td ; ct conime 
cette liinite est, par cc qui prtcCde, 1,10967, on a f u B = 0, 10967, 
ce qui donne 1,10967 et 1,04387 pour lcs deux limitce entre lea- 
quelles l’axe de 1’Bquateur doit (Itre compris ; or lee axes pr6cd- 
dens, donnto , soit par les mesures directee , soit par le inouveirient 
des nczuds des orbes des eatcllites de Jupiter, soiit renfcrm6s dans 
c:es limites ; ainsi la thdorie de la pesanteur est sur ce point, par-. 
fuitement d’accord uvec les observations. 

I1 suit encore du no. 30,  que si Jupiter et la Tcrre dtant supposds 
fluides, ]curs d e n & %  respectives ii des distances de leurs centres, 
proportionnelles it leurs dianiktres, sont dans un rapport constant, 
la loi de leurs cllipticitds sera la merne ; et l’cllipticitt5 &ant l’cxc&s 
de l’axe de l’dquuteur sur celni du ydlc pris pour unite, le rnpport 
des ellipticit& de Jupiter et do la Terrc, mrn IC mQme , cpclle que 

MBCAN. C ~ L .  Tome Il. V 
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soit la loi des densitks. Or dans le cas de I’homog6ridit8, les ellip- 
ticites sont, par ce qui pr6cBde , et par le no. 19,  comine.o,ioc~67 
est b 0,00433441 ; cn supposant donc l’ellipticit6 de Jupiter Cgale 
h 0,0747 , telle que la donne le mouvement des noeuds de sea satel- 

lites, on aura - pour l’ellipticit6 de la terre, correspondante 

M fi C A N I  Q U  E C & L E  S T E, 

1 

338,7a 
1 h la m6me loi de densitd. Cette ellipticite eeroit - , si I’on adop- 

398’17 
toit l’ellipticit6 de Jupiter, qui rbul te  des mesures de Pound. Ces 
divers rdsultats sont d’aocord avec CBUX que nous ont donnth les 
observations du pendule j ainsi I’analogie de Jupiter avec la Terre 
concourt avec ces observations, pour noue faire voir que l’appla- 
iissement du sph6roYde terrestre cut au-dessous de &, et m&me au- 
dessous de + : on verra dam le cinquikrne Livre, ce r6sultat con- 
firm6 par les phhombnes de la prdcession des 6quinoxes et de la 
nutation dc l’ilxe dc la terre. 

Nous traiterons de la figure de la lune, clans le cinquieme Livre, 
en considkrant le8 mouvemens du spheroide lunaire, autour de 
son centrc de gravild, les seuls pfiBnomPnes qui nous donnent 
quelyuee lumibres sur cette figure trop peu difftkente de la sphere, 
p u r  qu’elle yuisee &re ddterminde par l’obscrvation dircctc. 

0 
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C I I A P I  

De la Jgiire de 

T R E  V I .  

Z’annenu de Saturne. . 
44, L ’ A N N E A U  de Saturne est une couronnc circulairc cl’unc 
tr3s-mince Cpaisseur , dont le centre est le inerne que celui do la 
plankte , et clont la largetzr paroh &re enviroii le tiers du dianiktre 
de Saturnc, la distance du bord interieur, A. la surface de cettc 
planbte &ant A-peu-prbs hgde k cettc Iargeur La surface de l’an- 
neat& est divis6e err deux parties presqu’dgdes, par uno bunde 
obscure qui lui eat concsntriquc, ct qui prouve que I’anneclu est 
form6 de deux anneaux concentriqueo , et mhne d’un plus grand 
nombrs, si l’on s’en rapporte aux observations clc Short qui assure 
avoir apperqu uvec un fort tdlacope, la eurfaoe de I’anneau 
extkrieur , divide par des bandes obscures qni lui soiit concentri- 
ques. Nous ~ripposerons , coriirne dam lee rechsrclies yrdcddcntes, 
qu’une couche infinimont mince de fluide , rdpandue sur la surfiico 
cfe ces annedux, y seroit en tsquilibre , en vertu doe forces dont elle 
seroit animke ; il est, en efk t ,  contre toute vraiselriblance, de 
eupyover que ces anneaux ne se soutie*nnent autour de Saturnca, 
que par l’adhdrence de lcurs moldcules ; car alms leurs parties les 
plus voisines de la plan&, sollicit~es par l’action toujours renais- 
aante de lapesanteur, sc seroient It lalottgue, d6tach0eu dcs annetius 
qui par une ddgradation invcnsible , auroicnt filii par se cldtruiro , 
ainsi que tous lcs ouvragcs de la nature, qui n’ont point oppos3 
des forces sunisantcs , A l’action des causes btrangkres. C’cst par Ics 
conditions de l‘kquililre de ce fluide , que nous allons dOtertnincr 
la figure des anneuux. 
On peut concevoir chaquc anneau , commc produit par la rdvE- 

‘lution d’une figure fermhe, telle que l’c~ipso, mue pcrpendicului- 
rement ir son plan, nutour du centre de Saturne, placd sur.lc 

V : ,  
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prolongement cle l’axe de cette figure. Nous supposerons cet axe 
trks-petit par rapport A la distance de son centre, A celui de la 
plan& te. On a vu dans le no. 11 du second Livrc , que x , y , z ,&an t 
leu trois coordonndes orthogonales d’un point attire par un  sphC- 
ro‘idc , et y d t a n t  la somme des moldcules du sFh&o?de, divisted 
par leurs distances ii ce point, on a 

dd V d d V  dd  Y 
O = ( > F ) + ( F ) + ( T ) *  

Si le sphdroide &ant de rdvolution, l’axe des z est l’axe m4me d c :  
rhwlution, et si Yon fait r’= s*+y* ; Y devient fonction do :: 
et de r, puisyue cette fonction cloit rester la mCrne, quand r e t  u’ 
mnt les mQmes j on a done alors , 

I’dquation prickden te ilevieiidra ninsi , 
d d V  ddV 

.=‘*(Z)+(--6;;>+(;iZ;)3 T 

c’cst l’dqnation relative au sphkroide de rOvolu Lion. 

uu cmtre de la figuro gdnbratrice de l’anneau ; on auru 
Si l’on fait r = a+u, u &ant la distance dit centre de Suturne, 

ddV 
0 = a+u 69 + (z) + r$q i ( 1) 

o=r&!+(x+ 

c t  si l’on suppose les coordonndes u ct z trks-petites par rapport au 
rayon, on aura iL fort peu prbs , 

d d V  

c’ey t l’dqnation relative aiix cylindres cl’unc longueur i n h i e  de 
chaque cbt6 de l’origine des u e t  des z j et Yon voit que cc cas est 
k fort peu prks celui de l’niincau, quantl IC point attird cet voisiti 
de sa surfricc. 
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Cette Bquation donne en l’intdgrant, 

Y = ~ ( u + z . ( r - l ) + ~ . ( u - z . ~ l ) ,  

q ( u )  et 4 ( Z L )  &ant des fonctions arbitrnires de zc. On peut mettrc 
cette expression de ZL , aous la forme suivmte : 

Y= f. (u -t z . <-1) + /= 1. F. (I4 -t- z . c-1) 
+ f . ( . - x . ~ - 1 ) - r r - l . F . ( r c - - a . ~ - 1 ) ;  

f ( u )  et F(u)  dtant des fbnctions r6ellcs de u. Si la figure gdnd- 
ratricc du cylindre est form& dc deux parties dgales et sernhlables 
de chaqiic c8tB de l’axe des u ;  ulors l’expression de Yres tc  IR 
inQme , en y changeant le s i p  de z ; ainvi , l’on a clans ce cas, 

Y= f.(u+2.I/c-l)+f.(u-z.~-l). 
Pour dtiterminer I n  fonctionf(u), il sufit de connoftrc 1~ vnlcnr 

de 7; lorsque z=o 011 Iorsqtic le point attir6 est sur IC prolonge- 
ment de l’axe des u ;  et I’on verra bieutdt, qne la dtitermination 
de cette fonctiou, se rCduit aux quadratnrcs dcs courbes. 

La valeur de Y relative aux cylindree ne doit &re consid&& 
que cornme une approxirnntidn par rapport aux annenux ; mais c11 

la substitnant dam 1’8quation ( I ) ,  il est facile d’ep concluro des 
vnleure de Y, euocessivement plus appmchdcs. Si l’on fnit dam 
cette Bquation 

u+a.+1=s ; u - Z * ~ - l = S ’ ;  

clle dev ieii tl ra 

Soi t 

1 on aura, en comparnnt ICs puissanccs semblablcs do - , lea &qua- 

tions mivantes : 
a 
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d d Y ’  
ds 3s’ 

. = . . ( ~ ) + : . { ( ~ ) + ~ ) )  d s  ds’ i 

Ces kquations donneront , en lcs intkgrant , les valeurs de Y’, 
Y”, &c. : pour en d6terminer les fonctions arbitraircs, nous sup- 
poserons pour plus de simplbit6, que la figure gdndratrice de 
l’anneau, est dgale et semblable de chaque cat6 de l’axe des u j 
ce qui rdduit h une settle, lea fonctions arbitmires de chacuneides 
valeurs de Y‘, Y”, &c. Pour les Atenir  , il Yufira de connoftro 
ces valeurs , lorsque le point attire est placd sur le prolongemect 
de l’axe des u. Convid6rons une lignc circulairc parallhle au plaii 
qui passant par l’axe des u , est perpendiculaire ii la figure gtn6ra- 
trice; suppomne quo le centre de cette circonfBrence soit sur Iik 

droite qui pwse par le oentre de Saturnc, perpcndiculairement h 
ce plan. Nommonsy la hauteur de ce centre au-deusus de ce plan ; 
a + x ,  le rayon de cette circonfhence, e t  rl i’angle que ce rayon 
forme avec le plan (le la figure ghbratrice qui passe par It: point 
attir4 : soit aj-u , la distance de ce point, au centre de Saturne. 
Cela pose, la somme des riioldoules de la circonfdronco , divides 
par leurs distances au point attire, sera 

(Q+x).  d m 
-_____ i f r/ (‘L 4- u) a- 2 .  (a+ u) . ( a  4-z) . co9. a 4- (a+zp+y. 

I’intCgrale btant prise depuis rn = o f  jusqu’i‘i ‘D &gal A la circonfd- 
rence. I1 fairt ensuite multiplier cette intdgrale par dy , et  I’i11t8- 
grer depuis y = - 9 ( x )  , jusqii’ii y = q (x) ; y’ = { P (X I }  ’ &ant 
l’kquation de la figure ghnhratrice clc I’anneau : il faut cnfin, pour 
avoir la valeur de V, rnultiplicr cctte norivellc itittSgraIo par d x ,  
et l’intdgrer dspuis x =-b, jusqu% s= E’, -& et  k* Btant ICS 
limites des valeurs de r. Ces diverse3 intbgrations sont inexdcu tables 
rigoureusement j on peut obtenir leurv dkveloppemens i n  sdries , 
truivant lea puissances ctc: - cc qui suffit clans la question prd- 

1 

a’ 
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scnte; uiais coinme Y devient infini, clal~s lii supposition de cz 

infini, il faut au licu de chercller 7, ddterminer (E), ciont la 

(S) valeur ii’est jamais infinie. I1 est visible que l’expression de 

cloiinera celle de (g) , et par consequent , on aura 1cs attractions 

de l’unneau, parallhles aiix nxcs des 24 et des z. 
Les dimensions de la figure ghdratrice des anneaux cle Saturnc, 

sont aswz petitcs relativcrricnt k leurs diarubtres , pour que l’on 
puisse nQliger les termes divisds par Q j or si l’on subvtituc daiis 
l’int6grale pr6c6dente’ au lieu de cos. e, sa vnlecr en s6ric , 
1 --I,* I 

gcarit les tcrmes divisbs par a, 
+ Src. , et si l’on suppose a m= t , clle devicnt , cn iitigli- 

d t  

Sa diff6rcntielle prisc par rapport ir u , et divisde par du, cet 

(U - 5 )  d t - 
\ 

-Ju u-x)P+y*+ P} + ’ 
L’intdgrale rclative & %, dcvant Ctre prise dcpuis a =o , jusqu’k 
m = a 7r , 7r dtant la clemi-circoiiIXrcnce dont IC rayon est l’uiiitti, 
clle est 6videmment la meme que si on la prenoit depuie = - - v ,  - 
jusqu’k ‘ 1 ~  = w ;  ce qui, dam le cas dc n infini, reviont a prendre 
I’intdgralc relative h t ,  depuis t=  - 00 jusqu’i t=  09 ; et alorv , 
elle devient 

2.  ( u - x )  

(u-x)’ fy’ ’ 
ct par consequent on a ,  lorsquc le point attir6 est sur l’axe dcs t i ,  

-(Z)= 2 f - y  =d.Jdx.mg.tang. (E)* - 
(u - x)’fy’ 

Si ]’on siipposc quo la figure gCn6ratrice clc I’anneuu, est l ine  
~4ljpse ; ,en reprdscntant son hquation par la suivuntc, 

- 

(U - x )  .dy .dx  

A*.y’=XI.’-x’; 
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0x1 trouvera 

La valeur de - - relative h un poiat quelconque attir6, est , 
par ce qui pr&c&de, 

(3 
--f/.(u+z. <-I> --f’.(u- 2. e l )  j 

f ’ (u )  &ant la dX6rentiello de f (u), divl8e par du; en dgalant 

donc cecl deux valeurcl dc - - dans le cas do z = 0, on aura 

celle de f’(u). La valeur de - (g), eet 

(::) 

--(E) et -(::) expriment les attractions de l’anneau, paral- 

lbles aux axes des u et des I ,  et dirigbee vers le centre de lib 

figure gkndratrice ; d’ou il est facile de coliclure, que dans le cas oil  

cette figure est une ellipse, cee attractions eont , 

ct 

Silepoint ai,tirBesti\.lasurfacedu sph6roide, oul’on a u“+A’. z’=&*j 
d e s  de vielinen t , 

4 5. 
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45. Supposons maintenant, que l’anneau soit unc riiRsse fluide 
lioniogbne, et  que sa figure gdnbratrice soit une ellipse ; nom- 
mons a, la distance du centre de cette cllipse , Q cclui de Saturne , 
u &ant suppos6 trhs-grand par rapport aux dimcrisions de I’cllipse. 
Concevons que l’anneau touriie dans son plan, autour de Saturne, 
et nommons g, la force ccntrifuge due ti ce mouvement de rota- 
tion , ii la distance 1 de l’axe de rotation. Ccite force, relativement 
ii la niolkcule de l’anneau dont les coordonndes sont u et z , sera 
(a + u) .gj et en la niultipliant par 1’816ment de sa direction, le pro- 
h i t  sera (a + u) .&u. L’attraction de Saturne, sur la m6me mol& 

, S6tmt Iamasse de Saturne; en la multipliant culc, est 

par1’61dment c1c sn direction, qui est 6ga1  ti. r/(a+u)’ + x * ,  011 

S 
( a  f 4’ +sa 

aura, en ndgligcaut 1es quarrds dc u et de 1; , 
S.du nS.udu S.zdz 

a‘ as 
Les attractions que la m h e  mol6culc Cprouve de la part de l’an- 
neau, multiplidee par lee Bldmene -du ,  et -da de leurs clirec- 

c- +o,---, 

, tions , doniient les yroduits 
47r.rrdu 4 s . a d z  

A + %  h3-1 
c , et - 

Prdeentement, la condition g6riBrale de l’tlquilibre, est que In  s o m e  
de tous ces produits soit nulle j on a done 

c’est l’dquation diffdrenticlle de la figure g6ndratrice de l’anneau ; 
rnais nows avons supposd que cette figure est une ellipse dont 
I’kquation est 21’ + A’%* = k*, et dont l’dquation diK6rentielie est par 
corisdqusnt , o = u du + A’zdx ; en comparant cctte Bquation diffb 
rentielle, h la prkcdriente , on aura les deux suivaatev , 

s a=;;si 
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r,a premi6re de ccs kquations , ddtermine le mouvernent de rota- 
tion de l’nnneau: la scconde dhterrnine I’ellipticitd de sa figure 

gknbratrice. Si Yon fait e = - ; la secondc clc ccs 6quations 
tlonne 

h.1 fi C A N I Q U E C & 1, E S T E, 

S 
4 7. CLJ 

A . ( A - l )  

( A +  1 ) . ( 3 h P +  1 ) .  
@E 

e &ant positif, on voit yiie doit &re plus grand que l’unitb. 
Tfaxe de Yellipse, dirigi! vers Saturnc, est &gal a 2k, et il mesure 
la largeur de l’anneau : l’tlxe qui lui est porpendiculaire, cut &gal 
1 2k 
a - et il ixiesurc l’dpaiuscur de l’anneau j cette Cpaiveeur est Jonc 

A ’  

inoindre que la larpcur. 
On voit ensiiite, que e est nul , lorsque A = 1 , et lorsque A = 00 ; 

(l’oi~ il suit qii’b m e  m h e  valeur de e ,  r/:pondeiit deux valcurs 
cliff&rentes (le ”; inais on pcut choisir la plus gr;mde qui donne 
un anneau plus applati.La valeur de eest susceptible d’un maximrim 
qui  r6ponil h fort peu prko it A = 2,594. J h n s  cc cas, e=o,o543026 ; 
ccttc valeur est clone la plus gran(1c dont c soit snsccptible. En d6- 
signant par A, I C  rayon clu globe de Stlturne, ct par P ,  8a moyenlie 
densilk, celle de l’anneau dtant  prisc your unit& j 011 aura 

c t par consdquen t , 
p.RJ  e=--- 
3a3 ’ 

Ainsi, 1% plus grande valeur que Yon puissc supposer h p , est 

a3 0,1629078. - 
R3‘ 

TAL difficult& d’avoir le vrai rappork de a A J2 , vu In  petitesse de ccs 
grandcurs, ct I’cKet de l’irradintion, nc p m e t  pas d’hvalucr exuc- 

tcincnt la limite de p : en supposan t - = 2,  rclativemcnt ii l’anneau 

IC plus intdricur, ce qui e’doigne peu de la vdritd; on aura 
environ , pour cettc liinite. 

c.t 

R 

J ;irradiulion cloil consitli’ral>lcmcn t augmcoter la largcur nppa- 
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yen te des anncaux dont la largeur r&elle est cons6queinmcn t beau- 
coup moindre : peut-&re meme , cette irradiation confoud en u11 
s e d ,  dans lea meilleurs tdlescopes, plusieurs arineaux distincts, 
de niQme que lcs t61escopes inoins forts nous prkvontent l’ensernble 
des annennx de Saturnc , comme ne formant qu’un seul anneau ; 011 

ne peut donc 6tablir rien de certain, sur la figure des anneaux 
dont cette planbte est environndc. Nous iious contenterons d’ob- 
server que la petitesae de leur largeur et de leur 6paisseur, rcla- 
tivement A leurv distaizces ir son centre , rend plus exacte, l’appli- 
cation de la thdorie prdcddente, h lcur iiguro , ct l’explicution quc 
nous venons de donner , de lu mimihe dont ccs aiine:\ux pcuvcnt 
se soutcnir autour de Saturnc , par lcs loi:: sculcs dc l’dquilibrc des 
flu ides. 
I1 est facile de dOtermiiicr la durke de la rohtion dc cliaquc 

anneau , d’aprks la distance a, ciu centre de la scction ghdratrice, 
au centrc de Saturnc ; car la force centrifugeg, due il sori niou- 

vcment de rotation, &ant &gale k - j il eat clair que ce mouvc- 

mcnt est le m&me que celui cl’un satellite plnc6 B la distance a ,  du 
centre de Suturnc; d’oii il suit que la p6riode do ce inouvcinent 
doit &re d’environ ofow, 44, relativement h l’anneau interieur j cu 
qui est conforme it l’obscrvation. 

46. La thOorie pr6cddente subsisleroit encore, dans lo cas oil 
l’ellipse gdndratrice varieroit de grandeur ct de pbsition , dnns 
toute I’citendue clc la circonfdrcnce @whtrice de l’itnncntl qiii 
peut ainsi &re suppos6 (l’1111~ largcur inbgile dans ses diverues 
parties; on peut meme lui supposcr uno double courburc , pourv 11 

que toutes ces variations de grandeur et de position, ne soieii t 
sensiblcs qu’k des distanccs il’un point quelconquc doiind sur sa 
surface, beaucoup plus gmndcs quc IC diamktrc dc lit section gdnC- 
ratrice passant par ce point. Ces inCgalit6s sont indiqudes par les 
apparitions et les disparitions de l’anneau de Satinme, dans lcs+ 
quclles les deux bras de l’anncau ont present6 des pbt5nom(.nes 
diiI‘t5rens. J’ajoute que ces indgilit6s eont ndcessaires pour mninte- 
nir l’anneau en 6qnilibre autour de Saturne; car s’il Jtoit parfiii- 
tement ecmbluble clans toutes 8es parties son 6quilihro scroil 

x 2  

S 
a7 
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troiiblk par la force la plus ldgkre , telle que l’attraction d’une 
comhte ou d’un satellite, et l’anneau finiroit par se prAcipiter sur 
la surface de Saturne. Pour le faire voir, imaginoris que l’rzniieau 
soit une ligne circulaire dont r soit le rayon, et dont le centre 
soit t i  la distance z , du centre de Saturne , suppos6 dans le ‘plan 
de I’anneau. 11 eat clair que la rdsultante de l’attraction de Saturne, 
mr cette circonfkrence , sera dirigde suivant la droitc z ,  qui joint 
ICs deux centres. Si l’on nomme a, l’angle que le rayon r forme 
itvec le prolongement de z ,  

- S . d a  
- 7  

sera l’attraction de Saturne , sur 1’81Cment r c l m  de l’anncau , CIS- 
coniposCe parallClement A z ;  l’intdgrale h i i t  prise depuis a= 0, 
jusqn’h ‘o 6gal k la circonfkrence , et  In  diE6rentiellc &ant prise , 
par rapport it z. Nommons A oette attraction j l o  centre de l’an- 
neau sera donc mil ,  cornme si toute sa masse &ant rbunic A ce 
point, il Btoit sollicit6 par la force A dirigde vers le centre de 
Sat urne. 
En designant par c, le nombre dont le logarithme hyperbolique 

est ]’unit&, on a 

1 1 

Soit 

on aura 
1 a - - * * p 1  , 2h -0u.f-1 

-1 + a , - .  c f a  .-J G‘ + &c. 
x 4 . f - i  t I 

( I  +-. r c ~ ) -  
Si 1’011 multiplie ccs deux suites l’une par l’autre, ct qu’aprba avoir 
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mdtiplid leur produit par da, on l’iiitPgre depuis m=o; jusqu’Aw 
6gal ii la circonfdrence entihe reyrhsenthe par o r ;  on aura 

d’ou I’oit tire, 

Cctte quantitd est ridgativc, que1 que  soit z ;  iiiiiui IC centre de 
Saturne repoussc celui dc I ’ i t ~ l ~ ~ ~ i i u ,  ct que1 quc soit IC inouvement 
relatif de cc second centre autour clu prciuier , la courbc qu’il ct6- 
crit par cc ~nouvement , est convexe vcrs Snturnc; le centrc clc 
l’anneau doit donc f ink  par ~’Cloigricr de plus en plus, de cclui dc 
la planhtc, jusqu’i cc quc ~a circonfdrcncc viciiiic en touclier la 
surface. 

Un anneau parfaitsment sornblable dans tolltcs scs parties, aeroit 
compos6 d’uiie iiiGnit6 clc circoiif4rences parcillcs A ccllc quc iious 
vcnons de considdrer j le centrc dc I’anncau seroit tlonc repotisaci 
par cclui dc Saturric , pour ~ C L I  quc ccs dcux centres crusasscnt (le 
coincider, et  ulors, I’anneau finiroit par se joiiitlrc ii Suturnc. 

Les divore anncaux qui entourent IC gllobc dc Sitttlrnc, sont 
par collsdqueizt , des solicles irrt“gu1icr.s cl’tir~c largcur ini.&ttle tlullv 

les rliff4rens points de lcurs circonfdrenoes, cn sortc quc leurs 
centres de gravit6 ne coincident point avec lcurs centres clc figure. 
Ces ceritrcs de graviti: ppeuvent dtrc coiisid6r6s coiiiinc antant de 
siitcllites qui se ineuvent autour du ccntrc de Snturne , ic des dis- 
tances ddpciidun tes de l’inc5galit6 des parties dc cliclquc annenu , 
avcc dcs 14tcsses de rotation, Cgalcs B ct.llcs dc lcurs aniieaux 
rcspecti ti. 

L)ans la recherche dc leurs figures not1S avom fait nbstrnction 
dc ]cur action mutuclle j ce qui suppose l’iatcrvalle qui leu sPpare, 
asscz grand , pour que ccttc action n’ait pas uuc iiiflucnce scmsible 
sur Icur figure. I1 scroit cependant facilc tl’y nvoir i.gnrrl ct 1’011 

Ilout s’assurcr aiudmcnt, quc la figure gi:ntirttIricc t l c b  cliaqtie iiiiticm 

tlrroit encore elliptique , si les anncaux ktoient fort npplatis. hfcriu 
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la stabilitd de leun 6quilibre exigeant que leur figure soit irr8gu- 
Iikre, et ces anneirux donCs de divers mouvemens de rotation, 
changeant sans cesse leur position respcc tivc j leur action rdci- 
proque doit Qtre extrQmernent variable, et elle nc doit point entrer 
en consicldration , dam la recherche de ]cur figure permaiiente. 
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--c- 

C I - I A P I T R E  V I I .  

De la J p r e  des atmosplzdres des corps ce‘lestes. 

47 UN fluide rare, transparent 6lastique ct compressible, sou- 
tcnu par un corps qu’il eiiviroiine, ct sur Icquel il p h e ,  est ce 
que je nomine son ntmospA9rc. Nous coiicevons nutour cle clinque 
corps c6les te ? une pareillc atmosplihx iloiit l’exiutcnce vruimu- 
blnble pour tous, est rclativemeiit nu solei1 , i In terre , et ii. plu- 
sieurs planhtcs, indiqudc par lca obseraations. A mesure que le 
.Il&C: atmosph6rique s’618ve uu-dessus du corps , il devicnt de plas 
c11 plus rarc , cii veriu de soli rcssort qui IC dilate d‘autailt plus 
c1iL)il cst moins cornprim6 ; niais si les parties de sa surf‘ace dtoiciit 
C~lnstiqucs , il s’6tendroit sans cesse , ct finiroit par se clissipcr dnns 
l’espace ; il est donc n0cessaii.e quc le ressort du fluicle atnlosph& 
rique diminue dnns un plus grand rapport que le poids qui 10 
cornpihe,  ct qu’il exisic un &at de ritrct6 dtins lcqucl ce h i d e  
soit sans ressort. C’est dans cct 6tat qu’il cloit &re B la surlace de 
l’utrnospli6re, 

Toutcs les couchcs atmosphdriquos doivent prendre & la langue, 
un nlfilne 1nouvc11iclli dc roialioii, cornmu11 corps qu’ellcs en- 
vironnelit; car le €rottcmcnt de ccs coucllcs lcs uncs contre leu 
autres, et contre la surface du corps doit ucc616rcr lcs mouvc- 
mens les plus lents, ct retarder les plus rapidcs , jusqu’i ce qu’il 
y ait cntre eux, une parfaite 6galit0. 

A la surface de l’atmosphbrc , le fluidc Ii’cst rctcnu que par 88 

pesanteur ct la figurc clc ccttc surface cst tclle , que Iu rdsu~tnnte 
de la force ccntrifugc et de la €orcc attractive du corps, lui est 
pcrp~nclieulaire ; car le pcu de clcnsitB dc l’atniojpli8re pcrmct de 
xlegliger l’attraciion de scs inolt!cules. I)& terniinons ccite figure , 
e l  pour ccla7 nommons Y Iu sommc des n10ldcdes clu spl1CroXde 
que l’uimosphbro recouvre , divivdes par lcurv distances respec- 
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tives It uiie mol~cule  quelconque diV de cette atmosphkrc. Soil 1 1  

la distance de cette moldcule, au centre de gravitd clu @&roidc ; 
e l’angle que r forme avec l’axe de rotation dusph6roYde ; et  w l’angle 
que le plan men6 par cet axe, et par le rayon r , fait nvec un m8- 
ridien fixe sur la surface du sphhroyde. Soit encore n , la vittesss 
angulaire de rotation clu sph6roide ; la force ceniriiuge dc la mold- 
ciile d N s e r a  nlr. sin. 8 .  L’Bldment de sa direction, sera d. ( r e  sin. 0); 
ainsi , l’int8gmlc de cette force multiplido par l’&ldnient dc sil 
direction, sera +n”r’.sin.*e i en nommant rlonc p ,  la dellsite & 
la  nioIecule d M ,  c l  I-I la pression qu’cllc Qrouve; 911 aura 11;i~ 
le no. 2 2 ,  

.$- = coiistaiite +y+tn*.r~ .” .s in .~ i~;  (1) 

MI?, C A N I Q IJ E C ~ L E  S T E, 

(2 IT 

P 

11 btnnt une fonction de p. 

est par les no’. 11 et 31, de cette forme, 
Si le spli6roidc est peu d i f f h n t  d’unc splibrc , l’expression de 7 

U{’) U(V 
--t~+--+ &c., 
t r  T4 
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On a c= xi 
Q 

Et1 nommant R le rayoii du pale de I’atmosplibrc, 
pmtant, 

Pour avoir le rapport des ZIeux axes de l’atmosphhre, noniinaiis X’ 
.lo rayon & son Bquateui. : l’dquation prdc6ciente doiinera 

( R - R )  
-a,--- R ‘  

aX’3 - 
La plus grande valeur dont P‘ soit susceptiblc , est celle qui s’citcnci 
jusqn’au point oh la €orcc centrifuge devient Qgde it la pesantcur : 

an II dam ce cas, = u R’, OQ 4 I S  =i= I , et par coiisdqueiit - = z* 
Ge rappopt de 123’ A .uR est le plw ’grand ,quW est possibb j car en 
&ant tzfit3 = 1-2, a 6tant necessairement positif ou ztjro, OIL 

aura - = -. 
nn offet 1’6quation de sa surEace , donne en la diiErentiant, 

1 R‘ 
P 

R‘ 3-2 & 

R a  
Le rayon le plus grand de l’atmosphbre, est celui de 1’8quatcur; 

Les valeurs de I’, qui conviennent au probleme , doivent &re posi- 
tives#, et icllcs que 1 - u r3. sin.’ 8 soit plus grand quo zero j or il ne 
p u t  y avoir qu’uiie racine de cette nature ; car si 1’0x1 noiniiic p, 
p‘, p”, 10s trois valeurs de r , donildes par 1’6quR~Oll prdc8dcnte 

1 
st si l’on supposep etp’ positifs et moindros que , - ..-; l’4quu- 

r / a  ciin.14 

M&m, c h  TOITZC 11. Y 
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tion en r, manquant de son second terme, ce qui donne p”=-p-p’, 

a 

Pwin .BO p” seroit nCgatif et moindre que , le produit -p . p’ .pi’ 
2 

seroit donc moindre que --; mais par la nature des &qua- 

tions, ce produit doit &Ere kgal A cet6 quantitd; la supposition 
pr6cddente est donc impossible, et 1’6quation en r ,  n’a qu’une 
racine qui satisfait au problbme ; cyest-h-dire que l’atrnosph6re n’a 
qu’unc figure possible BBquilibro. 

Si I’on applique ces rdsultats, b I’atmosphbre solaire; on voit 
io. qu’elle ne peut s’btendre que jusqu’i l’orbite @ m e  plankte qui 
circuleroit daiis un temps kgal t i  celui de la rotation de cet astre , 
c’est-Mire , en vingt-cinq jours et demi ; elle est donc €ort loin 
il’atteindre les orbes de Mercure et de Vkiius, et l’on sait que la 
lumibre zodiacale s’ktend beaucoup au-deli. On voit 2’. que le 
%?Po 
moindre que f, et la lug 

lentille fort applatie , ilont le tranchant est dans le plan de l’dqua- 
teur Bolaire. Le h i d e  qui nous rd8dchit la lurnibre zodiacale, n’est 
donc point l’atmoaphbre du soleil, et puisqu’il environne cet astre , 
il doit circuler autour de h i ,  s ant les memes loix que les pla- 
nbtes; c’est peut-dtre la cause laquelle il n’oppose CJll’UI10 
rtsistance insensible 8 leurs mouvemens. 

u .  s1n.” 0 



L I V R E  I V e  

D E $  O S C I L L A T I O N S  D E  LA’MER ET D E  L ’ A T M O S p H $ R E .  

L’ACTION du solei1 et de la lune sur la iller et sur l’alinosphbrc , 
excite dniis ces deux maims fluiclcs, des oscillutions dont il est 
intbressant de dBterminer la loi. Les oscillations de la mer sont 
connues SOUS le iioin deflux et  reflux j elles sont trbs-seiisibles 
dam nos ports : celles de l’atmosph8re sout peu serisibles en elles- 

cilement observdes , 
rs dont l’atmosphbre 

est sa11s cesse agiI.de, Nous alloiis coiisiddrcr dam ce Livro, c ~ Y  

divers rnouvcmens. 

C H A P I T R E  P R E M I E K ,  

1 REPxumoNB,les Bquations ghnhrales du mouvemeat de la 
mer, que nous avons dorindes dam le dmnier Chapitre clu 1)rc” 
mier Livre. Si l’on prend pour unite, le domi-petit de ]a 
terrc , et que Bon represento par Y la profoildour de ]a mer, supr 
posde trks-pelite par rapport h ce dcini-axe, 7 Ctniit une fonctioil 
de 0 et de c ~ r ,  8 &ant le compldmcnt de la latitude d’unc molt5culc dm, 
de la surface de la mer, dam 1’6ta.t d’dquilibre qu’ollc prendroit 
sans l’action cln solei1 et de la lune, et 6tnn.l la longitude de la 
moldcule dans cct Btat , cette longitude &ant compthe C I ’ U ~  nidri- 
&en fixc sur In terre. Soit e y T  l’dl8vation de la moldcule drn W- 

Y n  
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dessus de cette surface d’bquilibre , dans l’ktat de mouvement , et 
supposons que par cet &st , 8 se change dans 8-b ~ C U ,  et m ,  dam 
w+ CLY ; enfin, soit n t le moyen mouvement de rotation de la term, 
et ,y lapesanteur; on aura par le no. 36 du premier Livrc, les 
deux Bquaiions suivantes 

3es diffdrenccs d y  et d V ,  &ant uniyucment relative8 aux varia- 
bles 8 et m. La fonction a d Y f  exprime, cornme on l’a v u  dam le 
no. 36 da premier Livra, de toutes Eas 
forccs qui troubled l’6tat d ;Em , par leu 
818mcns de leurs directions, en ne conservant que les differen- 
tielles JB et Jv. Ces forces sont d’abord l’action du solcil et do 
la liane ; on aura la partie de ecdV’, relative A ceite action, en 
divisant respectivement la mmmo des masses du s o l d  et de la 
lune par leurs distances a la molhcule d m , ct en diK6rentiant ccs 
qr’oticn6, par rapport aux variables 8 et Q; or si I’on nomme r la 
distance d’ixn avtre L ,  au cciitre de la term, Y so dhlinaison , 
et .C son ascension droite; sa distance t i  la molecule dm , sera par 
le no. 25 ciu troisihme Line A trks-peu pres 7 

/ p -  9 r. { COB. 8 .  Bin. Y + ein. 0 .  COY. Y .  cos. (n t + ~-.C,I> -j- 1 ; 

I’angle n t 4 - m  &ant compte cornme l’anglc .C ,,,de 1’Cquinoxe du 
printemps ; aimi ? pour avoir la partie de a il Y . 1  relative k l’actibii 
de l’astrc ,!A, il faut diffbmier par rapport k 6 et h IR , la fonction 

L 

I 

-- 
I/p--a r F 5 i n .  v + Ein‘ e .  cos, Y .  cos. (n t + ..-,/,)I + l o  , 
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force dont ce centre cst animc! par l’aclion de ; et ]’on a VU &lis 

]e no. ~3 du t ro is ihe  Livre, quc ccla sevienl Q retrancher de la 
fonciioii prdc&dcnte, celle-ci , 

L L  -+ r.. {cos, 6. sin. u+sin. 8 .  cos. v .  cos, (n t + w  -4)); 
r 

on aura clonc la vuleur de a d Yt ddpeldallto de Ihctioii do ‘;c, en 
difr6rentiaiil par rapport i 0 e l  h m , la diK&rciice dc ces deux fonc- 
tioiis , iliE6rcncc qui , par le no. cit6 du troisihne Livre , peut so 
ddvelopper dans uiie suite descendantc par rapport a m  puissances 
de r , tclle qu’en la d6signan.t par 
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que doit y exciter I'action du solei1 et de la lune. L'dquation (1) 
du no. prhc6dent, devient , en y faisant  COS.^ =EC et y = J ,  

I'e'quatioii ( 2 )  devient , 

or on a ( ~ ) = F v x ;  on aura donc, en cornparant, les 

coefficiens de dB et de d m ,  

partant, 

L'expression prhc4dent.e ae 5,  donne 

on aura donc 
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Pour inthgrer cctie Bquation , nous krons 

La partie de V' relative Ala couch0 sphdrique fluide dont le ruyoll 
iiitdricur est l'unitd , et doiit le rayon extdrieur est 1 f a y ,  sera 
par le no. 14 du troisibrne Livre, en prenant pour unit& de clcnsitd, 
la densitd de lamer, 

477. (Y(")3--;-.Y(')+i.Y~.)+~*Y~S)+ &c.> , 
w Jtant le rapport clc la clenii-circonf~l.ence au rayon. Norninons p 
la moyenne densit6 de la terrc entibre; ileus w o n s  g = + ~  P ) el 

pnr consdqucnt , 4 T = -. 319. 
P 

11 rksulte du no. prdchdent que la parlie de c ~ f f ' ,  relative h 
l'action du solei1 et de la lune, et g6ii6ralernent B l'action d'un 
nombre quelconque d'astres attiranv, p u t  se ddvelopper dans uno 
suite de la forme 

cL.uw+cL, LI'(q-cL.U(J)+LL. U(')+ &c. j 
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V T .  sin. m, et / 1- ps. cos. , qui satisfait Q l'dquation aux 
diifdrences partielles , 

celrs 12096, si :'on substitue pour y et T' oes valeurs dam l'dqua- 
tion ( 3  ) j la comparai~on des fonctions semblal~les UW et YQ) 
donnera 

I 

Supposoiis pour abrkger , 
i * ( i + + l g .  { ( s i +  ,). p- 3)"uh.g j < 

I (9i+ll P 
! 

YBquation diffkrentielle prhchdente donnera en l'inthgrant , 

c Z'Bquation 
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JG’Bqnation diff6rentiellc cn Y(l) donne eri y supposaiit i=o r?) = 0 et par consequelit, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  
, i . ( i+i)  +-- .sin. A; t. f U W t .  cos. A; t 

A i  
i . ( i+ i )  - --. cos. A; t . f U W  t sin. t 

‘+ &c. 
hi 

On ddtorminora le8 fonctions N@), .NO>, Ncs), &c, , au inoycll de 
la gigure initiale du fluide, et lea fonctions NW, a c t ) ,  ~ ( 8 1 ,  kc,, 
au moycn de sa vitcssc initiak j ainSi, l’expression pr&jddentc d e y  
enibrassaiit toutes lcs figures et ioutes les vitesses doni le fluido est- 
susceptible, elle a toute la g6nbralit6 que l’on pcut desirer. 

croissant suns cesse, et l’dquililre ne seroit pas P‘snne, que1 que fht 
d’ailleurs le rapport de la densit6 du fluide , spllbra 
qu’il x’ccouvrc, Muis il est filcilc de s’assurer que les quantitks Jl(@) 

. et N(’) eont iiulles , par cela 8cul que la niu6so fluido eat coiislanto. 
Cotto condition donne f y d p .  d w  = o ,  l’intdgrule Ctnnt prise dcpuis 
@==-I’  juscju’it p= 1 , ct depuis W = Q ,  jusqu’h w = z a ;  or on 

6i la quaniitd n’dtoit pas consiante, la vnleur (Icy iroil 

cclle de 

gdn6ralcnlent par IC no. l a  du troisicme Gvre 
f p). uw* dp. d.a = 0 , 

M ~ C A S .  C ~ L  Tome XI. 7; 
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lorsyue i et i‘ sont des nombres diffdrens ; on aura donc 

airisi eii Bgalant cette quantit6 h zero, on aura M(”)  = 0, et 
N ( ” )  =I: 0. 

Jl suil de-Jk , que la slabilith de l’dquilibre du fluirle d6pend du 
s i p  des q1tantitC.s A , ~ ,  A ~ ~ ,  &c. ; car si l’une de ces quantitbs , telle 
que A;’, est ndgative , le sinm ct le cosinus de l’angle A ; $ ,  se cllan- 
geqt en’exponentielles, et ils ae changent en arcs de cercle , si 
A~’=o. Dam ces deux cas la v&ur de y cesse ’d’btre pdriodique , 
condition hdcessaire pour la stabilitd de I’&quiJibre. hai Btant dgal 
, ; .(;+I) 
R { (z i + I 1. p-3}, cet IC yuantit.6 ne peut &trc positive que 

(2 i+ 1 ). P 

dam le cas oh l’on a p > -- , i Btaiii uiz nonibre eiitier povitiil 

dgal ou plus grand que I’unite j il faut donc pour la stabilit6 de 
l’bquilibre, que cette condition soit reniplie pour toutes les valeurs 
de i , et cela no peut avoir lieu , 
clire que la demit6 d a  noyau cloit surpasscr celle du fluide. VoilA 
donc la condition gdncirale de la stabilith de 1’6quilibre, coiidition - 
qu i ,  si elle est reniplie que]. que soit 
1’6hranlement primitif; mais qui, si ell0 ne l’est pas, fait ddpendre 
]a stabilite de l’dquilibra , de la nature de cet bbranlcment, 

si par exemple , 1’6branlcment primitif est tel que Ie cenire 
de gravi t6 du fliaide coincide avec celui du noyau qui1 recouvre , 
et n’ai t auciin mouvement par rapport I lui , dans le premier ins- 

tant; alors Y(O et (”$;) seront nuls au promiLr instant, puis- 

que cette coincidence no d6pend que de la valeur de Y(’), coinme 
on l’a vu dam le no. 31 du IroisiCmc Zivrc ; cclle ~ralcur sera donc 
ndle tous Ies instans , et par consdqucn t , le ccntrc de gmvit6 du 
& d e  coincidera toujours avec celui du noyau. Dan8 ce cas, Ja 
stabi1iiB de 1’t:quilibre ddpend du signe de hin), et pour que cette 
yuantitb soit positive, il s u l k  que Yon ait p > 5. 

fy d p ,  d a = 4 T. Y ( O )  == 4 V .  { M(”). t+ N(0))  ; 

3 
a t+1 

rend 1’8qidilre fcrine 
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donnc 

'@-) =x. V G .  I..( I- ).(cc)-(!E;)], - (a iCQP 
le signe des integralee h i e s  I;, se rapportant A toutes les valeurs 
eritibres positives de i eii y comprenant la, vdew i = o j mais oil 
a par ce qui prbchde, 

partant, 

ddU 
. dta  

>; u = G +  

G et If d t m t  des l'ouctions arbilraires de p el de CIJ. On trouvers dc 
la mime manibre, 

K et L &ant des fonctions de p et de rds , ddpendantes des functions 
C et N ; en eflet, si Jans l'dquation 

J 

on substituc au lieu dc y , u et o , leurs valeurs pr4cddentes on 
aura en cornparant sdparhent les termes multiplies par t ,  et ceux 
qui en sont independam, - 

o q G ~ % ) - ~ g ) 3  dP 

.=( dp-)-(g-); 
- 

d . H  r/1.-p 

en aorte qu'en vertu dcs valours u=G+H, t t ,  v = K + L . t ,  la 
Burface du fluids resteroit toujours sphkrique. Pour coucevoir lea 
mouvemens du fluide, dam cettc liypothbso; imagino~is qu'il ait un 
trks-pctit mouvemsnt ds rotation de l'ordre a, auteur de l'axe dn 

ZCL 
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sphdrokle; la figuresphdrique du fluide n’en sera alt6ree quc cl’une 
quaritith trks-petite du  second ordre ; puisque lu force centrifuge 
ne sera que de l’ordre a’ : dans ce cas , on aura u =  o , et 
Q =  qt. /I-$, q &ant un coefficient inddperrdmt de p et de w : 
mais on peut concevoir le fluide tournant mitour de tout antrq 
axe, et de plus, ces mouvenieiis &ant sixppos~s fort petits, le 
fldide rnB en vertu d’un nombre quelconque de iriouvemens sem- 
blables conservera toujourrs aux quantitdrr pres du second ordre , 
sa figure epherique. T ~ u s  C ~ S  mouvemens sont compris dans les 
formules ? 

C , H ,  K ,  L dtant des fonctions de p et de a, qui ‘ont entre 
elles , les relations pr6ckclentes. Ces mouveniens ne nuisent point i, 
la stabilitb de l’dquilibre; d’ailleurs , ils cloivent &re bieiitbt andan- 
tis par les frottemens et les rhistances de tout genre que le h i d e  
@rouve. 

3. Considdrons prdsentement le cas de la nature, dans leque1 
le sphdroi’ile qui recoiivre lu mer ,  a un mouvement de rotation, 
L’Cquation (1) du no; I se transforme dans celle-ci, 

u =  G+H.t ; v = X - f - L . t ;  

- 
y=( d.yu( / l - - ( r . )  CEF 

-7 (d;:) i (4 
L’,quation ( 2 )  d u  mQme no. donne le5 deux suivantes : 

L’intdgration g6nCrale de ces dquations , prdsente beaucoup de 
difficultCs : nous nous bornerons ici , A un C~LB fort btendu, celui 
dans IequeJ 7 est nne fonction de I* sans m, et  nous ferous 

u =  b.cos, (it3.s.rJi-E); 
V=c.sin. (it+sw+-t.E) j 

y - - s= a‘ . cos. (i t + s m+ e) ; 

~ S O . C O S ,  ( i t + s a + * )  j 

Y ’  

g 
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a ,  t , c , a' &ant des fouctions rationnclles de p et de Vi-pa, 
et s &ant un nornbre entier. En substituant ces valeurs dam lea 
6quatioiis (.A) et ( B ) ,  nous aurons, 

d. (y  b .  (1-p) -)--syc; 

9- 

.=( dP 

i ' .b+znic .p*  V q  =- &re). v 1-p: j 

gs a' _- -- a i 1 i b . h  - 
v'1-t.. 

Ces deux cleriiihres $quaiions donnelit, 
l-$ 

i',c+ 

C =  (ia - 4 n2 P O ) .  ( 1 - p  p )  

En substituant ces vnleurs de 6 et de c ? dans In premikre) et faisant 
pour abr6ger , 

7 
u"= J ia - 4 n s  p.u 

e 

0 

on aura 
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Supposons que a COS. (it+ s m) satisfasse pour Y ( f ) ,  ii 1'Oquatiori 
aux diffbrences partielles, 

la partie de a'. COS. (it+$ m)? due h l'attraction couc]l~ 
aqueuse dont le rayon intdrieur est 1, et le rayon extdrieur est 

. a cos. ( i t + s a )  , 4 q  
(2s + 11.g 

1 +&I, sera par IC no. prkc6derrt9 -L 

. cos . ( i t+sa) ,  & cause de g=$v.p. En suppo- 

sant donc nulle, la partie de a' correspondante it l'action des 
nstres , on aura 

3 a  

c.f -k 11.P ou - 

or I'dquation aux diff6rences partielles en Y(f) donne 

1'Bquation ( 5 )  donnera donc 

(sf+ 11.P 1. i"=f.(ffl).Zg.. {I- 

L~~ nombree 8 et f &ant arbitraires ? il est clair que l'on aura la 
padie a0 y ,  qui est inddpendante de l'action des astres , en rku- 
nissant toutes leg valeurs de a. COS. (it-/- s a) correspondantes aux 
&verses valeurs que l'on peut donner 

Pour avoir la partie de y,  qui depend do l'action des astres, 
nommons e .  cos, (it + s m), un terme de Z'expression de 7' relatif* 
i~ cette action., et tel qu'il satisfasse pour Y(f), l'dquation prbc6- 
&nte aux diff&enccs partielles en Ycf) j on aura alors? 

e 

ces nombres. 
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l’dquation ( ~)*dOii i ler~  donc 

183 

ct par coiisdquent , 
a= 

f.Cf + I ) * l e  
i 3 

f. ($+ 3 ). ( - t’ ?f 4- 1 ) - P  

on aura ainsi , la partie de y , qui d&pcnd de l’ciction des astres, 
et il esl ais6 de voir que ces rbsultats coinciclcnt avcc ceux du 
no. prCc8dent. 
4. L’int6gration de l’tcquation ( 4 )  ilaris le cas gdndra1 oh rz 

n’est pas nul, ct oh la mer a une proi‘oiicieur variublc , surpassc 
les forces de l’nnalysc j mais pour d6terniinar 10s oscillations de 
~’ocdaii , iI n’est pas ndcessaire cle I’int&&x gdnOraleinent, i~ sufit: 
(yy satisfaire ; car il est clair que In p;lriic des oscillnlions , qili 
&pelid clc 1’6tat priniitif dc la iller , a clh bieiitdt dispnroltrc p r  
lcs rdsistances de tout genre, que ICs eaux de la mer dprouveat 
clans leurs mouvemens ; eii sorte que sans l’action du solei1 et de lu 
lune la mer wroit depuis lol~g-temps parvenue i un dtut perma- 
ilcllt d’dquilibrc : l’aclion de ces deux nstrcs, 1’cn Bcartc suns ccsse, 
ct il nous sunit de connoitre lcs oscillatioiis qui cii d6peiidcnt: 

r &ant la distance au oentre de la term, d’un astre L ; lit pnrtie 
CCY’ i’elutive il. son action sur une moldc fluid@, et ddve- 

10 no. 1, en ndgligeRllt 

I 

1 

loppde siiivaiit ICs puissanccs de - 3 sera r 
quatrihcs puismiccs , 

. 3 L  
Is 

+ --. sin. 8 .  cos. 8 .  sin. v . COS. V .  COS. ( 1 2  t .+ ~ - 4 )  
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port au mouvemeiit de rotation de la term ; les trois termes prkc6- 
dens donnent lieu k trois espbces clifi6rcntcs d’oscillations. Leu * 
pgriodes des oscillations de la premibrc esp‘kce soiit fort longues ; 
elles sont iiidbpeiidantes du inouvement de rotation de la terre , et 
ne d6pendent que clu houvernent de l’astre L dans son orbite. L?s 
p6riodes des oscillations de la seconde espGce , ddpendcllt princi- 
palement dii mouvemcqt de rotation n t ,  dela terre; elles sont d’un 
jour A-peu-prhs : enfin, lcs p6riodes des ascillat~iuns do la troisibme 
espbce, dependent principaloment de l’snglo 2 n t ; d e s  sont cl’en- 
viron un  demi-jour. L’Bquakm (4) du no. prd?c@derit, ktant clifrb.. 
renticlle l inhire ; il en r6sulte que ces trois espbccs S’oscillations se 

mOlent sans se confondre j nous pouvons donc lea consid6rey shpa- 
rbmeiit. 

Des oscillations ’do la prcmidre cspkce, 

5. Nous supposerons dans ces recher 
recouvert par la mer, est  un ellipsoYde d 
ybypothbse la plus- naturclle ct In  plus simple que I’m puisst: 
adopter. Daps cc cas, l’expression y de la profondeur de la rncr , 
cst de la forme 1. (1-yp’) et l’on a 

1 * ( 1  - q P )  
iz= i ~ - 4 n a p s ’  . 

Reprenons I’bquation ( 4 )  dU no. 3- LeS oscillatioiis de la 1irerniGrc 
espkce ne dkpendant point dc l’arigle m, on doit hire s = 0, dans 
cette byuation. Supposons que l’on ait 

~ ( 1 1 ,  p ( 4 ) ,  &c., &ant des fonctions de P’, qui stitisfont, que1 que 
soit f, h 1’6yuatioii aux diffdrences partidles, 

a = p c o ,  + p@) + PC”+ ma). . . . . . . + P(d) ; 

LR partie de a‘ relative L Y et B l’action de la couch0 aqucuse dent 
le rayon intbrieur est l’uiiit6, et dont le rayon eat6ricur est 1 + &y, 
8era pw ce qui prC‘cBdc , 
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La partie de a‘ rclativc it l’aciion dcs ‘nstrcs ) i ~ c  prodnit quo  rics 
quantiths de la lorme P(s) ; car la foiictioii I. +3. cos. 2 6 qui la 
muliiplik par le no. prdcddent , est 6gale h 6. (pa-+), c t  il est 
facile de voir que cettc dernihrc foliotion est de la Eorino Pen). 
Cela pose j si l’on substitue au lieu de a et de a‘ lours valeurs daiis 
1’6quatioii ( 4 )  du 11’. 3 ,  et si 1’011 d6termiiia les wbitraires de 

~ ( 0 1 ,  ~ ( a ) ,  &c., de mniiibre quc la ~oiictioii 6;). 1 - p  p soit 

divisible par is-- 4 napn , ce qui donne uiie 6quatioii de coiiditioii 
entre C ~ S  arbitraires ; nlors la puissaiice de p’ , la plus 61ev6e dam 
diaque lnembrc de cclic dquaiion , sera @, et eii coiiip~rnilt 10s 
coeficieiis des Jivcrsev puissanccs dc $, 011 auntf+ I dqualions de 
condition, qui rdunieg A la prdoddonte , formcront f + D dquations 
do condition. Mais lea arbitraircs ds In foxiction P(o)CP(n)+P(4),3-&~,, 
soiit an riombre f+ 1 j en y joignaiii l’inddtcrmindc q, OH auraf+ a 
iiiciBterinin6es qui pourroiit satisfaire & ccs @cluaLioiis de condi- 
tion; 011 pourra doiic aiiisi satisfaire A 1’Cquation (4) ) pour u w  loi 
d6termiiide de la pro€oiideur dc lu mer. On aura cctte loi ) en ob- 
eervanl~que s i  1’011 ddsigae par Q.@, Is terme de a, le plus CSlcvC 

eii p j le coefficient de p’f” dans la €oiiction - 
divide par in- 4: napce, sera 

E11 1’6galant au coefficiont Q do p“f dwis IC premier 
awa 

a nu 

mciubro , 011 
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n’ - est le rapport de la force centrifuge A la pesanteur A Z’dquateur, 
g 

rapport Cgal k &. En prenant pour r un assez grand nombre , tel 
que douze ou quatorze, le coefficient de p’ sera assez petit, pour 
pouvoir &re ii6glig6, et nlors la profondeur de la mer sera iL trhs- 
peu prks constante ; on aura donc ainsi , d’une manikre fort appro- 
chke, les oscillations de la mer, dans le cas ou sa profondeur est 
par-tout la mbme. 

6. ~a vdeur de c du no. 3, est trhs-grande dans les oscillations 
de la premiere espece , A cause du diviseur i , qui affecte plusieurs 
dc yes termes. Si l’on dBveloppe la partie 

--. (sin.”v --f. cos.’ Y .  } . (1 + 3. cos. 9 61, 
4 r3 

de l’action de la lune, qui produit les oscillations de la premikre 
espBce 
iiu thm 
-term@ quelconyue de ce ddveloppement j k sera muliiplid pur la 
tangcnte de l’inclinaison de l’orbe lunaire , h 1’6cliptiyue, clans lo 
t e r m  ou it sera le moycn mouvernent des nocuds de l’orbite 
lunaire j mais C raison de la petitesse de i, ce terme sera trhs-consi- 
& - & l e  et le plus grand de tous ceux qui entrent dans l’exprcssion 
de c. 

Nous devons ccpcndnn t hire ici unc observation importante.’ 
Les rdsistances que les eaux de la mer eprouverit , cloivent con- 
sid6rablcment diminuer lee oscillations de cette espkce , et, leur 
laisser trks-peu d’htendue. Your le faire voir supposons la re&- 
tance proportionnelle A la vitesse , et nomrnons c le coefificient de 
cette rcisiutance. Les deux dquationu dans lesquelleu se partago 
l’ciquation (2) du no. 1, seront alors, 

L 

us et cosinus d’angles croissans pro 
Yon 46signe par . ~ k  

car il est clair que la rdsistance doit ajoutcr aux deux premiers 
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inernbres de ces ciqu ations, les teriiies e. ($) ct e. (2) : 1’Cqua- 
tion (1) du 11’. 1, subsistera toujours. 

Nous ne considdreroks ici , que les termes d6pencIans de ~’m- 
& it, dam lesq,uels le coefficient i est trhs-petit, ut beaucoup 

ddu d d t  
inoilidre que 6. Dans ce cas, (x) et (F) peuvent Qtre n6gli- 

Si l’on neglige les quantitb de l’ordre i , 1’8quatioii ( j )  doulro 

OU 

partaiit , 

Cette vnleur de u substitu6e dam 1’6quntion ( f ) ,  donnera uno 
valeur plus approchke de gy -7 ‘ ;  mais on peut s’en tenir it la 
pernibre approximation. 

La partie de Y‘ relative A Paction de l’astre L ,  est de la foime 
k. (1 + 3 cos. ~d 0). COY. (it+ A), ou 6k. (I.’-$) COS, (it + A). Soit 
Q. ($- f).cos. ( i t + A ) ,  lapaide correspondantc d o y j  la pnrtio 
correspondante de V, due it l’aciion de la cou&a aqueuse dont 

Aa o 
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le rayon interieur &ant 1, le rayon extdrieui: est 1 +&y sera 

clonc 

et par consdynent , 
6 ~ (p-.”- f )  . co8. (i t + A )  ay = 

+&) 
La somme de tous les terincs c~k.cos. ( i t + A )  
L -. { sin.’v- +. cos~t’} ; la vdeur en&re de ay 4 rJ 

oscillations de la premihre 
sera donc I 

Btunt Bgale h 
relative aux 

L .  f sin.pv - f .   cos.^} . (I -+ 3. cos. f~ 8 )  

4 P’ . g. ( 1 ‘‘-3- - - 
ay = 

Cette yalenr est celle qdi auroit lieu , si Y et s Btoient rigourease- 
ment constans, et si le lluide prenoit a chaquo instant la figuro 

qui ccrnvient r‘i l’ktat d’bquilibrc j car (g) et (g) Btant nul8 

clans le cas de l’&ciuilibre, lee Bquations diff&rentielles en u et v r  
se rdduisent B ce~le-ci, o = gy - 7’ j on peut clone? lorsque Ica 
Variations .de 7‘ et de t’ sont t r&fentes?  ddterminer Ics oscillalionv 
do la pre111ihre espece, comme e i  le h i d e  se mettoit A cllaque 
instant e* 6yuilibre I )  sous l’action de l’astre qui l’attire : l’errelxr 
est d’autant irioindre quc l’aetre se meut avec plus do Ienieur ; 
elle est par consdqucnt , insensible pour lc solcil. Elle pelt1 
sensible pour la lune h C ~ U N C  de la rapiditi: de son 111oUVeiilCnt 

d a m  son orbite j mais cornrnc Ies oscillations de la pernibre espbcs 
sont trks- petites par 1es obscrvatioixi , on pourrn employcr pour 
]ai lune dlc-meme I la vnleur prdcddeizic (le a y ,  
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Qnoique nouri soyons parvenus k ces result& , dans la supposi- 

tion d’une resistance proportionnelle i\. la dteuse , il est clair qu’ils 
out lieu, qucllc que soit la loi de la rdsistaiice. En g~ii8ra1,oii pcut 
les adopter sans erreur sensible, toutes les fois que IC atiide derange! 
de soil &at d’t‘quilibre reviondroit en vertu de la r6sistaiice qu’il 
Cprouve , k cet &at, dans un temps moindre que celui d’une &o- 
lu tioii dc l’iis Ire. 

Des oscillations dc Ea seconde espdce. 

7 .  L n  partie de I’action de l’astre L , qui produit ces oscilla- 
tioiis, est par le no, 4 ,  6ga.10 iL 

3 L  
IS 
-.sin. 9.  COS.^. sin. 8 .  cos. 8 .  cos. (n f-j-e- 41, 

La partie de a’ rclutive i\ l’action de la couclie aqueuse doiit le 
rayon intdrieur &taut l’unit6, le rayon exthrieur cut 3 + uy , sera 
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g 

la partie de a‘ relative it l’aclion de l’astre L ,  est - -.p. / i -p’; 

on aura doiic 

SupPosons que les constantes inddtermindes qui multiplient cha- 
cune des fonctions p(”),  p(’)? &c. soienl telles que la fonction 
?.pa(-- (E). (1 -/A”) soit divisible par i“ 4nPfiP , ce qui ne 
& 

demande qu’une seule &quation de condition entre ces ind6termi- 
d e s  ; alors le second mernbre de 1’8quation (4) n’aum plus de 
Jhominateur ; car en ne considdrant dims ce second membre , 
que les termes qui ont r/i-pa pour diviseur, et supposaiit 

B enlibre. de $3 

- 

( ia-4n0p”) . gz . p F 
&/l-p? 
- - ;  

- 
OM g-2.P. &‘. f 1 -p; d’ob il suit que ce second membre n’a point 
/-, au dknominateur. En substituauit donc dans cette 6qu.a- 
tion, pour a et a‘ lenrs valeurs , et en la divisant par E.‘. r/ I -psi  

la cornparaison des puissances scmblables de I.” donneraJ 8qua- 
tjons de condition, qui ies k. la prbchdente fornieront f+ 1 
&quation$ de condition B re j maiv le nombre das inddtermi- 

- 

en y comprenant Q estf-t 1; on aura donc autant ct‘indhter- 
mindes que d’6quations. 

Pour avoir la valeur de q , ddsignong par Q.@-1. Vl-p, ]e 
terme de I’exPression de a ,  le plus 61evh en j le terme semblable 
de l’expression de a‘ sera 

7 
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pour le term semblable du second membre de &quation ( 4 )  : en 
I’6gaJui1 t au terine correspoiidant de a ,  011 aura 

a 11’ 

&si la profondeur de la mer &ant aupposde Bgule h 

2 11% ./A* - 2- 
Lrrn (l--pkf+I) . p  ).(?f+f+f) 

on poiirra clbterminer par l’analyse pr6cddente ,.les oocilltitions de 
la seconde espbce. 

ur de i, et par cons& 
qaent s Sermes darn$ lbsquel$ 
l’action de I’astre peut se ddvelopper ; cepenclaiit cette identit6 est 
indispensable pour qu’une loi de pro€ondeur puisse &re ndillise. 
Mais on doit observer que i &apt peu diffdreni de 72,  on pcut 

supposer ici 7 = 1, et alors 1 prdcddcnte de proEondeur do 
In  mer, devient ind8peiidan te e lk  est meme ii trhs-peu prbs 
dgdc i belle que nous avoiis trouv6e daiis le no, prhkkiit ,  pour les 
osoiURtionss de 1 

Cct 

n 
c ‘  

2 

&it, A illlc expression dc a irks-simple et fort remnrquable , onke 
qu’elle donne 1’explic;ation d’un des principaux ph6ilonlbncs dcs 
niardes. S i  l’on fait i = n, on a 

J*(1-QPXp) 

rta * ( 1  - 4 p j  
s== 

Supposons maintenant, dans l’dquation ( 4 )  du no. 5, 8 = I. , i = n 
ct a = Q p  , f i - -pS,  Q &ant ua ooefficiant iaddpendant de.p; on 
aura par ce qui prtjckdc, 

- 
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ce qui donne 

&I h C A N I Q U E C L E S T E, 

le second membre de 1’6quation (4) se rOduit aiizsi, au terine 
aLg.qa‘ -. En +plant cette quanlitd, au prcmicr mernbre, ou h la 

valeur supposh pour a, on aura 
n’ 

d’oix l’on tire, 
a2q.k  Q= 

2 Zg p . (1- 6) - 72%’ 
Lapartiede &y,correspondanteau terme clrE,sin.8.cos.8,cos.(itC~-A,) 
writ donc , 

mais la somme des termes c~E.cos. ( i t t a -  A) est, par cci qui 
prhckde, le d&veloppement de la fonction 

ZL ?.sin, Y .  cos. v .  cos. ( n t + m  -4) j rd 
on aura donc pour la partie entiere de ay, relative aux oscillations 
de la seconcle esphce, 

GL -.~p.sin. 0.cos.6.sin.u.cos,u.cos. (n t+~-*S. )  
(. i 13 - 

2 Zg $7 (1- ;) - no 
et cette valeur a lieu ghhalemcnt ,  que1 que soit Q, c’cst-ir-dire, 
quelle que soit la loi de la profoncleur de la mer, pourvu que 10 
sph&o:& qu’elle recouvre soit un ellipsoide de r6volution. 

La diffkcnce des deux mardes d’un m h c  jour, d6pend des 
oscillations de la seconcle esphce. En effet, lor::,qwe l’a9tro .& pass@ 
ail mbridien superieur de la mol6cule on a n 6-1- w - 4 = 0, et 

brsqu’il passe an mhridien ipfhrieur on a n t + w  - $. E= 2ooo ; 
niiisi 
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ainsi l’excbs de la niaide dniis le premier cas, sur la iimr6e Jans 
le second cas cst 

-. Zq. siii. 0 .  COS. 0 .  siii. pcos. Q 
1a.L 
13 

Les observations faites dans nos ports, notis niontrent que cctte 
diEkrence est ires-petite; ce qui suppose Zp tr&s-.petit par rapport 
A - : cette supposition donne aiiisi , une explication fort simple 
de ce plzBnom8ne. Dam cc cas, 10 dhominatcur de la fraction 
prCcddente est n8gatif , et si ,  comme les observations sembleiit 
l’indiquer , la ruarCc superieure l’emportc sur la mardc iiifkrieure, 

ne quantitd ndgative , et la mer est un peu plus profoade 
ea qu’h 1’6quatsur. Maia sette oonsdquenoe est subordonnth 

A l’hypoth&se d’un fluide rkpandu rdgulikrement sur la surface d’ull 
ellipsoicle de rbvolution , ce qu i  ii’est point IC cas de la nature, 

Si Yon substitue pour Q, sa valeur daiis l’expession de a‘; on 

ns 

a 

a’=-- 6 

2 Zgq . (1 - ;) -d’ 
* de b et de c, du no. 3 ,  Cette valeur subatitud 

donne en supposant s 
-k 

b= i 
2 1gq . (1- d) - n” 

ku 

d’oh il suit que la pnriie de au relative ;LUX oscillations rio lii 
creconde eupCce, est 

3L -. sin, v .  cos. v .  cos, (nt+ * -4) r3 
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et que la partie*.de a y , relative aux mc?mes'oscilIalions, est 

3~ cop.e . sin. Y .  cos. Y .  cos. (n t -I- -4) -*-- 
r3 sin.8 

2 zg 'I. (1 - ;- - n% 

Des oscillations de la troisiEme espdce. 

La partie de l'action de l'astre L, qui produit ces oscilla- 9. 
tions , est par le no. 4 ,  &ale B 

3L -. sin.a 4. COS.' v.  COS. 2 (n t-t- w -4.1). 
4 r3 

Le ddveloppement de cette fonclion, en cosinus cl'angles croissans 
proportioniiellement au temps, donne uiie suite de termes de la 
€0 cos. n. 

eprenons maintenan en y supposant 
s= a ,  et 

Supposons de plus que a soit exprim6 par la suite 
(1-$). {P(o)$.p(a) -p). , . . +pc:s-l,}; 

FU), P('), Src., Ctant des fonctions rationnelles et eiitikres de @a, 

telles yu'en designant par ~ ( ' f ) ,  la fonction (I-P~,.) P(*f-'), 011 
ait , 

La partie de a' relative R l'action de la couch0 aqucuso dont le 
rayon interieur &ant l'unitb, le rayon extdrieur e s t  1 -+ a y ,  t)era 
par ce qui prdcbde , 
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k 
g 

La partie de a' rclative ti l'action de l'nstre L, est --. (i-;~); Q ~ I  

aura doiic, 

Supposoiis que les constantes iiid8tenniidcs qui multiplieiit 
chacunc des follctiorls P ~ o ) ,  PI, &e.,  soiciit tclies que la i'oiic- 

tiori ?.~u'--(~).(i--~~) I soit divisible par is-44napa, ce qui 

premier ; car en supposalit a' = (1- pa). F, ct nc consid6rant quo  
ICs twines qui lie sont poilit clivisibles par i-$, les trois 1)urtics 
de ce seconi meinbre , devieiiiieiii 

; et par consdqucnt leur soiiitiie est clivisihlo 

Q la prhcbdente , foformeront J-I- 1 dquatiol 
€&e : le nonibre des indhtermiii6es, en y coiiiprciiant Q e 
reillement f+ 1 j on aura doiic autant d'ind&xmilihcs que &&qua- 
tions. * 

Pour avoir la valeur de q ,  i m m m s  Q . P ' ~ - ~ ,  le termc le plus 
rSlev6 en p de P('f-*) j le t e k e  correspondant de a' sera 

le tarme correspondant du second mernbre de 1'8quntion ( 4 ) ,  sera 
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cn I’dgalant au terme correspondant du premier membrc, ou k 
Q.(i-p*).p*f-’, on aura 

M & C A N I Q U E C E L E S T E,  

ainsi , en supposant la profondeur de la mer dgale b 
zn’.tP 

on pourra determiner par l’analyse prdchciente , les oscillations de 
la troiuihme espkce. Cette expression est Jiffdrente pour les diverseR 
valeurs dont i est susceptible; mais on doit observer que i &ant A 
fort peu prks egal i an, on peut supposer - = 1, et alors on a 

pour la profondeur de la mer, la mdme expression que nous avons 

2n 6 

C 

no* 7 2 

est n& 
puisse &re admise. On p u t  m&me faire coincider cette profbndeur 
avec celle que nous avons trouvde dam le no. E ; ,  relativemcnt a u i  
oscillations de la premikre espbce , en supposant f assez grand‘pur 
1)onvoir n6gliger l’unit6, eu Bgard it sp+fj maie nous avons 
observ$ dam le no. 6,  que les resistances bprouvees par la mer 
dam ses mouvemens, rendent les oscillations de la premiere 
espbce ) inddpendantes de la loi de profondeur de la mer j en sorte 
qu’il suffit de considdrer les loix de profondeur, dans lesquelles on 
peut dbterminer A-la-fois , lee oscillations a seconde et de la 

us avens remarqud dam le no. 8,  que pour SatisLqiro 
aux observations ) il faut supposer la profondeur de la mer, it fort 
peu pres constante : nous allons ddterminer dans cette hypothese, 
leu oscillations de la troisihma esphe. Now supposerone de plus, 
que r ,  4 et y vcrrient avec assez de lefiteur , par rapport aux va.. 
riations de I’angle 2 n t ,  pour que l’on puisse les traiter cornme 

constans* Nous nkgligerons encore la fraction -, qui exprime IC 

rapport de In demit6 de la mer it la rnoyeiine densit6 de la term, 

ce. 

1 

P 
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rnpport qui paroil iissez petit, par les observations faites sur l’at- 
tractioil des moutagnes. Cela p o d ,  en hisant 

y = a.cos. (2 n t +  a a - a 4), 
on aixra 

e at = a  a--. ( 1  - p’) . COB.‘ B ; 

1’6quation ( 4 )  du no. 3 ,  dcviendm donc, e11 observant q110 

3L 
4ry*8 

I 
%= 

4nn.(1 -ps) ’ 

On pewt donner A cette Bquation, une forme plus simple en Y 
€aisant l-pF*.= x u ,  et en supposant d x  constant; on aura ainsi, 

Pour satisfaire it cette 6quatiol1, nous feroiis , 
&a= ~ ( ‘ ) . x * + A ( * ) . r n “ - t . ( ’ ) . ~ ~ +  &c. ; 

Cc ttc valcur siibsti tu& daiis I’@qiiatim cliffch-eiitielle prdcBdente 
donnera d’abord, en comparaiit les coeIEcicns de X’ , 

La cornparaison des coefliciens de d dentiqua 
0 = o j c~iGii la compurnisoil des coc6ciens de xRf+4, fdtant dgd ou 
plus grand que l’unit.6, donnern 

0 A(f+*). ( a p  + 6f) - A(f+ l )  . (a f” + Sf) + S), 
ll3 

on aura, ail rnoyeii de cette $quation, les valeixrs de A s ) ,  4‘0, &c, ~ 

lorque A(’ )  et A(’) scroiit connus. En la mettnnt sous cette 
forme, 
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on en airera 

2. ($+1)'+$5, (f+i)- e. { (f+i)"-t 3(f+ l)}  
~ LE: 
2 (f+ 2IE+ 3(f + 2)- &c. 

ce qui donne en supposantf= 1 , 

1 1 lea profondeqrs Z, correspondantes de la mer, seront - -- 
atlgo ' 7 9 ~ ~ 5  ' 

rreett.0 &ant pris pour unite. Cela on 
se prdcddente, que leu valeurs correspondan ~ c s  

de &a sent, 
1,0000 + 20,1862 Xs 

-13,1047 .I' 3 0,1164, X 4  

-2,1975.aF'a- 

-0,0082~ ~18-0,0008. xpo-o,oool, 

3 L  ma=-- 
423% 



I. 1. Rdunissoiis maintenant les diverses oscillillions de la mer. 
Celles de In premibre cspbco, s011t par le no, 6 ,  en ndgligeant h 
dciisit6 de la mer ? eii 6gard h celle de la term, 

. { sin.".u-+. C O S . ~ V }  . (1 +'5. COS. Y 8 ) .  
L -- 

4P.g 
On a vu que ICs oscillatioiis de I n  secoacte e s p h  sont nulles 
lorsque Ia profondeur de la mer est par-tout lit nibme ; erifin 
les ascillatioiis de la troisibme esp&cc ? sont esprimdes par 
&a. cos. (z IZ t+ a '75 - a 4). La soinme de ces oscillations est IR virleur 
entiere de gy ; on aura donc , 

sinmy- f . C O S , ~ U }  (1 +S. cos,id~+ka,cos,Cant+a~92d), 

Si 1'011 suppose que L cst IC solcil, que T exprime sa nloycnlqe 
distance k la terre et que 178 t exprime son moyen mouvcmeiit 
sydCral j 011 aura par la theorie des i'orces centrales , 

Sns  mp 3 
I .-I- --'= 

3 L  -- 
4P.g 4g' Its 4.~89.(366,a6)'' 

Cetle qtiantith est uiic fraction 3u rayon ierrcstre que nons R V O ~ ~  

pris pour unit6 j en la mullipliaiit clonc par le nombrc de mbtrcs 
que ce rayon renferme, on 

3 L  - orno ,193163 
4 T Y  *g  

ct il fiiudra faire vnricr cette quaiitit6 , comme le cube du rapport 
de lamoyennc distance du solei1 A la terre , h SR clistnnce actuelle. 

Si l'on nommc e ,  le rapport de 13 masse de Itr lune, divis6e par 
le cube de sa moyeiitre distance B la terre h la masse soleil, 
divishc par le cthe de sa moyenne distance j on aura poiir la I U ~ I G ,  

- e.om0,ia316; 
3 L  

2- - 
et il TaudrR hire varier cette quantitd, coinme Is cubedu rapport de 
la  iiloyenne distance do In lune it sa distance actuellc. 

]I1 suit de-lQ, quo si l'on dtlsigne par v' ot +', la ddclinaison et., 
]'ascciision droits de lalunc; on aura en rexZu de son uction rdunb 
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i celle du solei1 , et lorsque la profondeur I de la mer cui @gale 

nu 

g 
h 5.- , ou A +9z du rayon terrestre 

1,0000+20,186srxP 
$. IO, 1 164. ~4--13,1047 x6  
-J 5,4488. xu- 7,458 1 . x l o  
-~,1~75.xr1’=o,Lf6o1 .xn4 
~ ~ , ~ 6 8 7 . ~ ~ ~ ~ 0 , 0 0 8 ~ . ~ ”  
-0,0008 .xaO- 0,0001 zla 

. x*. { co~,~v.coe.(snt+~ a - a ~ ) ~ e , ~ o s . ~ ~ ‘ t ~ ~ ~ . ( z n t  j-a .-a+’) . +omsJ 12316. 

li 

Mous verrons ci-aprks , qu!: e = 3 ,  dam les moycnnes distances 
du solei1 et de la  lune; en supposant donc ces deux astres b ces 
distances, et de plus en opposition, ou cn coiljoilciiolz dam le plan 
de l’dquateur; la haute et la basse mer rbpolidront au cas ob l’angle 
o n  t+ v-4 sera nul , ou dgql ix ILOO’ j an trouve ainsi 7,,,@,34 pour la 
diffhmce de la quateur 94 .w c. 1. Mais 
par qne singul mer u l ieu, lOJ*SqUc 
le:: deux astres iont dsns le rndridieii, iandis que la Iiduie mer 
arrive, lorsqu’ils sont a l’horizoii; en sorte que l’oc6an s’ab?isse L 
1’6quateur , sous l’astre qui l’attire, En avanqunt de 1’8quateur aux 
pales, on trouve que vers le dix-huitibme de& de latitude taiit 
boreale qu’australe, la d i f fhnce  de la haute {i la basse mer est 
pulle ; cl’ou il suit que dam toute la zone compl.isa entre lea deux 
parallkles de dix-huit degrbs, la basse mer a lieu, lors du pas- 
tiago des astres au m&idien, et qu’au-delh de ces parallbles, la hautq 
mer a lieu B ce meme instw$ 

Q ~ Q S  le cas de 2 &gal B - ?  ou cl’une profondeur de la mer ~ 

6 
na 

1 
&gale b - on trouve 

72275 
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et Yon aura dam Ies m&mes suppositions que ci-dessus , 1 11n405, 

pour la diffkrence de la haute h la basse mer s b u s  1’6quateur; mais 
ici, l’ilistant dc la haute mer, est pnr-tout celui du passage dcs 
aytres au m0ridien. 

Enfin clans le cas dc ,?= 6. -, ou d’uw profoiidcur de la iner , 11 a 

B 
double de la prdcddentc , on trouve 

I 1,0000 fo,7504. x* 
?kQmc1111316 * +0,1566 .X4~0,01574.  x6 ,xa. (cos.”~.cos.(a;~t+!,na-rr~)+e.co~.*~’.CO~~(Pnt~~~-~J’!} i i t 0,0009. xu 

~t l’on aura dam les mbmes supposi.tiQns que ci-dcssus , imo,90 pour 
la diflbrcnce dc la liaute h la. bnssc mer , it I’Cquateur. 

Si 1’011 auginenie la profoiidcur de la iiicr , la  viilcur dc u y  

dirninue j mais cette cliiiiiiiution a uiic ljiiiitc et la valeur dc acz 

SO rCduit bieritbt B -. d .  COS*avj pn trouve dors, lorsque Ies deux 

astres sont en conjoiiclion dans le plan do I’Cquateur omc7!98h8, 
pour la diff6rencc de la haute it In. basse iiicr , it 1’6quateur j cette 
qiianiitd est donc la limite de cette diffdreiice. 

1 2 La b i t e  que qous ~eaoiis d’assignoy , rtSpond au cas o& 
la mer prend it chaquc instunt , la figure d’dquilibra qui convielit 
qux forces qui l’aniinciit. Palig cette hypotllbsc , la valeur de ay, 
Veut se d6terminer €ort siinplement , quclles que soient la Ioi dc 
proibndeur et la clensitci de la mer. Eli cfkt elle rcvicnt k suproscr 
dans I’6.quation (2) du no. 1 , que lcs inouvexiiens de l’astre c t  de la 
rotation dc la term sont assez lents, pour qve l’on puisse nbgligcr 
Ies quantit6s 

3 L  

4 r915 

cc 
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La partie de ay‘ dependante de l’itction de l’clstre J; ,  est par 30 
no. 4 ,  (gale A 

R/I E C A N I Q U E C fi L E S T E, 

* 

L -. {sin.’v-~.cos.’v} .(‘i+3.cos.28) 
4 1 3  

3L 
r3 

3L  
4 9 

-+ -. sin. v .  cos. tr. sin. 8 .  cos. 8. cos. (n t+ a -4) 

+ -. cos.*v. ~ i n . ~ 9 .  cos. (z nt+ 2’0 - 24). 
Supposons q,ue la partie correspondante de “LY, soit dg n. 1’ c ! cetle 
yuantite muliipliie par une ind&ern1in& Q ; ce iiroduit 6tant 
de la forme Y(’), ou satisfaisant pour YW, h l’bquation (LUX dif- 
fdreitces partiellev , 

d YCn) d d Y(’) 

d-l* I--l*-l* 

0- )de { (1 -pp ( - d A  I I + (TZ-  ) + 6 ,  Y(P) 

la partie de u Y ’ -  corresponda fluido 
dont le rayon intdrieur &ant l’unit8, le rayon extcirieur cst 1 + a y ,  

sera par le no. 2 ,  ---.P), ou --.g.Y(’),; 1’6quation “~gy=cc.Y’, 
donnera donc , 

4 T  3 
5 5P 

L 

4r.7.g. (1- t) 
4- .sin.v.~os.v.sin, 8.cos. 8.coe. ( n t + v - 4 )  

LLy = . { sino1vy-+. cos.%}. (1 + 3. COS. 2 8) 

3 L  

,  COS.^^. sin.”b cos, ( 2  n t + 2 a - 2 4). 3L 
-1- 

47.3. g . ( 1 - ;) 
Dans l’hypothhse que nous consicibrons , si le solei1 et  la lune sont 
kn conjonction avec 1n merne dcklinaison ; alors l’exds de la 
haute mer relalive & midi, sur la. basse mer qui la suit,  sera 

3L . (1 + 0 ) .  sin.n 6 C O S . ~ V .  { 1-l- 2 tang.y, c01.1}, 
2r3.g. (I-;) 
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et l'excks de la haute mer relutivc h minuit, sur In mQme basse 
mer, sern A irks-pcu prBs , 

3 L  
--- (1 +e) *sin.* 0 ,  c ~ s . ~ v , .  { 1- P , tang. v .  cot. 0 ) ;  

ccs dcnx exces seroient doiio entre eux, dans le rapport de 
1 + a.tang,v.cot.O 1- a.tang.v.cot.8; aiiisi pour Brest oil  
4 =: 4G"aG' it-Feu-prbu , si ]e8 deux astrcs oiit 23" dc d8cliiiaisoii 
lJoriale, ces deux excbs seroient dans le mpporl de 1,7953 i i  

0,2047 j c'est-ii-cllire clue le premier seroit eiiviron h i t  fois plus 
grand que le second. Sui.vaiit les observatioiis, ces deux e x c b  
 SOU^ peu diK6rens l'un de l'autre; l'liypothkse doiit il s'agit, est 
dono €ort dloignde de representer sur ce point, les obacrvations 
:el 1'011 voit qu'il. est indispensable dans la tlidorie du ff ux ct ilu 
rcflux de la mer , d'avoir & g a d  nu mouvement de rotation de la 
terrc et i cclui dcs astres nttirans. 

c c  3 
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C H A P I T R E  11 .  

De la stabilite' de P&quilibre des mela. 

3 3. NOVY mons observ6 dans le n4 2, que si la term ii'ayant 
point de mouvemeiit de rotation, la profondeur de la mer est 
constante ; l'kyuilihre est stable, toutes les fois que la densif8 
moyenne de la terre surpasse celle de la mer : nous nllons gdn6- 
raliser ce theoreme, et faire voir qu'ii a lieu , quels que soient In 
loi  de proforideur de la mzr, ct le mouvernent de rotation de la 
t e rm 
' 

Reprenons les 6quations g6nOrales du mouvement dc la mer, 
donn6es dans le no. 36 du premier' - 

O = ( $ ) + l . l . { ( ) - ( d  . U / l  d p  -FA" -)} ; ( 5 )  

.f=j (6) 

ces dquations etalit relatives h une mol6culc quelconque de l'intd- 
rieur ou de la surface de la mer, ddtermin6e par les coordonndcs 

v et  r + u s  j r+as &ant le rayon mend du centre 
de gravitb de la term la mo~6cule et gy' Ptnnt &gal h gy-7'. 

si 1'011 intbgro l'kquation ( 5 )  depuis la surfLice du  sphGroide 
recouvert par la mer ,  jusqu'i celle de la mer j on aura 
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et par consdqucnt , le rayoii moyen do la tcrre, Bhnt pris pour 
unit6 011 aura i trbs-peu pr&, 

P s '  - r,'s, 2= st - s, ; 
or 011 R 

u' et vt etalit relaiifs i'i la surlace de la mer ; on a paseillemciit , 
CLS, = a 24,. (2) * a v, (-$), 

u, et vl 6tnnt relntifs h la surface du sphbroi'de ; on c1 donc 

par taiii , on aura i ires-peu prbs , 
y = 26'. (K). / g - U l .  (2). /i=&-v'. (E)+V,. (2) - dP 

(8 ) 

Cettc Bquatioii ii'cst pas rcstreinie , comiiie l'dqnation (1)  iliz no. 1 ,  

h In condition que u et v soieiit les msniev pour ioutes les mol4  
cules situdes sur w h o  rayon : il est facile de voir qu'en relnpfis- 
sal1 t cei. tc coiiciiiion , ces deux dquntions coincident. 

Mainlciiaiit , si 1'011 &joule l'dqudon ( 6 )  multiplido pal* 

+ fd'. { y-) - -  (;,E)} 
dP 

on aura en I'intdgrani: , 
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port h p ,  et en observant que y' est ind6pondant de r ,  on aura 

M E  C A N  I Q 17 E C & L E  S T E, 

Aux deux extrhrniths de l'int&grale, ou I.C= - 1 et P = I on SL 

i t  par coiisdquent , 

or on a 

Pareillement , y i  l'on inthgrc relativement it e, on a 
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vdeur d e y ' . ( $ ) ,  est la rntme, puispu'clle sc rnpporte ii la 

mbme rnolh.de ; on a donc 

fy'. ($). dt + constante = o ; 

or on n 
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sph6roYde terrestre. La valeur de Y‘ est alors due k l’attraction 
d’une couche aqueuse dont le rayon inthrieur &ant r‘, le rayon 
extdrieur est r‘+ ay j r‘ &ant iL trhs-peu Bgal h l’unii8. On tl VU 

clans le no. 2 ,  quey &ant suppos6 &gal it 

on a 
yw+ yC9-f- yC*)+y(q- yw+ &c. ; 

y’=%. { YC”,+-;-. yrq+ y(1,+;.Y(3)+ &c.} ; 
P 

or on a ghnbralement , 

lorsque i et i‘ sont des nornbres diffdrens j on a dono 
f f Y(iJ. Y ( i f ) ,  dp. d.m = 0 , 

thgrant par rapport au temps t ,  

M btant une coiistante arbitraire. I1 est facile de voir que le pre- 
mier membre de cette &quation exprime A tr8s-pcu pr8s , la force 
vive de la masse flui&, en ne cpnsiderant que la dtesse relative de 
sey mol&&s , sur le sphOrdide terrestre, 
M est une csnetante ind6pendante ilu temps t ,  et qui d6peiiil (le 

1’htat initial du mouvernent ile la mer j elle est triwpctite, lorsqua 
l’on suppose l’dbranlernent prirriitif peu considhble. 

plus graqd que l’wit6, la fonction Si p 
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ncntiellcs croissantes , ni d’arcs de cercle j d’oh il suit que l’dqui- 
Zihre de Zu mer est stable, si sa densite’ est rnoindre que la dcnsitd 
tnoycnne de la tcrre. 

iner surpasse la moyeniie densit6 de la 
terre j sa figure cesse d’Btrc stable dans un grand iionibre de CRS, 

011 R vu dans le no. a ,  quo la term n’ayant point de mouveniclit 
de rotation, et la profoiidcur de la iner &ant coiistaiite ; on peut, 
si p est moiiidre que l’unit6 dbranler ce fluide dc inai1ii.u~ qixc 
l’kquation de sa surface renkrmc le temps sous la f o m e  d’expo- 
nentiellcs croissuntes ; ce qui est contraire h la stabilitri de l’dqiii- 
libre : la. meme chose a gh6ralement lieu dans le cas o h  la term 
ayant un mouvcment de rotation, le splidroi’de que rccouvre In 
mer eet un solidc.de rhvolution, quelle que soit d’ailleurs la loi de 

Reprelions 1’6quution (1 1) dans laquelle nous siipposerons que 
lcs valcurs de u et de v sont :‘I triIs--\w prCs 1es ixiC.iiies pour toutss 
lcs moldculcs situbes sur le i n h e  rayon. Suppoi i s  qu’k l’origiiic 

14. si la densit6 de 

du rriouvernent, on ait eu, y = h p ,  (->==o? ($)=o, ($) =o. 

Le fluidc abanctonnL5 ensuite h sa pesanteur et i l’aitraction de ses 

moldcules , a dd preiidrc uiz mouveiiicnt coinpos6 d’nnc infinit$ 
d’oscillntions simples, telles que 1’011 a par leur &union 

a, a, , as, &c.,  dtant des fonctioiis de p. Les constantes i, i,, io, ko,, 
e ,  ‘I , g . 9  &c, , cioiveiit &re telles qu’h l’origiiie ctu rnouvemeiit o h  

t = o ,  on flit eu, 

y = a. cos. <it+ 1) +a, fJos. (i,$+ e,) +a,. cos. (&t+ 1.) + &c. ; 

a. cos. 83- a,. cos. t, +a,. cos. te+ &c. =,hp ; 
ai.8in.c +a, i, .sin. L ,  +a,  i,.sin. e * +  &c. == 0. 

t e s  vuleurs corrcspoiidaiitcs de (2> el de ( g )  sont par IC no. 3, 
de la forrile - iG. sin. (it + t) - i l l ,  . sin. (i,t + e,) - Src. j 

ic. cos, ( i t +  e) -+ i,c,. 00s. ( i l l  + *,.I + &c. j 
et ~ J I ~ S  doivcnt so riMuire A zero, Iorsquc t = 0. tela pod si 1’011 

~ L ~ C A N .  C ~ L ,  Tome 11. 33 cl 
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substiiue les valeurs ph5dentes, claris 1’6quatidii (11) ; e lk  de& 
viendra , en Pintbgrant par rapport k r ,  

In  caract6ristique z des intCgi*des finks, s’ktenclant it toutes les 
valeurs i ,  i, , brc. ;P( l ) ,  P(’), &c. , sont les cocfEciens de C O A , ( ~ ~ + G )  

clans Y(’), YC.1, &c. j P,(’) P,(’), &c. , solit les coefieiens do 
cos. ( j , f i + * J  dans Zes mbmcs q L<ainsi do s u b .  La com- 
paraison des termes in&penda;lls de t ,  dans cctte dquation, donne 

on a ensuite, . 

car le fluiile peut avoir skparkment , chacune des oscillations tiim- 
plcs relatives aux coefficiens i, i,, kc .  ,,puisqu’en substituant pour 
y, (2) et (2) , leurs valeurs prticdilentes, dans les dqutttions (A) 

et ( B )  ciu no. 3, les Lerrnes affccids de sin. (iJ4-t) ct de cos. + e], 
doivcnt se (Mruire s6par6rnciit ; or en nc consickant que Yoticil- 
Iation relative h l’al~gle i t + s ,  et supposant nuls tous les termes 
yelatih aux nu &res angles ; l’tiquation (1 9) donne , en comparuii t 1cs 
coefEiciens de cos. (2 it + 2 E), I’dq~ialion (14) ;  011 EL done ell rassern- 
blant touies les kyuations scrnblables a ccttc dcrnikre dquation, 
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Si l'on retranche cette 6quation , de l'dquatioii (13); on aura 
ff p.&p.da.r;.i'b" = M. 

A l'originc ~ l u  mouvement, on a par la supposition , y = Y(') = k j  

($ ) = 0 ,  ( $> = o j 1'6quation (1 1) donne ainsi 

partali t , 
f f  p.d,u.dv. { ~ % ' + i ~ % , ~ +  &c.} = + r g.( ~-i).c. 

Si p est moindro que I'unitd, ou, ce qui revient au aQine, si 
la demit6 de la mer lvurpasse la moyeriiie dsnsitci de la terrc le 
second rnombre do cette Bquation. est n6gatif; lo premier meJ3Ibm 

. cst doncperaillemont ridgatif, ce qui est irnp.ossil.de, tant quo ip, ita, 
inP, &c., soni positifs : aiiisi clans ce cas, quelqdune do ces quail- 
tit& est n6gative , et par conskqiient , l'cxpression dey rciil'crmc 
des expoiieiiiielles , et l'hquilibre d o s t  point stablc, 

Dd s 
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C H A P I T R E  1 1 1 .  

De la manitbe d’auoir bgard, dans la the‘orie duflrlx et drr 
reJux de Za m e r ,  nux diverses circonstances qui ,  clans 
chaque por t ,  influent sur Zas mare‘es. 

J 5.  NOUS avons supp0~6 dam IC premier Chapitre, quo la terre 
est un solide de revolution , et nous avons dkterinin6 dam cctle 
hypothbse, les oscillations de la. mer : rapprochons-nous de la 
nature, en donnant iL la term, une figure yuelconque. Dans ce cas, 
leu iiiCgalit6s de la premiere espkce, seront en vertu des resistances 
que la mer hprouve , les m us d&erminbee dam 
le no. 7. Relativement RUX i la seconde et tie la troisiemc 
espkce , la valeur dey  sera formbe chne suite de sinus et de cosinus ‘ 
d’angles proportionnels au temps 1 ,  et en nommant it, un de ces 
angles on aura 

y I F. cos. i t+ G .  sin, it j 

u = H.  cos. i t  + K. sin. i t  j 
y=P.cos . i t+Q.s in . i t .  

gy‘- 7‘ = 3”. COS. i t +  G‘. sin, it ; 

Ces valeurs substitukes dans les Bquations ( A )  et ( B )  du no. 3, 
donneront leu six 6qualions suiVa;nteS en Cornparant les coefficicm 
des sifiu5 et des cosinus de it , 



ce qui donne, 

En changeant dam cctte Bquation, F en G ,  F' en G.' et r6cipro- 

quement et en changeant 10 signo dcs tormes inultip1itJs par j 

on aura une nouvelle dquation ontre G, G', F', qui corubini.e 
avec celle-ci , ddterminora F ot G. 

arb 

1 

. 
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0 1 1  pcut au rnoyeii de ces dquations , &terminer ghcirJerneizt 

la loi  dc la profondcur de lq mer, qui r e i d  les oscillations de la 
qecondc esphce, naalles $our taus les lieox de la terre. En ell'&, 
reJativmient 21. ccs oscillations, i &aut trbs-pcu diff6rcnt de n ,  
on peut supposer i = i t ,  dans les 6yncltions pr&x%ientes, De plus, 
P et G 6tant iiulv par la supposition , les valeurs (IC PI et dc G', 
sontparlen".7,  k . p . V i - p * . c o s . v ,  et, --M.p. ) / l -pa .Rin . '7 i ;  
M &ant une fcwrction de t ,  ind6pendmtetde p et de w. En subs- 
tihiant ces valeurn , dans 1'6quation prkcedente entre F ~ &" e l  0'; 
OIL trouvera 

IC_ -- 

L'Bqualion entre G, G' et F', doniiera 

d ' o ~  1'011 tire, ($) =o , (2) =o, ot par consciyucnt , p dgal 



A 6tant ufie consiantc arbitrairc. Suivant Ccttc valcur de 7 ,  la 
pl’ofoiideur de la mer seroit infinie, Iorsqne P=O , ou h I’kyila- 
ieur , ce qui ne pent pas dire adinis j il n’y a donc aucune loi  
admissible de profondeur do la mer, qui puissc rendre nulles pour 
toute la ierre , les oscillations de la troisibmc espbce. 

La rapiditd du mouvement arigulairc do rotatiail de la trrre, 
relutivement au mouvemertt angulaire du solei1 ct de la lune, per- 
inettant de supposer i=n, dans Ics oscillations dc la secondc 
rspi.ce, ct i 2 a n , duis Ics osciIlations de la troisihie cspi;cc j il 
esl fticilc de conclure de l’andyse pr&c8dciite ct des 11”. G,8 et 9, 
que si l’on marque d’un trait pour la lune, les yuantitds L ,  Y )  

4 ct r ,  qdo nous suppoeerons BO rnpporter au so ld ;  1’816vntion ey, 
d’iinc niol6cule de la surface de la mer, au-dessus de la surface 
rl’6quilibre qui auroil lieu mils l’action dc ccs deux nstres, est Q 
fort pcu pres de la forme, 
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troisikme espCce, est le meme que celui du passage de l’astre qui 
les produit au nikridien; mais on voit par la formule prkcddente, 
que dans le cas gdndrd d’une proforideur quelconqixe , ces instans 
peuvent &re fort difidrens ct les heures des rnarCes peuvent &re 
trCs- variables d’un port k l’autre , conformkment A ce que 1’011 
observe. 

Dans plusieurs ports les oscillations dc la seconde esphe, peu- 
vent &re iiisensibles, tandis que daris d’autrcs ports, on ne reniar- 
quera point lee oscillations de la troisihme esphce. Mais suivant la 
formu~e prkcederite , les Jnaxima ou minima de ces oscillations, 
suivroient d’un mdme iiitervalle , Ics passages cle leurs astred X’es- 

pectifs , au m&ridien, puisque leu quantitb 6 et A eont les m&mee 
relativement A chacun des deux autres; or nous verrons clans la 
suite , que ce rCsultat est contraire aux observations ; ainsi quel- 
qu’Btendue que soit la formule prdcddente, elle ne satisfait pas 
encore k tous les ph6nom&ne la profon- 

l’oc6an, la manibr a terre, la 
position et la pente des rivages, leurs rapports nvec les cBtes qui 
Jes avoisinent , les courans, les rdsistzaces que les eaux dprouveiit, 
toutes ces causes qu’il est impossible de sournettre au calcrnl , mo- 
difient les oscillations de cette giande masse fluidc. NOUS ne pou- 
vans dono qu’analyser les phkiiombnes gbndraux qui .doiven t rdsul- 
ter des attractions du s o l d  et de la lune, ct tirer des observations, 
les donndes dont la coniioissaiice est indispensable, pour cotn- 
pletter dam chaque port, la thdorie du flux et du reflux de la 
mer, et qui sont autant d’arbitrairos dependantee de l’dtendue do 
]a mer,  & sa profondcur et des circonslancus locales du p0J.t. 

16. Envisageoris SOUS ce point de vue gdndral , la th6orie cles 
oscillations (le I ’ o & ~ ,  et sa correspondaiice avec Ies observations. 
On peut considdrer la mer,  comrne un systQme d’une iiifiiiitk de 
moltkules qui  rkagissent lee unes sur les autrcs, soit par ]cur 
pression, soit par leur attraction mutuelle , et de P I U S ,  sent 
animees par ]a pesanteur, et par les forces aitructives du solei1 et  
de la lune. Sans Ynctiori de ces deux dernikres furces, la mer yeroit 
depuis long-temps en dquilibrc ; la hi de ces forces doit donc en 
d&r leu mouvemens, 

Pour  
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Pour avoir les forces attractives du soleil et cic la lune, sur une 
rnoldcde de la surface de la mer, d6termiii& par les coordon- 
d e s  R a et 0 ,  R &ant le rayon men6 du cenlrc de la term k 
la n1ol6cuIe; iiommons CLY', la fonction 

3L.R" -- { [sin. v.  cos. O +cos; tr. sin. 0. cos. (n t+ m-4-JJ'-; 1 
a 9  

3L'. R' 
a r'a '-I- -. {[sin. Y'. cos. 6 +cos. 4. sin. 6. cos. (n t + a- #)I*- ;> ;, 

la Bornme des forces luiiaire et solaire, ddcomposdes suivaiit IC 
rayon 'terrestre , sera ou aa, P, e p  faisant ~ = i ,  apres 

la diffdrentiation. La Bornme de ces forces ddcornposees perpen- 

dV' 

ein.8 ' 

s pour le soleil, B cauae de sa 
insensiblos , les terrnes mul- 

la lune j mais le8 

rcevoir qui puisso 

obs na plus 
exactes et plus nombreuses que celles qui ont 6th faites> rendront 
seneibles les effets de ces Eorces. 

Ne consid4rons d'ubord que l'action du soleil , et supposons qu'il 
se mewe dms le plan de 1'8quatour, uniforrn6nient et toujours 
la m&me distance du centre dd la terro : 30s trois forces prhc6deiites 
devieiiiient 

posdes perpendiculairemcnt au plan de ce mciridicii , sera 
Ces expressions soiit trhs-appr 
grande distance h la terre , qui 

BL - . { sin." B - .j. + sin,' 0 .  cos, (2 n t + a w - a 4) } i 
a rJ 
8L 
-.eip. P 13 e.,cos. 8 .  { 1+cps. (9 n t j w - & ) }  ; 
3 L  
a rs 

(AI 
--- sin. 8 .  sin.(a a$+ ? r ( ~ -  a 4). 
MJICAS. c&. Tome J'J. F s  
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3L -.sin. 4.~0s. 0 ,  la mer iiriiroit par &re en Bquilibre j ces forces 
a r3 
ne font donc qu’altdrer un peu la figure permanente qu’clle prend 
en vert11 du mouvement de rotation: Mais les trois parties variables 
des forces prdcddentes doivent exciter dam l’oc8an des ofmilla- 
~ o n s  dont nous allons ddteminer la nature. 

Ces foroea redeviennent les mQmes i chaque intervalle d’un 
‘demi-jour; or on peut Btablir comnie un principe gdndral do 
dynarnique , que Z’dtat d‘un systdme de corps, d a m  Zquel .T& 
condilionsprimitiuei c l ~ l  mouvement ont diisparu par ZN r&sstances 
p’iZ Gprouve , est p4riodique, comme Zes forces qui Z’aninaent ; 
l’dtat de l’ocBan doit donc redevenir le mbrne , 21 chaque intcrvallo 
d’un demi-jour, en iorte qu’il doit y avoir un flux et un reflux 
d 

nt qui peut s’appliquer Q 
tous les cas semhlables , supposons qu’8 un instant quelconque a, 
la hauteur de la mer dans un port ait k tk  h, et qu’elle soit redevc- 
nile la mQrne, aprEs les intervalles f‘ 
compt& de l’instant a; a+f@ eatal’ins 

, ;Ipres le nombre i de ces intervallev ; si l’on suppose i trks- 
, cet instant ne clkpenclra point des conditions de niouve- 

ment qui ont eu lieu l’instant a que nous prendrons pour celui 
de l’origine du mouveme 

e dam ses ovcillations; en sorte que le 
sant par n’en plus ddpendre, et par ge 

rapporter uniquernent aux forces qui la sollicitent , il est iinpos- 
sible de connoitre 1’8tat primitif de la mer, par son &tat prksent. 

Imaginonu maintenant, qu’it l’instant a plus un dcmi-jour , 
toutee les conditions du mouvement de In mer aierit et6 leu mdli1es 
qa’elles 6toient dans le premier cas , h l’inutant a. I’uisciue Ies forccs 
solaires sont les &ernes et varicnt de la nienze Ganibre dane 1cs 
deux cas ; il esl clair que dtlnv le second cas, la intervalles guc- 
cessiffl apr& leacluele la’ hauteur de la. mer gcra h , en partant de 
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l’ins tant a plus un demi-jour , seron t cornme dam le premier cas, 
f ’ ) , f?) ,  f3), &C. ; en siorte qu’h l’instaiit a ,t=fy”) + un demi-jour , la 
hauteur de la mer sera Ilt ; riiais puisque i btmt fort grand ,1’6tct 
a c t u d  de la mer est indCpendant de tout ce qui B rapport. & Yo& 
gin0 du mouveinent ; il est visible que l’instant a + f ( Q  -+ un &mi- 
jour, doit coincider avec quelques-uns des instaris oh la hiruteur 
de la mer est h dans le premier cas; on doit donc avoir , 

af f ( i )+ un derni-jour=aCfr”), 
r dtant un nombre entier; pnrtant 

p+’) - f Y i )  = un demi-jour ; 
d’oh il suit que 1’6tat de la mer rdevient le merne, apres l’iiiter- 
valle d’un demi - j our. 

le qu’en supposant la mer autibre Qbranlde par 
e ,  lee rdsistcmces qu’elle dprouve andanti- 

roient l’effet de cette cause, dam l’intervalle de quelques mois, 
de manibre qu’apris cct intervidk , les inadcs reprcndroieiit leulr 
&at naturel. On peut jugor par-lk, du peu d’influe~~cs des vents 
qui, quelque violens qu’ils soicnt , no sont quo locaux et n’6bran- 
lent que la superficie des mer& &si, en pmuant le@ result& 
moyens d’un grand nornbre d’observations continudes pendant 
plusieurs anndes , ces ri.sultats reprksenteront it trbs-peu pres 

sur cette droite eo 

ddterrninora la courbo cntihre qui sera €o:orm8e de cette partie 
rdpdtde it l’iiifini. Ainsi l’intervalle entre deux yleines mer8 comb- 
cutives , sera d’un domi-jour , cornme Z’intervallc entre deux base+ 
mers consbcutives. 

inoizs ceito courbe, et your cela 
1 A, pltrfaitemciit dgal au p 

e plan de l’dquateur, a seule diff6rence qu’il 
mier dans son orbite ? de l’angle n‘t, n‘ &ant 

a lw forces re1 
8 0  1 
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nouveaa solei1 , en changeant dam l’expression des forces varia- 
bles qui agitent la mer, et que nom avons donnee dans le no, pr6- 
cedent, 4 dans 4-1- n‘T. Ces nouvelles forces ajouthea aux pr6cO- 
dentes, produiront Xes suivantes 

, Si l’on fait L,= 2 L.co$,tt‘T ; ces trois forces se rbduisevlt aux 
suiyantes, 

3L 
,I. sin,’ 0. cos. (P n t+ o w-a .C - n‘T) ; 
2 1 3  

Ces dernikres forces produi et  un reflux semblable L 
celui qu’exoiteroit l’astre L ? Se dhangeoit en L, , et si 
l’on diminuoii de T, le temps t ,  dans lea forces du no. prbcddent; 
en nornrnant donc y” l’ordonnee de la courbe des hauteurs de la 

car on sait qlne le mouvernent total d’un s y s t h ~ e  a& par de tr&- 
petites farces, eut la sorn 

exoit6ea dans un bassin, se superposent le8 unes aux putres, 
cornme d e s  #e seroient disposkes s4pardrnent sur la surface de l’eau 
tranyuille. Cela rtisulte Bvidemment de ce que les oscillations txhs- 
petites sont donnbes par des &pations diff6rdntiellee lin6aires 
dont les intbgrales completes sont la somme de toutes ICs intbgrales 

Force lui e& imprimes sk 
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partielles qui y satisfont. Soit donc y I'ordoniirSe de la courbe des 
hauteurs de la mer, correspoildantc nu temps t , et y' l'ordonncie 
correqmndante RU temps t - T;  y +y' sera la soiiirne de ccs Iiau- 
taws ; on aura par .consdyucnt , 

Mainteliaiit, si l'on ddvcloppe y' et y", en shies ordonndcs par 
rapport aux puissances de T; on aura, en n6gligeaiit lcs puissances 
sLlp6rieures au quam&, 

dy T' day ' y'~=y--+T.z+- -- 
8 h a '  

On a de plus, 

ces valeurs subslituhes ciltiis l'dquaiioii (0) , doiiiieiit 

L,== a L-L.n'Ta ; 

d'oh l'on tire en intkgrant , 
B . L  

r3 
y = -.cos, ( a n t +  am- a& - a A). 

B et A &ant deux arbitmi O n t  la premiere d 
deur de la iiiarde totale d port et dont In s 
l'heure de la mar&, ou du temps dont elle suit 1 
au 'm6riclien, 

Cette expression de y donne In  loi suivalit lnquclle la mer s'81he: 
et s'abaisse. Coiioevons un cercle Yerticd dont la circonfbrenco 
reprdsente un intervalle d'un demi-jour et dont le diamktre soit 
hgal k la mnrBe totalc c'est-Mire A la difl6rence des hauteurs 
de la ploinc et do la bassc mer; supposons que lea arc8 de cette 
Girconfdrence, en partant du point le plus bas, expriment les temps 

uis la basse mer; lcs sinus verses de cee arcs, sex 
la mer, qui correspoudent it ces temps. 

cbtds ; mais dens nos ports I les circonslances local 
Cetto l ~ i  &'observe exacternexit au milieu d'une mer li 
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un peu les marbes ; la mer y emploie un peu plus de temps A des- 
cendre qu’& monter , et B Brest: , la difference de ces deux temps est 
d’environ dix minutes. 

Plus une mer est vasie , plus les phdnomknes des mar6es doivent 
&e sensihles. Dans une masse fluide , les impressions que repoit 
chaque rnolh.de, se communiquent h la masse en tiere ; c’est par-1B 
que l’action du solei1 , qui est insensible sur une mol6cule isolde, 
produit sur l’ocdan , des eff’ets remarquebles j et c’est la rcrison pour 
laquelle le flizx et le reflux sont irisensibles dans les lacs et dans 
les petites mers , telles que la mer Noire et la. mer Caspicnne. 

la grande influence de la profondeur 
de la mer , sur la hauteur des mardes. Les circonstances locales do 
chayue port, peizvent faire varier considekblement cette hauteur. 
Les ondirlations de la mer, resserrdes dans un ddtroit, peuvent 
devenir fort grandes j la reflexion des eaux par les &tee opposdes, 
peut lee augmenter encom : g4ritkalement 
fort petites dans les ides de co11sidOrables 
dans noS ports. 

Si I‘ocdan recouvroit un sphe”roYde de rdvolut ion, et s’il n’dprou- 
voit point de resistance dans ses mouvemens ; l’instant de 
mer mroit celui du passage du solei1 au m6ridien sup6 
infdrieur ; mais il n’en est pas ainsi dans la nature , et les circons- 
tances locales font varier considhrablcment l’heure des mardes dans 
des ports d r n e  fort voisins. Pour avoir une juste idbe de w 
varihtds , imaginons un large canal communiquunt aveo la mer, 
en s’avangant fwt loin dana lee terms; I1 est visible que 

son embouchure, se propngerdnt 
longueur, en sorte que la figure de sa surface 

. sera €orrnBe d’une suite de grandes ondes en mouvement, qui se 

On a vu dans le no. io 

renouvelleront sans cesse et qui parcaurront leur 
l’intervalle d’un demi-jour, Ces ondes produiront 

un flux et un reflux qui suivront la 
du flux rciarderont i m e w e  que les points seront 

l’embouchum. Ce que nous &sons d’un caual, 
aux fleuves dont la surface s’dbve et s’abaiuse pap ’ 

&a ondes semblables , pialgrk le m~uvemeiit coiitrajre Jc leimi 
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eaux. On observe ces ondes, dnns toutes les rivibres, pi% de 
leur embouchure ; elles se propagent fort loin dans les grand9 
fleuves , et au dktroit du Pauxiv , dam la rivibre des Amnzones 
h qnatro-vingts myrinmbtrev de distntice A la mer, elles soiit encore 
sensiblcs. 

1 8, Considerons prhseulternknt Paction dc la lune, et supposons 
que cet astre s(: meut uiiiform6mcnt clans le plan de l'eqwatcur. 11 
est clair qu'il doit exciter clans l'ocdxm , un flux et uu reflux sem- 
blable 8. celui qui rdsulte dc.1'action du soleil : les deux flus par- 
tiels produits par les actions do ces &res, se combinent sans se 
troubler mutuellement , et leur combinaison produit le flux con- 
post! que nous observons dans nos ports, Ccla POSO , en marqunnt 
d'un trait pour la lune, les quantitds .E, r ,  4, a ,  B ,  relative5 it 
I'action rlu soleil ; la hauteur de la mer due A l'action dc la lune, 
sera exprimbe par In  €oiiction 

B'.L' 
c- cos. (z nt+ a a- 2 4' -.1 P A') ,  

g.13 

B' et A' &ant deux iiouvclles arbitraires j In hauteur cntibrey de In 
mer , due aux Rclions rduiiics clu soleil ot de In  lune, sera done, 

B . L  B' . L' 
y 5: 7. cos.( znt -b w-24-2~3 + --. cos. (a nt -+ w--a.1'--9 A!J r' 
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niier cosinus seroit - 1 , ou A I’instant de la basse mer solnire ; 
l’heure de cette rnarde seroit donc & un quart du jour de distance de 
l’heure de la plus grande marhe. Voilb donc un  moyeii simple de 

reconnohe lilquelle des deux quantitds - et --, est la plus 

grande. Toutes les observations f$ites dans nos ports, concourent 
B faire voir que la seconde surpavse la premiere. 

Les constantes arbitraires B,  B‘, A et A’, donnent lieu k pluvieurs 
remarques importantes. si l’on avoit . A  = A‘, la pius grande mares 
auroit lieu au nioment de la pleine ou de la nouveIIe lune, et 
la plus petite marbe arriveroit au moment de la quadrature. En 
effet, au moment de la plus grande marde Ies deux angles 
3 . ( n t f ~ - 4 - A )  et 2 , ( n t - k ~ - ~ l - A f )  sont Bgaux B zdro, ou 
B un multiple de la circoiifOrence j leur diffdrence est pareillement 
nulle, ou multiple de la circoniiSrence; ce qui clans le cas de A = A’, 

suppose In  lune en conjoncti ogpoeitiom au eoleil, Suivant 
les Observations faites dam s , la PIUS grande mardo suit 
d’eqviron uii jour et demi , la nouvelle ou la pleine lune j en sorte 
que 4’-+ est positif et @a1 au mouvemeiit synodique de la lune, 
pendant un jour et demi j h‘--h esl donc ndgatif, et par cons& 
quent A surpawe h‘. 

On aura une juste idee de ce phBnombne, en irnaginant , comrne 
ci-dessus , un large canal communiyuant avec la mer ,, ef s’avan- 
qant fort loin clans les terres , sous le mdridien do son embouchure. 
Si l’on suppose qu’k cette embouchure, la pleine mer a lieu ri 
I’instant mkme du passage de l’astre au mdridien , et qu’elle em- 
ploie engt et une Eieures h parveiiir 5 son extrdmitl: ; il est visible 
qu% Ce dernier point la mar& ~ola i re  suivra d’une heure, le 
passage du solei1 au mdridien j mais deux jours Iunaires formant 
1 z j ~ ” ~ ~ , 0 7 0  solaires , le flux lunairc ne suivra que de 30’ le passage 
de la lune au mbyidien. Dans CQ cas l’anl~ie A est une jleurc 
convertie en degrds, k raison de la circonfdrerice entibrc pogr 
un jour; cre qui donne A=&Y’. L’angk A’ est 1”intervalle de ?jot, 
converti de la mQme niaiiikre en dc-grds co qui donne A‘ = 12°r S i  
J’extrdrnild du canal est plus orientale que son embouchure, d’un 
certain i i o m b ~  cte degr6s j il Gudya les ajouter reux yaleurs pr6- 

&dC$ltep 

B.L B’.L’ 
r3 r‘ 



c&leiites de A et de A‘, I J O U ~  avoir leurs vdrilable; valeurs.‘ Dam 
l’hypothkso que nous consid6rons , B et B‘ soiit les rnCines , et 
Pail& A- A‘ est Bgal au mouvenient synodique de la. luiie ? dam 
l’iniervalle de vingt et uiie heures ; la diffkrence des vrileurs de 
et de A‘, nu fait que reculer de vingt et une heures, les ph6nomhes 
dm murhes qui ont lieu B l’embouchum oh  A =A‘, et il est clair que 
ce resultat a 6galement lieu pour un systhie quelconque d’astres 
mug unifoormdrnent dam le plan de 1’6quateur. 

Imaginons prdsentement , que le caiial doiit nous wiioiis de yar- 
4 ler ait deux embouchures : s i  l’on suppose .- = m , la marhe qui 
dC 

a lieti h la preinibre embouchure par l’action de L ,  produira h 
td du oanal , uiie wardo dont Ia batitcur sera o1&prim80 

par ---* coe. (anti- a-a.C--arnT), T &ant I’intorvalle de temps 

que la mar& emploie h se transmeitre de Ia premibre eiiibouchure , 
it l’extrkmith du caiial, Pareillement, la marbe qui lieu & la 
scconde embouchure, produira it l’extrCmit6 du caiid, ulic m a r h  

dont la hauteur sera reprdeentdo par -;;-.cos.(nnt-eaa-a3-anzT’),. 

T” &ant l’intervalle de temps que cette mar6e einploie k se trans- 
mettro de la seconde embouchure, h l’extrhinitc! du c a d ,  dt 10 
coefficient C dependant a r b  iL cette seconda 
enlbouchura. La hauteu 0 it l’esb&&$ du 
culzal, procluite par l’uction de l’aa tre L sera dona 

ry 

C.1; 
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air que si. le canal ayoit trois ou 1.111 plus grand 

nnmbre d’embouchures, 16s valeurs de B, et de A, seroient plus 

composees. .Le rapport des cocficiens - et -,-, donne par les 

observations des niardes , n’est donc point esactenierit celui Jcs 

B.1 .  B’.L‘ 
r3 r‘J 

L E  
2‘3 

forces et - j il peut &tr6 fort diffbrent dand les diffkrens ports, 

et ce n’est qu’en ayant Bgard A la diffdrence des valeurs de B et 
de B’, .gue l’on peut ilBterminer par les phdnornbnes des mardes, le 
rapport des forces du solei1 et de la lune. 

Si dans le cas ou le canal que nous venons de considdrer, n’a 
que deux embouchures, Cest 6gal ZI -23 j c’est-&dire, si la haute 
mer a lieu A la premibre embouchure, i l’instant oh la bassc mer 
a lieu k la secoiide embouchure ; si, de plus, X= T’, ou, ce qui 
revient au mbme, si les deux mar6es emploient Je mBme temps 

Iations doni la p6riode est d’uii demi.joixr. Ce cas sirigulier a d t r ~  
observh A Batsha, porl du royaumc de Tuiiquin, et daiis yuelques 
autres lieux. 

circonstances locales qui, dans chaque 
des doit donc en proiluire de considera- 

bles dans ces phdnomknes , et il ri’est probablement aucun cas pos- 
sible qui  n’ait lieu sur la terre. Mais puisque les constantes B et A 

seroicnt les mkmes pour 3; solei1 et la lune, si les mouvemens de 
ccs astres Btoient ’bgaux ; il e& nature1 de supposer que leure dif- 
fhrences sont proportionnelles aux diff6rences de ces rnouvemcns ; 
nous adopteron8 (bnc ceite hyrothkse, et nous verrons qu’elle 
satisfait  we^ une pr6cigion rerharquable , aux observations. Nous 
ferons ainsi , 

A =O-mT; 
B =  P . ( I - ~ T ~ L Q ) ,  

0, T, P et Q, &ant les rnbmes pour IC solei1 et la lune. Nous 
, donneroIls*dans la’suite , le rnoyen dc ddterminer ces constantes , 
dans chaque port, par les observations. 
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I 9. TToyons maiiitenwt, ce qui doit arrivm 3or8quB de solei1 
et 18 lune., toujours mus dans le plan de l’kquateur writ assyt5t.b 
li des in6galiths dans leurs mouvemens et duns leurs dislances. Lcs 
forces par tielles , 

trouvees dans le no. 16, ne seront plus constantes; in& elles varie- 
mnt avec une grande lenteur , et la phi& de leur varintion sera 
d’une annee. Si la cZur~o de cetto phriode tStoit infirlie, ces forces 
I~’m.woient d’uwtre effet , que dc changer la figure pcrmanente de lu  
mer qui parviendroit bientBt t i  l’dtat d’gquilibre. Mais quoique cctte 
durde soit h i e ,  oil a vu dans lo np. 6 ,  qu’en vertu des r8sistances 
que la mer dprouve , on peut la oonsiddrer cornme &ant B uhaque 
instant, en cjquilibre sous I’action do ce5 forbes, et ddtorminer dans 
cette hypoth&se, la hauteur correspondante des marr5es. On a vu 
de plus, que yuelle que soit la pro€oondcur de la mer # la liautcur 
des nittrees dus ii I’action de ces horqes, est 

{ I + 3. cos. P 4 1 L 
L 

8g.(l-$oF 

Si dans les parties des forces solaires (A) du 11’’. 16, qui sont 
rnuitiplites p s ~ l e  s h u a  ng1Q 2 n t f a m - a 4 >  011 

e; ahaoune da ces papties substitus RU 1k do r et 
se dhveloppera en sinus et cosinus d’anglesdo la forme aa+9pb+9fi, 

eiz sorte que 1’011 aura, 

3L G. sin. 0 . sin. 2 (n t + a-4) = sin. 8.2. E .  sin. 2 (n E - q$+ 9)’ ; 
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Le plus considdrable de ces termes, est celui qui ddpend’de I’angle 

a n t -  2 mt+ a.m , et qui produit le flux et le reflux de la mer 
dans le cas que nous avons examin6 ci-dessus , oh le soleil seroit 
md unifornikment dans le plan de l’kquateur, en conservant tou- 
jours la m&me distance L la terre. Les autres termes peinvent atre 
consid6r6s comme le rdsultnt de l’action cl’autant d’astres pariicu- 
liers , inus uiiiformkment dans le plan de l’kquateur. C’est de It1 

combinaison des flux et reflux partiels due B I’action de tous ces 
astres , que se compose le flux et le reflux total dQ h l’action ilu 
soleil. 

Si l’on nomme I ,  la masse de Yastre Gctif dont l’action produit 
le teririe ddpendant de J’angle 2nt-2  q t f a e ,  et a sa distance au 
centre de la tezre; on aura 

3 L  L 
2 a3 a3 
- = k ,  ou -=p. 

On a vu dam le no. 
uniformdment dans 1 

angulaire &gal 
mer, ddpendante de I’anglc 2nt-2 m t + z  m ,  est dgalc h 

&ant suppost5 mQ 
vec un mouvenient 

m I ,  la partie de  1’e;rpression de la hauteur de la 

L 
t3 

P.(~--2mQ).-.cos.z (nt-mmt+a-O+mT), 

les constantes P, Q 0 et T &ant les mdwcs pour tous les astres , 
que1 que soit leur  moiivement propre; Ict somine de toutes lea 
martks partielles dues aux actions de tous les asires Z, Z’, I”, &c, , 
sera doizc , 

3. P. (1- 2 q Q) -. cos. a (n t -q t + o .- 0 + Q T) , t 
d 

et par consdyuent , elk sera 

aPQ d +-3. -. dt  5;. k.. sin. 2 (n t  - gt - t -  t - O+PTIr, 
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IC tcmps c &aut climinu8 de T, clans lcs variables izt, 4 et r du secoiid 
menibre de cctte &quation, et A dtaiit &gal h 0 -n T;  la ‘pnrtic de 
la hauteur dc la mer due A l’actioii du soleil, et *ddpeiidante de 
I’al~glc 2 IZ C+ 2 ‘ 2~-  2 4, est donc avec le$ conditions prkcddentes 

3 L 
r3 

P. -. cos. IL (nt+ .P-~-A> + SQ. sin. a ( n  t + w--+-A) , 

Si ]’on trallsporte it la luiie , ce que nous venons de dire du soleil j 
on lrouvera que la parlie de la hauteur de la mer, due son actioii, 
et ddpcndante du inouvemcnt dc rotalion de In lerre, est 

e 
le temps t devant &re encore diminu6 de T, dam cette expression. 
L n  partie inddpendante du mouvernent do rottition de la terre, 
scra 

( I  f3.cos.20) L’ . .  .- .- 

%g.(1-;) 13’ 

En rdunissant tous Ics termes dus R. l’action du soleil et de la lune, 
on nurn pour l’expression approclibe de la hauteur ay de la mer, 

c tcmps t devant &re diminu6 de T, dans lcs termes 
par 33 et par Q et lp cliffthntielle Ctant pristj en 
constant. 

inultipliCs 
laisant n t  
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io. Que ces forces dCcomposCes para~lelemcnt au rayon terrestro, \ 

Y .  cos. v .  cos. (n  t + m- 4) 
+ 6.sin.O.cos.O. 

C O B . U ' . C O S . ( ~ ~ + W - - ~ ' )  

-I- :.sin."O. 

e 

20. que ces €owes decomposdes perpendiculairement au rayon ter- 
revtre , dam le plan dii mdridien , sont 

. f. sin. a 8 .  { f. (L - 3 

v.cos. u.cos.(nt+.a--j 

v'. cos. V I .  cos. (nt+a- 4') 
-+ 3. cos. 2 8 .  

Y .  COS. 2 ( n t + a  -4) 
+ ;. sin. d.  cos. 0. 

+-.cos.' v'. cos. a (n t -r; a -)3.') 
r' 3 

tr . c0s.v. sin. (n t+ a- 4) 

v'. cos. v'. sin. (n t + rlc - 4') 
- 3.c0s.B. 

sin.  z(n t + 'o - 4) 
7 +.sin, 13. 

+ F.  COS.^^'. sin. 2 ( n  tf w-$)  
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Les fdrceu partielles , 

croiysant Rvec une graridc leiiteur; on p u t ,  comme on I’a vu dans 
leno.prdc8dent, supposer que la mer est R cliaqtxe instant, en &qui-. 
libre tious l’action de ces forces; et clans ce cas, la valeur de 01y, 

L 
f3 (1 -LL 3 ;sin.*v) + --. ( i d  5. sin.%‘) 

donndc par le no. 6 ,  reprdsente la hauteur de la mer, due,$ l’action 
de  ces forces. 

Leu €orccs pariicllcs ddpendimtes de l ’ a ~ ~ g l ~  2 n t+ 9 =+ &c. , 
peuvcnt &ire ddcoiiiposcSes cn diK6rens terincs multiplids par ICs 
sinus et les cosiiius d’anglcs de la fbrme 2 n t - 2 q t + ‘2 t. 011 s’as- 
stirera, coinme clans le no. prdcddeiit qu’il en r6sulte dnns l’ex- 
pression de la hauteur de la mer? une qiidntitd dgde A 

L .  co3.=v L‘ . cos.Qv‘ 
, cos I a (nt+ G--&‘-A) t P. { --+- . co3.2 (nt -b e P - 4 - A )  + r,9 I 

le temps t dcvaiit &re diininu6 de T, diuls ces tcrmes el la diffd- 
reiiiielle 6tant prise en faivnnl 72 t constant. 

I1 nous reste B considdrer la. pnriie dcs forccs prkc6deiites qui 
&pelid do l’nngle n t + w +  &c. Cettspariie peut se d8vclopper en 
terrnes rnmltilAi0s par des sinus et cosinus d’angles de la ’Torme 
72 t -q t+  E q Bla i i t  fort petit relativeinen1 k n. Chacun do ces 
termes produit dniis l’iiitervalle cl’un jour it-peu-pr8s un flux et 
ull reilux analogues k ceux quc proclriivclit les termes ddpendans 
dc I’angle a nt - a t + a e ,  avec la scule diffdrence que IC flux rela- 
t i l  l’ahglo n t -q t+  t , I.L’U lieu qu’uiie fois par jour, au lieu que 
le flux relati€ h I’angle an c- a 9 t .+ a a ,  n lieu dcux fois par jour. 

011 Irouvera facilement , par l’c~nalysc dcs ii”’, pr6cddeiis ? CJLW I R  
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hauteur de la mer, due aux forces dont la phiode est h-peu-pr8s 
d'un jour, peut &re reprhentbe par la formule, 

L' 
+J 

+ -.sin.d.cos.v'.sin.(ntt 1.-4'-7) 

R, B et 7 &ant trois constaiites arbitraires que l'observaiion peut 
seule ddterminer dans chaque port j les diffkrentielles &ant prives 
en faisant n t constant , et le temps t devant &re dimfnud &.me 
constante T', que l'observation peut scule determiner. 

Sil'on reunit maintenant toutes ces liautcurs partielles de la mer; 
on aura pour sa hauteur entiere ay, 

( I+  3.~0~. ae)  L' 
(1 -3 sin."v) + -. (I-  3.  sin.'^') 

f 3  
ay=-- 

.+A. f4..sin.u.oos.u.oas.(nt+a r3 

L' 
vain. ('&-a-4-r) f r'3 -.sin. d.cos.v'.sin. 

3 + P . 14.eos.av.cos.n(nt+~~~-A) +-. f 3  cos.~.cos. a(nti-ma-+I-A> 

+ PQ,;iT. I" Fcos."v.sin. z(nt+w-&A) + r'3 --.cos.'Y'.sin.a(nt~Ira-~'-~) 

L' 

L' 

expression dans laquelle on doit observer de prendre le8 diffhren- 
tielles, en supposant n t constant et de diminuer Ie temps t , d'uns 
constan@ T', dans les termes multiplihs par A et B , et d'ulie 
constante T, dans les termes multiplicis par P et Q ; ce8 ronstau tis 
devant &tre, ainsi que A!, B, 7 ,  P, Q, A )  dkteriniiit5es dam 
chaque 1)ar lee observations. 

CHAP J T'RE 
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C H A P I T R E  I V .  

Comparaison de la tkciorie pre'cddente , aux observations. 

2 I D ~ v m o P r o N s  prdsenternent les principaux plikaomAnes 
des mardes , qui rdsulteiit de l'expression prkcddents da y ,  et 
Fomparons-y les observations. Nous ciistinguerons ces ph6iiomhos 
en deux classes, l'une relative aux hauteurs des marCes , et l'nutro 
relative-A leurs intervalles , et nous 10s coasiddrerons A lour m a i -  
mum vers les syaigies et Q leur miaimma, vors les quadxatures. 

p e s  hauteurs des mar& vers Ips' sysigies. 

Les instans do la pleiiic et de la bassc mer sont ddterminds par 

1'6quation $= o ; or on put, en diff6sevtiant l'cxpresaion pr6- 
ckdente d.e uy, aupposer lea quantitis V ,  v', r ,  r', .). et .L' com- 
tantcs ? parce que ces quantit6s variant avec beaucoup de lenteur, 
l'effet de leurs variations est insensible sui' les hauteurs de la pleiiie 
et de la basse mer; car QZI sa i t  que ces deux poinb de maxiw 
mum et de minimum, uno petite e cEan8 le temps t, est irisen- 
Bible si r  la villeur Be y. On peut iid@iger pareillement ~ a n s  exreup 
sensible le tenno de l'expression de a y  ? nlultiplid par 23 ; car 
1es oscillations ddpendantcs de l'angle n t+ 10, et dol11 la pdriode, 
cat d'un &mi-jour Aqxxt-prda, &ant trh-petites dans nos ports; 
ii est fort vraisemblable que la caefficient B est insensible : nous 
yerrons mtme r h m  lit suite ) qne 0 est Irks-peu consid6rabls; en 
Rorte que nous feroizs d'ttbord, abstraction du terrne qu'il multi- 

p l k  L'dquation 2 =.= 0 ,  doniiora absi I 

A L  L' 

tit 

6 = ---. nP { r s . s i n . v . c o s . v . s i n . ( ~ ~ + ~ - ~ ~ ~ ~  + p sin.u'.cos.u'.sin.(nt-t-~-'L) 
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La fraction - est trbs-petite dam nos ports, et Yon verra ci-aprb, 

qu’k Brest, elk est tout au plus 5 j on peizt, clonc la ndgliger sans 
crainte d’erreur sensible. L’Byuation pr&c&dciite dortule uintii , 

A 
2P 

L -,.  COS.^^. sin. 2 (4-4) 
rJ 
L’ L 
r ’ 3 

* tang. 2 (nt+ w--~’-A) = 
-.COs.~Y‘+~.COS.’Y.cOS. 2 (4-4’) 

11 faut main tenant, substituer dans l’exprcssioxi de y , In vnleur clc 

n i +,G- .c’ cldterrniiide par cette Bquation. Soit (A) ce que devieid 
alors la fonction 02 

,J 

L L’ 1 A .  I~.sin.u.cos.u.coj.(nt+ --+PI + -.Yiii,v’.cos.VI.cos.(nt3‘ f a  --*.c’-~I P 
on aura 
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toutes Ies variables de cette expression, Btnnt relatives la basso 
11ier iniermhdiaire entre les deux ni;1ri:es du  matin et c lu  soir , 
et devaiit par coiistiquent , se rapportcr h un i11siiIlit qui pr6cAdc 
de T, cette basse mor. I1 est trh-vraisc~llblablc quc lit partic dc 
cctte expression, qui ii’est pus mirltiplide par Y , se rapporte B 
un instant dill’drent; mais cctto partie est si pctitc par rapport 
l’autre ,’ que Yon peut sans erreur sensible, leg rapporlcr touW 
deux k l’instant qui convient A la plus grande. 

Si Yon nomine (A‘) ce que devient (A), it l’instant de la basve 
mer iiiterm&linire cntre leu dc~ix  mar8es du matiii et du soir ; In  

hauteur de cettc basse iller sera, 

on aura 
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la swpposition oh le temps t doit &re dirninuh de T, dans cctie 
foiiction , comme dans la fonction multipliee par P, 

&l& C A. N I Q U E C *  L E S ‘I: E ,  

L’ 
r‘ s (A9= --A. v. cos. u+ -.sin. y‘.  cos. 

(A) &ant trAs-petit , l’erreur de la snpposition pr6c6dente doit 
Otre insensible. La fonction (A’) devient, k trks-peu prCs ? 

1 L’ 
J3 

(A‘) =A. {$ sin. v . cos. v + -. sin. ut. cos  v‘ . sin. (7- A).  

On pent meme , VU la petitesse de ces fonctions , y supposer A = 7, 
ce qui rend (A’) nul. Cela pos6, si dans Ieu termes mdtipli6s 
par P, des expressions de y’ et dc y”, on neglige la quatrikmc puis- 
sance de 4’-4; on aura vers les sysigiev : 

L -  L‘ 
r‘3 

4p. -.C08:v.-. COd.ev‘ 

. L  L‘ -. cos.%+-. cos.”yl 
1 3  r’3 

-- r { (4‘-41’ +; q 9 }  ; 

q &ant la variation de l’arc 4’94, dam l’intervalle des deux 
pleines mer8 conshcutives. L’addition des termes qui en d+erl- 
dent, est fondde sur ce que la veritable vdeur de 4’- 4 de ilex- 
Ixession de /, est la demi-sommc des quarrks (4’-4)1, relatifv 
nux deux pleines mer8 consbcutives , et il est facile de voir que 
cettc demi-somme est &ale k (4’- 4)”+:@, l’arc &’-4 se rappor- 
tant ici Q la basse mer intermdcliaire, Ainsj Ies variables ilcv deux 
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forinules prdc6dentcs, se rapportant k cette basse mer, le quarrd 
(4‘-4)’ doit pour plus d‘exuctitude , &re Rugmen16 dc ig ’  dans 
I’expressioii de y’; et de q” dam celle de y”. 

2 2. Ddveloppons les expressions de y‘ et de y”, relatives nux 
dquiiioxes et aux solstices, pour ddterminer, l’influcuce des ddcli- 
unisons des astres sur les mardes. Le terme 

I L‘ 
I’ ’ - -. (I- 3. diil.Pv) -f--. (I- 3. sin.’v’) , 

de l’expressioii de y’, est trAs-petit ; on peut donc y supposer sans 
erreur sensible , que les variables r ,  v ,  r‘, v‘ se rapportent h l’ins- 
tant mQme de la sysigic. Lorsque l’on fait une somme des valeurs 
cle y , relatives Q deux sysigies consdcutives , on peut supposer 
daiis le terine pr6c8deiit, I“ Cgal Q la moyeniie distalice dc la iuiie A 
la tcrre daiis les sysigies j car il est visible quc si la luiie csi. apogde 
dans line sysigie, elle est i-peu-prks pdrigtic dans la sysigic sui- 
vante. I“ est A-pcu-prQs &gal ir la moycnne distance do la terre au 
solei1 , clans lcs Bysigies des 6quinoxes j et si 1’011 considere autant 
clc sysigies vers les solsticcs d’liivcr , cluc vers les solstices d’dt6 , 
011 peut supposcr eiicore I’ Jgnl i cetle distance nioyciinc. 

. I  & r rl3 La partio PO 70 COS.’Y+--.  COS.^.^' dsl’expression de,/, change 

sensiblement dam l’intervallc de quelques jours , et comlnc elle 
est consid~rilble dam nos ports, il cst ndcessairo d’avoir 6gard A 

variatioii. Pour  celn, soit t‘ l’indiunisou de l’orbe luiiaire ii, 
I’ciquateur , et r‘ la distance de la lune nu iioeud nsceiicliiii1 de son 
orbite sur l’dquateur j on aura sin. v‘ = sin. 8‘.  sin. r’, et par con- 
s&luent > 

cos.V= 1- ~ .~ in .~ t ’+~ . s in . ’~ ‘ . cos ,  ~ r ’ .  

Nomrnons t ,  le temps Bcou16 depuis le maximum ck la rnarde, 
jusqu’au moment d’um observation quelconque t &ant ndgatiil‘ 
relrltiveinent aux observations antdrieures ce maximum; on aura 
en ncigligeant les puigsancev de t ,  supBrieurcs BU quarr6, et ell 

Bupposant 10 rilouvemont do In  Jiiiio ? dnns son orbits, uniforiiie 
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pendant le temps t ,  ce quel’on p u t  admettre sans erreur sensible; ’ (zy. sin.at’. cos. ar‘; ~ 0 s . ’ ~ ’  =  COS.'^ - t. -. sin.’e’. sin. 2 r’ - t” - / d r f  

g d t  

les valeurs de 4, de r’ dans le second rnembre de cette Bquation, se 
rapportant b la sysigie. Dans les dquinoxes et dam les-solstices , 
sin. z r’est nul A-peu-pr&s; en ne considbsant ainsiles sysigies, que 
vers ces points , le terme de I’expresuion de  COS."^', niultiplib par la ’ 
premikre. puissance de t , disparolt de la somme ;les valeurs de y‘, 
sur-tpt si Yon en considhe un assez grand iioinbre, pour que 
les valeurs positives et negatives de sin. 2 r‘ se d&rilisent mutuel- 
lement; on aura donc alms, 

cos.LV‘= cos.’v‘- t’. (”B,”. - { siii?t’-- 2 .  siii,’vf) . 
Prenons pour unite de temps, l’intervalle des deux markes consd- 
cutives du matin, ou du soir , vers lee sysigies , intervalle d’erivi- 
ron lioQr,02fi. Soit u ,lo moyen mouvement synodiquc de la luno, 
dans cet intcrvalle j on aura dam Ics sysigies , en ayant bgard 
l’argumcnt de la variation, qui vers ces points, apgmelite cons- 
tarnrnent le niouvcrnerit lunaire, 

3y 

f 

t (%y = 1,166.~‘; 

et par consbquent, * 

COS.‘V‘= ~oS.~v’-i,iGj5. t V .  {sin.*@’-- 2 . ~ i i i . ~ v ‘ ) .  

La variation de - p u t  atre nbgliligde , lorsquc l’on considkre B-la- 

fofois deux eysigies ConsdCutiVeS. On peut nbgligor pareillemen t, 2 

le8 yariations de - e t  de sin.”u, comrne &ant peu sensibles clans 

~’intervalle d’un petit nombrc de jours : elks se rapportent d’ail- 
’ Ieurs , h Taction du solei1 , que now vc-rroiis ci-apbs , Qtrc irok 

fois nioiiiclre quc cdle de la lune. 

1 

2‘3 

1 

T3 

31 nous reste k considbrer le torme 
L L‘ 

aP. -. c o ~ . ~ v .  7.  cos.'^' 
t3 

-34 L’ - casrLv -j -. C Q S . ’ ~ ‘  
r3 r‘3, 

- . (4‘- 4 
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de I'expression dcy'. Si 1'011 nomme @ et r pour IC solei1 , ce que 
nous Rvons nomni6 t' et r' pour la h i e ;  on aura it €ort peu prbs, 
en observaiit que e' cIiffbre trks-peu de e ,  ct que sin. (r'+ r) est 
h-peu-pr&s nul dam les sysigies des Bquinoxev et des solstices, 

ce qui change le terme pr6c6dent ; dam celui-ci , 
L L' 
rJ r'3 

c 
L L' 
rJ  7 "  
-. cos.QY -1- y .  cos.av' 

Cela PO&; si l'on nomine Y', la somme des valeurs de y', corres- 
pondantes A 2 i swigies des 6quiiioxos , on aura 

1 
1 

a i . ( i+  3.coe.aO) L' -.(i-3.sin."Y)+?. (1-3.sin.'y') r' 

Dans cettc expression, COS.*Y) COS.~~T' ,  a i n . n r '  et cos.' (T), C 4 - 6 '  

sont les vnlcurs moyeniies ciii re toutcs les vnlcurs correspon- 

dantes de  cos.'^, COS.~V',  siii.*v', et cos.' (:E'), - rclnlives aux 2i 

sysigies. La mdme expression peut representer encore la somrne ctes 
vLlleurs dey' clans i sysigics dcs solstices, dont la moitic! ye rtlp- 
porte aux solstices cl'liiver. 

Considdrons pr6sentcmen t I'cxpression de y". Le terme 

/ I  A. ~4.sin.v.cos.v+-.sin.vl.cos.v L' 
rJ r' 3 
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considere deux sysigies coiis6cutives et autant de solstices d'biver 
que de solstices d'6t4. E n  noininant doric Y" la sonime des valeurs 
dey", correspondanies k a i sysigies des Cquiiloxes , 011 aura 

M 6 C A N I Q U E C fi L 3343 T E, 

Lt COS.'Y+~. cos.*Y' 

1.165. (siii.%t-,siii."Y') 

i 
L' 
f 3 ' .  

-4i.P.- { t s + + i ) s v o .  

cette expression reprhsente encore la sommc des valcurs de y" 
dans B i Yysigies des solstices, 

Voyons maintenant ce que les termes ddpendans de Q , et que 
nops avons jusyu'ici nBgligCs , ujoutent it ces expressions de Y' et 
de 2"'. Pour cela, reprenom l'expression ( 0) de ay , du no. 20. 

pans les Cquinaxes*et dans les solstices , - est nil1 ; on-peat 

n6gIiger la diffhren~ielle de 7, clivi& par d t ,  lorsque l'on con-, 

siclkre l'eilsernble de dcux sysigies consdcutives : nous n6gligeronu 

a, GO#.% 

(1 t 
1 

encore, 
d L  PQ. zb { 7.  cos.'^. (n t+ m - 4  - A ) } ,  

L 
r3 

vu la lenteur des variations de Y ,  -$ et r ,  et parce que - est trois 

fois moindre que F. Le terme Jkpendant de Q, dansla forniule (O),  

qjoutera ainsi h l'expression de o~y, la yuantitd 

L 

Or on a,  
d 4  I drf - , COS.V = -. COB. t' = nt'. cos. t' 
dt  d t  

nr't Atant le moyen mouveinent Je la lum; Ie terme prgc6dont 
devient ainsi , 

I .  

L' 
3 tn'P 8. CQS,~'. p. cos. 2 (n t 4 - 5 9  Y-A), 

De-I8 
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De-& il est facile de coliclure que clans lee sysigies des 6quiiioses 
ou cos. v’= 1 it fort peu prBs , le t e r m  dkpeiidant de Q ne h i t  
quc cllaliger clans les expressions de c~y ,’ Y’ et Y”, L‘ ~ L L  

L’- (1-2 m Q. COS.*’) et clue cians les solstices ou cos. V‘ =  COS.^', 

L‘ se change cii L’. ( I--- :;I::), cn sorte que la diff6rence des 

valeurs de I;‘ clans ces deux cas , pcut sdrvir k dhtermiiier @. 

2 3. Comparoiis ICs ibririules pr&Ahitcs , aux oImrvntions. 
AU cominenceineiit de ce sibcle , et ~ u r  Yinvitdion de I’Acadeiniu 
des Sciences, 011 lit dam nos ports , un gmnl[’iionibre d’observa- 
tioiis dn flux et du reflux de la mer : ellev €urent coiitiiiu6eY cliaquo 
jour ii Brcst , lieiiduni six anndes conskcutives , et quoiqu’ellcs 
hissent 21 desirer encore, elles forment par leur iiombile , et par 
la grandeur et la rdgularitc! des inarbs dam co port, 1s recuei) le 
plus complet et le plus utile que nous ayons en ce genre. C’est 
ilus oliservatioiis de cc recueil , que iious dloiis cornparer iios 
i‘orniules. Ces observntioiis Btaut compliqu6es de beaucoup de cir- 
eonsiniices citrangkres ti 1’~ctioii du solei1 et de la lune,  il €aut en 
coiisidiSrer un grand nombre, afin que les effets des causes pas- 
saghres vcnant t se ddtruire mutuellement, leur ensemble ne prd- 
senic que l’effct des causes rdgulibres ; il €aut dc Idus, par uiia 
combinairon avan tugeuse des observations, fahe ressortir 1e.s phC- 
nom&nes que l’on veut coniioitrs. C’est aiusi que dtiiis la. VLW clc 
cl6terminer l’effet de In  d6chaison des nstres , nous aVOlls collsi- 
dhrd h-la-fois , deux sysigies consdcutivcs , dont l’eilsemblc est 

inddpendant it-peu-prbs , de la variation de la distance de la ] U I ~  

a la terre. Pour coinl~arer sur ce point, les ubscrvillioiis i la 11160- 
rie; j’d pris duns le recueii cite, vingt-quatre sysigies vers les 
dquinoxes , et vingt-quutre eysigies vers les solstices, en coiisi- 
dkrarit toujours deux sysigies consbcutives. Voici ICs jour, dc CCY 

sysigies h Brcst. 

/ 

8’sigics des Oguinoxes, 

98 ad&, p a  septcmbre, a6 septembre., 13 octobrc, 
1 st*ptcmbre, 16 septembre. 

Aniihce 

17  1 1- 

17 I 2 ,  
&~.~c.AN, c h .  Tome IL B €1 
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1714. 
1715. 

1716. 

25 aobt, 8 septembre , 23 septembre, 8 octobre. 
18 fBvrier, S mars, 20 mars, 4 avril, 28 ao&t, 13 ~ ~ 1 3 -  

23 fdvrier, 8 mars, 23 mars, 6 avril, 1 septembre, 15 
tembre , 27 septenibre , 12 octobre. 

septembre. 

Sysigies des solstices. 
Ann6cs 
1711. 16 juin, 30 juin, a5 novembre, 9 dthembre. 
1712. 19 juin, 3 j d l e t  , 28 noveinbre, 13 dbcernbre. 
1714. “9 rnai , iz juin , 27 juin , 11 juillet, 21 novcrnbre, 7 d 4  

3715. 5 janvier , 17 juin , 1 juillet , n6 novembre, 10 ddcenibrc, 

1716. g janvier, 5 juin, 19 juin. 

ceiribre, 21 dhcernbre. 

25 ddcembre. 

Dans chacune de ces sysigies, ipris uae rnoyonne entreles deux 
hauteurs absolues.dcs deux mar6es d’un m6me jour ,  c’est-k-dire , 
la hauteur moyenne absolue de la mer;  j’ai consicldri: le jour qui 
pr6c&llc la sysigie , ct que je dhsigne par -1, le jour de la syyigie, 
que j e  dksigne par 0 ,  et les quatre jours qui la suivent , et que je 
&sigr)e par I, 2, 3 ,  4. Plusieurs fois, on n’a observe qu’unc &le 
des marbes de chaque jour; j’en ai conclu la hauteur moyenne 
absolue , en h i  ajoutant la moiti6 de son excbs sur la mar& non 
ohservde , excbs qu’une premiere dizcussion des observations m’a 
fait connoitre k trhs-peu prb ,  tant ilans les sysigies des Bquinoxes, 
que dans celles des solstices. 

Plusieurs fois encore, la hauteur de Ia basse mer intermdcliaire 
entre lcs deux mar& d’un m h c  jour ,  n’a poinl 6th observ6c. 
Pour avoir IamarCe totale, j’ai ~ u p p o s ~ ,  conformemcnt h Iil tlido- 
rie , que la difFGrence des mardes totdcs , dims deux jours coiis6- 
cutifs, est double A €ort peu prb , de In  diff6rcnce des hauteurs 
rnoyennes ribsolues corrcspondantes.’ J’ai p i s  un rdmI tat moycn 
entre 1 ~ s  mar8es totalcs concluev de ccttc stlpposition et dcs ob- 
servations des deux jour& entre lesquels Btoit cornpris celui que j o  
considhis .  
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Quelquefois, la loi des basses mers observdes, iildiquoit Qvi- 

demmeiit une erreur de sigiie , dam ulie de ces hauteurs. Dam ce 
cas 9 j’ai presque torijours regard6 comine nulle, l’observation de 
basse mer, et j’ni conclu la marbe totale, par 1n rbgle que j e  vieiis 
(1’cxpomr. C’est RVCC ces 111-dcautions , quo j’ai form6 le tableau 
suivant , qui prCscntc la somme des hauteurs moyennes absolues 
at des marbes totales, coiwspondantes h cliacun d6s jours que j’ai 
considdrds dajis lcs sysigics prdcddeiiles. 

T A B L E  I. 

Sysigies des dquirzoxcs. 

Jouiul. Hnutoure moyennes abeolues des mardea. Marlies toidea. 

-1 . . . . . . . . .  1 2 q n d l r o n  ,890 . . . . . . . . .  128””,g88 
0 . . . . . . . . .  156 ,079 . . . . . . . . .  14% ,068 
1 . . . . . . . . .  139 ,851 . . . . . . . . .  149 ,349 
a . . . . . . . . .  139 ,962 . . . . . . . . .  150 ,066 

/k . . .  ; . . . . .  131 ,653 . . . . . . . . .  151 ,770 
3 . . . . . . . . .  137 ,479 . . . . . . . . .  143 ,8n6 

Sysigias des solstices d’e‘tk 
-1. . . . . . . . . . .  62m0,004 . . . . . . . . . .  S8m0,,097 . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . .  0 63 ,914 Go ,ooa 

I . . . . . . . . . .  65 ,028 . . . . . . . . . . .  64,,0#j 
9 . . . . . . . . . .  65 ,157 . . . . . . . . . .  64 ,995 
3 . . . . . . . . . .  611,147 . . . . . . . . . .  6 3 , 4 a 5  
4 . . . . . . . . . .  61 ,914 . . . . . . . . . .  59 ,186 

‘ Sysigies des sotstices d.’r’riuer. 

c-1 . . . . . . . . . .  G5”e,3ii . . . . . . . . . .  6imc,og8 
o . . . . . . . . . .  66 ,456 . . . . . . . . . .  64 ,967 
1 . . . . . .  ; . . .  67 ,Tal . . . . . . . . . . . .  67 ,209 

5 . . . . . . . . . .  65 ,998 . . . . . . . . . .  66,187 
4 . . . . . . . . . . .  63 ,574 . . . . . . . . . .  61 ,426 

9 .hL--..---t,, , , . 66 ,494 . e - 67 ,500 

) I l a  s 
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2 4. ConsidBrons d’abord l’ensemble de ces observations. On 

aura relativement aux 48 sysigies , 
t 

. T A B L E  11. 

Jours. Hau~eurs moyennes absolues, M a r h  totales. 

-1 . . . . . . . . . .  25rj‘”’,105 . . . . . . . . . .  idkame,  183 
o . . . . . . . . . .  266 ,449 . . . . . . . . . .  869 ,037 
1 . . . . . . . . . .  272 ,000 . . . . . . . . . .  a80 ,639 
a . . . . . . . . . .  271 ,543 . . . . . . . . . .  289, ,561 
5 . . . . . . . . . .  267 ,624 . . . . . . . . . .  273 ,433 
fk . . . . . . . . . .  257 ,141 . . . . . . . . . .  25a ,381 

1, 

En considbrant lcs variaticlns des hauteurs nhsolues et des marBcs ’ 
totales de cette table j on voit que les plus grandes marBes n’ont 
point lieu, le jour m&me de la sysigie, mnis du premier au second 
jour. Rbterminons la distance de l’instant du m 
R la sysigie , dam lea observations 
p u r  unitd , l’intervalle de deux rnnrkes cln mntin ou du soir, 
vcrs les sysigies, et pour dpoque , l’inutant de la liasse mer inter- 
mediaire cn trc les deux niarbes du jour qui prkcbde la sysigie, Soit 
pour un jour quelconque voisin de cette phase, a-tbx-ox”,  1’ex- 
pression de la hauteur absolue d‘une marbe voisiiic de la syyigie, 
.1: Btarrt le nornbre des intervalles pris pour unite,  dont cctte rnnr6c 
suit 1’6poquc. Si cettc formule se rapporte A une mart% ilu matin ; 
l’expression de la m a d e  du soir du m&me jour, sera. G + b . ( x + + )  - C. ( X  + ;)*, en ne considdrant que lee int!galit& dorit la phiode 

g-pca-pr&e d’un jour, les seules auxquelles il soit necessairc 
d’avoir ogard ici parce que les eflets des autrcs inCgalit6s se com- 
pensent dam les observations dc la table 11. Si I’on ajoutc lcs deux 
expressions pr&Bdcntes, la moitiB de leur somnrie sera ce que nous 
avons noninib hauteur moyenns abYoZus de Za mar& j l’expression 
de ce tic hauteur est ainsi 

L’cxprcssion de ]a basse mer intermddiaire , est, suivant DOtrc 
tIieorie de la forme I 

a’- 6. (.r-+i)+ c .  (X et-.’,)” 

I a - 6. c + b .  ( x + $ )  - c .  ( x c + ) = .  
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x+$ Btant le temps Bcoulb depuis l’dpoque, juscpi’b cctte base 
mer; enaommant donc t ,  ce temps, l’cxpression de la marde - 
t&d~, Sera cte la forme 

a‘’+ a B.t- ac. tm. 
‘ b  Le maximum de cette mar& a lieu , lorsque t= -  cetto valeur 

est parcillemeiit la valcur de x, correspondaiite RU maximum do 
la fonction a+bx-cx ’ -  

Pour d6termiiier - , par les observations , 011 petit faire usage 

des rnardes totales de la table 11; innis I C s  hauleurs moyennes &so- 
lues de cette table, ayarit Bt6 obscrvcies avec plus cle soin, quo 
lee innrdas totales, nous ferons usage de leur ciisemble. 

Soient dono f, f’, f”, f”, f” et f’, lcs six sommev que 1’011 
obticnt, en ajoutanl la hauteur nbsolue, h la iiiarde totale de chaquo 
jour, dans lit tablc 11. L’exprcssioii aiialytiquc dc ces soniines sern 
de lu forme E + i b t - i c t”, c t CII y supposnnt snccessiveinciit t == 0, 
t = i ,  t = 2 ,  t = 3 ,  t = 4 ,  t = 5 ,  on aura les valcurs i t e f ,y ,  
j”’, f ” , f ;  f j d’oh l’on tirera, 

a c  5 

b 
a c  

1 3, i c =$“-kf”-f’- f ; 
sp .+ fJip+j”‘-S”-$ -f i b = 5 i c +  I__ i 

9 
et par consdqueiit 

En subslituunt pourJ,fl, &c., leurs valeurs numhiques, on aura 
b - = 1,68176, 
ac 

L’intervnlle doni le maximum de In  made totale, dans leg sysigics 
de la tablo 11, a suivi l’instant do la basse mer iiitermddinire entw 
le8 deux marcies du jour de la sysigie ; cst dono 1,58176, On verra 
ci- aprbs que l’intervnllc pris p u r  unit6 est it fort peu p,rks I 

ijour@705; en le rnultipliant donc par 1,58376,1@ produit ij,69455 
exprimera l’intervalle don1 le maximum de la marde totale a suivi 
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l’instant de la basse mer du matin dm jour do la sysigie. Cet instant 
eat i’heure moyenne entre les deux mardes de ce jour, et l’on 
trouve par un rdsultat moyen , qu’elle a 8th dam les observations 
pr8c6dentes , oi*,39657. On lrouve ellcore, par un resultat moyen, 
que l’hcure de la sysigie d a m  les rnQmcs ckservations, a 8t& h 
Brest, oi*,45667 en sorte qu’elle a suivi la bmse mer, de oi*,060io; 
elle a donc pr$c6cl8 le maximum de la mar& totale, dc 1i*,66445. 
Mais cornme une erreur de quelques mbtres dam C ~ S  observations, 
pent influer seniiblement sur cet intervalle ; il convient de dd- 
terminer d’une manibre plus prdcise, cet dldment important de la 
thdoric des mardes. 

Pour cela , j’ai consicldrtl les hauteurs absohes des iiiardes du 
second jour aPabt et du cinquikme jour aprbs la Rysigie j. elles 
sont &-peu-prCs A Pgale distance cle part ct d’autre du maxinrurn 
des markes , et it cette distance elles varient de la manibre la plug 
sensible. J’ai ajoutb les hauteurs absoluee des mar6es du matin et dm 
soir , du second joar avant; ahaque qsigie l’bn n’n ob- 
serve qu’une seule hauteur, dans un jour, jel’ai iloubke. Le recueil 
cite d’observations renferme cent sysigies dam lesquelles j’ai pu 
me procurer des observations semblables. 3% t r o w +  10009m0,~70, 
pour ]a SOmme des hauteurs absolues des rnarbes des seconds jours 
qui prkckdent lcs sysigies et 101.0~~~886, pour la somme des hau- 
teurs absolues des rnarics des cinquikmes jours qui les suivent, 
Mais parmi les hauteurs qui pr6cCdent les sysigies , 86 se rap- 
portent au matin, et i 14 au soir ; en preiiant donc pour iinitk , 
l’intervalle de la basse mer du 8WOYld jour qui prt5cbde la sysigie, 
g la bass@ mer correspondante du jour suivant , I’heure moyennc 
it laquelle se rapporte la prernihre somme , suit celle de la basse 
mer du second jour avant la sysigie, de s, ou de 0,035 de cet 
intervalle. Ilans la seconde somme, il y a autant de hauteurs du 
matin que du eoir ; I’heure k lhquelle elle so rapporte , est donc 
celle de la basse mer du c inqu ihe  jour aprbs la sysigie. Ainsi le 
milieu de I’iyrtervaUe compris entre les instans auxquele ces sommeb 
tie rapportent, n’ccJt pas exactement le milieu dc l’intcrvalle corn-- 
pris entre l’heure de la bnsse mer du matin, du second jour avant 
la sysigie et ceUe de la basse mer correspondante du cinquibmo 
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jour qui la suit; mais il se rapyroche de cette seconcle &mite, (1s 
0,017 6. 

Si leu deux somrnes 100gm0,470, et io10m0,886 dtoieiit @gales, ce 
milieu seroit I’instant du maximum des inartSes; inaiv In sccoiidc 
somme surpassant la premi&rc, de imo,4x 6, l’instrrnt de ce maxirnuna 
est uii peu plus pres dc J.’lieurc de la basse mer d q  cinquihme jour 
aprbs la sysigie. La hauteur absolue des marees de co jour, ct du 
secolzd jour avant la sysigic , vnrie B Brcst de om0,148d pendant 
une moitii: de l’intervdlo pris p u r  unit&; en supposmt dou~c quo 
l’instant du maxinLunt des marCes se rapproche d’un centibino de 
cet intervslle , vcrs la secondo limite , la soanme des aoo hnuteura 
relatives k.la sccoridc bite , sera augment60 de Omo,59213 et la 

* Bornme des aoo hauteurs relatives it la premibre lirnite , aem dirni- 
nube de la mQme qunntitb; en sorte que la diffdronco do ccs deux 
sommes sera imo, I 8494; et puisque I’observation donne znte,416 pour 
cette diffheiice , le maximum des marbes doit &re rapprocht! per 
cette consid$ration, de 0,01196, dc la scconde lirnitc; en ajoutaiit 
0,0176, it cette quantitt!, on aura o,oq46 pour I C  tCmpS .dolit 1s 
maximum des marBes so rnpproclte plus de l’heuro do la basso qer 
du cinquibme jour aprh In sysigic , qno lo milieu de l’intervalle 
colnpris eiitrc ccttc basse mer ct ceIIe dn second jour avant In 
sysigie ; oe temps QvakB en parties ilu jour, est B fort pen prPs 

Maintenant, Io milieu do l’intervdle cmnpris . entre ces deux 
basses mers, est le mdinC quo 10 lXdieU compris ontro ]aIbmse 
mer du matin clu jour de la, sysigic, et In L~\SSC mer corrcspon- 
dnlitc du iroisibme jour qui 1a suil; I’iatervalle de dcux basses 
mcrs cons6cutives du rnatiii , &&lit dors li~,oa705, ce second 
milieu est 81oim6 de ij*,54058, ds la basse mer du niatin du jour 
de la sysigie. L’heure de cette bnsse mer peut 2 trc suppos&e 0’.,39657, 
comrne clans lcs observations dc In, table I[, puroe que l’heure 
~noyeiiiic k Brcs 1, c2cs cerit sysigics que jhi considtirtSes , a Qtct de 
0’*,46013 Si-peu-pr&s conime dulls lcs observations de cette table ; la 
sysigic donc suivi de oj.,oG35G, l’hctm de In basse mer du lriRtin, 
et par consequent elle a pgdc4d0 de 1’*,47702> le milieu de l’iw 
l e rvde  compris entre 1c;s deux lirnites, 811 y ajoutmlt d-,~3oP2, 

d’ ,O  30 9 2. 
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011 aura 11’,50724, ponr l’intervalle dont le maximum de lamarde it 
Rrest , suit la sysigie. C’est lavaleur que je supposerai daiis la suite, 
Q cet intervalle. 

25. D6terminons pr6seiztement la loi des variations des hau- 
teurs moyeniies absolues dcs marks, et des markes totil1.e~ de la 
table J.I. Pour cela, prenons pour unite, l’intcrvalle cles deux 
marks consckutives du matiii ou du soir , vers les sysigies j et 
nommons E ,  la quantitb doiit l’instant nloyen d u  maximum des 
mar.&,, suit le milieu de l’intcrvdle cornlmis entre lcs six joury 
#observation que nous avons consid61-6s. Soit a - b ,  il, l’expres- 
sion g6iz6rale des hauteurs inoycvines alisolues des lnarkes de la 
$able ?I, t &ani la distance A l’insfaiit clu maximum. Les hauteurs . 
moyeiines absolues des irlarkes correspondantes BUX jour, -1, 0 ,  

1,2, 3 , 4 ,  seront, - 
a-b.(ifrE)‘; a- b . ( t+E)”  j a--b.(i.+rE)”; a-h.(i-rE)’; 

a - b . ( f  & 
Si de la aomme de la troisibme et dc la. quatrihnie , on rctranclle 
la somnic c~es extrdines , 011 aura 12. b pour la. (IiiIZrcrice, ~ e s  ri-sul- 
tats de la table II donnent 291nc,297 pour cette diExeiice, cPoG 1’011 
lire b == 2me,.(k(ki4. 
Si l’on reprCsente scmblablement par a*-b’. La les rnardes totales 

de la table I1 j on trouvera dc la m h i e  manibre, 

M I 0  C A N  I Q U  E C E L E  S T E, 

‘ 

1 

/ 

6’ = 5*’,21g7. 
Suivant la thdorie exposh daiis le no. 22, b = f h‘, et par cons& 
quent b = 2m0,6098. La diffbrence entre cette valeur , et cellc-ci, 
p0,4414 que donnent les observations des hauteurs inoydnnes ab- 
solues des marCes > est dans les limites des erreurs des obscrvations~ 
rnais les hauteurs absolucs ayant 6td observhcs avec plus dc soin, 
que les basses rncrs, nous prendrons pour li , le tiers de lasomme des 
deux valeurs cle b et de b’, bonndes par lee observatiops, et pour b’, 
le double de ce tiers j nous aurQns ainsi, 

Pour c16icrminer a et a‘, nous observerons que la somme des si& 
cxprcgiono prdd8deiites des hauteurs moyennes absolues des ma- 

d e s  
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r6es est ea- b b  {$+ 6. P}. Cetto forme est par les observations 
de la table I1 , 6gale i 1.!j91~”~,8Ga ; 011 a donc , 

159 ima,86a 4- (9 + G P). n”*(‘,5537 
G 
- a= 

Om a de la mdme manibre, 
, 1606mo,d59 +(~+6k‘).5*u,1074 

6 u =  

L’heure moyeinie do 
ajouhnt ij.,50724, distance de la sysigio au rnaximtrwrt.de la martk, 
On aura 1j*,96391 pour la distnilce dq “ce maximum, au miiiuit qui 
precede la sysigie B Brest. L’iiihtani moyen entre les deux marks 
du jour do la bysigie ~ a dt6 57 ; eii l u i  ajoutant 4- do l’inter- 
vdle pris pour unit4 , et q h rj*,o2706, on aura 1’‘,937 15 
pour In distance du milieu do I’iatervdle compris entre les s ir  
jours d’observation, uu niiiiui~ quiprdckde la sysigic. Si 1’011 retraii- 
die cettc distance , de 1~-,96391 j 011 aura la valeur de k eltpriimh 
en jours et Bgale k oj-,oe676; en la divisant par 1,02705 on aura 
en parties de i’intsrvrtlle pris pour anit6 , B = o,on605b j ce qui 
donne, 

ninsi J’expression des nombres relatifs aux hauteurs inoyeanes 
absolup des marees de ia table 11, ea$ 

a7amo,760- am0,5637. tb ; 

et l’expression des nombres de la r n h e  table relatifs aux marhi 
totales est 

leu vdeurb de t ,  relatives A tous ces nombres, &tan% respective- 
ment , 

syt++ de la table 11 R et6 oj*,4566.i ; ell 

a z= 979m0,760 ; a‘= ~182*~,606 ; 

a8amo2606 - 5”9,iO7h. 

. -2,536055 j -13,!h605!? j -075a6065 j 0,475945 ; * 
3,473945 j 2,473945 j 

En substittiant ccs valours , dane lea deux formules prechdentes I 

et el1 cornparant Ies r&dtats, aux nombros de la table 11; on wrra 
que les erreurs sont tr&s-petites et dam At% liroites de cdles dont ICE. 

&serva‘lions sent eusceptibles, 
morn. clisL. Tome II; T i  
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Comparons mnintenan t , ccs formules donndes par l'observa- 
tion, aux formules du no. aa donilbes par la thdorie de la pesan-. 
teur. Soit e ,  la hauteur du zero de l'kchelle d'observation, au- 
dessus clu niveau d'dquilihre , que la nler prendroit sans l'action 
du soleil et de la lune : soit de plus, it la somme des quarrds des 
cosiiius des d6clinaisons du soleil , aux instans des phases dans les 
sysigies de la table 11, et it' cette mQme sommc relativement i la 

M E  C A N  I Q U  E C & L E  S T E, 

lune; on aura par le no. 22 

3 . (z f3 .~0~.2e)  L L' 
a = 4%e- { 7 (h -52) 3- ;;;; @I- 32) ] 

\ 

31, ~OnaVu,nO.~ i ,que-  '. . , , 4 flB 
555685", on a A trks-peu pres 2 8 = 928650". En nbgligeant vis-&- 

vis de l'uniid , la fraction - , trhs-petite , parce que la moyenne 
densit6 p de la ierre , surpasse plusieurs fois celle de la mer j on 

3 
5P 

aura 

Nous verrons ci-aprBs , qua dans les 'moyenires distances de la 
lune K la terre , L' ?==- aL i mais la distance de la lune dam les 

sysigies est PIUS petite d'environ & , que sa moyeiziie ctistance 
B raison de l'argumen t de la variation , qui diniinue constamment 

L' ia3 L la distance lunaire sysigia; ainsi Yon, a dans les sysi~~ies , t = -, - 
fa  40 r3' 

J'ai trouvd que relativemei~t aux 48 sysigies de la table 11, Ol1 a 

on a donc 

I" 

" h = 44,13399 , h' = 44,50884 j 
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ct par consequent, 
&toe-- 4mc,1666-~~.a8am0,606 - +imo,5Ej37= 27am*,760 ; 

cc qui donne, 
e = am0,827. 
L' On a ensuite, en reiluisant 7 it la moyenne distance do la lune ia 

. 

I 

k 
L 
r3 

la term, )c 
BP.$.JI. { i+7} L L' +aP. {&.h'} . - = 2 8 P r , 7 5 6 ;  

e L la fraction a P .  { h - ~ . h ' }  .- &ant €ort petite, on pcut y sup- 
T3 

poser, 

011 a i m  ainsi , 

cl'oh 1'011 tire , 

C'est l'expression de la marke totitle, qui auroit lieu A Brest, si 
le s o l d  et la lune se mouvoieiit unifonu8meut claiis le plau dc 
l'dquateur j car on a vu dam le no. pa quo L' dans les sysigies des 
dquinoxes, so change dans L'. (1-s m'. Q. cos. "1, st que h n s  10s 

sysigics 'des solstices, il se change dans L'. ( I-- ::::), en aorte 

que dans l'cnsemble des sysigies de la table I1 L' doit &re chang6 - 
dans L'. { x-m'. Q.(cos.i+ A-)}; cos. I' or on a 

1 (ain. f d ) 4  
cos.t'+--= 24-4. 

cos. of C0S.G' ' 
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qui rbsulte de la theorie de la pesantexir. Pour cela, reprenons 
l’expression de Y” du no. 22 : l’angle e‘ ayant varih sensiblement 
dam l’intervalle des 48 sysigies de la table I1 j il sera ddtermind 
avec une exactitude suffisante pour notre objet, en prenant 1 p n  
COS.’ e’, une moyenne entre les quarrds des cosinus des d6clinaisons 
de la lune, dnns les vingt-quatre sysigies solsticiales de cette table; 
soient doiic p et p’  les sommes des quarrds des cosinus des dtkli- 
naisons du solei1 et c70 la lune , dans les a4 sysigies des Bquinoxes, 
et q , q’, Ies m h e s  sommes dans les vingt-quatre sysigies des sols- 
tices ; nous pourroils supposer k trhs-peu prQ , 

24-4 cos.’ (G)= -. 44-4’ sin. eta= - j 
24 a 

Le terrne multiplik par t’ dans l’expression de Y”, deviendra ainsi, 
relativement aux vingt-qua tre sysigies Byuiiioxiales , 

ct le m&me t e r m  relatif aux 24 sysigies solsticiales , s e r ~  
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2 6, Comparons sciparbment les observations des sysigies des 

dquinoxes , et celles des sysigies des solstices de la table I. Si l'on 
ddtermine par la metbode du no. prdckdent , les expressions des 
hauteurs absolucs et des mardes to tales des sysigies des Bquinoxes 
doiindes par 10s observations de cette table ; on trouvera 

140me,4311 - ima,S81i P ,  

pour l'expressioii des hauteurs absolues des mardes des Bquinoxes ; 
et i5oua0,235 - 3m0,i623.t', 
pour l'expression des marcies to tales. 011 trouvera semblablcment , 

i3ama,3a8 - omo,g725. t' , 
pour l'expression des hauteurs absolues des marcies des solstices; et 

139"",57X - ime,g461. t', 
pour l'expression des marhes totales correspondantes. 

011 voii d'abord que les inar6cs totales, CII partant dn maxinzzlnt,, 
decroissciit plus ral$lemeiii daw ICS sysigies des Cquiiioxes , qne 
dans cell'es des solstices. Co rdsultat de l'observation est entiere- 
rncnt cgnforme L la thdorie qui coinme on vient de le voir, 
cloniie -3n'e,ao(k0, et --1"',,8977 , pour leS coeficiens & fie, qui 
diffkrent trbs-peu dcs lionlbres - 3mo,1623, et --1m0,(345i, donll&s 
par les observations. 
Si I'on suppose t= o , dans les expresqioiicl precddentes ; on aura 

8mc , io4  pour I'exchs des hautours moyennes ~bsoluas des mades 
des ciquiiioxes , sur celles dcs solstices , et 17"~,,864 pour I'exc&s des 
mar6ss totalcs correspondanies des dquiiioxes , sur cclles des 501s- 

tices. Cc second cxcbs est un pcu plus que doublc du premier. 
le no. sa, il doit surpnsser le double du prciiiier , de la qumtit6, 

6.(1+3.cqs. sa) L 41 L' J' c___- {7 . (P- -q . )  +-$p.($-q/~], 
8+;) I., 

qui rthluite en iiolribres , cst @ale A O~@,OSO. Los observations do- 
nent ~ ~ 0 , 6 5 6 ,  pour cettc meme quantitd : la diEerenco cst da11s les 
limites de5 erreurs dont elles sont susceptiblesl 

L'cxCh 1 7mo,8G4 dcs m d e s  to tales des sysigies des Cqtiinoxes, 
sur celles des solstices, est J'Uaflet des dklinaisons du soled et, dc In 
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lune, qui affoiblissent Paction de ces astres Rur la mcr. Cet excks, 
par le no. 82, est Bgal a 

ou Q 

or on a par le no, pr6cdden.t; 

L L‘ 
a P. { F+ l... (1-2 m’. Q)} = 6ma,2490 j 

est Q ,trhe-peu prbs Lf do plus, on verra ci-aprhs, que 
3 L  9‘ 
l3 24 

tgal A - ; enfin, on peut supposer ici c0s.o’” = - ; l a  fonctiovk 

prdcbdente devient ainsi, 

Bn 1’Cgnlant i I’excbs observ6 
2 m‘. Q, ct l’on trouvera 

17m0,864 ; on pourra determiner 

am‘. Q =- 0,10657. 
~1 semble donc risulter des observations prhcbdentes, quo la rap& 

du nouvement de la lune dam son orbite , augrnente Breet, 
d’environ TI;; , l’action de la lune pour soulever les eaux de la mer, 
comrne elle retarde d’un jour et demi , l’instant du maximum des 
mardeu j mais cet &ment delicat doit &re determine par un plus 
grand llombre d’obuervationa 

27 Comparons enfin , les marks des sysigies des solstices 
d’hiver , iL colles des sysigies des solstice6 d’8t6 de la table I,  pou; 
avoir l’effet dela variation des dislarices du solei1 k la terre, sur 
lcs marha. Si l’on ajoute ensemble 1es mardes totales des jours 
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1 et 2 ,  dans les solstices d’liiver de la table I;  on aura 134m0,709 
pour leur somme. La &me somme dans les marcies sysigies des 
solstices d’Ct6 est 1 agmo,o9o,plus petitequelapr6ctSdeiite, de 5m0,61a; 
ce qui  prouve l’influonce de la plus grande proximitd du soleil, en 
liiver qu’en B ~ B ,  sur les mardes. 

Pour comparer sur ce point, la tlidorie de 1~ pesanteur, aux 
observations’ ; noininons 2, la s o m m  des quarrds des couinus des 
dhclinaisoiis du soleil clans les sysigies des solstices d’6t6 de la 
table I;  noinmons Z’, la mbine somme pour la lune. Considdroiis 
eiisuite, que le soleil est d’environ & plus pres de iious, en hiller 
que dans sa inoyeniie distance, ce qui nugmeiite d’uu viiigtihmc , la 

1; 
valeur de - qui, par la ruisoii contraire, est dirniiiuCe cl’un 

r3 ’ 
vingfibme en 6t8. Cela pose, la formules d u  no. zJa, doniient 

. 

pour l’excbs que ICs observations oiit doiiiic! &gal A Pn,G1a ; or on a 
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T A B L E  1 1 1 .  

1714.16 janvier . . . 13"',305 
30 janvicr . . . . . . . . . . . . . 
14 a v d  . . . . . 13 ,529 
29 avril :. . . . . . . . . . . . . . . 
io aodt . . . . . . . . . . 
'25 aoht . . . 14 ,116 

8 s e p t . .  . . . . . . . . . 
23 sept. . . 14 ,539 
8 oct. . . . . . . . . . . . . . . . . 
23 oct. . . . . 13 ,470 

r715. 5 mars . . . 24 ,300 
20 mars . . . . . . 
4 avril . . e e a 14 ,061 

18 avril . . . . e . . . , 
18 oct. . . * 14 ,415 
8 7 O C t .  . . . . . . . . .  . .  . .  . . . 
11 nov. . . 13 ,711 
9 6 n o v . .  . . . . . . . . . . . . . . 

1716. 6 m a i  . . . . . . . . . . . . . . . 
21 mai . . . . . 13 ,186 

19 juin 13 ,479 
5 juin . . . . . . . . . :. . . 
4 juillet. . . . . . . . . . . . . . . 0 

19 juillet. . . . . i a  ,135 

1 o m y 3  5h 

1 0  ,778 
10 ,453 

i o  ,614 

io ,681 

io ,986 

10 ,372 

1 0  ,451 

9 ,986: 
1 0  ,2h4 

9 259" 

9 ,750 

On voit par cette table , que les mar& toidas correspondantes 
aux &mi-diambtres de la lune 9 plus grand8 que so', sont cons- 
tainment plus grandes que c e l h  qui correspondent aux: &mi- 
JiamBtree plus petits que 28'. Si l'on ajoute ensemble les mardev 
totales relatives aus. plus grand8 demi-diambtres; on aura 164mc,a66, 
pour leur smme.  Celle des marhs totales relatives aux douze plus 

petits 
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demi-diambtres , est ia%m0,560. l i t  difEreiice de ces deux 

sommes est 3gmo,6961. Voyons ce qu'elle doit &re par la th6oxie.- 
fait daiis I'exprosuioii he y" clu 

no* 21 , la quuntitd (A') qui,  dans le cas prdsent , est inseiisible? 
soit par elle-mbme ,. soit parce que Ios ddclinaisoiis C~C' la luiie ont 
dtO altcrnativement bordales et aus tralos tlans les observations de la 
table Ill; il est visible par cotte exprcsbion, que I'Qn aura la 
partie de la diE6rciice demand&, relative aux terines dBpeiidaiis 
de P, io. en prcnaiil le demi-diamktre moyen de la lune daus 
les vingt-quatre observations cle la table, demi-diam8ti.e que je 
trouvo Bgnl it 2917"; 2 O .  en niultipliant dam chaquo observation, 

de la lune, par le cube, dn 
7''; 3 O ,  en faisant ulie somrna 

rvations dais lesquelles le 
clemi-diainbtre cle la lune surpasse 30: somme quc je trouvc tSgtle it 
13,5846, et cii cn retrancliant la somme des riiihes procluils rela- 
tifs aux douzo obscrvatious dans lesquelles le demi - diamktre dc 
la h i e  a ktd au-dessous de 98') et que je trouve &gale i 9,3628; 
4". enfin en multipsliant la diffdrenoc 4,aaiB de ces deux sommes , 
par 4 P.?, r' &ant ici la distance rnoyciine sysigie ds la lune, 

Si' l'oli nciglige , comme on 

L' - 

d$ L' (w dr' . 
-2PQ.- - - .COS.~V ' :  on a par le iio, ax cos,*v'= ---.Cos,t'; 

d t  ' / 3  ' dt' at 
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de la diffkrence cherchde , relative it Q , io. en faisant m e  sonlmu 
des cinquiAmes puissances du rapport du clemi-diamhtre de la I une 
dans chaque observation p6rigde , $ 291 7", et en en retranc'tiant 
la meme somme relative aux observations apogees; ao. en mul- 

tipliant le reste, par - 8 rn'PQ.;. vz, On trouve aiiisi 
T 

L' 
f' 3 

-8m'PQ.-.6$091, r' se rapporta:it ici &la rnoyenne distance 

~ sysigie de la lune. 
En'ajoutant les deux parties d&pendnntes de P et de Q, In  diffd- 

T I  

on a par le no. 25, 

En I'dgalaiit B la diE6rciicc obscrvbe 3gmo,6961 on trouve 
2 mlQ = 0,05425, valeur insensible et d'un signe contraire h celui 
(le la valeur ddtmnin6e danH le no. prcicbden t , par les pli6nomPnes 
des marCes relalils aux clkcliiiaisons. On voit par la grandeur du 
coefficieiit de 2 m'. Q, dans la diffdrence prbc&clcnte, que les ph6- 
nomhncs des inay&ss , dhpendans dc la variidion de la distance de la 

nt trbs-propres B la ddterminer , et il en r&s,ul te 
e-petit et mQme insensible k Brest. 

En periu des inCgalit6s de la seconde espkce', ou doni. la phriode 
est ii-peu-prhs d'uii jour, les niarbcs du soir surpnssent t i  Brevt , 
celles du matin , dam ICs sysigies des solstices d'8t6 ; elks en mnt 
surpasshes d;lnu le8 sysigies des solstices cl'hiver. Pour ddterminer 
la quantitde de ce ph'cinomi.ne j'ai ajoutb clans clix-sep t sysigics 
vers lcs solstices d'&, l'exchs des mardes du soir sur cellcs Ju 
matin , la prcrnior et le second jour aprBs la sysigie. Le maximum 
de8 made8 tombant it -pcu -pres au milieu dc ccs deux jours 
d'observation la variation journalibre de la hauteur des marees 
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it& cle la troieihme cspbce , est presque ir~semible 
ui lie doit par consciquent , renferiner que l’exc8s 

des marhes du soir sur cellcs du inatin, dh aux in6gdit6s de 1:1 

secoiide espbce. La somnie clc ccs cxcbs dans les trente-quctlre jours 
d’obscrvution , n 6th de 6”0,131: 

J’ai ajouth pareillernent l’exchs des mardes du matin sur c e l l e ~  
du soil*, dans oiizc sysigies vers les solstices d’hiver. La soktue de 
w s  excds daiis les vingt-deux jours cl’observation, a BtC: de ~ , 1 o 9 .  
En prenant w’i milieu entre ces deux rbsultats , l’exch d’une ma- 
r& clu mir sur celle dn inatin, dans les sysigies des solstices d’& t 

ou d’une marbe du inatin sur celle du soir , dam les sysigies des 
dstices d’liiver , en vertu des iuBgalitdv de la sedonde espboe est 
do ome,i83. 

3 .  Cet exch est, par le ne. 21, 6gal h 

cctte foiiction est donc: &gal& om0,i83.11 cst probable quc  cos.(^--^).) 
dilrbre peu de l’uiiitd; une longue suite d’observations des basses 
nters du matin ut CZW soir, fera oonnoftre exactement sa vdeur. 

Des hauteurs des mardes ucm les quad~*aturea. 

observeroils quo si l’on 
suivant que la lone est 
tier ; on aura, en rddui 
peu considhble , cornme ceh a lieu vcrs les quadratures et eu 
n0gliligeant les terrnes multiplies par Q , 

1 . cos.’ Y 
L 
r3 

+ P, {$ .c1)s.PV’-- 
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L‘ L 
t’ 3 t’ 

yN= ~ . - - . s i n . u ~ . c o s . ~ ‘ . s i n , ( ~ - ~ ~ ~ ~ . - - . s i n . ~ . c o s . ~ . c o s .  ( ~ - 7 )  

@f-V; J 7 ,  

le signe + ayant lieu vkrs le premier qunrtier de la lune, et le 
signc -, vers son second quartier. 

L’excbs de la inarke du soir sur celle du matin k Brost , dans Ies 
quadratures des 6quinoxes, est en vertu des indgalitds de la scconde 
cspbce , 

p i n t e m p ;  e lk  en est surpass& dam les quadratures des Bqui- 
noxes d’automne. 

considere le8 hauteurs absolues .et les mar& totales des 
s de la 4uaclrature; en nommant .I” la somme dcs hauteurs 

moyennes absolues, on trouvera par I’analyse suivtlnt laquellc Y! 
a 8tE deterinin6 dam le no. sa, 

Si dam un nombre a i  de quadraturw vers les kquinoxe 

t &ant depuis le minimum de la hauteur moyenne absolue des ma- 
r&s > jusqu’h l’instant que l’on considbro, IC nombre des intervalles 
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. I  

d'une murdo , ' k  la mar& correspondante du jour suivant , vers les 
quadratures des Bquinoxes ; r ct r' soiit les inowemens du solei1 et 
de la lune dans cet intervalle , ou 6gard h l'argument de la varia- 
tion > qui diminue constamment le mouverrient luiiaire , dans les 
quadratures; s et e' solit les iiicliiiaisolis des orleu de ces astrcs, 
A 1'8quateur.- 

La valcixr de Y' relative t i  a i  quadvatures , dont i sont vers I C s  

solstices d'iiiver , et i y e n  les solstices d'6tB , est 
ai..(1+3. CO8.p  4) L' 7. { $. ( i - 3 e s i i i s s ~ )  +a e (1- 3.sine*y') 1 y'= I 

8g.(l-gJ w ,  
L 

En noinmant r", les marOcs totalcs corresponduntes k r'; 011 aura 
dans Ies a i  quadratutes dos Cquinoxes , 

.YN= 4 i P. -. COS,~V' {:: 
' L' + 4 iP 7. ( tP 4- e) 

et dnns les a i  quadratures des solstices 
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dms les expressions rclatives nux Bquinoxes j et ‘L‘ clans 
L‘. (1-2772’. Q. COS. E’), dans les expressions relatives aux solstices. 

30. Pour comparer ces r6suItats aux observations, j’ai pris 
dam le recueil cit6 , les obscrvations relatives’ A vingt-quatre sysi- 
gies ‘vers les equinoxes, et B vingt-quatre sysigies vers les sols- 
tices , cn consideran t tdujours deux quadratures cons6culives, 
Voici les jours de ces quailritures, B Brest. 

&I & C A N I Q U E C E L E S T E, 

Quadratures des &puinoxes. 

5 septembrc , ig septeinbre , 4 octobre , 18 octobro, 
15 mars, 29 mars, 24 aoSt , 8 septembre , 22 septembrc! 

18 aoQt , 1 septembre , 17 septcnibi*e , 30 septembre, 

Innkcs. 
1711. 

1712. 

1714. 
7 octobrc. 

ars, 28 mars, 2s ao 

tembre. 

Quadruiures des sotstices, 

2711. 23 juin, 7 juillct. 
1712, 27 mai, 1% juin, a5 juin, 11 juillet. 
1714. 21 mai, 5 juin, 20 juin, 4 juillet, 14 ridcembre, 08 d6- 

2715. a6 mai, 8 juin, 24juin, 8 juillet ,18 iiovembre, 3 cldcembro, 
ceaibre. 

I 

J’auroiE) deSirh de consiilhrer autani de quadratures vers les solstices 
d’hiver que vers les solstices d’BtC; mais le dbfaut d’ubservations 
no me l’a pas permis. I 

chacune de ce8 quadratures , j’ai pris une moyenno entre 
eurs absolues de deux mark% co~lsBcutives, pour former 

ce que if? nomme hauteur moyenne ahsohe des marde8. J’ai consi-, 
d6r6 d’abord le!! deux markes du jo1.w de la quadrature ; ensuite les 
hux  mar& suivantes, puis les deux mardes qui les suivent ; enfin 
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les deux mar& qui suivent ces dernibres; en sorte que souveiit le9 
deux mardes dont j':Li considdrh l'ensemble, ii'oiit point eu lieu 1~'  
m&me jour. La rnarde totalc est l'exchs de la hauteur moyeniie abso- 
lue, sur la basso mer intermediaire. Je d6sigiie par 0, 1 , 2 ,  3 ,  
~ C S  iiuindros de ces mar6es , en comrnenqant par celle du,jour de IR 
quadrature. Plusieurs fois, la hauteur de la b w e  mer n'a point 6td 
oliservde ; quelqt~efois'rnbino on n'a observe qu'uns des deux 
hauteurs de clique jour. J'ai filii usage , pour supplder k ce d6faut 
d'observations , do la mdine mdthocle que j'ai employee pour les 
mrdcs sysigies. J'ai ob tenu ainsi, les rdsultats suivans. 

T A B L E  I V .  

Quadratures des dquinoxes. 

N"". dcs innrdes, Hauteurs moycniies absoluea. MR&S to t&s. 

0 . . . . . . .  gc~"",511 . . . . . . . 6(~~~",855 
1 . . . . 8 . g'k a82 . . . * . . 5% ,658 
Y . 96 ,059 . . . . . . . 6a ,383 
3 . . . . . 105 ,699 . . . . . , , 81 ,542 

Qnadt-atrrrcs dm solstices. 

o . . . . . . . 10Gjtnee,1i7 . . + . . 8ame,a44 
1 . . . . . . * .  
SL . . . . . . .  
5 . . . . . . .  

3 1 , Co1iuidCruns d'aborct l'cnsemble de ces observations. On 
aura' ~:olativemoiit aux quaraiito-hit quadratures lcs rdsultats 
suivnns. 

T A B L E  V', 

Nu'. des mardes. I I a u t ~ ~ r s  moyannes nbsolues, &ffll'665 t O t Q ~ ~ s .  

o , . , , , . a05"~,638 . . . , . 15arne,079 
1 . , . , . . 197 ,979 9 ' ' * 154 ,cJ 
2 * e .  * , 199,979 " "  ' ,159 $0 
5 . . , . . aia , ,399 . . . 165 ,840 
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Prenons pour unit&, l’intervalle de deux mardes du matin ou du 
soir , vers Ids quadratures, et pour Bpoque , l’instaiit .moyen entre 
les deux markes clu jour de la quadrature B Brest. Soit pour un jour 
quelconque voisin de cettc phase, a - lix + c x’, I’expression de la 
hauteur absolue de la mark;  x &ant IC nornbre,des intervalles pris 
pour unit8 , doiit cette marde suit l’dpoque. Si cette expression se 
rapporte a une marde du matin , l’expression de In marde du eoir 
d u mQme jour , sera a - 6 .  (.: -t- &I + c. (x + f)’, err ne consideran t 
que les inCgalit& dont la p6riohe est it-peu-prbs d’un demi-jour. En 
ajouitlnt ces deux expressioiis , la rnoitid de leur SOmllle Sera la, 
hauteur moyenne tlbsolue de la mcr j l’expressiolz de cette hauteur 
est ainsi , 

a+ 5 c - b .  ( x +  f) + c.  (x-f-3)’. 

L’expression de la basse mer iniermbdiaire , est suivant lu thdorie, 
de la forme 

en. faisant don de 
la forme 

m - 2 613-2 ctE. 

Le minimum de cette marhe a lieu, lorsque t = - ; cette valeur 

de t est preillement la valeur de x correspondante au minimzm 
de la formule a - b x f  c x’. 

- 

/ 

b 
ac 

b Pour d6terminer - , on peut faire usage des inardes totales cle 

les hauteurs absolues de la meme table, ayaiit Bt6 
de soin que lcs marOere totales j ylous ferons 

emble. Soieiit doncf,f:f”,j’”’, les quatre SOmmeS 

que 1’0x1 obtient , en ajoutant, la hauteur moycnne absolue , A la 
made totale qui lui correspond dam la table ; l’expressiori analy- 
tique de ces somrnes sera de la forme b- i l t+ i. ct*, En supposant 
rJuccessivenient t Z= o , 8 = 1 it =: 2 6 3 on aura leu vale urs de 
f ,  f’, f ‘I, $”’, d’oix Yon tirera 

i b  = 3ic+ 

OC 

hic3f-f’-fo+F j 
f+S’-py‘  

4 i 

ct  
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et par conskquent 

f+f-S”-S”’ -- - b -=;+ - 1,51964. 

On verra ci-aprks , que l’intcrva’lle pris pour iiiiit6, est i i* ,o5ai;  
ainsi , l’iiitervalle depuis I’dpoque jusqu’au ntinimum des mardev , 
c5vnl~z8 en jours , est ij9,363g Dam ces observations, l’heure de 
1’+oque a k t k  h Brest, d,61 a i ,  et l’heure nioyenne de la qua4mture 
a Btd 0’,,4683; en sorte que la quadrature a prBcCd6 l’&poquc de 
d * , i  438. En ajontaiit cette quaiitit6 A d*,3639, on it 1’‘,5077 ~ O L I L ‘  

, I’iiitervaUe doiit le rniniinum de la mar&? suit la quadrature; ce 
qui diE&re trBs-peu de l’intervulle ii.,!j07n4, dont op a vu dnns le 
no, 24, que le ntaxirnrm des modes suit la sysigie : ces deux inter- 
valles sont donc 6gaux, comnie ils doivent I’ktre par la thtrorie. 
Sous lee supposerona l’un et l’autre d0 i1*,507a& 

118terrninoris lu loi des variations ’des hanteurs inoyennes &so- 
lues, et des martSes totales, dai~s  les qunwntc-huit quadratures 
prLScddcnles. Pour celn , prcnoiis pour uiiitb, l’intervnlle de deux 
mar&ca consi-cutives du matin ou du soir vers les qiindrntures 
et rio1nmons rE la qunntiid dont Pinstant moyen du minimum des 
mare- a prBcdd6 le milieu de I’intervalle compris entre les quatre 
jours d’obserrdoiis. Soit a -t- bta l’expression g6n6rale des hauteurs 
tnoyeiines absoluev de la table T, t &aut la distance it l’inskmt 
du m i n i n m  de ces hauteurs. Les hauteurs moyennes absolues 
correspoiidantes aux nos. 0 ,  I a, IS, saront 

Si dc la somme des deux ex lrhes ,  on retranche la so~nme des 
deii;i ~noyennes; 011 aura 4b pour la diEhmce qui par la table V, 
est 6gule A 2imo,469 j d’oh Yon tire b = P,567a .  

Si l’on reprbsente seinblablemerit par u‘+6‘ta, les mnrees totales 
de la table V, 011 trouvera de lu. inerne manibre , 6‘ = 1ome,,g887, 
Suivant Iu Morie  6 = b’.= 5’”’,4943; la diffcirence entre cette va- 
leur de b ct la prdc6dent.c , est duns les limites des erreurs des ob- 
Servatioiis. 

Si l’on prend pour b , le tiers de la S O ~ I ~ O  des dcqx valeurs de b 
et de t’, et pour 6‘ lo double de cc tiers ; 011 aura 

!2c a 9 (f-S’-s”+f“’] 

a+b.(:-fi)‘;  ~ + b . ( ; - k ) ~ ;  a i - l . ( t i -b)n;  a+&.(+ + 

G1”o,46a0 j I t =  10“‘C,go(ko, 
B ~ ~ ; C A N .  CI’X~. Tomo f l .  3A 1 
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Pour dbterminer a et a’, nous observerom que la Bornme des quatra 
expressions prkcddentes des hauteurs absoluee des marCes , est 
4a+b.(5+lk.ks). Cette somrneest par la table V, dgale tr 814”’”,585; 
on a donc , 

4 
On trouvera de la m h e  mmihre , 

59rme$83--(5 + 4P). roms,go4~ 
4 

0 

8 14mej585- (5  + 4k”). &ne,452Q Ira = 

a‘ = 

Pour determiner k , nous observerom que l’heure moyenne de la 
quadrature IL Brest , dans les quarante-huit quadratures CEe 1s 
table V, a &e’ 0‘*,46829 ; en lui ajoutant 1j~,50724 distance de 1% 
quadrature, au minimum des markes, QTI aura 1j’,g7!%3 , pour 1% 
distance de l’instant du minimum des rnarkes , au minuit qui pr6- 
&de la quadrature, L’instant moyen tr Brest , entre les deux mar6es 
du jour de la quadrature , a Btb dans les observations de la table v, 

istance du minuit 
qui prkckde la quadrature, au milieu de Pin tervallc coinpis entre 
les observatioiis extrkmes de la table. Sil’on en retranche ij’,g7563; 
la diff6rence o’.,a147a sera la valeur de k , exprimde en jours : en la 
divisant par 1i;05207 I on aura 0,204093 pour cette valeur expri- 
mde en parties de l’intervalle pris pour unit6 ; d’cxu l’on tire 

a= 196m0,604 ; a’= 135mc,886; 
; h i  l’cxpression des nombres de la table V, relatifs aux hauteurs 
ribsoluee des mardes , est 

~g6‘“~,6&+ 5”c,45rz~. F; 

OW’S U a  9 et 

1’eXpFW51013 des n m b r e s  de la m h e  table, relatifs aux rnarhs 
totales , est 

I 53”;886 + 1Ome,9040.  P ,  
Comparons maintenant c e ~  formules dunn6es par l’obsorvation , 

aux formules du no. 29 clonnBes par la thhorie de la pcsanteur. 
Soit e la hauteur du  z6ro de l’kchellc d’obscrvation , ail-dessus du 
niveau d’dquilitrre que la mer prcndroit sma l’action du solei1 et de 
la lune j soit de plas , h la somrne dcs quarrks des cosinus des ddcli- 
misons d u  solei1 aux instans des phases, dans les quudratures de 
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la table V, at A' cette mbme somme relativenient A la lune j on Bur& 
pur le no. 29 \ 

+ s b =  1g6me,604; 

on a relativement ir Brest , par le no. 25, 

mais dans ies quarante-huit quadratures que uous considdrons , 
la valeur de - n'egt point exactement &ale Q SR valeur moyenne. 

La table V coinpiwid viiigt-quntre quadrattires des drluiiioxes , 
clix-hiit quudraturcs d'& et six quadratures d'liivur j or on a vu 

dans le no. 27 , que dam les quadratures des sdstices d'd.16, - est 

diminuG d'un vingtibme , et qu'il est augment6 d'un vingtieme, 
clans les quadratures des solstices d'liiver ; il fuut clonc multiplier 

la valeur moycnno de - par 3 pour avoir savaleur moyeune dam 

les quarante-huit quadratures ; de plus est moindre d'un qua- 

rantihe,  dam les quadratures que dam l a  moyennes distances, 
it raison de l'argument de la variation ; et conime il est i trbs-peu 

3 . L  
prQs dgal k dans les moyeniies distances, il doit &re supp0~8 

daIls les quadratures Cgal -. Enfin j'ai trouv6 dans les qw- 
dsatures prCc6denles ) 

on a 9 cola pps8., 

L 
1 s  

L 
TS 

L 
rJ 

r'J 

L 
t 3  

h == 44,16767 ; k'= 44,46074 j 
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L’expression des mar6es totales de la table V, ccnnparbe aux for- 
riiules du no. 29, donne 

&i E C A. N 1. Q U E C k L E S T E, 

Cette Cquatioii a besoin cl’une 18gBre correctioii qui tient ce que 
dans les quadraiurcs de la table V, il y a clix-huit quadratures 
d’dtd et six quadratures d’hiver ; or la basse mer de ces quadra- 
tures, correspond k la haute mer solaire du soir qui, en 6t6, sur- 
passe h Brest , la haute mar& solaire du matin , de orne,o457 ; il €aut 
donc augmenter 133~0,886,de six fois oma,0457, pour le rendre indd- 
pendant des indgalitds dont la pdriode est &-peu-prhs d’un jour, et 
alors, on a 

d’ou Yon tire, 
e = an’e)77%. 

Les observations des ayeigiae Bonn le ne. 25 , 
e = PS,827. La petite diffdrence de ces deux valeurs , d8pend-elle 
des erreurs des observations, ou de ce que la mer ne s’abaisse 
pas entikrement B Brest , it la hauteur ddterminee par la thdoric 
dans les grades markes, cornme je le pr8sume?’C’est ce qu’un plus 
grand nornbre d’observations fera connot tre. 

Reprenons l’dquation 
h’.E 

r’ 
aP, {-- y }  = 133~’,819. 

L L’ 
23 lJ3 

Pour rhduire les valenrs de - et de - aux moyennes distance8 

da solei1 et de la ’lune , il faut multiplier la somme des quarrds 
des covinus des ddclinaisons du solei1 dam les quadratures des sols- 
tices de la table v par %, pour avoir dgurcl au nombre plus grand 
des solstices d’dtd que des solstices d’hiver j en ajoutant ensuite le 
produit , A la somme des yuarrds des cosinus des d~clinaisons du 
solei1 dans leu quadratures des kyuiiioxes , la somme sera ln valeur 
de h dotit on doit faire usago. Jc trouve ainsi , h =43,6557. 

Dans k s  quadratures, la valeur de - doit &re diminuee d’un 
Lt 
f 3  
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quarantieme, B raison cle l'argument de lamriation, cd qui revient 
h climinuer dans le rnQine rapport, k' qui se reduit alors k 43,3395; 
on a donc 

"1 L' 
43,3395,- r' - 43 ,6557 .5  = 133"*,819, 

r' et T Otnnt Ies mayennes distancei du soleil et a'; la lune A I'n 
terre. On pent donncr ?t cettc Oquation , la forme suivun-te , 

L Dam le petit terme 2 P.  0,3269, - on pout supposer 
P '  

on aura danc, 

d'ou l'on tire, 

Nous ayoils trouvd dam le no. 2 5 ,  

ce qtii donne 

L' fi 
ainsi l'on peut supposer B tr8s-pcu prbs, - 1' 3 triple 3c -. t' Mais on 
doit observer ici, que ce rapport n'est pas exactement celui des 
masses de la lune et du soleil, divisdes respectivement par lcs cubes 
de lsurs inoyeiiiies distnnccs h la lerre. 11 rhsulte du no, 25, que L' 
et L exprimmt ces ninsses , et m'b,. m t ,  exprimant 3-es moyens 
lnouveniens de ces ast'res autour de la ierre , le rapport trouv6 ci- 

*- j il ne peut d~nc 
L'.(i-am'.Q) L.(l--am.Q) 

1' 
d~ssus est celui de y,g - A  

&re pris pour oelui de E ir -fs., quo dnns le c i \ ~  oh Q est. ou r'; f 
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ips,epsibla et ,Yodl a YU prdehdemnzent que cela a lieu k fort pclz 
pres dans'ie port de Brert 

Udterminons la variation des ~nardes prbs de leur minimum, 
qui rksulte de orie. Pour cela , reprenons les valeurs de Y" 
d a  ,no. 29. Soi e tp '  les sommes des quarrds des cosinus dcu 
dCcliiiaisoris du solqil et de la lune, clans les quadratures des Bqui- 
noxes de la table V; soient q et q' lee m&mes sommes dam les 
quadratures des solstices de la i d m e  table; on pourra supposer 
dans ces e$presrrions $ .  

. 3% e C.A: N T Q  U E C & L E  S T E, 

P f  4 cos. 0% - 
84 24 
; CQS.e''=-j 

le t e r m  multiplik par 8" dans l'expression de Y", relative aux 
vingt-quatre quadratures 6quinoxiales, devicnt airisi , 

f L 

r' et r ktant les mouvemens de la lune et du soleil, dans Ies qua- 
dratures, pendant l'intervalle pris pour unit6 , et qui dans les 
yuadratures Bquinoxiales , est tgal h 1j.,057496 : on doit 'observer 
que dans le6 quadratures, r' est constamlrient dirninu6 en vertu 
de I'inkgalitb de la variation, 

Le terme multiplib par ta dam l'expression de Y", relative aux 
vingt-quatre quadratures solsticides de la table V, devient en ai- 
minuant #uzi *quarantikme parce qu'il y a dix-huit solstices 

dW.6 sur six solstices d'hiver , 
L 
TI? 

r' et r hiant Zes mouvemens de la lune et du soleil dam ces qua- 
dratures', pendant l'intervalle pris pour unitk, et qui relntivemcnt 
aux quadratures des Aolstices , est 6gnl k ij*,046644. 

0 
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yl et r'3 - sont . rdduits dansces expressfons, RUX distances~moyennes * A  

du solei1 et de la lune A la terre , dam lesquelles on ti ' *  

L' 
a P. = f . 6m0,2kgo. L' 3 L  

t ' f  r] 3 
-=- 

J'ui trouv6 
p e a3,6%841 j p'= 1lo,6gG5a j y'= a3,754aa; 

on aura, cela p o d ,  7"",819 pour le teFnre multipli6 par t', dans 
l'expression de Y ", relative aux vingt-quatre quadratures &qui- 
noxiales, et ~ ; 7 9 4 ~  pour le m&me terme relatif aux vingt-quatre 
quadratures solsticiales. La sorrime de ces deux ternies est 10~~~~,613,  
ce qui diffbre tr0s-peu du r4sultat 10'"'~g040? que donnent leu ob- 
servations de Ja table V. 

32. Considerom sdpardinent , les rnardcs des quadratures des 
gquinoxes , et celles des quadratures des solutices, On trouvera par 
la mdthode du no. prdcddent , 

g4mo,o% + 3m8,747. P ,  
&8m0,370+ 7m0,496. tal 

pour 1es expressions des hauteufs absolues et des mar& totales 
des dquiiioxes (le la iable IV: les expressions des mQrnes quantitds 
relatives aux marks  solsticiales de la mbme table, sont 

ionm0,67 1 + rm*,706. P, 
7 5me,517 + 5"*,4io. t?. 

On yoit d'abord que les mardc-s croissent ~ I U S  rapidernent duns le8 
Cquinoxeu que dniis les solstices, ce qui est conforme k la thdopie. 
Suivant les observatiqns, IC cocficient de t', relatif uux mardes 
iotalea, cat 7"0,496 dans lee &quinoxa et 3me34io duis les solbtices, 
et l'on a vi1 dans le no. prdcddent que la th6orie (ionne 7"0,819 
ct a m o , 7 9 % ,  pour c b  m h e s  coeficiens : In diffdrence est dans les 
limites dcs crreurs des obscrvations ct des 6ltSmens cmploy8cl danu 
le calcul. 

Si l'on retranche le prcmier terme de l'expression des m 
totales des Bquinoxes , du prenqier terme de leur 'expression 
leu quadratures, la diE6rence i7m0,~h7 sera l'effet des d6clinaisons 
des &res. Pour le revrdre inddpendant des inardes dont I$ p6riodc 

Q = 20&926 j 
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est h-peo-prks d’un jour, il faut , comme Qn l’a vu clans le no. pr6- 
cedent :‘hi ajouter S i x  fois‘om~,o$5~, et alms il devient 17”0,,ik2 1. 

Suivanthles formulee du no: 29, cet egel est &gal h 

L‘ + E. 2 P. -- . (1- 2 m‘. Q) . (1 -cos. E‘). r‘f 1 -.a m‘ . Q‘ ’ - 
expressiop dans laquelle on peut supposer cos. st= /$, et qui 
en observant que, 
L‘ --.(1--2m‘.Q)=- 3 L  nP.(fi+~.(1-2mt.Q) 
i f t 3  ’ r3 5” 
devient 

EJI l’hgalant au resultat de l’observiltion , 17m0,h1 , on a 

a m’. Q = -0,1061 
resultat cmforme b celui que lee observations sysigies nous ont 
dorink dans l e  11’. 26 , mais d’un s i p  contraire au rdsultat trouvO 
dans Ie no. 27,  par la cornparaison des Observations pCrig6es et 
apogdes. I1 suit de-lh , que Yon peut n6gliger leu terrnes d6penduns 
de Q, jusqu’k ce yn’un trbs-grand nombre d’obeervations en ait 
fix6 ]a ybritable valeur, ., 

~ 3 ,  On a vu dans le no. 29, que les marees ciu soir doivent 
l’emporter A Br.est, sur celles du matin dans les quadratures de 
1’6quinoze printemps , et que le contraire a lieu dam les ma- 
r6es quadratures de l’dquinoxe d’automne, Pour verifier ce ph6- 
nomkne, j’ai ajout6 dans OilZe quadratures vcrs le8 bquinoxes du 
printemps , I’exc6s ,des mardes du soil. , sur celles du matin, 10 

premier et le secoiid jour aprbs la quadrature, La somme de ces 
excbs a Bt.6 ds bma,l@, J’ai Frouvh prcrei~~cment 3m0,385 pour la 
somnie des excks des marbs du inatin sur cclles du soir , dans ircizo 

quadratures * 



P R E M I E R E  PAR‘I’IE,  L I V R E  IV. 2 73 
quadratures vers les kquinoxes d’automne. Le milieu entre ces 
observations, doiiiie 01**,138 p o w  l’excbu d’me mar&! du soir sur 
cello du nlatin , clans les quadratures de 1’8quinoxc clu*printcmps, 
Oucl’une mar& du ninth stir celle du soir, clans les quadraturcs 4 t h  

1’Cquiiioxe d’automnc. 
Nous avons trouvd dam le no. 38 0’”~,183 pour l’exc&s*des ma- 

r8es du aoir sur celles du ninth, clans les sysigies des solstices 
d’6tB. Cct excks est au pr&c&mt, suivant la thboric dam le rup- 

L L’ L‘ 
port de - + - it - ou de 4 b 3 ; ce qui est A fort peu p r b ,  le t~ $ 3  r’3 ’ 
rapport des nombres 0,183 et 0,138, 

luiinire , se manifesto cl’u 
Enfiii, j’ai trouvc‘: que l’influence de la variation de la distance 

e aussi sensible par les obser- 
, dans le8 marBes g 8 ,  que da ~ R & M  sjsigies. 

I Des Jtetcres et des interuahs des marc%, vers h s  sjsigies. 

54, Reprenons 1’8quation trouvde dans le no. a i  , 
. L *  -.;ooB.’v. sin. o (4 -4’) t9 

L -. coa,gu‘+-. cos? v.  cos. a (4-g.1’) r‘s f l  

i - tang. rd . (nt  + ~-..cl--~)=~, 

et donnons-ltai cette forme, 
L’ I f  

tang. 2 (nt+-+A)= e -. cos.pY + 
&’angle 4-4 &ant peu coneidhrable vers les sysigies, nous pow 
yon9 ndgliger BU tioisitme puissance ; nous nurons dnsi, 

-p. COS.’t”. cos. !d (..cl--S) 
t 3  

L’ 
r?3 

L’ L nt.+ro-$-h= L - .008:v‘+ - . 08s.sv 
t ’3  t 3  

-* cos ov‘. (5.‘--.1) 

Considdrons Pinstan t moyen entre les deux pleincs mer6 drr m&me 
jour, instant quonous nornmerons tteuro la marcie totado: M p a -  

 CAN. C~L. Tome IZ Mm 
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tion prdcddente aura lieu cncore pour cet instant? pourvu que lee 
variables ? nt, .C et est l'angle ho- 
rake du soleil, et 4-4 est nul au maximum de la marbe totale; 
en nommant doiic Tl'heure en temps vrai, de ce maximum,I'heure 
vraie de la marde totale d'un j6ur quelconque , sera 

s'y rapportent; or n t  + m- 

le second terme de cette expression &ant rCcluit en temps, it raison 
de la circonfdrence entiere pour un jour. Soit Y , le mouvement 
syqdique de la lune d a m  les sysigies , pendant l'intervalle corn- 
prig entre deux marhea consecutives du matin ou du soir vers les 
sysigies, intervalle que nousprendrons pourunitd; soit t, le nambre 
de ces intervalles , depuis l'instant du maximum dam les sysigies 
des Bquinoxes ; 4I-4 sera 
pourra supposer GO"'Y''== GO 

sera donc, 

Dane lee solstices, (4'-4). COS. v' est & trbs-peu prks &gal h t u ,  
et l'on peut supposer encore COS.~V'= COS.~Y ; l'heuro vraie de la 
marde sera donc, . 

L' 

i 

t dans Ces formules, devant &e suppos& nkgatiS relativement aux 
marCes antdrieures au maxirqum. Comparans-y les observations. 

35, Pour cda ,  j'ai dktcsmin6 les hcures dca marbcs totalee de 
la table I dans les jours, 0, 1, a et 3 , en prenant le milieu eiitre 
les hemes des deux pleines mers qui se rapportelit uu meme jour , 
ces hemes Btant compthes du minuit rrai prWdent. J'ai trouvd 
le8 rdsuitats suivans, 
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T A . B  L E  VI. 

Sysig-ies des dquinoxes. 

Jours oomptds de la Heure en temps vrai, de la mar& 
Bysigie. totale A Breet. 

oj.. .................... oi*,39708 
1 ..................... o ,4am2 
2 . .  .................... 0 ,44733  

. 3 ..................... 0,47359 

Sysigies des aoZsstices. 

.................... oJ:,696~6 
1 ..................... 0 ,49593  
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  0,45369 
3 . . . * .  . b e  . . *  a . -~ 0,48186 

unc moyenne entre les heures d m  markes totales de cette table, 
ondan tes au mih 

dantes aux joiirs, 0 ,  1, a ,  3. Soit a 
ces heures, t‘ &ant le 
comptds de l’instant de la marde totale du jour de In sysigie. En 

marde, de celle de la premikre, 
on tire 6- oi*,orr706~. S i  de 18 
, on retranche 61,, la &ff& 

e sera 4 a , ce qui donne a= oi*,59664 j ainsi l’e 

t ‘, 
cedent nous observe- 

d la mar& s’bloigne de i j - , o ~ j o a  , de la sysigie, son 
table pr.6- heuro n u p e n t o  de oj*,007062; or dtlns le8 sysigies de 

’Mm 2 
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cddente, I’heure.de la sysigie A Brest a 6t6 par un milieu, A oj*,45667; 
en supposant donc que cctte heure soit oi-,45667 -x , l’heure de la 
mar& totale sera oi.,?$664+ 0,027052. x, et cette dernibre heure 
suivra la. sysigie, de 1 , 0 2 7 0 5 2 . x - d ~ , 0 6 0 0 3  : mainienant, T est 
I’heure de la made totale correspondante au maximum , et par le 
no. 2 4 ,  cette marbe suit la sysigie de i i ‘ ,50724 j en Bgrtlmt donc A 
cetie yuantit8,lafonction 1,027052 x--af*,06003, on ddterminera x, 
et l’on trouvera 

’ oi.,3966h -l- a,a2705a.  x = oie,437g3. 
” .  

C’est la valear de T A Brcut, et cc seroit dans ce port, l’heare clc la 
marbe totale solaire, si ie solei1 agissoit seul sur la mer, en suppo- 
sant cet astre mG unifordment dans. le plan de 1’6quateur. Si l’on 
en retranche un quart de jour; la cliffdrence oi* , i87g3 seroit dans 
ces suppositions, l’hmro de la pleine mer solairs A Brest,, eomptde. 
du minuit ou du midi vrai. I I .  

Dgterrninoiis l a  va~eur  du coefficient&&, qui resulte de la ~ o i  
de la pesantenr. On a vu da le no. Qrkcddent, que ce coefficient, 
dans les sysigies de8 Qquinoxes, est &gal 

L‘ r --ru.cos.t , f 3  

L L-7-5 
?;+? 

l’angle v est par le 11‘. 25, Bgul A 141866’: en Ie &viaant par 4 ,  
popr le rectuiqe en parties du jour ; il devient oj*,o364656. On pcut 

suppo& cos. e‘ 6gaI E$ r/$, Q‘ &ant par Ie no. 2 5 ,  &gal h 20,75529; 

on a d’ailleurs dans lea Sysigies des Bquinoxes , - r‘3 == rlf 4 0  . - , 3 ?  

il faut diminuer cette va.leur,d’un trentihrne; parce que dam M p a -  

tion ?=o, du no. 21, les expressions de - et de - sont multi- 

yli6es respectivement par n -in , et. n -m‘, ntt  et m‘t &ant les 
mouvemem du solei1 et de la lube4 m‘-m est un trentikme A-peu- 
prLs de‘n--m j’ QII trouvera uinsi oi*,on4.679 pour le coefficient 
de t‘ c h i  Ies sysi$es des &pxinoxee qui resulte de la thkoric. 

L’ L 

L L’ 
dt P 1‘3 
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Dam les sysigies des solstices , ce coefficient est par le no. prd- 

cedent, Bgal B 
L' 
Po" 

(F+F). L L' c0s.v" 

Nouv pouvons supposer cos. Y' = vz; ce qui doiiiic ojS,oa86o3 

pour ce coeficient. En l'ajoutant uu prbddent, et prenaiit la moitic! 
de la somme; on aura oi-,oa6641, &gal au coeajcient de t' que donne 
la W o r k ,  relativement B l'ensemble des sysigies de la ta,ble VI; ce 
qui diffbre peu du r6sultat oi*,o2705a donnl: par les observations. 
Pour hire coincider les deux rksultats des observations et de la 

L' L tlrdorie , il faudroit augmexiter un peu le rapport do - k - ce qui f$ r] '  
fournit un nouveau moycir 3e d6tcriiiiner ce rapyort. Mais on dc!- 
terminera cet 6ldmeiit important, avec exactitude, en cinployant 
les diffdrences des heures obgervdes des mardes, it trois j o w s  et 

et d'autre, du maximum des 
ns le recueil cite d'obserua- 

iions, 98 sysigies, et j'ai ajout6 Ies heures des plcincs iiiem du matin 
avant la sysigie , ccs heures etani camp- 
r les rnarkes du matin, et du midi vrai, 

u-prbs de distance depa 
ur cela , j'ai cousiddrd 

pour les mardes du soh : lorsque l'heure de la 
v ~ e  qu'une fois dans un jour, je l'ai doublee 
I 96 observations. J'ai ajoutc! pareiklement, les heures des p 
iiiers du matin et du soir du cinqui&me jour aprbs la sysigie. La 
sommo da oea heures a dtd 16j.,9972aa relativement au second jour 
avant la sysigie, et 6€J*,5861 i 1 pour le cinquitfme jour aprbs. Leur 
diffdreneo divis6e par 196 est Bgale ai*,x9586a : c'est le retar4 dea 

, dam l'iiitervalle de ces observations, 
renons Z'Bquatioii d u  no. prdckdent , 

L' -.  COS.'^'. sin. a. (.d'-4.t) 
r'3 

L L' 
~e CoSr'U -* CQS,'P', c 

t f 9  

iaiig a (n t+ rlp-4 -A) = . 
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Les 911 sysigies que j’ai considdrdes, ayant Ctc! prises indistincte- 
ment vers les kquinoxes et vers les solstices, on peut supposer 
 COS.'^' = COS.*Y, et 4 ’ 4  4gal au inouverneiit synodique de la lune, 
clepuis l’instant de la plus grande marke ; or cet instant a tomb6 A 
fort peu pres, au milieu de l’intervallo compris entre les observa- 
tions ; on peut dorrc supposer 2 (4-4) Ggal RU mouveinen t syno- 
diy ue de la lune, pendant cet intervalle. De plus, l’heure de la plus 
grande made  est ddtermin6c par 1’6quation n t+ w - 4  - A = o ; 
a (n t+m--- - -~h)  est donc le retard de In mar&, clans l’intervalle 
compris entre les observations, ce retard &ant Bvaluh en parties du 
quart de cercle , B raison de la circonfdrence entiere pour uri jour. 
En le nornrnant I”, aprbs l’avoir ainsi Cvaluk j on aura 

L’ 
tang. p 

Les observations prectdentes donnept = 783448”; mais parmi. les 
Observations qui pr6cMent la sysigie , 1 i a  se rapportent GU soir, et 
parmi celles qui suivent lasysigie, 100 seulement se rapportent au 
soir j d’oh il est ais6 de conclure , que l’intervalle rnoyen des obser- 
vations a Gt6 de 7;*,165249. E n  supposant cet intervalle Bplemefit 
partagi: par l’instant du maximum de la pleine mer, et en ayant 
dgard B l’argument de la variation, on trouve g83a84”, pour ie 
mouvement synodique de la lune dam cet intervalle; c’est la ralour 
de 9. (4-4) : on aura, ceia pos0 , 

L’ L - = 3,063. -. fa T= 

eur se rapporte &la moyenne distance de la lune ir la terre, 
e l’in6galith dc la variation est nulle A fort peu pres, aux 

entre ces observations ; mais il faut, limites de I’intervdle com 
cornme on l’a vu, I’augmenter d’un trentibme , ce qui donne 

vdeur  trbs-approchante de 3. Les observations des hautours et des 
intervallea des mar8es, ooncvurent donc k faire voir qu’Q Brest , 
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I’cqet de l’action de la luiie sur les marhes, est B trbs-peu prh triple 
de celui du soleil. 

36; Considdrons sdpardment les sysigies des Bquinoxes, et oelles 
des solstices de la table VI. En y appliquant la method0 du no. prd- 
cedent, on trouvdra 

oi.,39680 + oj*,oa5503. t’ , 
pour l’expression des heures des indrtSes totales dans les sysigies des 
Oquinoxes , ct 

0!*,39648 + o~*,oa8600. t’ , 
pour ceI.te expression dans lee sysigies dss solstices. 

L’lieurc moyeiiiie de la sysigie it Brcst , a dtt5 oi*,51612 , dans les 
premi&res sysigies , ctOi’,39792 d a i ~  1es dernii:r:es j d’oh l’on tire T 
Cgdh o’*,43726 parJes observat,ions dcfi sysigies des c5quinoxos , 
et T &gal B 0’*,43841 par Ics obsorvations dos aysigies des solsticos j 
la diK6rcncc de ces valeurv cdle-ci oi*,43793 quo l’ensemble des 
observations sysigies iious a doniic5e dam le no. prdcddent , est dans 
lcs limiies des errcurs des observations, 

1’1 rbultc* des expressions prdcddentes 3 qua 10 codfioiont de t‘, 
ou ce qui revient au merne, 10 retard de la mar& d’un jour A 
l’autre, vers les sysigies, est plus petit dam les Bquinoxes que dans 
les solstices. Ce r6sultd des observations est conforme b la thP.orio 
qui izous a donn8 dam le no. prdcddent , of+,oa4679 et oi.,oa8603, 
pour ces coefficiens qui diffbrent peu dca coefficiens ol*,oa5503 et 
@i-,o986oo , d6tcrruiii8s par les observations. 

37. Le retard des inarBes d’un jour ii l’autrc , varie trbs-sensi- 
blemcnt nvec les distances de lo lune it la terre. Pour cornparer sur 
cc point, la th6orie aux obs.t?rvationu j j’ui ajout6 dans les mades 
pdrigdes de la table 111, Ires heures des pleines rners dusmatin et du 
soir du jour mbme de I n  sysigie, ccs heures dtaiit cornptees du 
misuit vmi, pour celles (111 trlntiii, et d u  midi vrai, pour celles du 
soh.  Leur sainme est 3‘*,476389, J’ai njoutd de la mOm0 manibre, 
lcs heures des pleiiiev mors du niatiii et du soir du troiuibme jour 
apes  la sysigie, et j’ui trouve @.,7 19444 pour leur somme. La &f- 
fhrcnce 2i*,a&055 divide ptrr 7 a ,  doiine 0’*,0311!%, pour Je rebad 
des mar6es d’un jour h l’autre. 
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Dans lcs’mardes apoghes de la mQme table, la somme des Zicures 

desplcines nicrs du jour de la Yysigie, est 3j*,642361, ct la sommc 
des heures des pleines mcrs du troisieme jour aprks la sysikie , est 
5j*,229514. La diffkrence ij ,587 153, diviske par 72, donne oi’,0220&i 

pour le retard des rnarkes d’un jour Ql’autre. On voit ainsi que 
ce retard est moindre dans I’apogke que dans le p6rigde de la lunc, 
et en cornparaxit les rksultats prkc6dens aux demi-diamktres de la 
lune dans les observations de la table 111, on trouve yu’k une 
minute de variation dans ce demi-diamktre , repondent 958’’ de 
variation dans le retard des pleines niers d’un jour A ]’autre. 

Voyons ce que la thkorie donne sur cet objet. .Lcs observations 
de la table III, ayant Bt6 prises indistinctement vers les kquinoxes 
et vers les solstices; on peut y supyoser 4’-4 C g n l  au mouvement 
synodique de In  lune dans les sysigies , et c0s.W =  cos.'^. Dam ce 
cas , le retard des mardes d’un jour A I’autre , vers les sysigies , est 
par le no. 34, &gal a 

RI l$ C A N I Q U E C E L E S T E, 

L’ 
,‘3 
-4 ,  v 

L’ L i  
1‘3 r 3  
-+-  

Mais u est plus considdrablc dans le pkrigcSe que dans l’apog6e de la 
lune : on a it fort peu pres ilans ces deux points de I’orbite 
r”v =r,”ul, r,’ et v, BC rapportant it la moyenne distance sysigio 
de la lune j l’expression prPc6dente devient ainsi , 

- L‘ ($p, 
r,‘3 

L L‘ _. 1 2 3  On a vu. prdcedcrnrnent que 73- T .  ; mais cette valeur doit 

&re diminude ici d’m trentieme, cc qui donne ,:,=a,g775.;jJ 
L‘ L r, 

j’ai trouvd d’ailleurs dans lcs sysigies pdrighos de la table I11 
r’ - 1,96057, et dam les sysigies apogdes 2 =o,93943 ; enfin on 7- r‘ 
a , en redclisant u,’ ep  temps, A raison de la circon&reiice p u r  un 

jour, 

I .  
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jour u, = oj.,o3546tib ; cela pose, la forniule prPct5dente doiinc 
O1',031 125 pourlc retard j'ournalicr dcs mardes sysigies pcirig8es de 
la table 111; et oi*,02a272 pour le retard jouriialier des inur6es sysi- 
gies apoghes, ce qui diRkre trbs-iwu des retards observes oi*,O31 ,154 
et oi.,omo44. 

Des heures et des intermlies dcs rnan!es w r s  Zes padraturcs. 

38. Si dans l'dquatioii 
L' -.cos."v'. sin. 2 (.t'--.C> r' 3 

L' 
t 3  

tang. 2 (n  t + m-4- A) - - L  ? 
-I cos.nfJ Jr 7;. cos."'. cos, 2 (.C'--.t) 

011 clmiige 4' daiis 1oo0+.C', ou Aans ~oo"+.c', suivant que la  P U ~ C  

est vere,son prcmier 011 VCH son deimicr quwticr ; et si l'on con- 
sidBr& it'ailleims quo 4-4 dtant peu considdrablo vers ~ e s  points, 
on peut ri4gliger sa troisikme puissiuicc j 011 aura 

-. c o s . ~ v ' . ( ~ -  4) 

. COS.'V 
L 

--.cos.'v'--- 

L' 
r'3 

L' 
I/s rY 

j nt+v-4 -A=  - 

en noinmant donc T, d'heurk vraie du nuininturn dc la rnardc totde ; 
b'heure vraie d'une mardie yoisins de la quadsaturo, sern 

L' 
--cos*aV'. r' 3 (.1'-4) 

-; . cos.% -. cos.sv'- - Lt Ti- L' 

f Y  TS. < 

ies angles 4 et 4' &ant comptds de la quadrature. ' 

quadratures dcs dcluinoxcs j soit r' ce inouvenicnt , 
tervalle de deux inardcs consdcutives du matin ou d 

4'.  COY.^' est l e  inouvement de la lune dans son orbite , vers Ies 

res ~ intervallo que nous prenarons ici pour unit6 ; soit t 

consiclbrc j on aura 4' COS. V' == r't. En nom- 
miat r IC ~lovmmknt ldu solei1 , pcridait I'htervalle pris pour 

i11tc.rvallcu depuis le minimum de la markc totale 

NfiQAN. CklL TOmCI& Mn 
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unite, on adm .C= r t .  cos. I ; l’heure vraie de la marbe totale sera 
donc vers les quadratures des 6cpinoxes, 

T+ T I  -. 
L L - . cos.’v‘- - . COS.’Y’ 
f 3  7-3 

r t  
Dan8 les quadratures des solstices, on a +’= r‘. t .  COS, e’; 4 = - 9 

l’heure de la marbe totale est donc alors , CO8,V 

- . C O S . ~ Y  r’.cOs.4- - ] A  
I I  C0B.U -* L ~, . cos.lY 

L 
I” 
-. COS.’Y‘- - +’ 

Comparons ces rdsultats ltux observations. 
39. Pour cela , j’ai determine les heures des mardes totales da 

la table IV, oorrespondantes aux no’. 0, 1, 2 et 3 ,  en prenant le 
milieu entre les heuree des deux pleines mers qui se rapportent 
au mQme no., ces heures Btmt comptdee du minuit vrai precedent. 
J’ai trouv6 les rksultats suivans. 

T+,, 

T A B L E  V I I .  

Quadratures des dpuinoxes. 

Nod. des marCev Heures en temps vrai , de In  marbe 
totales. tolale B &est. 

o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  oi*,Go566 
1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  0,66195 
3 ..................... O , 7 . & I l  

3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  0,77815 

Quadratures des sobtices, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  oi*,61863 
.................... 0,66311 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  p 0 ,70933 
3 , . I *  s . .  . 0,76856 
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Considdroiis d’abord I’ensemble de ces observations. En prenant . 
une moyenne entre lcs hcures des rnarhes totales de cette table, 
correspondarites au mBme no. daiis les qiiadratures des Cquinoxes , 
et dans cellev des solstices ; on aura oi.,fj i a i  5 ,  oi*,GGa 18 ; 01*,7 1672 ; 
oja’76835, pour les lieures vraies des mardes totdcs correspon- 
dantes aux nos. 0, 1, a ,  3. En appliquant ici la idthocle du no. 35, 
on trouvera pour l’oxpressioii da ces heures , 

0”,6117~+Oi’ ,O~2067.  c‘, 
8‘ &ant le iiombre des intervnlles pris pour unit&, eomptks de 
l’iiistant de la mar& totalc clu jour cle In quadrature. Pour en con- 
clure la constante T des €ormules du iio. prcicddent , nous obser- 
verons que quand la marhe s’dloigne de 1i’,052067 , de la qiiadra- 
ture, aon hetire augmentc de oi;o5ao67 j or clans les quadratures 
de la table VII, l’heurc de la quadrature R Brest , a et6 par un 
milieu, A oja,468a8 ; en supposalit clonc que cette henre soit 
0’9,lk6828-s, l’hcure d liar& totale sera, 0’*,61 i75+0,05no67.s, et 
cette dernibrelieure suivralu quadrature, de 1,052067.x + oi., 14347. 
Mczintknant , T est l’henre de la marde totals aorrespondante au 
minimum, et par lo no. a4 , cette heure suit la quadrature, de 
ij.,50724; en 6gnlnMt donc b cotte quantitd la fonctioii oj.,61176 
=+ o~*,oEiao67.~, on dkterniinera x, , et l’on trouvera, 

oi~,6xi76-r-0~~,059067. s= oj.,67ga4t. 
C’est l’heure du minimum de In marOe totale A Brest dans les qns- 
dratures. Cette heure doit surpasser d’un quart de jour, l’heure du 
rnasirnum de la marBe totale, que iious ilvoiis trouvee dans lo 
no. 35, 6gdc k 01*,(k37g3. Cependaiit la difErenco de ces heures 
n’est que ilea 
jour. Ccla paroh indiquer un 
11103: B Brest , i mesure qu’elle est plus pclitc : nous ilvons cUjA 
observri un eKet aizalogue, clans la hauteur du 

r ,  d 
ea. Ce sont vraiscm- 

blableinent de lCgers Bcarts ilc la supposition dont nous somrnes 
partis savoir que leu deux flux pirtiels solaire ct lunaire se 
supcrposent l’uu B l’autre commc i l s  8e scroient disposes s8pnrb 

Nn P 
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ment sur la surijce du niveau de la mer j ce qui n7a lieu que dam 
le cas des ondulations infinimeiit petites, 

Ddtermjnons la vdeur du coeflicien t de t’ qui rdsulte de la loi de 
la pcsantcizr. On a vu dans le no. pr6cbdent, 
dans les quadratures des dquinoxes est dgal Q 

clue ce coefficient 

Lf r” -. cos.aY~. f -- r. cos.0 
/s 1 c 0 s . d  

L‘ L 
i 3 t s  
-. cos.*y‘- - . cos.2y 

On pent supposer  cos.'^' = &p17 et par le fro. 31, p’== 20,6965a. 
On a pareillemcnt, cos .’Y = & .p, et par i o  mQme no. p = 23,68841; 

L‘ L 
T’3 

de plus, -=s . ’;? dam les quadratures , et  cette valeur doit 6trc 

diminudc d’1111 trcntikme : r’ est le moyen mouvemcnt de la lune 
w r s  lcs quadratures, dans l’i~ltervalle de deux marhes d’un jour ?t 

I’autre , vers les quadrature8 des &qui 
3,j.,05760 j et OB mouvoment doit &re dh 
ment de la variation : r est le m.oyen mouvement correspondant clu 
soleil; enfin, on peut supposer  cos."^ = k y ,  et par le no. 31,  
q= 2047926. On trouvera , cela pose, of.,06425, pour le coefficient 
cle C, donn6 par la thdorie , dam les quadratures des Bquinoxes. 

Dans les quadratures des solstices ,‘ le coefficieiit de t est Bgal6 

-. C O S . ~ Y ~ .  r’. COS. t -  - L‘ ’ 

2’3 I co3.v 1 .  
L I b  

f 3  
-. cos.oY - - T3 . COS.”,Y 

Ici  cos.^ = y’, et 4‘ = 23,75422; COS.*Y = 5 q, et q= 20,479‘2‘6, 
r et r’ sont les mouveniens du solei1 et de In  lune , dam l’inter- 
qalle de deux rlaardes d’un jour h l’autre yers les quadratures des 
solstices, iriterralle dc ii*704684j le mouvement de la lune devant 
&,re dirninuh h raison de l’argumcnt de la variation : de plus, 

ais cornme il y a dix-huit quadratures d’6t6 at six L’ 
1’ 3 
quadraturee d’hiver dam lee observations de la table VII, la 

valeur de - doit 8 irJlii1ude d’un quarantihe j enGn il fatit 

rc 

L 
r? 
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diminuer d’un trentihme , ;”; ; 011 trouvera cela pod  , oi*,o45a8 , 
pour le coefficient de t ,  donn6 par la thdorie daiis les quadrn- 
tures des solstices. Eli rdunissant les deux coefficieilfs relatifs aux 
6quilioxes et aux solstices , la moitiG oi.,05476 de leur somiim, sera 
le coefficient de. t ,  duns toutes lee observations de la table :VII, CB 
coefficient est, suivant les observations , oi’,052O67 ; la diflbence 
est dam les liniiles des erreurs des observations et des Bldmens 
employ& dans le calcul, 

ConsidCrons stlpartlment lee observations des quadratures des 
~quil1oxcs, et celles des quadratures dcs solstices de la table VII. 
En y appliquant la m&liode pr6c8dcnte on trouvera. pour l’heure 
des mar6es totales vers les quadratures des Pquiiioxes , 

oj.,60605 + oj.,o571k93. t‘ , 
et pourl’heure des marhes totales vers les quadraturcu des solstices, 

oj*,6i744+d*,046643 b‘. 

L’heure moyenne de la quadrature Ii Brest , a 616 oii,484i8 d~11s les 
premi6res quadratures, et Oj.,hga39 dam les secondes ; #oh l’on 
tire T &gal A oj*,67919 , par les obsarvatious des quadratlire8 des 
Cquinoxes , et T &gal 
tures des solstices. La ctiffGreiice de ces vnlalnrs ii celle-ci 0’.,67@, 
donnOe par l’cneemble des dquinoxes ot des solstices, est daris le8 
liinites des erreurs des observations. 

11 r6sulte des expressions prhcbdentes que les coeficicns de b‘, 
ou ce qui revieiit au mQiiie, les retc7;l‘ds de la mar& d’un jour h 
I’autrc , vers leu quadratures sont plus grands dam les 6cluinoxes 
que Jans lcs solstices, Ce r6sultu.t des observatioiis est conforme 
la thtjorie qui nom a doin16 01*,06496 4698, qui diffbrent peu 
des coefficiens Oi;o!j74g3, et oi.,0466 torminds per les obsep 
vations. La diff6seiice seroit PIUS petite encore, si+’oll avoit 
uux troisihies puissances de 4’- 4, que nous avom ndgligdes, et 

adriitures des dqui- 

L’ 

Oi’,67gO5 par les observations des 

40. Lo retard des niartSes d’un jour ti l’anlre v e  
tures augmente dans d e s  p4rigdes 2 e l  dim 
znardes apogdes j mais 
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tance Iunaire, est moindre dans les marBes quadratures que dans 
leu mar6es sysigies. Pour comparer, sur ce point, la thCorie aux 
observations , j'ai ajoutB dans onze quadratures dam lesquclles le 
demi-diam&e de la lunektoit au-ctessous de viijgi-huit minutes, les 
retards des iiiardes, tant du matin que du soir , du jour mbmo de 
la quadrature , jusqu'aux troisibmes mar6es correspondantes qui 
1es suivent, et j'ai t row6 3i*,a6667 pour la somme de ces retards, 
J'ai ajoutb pa'reillement dam les onze quadratures correspondantes 
dans lesyuelles le demi-diainbtre dc la lune surpasvoit vingt-neuf 
minixks et demie, Ics retards des marhes tant du matiii que du 
soir , dcpuis le jour mQme de la quadrature, jusqu'aux troisibmes 
marBes correspondantes qui les suivent ; et j'ai trouvd 31*,39306, 
pour la gomme do ces retards. La somme des derni-diambtrea 
lunaires dtoit de 50222"~ dans les onze premiAres quadratures, et 

rniiges ; aimi 2506 d'accroitrsernent 8" dans les o 
somme de ces iambtres , on 

croissoment , dane la somme de cea retard 
minute d'accroissement clans le demi-diamhtre de la lune, produit 

4,", d'accroissement dam le retard des mardes d'un jour k I'autre , 
*vers les quadratures, accroiasement, qui est ii trks-peu prhs le 
tierr, de celui qui correspond h la m&me variation du demi-dia- 
metre lunaire dans les sysigies , et qui par le no. 37, est de 258". 

Par le no. citB, le retard des mardes d'un jour A l'autre vers les 
sysigies , etit 

croissernont du retard des mar&, 

oyen des mardes d'un jour i l'autre, vmd 
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les sysigies. On trouvera de la ni&iiie inrrnibre, par le no. 37, 

Jr' a'. {$ - $1 - L' L ' 
_.-- 

r,' ' 
Y l ' 3  P3 . 

pour l'accroissement du retard des niarBes correspondaiit h - br', 
dam leu quadratures, R' &ant alors, le retard inoyen des mar& 
d'uii jour k l'autre. Maintenant, on peut supposer saiis erreixr 

L' ar. 4 ll.R b f  sensible ,T = - dans ces expressions ,ce qui les rdduit a -. - 
et -.y j mais 011 a ,  par ce qui prdckde, R = a705", fit = 5207'; 

r, rJ ' 4 r,' R' d'r' 

a r, 
ainsi le prcinier retard &ant suppos6 de a58", le second sera de go" : 
les observations cloniient 84"; la tlidorie sur ce point cst doiic d'ac- 
cord nvec elles. \ 

4 I Nous pouvons rnainieiiaiit , rehire en nombres , J'ex- 
pression de In hauteur ay, de la mer II R un inetant quelconque, au- 
dessus de sa surface d'dquilibre , expression que nous avons don- 
ncSe dabs le no. 20. On a vu pr6c6demmmt > quo les terrnes de cette 
expression , multipli6s par et par Q ,-soat insensibles h Brest. 
On peut d'aillenrs , vu la petitevse de A, supposer sans erreur 
sensible, daiis le terme qu'il niultiplie , 7 = A. La constaiite A est 
l'intervalle dont la mar60 golaire suit ii Brest , le passage du solei1 
au mdridien, cet intervalle Btarit rbduit en degrds , ir raisoii de 400" 
pour un joqr j or l'ensemble des observations des mardes sysigies 
nous a donne pour cet iiitervalle ? 0'*?1879 semble des ob- 
servations des mardes quadratures donne p me iiitervalle, 
oj.,i7ga4 : le milieu entre ces deux rhsultais, est 01-,18358 ; en le 
reduisant cn dogrds , on aura 75",43n ; e'est la valeur que nous a& 
gnerons Q A. Cela posd, l'expression de ay sera 

-0'~~,027 45. { i3. (1-3 . sin ' u )  -I- 3i". (1-5 . 
is .  sin, Y .  cos. v.  cos. (u- 73",4593) 

i3. C O S . ~ Y .  cos. a (u - 73',430) 
+ 3it3.   COS.^^'. cos, a (u + 4--.C'--73°,45a) +om0,78iia. { 

Sans cetto formule, i o .  u est I'anglo horriire du solei1 , c'ost-it-dire , 
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l’angle qu’il a d6crit par son rnouvernent diurne , depuis son passage 
au mkridien de Brest , jusqu’b l’instant pour lequel on calcule ; 
so. v et Y‘ sont lee ddclinaisons du soleil et de la lune, les declinai- 
sons boreales &ant supposkes positives, et les ddclinaisons australes, 
nkgatives ; 3”. .C et .c.’ sont Zes ascensions droites du soleil et de la 
lune ; 4 O .  i est le rapport de la moyenne distance du soleil , B sa 
distance actuelle, et i‘ est la parallaxe actuelle de la lune, divisde. 
par 1s constante de cette parallaxe ; 5y. enfin, les quantitds Y ,  v‘, 
$, 4, i e l  i‘ SQ rapportent h uii inslant qui prdcbde de i i* ,50p4,  
celui que Yon considbro. 

Les diifkrentes causes qui inodifient les oscillations de la mer 
sur nos cates, et probablement aussi, l’erreur de I’hypothbse des 
oscillations infiniment petites, dont nous avoris fait usage, Bcarteiit 
un peu la formule pr6ct5dente, des observations ; aicsi , l’instant 
de la base mer, determine par cette formule, diffbre de quelques 
minutes, de l’instant observe j parco que la mer 21 Brest , emploic 
un peu moins u’iL desoendre. On a’ vu encore, 

’ que par les rn eau de la mcr est un peu plus 
&lev6 duns leu sysigies que dane les quadratures; ellee parobsent 
encore retarder les mardes , h rabon de leur grandeur : maIgr6 ces 
Idgem boarts, on pourra employer la formule pr6c&dente, d ~ i i s  le 
clilcul des markes que le8 vents geuvent altbrer d’une quantite 
beaucoup plus sensiblo. 

Cette formule offre un  moyen Rimple de ddterminer les plus 
grandes mardes qui doivent suivre cliaque sysigie . La connoissance 
de ces phbnomknes interesse les travaux et les mouvemens des 

elle est incore utile pour prevenir lee accideiis qui peuvent 
r des inondatious produites par les graiides niar6es ; iI im- 

porte donc qu’ils soient dkterminQs d’avanoe : on y parviendra de 
cette manihre, La plus grande marCe suit , comme on l’a vu, d’on- 
viron un jour* demi, l’instant de la pleine ou de la nouvello 
lnne; et lorsqu’elle a lieu, les angles ~--73O,432, et v + 4+’--73’,&2 

ou dgaux ii deux angles droits j on a dpnc alors , 

BI E C A N I Q U E C L E S T E, 

ome70274b. ( i3 . ( i~3 .s in .Qy)+~~‘3 .  (1-3.sin.’yY‘)} 
7179. { =t~S.s in .v .~o~.v=t3 i ’3 . s in ,v ‘ .cos ,~’}  

.+ Q”’7781 I . @ ,  { i3 0 C Q S * ’ + ‘ ~  3 f 3 0  COY.’V’}, 
011 
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On peut dans cette expressioil , ndgliger les deux premiers terms 
qui sont trks-petits par rapport au deriiier , et qui d’ailleurs n’ont 
d’influeizcc sensible, que vers les solstices o t  les innrdes son1 d6j6 
sensiblement affoiblies par leu dc5climisous des astres. Alors on a 

y =  om0,7811a. { ~ 3 . c o s . s ~ + 3 i ’ 9 . c o s . ~ v ’ ) .  
Dam les sysigies des Bquinoxes, i= 1 A fort peu prhs ; v et v‘ sont 
i i i i l ~ ,  et la valeur moyeniie de i‘ est g ;  en prennnt donc pour unitB, 
la valeur rrioyeniie de dy, vers les sysigics des 6quiiioxes; stt 

valeur pour une sysigie quelconque , sera 
“LT = &+ { is. ~oe.’v+ 3i”  COS.^^'}. 

Aiiisi Yon aura par cette formule tree-simple , la hauteur do la plus 
griilldc mardo qui suit d‘un jour ou ~ C U X ,  chaque nouvelle ou 
pleiiie lune, les quaiitit& i, i‘, Y , et v’ se rapportant au monieiit 
de la sysigie. Cette formule ddterniinera encore le plus grand ab&- 
semciit de la marbe, au-dessous de In surface d’dquilibre j car il 
r6sui te de l’expression gBii6rale de ey , que la mer s’abahse A-pcu- 
pr8s autant au-dessous.de cette surface, dam la basse mer, qu’elle 
s’tlhve au-dessus , dam h haute mer qui lui correspond, Quarit k 
la mar60 prise pow unit6 >on la d4teriiiiiiera par uii grand nombre 
de differences de la liuuto iL In baese mer, observees uii jour ou 
deux, aprCs les sysigies voisines de 1’Cquinoxe j la moitid de la 
valeur nioyenno de ces di@4renocs, sera b trbpeu-prbs la mar&? 
prim POUS unite. 
4 2 ,  11 nous reste , pour completer cette tlidorie, A cldterniiiier 

par une formule simple et facile k rdduire en table 
pleine mer. Reprenons 1’6quation du no. a i ,  

cc 

, 

L -. COS.*V. Bin. s (4~3’3 tJ 

-r.cos.’y’+-.Cos.~y.~s.a(.C--.3’~ T‘J ry 
7 tang.a(nt-t-~--$‘-A) = L, L * 

Cctte Bquation renfcrme les sept variablb v ,  v’, nt ,  4 et 4; 
ainvi, sous c e m  forme il mroit difjticile de la rkduire en table, 
Mnis on peut la simplifier, pur la considcjr~tjon du peu Je diffd- 
rence qui exists entre lcs diumb tres apparens du solei1 et de la lune. 
Suient ff’ et $E’ lee demi-diasn&tres apparelis de ow mtres, darks 

iCPBcnN. COL TO~W 11. Ob 
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leurs rnoyennes distances h la term, oh nous avons Btabli - = -; 
Nuieiit h et i‘d Jeurs demi-diamktres actuels : on aura, en abeer- 

vnnt que dam la formule pr&c&dente, - doit Btre diminu6 d’en- 

viron un trentihme , ou plus exactemcnt , dam le rappopt de 

L’ 
r‘ f 

2,89841 3;  
( ~ ~ 3 . c 0 ~ . 1 , . , i n . a i . l - ~ / ~  

t i l n g . 2 ( n t + ~ - ~ - ~ )  = 
, 2,8984 i .( ~ ) ~ c o ~ . ~ d + (  iy .COB.~Y.COS. 2 (4-4‘) 

Pour Cire usage de cettc Bquation , on forniera d’abord une table 
des valcurv de la fonction 

{ 2,89841. H’ Jr H} . { ,_;,,,,,], 
3,89 84 I 

US les degres, depuis I, 
On corrigera les de&-&metres IZ et h.’, a 
nds par les 6ph6mdrides, eii cri retranch 
cette table, rkpondent aux clCcliiiaiso~~s clc ccs autres. Oh aura ainsi 
ir fort p~ prbs, 

f i  et h’ &ant ici leu derni-diarn&tres du soleil et de la lune, cor- 
rig& par ce qui prkckde. Par ce moyen , les d6clinaitlons du soleil 
et de la lune, disparoissent de l’expression de nt+.r~--’-~,  A la 
rigueur , il faudroit retrancher da  demi -diam&tre du solei1 , la 

quantitb it. (k j mais cette quantith btant fort petite , 
a,89841. H ‘3. H 

et  la valeur de h diEksant peu de , 3,59841 011 peut y’ sub- 
ti.tuer pour h , cette dernikre qunntiid, La ~n&rne remarquc s’ap- 
plirjue la&rrection du  <lemi.diam&tre de la lune; ct comme 
l’influence de c& astre sur l’heure des marks,  est B celle du soleil., 
dms le rapport de a,tlg1(4r i l’unit6 j ICs clemi-dinin&tres W’ et 11 
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ciitrerit suivaiit ce rapport, dam la fonction - --- . Si 1’011 
3,89841 

et qu’elle pcut &re nkglighc, vQ la petitesse des deux i‘acteurs 
€1-h, et h’-h; on aura 

nt + w-+-A = I +. ang. tang. r,,,,,,, (13+;:-hy+ cos.2 (4-4’) Id sin...(+$-+$‘) 

On peui hcilement rkiiuire cn table, ccttc: expression de nt+’o-4’7h; 
et en coiivertissant ICs angles en temps, i raison de la circoiifh- 
rcrice eiitikre pour un jour, ou aura la loi des retards des marks sur 
l’iiistaiit clir passage de la. lune BU nidridieii sup&rieur, ou id3- 
Tie&, instant d6termin6 par la condition de,nt t - -4‘= o ? ou 
nt+m-+‘= 200’. Mnis pour ae servir t+Lle, il faut con- 
noftre dnns chaque pori, le lcriips don inurn do la rntlr.de 
s u i 1  In sysigie. On n vu qu’it Brest, ce temps est de li.,5o721h, e t  
auivant les observations il eet a-pea-pres le inBme duiis tous nos 
ports de l’ocdan; en sorte que les valeum de nt+.s--*l‘=~ cor- 
respondent aux valeurs de &+’ qui pr4cedont do ij*,60724, l’ins- 
tant pour lequel on calcule. J[1 faut , de plus, coilnoitre la cons- 
tante A : ceiie constante rdduite en tcsnps , est l’lieure de la plaine 
mer qui suit la sysigia , de l j . , 507~4;  on pourra ainsb-la ddlerminer 
par un grand iioiiibrc d’observationis do l’lreure de la yleiue mer dtx 
secoiid jour a p e s  la sysigiio. 

43. Rappelons en p insipaux phdnombncs 
des niarbes , et leurs rap c la loi de lu pesanteur univer- 
sello. Nous avons principalement consid4rtS ces pli8nomknes vers 
lcurs maxima et vera leiirs minima, et nous 16s awns partagb 

marujes I’autrs ’ 
lles : eraminons 

leur maximum 
vers les sysigies , et h. lcur rnininzum vers les quadratures, sont Ics 
donnketl de l’obscrvntion , qui pcuvent le mieux fuire connoitre lc 
rapfiort dcs actious du snJd st do la lune sur les marks,  et nq 

0,o a 
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moyen de ce rapport, ICs divers ph6nomBiw.s cles markes qui 
rdsultent de la theorie de la pesanteur uiiiversclle. L’un de ces ph6- 
nornhnes, trhs-propre A vririfier cktte tlikorie, est la loi de dimi- 
nution des markes en partafit du maximum, et laloi de leur accrois- 
sement en partant dix minimum. On a VIX dam Ies nob.‘25 et 31, que 
la thdorie de la pesanteur s’accorde pnrfaitenient sur ce point, aveo 
les observations. 

Ces loix de diminution et d’accroissement des markes , varient 
avec les dkcliuiaisons du solei1 et de la lune : on a vu dam le no. 26 ? 

que leur diminution vkrs les syBigies des dquinoxee, est k la dimi- 
nu tion correspoiidnnte vers les syoigies des solstices, dam le rap- 
port de 1 3  a 8 , et que ce resultat est conforme h la tlikorie de la: 
pesanteur. PureiIIemeiit , 011 a su dam le 11”. 32 , que I’accroisse- 
ment des mardes, en partant de leur minimuniwers les quadratarm 
des Cquinoxes , est it I’accroissement correspondant vers les qua- 
dratures des solstices, cornme 2 est ir i, et que la theorie de la 
pesanteur donne B for e mdms rapport. 

Suivant cette thkor eur des marees totales dam leur 
mdximztrn, vers les sysigies des kquinoxes , est k lour hauteur 
correspondante vers les sysigies des solstices, Cpeu-prks comnrt: 
le quarrd du rayon est au quarrd du cosinus de la ddcliwison des 
astres vers les solstices, et l’on a vu dans le no. 2 6 ,  que C C I ~  
difrhre peu du rCsultat des observations. Par la m b e  tbdorie, 
1’excl.s de la hauteur des mar& totales dans leur minimum vers les 
quadratures des solstices sur bur, hauteur correspondante vem 
les quadratures des 6quinoxes, est le m&me qke l’excks de la hau- 
teur des mardes totales dam leur maximum vers les sysigies des 
Cyuinoxes sur leiir hauteur correspondante vers les sysigies de8 
solstices j et l’on voit par les no*. 26 et 32 ? que cela est sxacternonb 

es mareea, croit , par le principe do la 
pesanteur, cornme le cube de so’para1laxe;’et par IC no. 28, cela 
est Wement d’accord avec les observations, que l’on eht pu en 
conclure ex’acternent la lai de ccttc iniluenae. 

Leu phdnom&nes des intervalles des mar6es , ne s’accordent pas 
mains avec la ’thdoric, que ceux de leurv haute,urs, Suivunt cettu 
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tlldorie , le retard des march cl’uii jour i l’autre, est eiiviroii deux 
fois rnoindre h k u r  maxintunt vcrs les o ysigies , qu’A lour minintrm 
vers les quadratures ; il est de a7‘ it-peu-pres clans le premier cas, 
et de 55’ dans le second. On n vu clans lcs nos. 55 ct 39 , que les ob- 
servations s’8loignent fort peu de ces rdsultats de la thborie. 

L e  retard des mtir8cs vnric avcc les it6clinaisons des ashes; il 
c1ait &re plus grand i w r s  les sysigiss des Bquinoxes que  vers celles 
cles solstices, clans le rapport de 8 h 7 j vers les quadratures des 
Bquinoxcs, il doit &re plus grand que vcrs celles des solsticcs, dam 
IC rapport de 13 B 9. On R vu clans les iiol. 36 et 39 , que les obser- 
vations donnent it-peu p r h  ces m8mes rapports. 

Les distaiicEs de la lune ti la tcrrc , iiifluent sur IC retard des ni?~. 
rkes. Suivnnt la thkorie , une minute d’accroissement daiis le &mi- 
diainbtre de l~ lune, donne 251’’ d’accroissement dam ce retard 
vers ICs sysigies , ct 90’’ seuleincn~, vcrs les quadratures ; et 1’011 n 
vu duns les no’. 37 et 40, quo cela est d’accord avec les observations 
qui confirmcii~ aiiisi sous tous lcs rapports la Ioi de IA pesnntcur 
universelle. 

J’ai iiisist6 sur le flux et Ie reflux de In mer;  parce qu’il est 
de tous les r6sultats des attraclioiis cdlcstes , le plus pr8s de nous, 
ct que iious pouvoiis h chaquc instant, en reconuokre les loix. 
J’espbro que la thkorio q u o  je vieiis de prdsenter de ses pJi6no- 
nidiies , dhtermincra les observateurs , Q les suivre dnns les ports 
favornbles A ce genre d’observntions , iels que celui do &est. Des 
observations exactes ct continudes pendant une p6riode du mou- 
vement des iioeuds de la luiic , fixeronl nvec prdcision les 618rnens 
de la thdorie du flux et du reflux de la mer, et pcut-&re, feront 
connoitre Ics petits flux prtiels  d6pcndalis de la quatrihine puis- 
sance inverso de la distance de In  lune it la tcrre, plidnombnes CII- 

velopp& jusqu’ici daiis les crreurs des obscrvations. 
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C H A P I T R E  1 ’ V ;  

Des oscillations de L’atmosplaei e. 

44. DANS l’impossibilit6 de Yournettre A l’iinalyse, les iriouve- 
ineris de l’atmosphkre dQs aux variations de la chaleur du soleil , 
et A toutes les circonstances qui modiiient ces mquGemens j nous 
nous bornerons h consid6rer les dscillations d6pendaiiics des attrnc- 
tions du soleil et de la. lune , en supposalit B l’atinospIi&re, une 
tempbrature uniforme , et uxie densite variable ; proportionnello 
dans chaque point, B la f6rce cornprimante. &J p r t n n t  de ccs hy- 
pothbses , nous tjommes gagvenus dams le no; 37 chl  prernier Ijivrc 
dent je conserverai ici touteu les iiknominations RUX deux equa- 
tions siuivantes : 

u’ . COE. 0 
yl fll: - I i { (Z) + (E) + --}. em. 0 

Si Yon flupposc b la mer uiie profondeur constante, &gale A Z’, et 
si 1’0x1 €ait abstraction de sa densit6, comrne nous l’iivuiis fitit dulls 

les nos. i o  et mivans j on aura par le no, 36 du premier Livre 
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la valeur de F' &ant la mbme ici , quo dam lcs 6quations pr6cQ- 
dentes. En faiscant doiic , 

( I -  I ' )  . u'+ Z'u = I d  ; 
(I- Zt ) /  VI + I'v = lu" j 
(z-$z').y'+ zy= Zy"; 

ICs quatre Bquations' prdcddcntes donneroiit celles-ci , 

Y ' ' = = - z = { ( ~ ) + ( g ) +  u". cos. B ). ' . 

Ces dcnx dqualions son1 6vidcinnieiit celles des oscillations de la 
mer, en lui supposalit la prol'oiideur I ,  et daus cc cas, 011 p u t  cld- 
terminer la valeur dc y", airisi que ccllo do y , par lo premier ~ 1 1 ~ -  
pitre de ce Livrc ; on aura donc ainvi lu viileur cle y', par l'imalyse 
expos& dam ce chapitre. 
Nous avons observe d a m  le no. 37 du  preinicr Livcc, que k $lant 

la hauteur du barornbtre daiis 1'6tat ci'&cluilibi*e; ses oscillations 

par celle-ci , 
, et par coiisbqueiit , IY +YO 

1 .  
sont reprdsent6es par la formule 

I1 est facile dc voir par le no. 57 d u  p i n i e r  Livro, que Z cst le 
rapport de lu htiuieizr de l'atmosphbre, RU rayon icrrestre, en 
supposant la densit6 de l'nir et sa temp6rature, par-tout les rnQmes j 
or on trouve par l'expdsienco, qu'A la ternpdrature de la glace 
folldante, la derisitd du mercure est h celle ilc l'air,. h-p&-pr~s 
dam le rapport de 10320 B l'unit6 j et cornme la hauteur nioyenne 
du baromhtre cst d'ciiviroii ome,76, il en r6slxlto que I=*. A des 
tellipdratures plus BlevBes , In valeur de Zaupcnte. Pour avoir 
idQc ~ C S  oscillations du baromhtre j nous supposcroiis la temptSra- 
turc, icllc que Z= - , ce qui CSL upe des prorondew de la mer, 

I 

7QQ& 
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pour lesquelles nous avons ddtermine dans le no. 11, la valeur 
de ““1, qui sera dans ce cas, celle de C L ~ ” ;  nous supposerons de 
plus , Z’ = 2 I ,  ce qui est encore une des profoiideurs de la ’mer, 
que nouv avons considkrdes : la vuleur de c~y, sera celle qui est 
relative A cette profondeur. En tlubstituant donc pour I ,  Z’, ces 
valeurs , et pouq ~y et d y ” ,  les quantites que rious avons trouvees 
dans le no. 1 i j en considdrant ensuite que k =om0,76, et que le 
’rayon terrestre est dgal 1 6366200 metres j on aura pour dkternii- 
mer les oscillations du baroinktrc, 

ctk.(lf’--l‘y) 
.--A= -. @Y Y ”) 

L(1-L) I 
= Om0,000010623. { sin.av-~.cos.av+e.sin.”u‘-~e.cos.’.~~’} 

CO:‘.’ V.COS. rz(ntCm-4) i . 4- @ ~ ~ o s . Q v ‘ * c o ~ . ~ ( n t +  a- .$’) in.“, 

~11’on suppose le soleil et  In lune en conjonctioii ou en opposi- 
tion, dam le plan de l’dquateur , et dans leurs irioyeniicv diu- 
lances , oil e = 5 k fort peu pr.8~; on auva ii l’kquateur, ome,oo0G30~, 
p u r  ]a diffdrence de la plus graiide 818vation 1 la plus grancle 
depression d u  merciire dam le baromktre. Cctte quantit6 , qiioiquo 
tr&q)etite, p u t  i? tre dBterminde par une longue suite d’observa- 
tions baromktriques faites evitre les tropiquev oil leu variations ti11 

barornetre tlont peu considdrablcs : CX: phdnomene est digno de 
l’attention clcs observateurs. 

L’aolion du soleil et de la lune,  excite un vent correspoiidailt 
an flux et iru reflux de la mer; dkterrninons la force de ce veilt 

l’&quaie.eur, dam 1cs suppositions PrdcCdentes. Pour cela, nous 
reprendrons la prernibre Plquation de cd nu., et nous y rcr.ong 
@os? 0 == o ; elle donnera 

or 
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or 011 a y’+y = 2y -7’’; de plus , 011 a par les no’. 4 et i 1, 

en substituant doiic pour y et y” leurs valeurs, 011 aura 
ddv‘ -- - -2g. imo,o369, { cos.sv,sin. z(nff~--.C)-l-e.~os.~u‘.sii~. 2(‘ntCwB-.1C’)} i 
dta 

ce qrii doline A fort peu prbs cii inthgranl, 

dv* = H.dt+ --.ndt. 8 1m0,0369. { cos.nY.cos.a(nt+a--.C)t-c.cos.’o’.cos.~(nt3.~-~‘)} 
na 

Si Yon suppose que dt reprdsente une seconde , ndt  sera h-peu- 

prbs la cent millibme partie de la circonfdrrencc j de plus, - est & 
du rayon terrestre que nous ddsignerons par r;  011 aura ainsi 

IIP 

B 

rdv’= rHdt  + om0,01883. { ~ ~ ~ . ~ ~ . ~ ~ ~ . ~ ( n t ~ ~ - - . C ~ + e . c o ~ . ’ v ‘ . c o s . ~ ~ n ~ + ~ - ~ ‘ ~ } .  

Si la constantc Wn’6toit pas nulle; il en rdsulteroit k l’ciqunteur, 
un  vent constant, et l’on pourroit expliquer aiiiui, les vents alisds, 
Mais la valcur de cette constante, depend du niouvenicnt initial de 
l’aimosphkre, et  nous avons d6jk observd clans le no. G , que tout co 
qrii d8pencl de ce mouvemeiit , a d Î I. &re andanti ctcpuis long-temps, 
par lcs rksistanccs en tout genre, que les mol6cules de Yair Oyrou- 
vent en oscillunt j d’oii 1’011 peut g6ndralemeiit conclure que les 
vents alisCv ne soiit point dus A ]’attraction. du s o l d  et de la lune 
01ur l’atmosphbre. 

Si l’on supposc ces deux astrcs en conjonction ou en opposition, 
dnnsl’Pquateur,ct c=3; 011 auraome,0753a ,p,ourleplus grand cspnce 
qu’uue moldculc d’air parcourt daiis l’iiitervalle d’une secoiide , 
en vertu de lours actions rPunies ; or il paroh impossible de s’as- 
gurcr par l’observation , de l’existence d’uii vent atissi peu consi- 
derable, clans uiie atrriosplibrc d’aillcurs trbs-agitke : ninis il n’eii 
est pas ainsi des variations barolnCtriques , vlii surrtout l’cx- 
trSmc prkcision dont les observations du barornktrs sont susccpv 
tibles : ces varintions qui, cominc nous l’observons dam les hau- 
teurs des marks, peuvent &re convidkrublement accrucs par les 
cjrconstances locales , m6ritcnt toute l’attention dcs obscrvateurs, 

’ M ~ ~ A N .  chr,. Tome II, 1. 1’ 
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Nous ignorons jusqu’k que1 point les petites oscillations que 

l’aclion du solcil et de la lune excite clans l’atmosphbrc, peuveiit 
modifier les rnwivernens produits par les causes diverses qui agitent 
un fluicle aussi mobile et dans leqiiel , k raison de ceite grando 
mohilitd , une cause trhs-ldgkre peut &re la source de changemens 
considdrables. L’observation peut seule nous iiistruire h cet Bgard : 
nous observerons sculemen t , que si l’atmosphbre recouvroit im- 
mddiatenicnt le noyau solide de la terrc ; Ies Bquations difl‘dren- 
ticlles de son mouvernent , seroient par cc qui pr&Ale, lcs mQmes 
que celles de la mer,  en lui snpposant par-tout urie meme pro- 
f‘oiiclcur ; or 011 a vu dam le 11’’. 8,  que les oscillalions de la. seconile 
espkce, les seules qui d6pendent de la diffdrence entre les d6cli- 
naisons bordales et  australes du solei1 et de la lune, disparoisseiit : 
ces oscillations disparoisseiit encore, ou du rnoiiis , miit presque 
insensibles Iorsqiic l’atmosphkre recouvre une mer dans laquellc 
ces oscillations sorit nulles ou trbs-petites ainsi qi ie celn a lieu 
daiis nos ports j IC signc de la ddclinaisorz des deux aetree n’a dono 
pas d’irlfluence sensible sur lee modifications de l’atmosphkre. 
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D E S  M O U V E M E N S  D E S  C O R P S  C B L E S T E S ,  A U T O U R  

D E  L E U R S  P R O P R E S  C E N T R E S  D E  G R A V I T 8 .  

I; ES mouvsrnens des corps c8lestes autonr de leurs propves centres 
de gravit.6, ont uiic telle linison avec leurs figures , et les oscilla- 
tions des fluides qui les recouvrent; que nous croyons devoir en 
prllisenter l’analyse , imm6diatoment aprbs les thkories exposdes 
dilns les deux Livres prQcBdens. Nous ne considbrerons parmi les 
corps du s y s t h e  solaire, que la terre , la lune, et les anneaux de 
Suturnc , ICS seuls par rapport auxquels la thdorio do la pesantcur 
puisse &re compardc sous co rapport, aux observations ; mais 
l’unalyse suivante p u t  s’btendre gdndralernent B tous les corp  
celestes, 

C H A P I T R E  P R E M I E R .  

Des nzmipemens de lu terre , autour de son centre de grade‘. 

1. RAPPELON 8 ici les Bquatione gtSntSr3ee du mouvemsnt d’un 
corps solide de figure quelconque, ddrnontrdes dnns 1eChapitre VI1 
clu prcmior Livre. Si 1’011 conserve toutes les d4nominntioiis de co 
Cl~apitre ; les 6quations (0) clu 11’. a6 du premier Livre, sc rBduisent 
BUX suivantes en y trubstituant au lieu de p‘, Q’, r‘, leurs vdeurs 
C.p, A.q et B.r ,  .. 

PI) 2 
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I ( B  -,4) dN CEN‘ 

(C--B) 

. q r .  dt = -. cos. 0 - -. sin. 6 

. rp.  dt= - 
dP+ 7 C C 

” 4 4 - 7  
{d~~.sin.8-tdN‘.cos.8) dN 

.sin. B  co cos.^; ;(D’) 
A A 

{ dN.dn.B+dN‘.c.os. 8 )  dN” ) 
B B 
- .cos.p--.sin.q. ( A - C )  

B dr+ -.py.cZt=-- 

I1 faut prksentement &terminer les momens d’incrtie A, €3, C, 
ct les valeurs de d N ,  dN‘  et d N ” .  

men6 du centrc de gravilt5 de la tcrre, h sa moldculc dm;  soit p , le 
covinus de l’angle que R forme avec I’axe SI: I’dquateur; soit en- 
core .a , l’angle que forme le plan qui p s c  p&r cet axe, et p.ar le 
rayon R, avec Ik plan qui  passe par le m h e  axe, et par le premier 
axe principal : R. r/ 1- (1-p’). cos.am, sera la distancc de la mo- 
lecule, au premier axe principal; X. r / ~  -(I - p a ) .  sin.’m, sera 
a distance de la molBcule , au eeoond axe principal j et X . r/ 1 -/A*, 

sera sa distance au troisibmc axe principal , ou h I’axe de 1’6yuam 
teur. Ainvi , le moment cl’inertie d’un C O I ~  relalivernent it 1111 do 
scv axes, &tan t la SOmme des produits de chaquc mol6cule dl;. corps, 
par le quarrd de sa distancc h cet axe , et A, 23, C Btunt par le 
110. 26 clu premier Livre , les niomens d‘inertic de la term , par 
rapport au premier , au second et au troivibnie axe principal; on 
aura 

2. Considkrons d’ubord les momens d’inertie. Soit X le rayon ’ 

- 

‘A == S. Rae d IT& { 1 - (1 - I)?) COS.” w 1 ; 
B = S.R”.dn. {1-(1-p’).sin.’w}j 
c == S.R”.dm. (1-/A%>; 

les intkgrales dcvant s’ktendre A la masse entihe de la term 
Maintenant, on a 

dm=Ra.dX.dp.dw; 
si l’on observe ensuite que l a  intdgrales doivent &ire prises depili3 
R = O ,  j u s y ~ ~ ’ i  la valeur de R itlasurface, valeinr quc nous &si- 
gnerons par 3’; on aura 

A = $.S.R‘’ .d/~*dm. { l - ( l - p l ) . ~ ~ ~ , p ~ ) j  

B = +.8.X5.clp.dm. { i-(i-p*).siri.’m}j 
C == + . $ k J I “ . d p . d ~ ~ .  ( 1 - p ‘ ) .  
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Supposons R5 ddvelopph dans une s6rie de cette forme, 
8 ' 5  = i p ) + U ( ' ) + U ( S ) + U ( ~ ) +  &c.; 

U W hiant une foiiction ratiollnelle et entikre de p > v' I -pa. sin. e, 
et r/i--l.@.  cos,^, assujdtie ZL l'dquntioll RUX diffdrences partielles 

_I 

- 
d. {1-pp).(3}/ (f2) .=( - +i. (i+ 1). m i ) .  

=-PP 
+ 

dP 

La fonction l--(l-pa). est &gale A :+ {+-(I -pp). C Q S . ~ W }  ; 
la constaiite est comprisc dans la forme W0), et la foiiction 
3 - (1- pp)  . co9.0 m , est de la forme Uta), puisqu'clle satisfait pour 
U(*), ;L l'dquntioii prdc6dcnte aux diffdrences partielles. Pureiile- 
ment i-(i-ps).sin.sm est $gal A i+ {+- (i-pS).sin.'m}, et le 
second tcrmc dc cettc expression est de la €orme U('). Eufin la 
Eonction 1 -pa est dgale h + + ( ; - / A ' ) ,  ct In partie ;-pQ est de la 
forlllc U(O) ; 011 aura iloilc en vertu diz  thdor8rne que nous clvons 
cldniontr6 d m u  lc troisibme Livre , 11'. 12 j 

A = +. 8. dp. dm. {;. U(",+ { i- (1-p"). cos.~m} , UW} ; 
B =;.S.dp.dm. (:.U(")+ { ~ - ( i ~ p a ) . s i i i . a ~ } . U ( ' ) } j  

C =f.S.dp.dm.{j.U(')+(; -p') .U(') ,) .  

JJes int6grdcs cloiverzt atre priscs depuis IA = -1, jusqu'h p "1, ct 
dcpuis m = 0, jusqu'h 'ZD = 2 ?r , cc qui donne, 

A = + v . U ( O ) + f . S .  Uc').dE*.d.s. {+ (1-p'>.Cos.~.8}j 

B =~~.U(")+t.S.Ui'),.dp.cZa. ( t -  (i-p').sin.%) j 

C =+a. Uco),-t-+ .S. U('),,dpu.dma. (+-pa}. 

LU fonction U(') est de cette Eorme , - - 
H. (;-pa) +N'.p.  fi-ps.siii.*+ H".p. /1-p8.cos.o 

+ W"'. (1-pQ).  sin. a wp.3.H'"'. (i-.ps). cos. a 'lp; 

La consideration des axes principaux donne par le no. 51 du troi- 
sibme Livre , 

H" ._ H"' == 0. W'=O,  -0, 

Ceu lrois dquations ronfcrmcnt toutes les conditionu iihxisaires 
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pour quc les trois axes soient des axes principaux. On aura ainsi , 

Si l'on veut que les trois momens d'inertie A , 23, C,  soient Bgaux 
entre eux , on aura W= o , H"" = 0, et par consbquent U(*) = 0; 
cette dernibre 6quation satisfait donc Q, la-fois , nux conditions des 
trois axes principaux , et it 1'6galit6 des trois momens d'inertie ; 
or on a vu dans IC no. 27 du premier Livre, qu'dors les momens 
d'inertie sont Bgaux par rapport A tous les axes; la sphere n'est 
donc pas le seul solide qui jouisse de cette propriCt6,L'analyse 
prbckdente donne 1'6quation gbnkrale de tous leu solicles auxquels 
elle apparticnt , Qquation que nous wens annoncbe dam le no. cite 
du premier Livre. On doit observer ici , que ces rhsultats sont 
indbpendans de la supposition que l'origine de H' passe par le 
centrede gravit6 du sphhroyde, et qu'ainsi, ilsont lieu, quel que soit 
le point oh l'on fixe cette origine dam-son itit6rieur. 

La terre &ant supposhe fGrmt5e d'une infinite de couches varia- 
bles du centre h la surface j le rayon R d'une de ses couches peut 
toujours &re exprim6 de cette manikre, 

&ant un trks- petit coefficient constant, et Y('), P), &c. &ant 
des fonctions de la mdme nature quc U(I), U("), &c. , c'est-k-dirc, 
qui peuvent satisfaire A la m$me 6quation gux diff6rences yar- 
tielks , et qui, de plus , peuverrt ienfermer a , d'une manihre quel- 
conque, En negligeant les quantitds cle l'ordre a*, on aura 

partant si l'on congoit un solide homogene d'une demit6 reprd- 
sentde par l'unit6, et dont le rayon de la surface soit celui de la 
couche dont il s'agit j on aura relativcment i ce solide 
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8?r.a6 A=--- + u . 8. a5. Y('). dp. dm. { f - (1-p p )  . cos.' w } ; 

B = -  + u. 8. a5. Y('). dp. dv.  ( f  - (l-pn). sin.'a} ; 

C =------ +el..S.aG.Y(*).dp.dm. (f - p a ) .  

15 . 
8 q .a6  

15 
8-r.a5 
15 

En diffhrentiaiit ces valeurs par rapport i a ,  et en les mdtipliant 
enmi te par la demit6 do la coucho doli t Je rayon est R , densite que 
nous rcprdsenterons par p , p dtaiit une foiiction quclcoiiquc de a ; 
on aura les moinks d'inertie de cette couch@, et pour tlvoir ceux 
de la term ciitiare , il suffira d'intdgrer leu mornelis de la coudlie 
par rapport Q a, depuis a = 0, jusqu'h la vclleur do a ,  relative A 
la surface de la terrc , valeur que nous ddsigncrons par l'unitC. On 
aura aiiisi , 
A=- . S. p d. a5 + d. S. p . d(~'r(~))). dp. d m .  { +(~--,u*>.  COS.^^) j 

23 = -. S. p d. a5f cl.  8. p. d(a5DYc')> dp- d ~ .  (5-( 1-p'). sin."} j 

8 T  
15 
a w  

15 
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8.n 4 d T 

15 27 
n =- .S.p.d.a5-f- --.~.S.p.d.a~ 

5e 
3 + -. S. Yea). dp. dm. { + - ( 1  -pa). sin."w} . S. p . d.  a', 

5% 
3 

+-. S. Fa). d p ,  d m .  ( f  - p'). S. p. d. a3. 

La fonction Y(') est de cette forme, 
- -  

li. (+- pa) + E. p. (1- p a .  sin. rn + V.  p. VI- pa. cos. a 

, +iEff'.(1-p').sin.2~+Jc"".(i-pa).cos. 2va. 

La considdration des axes principaux donne par le no, 32 du troi- 
sihme Livre , 

hflr - - 0) H'Q, hf' = 0 , 
et par consdquent , 

. yw = JG.c(5-p=)$~'r ' f . ( l -p*P).COS.2~. 

On a vu dans le troisikme Livtre que la variation de la pesanieur 
dtant it trks-peu pres proportionnelle au quarri: du sinus de la lati- 
tude la valeur de ii"" doit Btre trks-petite j elk seroit nulle en 
effet si la terre Btoit un solide de revolution ; mitis pour plus de 
g8ndralit6 nous In conserverons dans les recherche9 suivantes ; 
nous aurons ainsi, 

8 T  

16 

15 

A = -. S. p. d. a'-&. UT. (h+a). S. p .  d. a3- t. C(T. I P S .  p. d. a'; 

B =-. 8. p. d.  as- &. clw. (IC- f a) .  S. p. d. a3 + 9 " .  m.h I I I IS ,  p.  d .  a3; 
8.n 

3. Consid6rons prksentement les valeurs de dN, dN', CEN" 
qui entreiit dans les Bquations diffdrentielles (D') du no. 1 ,  Soit, L 
la masse d'un astre qui agit sur la term j soient x ,  T~ a leu coor- 
donndes de son centre, rapportbos au centre de gravitb dc la. terre, 
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et r,= Vsm+y*+zn; nomnioiis X I ,  yl, z', Ies coorcIonnCes ( h n e  
moldcule drn , du sphdroyde terresirc ; supposons enfiii 

L 
i 

(xs'+yy'+ 221) Y=-L. 4- -- 
I ' r,3 V(X'- x)"+ (y'---y)"+ (d-2i)p 

les forces attractives de L sur la mol6cule d n ~  , d6comyoskcs pa- 
rallblcment aux UXCY des x ,  des y et des z ,  en wns oppos6 h 
leur origine, et diniiiiu&es des mdrnes iorces attractives sur 10 
centro de gravit6 de la terre, que aous considhons ici coinnie 

iirimobile , seront (z) - , (5 j , r;). Ces forces sorit celles que 

nous avoiis d6signCes par P, Q, R, dam le no. a5 du premicr Livre; 
on aura doiic par ce meme ri*, , 

fji Yon obscrve erisuite que Yon a 

on aura 

Les coordonnbes d,  y', z', &ant auppoe6cs trhs-petites relativcment 
h la tlistunco r de l'astre L au centre de gravitd de la term on 
peut cMvelopper 7, Jans uiie suite fort convergente pw. rapport 
aux puissaiices rdciproques do r'j on aura aiiiai h fort peuphs 

MkcAN. c h .  Tome 11. Qo 
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ah 3 L  - = -. 8. clm. ( x  xf -ty y'+ x 1;'). (y xr- cy') ; d t  r,5 

(EN" 3 L -- - -. 8. dm. (&*v'+yy'+ zz'). (zy'-y z'). 
d t r,5 

On a vu'dans le no. 28 du premier Livre ? que les valeurs dep, q, r, 
sont inddpenclantes de la position du plan des x et dcs y j or si 
nous prenons pour ce plan, 1'8quat;ur meme de la terre , on aura 
0 =o ? et si nous prenons pour l ' u e  des x , le premier axe prin- 
cipal, nous aurons p= o j nous auroris .de plus par le no. 26 du 
premier Livre, 

dN 3 L  
dt r,5 

dN' 31: 
clt r, 
dNi' 3 L  
dt r,5 

-=-.(B-A).xy; 

-- - T . ( C - A ? ) . ~ Z  j 

- = -. (C- 23) .y 2 j 

Zes Bquathns (D') du no. 1 , deviendront ainsi, 

'(B-AJ 3 f.. dt (B-A) 
.-.zy; dp+ - e q  r.dt - 

C C ~ , 5  

Ces Bquations supposerit que r, est fort grand par rapport au rayon 
du sphdroi'de terrestre , ce qui est vrai kelativernent an solei1 et A 
la lune; mais' il est remarquable qu'elles scroient encore trbs- 
approchdes, dsn8 IC! c w  oh l'astre attirant &ant fort$prba de la 

''*I 
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ferre la figure de cette plaiibte seroit elliptique. Pour le fuire voir, 
HOUS observerons que l’on a par le 11”. a , 

si l’on nomme Y et A ,  ce que dcvicnncnt par rapport A I’astre L ,  
les quaiitit& p %t w ,  relatives A la rnoldcule dm du sph6ro;de ter- 
restre , ‘011 aura \ 

si l’on substitue ces valeurs dans la fonction 7, et qu’ensuite on la 
ddveloppe par rapport aux puissances de - , on aura uno s6rie de 
cette forme, 

I__ - 
x‘ = R. VI-$. c0s.w ; yl= R .  r/ 1- pa. sin.= ; ZI  = R. p : 

x=:r , .  / /1 - - .cos .h;  y= r,. V/l--vO.sin.Aj z= r,v: 

R 

L L.Ra L.R3 -+T. U(”+---. U(9+ &c. j 
r, r, rt4 

et il est facilc de s’assurey, Par le no. a3 du troisikme Livre 
les fonctions U(a), U(3) ,  &a,, p011l; des fonctions telles que l’on a 
g6iidralement, 

Reprenons maiiitenant 1’6quation , 
-= S.dnJ. dN 
dt 

on aura 

Les diffdrences partiellea du second niembre de cetls Bquation, 
&ant prises par rapport B des variablcs inddpendantes de p ct de m; 

si Yon ddsignc: gdndralement par U‘Si), Ia €omtion y e  

- x . c:f) , ‘on aura 
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en sorte que la fonction U’@) est de la m&me nature que les fonc- 

tions Y(i )  et U(i); l’expressaion prdchdente de - deviendra ninsi 

par ce que l’on a v u  dam le no. 2 ,  et en suhstituant pour dm si\ 
vuleur R’.dlt.dp.dmj et pour R, savaleur afcra. { Y~’)+Y~‘)-t&c.}, 

dN 
d t  

C4L + -. S. d. (a6Y (3)). U‘@). dp. d 5  
r14 

4- 8rc.; 

Ies diffkrentielIes d. (a5Y(’1) , d.  (a’. P(9) , &c., &ant relatives R 
la variable a; or 1’8quation (2) du no. 29 du troisihme Livre ,.donne 
gdnbralement i la. sur€ace de la terre , ei lorvyue i surpause a,  

. I  ..--+_( I 

1es intkgrales &ant priscs deprrP’g @ lusciu’k a = I., et Y(i) Jails 
le second mem bre de cettc kyuation &ant relatif it la surface de ]a 
term j on aura donc 

UL 7 ” L  -- . ~ . p  
1‘4 3 VI4 

j .  U/ (3),&.d~ = -. s.Y(~). ut c3>.dp.a=.~.p.d,a~, 

Si la figure de la term est celle d’un ellipso’ide; Y ( 3 )  est nul, 

et alors l’expression de - so rkduit h son premier tcrme non- 

seulement & cause de la grandeur de r, , mais parce que les valeurs 
de Y(s), Y($), &c. ,  sont nullee. Quoiquc la figure elliptique ne 
satisfasse pas exactement aux degrhs mesurds dcs m6ridiens; cepen- 
dant l’accord des variations de la pesanteinr avec cette figure, in- 
dique que Y C3), Y(4)) &c., sont peu considbrables par rapport ti Y(”)i 
on peut clonc cdculer les mouvernens de l’axe de la terre, en lu i  
aupposilnt tine figure elliptiyue , sans craindre aucune erreur, 

4. Rapportons inaintenant, les coordonndes de l’aslre L, h un 
plart fixe que nous snpposerons 4 tre celui de 1’6olip tique L une dpo- 
que clonnBe j soien t X,  Y, 2, ces nouvelles coordonndes, l’axe des X 
&ant la ligne menee dzx. centre de la tcrre , Q l’ciquinoxe du prin- 

dN 
d t  
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temps ; I'axe des Y 8tant la ligne men& du mCme centre, au pre- 
mier point du cancer , et Itl ligne des 2 6tmt la ligne rnende de 
ce meme centre, a11 pdle borCtil de 1'8cliptique : on au"ra par le 
11'. 9 I du premier Livre , 

x = X .  cos. p + Y. COS. 8. sin. Q - 2 sin, 8 e sin. P ; 

Z =  Y.sin.e+Z.cos. 8. 
y = Y.cos.8.cos.q,-X.sin,a-ZZ.sin. 8.cos.q j 

Les equations diE6rentielles (F) du no. pr6c&dent, deviendroiit 
ainsi , 

{ Y".c0s.'8+Z~.sin,~B-X'-9 YZ.sin.8.cos.B) .siii.ap 
-e { 2XY.cos.B-aX2.sin.O) .cos.aq, 

( B  -4 
d P + T  

Integrons prbsenterncn t ces Bquations. Si les deux momens d'iner- 
tic A et B Otoient 6gaux , ce qui auroit lieu dans le cas oh la torre 
seroit un sphbroido do revolution ; la premiere de ces Bquations 
donneroit d p  = o , et par consbquent , p constant : lorsqu'il y a 
UTE petite diffdrence entre ced deux momens d'inertie, la valeur 
de p renferrne des in6galittSs pdriodiques , mais elles sont insen- 
sibles ; en efl'et, l'axc iiivtantan6 de rotatioil, s'kloignant toujours 
trth-peu du premier axe principal, 9 et r sont do trbs-petites 
quaniitris et l'on peut sans erreur sensible, nh8liger le terme 
(B--A) -.rq. dt, de la prernibrc des Bquations ( G). Le sccond mernbre 
de la mhne 6quation tie ddveloppe en sinus et cosinus d'angles 
croissans aveo rapidit6, puisque ses tormes sont multipliCs par le 
sinus ou le cosinus de 2 Q j ces terms doivent donc Btre encore 
inaeiisibles aprh les intbgrations : on peut ainsi supposer dans les 
deux dernibres des Bquations (@),p==n, n Btant la vftesse moyenne 
nngulnirs de rotation de la tcrre autour de son troisibme axe prin- 
cipal. mais comma la discussion de la valeur de p est trbs-impor- 
tante, & cause de son influenw sur la duzde du jour j nous revien- 

c 
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drons sur cet objet , aprbs avoir ddterrniri6 les vczleurs de q et dc P, 

Faisons pour abdger , 
3L 
T~ {(Y’-Z1)).sin.8.cos.B+Yi.(cos.”B -sin,*6))= P; 
7.1 

3 L  - {XY.sin.B+XZ.cos.B}= PI; 
1,5 

les deux dernibres 6quations ( G) deviendront , 
d q + ( y . r p .  d t  = (C-B’. A dt .  {Pi cos. p --. PI. sin. p} ; 

(A- C) .pg. dt  =-. dt. {PI. cos. 0 +P. sin. Q}. (A-  C) dr+-  
B B 

P et PI peuverit &re dkvelopp6e en sinus et cosinus d’anglea crois- 
sans proportionnellement au temps. Soit k. cos. (i t+ e) , u.11 terme 
quelconque de F, et h’ . sin, (it + e) , IC: termc correspondant de P’ j 
on aura, en n’ayant Bgard qw’h ces termes 

Si l’on suppose dam ces Bquations , 
q = M.sin.(cp+i.t+e>+N;.sin.(cp-it-e); 
r = M’. cos. (q  + i t+ e) + N’. cos. ( q  -it- t) ; 

on aura en observant que d~ est B trbs-peu pres &gal ir n d t , 

M =  r; 
C?). (COB). { n. (A+ 23- C) + iB) 

(n $. i)” . A  B - n” . ( A -  C) . (B-  C) 

~T).(c-A). { n , ( A + B - C ) + i A }  
M‘= i 

1 (n + A B -  na.(A-- C) . (B-  C) 
f!). (C-B). { n. (A+ €3-C>-iB} 

i Jy=- - 
{n--i)”.AB--nS.(P- C) . (B-C)  
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’ Reprelions mnintenan t les Bquations du no. a6 du premier Livre , 
rEp-d-$.cos, 8 = p d t ;  
d 4. sin. 8 .  sin. g -d 8. cos. c =q d t ;  
d+. sin. 8 . cos. B +- d Q. sin. cp = rd t .  

Ces Bquations donnent , 

on aura doiic , 
dB = r d  t .  sin. rp- pdt.cos.cp ; 

MI- flltr dt = (;?. sin. ( a  cp + i t+ e)+ (“’:”>.sin. - ( a  p -it- e) 

(N-t N I-M-M’) . sin. (i t + e). 
0 

+ 
Nous pouvons nhgliger les deux premiers termes’ de cette exppes- 

sioii de -, parcs qu’ils sont iiiseiisibles cn eux-memes , et que 

d’tlilleurs , ils n’augmenient point par l’intbgratioii. I1 n’en est pas 
ainsi du troivihrne terme quc l’inthgration peu t reiiilre sensible si i 
est fort petit. Dam ce cas ,, on pcut ndgliger i , relativement A n 
el Yon ;1 

de 
d t  

€ort peu pres 

Les expressions. prbklentes de q dt  et de r d t , donnent 

’d’ou l’on tire 
d4.sin.6 =rdt.cos.~+qdt.sin.qr j 

4- (M + N+ N1) .cos. (it+ t) ; 

en negligeant Ies deux premiers terrnes de ceite expression ? qui 
sont toujourv inseiisibles , et  en suppusant i fort petit, or1 aura h 
Irks-peu-prb 

d4. sin. 0 = “,I‘,-”). &. cos. (it+ 1). 



319 M & C A N I Q U E  C ~ L E S T E ,  
lesquels P peut %e developper, e‘t par X,  A‘. sin. (it+ e), la somme 
dcs termes dam lesquels P ‘ peut se dhvelopper , z1 &ant la caract6- 
sistique des intcigraleu finieu j on aura 

-.sin.O d.4 . = ( “t; ”>. z. E .  COY. (i t + E). 
d t  

Ea integrant ces kquations , Bans avoir Qgard aux Gonetantes arbi- 
traires j on aura les parties de 6 et de 4 qui dependent de 1’a&n do 
l’astre L. Pour avoir les valeurs compl&teu de ces variables, il faut 
leur ajouter les quantitks qui dkpendent de 1’6tat initial du mou- 
vement. Si ]’on a’a dgard qu’k cet &it, les deux dernibres des &qua- 
tions (G) deviennent 

d g + ( y ) . n r . d t = o  ; dr+(;i--).np.dt= A-C 0; 

r =  . G.COS. ( ~ t + b )  ; 
n (B-C) 

G et 6 &ant deux constantea arbitraires , et A Btaiit dgd 

n. Si l’on substitue pour Q et r ,  ces valeurv 

dims 1’6yuRtion 
de - =r.sin.p-g.cos,p; 
dt 

on aura, aprks avoir int6grt.5, 

lz 6tant une nouvelle arbitraire. Si la valeur de G Ctoit sensible 
on la reconnoftroit par les variations journal3res de la hauteur du 
pblc ; et puisqw les obesrvations lea plus prdcisee n’y font remar- 
quer aucune variation do ce genre il en rthulte qus G est inscn- 

Bible 
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sible, et qu’aiiisi 1’011 p u t  nbgligcr les parties de et de 4, qui 
&pendent de l’6h.t initial ilu mouvcment de la terre. 

5. Repreiiom mailitellant les Bquations (W) du no. prdcd- 
dcnt. Lk proniibre donnc en fntdgraiit,  et en observant que 
2 6’. cos. (i t+ ; I ,  est le dbveloppeiiient de la fonctioii P‘ , 

cl. fP’d t .  ( A + B - a  a 
e =m- a n . C  

&es seuls nstves qui inljlueiit d’uiie nimiil;r.c sensible, sur les iwu- 
vcmens de l’axe de la, tevrc , soiit le soleil et la lune : considdroiis 
d’abord , l’aotion du soleil. Soit v la longitude de cet aetre conipt4c 
de l’dquinoxe mobile du priritemps ; soit encOre 3/ , l’inclinaison de 
cette orbite, sur le plan fixe, et A Ip longitudc de soil iiceitd asccii- 
dant lee angles v et A &ant mpportds A l’orbite rnbm du soleil j on 
aura 

X== ~ , . c o s P . - ; - . ~ ~ ~ . ~ + r l . s ~ r ~ s . - - . ~ ~ ~ .  7 Y ( Y - 9  A) ; 
0 

7 7 
a a Y =  r, .co~a.-.8~n.v-r, .s~n’.- .s~i~l(v- ~1 A) j 

Z = r,.sin. yosin. ( Y - A )  i 

il’oh l’on tire 

cos c .--.sin. ,Y 
a 

r,“ xz=- a 
. siii,y e 

Y 5’ 
a 4 

cosn.-. sin.(au--h)----. sin. ap.sin, A 
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Lime,  en negligeant les masses des planetes relativernent Ir cellc du 
soleil - = m”, et l’kquation l’ellipse donne L 

’ a3 

r dtnnt la longitude du perigee solaire j on aura donc relativement 
au soleil; 

. {XY.sin. O+XZ.cos.b) 3 L . d t  P’.clt = - 
ri5 

- - 3 m d v .  ( I  + e . c o s . ( ~ - r ) )  .{--pin.~+-;-.cos.~ X Y  xz f . 
r, L 

(1 - e*)% 

X Y  xz 
I ,  r, 

Si l’on substitue pour - et 7, leurs valeurs prbc6Jentes en u; 

on verra d’abord, aprbs avoir dkveloppd P‘dfi cn sinus de l’angle .v 
et de ses multiples , que les termes dbpenclans de la longitude r de 
I’apogGe solaire, ren , A s  ne peuvent 
pas devenir sensible pas cle meme dcs ‘ 

termes dependan8 de la longitude du nmud : la fonction 7, intro- 
3 m d v  duit dcsns P ‘. dt  , le terme - - . sin. 2 9. cos. 0 .  sin. A, et vu Is 
. 4  

lenteur des variations de 9 et dc A ,  ce t e r m  peut dcvenir par 
I’iiit6gration, trhs-sensible Jans la valeur de 8. On aura ainsi k 
trbs-peu pres, en observant que e et 7 sont fort petits, et en ne 
coriservant parmi les termes multiplids par ces yunntilt%, que 
ceux qui peuvent croltre consid8rablernent par les inlegrations , 

XZ 
r, 

3m 5inn 
4 a 

JP‘. d t  = - -. sin. 8 .  cos. 1 Y - - . COS, 8.. f pd t ,  sin. A. 

7 .  sin. A est le produit de I’inclinaison de l’orbe solaire, par Io sinrxs 
de la longitude de son imud ascendant ,, comptde de l’dquinoxe, 
mobile du printernps j et cette inclinaison &ant fort petite, on 
p u t  prendre pour p , ou son sinus, ou sa tangentc j or on A. vu 
clans le no, 59 du troiuibme Livre, que si Yon d6signe par r ,  la 
longitude dunceud ascendant de cet orbe, comptee d’un Byuinoxo 
fixe; tang. 7-sin.r est donne par un nonihre fini de termes de la 
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forme c.siii.(gf+C), et quetang.y.cos.r, est donne parleinbme 
mmbre des terines correspondaiis c.cos. (gt+c) j de plus, 4 &nit 
le mouvemeiii r4trogmhe des dguiiioxcv , h pnrtir de l’bquinoxc 
fixe, on a A = r + 4, ce qui doiiiie 

tang. 2. sin. A = tang. ?sin. r cos. 4 +tang. 7.  cos. r. sin.-$. 

Ensubstituant c.sin.(grt+g),aulieu detang.y.sin.r; et c.cos.(gt+G), 
au lieu de tang. y .  cos. r; on aim, 

tang. 7.sin.h = c . s i n . ( g t + E + ~ ) .  

On voit donc que pour avoir tang. y .  sin. A ,  il su&t cl’augmenter 
Tes aiigles des diffhrens termes de l’expression de tang. y.  sin. r, de la 
qiiantit6 4. On peut m h e  , en ii6gligeiunt les quantitds de l’ordre c”, 
8ubstStucr pour -,!. , le moycii mouvement dcs dquinoxes ; el alors , 
tang. 3.. sin. A , sera compose d’un nombre fini de termes de la forme 
c.  sin, ( f t t  C) , qui ne diffbrent des termes de l’expression do 
tang. 3.. ein.r, qu’en ce que les angles gt, sont augrnciit6s du lnoyen 
mouvenient des 6quinoxes. On trouvera de la nibme manihre, quo 
tang. y . cos. h sera compost5 du noinbre cocrespoiidant des terines 
do la forme c.  cos. (ft+ 6); ninsi e11 designant par S. c. sin. eft+ 61, 
la somiiie de tous les ternies de l’expression de tang. p . sin. A ; 
I’expressioq de tang. p. cos. A sera I;. c. cos (ft+ C) ; et ces quail- 
tit& seront encore 1es expressions de ?. sin, A ,  et de >. cos. A. On 
aura cela pos0 , pour la portie de fP Id t , dbpeiidante de l’uctioiz 
du solei1 , 

3m 3 rn. C pf&= --. sin. 8 .  cos. a u+ -. cos. 0. I:. 3;’ cos. (ft+g).  4 a .  

Considhroiis pr6seiitemcnt l’actioii de la lune, Eii ri6sigiiaiit par L: 
sa masse I et par a‘, sa moyenno distance ti la terre; en noaimant 
de p’ius relativcrnent h cet astre , m‘, u‘, r‘, e‘, A’, et p‘, ce que iioiis 
avons iiomrnb m, v r, c , A, et 2 relativernent ilu solcil, et faisant 

011 trouwra. par l’aiinl yse pr6c4clcnte 
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XY 
f 

La fonction - jntroduit encore dam l’intdgrale fP‘dt , le terfie 
3 mah 
-.sin.O. fyI’dt.siil.9 A‘, 

4 
Ce tcrme croPt beaucoup par l’intcigration j mais it est ais6 dc voir 
que malgrd cet accroissement , il r a t e  encore insensible j en sorte 
que les sculs termes sensibles que l’action de la lune introduit dam 
l’intBgraleJP’dt, et par consequent dans la valeur de 8 ,  sont ccux 
auxquels nous av‘ons eu egard. Quelques Astronomes ont intro- 
duit dans cette valeur , une petite in6galitd dependante de la lon- 
gitude du pBrigie de I’orbe lunaire; mais on voit par l’analyse 
prdcdclente , que cette illegalit6 n’a point lieu. Le moyen mauve- 
ment du pdrigke lulzaire % &ant double &-peu-prbs dh mouveirient 
des naeuds de la lune, un terme dkpendant cle l’angle 2 A‘+ r‘ pour- 
roit devenir sensible, quoiyue multiplie par er?” ; mais I’aziarysb 
prdcedelzte nous ’montre qu’il n’existe point de termc seniblable , 
dam I’intBgrde $P‘dt. 

Pour Qvaluer la fod-n-.CJ”y’d* 9 no 011s que 
dans tons Ies changemens qu’bprouve la position dc l’orbe solaire, 
I’inclinaison rnoycnne de l’orbe Iunaire sur son plan, resle tou- 
jours la mGme, cornme on le verra dans la tliciorie cTe la lune ; o i  
en supposant ce satellite mil sur Te plan mdme de l’orbc solaire , on 

2 , et A’= A 5 on a donc, eu dgard aux variatioiis de l’orbe 
coldire 

I_ *W*-X” 

C f y‘dt. sin. A’ = -2.  -. cos. ( ft+ C). 

Soit de plus, c‘, la tangente de I’inclinaison moyenne de l’orbe do 
la lime, sur celui du solei1 , et  - 7 t  -*C’, la longitude de son 
nmud ascendant sur cet orbe, comptke de 1’dr;uinoxe mobile 

f 

- 

pintemps j on aura en vertu de cette inclinaison , 
$3/‘dt.sin.nr= --; .co~,(ft+~’j;  C‘ 

f .  
en rdunissant donc cc-Y deux termcs, on aura relativoment 
lune,, 

A 3a 
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et Yon aura par les actions rduniee du solei1 et de la lune, 

A m' 
n i  cos. a Y + - . cos. 2 Y' 

c - (1 + A) nt. cos. e. z . -. COS, 

e. cos. (pt- e) 
f 

G DBtermiiions pr6aentement la valcur de 4 , et pour celtr , 
reprenoris la seconde des Oqlnations (N) du no. 4 en lui doniian t 
cet to forme 

I 

( Q  C-A-B)  d4.sin.O = * P . d t ;  
2n. C 

on a par le no. preckdent , reliltiveinent au s o l d  

Y'-ZR=-. cos4.-. ( l - c o s . 2 ~ ) - ~ - .  sin'.?. {~Cos.2hUCOS.(~~-aA)) 
r, * Y 7' ' 
2 a 4 

Y 
a P a 

.--.sin'.?. r,' { 1-cos.(2~-ah>} + 5. sin4.--. { 1-cos (2v-&A) 1 j 

+- -.sin.~.sin*.-.cos. 2,' (au-5A.l j 

r,a T 2  Y 
4 

Yz = - . sin. 22. cos. A- A, sin. 2. COS'.---. cos (2 P-A) a 5)  

Y 
a a 

on aura hone par I'aiiaIyse c ~ u  ineine no., en 116g1igcm1t ICS ~ ~ 1 i ~ ~ ~ ~ s  

de e et de p, et les quantitbs qui restcnt inseiisibles a p e s  l'inte- 
gration, 

3 ma 3 m  
a 4 

P. d t  = -. dt. sin. 8 .  cos. 8- -.sin. 8,cos. 8 .  d. sin. 9 v 

+ -. y di. cos. A. {cos.' e - sin.' e }  j 3 7nn 
a 

expression clans laquclle il ftyt substituer pour 2. COS. A , sa v a h r  

On irouvera par la mSrne aiizrlysc , que 1'011 a relativemelit A 1% 
z. c. cos. (,ft+ e). 

'J cine , 
3 A .  ml. Q , 3 h . &  

' .siii. d.cos.8-- sin. e. cos. B .  d .  sin. a d 
a 4 na' Pdt = 
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on aura par consdquent , 

Pour intdgrer cette dquation, nous observerons que la valeur de 8 
livest pas constante, et que ses variations skculaires dcviennoiit 
sensihles par l'intbgration , daizs le premier terrne de cetk cxpres- 

or la seule partie de la valeur de 8 , qui puisse acqu6- sion de x; 
rir une valeur un pcu grande , par la suite des sikcles , est celle ci , 

d.4. 

c'est donc la seule ii laqinelle il soit iibceusaire d'avoir Bgard : ainsi', 
en faisant pour _ -  

d4 

3 q "  c-;-") . (1 +A). cos. h = I  j 
4 n  

]e premier terrne de I'expression de -, deviendra en ndgligeant 
Ies quantitds de l'ordre cop 

I+ d'. tang. h. 8 .  --. COS. (f t+ c). 
I3 est inutile d'avoir dgard it la vnriabilitb de 0 ,  dam 4es autres 
termes de cette expression qui donne apr8s l'avoir int8grde, 

dt  

C 

f 

f &ant une constants arbitraire, 

forme, 
L'expression de 0,  du not prdcbdent, p u t  &re mise sous ceite 

I C  I A  
8 E J & n z . - * c o S * ( f t + k ) +  . c'. cos. ( f t  -/- k') f 
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En r6unissant ces valeurs do 4 et ds 8 ,  avec celles-ci p =n; oil 
aura tout ce qui*est ndcessaire pour ddterminer h chaqne instant, 
les rnouvernens de la term , autour do son centre de gravit6. 

7. Lcs valeure de -$ et de 8 sant relatives h un plan fixc; pour 
avoir ces valeurs par rapport it 1’Ccliptique vraie , considdrons le 
triangle sphdriquc fornid par l’ddip tiquo fixe , par l’dcliptique 
vraie , et par 1’6qraateur. I1 est ais6 de voir que la diffdrence des 

’ deux ,arcs intercept& &tre l’dquttteur et le noeud ascendant de 
l’orbe solaire, daiis cs triangle, est & trbs-peu pres &gale au procluit 
ds cot. e, par l’inclinaison de l’orbe solaire k l’dcliptique fise, et 
par le sinus de la longitude de son naeud ; cette diffdrence est doiic 
&gale ZL cot,8,1:,c,sin.(St+e); or si l’on iiornine 4, la distance 
de l’intersection de l’dcliptique vraie et de l’bquateur , B l’origine 
invariable , d’oh l’on compte l’angle .C sur lo plan fixe, on aura I 
trks-peu prks, 4 -4‘ pour cette di&rence j on aura donc 

-+--I= c o t . e , ~ . c . s i l i . ~ ~ t ~ ~ ~  j ’ 

d’oh l’on tire 

€A ( ~ 0 8 . ~  h - ~ i n . ~ h )  t 
( i + h ) . Y ‘  8in.h.cos.h am.( 1 +A) 

-.c‘.sin, ( f ’ t + C ’ ) -  .ain,w 4- 

I A  

a rn’ . (1 +A) 
.- . sin. P 9’. 

si l’on nomme eiisuite 0’ l’inclinaison de 1’CcIiptique maio 
l’dquateur ; on trouvera facilemelit 
sph6rique prkchdent , et en observant que 8’ - 8  est fort petit, 

011 nu;ra par consdquent , 

en considdraiit le triangb 

er-e ==x.c.c~s.  ( f t + g ) ;  
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variation seculaire de l’obliquit6 de l’kcliptique vraie , sur l’kqua- 
teur. Si la terre Btoit sphdrique , il n’y auroit point de precession 
en vertu de l’gction du soleil et de la lune j on auroit ainsi I = 0, e t  
la variation s6culaire de l’ohliquitd de l’bcliptique vraie , seroit 
8. c .  cos. (ft + C). On voit donc que l’action du soleil et de la lune, 
air le sphkroyde terrestre, change considdrablement leu loix ds 
cette variation qui deviendroit mbme prcsque nullc , si le mou- 
vement de precession d i  il cette actiQn, Btait Irks-rapide relati- 
vemeiit au niouvemcn t do l’orbe solaire ; car ce dernier mouve- 
rnent depend par le no. 5 , des angles (f-ZI,. t ,  dans lesquels lcs 
coefficiens f- .I, seroieiit alors trEs-petits par rapport ic I et ifj  

en BOrteque la fonctioq*x - . C. ces.(fi + c), deviendroit presque r-3 
insensible. Dans les suppositions les plus vraisemblables sur leu 
masses des planetee l’ktendue entiEre de In variation de l’obliyuitd 
de l’dcliptique , est reilpitc par l’action du soleil et de la lune , sur 
le sphdroyde terrestre, A-peu-prhs au quart de la. valeur qix’cllc au- 
roit sans cette action ; maie oette diff6reiice ne se inanifcstc vu’q- 
prks deux ou twis sihcles. 

pour le faire voir, developpons la fonction p . s-d c.eos.(~+t), (f ) 
par rapport aux pixissances dm temps ; elk clevient , en iiCgli$er?iit 
les termes au-delh dc sa premiere puissance, 

Le coefficient f- I est, comme on ra v u ,  le rnbme pour la term 
sappos6e sphdrique , que pour le cas oin elle diffkre de la sphere; 
la variation seculaire de l’obliquit6 de 1’6cliptic~ue, est donc la mdme 
pour ces deux cas, dam les temps voisins de l’dpoqpe. 

La Eqnctiori 8. { I t  ~ . tpng . ’h j . l z~ f ) .~o t .h , c . cos .C f t+6) ,  I 

4.‘ 
at, 

di: l’expression de - , donne la diminution de l’annde moyenne , 
pp rhduis,ant ptte  fonction en temps , iL raison de la circonfdrence 
eqtikre pour une qnnee, Ls diminution qui auroit lieu par I0 

ppuvemen$ 
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nioiivement de l’dcliptique , et en fuisant abstraction de l’action du 
solei1 et de la lune sur le spheroids terrestre ) seroit 

E. ( I -  f) . cot. k. c. cos. ( f t+ e) ; 
oette action change donc encore 1’6teiiclue de la varintioii de l’nn- 
n6e et la r6duit k-peu-pres au quart de l a ,  valeur qu’elle auroit 
sans cette action. 

8. Coiisiddrons prdsenternelit I’inflixence de cctte action , sur 
la duree du jour moyeii. Nous observerons d’absrd que l’axe ins- 
tantan6 de rotation ne s’8carte jamais du troisihne axe principal, 
que d’une quantit6 insensible : on a vu dam le no. a8 du premier 
Livre , que le sinus de l’mgle form6 par cgs deux axes est 6gal A 

v m  
c/p“--t. qrn+t’ 

__- ; or il est visible par ce qui prdcbde, que q et r sont 

insensibles et qu’ils n’ant J’iiiflueiice scnsible sur les valcurs dc 11 
el de 4, que par les iiitdgratioiis; 011 peut doiic toujours conibndre 
X’axe iustantan6 do rotation de la torre, avec sons troisibme ax0 
principal j et ses pbles do rotation repoildent toujours ti trbs-peu 
pres ) uux mQmes points de sa surface. 

D6terminons le mouvcment de rotation de la terre , autour de 
son troisibme axe principal. I1 egt t&i& de Yoir que p &ant 6gal it 
ClP d 4  - --.~os,Oj ii expdme ce mouveinent, Si dam les Bquatioiis (G) dt d t  
du 11’. 4 ,  on suppose A = B ,  cc qui a lieu, lnrsque la terre est yn 
sphkroi’de de rkvolution j In premiere da ces equations donne 
dp=o, et par condquent p 6gal h uiie constwte n ; imis ces 
Bquatioiis n’dtant qu’approchdcs rerativement I l’action de l’astre L;; 
now allons proiiver que l’dquation p = IC, a encore lieu, en aymt 
Bgard ii tous lee termes dus h oetto action.: 

Si, coniine duiis le 11“. a ,  on prend pour le plan des x et des,y, 
cclui de I’cSqualeus. j In  prcilii8re’des 6quntions ( D )  du iio. z , de- 
vicndrab ,, 

ot 1’011 a par lo no. 3 

dN 
dp =- i c 

- 



on aura par le no. 3 ,  en observant que par la nature du centre de 
g r a d e ,  S..ddnt=o, S.y'drn=o, S.z'dm=o; 

dN -=y.(%J+-). d V'  ' 
d t  

Y', Ctant le produit de L par la somme de toutes les molecules du 
sphdrui'de terrestre , divisder, respectiviement par leurs diatarices 
k L; il est clair que ce spheroxde &ant supposk de rdvoIution, 7' est 

le meme, lorsque z et fc*+y" sont lea mQmea j Yl est donc fonc- 

tion de ces deux quantitds j caqui donne-=o, etpar consdquent 

dp - 0 ,  ou p = n. Woili  donc un cas fort 6tendu dam leyucl le 
mouvement de rotation de la term autour de son troisihme axe, 
est rigoureusemen t unilormc, 

Dans le cas gknkral. ou les trois momens principaux d'inertie 

- 
BN 
dt 

mntin6gaux j le terme r i A ) . q r a t ,  - de lapremikre des dquations (a) 
du no. 4 ,  est insensible mcme aprhs sa double inlkgration , dam 
I'expresuion deJp d t ,  qui rcprbsonte le mouvemcnt dc rotation do 
la terre, aprks un temps quelconque. En effet, on a vu dans IC 
h0. 4 que Ies valeurs de p et de r ne renferrnent point de trBs I 
petits diviseurs qui ne sont introduits dam lee expressione do 0 e t  
de 4, que pas les intdgraiions j q et r sont donc de l'ordre Zc , en 
day ant Cgard qu'aux trQ-petits angles ddpendans des variations 

s4culaireu de l'orbe terrestre; et le terrne (BCA).gr, - est de l'ordre 

Pc'. (7). La double intdgration peut l u i  dormer un diviseur de 

Yordre Z', et alors il sera de l'ordre - . ca7 et par consdquont , 
insensible. 
Si dans le second rnernbre cleh prernihre des Bquntions ( C) on 

substitue au lieu de 0 ,  P et 4 , leurs valeurs donndes par une pre- 
mibse approximation j il suffira de n'avoir Bgaril qu'aux termes 

riA) 



P R E M I ~ R E  P A R T I E ,  L l V R E  \r. 525 
de ces valeurs , qui ont de trbs-petite diviseurs , et qui sont de la 

forme - . . . (ft+ e ) ,  f &ant un trbs-petit coefIlcieiit du nibnic 

ordre que Z. Mais ces tcrtnes substitu6s dais le second iiieiiibre de 
la premitre des Bquations ( G) , s’y trouvent mu1 tiplies par le sinus 
ou le cosinus de 2p, ct par I ;  aiiisi aprb  leur double intdgrntion 
dans l’expression de Jp d t  , ils restent encore insensilles. On voit 
clonc que dans le cas merne oh lcs trois momens A, B ,  C,  sont 
indg‘etuy , le mouvemeiit de rpiation de la term peut toujours &re 
suppos6 uniforme, ou , co qui revieiit au mGme, p p u t  toujours 
&re suppose &gal t i  uize constante n. 

9. C‘est ici lo  licu de discutcr les,variations du jour que les 
Astronoines iiornmentjour moysn. Le moyeii niouveinent sydbrcll 
dc la term dane son orbite, out uuiibrnie, comme nous l’avons 
ddmontr6 dans IC second Livre , no. 54. Si l’on conqoit sur cctte 
orbite, un secoiid soleil doiit. le mouvement et l’dpoqucsoient les 
inhrnes qiic le moyon mouvomont et 1’6poquo du lnoyen mouve- 
merit du vrai soleil j si Yon conqoit do plus, d a ~  le plan de l’dqua- 
tcur , un troisihme soleil, mA de mnni*i% qu’il ooincido avcc le 
second solei1 , toules 10s fofs gU0 celui-ci passe par 1’6quinoxc du 
printemps , et que sa distance h cet kquiiioxe , soit toujours &gale il. 

longitude nioyeniie du soleil ; l’iniorvalle de deux retours con- 
s6cutifs de co troisibme soleil , au mhridien, sera ce que 1’011 appelle 
jozcl* moyon. Si lo inouvement de l’kquinoxe , stir l’dcliptique vraic , 
&toit uliiforme, et si l’inclinaison de cette ecliptique A rCquateur, 
Btoit oonstarlte j le troisibme soleil sc mouvroit toujours unifornid- 
merit sur l’bquateur : mais les variations siSculaires du mouvement 
des dqixiiioxes et de l’obliquite de l’tcliptiqnc , introduisent dans le 
mouvernent de CB troieihme so ld  , de p ~ t i t ~  indgalitrIs dculuir~s 
que nous sllons ddterrniner, 

Qri n vu dans lc no. prdchdent, que la vitessc de rotation dc le 
terrs, peut &re supposdc Qale A une constants A of que 8011 axe 
instan tnnb de’rotation ne s’dcarte jamais d~ troisikrne axe priiiqi- 
pal 4ue #uno quantit6 imensible. Soit donc B ,  la vftesse angu- 
‘laire du troisibme solei1 que nous conccvons miI d a ~ s  le plan de 
]’I.quateur , et Y , sa glislapce il. l’iquinusd rlu printeinps rapport4 

H.lc sin. 
f cos. 

8s 2 



324 

h l’dcliptique fixe ; n - s sera la vftesse angulaire du premier axe 
principal de la terre, relativement ti ce soleil j et l’on aura 

dq-du= (n-s).dt. 
Mais on a par le no. 4, 

do =c ndt+&.cos. 8; 
on aura donc 

du = s d t+ d4. cos. 8 .  
-Soit Y’ la distance aiigulaire du troisitme soleil, A 1’6quinoxe r6e1, 
c’est-i-dire ti l’intehsection de l’eyuateur avec 1’eclip tique vraie. 

I1 est ais6 de voir par le no. 7 ,  que v-v’ est Bgal ii -- 2 et 

N !  fi C A N I Q U E C f3 L E S T E, 

(4 - 4’) 
COB. B 

~ . c . s i n , ( f t  + C) 
sin. 9 

; ce qui donne par consequent 6gal k 
E. C .fa C 0 8 .  (f t + 6) 

sin. 0 d d =  s d t+ d4. COS. 0 - d t 

Soit g t  , le mouvemeiit syd6ra1 du second s o l d  , sur 1’6cIiptiqnc 

vraie; g-k - d t  sera sa vPtesse angulaire relativement b, l’kquinoxe 

rkel; mais on a par le no. 7, 

d4I 

eette vitecise est donc Bgale ;i 
Q 
dt  

g+- - cot. e. E. c. f. cos. (f t+ e)  : 

d V I  
elle doit &re 6gale A dt ; on pourrEc donc au moyen de cc tte Bgn- 

lite, determiner E ,  et Yon aura 

En substituant pour d+ et 6, leurs vdeurs prdcddentes j on aura 

s = g+ 2. (1-cos. h )  

.c4cos. ( f t t  C) 
1 - C 0 6 . h  

.E. cf. sin. (f t+ c]. 
’+. 8in.h 
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Ls temps exprim6 en jours moyens, est Bgal k. f s d t  ; on aura doiic 
pour l’dquation de ce temps, 

P . c  
f’ - sin. I ” .  z . -. sin. (fi + e) 
J 

1 . tang. It+ -. c0t.h . c. sin. (fb+ e) f I 
t + (1-cos. h). 6. 

Cettc dquation rbduite en terqs , lt raison de la circonfdrerrce ~ P W  

ii8ro pour un jour, ne s’Clcvant qu’i quelques iniiiutes , dam uiie 
phiode de PlusieuFs millions d’anndes j sa consicldration est inutile 
t~ux Rstronomes, 

1 0. L’analyse des nm. pr6cddeiis, suppose la terre ent8ikrcment 
rolide : niais elle est wcouverts en grande partio , d’un fluide dant 
les oscillations peuveiit influer sur les mouvemens cte  me tcr- 
restre ; il importc donc d’examiner cette influelice , ct de voir si  
les r6sultuts que nous venons de trouver , n’en sont point nlt&r&. 
Pour cela , il faut determiner ce que l’action de l’ockan sur le spl+ 
roide qu’il recouvre , ajoute aux valeurs de d N ,  dW‘& dN“ d u  
n o .  1. On a vu dam le no. 25 du premier Livre, que P, Q, 6tan.t 
les forces ilont la molOcule d m  du sphbroide terrestre est animde 
paraIIblernent aux axes des X I ,  des y‘ et des zl) et en sens contraire ‘ 
dc leur origine , on R 

dN S. {Q.x‘-P.y‘).dm; 
at  
-= 

dN” 
d t  
-a 4s. {R.y‘-Q.z’} .dm. 

Voyons quelles son t les quanti t8s que l’nction de ~’OCQAM introduit 
dtliis ces exprcssions. c e  fluide ngit sur le sph6ro’icle Zerrestre i p r ‘  
sa yrcssion et pnr son alitractiqii; coneid%rons &par6 
effets. Rous supposerons pour plus de simplicitd, qu 
et clcs y‘ est lo plan mCmc de Ybqunteur , ninsi que nom I’UFOIU 
aupp0s4 dam le no. 3, 
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Dam M a t  d’dquilibre , la pression et l’attraction de l’ocdan , ne 

produisent auciin mouvement dam l’axe de rotation de la terre; il 
ne faut donc avoir Cgard qu’k l’action de la couche d’eau , qui par 
les attractions du solei1 et de la lune, se dispose sur la surface 
d’6quilibre qui terminerdit l’ocCan , sans ces attractions. Reprh- 
sentons par “cy, l’dpaisseur de cette couche, et prenoiis pour unite 
de densite, celle de la mer, et pour unit6 de distance, le rayoii 
moyeii du sphdroide terrestre : nous aurons ainsi h consid4rcr 
l’action d’une couche aqueuse dont le rayon inthrieur est. l’uniti? , 
et dont le rayon extdrieur est I -+ dy. Si l’on nomme g, la pcsan- 
teur ; la pression d’une colonne de cette couche, sera le produit de 
a g y  , par la base de cette colonne j ce sera par le no. 36 du premier 
Livre, l’excks de la pression dans M a t  du mouvement du fluide , 
sur sa pression dans l’dtat d’6quilibre. e 

Soit R , le rayovr men6 du: centre de gravitd de In terre, au point 
de la surface du spberoide , que oettc c;olonne prcsse ; soil (A. le 
cobinus de l’angle que le rayon R forme avec l’ax*e de rotation, e l  w 

I!aagle que le primmen6 par cot axe, el pnr R, forme avec l’axe 
des x’, Soit,enfin, u=o , l’dquation de la surface du sph6roi‘de yae 
remuvre la mer, tl &ant fonction des coordonnkes d7 J ‘ ~  z’, qui 
Jbterminent la position du point dont il s’agit j on aura 

* f = X , V / l - - . C 0 8 . * j  

y’= R .  r / q . $ i n .  v ;  
2’ = R.p, 

La base de la petite colonne que nous venons de considkrer, pcut 
h e  supposde &ale it R’.dfi.d.aj la pression de cette colonne est 
donc &goy. RY. dr-.. d Q, Cette pression est perpendiculaire ii la sur- 
face da spheroxde ; en la ddcornposant en trois forces parallbles aux 
axes des XI, des y’ et des z’, et supposdes tendre it augmcnter ces 
cookdonnhes; on’culra pour ms forces, par le no, 3 du preiriier 
Livre, 
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face du splidroids, est ,de cette forme, 

q &ant une fonction trhs-petite de x’, y’, z‘, dont nous n&,l*b ‘q iaerous 
le quarr8 j on a donc 

ce qui change les esprmions des trois forces pdcdderatos, dam 
celles-ci , 

x:l+yf*+zfa= 1 fay; 

u= x q y f = + z t ’ -  1 -.L P q ; 

si t4g.y. R“ . dfi . d a 
[x f - ($ ) } ; -  I . {Yf-($)}; 

* {s f -&) ) ;  

a %g.y.R”. d p . d a  0 - 
f 

9 gg.y. R .  ap .da 
f 

- 
on aura aimi , en n’ayant cigard qu’k ces forces 

variables K ,  p et m. Pour cela, nous observerons qixe 1’011 n 

Y’ 2’ R= L ~ ~ + p + i s ;  tang.-=-; E a E R j  
5 

(:’oh il est facile de conclurc , 
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d N  c l N  (EN r /  on aura ainsi en observant que dam les valeurs de -- -- - 
d t ’  d t 7  d t  ’ 

on peut en nbgligeant le quarrtS de 4, supposer X = I et $= 2 ,  

m dN dN’ (ENN 
Ddterminons presentement les valeurs de -- -- et - 9  rcla- 

d t ’  d t  d t  
tives h l’attraction de la couche aqueuse , sur le sphdro’ide terrestre, 
I1 est clair que si ce sphdroyde et l’oc6an qui le recouvre , forinoient 
une masse solide, il n’y Fturoit aucpn mouyemen t clans cctte masse, 
en vertu de l’attraction de toutes ses parties j I’oRet de l’attractioii 
de la coudae aqueuse sur l’ocdaii, ajjouid k l’eEet de son attraction 
sur le sphCrdide terrestre , est donc &gal et d’un signe contraire Q 
I’effet de l’attraction de la terrc eqtibre suy la couche aqueuse; 
d’o$ il suit que l’effet de Yattrwtion de aette couche sur le sphd- 
roide terrestre est dgal la somme des efletti de l’attraction de la 
terre entiere spr la couche, et de l’attraction de la couche sur 
l’ocdan , cette somme &ant prise avec un signe contraire, 

&a rdsultante de l’attraction de la terre ent ihe,  sur la pciite 
colonne ay.dp.dm, de la couche aqueuse, et de la force centri- 
fuge, est perpendiculaire tt la surface d’dquilibre de la rner j on 
aura donc ]’attraction de la terre erztibre sur cetfe cdoqne , en la 
Concevant animde de cotte rdsultante et de la force centrifuge prise 
avec un signe contraire,. La premibra de ces deux forces est la pe- 
,santeur g, qui h i t  &re rnultiplibe par la masse a y  . d ~ .  d w  , dc la 
Foldcule ; en supyovan$ donc que l’dquatio~~ de la surhce d’6qPi- 
libre de la mgr soit 

d*+yf34-zfB = 1 4 2 ~ ’  J 

dN dN’ dN“ 
dt d t  

,on aura par ce qui prhckde les parties de -, 7 et --$ re’iatiyeg 

ir wtte forge, .ep gbangeant dqvs lesl cxpressioxis pr6c6dentes cle ces 
guan tit&, 
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quantitcis , q cii /if. I1 fnut de plus, coin& 011 vient de Je dire, lcu 
prcndre avec .tu1 signe coniruire ; en les rdunissant ainsi aux 
expressions prdcdderites , et observant que q’- q exprime la pro- 
fondcur do la mer , que uous supposo11s Irks. petite , et que iious 
reprCsenterons par 7 ,  011 aura 

dN (2) ; - = - s, u 83‘. d p. daw. 
dt  

11 faut main tenant consid~rer l’cffct de la force ceatriruge prisc 
iivec un sime contraire, c& le rctqpclier de ces vuleurs, ce qui 
revient h leur ajouter l’efl’et de la €orce centrifuge. Si Yon d6signc 
pur n ? la d t e a s o  do rotatioil de la terre , la force ccntrifuge de la 
pet i te  colonne u y .  d p .  d.a , 8era 12%. V q j  eu la mu1 tipliaii t pur 
In masse de la colonne, on aura a it’y . dp. d m .  VI-$, pour la 
force cniibre. Cette force egt dirig.de suivant lo rayon du parallOle 
terrcstre j en la d6composunt en deux, l’une parnlltle aux E‘, et 
l’autre parallele auxy‘, an aura ttity.dp.da. Va-pa.cos.* pour 
la premiere, et u n y . d ~ . d l p =  v/1-icr’.sin.m , pour la seconile j on 

- 

- 

d N  dN‘ dNG 
aura donc pour les parties de -- - et -T--, relutives h 14 Eorce 
cenirifuge , , d t ’  d t  d t  

cc d N’ 
d t  
_L) == - $. an Oy . d p .  d*. p. v‘ x-+. cos. ; 

nous reste k ddtermiiicr I’cffcC de l’attraction dc la couclie 
aqueuse , sur l’oc8aii. Pour vela, reprthcntons par a U, In somirie 
des mol6cules de ccttc couclie , divis0es par lcurs distances rcspec- 

M ~ C A N ,  c b .  Tome II,  Tt 
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tives L une rnoldcule de l'ocdan *d&ermitiC.e, soit pm lcs quanti- 

dU dU 
t6s R , p et m, soit par les coordonnkes x',~' ,  z'j u. (z), a .  (27) 
et I .  (z7) seront Yes attractions de la couch0 sur cette molecule 

parall8lemen.t i ces coordonndes , ces attractions tendantes B les 
augmenter. .La masse de la rnol6cule est R'dR.dp.dla; on aura 

Jonc p u r  les parties de -2T, x, x, relatives k l'atlraction de 

M &  C A N  1 Q U E  C & L E  S T E, 

dU 

;EN dN' d N N  

la oouche ayueuse sur l'ocdan, 

Pour intkgrer ceg fonctirrns mlativomdnt k liT:, nous observcrons 
que la profondeur de la mer &ant suppostse trb-petite on peut 
supposer = 1 , et f R"dR = 9. Si, de plus, on change les diff6- 

dU d U  dU 
rences part ie~~es (2z), (G) et (z) en d'autres relatives aux 

variables .Z? w et  p , les fonctions precddentes deviendront , 0n les 
prenant avec un signe contraire, 

dN (EN' 
Sil'on rkufiit ces vateurs , aux expressioris pcartielIos de -- dt - at e t  
d N N  - , troavbes ci-desslms j 'on aura pour les expressions sntibres do . 

d t  
ces ytxantitC.s relatives h l'attraction et & la pression de l'ocean suli 
le spberoide terrcetre, 
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- 8 . d p . d p . d v .  { f ~ . c o ~ . m . ( ~ ) + - . ( ~ ) ]  p . a i n . a  dU 

- 8.rrn'ly.dp.d.a.p. l-pD.cos.=; 
vi- - 

Les inthgrales precedentcs cloiveiil hire prises depuis p= -1 , jus+ 
qu'i p=i , 0t depuis W = O ,  jusyu'k w 6gal it quatro angles droits, 
En iiit6grant'par rapport k m, on a 

or il est clair gu'auxileux liiiiites de l'intdgrde, ou m=o, et  m est 
8gaI h quntrc angles droits la fonciion agyy est la m h c ,  yuisque 
ces deux liinites appnrtieniient ai1 mOme point do la surface du 
sphbro'idc; oii a donc agy Y+ conetaiiie = o , et par consequezit , 

En int6grant par rapport ii ,u, on a" ' 

L'iiztbgralc doit &re prise depuis p = -1 jusqu'h p = 1 ; ory et y 

ne sont jamais infinis; airisi le radical V1-P. biant nul A ces 
limitell, o n  a B ces niCmes liiniics , . 

cc g.y 7. r/ 1 --EC' e sin. a p - t  constaiite = o j 

- 

- 
Tt u 



on trouve encorc , en intkgraxit par rapport B m ,  

dN dN‘ dN‘/ 
lcs expressions prbc6dentes de - , et -, devicndront ainsi, d t  d t  

I 

1 1 .  Bbterminons maintenant l’inflixmce de cee quantitds, stir 
les mouvckens dn sphkroi’de terrestre amtoinr de son cciitre de 
grauit6. Pour ceh , rcprcnons les &qualions ( D’) du no, 1. 9i l’on 
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ufgligc les quadtiti treo-petites r$).qr.di, f?). rp . d t  et 

(G9 .p p. d t ; si de plus, on observo qu'nyant pris pour les axes 

des x',desy'etclcs z', les ases principaux, ona Q=O, ct O=o ,on aura 
d N' d r = d -  dN d N N  

a p = T j  d g = T ;  1 J '  

On voit d'abord que lcs l.crmcs dPpci"dans de tr&s-petits angles, 
que conticnt d N ,  peuvent par l'int6gration, en produire de irks- 
grancls dniw la valcur de p ;  il est donc ndcessnire d'avoir dgard A 
ces termcs. 
On a vu clans IC no. 4 ,  que 

de - = r .  sin.9  COS. Q j 
d t  

a4 . -. sin. 6 = r .  cos. 0 + q sin. ; dt 

dd -- n - x  ; 
fit 

en faisaut. cloiic 
dJ .sin. 0 

d t  
= y " 3  

d NN . sin. ~ 1 -  -. cos. cp + ny". dt j dN' &" L -- c C 

tlN'.coa.+-dN''.~in,~ 
c et H' .  dt. sin,(it-t- e) ,  le termc carresporiduiit (IC ----- 

les termos correspondaus de x" et ilc y" scron?, 

-----; 
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&es termes dhpendans de trks-petits angles, ou dans lesquels i est 
fort petit, sont Oncore peu sensibles clans les valeurs de X” et de y‘; 
mais l’intkgration les rend t&s-sensibles dans les valeurs de 8 et 
de 4 ; et l’on a vu dans le no. 4 ,  que la precession et la nutation 
ddpexident de terms‘  semblables j il est donc essentiel d’y avoir 
Cgard. Ces termes sont produits par ceux de dN‘  et de dN”,  qui 
dependent d’angles trbs-peu diffdrens de nt; car en les multipliant 
par sin. Q, , et par cos. 9, il en rbsulte des terrnes ddpendans de trbs- 
petits angles j ainsi l’on doit faire une attention particulihre A ces 
termes, 

Le8 termes dans lesquels i est trbs-peu different de n, deviennent 
fort grtmds dans les valeurs de XI’ et de y”,  parw que le diviseur 
i*-n’, est olors trbs-petit. Ces termes rksultent de ceux de dN’ 
et de d N ”  qui renferment de trks-petits angles, et auxquels il eat 
nbcessaire pour cela , d’avoir kgnrd, 11s peuvent encore Qtre pro- 
duits par les termes de dN’ et de d N N ,  ddpendnns d’angle~ trh- 
peu diffkreno de ~ n t  ; en effct , si, par exernplc, dN‘ renferme le 
terme &.d$.sin.(2nt+vt+c), Y &ant trbs-petit, il en rdsultera 

dN‘.ein.qfdN‘’. c0s.p L ---, le ierme - ,d~.cos,(onl-~fyt+r),  C . B C  
dans la fonctiqn 

dN’.cos.pdN’’. 5in.Q L 
C 2c 

-,le terme -.~~.sin.(‘ant-Q$.vt+c). et dam la fonc tion 

Mais dans cc cas, E‘ &ant cigal A H ,  les expressiqns correspon- 
dantes ae y” et de x” perdent leur trbs-petit diviseur i- IC , et par 
conskquent , aont insensiblcs; On verroit de meme, qu’un ternie 
de dNN, de la-forme L.dt.cos, (a nt+vt+r )  , ne produiroit dans 
8” et y”, que des quantitds invensibles ; il ne f a d  donc avoir dgarcl 
dans les paleurs de d N ,  d N’, et dN”,  qu’aux termes @peiidans 
de trks-petits angles., ou d’angles trks-pcu diE6rcns de n t, 

Pour ilnalyser ces difldrens termes , il eat ndcessaire do rappeler 
les equations Ji@&rentielles du mouyement de l’ocdan, Consid6rons 
une molcicule desa surface, determinee ilans 1’8tnt d’dqsilibre, par 
les coordonnhes r. et m; concevons que dans l’Btat de mouvement , 
elle spit Clevde de la.qnantit8 ay , au-dessus de Is surface d’Cqui7 
librc , que sa latitude soit diniinueo de la yuantit6 u u  , et qizo 
1’aPglglc a soit aLigme$lld de dv. PifQrrimons encore (I lit dhclinaisoq 
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de l’astre L , r~ son ascension droite , et r, sa distance au centre de 
grayit6 de In tcrre, Soit 

3 L  
af= -. {COS. 8 .  sin, u +sin. 8 .  COS. u. cos. In- Q, -a i )  1 i Q‘,3 

on aura par les nos. 3 ct 4 du quntribrne L i n e  , ICs trois ciquations 
suivantes , 

ddu 

Si I’on ne considbre que les anglcs croissans avec une extrdme len- 
teur, 011 inddpendans de p ;  il cut visible quc la parlk defrelative 
h ces anglcs cut inddpendnnto de v ;  I C s  parties de y et de U, relit- 
tiires aux m h e s  angles scront donc elles-inbmes indbpendantes 
dc w ,  eii sorte qu’en ne considdrant qLle ces tcrlnes , on aura 

et par coiisrSqueiit , 
dN - = o ;  
d t  

01% a VLZ dms IC no. 6 du quulrihe Livre que reliiliveiiieiit ;tux 
termcs croissans uvec une cxtrhic lenteur , 011 geut s u p y o s ~  A 
tr&s-peu pres, 

o’=g. (Z) - (5) - (Z) ; 
Cctte dquntiofi est d’nutant plus kxacte, que ces terms varicnt 
avec plus de lenteur, et qu’ils ont? pur cons6queizt, plus d’influeoce 
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sur les mouvemens de l'axc de la terre j on a done relativemen1 h 
ces termes , 

-- = S. ar. ap, dv. V1-p~. sin.(qi- m). 
dt 

- dN'.sin.cp+dNN,cos.g 

dN' dN0 
Considdrons presentement , lee parties do E et de - t i t  

peiideiit d'angles trbs-peu diffPjrens de n t. On a 

qui d6- 
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et lorsque rg est Bgd i quutre angles droits. Pareillement , y v p u t  
&re siippos6 d6vcloppB dans uiic suite correspondante de termes de 
la fornit: M.sin.(it+sm+e(), M dtant fonction de p seul. Soient H' 
et dM', les valeurs de H et de M ,  relatives au iii6ine arc it, et qui 
correspondent it s = 1. Le coc1Ecient.i &ant suppos6 tr8s-peu diff6- 
rent de n , l'anglc i t -  + e , croit avec uiie lenteur extr6me ; en 
ne conservant donc que les termcs ddpeiiclaris de cet angle ; on voit 
que les tcrmes cie p u e!, do p 9 ,  duiiv lesquels s est diffdrent de 

. l'unitd , rcnferrneiit l'aiigle 'o daiis les iiit6grales prtc6deiitcs e t  
disparoissent ainsi par l'iqtdgration relative h Q; on a donc 

7 

S.an?y.dp.dv.p. /i-p'.sin. (Q+v> 

1 .  
Si 1'011 mu1 tiplie In seconde des Qquations ( I ) ,  par cLy,dp.&.sin. ( ~ h n ) ,  
et qu'oii l'ajoutc h la troisikme inultiplide par 

- 
a n s w .  sin. (it-+ e - 9). S. dp. (1 - =pa). H I  +p. Vc/-u~. 

7 

apedpedmepe r / l -ks.COS.(Qf '2J)  j 

En eubetitiiant pour pu et pour p v ,  l'ensernble de tous ~ U F S  

terrries relatifd h l'anglc it, et observant que i est suppos6 trts- 
peu dil%$rer de n; IC premier membre de cettc 6quation devientlra, 

on aura donc, en n'ayant dgard qu'aux termed dans Iesquels i est 
h trts-peu prds ~ . g d  h n , 
S. u ~ 9 .  dp. d.a. E*, r/ *-pa. sin. ( q  + m) 

- 
an". sin. <i t+ a - 0). S. d p e  { (1 - I H I  +p. r/ I--*. M' 1 j 

- 
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d’ob Yon tire, 
dN .sin. q+dN”.cos.,cp - 

= S. ape dp. dw.’Vi-pse sin. ( q  + a). (2) at 

Ces deux Gquations ont donc lieu, lorsque l’on n’n Cgard qu’aux 
angles croissans avec beaucoup de lenteur , et l’on a vu  prdcdclem- 
meat, que le premier terme du second membre de chacuiie d’clles 
renferme encore tout ce qui se rapporte m x  angles trks-peu di€- 
fdrens de n t 3 en sorte qu’elles ernbrasvent tout ce qui a railport 
8: ces deux espkces #angles, les seules qui peuvcnt influer sen- 
siblement sur les &uvamene de la term autour de son ccnlrc de 

gravitd. En rkunissant ces Oquations, k l’dquation - = 0 ;  on 

aura ce qui est necessaire pour determiner l’influence de la mer 
sux ces mouvemens. 

J’observe maintenant, que ces diverses Bquations sont les m4iiic:s 
que si la mer formoit une masse solide avec la terre. P o w  le fair0 
voir, dBterminons les vdeurs de d N ,  dN’,  dN”, relatives A la 
mer,  dam cette hypothkse. La valcur de Y clu no. 8 ,  est dgalc 

b tr&s-peu prks A -+ P.f- -y ; ce qui donne par le m4me a0., 

en‘ substituant R” d B .  dp.  d w  , pour drn , 

dN 
at 

L R” 
r, a 5 

c- S.aX4.ddR.dp.d.a. { st. (3) -y‘. (2)) 
d t  dY’ 

La pmfoncleur de la mer &ant supposh trhs-petite, et  IC rayon Ti 
&tan t B irbs-pcu pres 6gdl it l’uniik , on a relativemcn t i la mer, 

et par conut5yuent, 
SR“clR = 3/ ; 
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On trouvera de la mBme manibre, 

En transformant par le no. i o ,  Ies diffdrenoes partielles, en d'autres 
relatives aux variables R , p et 'IJ , on aura 

cc qui doniie 

et si l'on n'a Bgard qu'aux terrues oroiesane avec une extdrne lene 

teur dt = 0, Ces dquations sont les mQmes que nous avons trou- 

vdes ci-dessus ; d'ob rdsulto ce thBorQrne remarquabls , savoir quo 
b s  phe'nomclnes de la prdcession des dqztinoxes, e t  de Za nutation de 
Z'axe de la term , sont exactement Zes mdmes que si Ea rnerformoit 
une masse solido avec le sphdroi'de p'sZle recouvre. 
I1 exivte , copendant, un cas mathhmatiquement possible, dens 

lcquel cc tli6orAme cesm d'avoir lieu ; c'est le cas oh IC noyau tsr- 
restre recouvert par l'octhn, seroit €ora6 de couches sphbriques. 
XI est clair qu'alors , il n'y auroit aizcuu niouvement dam l ' a e  do 

dN 

Vv I 
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rotation du noyau, en vertu des attractions du solei1 et de la lune, 
et de l’attractian et de la pression de la mer ; puisque la rBsultante 
de toutes ces forces passeroit par le centre du noyau. Voyons ce 
q u i  empbche l’analyse prCcCdente , de s’6tendre B ce cas. 

Ides parties des expressions de a y  , e(u et u v ,  qui influent sur 
les mouvemeiis de l’axe terrestre , sont celles qui dbpendent dcs 
sinus et coviiius d’angles de la forme i t + w  , dans lesquels i est 
trbs-peu diffbrent de n; et 1’011 a vu dans le no. 8 du yuatri8rno 
Livre , que ces parties sont relatives aux oscillations de la seconde 
espkcc. Ces oscillations peuvent &re determinees d a m  ce cas, par 
IC .no. cit@ : i &ant tr8s-pea diffbrent de] n, les expressions de y ,  
71 et v I relatives h l’angle it+ m , sont de la forme 

2 I q  . k . p.. @- Y==--- / . cos. (it +m) ; 

k u 
1.- v = -  . -- 

z Zgq . (1- ;- - 72% v,i=p 

La profondeur de la mer est 1. (1-qp’) ; or oil a par le no. 34 clu 
troisibme Livre , pour la condition de l’dquilibre , 

5na.p . 
Q= (1o.p- 61% ’ 

cc qui rend infi.nies, les expressions pdc6Jentes de y , u ct Y ;  

mais cornme elks ne devienncnt infinies , que par la supposition 
de i - n = o ,  il en r6sulte qu’alors, y ,  u ct v ,  sont de l’ordre 

-. Ainsi l’on ne peut plus supposer dans 1’8quaiion ( 0) , comruc 
r -n  
nous l’avons fait, i = n, en diffdrentiant u et v , par rapport ELU 

temps 8.11 filut bans ces diffdrentielles, avoir dgnrd au factctzr i-n 
q u i  , multipliaiit les parties de u et de v , divides par i- n , donne 
des produits ind6pendans de i-n. Ces produits rendent ndlcs,  les 
parties de d N ‘  et de dN”,  ~elatives 21 l’aitraction et ii lu prcsvion 
de la mer sur le sphdroide terrestre. 

1 
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Nous observerons ici , que dam le cas pr$cddeiit y.  les oscillations 
de la mer dependantes de l’al~gle i t+ m ,  soiit trbs-graiides , lors- 
que i est trbs-peu diffdrent de n ; et’dest ce qui a lieu par rapport 
nux termes dhpendaiis du mouveiueiit des iioeuds de I’orbe lunairc, 
(i-72). t exprimant itlors ce mouvernent ; inais urie irks-l6gbre 
rhsistance dg la part du spliBroide terrestrc suffit pour diminuer 
coiisidkrablement ces oscillations. La iiier en vertu de cette rdsis- 
tance , agit horizoiitulenicnt sur le spliCro7de , et par cette action, 
elle influe sur les mouvemeiis dc son axe. On vorra dansle no. sui- 
vant , que dam ce cas qui est celui do In  nature, le thdorhme prO- 
cCclent subsistc. 

1 2. L’analyse prc‘:c&dciiic, qUc.iquc trbs - g&nriraJe, suppose 
cncore quo la mer recouvre en entier IC sphQroYde tcrrestre, que 
!;a profondeur cat r6gulibrc, el qu’elle n’dprouve poiill de rbsistaiice 
de la par1 du spli&ro’idc qu’cJlo i:ccouvrc. Ces suppositions n’ayant 
pas lieu dans la nature, on peut douter que le tlibordme prL&.leiit 
y’npplique exacteriient ii la 1 1 1 ~ ~ .  Coinme il est trhs-irnportaiit dam 
In tldorie dcs mouvemens de In terrc; en void una ddmoiistratian 
g6ri6ralo ,. qnellcs que soient les irrkgulnritds de l u  figure et de ]a 
~~rofondour de la mei- ct ICS rhistaiices qu’elle Bprouve. Pour 
ccla , je  vnit: rappcler le priiwipc dk la conservation des aires , qui a 
8th ddmontrb dans le cliapilre V du. premier L i n e .  

<(:Si 1’011 projclte sur un plail fixe, chaquo niol6culc d’m syst6rne: 
)) de corlis qui r6agisscnt cl’unc rnaiiibre quelconque , les uns sur 
1) Ies autrcs ; si dc plus , 011 xnbne de ces projcctioiis , k un point 
31 fixe prig si1r le plan, des lignes que nous nommeroiis ruyons 
n vocteztrs j la s~rniiic des produiis de chnque molkcule , par l’aire 
)) quo ddcrit son rayon T ~ ~ C ~ C U L ’ ,  cst proportionrielle au temps, 

en sorte quc si I’ou nomine A, ccttc soinme, et t , le temps, 011 

)) a(xra A= h t ;  h d h n t  ~ 1 1  cocficiciit constoiit 11, 

Cc principc a ,  dans la cjuestisn prdscntc , le grand wantage d’dtre 
dgnleiiient vrai , dans le cas oh le s y s t h o  Oprouvc d ~ s  changelncns 
briisques, comrrie cela a lieu p o w  la mcr doni Ics oscillaiioiis sent 
briisquement altdrdes pdr Ics frollciiicns ct par la rbsistancc dcs 
rivages. 

Si le systerne est sournis A I’action de €wces tltrangbres; A ne 
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sera plus proportionnel au temps t, et par consequent, 1’816rnent di? 
du temps &ant supposb constant, lavaleur de d A  ne sera plus cons- 
tanie. Pour determiner sa variation, on considerera toutes les 
plolhcules du systhme , comme &ant en reporl at isoleecr j ,  011 fers 
eiisuite une somme de tows les produits ds chnque molecule, p r  
l’aire que dbcriroit son rayon vecteur dans l’instant dt  en vertu 
des forces Btrangbres qui la sollicitent , et cette somme sera Bgale A 
&A ; car il rhsulte du principe que nous venons d’exposer , que In 
rCaction des diffhrens corps du syst6me ne doit rien changer it cette 
valeur de d’A. 

Concevons cela pose, uno masse en partie h i d e  , et qui tournc 
autour d’un axe quelconqine j supposons qu’elle vicnne h Qtre sol- 
licithe par des forces attractives trbs-petites de l’ordre a ) et qui 
laissent en repos , son centre de gravite. Si l’on €ait passer par cc 
centre un plan fixe que nous prendrons pour plan de projection , 
et que 1’011 fasse partir de ce mBme point , les rayow vccteure des 
differentes molecules ; la somme des produits de chaque moJdcule, 
par h i r e  qu’arxra dCcrite soli rayon vecteur , sera aux quantith 
prks de l’ordre a*, la’mQme que si la masse eht 6t6 eiiti&rement 
solide. Il suff i t  , pour le faire voir, de prouver que la valciir de 
&A sera la m&me dans la supposition de la rnasso en partie iluide , 
et dans celle de la masso entikrement solide ; or  si l’an considbrc 
qu’aprbs un temps quelconque , la figure de la masse, et la manihro 
dont elle se prescnte 4 l’action des forccs etrangbres , ne peuvent 
diffdrer dans ces deux hypotheses, que de quilntitbs de l’ordro d j 
rri l’on observe d’ailleurs , que ces forces ne sont elles-mQmes , que 
de l’ordre a ; il est ais6 d’en canelure que la diffdgnce des valeurs 
de d9A7 clans ces mbmes hypotheses, ne peut btre’que de l’ordre a’, 
et qu’ainsi, en nhgligearit les quantitks de cet ordre on peut sup- 

d A  poser Ies valevrs correspondantes de - Bgales entre ellcs dans . d t  ’ 
ces deux hypathhscs, 

Iwnaginons preuenternent, que la masse dont nous venons de 
parler soit la terre elk-mQme, que nous regarderons d’ubord 
comme un sph6rokle de revolution, trks-peu diii‘hrent d’une sphhre, 
et recouvert #UP fluicle de peu de profondepr. Paction rlu solei1 c; t 



P R E M I E R E  P A R T I E ,  LIVRE’  v. 343 
de la lune, excitera des oscillations dans le fluide et des mouve- 
iiiciis dam le spliCroYdo j mais ces oscillations et ces mouvemens 
doivent , par ce qui precede, Qtre cornbinds de manihre qu’aprks 

un  temps quelcoiiqae , la valeur de -? soit la nibme que si la term 
eot BtB enii0remeiit solide. Clierclioiis cl’abord cette valeur , daw 
cette derniPrc supposition. 

Soit ii l’origine du mouveinent , Q l’inclinaison de I’dquateur k uiz 
plan fixe que nous supposerons dtrs celui-de 1’8cliptique ti une 
dpoque donnee ; 4 l’aiigle que forme l’intersectioiz de ce plan et de 
l’hquateur, avec uno clroile iiivariable iiieiihe sur le plan de cetto 
Bcliptique , par le cciilre de gmvittj- dc la terre ; soit de plus, n t  le 
niouvemeiit de rotation de cettc plan6tc. I1 est clair que tous les 
changemens qui surviennent daiis le .mouvement du systeme , 
apr1.s le temps t, ddpendcnt des variations de e ,  4 et n. Supposoiis 
qu’apr6s ce temps, 0 se chaiigc en 8-1-aJ8,  .1 eii .C+ad‘.l., et n en 
12 + abn. On a vu prcSc6demmeiit que le8 sauls tcrrnes auxquels il 
soit n6cessairo d’avoir Bgard sont ceux qui croisvent proportion- 
ncllement au temps, ct ceiix qui &allt pModiques, sont muIti1)lies 
par dcs sinus ot des cosiiius d’a11gles croissans tr8s-lenterneni,, et 
diviubs par les coeEcicns du temps t, dans ces angles; 011 peut 
donc en ii’ayaiit Bgard qu’i ccs tcrmcs , supposer 8 ,  4 et n cons- 
tuns, cn diK6renlicmt la foiiction A. 

Coricevoris maintcnant que le plan fixe sur lequel 011 projette 
leu mouverneiis des ntol6culcs de la ierre , passe par son centre de 
grnvit6, siippos8 irnmolile , et form l’angle avec 1’Bcliptiquc 
fixe dont nous venons de parler; et quo l’intcrsection de ces deux 
plans, forme l’ungk C, ilvec la droite invnriablc d‘ou iious faisons . 
comineiiccr l’angle 4 : oii aura i l’originc, 

d A  
dt 

d A  
d t  
- = J!l, 

Mdtaiit fonct,ioii clc 0 ,  4, n , et des qiinntitds r)l et b qui d6tcrmiiieiit 
la position du plrin de projection. Api+s uii temps quelcoiiquc t ,  

on ntira - cn clinngcaiit clans M, 8, p ct n en 8-ka,bO .,/,+.#+ 
d A  
d t  

d A  dA - , la variution de - 
d t  d t  

c t  TI -1- a bn ; en ddsigriant donc pur e. 
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apes  ce temps , on ilura en ndgligeaiit les quantiths de l’ordre a’ 

Nommons C,’la somme des produits de chaque molbcule dc la 
terre, par le quam8 de sa distance B l’axe de rotation, et Y l’iii- 
clinaisoii du plan de projection, sur 1’8quateur terrestre j il est ais6 
de yoir que I’ah aura’ N= + n C. coa. Y; or on a 

cos. T= cos. y e  COS, 8 3- sin. y. sin. 8. cos. (G- 4) 3 

on aura ainsi , 
$ 8 .  {sin.3/.cos.8.cos.(g--.ll)-cos.7.61iii.e} 
+ $4. sin. 7 .  sin. 0 .  sin. (C- 4) k 6.-- =; dn C. d A  

dc 
-I- + C. 6 n. {cos. 7 .  cos. 8 + sin. 7 .  sin. 8 .  cos. (6-4)) j 

expression dans laquelle on peut , sans erreur sensible, dhtcrmi- 
ner C, comme si la terre Btoit une sphbre. Cherchons prdsente- 
incnt l’expreiision de Ja mbme yuantitd , dans le cas oh la tcrre est 
nn eph6roYde recouvert d’un fluide dc: peu dc prafondeur. 

Soient 66’, $4’ et J‘n‘, les variations de 8 ,  -4 et n, relutivemont 
au sphdroxde , en ne conservant dans ces variations, que les termes 
ou proportionnels au temps, OY multiplide par des sinus ou des 
cosipus d’angles crois:jans trb-lentement , et divisds par les coefli- 
ciens du temps, dam ces angles. I1 est clair, par ce qui pr6c&de, 

qu’il en rdsulte dam la valeur de -- , uiie variation h trhs - peu 
pres Bgcrlc ic 

a n C. (‘e’* {u Gin. 7.  COS. 0 . cos, (k -  4) - cos. 7 .  sin. e 1 

le peu de profondeixr du fluide periiiettant de rcgarder ici C, coniiiic 
reprdsentan t encore le prodwit de chaque molOcule &c la tcrre, par 
19 quarrb de sa distqnce k l’axe de rotation. Pour avoir la variation 

entiere de --, il faut ajoyter k la variation prdcddente , celle qui 

r6sulte 44 mouvement du fluide , et que nous ddsignerons par cr8.L; 
d A  

or vu que la variation entiere de -- eat $ale It celle que 

d.4 
ac 

I + 6 4 .  sin. 2. sin. 0. sin. (C- 4) 
‘+;a C. 6d. {COS. y e  aos. 8 +ein 7.  sin. 8. COS. (s-&)} 

dA 
at 

d t  ’ 
donne 
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donne l’dqualioii ( p )  , et qui auroit lieu, si le fluide qui recouvxe 
la terre , formoit uiie massc solide avec elle j on aura doiic en 
lant ces deux variations, 

‘+&C. { bn‘-bn). {cos.~.cos.4~si i~.~.s i i i .4 .cos . (~-~)}  +at&. 

Les seuls termes de l’expression de cc 6L, auxquels il faut avoir 
Qard , sont ceux qui soiit proportionnels au teinps , on qui ron- 
ferinant leu sinus ou cosinus d’anglcs croissans avec beaucoup de 
lenteur, soiit divis6s par les coeaiciens du temps, dnns ceshngles. 
Or1 peut dans le calcul dc ccs termes, n’avoir point Bgard RUX 

variations du mouvement du sphdroyde terrestre j parcc que l’in- 
iluerice dc ces variations sur In valeur cic a b L ,  est par rapport k 
CCIY variations elles-mi?meu, du m$me orcire quo le rapport dc la 
masse du fluide, ir colle du sph8roYde. On peut snsuite, dam IC 
cdcul des attractions du solei1 et de la lune sur la iller, ndgliger la 
partie de ces attractions , donl la rdsultante passe‘par le contre du 
sph&oYde, et qui tiendroit par consdquent , la terre en 6quilibre 
autour dc ce ccirtre , si la mer venoit it se consolider; car il est clair 

qu’en vcrtu de :cotto force, la variation de -- seroit nullo daw 

cette hypothkse , et par ce qui pr6cbds 1’8tat de fluiditd de la mer, 
ne pciit inllucr sur cette variation. Cettc parlic clcu attractions pro- 
duit clam l’ocdun , les oscillations de la premiere & de la troisiknie 
espbce, que nous avons considdrdes clans 10s no’. 5 ,  6, g et 10 du 
q u a t r i b e  Livrc. Quaiit A l’uutrc partie des attractions lunairc et  
solaire, an R vu dnns les no’. 7 et 8 du quutribmc Livre, qu’elle 
produit les oscillations de la seconde espbce , dont ddpend la riiflis- 
rence des deux niardcs d’un m h i c  jour ; or sans &re en &tat de 
dhwrminer ces oscillations, pour toutes les hypotllbsas de pro- 
fondeur et de densite de la mer, on R VU cependant dans les no’. 
citds, quo les expressions de ces oscil1:itions ne renfcrment iii 

termes proportionnels au tcmps, ni siiius ou cosinus d’angles crois- 
$ails IrBs-lentem.ctnt , divisds par les coefliciens du temps dms ccs 

d A  
d t  

MJ~OAN. c h .  Tome Ill: XX 
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angles; en dksignant doiic par x', y', z', les trois coordonnles rec- 
tangles qui dhtermihent la position d'une molhcule h i d e  que nous 
reprhsenterons par drn , relativernent au plan de projection ; E ' , / ,  

dx' dy' de' 
d r '  dt' x' z', ainsi que - ne renfermeront aucun terrne a m -  

X'dy'-y'd X' 
et 

d t  
blable , et cela est encore vrai, de la diffkrentielle 

(""' ;Y 'dd)  
de son integrale Sdrr~.  , &endue h toute la masse 

d A  
dt  

fluide : cette intdgrale reprdsentant la partie de - , qui est rela- 

tive au fluide , il en resulte que sa variation bL , ne renferme 
aucun terme de la nature de ceux dont il s'agit ; on peut cionc effa- 
cer 2 d'L de l'dquation ( q )  , ce qui la rkduit celle-ci, 

o = n. (6 e'-Je). {sin. y .  cos. e. cos. (6 -  4)- cos. 2. sin. 0 } 

t sin.?. sin. 8. cos. (6- 4)). 
-I- n. { 6 4- $4)- . sin.7. sin. 4. sin. (e  -4) 
+ (8n'- Jn). {cos. y .  

Cette kquation ayant liai , quols que eoient y ere; on peut y sup- 
poser d'abord e==&, et ~ = 0 ,  ce qui donne o=bn'-bn;l'dqua- 
lion prBchdente dcvien t ainsi 

o = (6O'-bOe). {sin. 7.  cos. 0. cos. (e-4) - c0s.y. sin. 0 1  

En supposant y = o ,  dam cctte dquation, on aura o = SB'--bB, 
et par consequent ami ,  O= 8 4 - 6 4 ;  on aura donc, 

+(bzC'-JbrrCj,sin. 7. sin. e.ein.(6-4.). 

S n ' z b n  j 68'=60 ; S&'=S,+; 

d'oh il suit que les variations du mouvement d n  sphdroide terrcutre 
recouvert il'un fluide, soFt Ics rndmes que si la mer formoit unc 
masse solido avec la terre. 

'Maintenant, il est facile d'ktendre la cldmonstration pr&c&Icntc, 
au cas de la nature, dans lequel la figure de la terre et la profon- 
deur de la mer sont fort irrdgulikres, et lcs ~ s c i l l i t t i ~ ~ ~ i  tlcs cuux 
sont altBrCes par UTI grand nombre d'obutacles j car tout se rdduit 
faire voir que ;$L, ne renfermc alors ni terrne proportionne~ au 
t e m p ,  ni sinus ou cosinws il'ang!!es croismns avec lenkiir, divisds 
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par le coeficient du teinps dam ces angles j or si l’on sc rappetle ce 
que nous avons dit dans les nos. 14 c t suivans du quatrienie Livre, 
011 wit  que les expressions des coorcloniicies des inol6culcs de l’ochn, 
ne reni‘erinent point cle termes semblables ; elles d6pendent, A IR 
vBrit6, des 818mens de l’orbito de l’nstre nttirant, et ces cil6niens 
croissant avec lenteur , introduiscnt dans les expressions de CCB 

coordonnGes, des tcrmes setriblables , mais sans &re divistSs par de 
trbs-petits coefficiens. J1 est donc gdnciralement vrai que de quclquo 
manibre que les eaux de la mer rPagissent sur la terre , soit par 
leur attraction, ou par Icur pression, ou par leur kottcment et les. 
diverses rksistancer, yu’elles dprouvent , e ~ c s  comduniquent i 
l’axe de la terre , un mouveinent it trbs-peu 6gal it celui qu’il ‘rece- 
vroit do l’action du soleil et de la lune sur la mer, si ellc venoit h 
former uiie masse solicie avec la tcrrc. 

Nous avons fait voir (no. S ) ,  que le moyen mouvemeiit de 
rotation de In terre est uiiiforme, dans la suppositioii oh cette 
planbtc cst eiitibreinent solitle , et l’on vient de voir que la fluidit6 
de la mer et de l’atmosyhdrc no doit point alt8rcr cc r8suJtat. Les 
mouvemens quo la chaleur du soleil excite dans l’atmorph~re , et 
d’oh nai!sent les vents aliscis , semblent devoir dimiiiuer In rotation 
de la terre : ces vents souflent entre les tropiques, d’occident en 
orient, et leur action contiriuelle sur la mer, sur les contiliens et 
les montagnes qu’ils rencontrent , paroPt devoir affoiblir insensi- 
blement ce mouveiiient do rotation. Mais le principe de la consep 
vation des aires , nous montre que 1’eEet total de l’atmosphbre sur 
ce mouvement , doit Otre insensible ; car la chaleur solairo dilsiant 
Bgalement l’xir dans tous les sens, elle fie doit point altdrer la 
somme des aires ddcrites par les rayons vccteura de chaque mo- 
1rScule de la terrc et de l’atmospli&re, et multipliees respectivemeiit 
par lours hiolcicules corrcspondantes; ce qui exige que le mouve- 
men1 dc rotation ne soit point climinu0. Nous sornmes donc assu- 
r8s qu’en mdme temps que les vents alisds diminucnt ce mouvc- 
inent les attires mouvemens de l’atmosphbre qui ont lieu au-delh 
dcs tropiques , I’accBlbrent cie la iii&mc qunntit6 On peut nppliquer 
] e  meme raisonnement aux treinblcmens de terre , et en gdntSrrtl, 
i t  tout ce qui p u t  agitor la term duis son inthieur et A sa surlttcc. 

xx 9 
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Le cl&placemeiit de ses parties peutseul a1 t6rer ce mouvemerit ; si, 
par excrnple , un corps placci au pBle, Btoit transport6 A 1’6qua- 
teur j la somine des aires devant toujours rester la m&me , le mou- 
verneiit cle rotation de la terre en seroit i x i i  peu. dimiiiuh; mais 
pour cine cela Elit sensible , il faudroit supposer de grands change- 
mens dans la constitution de la term 

13. Coinparons maintenant, la th6orie prkckdente , aux ob- 
servations, et voyons les consdquences qui en rhultent sur la 
Constitution du globe terrestre. Si dans I’expressioiz de 0 du no. 6, 

on r6cluit E.-. cos. (ft+ e), dam une sdrie ordonnee par rapport 

aux puissances de t ;  on aura, en ne conservant que la premibre 
puissance, 

IC 

f 

IC IC z. -. cos. (f t+ S) = x. -. cos, 6--1 t . E. c. sin. C. f s 
Prenons pour plan fixe, cdui  de 4’8cliptique , au commenccinen t - 
de 1’750, ou iioi~s fixcroiis l’origino diz tcmps 8. Le quarrd de l’in- 
clinaison de 1’~cliptiyuc vraio sur ce plan, &ant par le no. 5 ,  
{z.  c.sin. ( f t  + 6) 1 ”+ { x.  c. cos.(ft + C) } *, 011 a 

z.c.sin.G= o j X . C . C O S . ~ = = O ;  

ce qui donne, en nhgligeant IC quarr6 de ft, 

z.-.cos.(ft IC + 6) = r:.-.cos.c IC f f 
En retrancliaiit ce teixie, de I t ;  on aura l’inclinaiuon moyenne de 
Z’dyuatcur h I’GcIiptique , au commeiicement de 1750 : mais Ilc 
6 tant arbitraire, on peut supposcr qu’il exprime ccttc incliiiaison 

moyeriiie, et  alors il faut augmenter la valcur de I t ,  de x. --.cos.C, 

dam les aixtres termes de l’exprcssion de 0 ; mais vu la petitcsse de 
ccs termes, on peut se dispenscr de cette ophration. 0 1 1  aura ainsi , 

I 
IC 

f 

la valeur de 4‘ du no. 7 deviendra , 
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Eiifin j les valeurs de 4 et de 4’ des nos. 6 et 7 ,  deviennent , en 
comprenant dans I ,  tout ce qui muliiplie t ;  

m 
m‘ 

sin. 9 v+-. A. sin. a Y’ 4 d t -  
a l h c r  . cot. ~1 h. sin. ( f ’ t  + e’) ; 

Y rn. ( I  + A) 

m 
sin, 2 V + -. A,  Sin. 2 d 

rn’ 

+(l3.h).f 
.C‘= It-  t. cot. h,  L. c f. COS.C= 

Le tcrme -$.E. cf.sin.e de l’expression de e‘, exprime la dimiiiu- 
tioii shculnire actuclle dc l’obliquitc! de 1’6cliptique ; les observa- 
tions laisseiit encore de l’inceriitude sur cct objct. En prenaiit un  
milieu entre burs rhsultats, on peut fixer cette diminution h i64“,3 
clans ce sikcle j ainsi T reprdsentant uiie annde julienne, nous sup- 
poseroiis 

T. z: e c f. sin. 6 = 1”,643. 
Cetts dquation donne par la th6oric des planbtes , que nous expo- 
scrons duiis le Livre suivaiit , 

T. I;. cj’. cos. E= oN,247g4. 

Lcs obscrvatioiis donncii t B trks-peu pr6s la prdcession annuelle des 
4quinoxes dans ce sikcle , &gale it 154”,65 , partant, 

L’obliquit8 de 1’Bcliptiqueeiz 1760, a 8t6 observee de a6’,0796; C’est 
la valeur de I t ,  d’oh l’on tirc , 

I T = 155‘’,20. 

L’inclinnison moyciiiie do l’orbe lunaire A 1’6cliptique, est de 
. 5”,7 I 88 , ce qui donne , 

c‘ = tang. 5 O , 7  188 j 
jf’T est lo mouverncnt s y d d d  des nceuds de l’orbite lunaire , 
peudant une ann& julieiiiie, et les observations donnent 

rit1111&c sy&r& &ant de 365’q,a56384 on r?. 

ZT- oN,/47g4. cot, 7&= 164”,65. 

f ’ T  F 915063”; 

~000.365i~,a5 = 5gyo,gg30. 366j -,a56384 
m T= 
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Enfin, les observations doiinent m'= rn. 0,07480 , et les observa- 
tions des mardes nom ont donne dans le quatribme Livre, A = 3 j 
cela pos6, les valeurs psbcddentes de e, e', et +', deviendront 

8 =26°,~7963131",~56.~~~. A'+ 1",341 .COS. ~ V + O " , ~ O O . C O S .  2 ~ ' ;  

8' = 26",07g6-i.1",543+3 ~",o36.cos,~'S.~'',34~.cos,z~+oN,~oo,cos.z~'; 

4 = i . I  5 5",20 -c 57",998. sin. A' - Y,o88. sin. 2 v - 0",23 1 . sin. 2 u'j 
+'=i, 154",63-57",ggti.sin. A'-3'',o88.si~.2u-0'',231 .sin. 2 d r  

i &ant le nombre des annkes juliennes Bcoulkes depuis le commen- 
cement de 1750, et A' &ant la longitude du nceud ascendant de 
yorbite lunaire, 

Si l'on nornme u l'ascension droite d'une &toile, et 8 ,  sa ddclinai- 
son, 8 &ant nCgatif, lorsque la declinaison eat austrde; si l'on 
ddsigne ensuite par 68, #e', $4, #+I, bu et bs , des variations trh- 
petites de 4, e', 4, 4, r! , s j on trouvera par les formules di@reii- 
tiellea $e la trigonamdtrie spbkrique 

$ 8  = IP4C,sin.B.cos,u3.bB,sin.u 3 

tu = 6.1.~0~.6fG,C,siq.8.tang. s.sin,u-d'Uang, S.COS.V - -. B , C ~ ~ C O S . G ,  

On ppurra ,* au moyen de gee formulee tranclporter ICs catalogues 
d'dtoiles , $ m e  kpoque k une autre peu CloigfiBe ; mais pour plus 
#exactitude, il faudra prendre pour 8 ,  u et 8 ,  ICs valeurs qui 
correspondent au, milieu de ]'intervallo de temps cornpriv entre ces 

~. 

iT 
8in.h 

zt i .  o",6az48 : ces valeurs de 6s et de 6u, donnent 
$5. {cos. ~+ain.%.tang.s.~in.u)--(6u+i.o",6a~~8) .sin.B.cos,v 

cos. 0 .aim. v + sin. % tang. q 

J's.tang.+.coe. u + ( $ v  +i.o",6aa48),sia.u 
COS. 6 ,  sin. v + sin. 6. tang.# 

i $ e  == - 
- 7 

Les variations observdes de l'ascentlion droite et de la d6clintlison 
des dtoiles , ferorit ainsi connoitre celles de B et de 4. C'est de cetto 
qnanikre que Bradley a reconnu l'inBgalit6 principle de 8 ,  dksi- 
g d e  par le pqn de nptaGio?zc et qui dbpend de Ja longitude du 
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nmud de l’orbite lunaire. Ses observations lui ont donne a7”778, 
pour le coefficient do cos. A‘, dam l’expression de 8 ; Maskebyne , 
pur una discussion plus exacte encore, des memes observations,, 
a trouve ce coefficient 6gal 29”,32 1, e t  nous i’avons trouve par la 
tldorie , Bgal h 31”,036 j la petite diffdrence est clans les limites des 
err&urs des observations qui s’uccordent autant qu’on doit le sou- 
hailer, avec la loi de la pesanteur universdle. On les lferoit coin- 
cider exactement , en dimiiiuant un peu la valeur de A ,  que nous 
avons suppostse 4gale B 8 on pourroit meme d6terminer cette 
valeur , par ces observitions; mais les yh8nombnes des mardes me 
paroissant la donner avec plus d’exactitude, le coefficient dont uous 
venons de parler , doit trbs-peu diffdrer de 31”,036. 

Le mouvemen t rB trograde .C des 6quinoxes , sur l’dclip tique iixe , 
est produit par le mouvement rdtrograde du p61s*terrestre, sur uii 
ccrcle parall& k cctte 6cliptique ; ce second mouvemeiit est 8gal R - 

I A C ’  cos.ah 4. sin.l~, ou h It. sin. h - (I+A),S *- cos.h .sin, A‘, en ne consid& 
rant avec Ies Astronomes que la plus graiide des in6galitds pdrio- - 

1:t c’ 

t a + A ) . . r  cos. A‘, de 8 ,  indique daiis le p61e diqucs de +. Zl’inBgalitd 

torrestre, un nioiivement d a k  le m z s  du cercle de latitude qui 
passe par ce pale. Ces deux ~nouveineiis peuvent Qtre reprbsentks 
de celte manibre. On congoit le p81e de l’dquateur , rnA sur la cir- 
coiifdreiice d’une petite ellipse tniigente k la sphhre celeste, et dorit 
le centre, que 1’011 peut regarder coinme le pAlc rrioyen de 1’8qua- 
teur, ddcrit uniformhent  , chaque annhe, 155’’,f10 d n  purdl&le k 
l’dcliptique fixe, sur lequel il est situ& Le grand axe de cette ellipse, 
toujours tangent 81.1 cercle de latitude, ct dam IC plan de ce grand 
cercle , sous-tend un angle de 6a”,1; IC gi-and axe est au petit axe, 
cornme le cosinus de l’obliquit8 de l’dcliytiqua, est au cosinus du 
double de cette obliyuitd j cc petit axe sous-tend par convdquent 
un angle de 416//,3. La situation du vrai pBle de M q u a h r  sur cette 
ellipse, se ddtermino ainsi. On imagine sur le plan de l’dlipse , un 
petit ccrcle qui a le m&me,+centre, et dont le cliarndtm est dgal h son 
grand axe ; on congoit encore, un rayon de ce cercle , mQ unif’r- 
rn6mcnt d’un mouvement retrograde, do mmikrc que ce rayon 
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coincide avec la moitik du grand axe, la plus voisine de l’dclip- 
tique, toutes les fois que le noeud rnoyen ascendant de l’orbe lunaire 
coincide avec I’Cquinoxe du printemps; enfin de l’extr9rnit8 de ce 
rayon mobile, on ubaisse une perpendiculaire sur le graild axe de 
l’ellipse ; le point oh cette perpendiculaire coupe la circonfkrence 
&e cette ellipse, est le licu du vrai p81e de I’Cquateur. 

Jusqu’iEi les Astronomes n’ont point eu 6gard aux inbgalil6s 
dkpendantes de l’angle f~ u; inais vu  la prdcision des observations 
modernes , ces in6galitds ne doivent point &re ni-glig&es. 

14, Keprenons la valeur de Z, trouv6e clans IC no. 6, et  pour 
plus cl’exactitude , cons6rvons les quilrr6s des excentricit& ct des 
inclinaisons des orbites j 011 aura, 

I 

+ A .  J 
3m 

a.  (1 - era)= 
,tYT = -.mT. cos. I t .  

4 n  

c Btant l’excentrjcith de l’orbite solaire, e‘ &ant celle de l’orbitc 
lunaire, et p &ant l’inclinaison de l’orbite lunaire i l’dolip tique. 
Les &seryatioIio dam-, . 

P e=0,0~6814 j d=0,0560368; 
VYb - est le rppport dv jour syderal Zt l’annde syddralc, et ce rapport 
est egal 0,00273033; on aura ainsi, 
n 

ZT=( aC-A- ”>. { i $ - h . o , g g ~ o ~ o }  .781’6”,30. 

*On peut supposer sans erreur sensible, par le no. pr&c6dei]t, 
IT= 155Na2oj on Qura donc, en faisant ~ = 3 . ( 1 + 6 ) ,  

a C-A- l3  0,00519323 -, C 1 I- 6 1 0,748493’ 
On a i, fort peu pr& par le no, 2 ,  

n C- A - B 
c 

2 e , ( h -  i q ) .  $ . p  a”.  da 
J. p a4. d rc i -- c c 

il est remarqutable,que la valeur de h”” du mdme no., n’entre point 
dans cette bquation j -d’oh il suit que les mouverneris de la terre 
autour de son centre de gravitd, sont lee mbmes que si elle &toit 
un ellipsdide de rbvslution doiit cc i’z seroit l’ellipticit0, $ CLP &ant 

GfjUl  
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k +, la comparaison des deux expressions prhcddentes de 

QC-44-I3 - , donnera C 
o,ooaZjg661 .S.p . d d a  

&=0,001~301 f 
(I  + c.  0,748493). s a  p as * d d  

On doit supposer, conformBrneiit aux loix de l’hydrostatique, que 
la densit6 des couches dii sphdroidc lerrestre, diminue du centre h 
la surface , -et  dam ce cas, S. p.  a4da est plus petit que f . S. p a’da ; 
en faisant doac e= 0, wnformement gux observations des marBes, 
la valcur de ah sera moindre que 0,0032881, ou que j&. Si la. 
terre est eIIipiiqiic, u A  exprime son ellipticit6; on ne peut donc 
pas supposer cette ellipticitc! plus grande que *. Cettc fraction , et 
cellc-ci h7 soni Ics Iimites de cctte cllipticith , qui r6sultcnt des 
phhomknes de la precession et de la nutation de l’axe terrestre. 
On a vu daiis le troisibwe Lime , que LL h= f e q ~ ,  clans l’hypthbse 

de l’homog8n&t8 de la terxct ; ce qui doniie cn vertu de l’iquation 
precddento, 5 CSgul i\. Sort peu p r S  k- + et par consequelit, A = f .  
Cetto valeur est trap doignkc de satisfaire aux phCnomEnes des 
mardes , pour pouvoir &re admise. Dans ee caa , la nutation ne 
seroit que $de la prdddcnte, et par consdquent de !&“,I, ce qui 
diffbre tcop des observations aatronomiques, pour &re admis j @in& 
ces observationv et celles des m a r h  concoureiit A faire rejeter 
I’hypothbse do la terre homogbne. D0jlt, les observations de la lon- 
gueur du pendule k secondes , nous ant conduits i ce dsultat , dam 
le troisikme Zivre : elles nous ont doiin0 nu plus, pour la valeur 
de a It. Cette fraction &ant moindre que k; on voit que les obser- 
vations de In longueur du pendulc, se concilient trhs-bien , avce 
celles de la nutalion e l  de la prdccssion et avec les observations 
des niardes. 

Pour mieux saisir l’ensernble des phdnombnes qui tiennent B la 
figure de la terrc et leur accord evec le principe de la pesanteur 
universcllo ; rappelons les divers rtjsultata auxquelcr nous sommes 
parvenus sur la nature des rayons terrestres. 

L’expression du rayon d’un sphkrdide quelconque trbpeu U- 
fdrcnt d’unc sphkrc, peut Qtre mise sous cetts forme, 

lSu. {Y(’)+Y(”,-t-Y(3)+Y(4)+ &e.} .  # 

NIBCAN. CIIJ,. Toma IL YY 



354 M E C A N I Q U E  C h L E S T E ,  
Si l'on fixe relativement h la terre, l'osigine de ce rayon, au centre 
de gravid de la planbte; on a vu  dans le 11'. 31 du t ro is ihe  TJiVre, 
clue les conditions de l'dquilibre de la mer ,  iloniicnt Y ( ' ) =  0 ;  ce 
qui rkduit l'expressioii du rayon terrestre , A cette forme, 

I + d .  { Y@) + Y ( q -  Y(h)+ & c . ) .  

L'd tat perlrianent de l'dquilibre de la mer, exige que l'axe de rota- 
tion de la terre , soit u n  de ses axes principaux, et pour cela , il faut 
par le no. 32 ilu troisieme Livrc, que Y soit de cette forme , 

- li, (/A=-;)+ It"". (I-$). cos. 2 .m j- 

7c et h'"', &ant deux constantes arbitraires que ]'observation sedo 
peut ddtcrrniner , et qui dependen1 de la constitution du globe 
te rrestre. 

Ces rdsultats sont les seuls que fournit 1'6tat permanent de l'dqui- 
libre de la terre; ils sont communs it tous les corps cklestes que 
recouvre un fluide en dquilibre. Les observations sur la longueur 
du pendule k secondrs, ont donn6 de nouvelles lumibres sur la 
nature ilu rayon terrestre : elks nous ont ilppris que la constante IL 
est k fort peu pres dgale k - o,oozg78, par le no. 4a du troisibme 
Livrc j que la constante It"/' est insensible relativement B h; que la 
yuantit6 Y ( 3 )  + Y(4) -t &c. est pareillement, trks-petite relative- 
rnent it Y('); qu'il en est de mbme, de la premiere difE%rence de cette 
gumtit4 , par rapport 21 celle de Y@); et qu'ainsi 1'0n peut , duns le 
calcul du rayon terrestre et de sa premibre dif%rence, lui supposcr 
sans erreur sensible, cet te forme , 

1 - o,ooag78. (po- f ) .  

Les rnesures des degrds desrndridiens font voir que cette supposilioit 
ne doit pas s'dtendre jusqu'aux secondcs diffdrences du rayon ter- 
restre, et que la fonction Y (3) + Y(4) -+ &c, acquiert par uno seconde 
diffdrentiation , une valeur sensible. 

Le phdnomhno de la pr6cession des 6quinoxes et de la nutation 
de l'axe terrestre, ne d6pcnd , cornme on l'a vu,  que de Y (') j il 
ne dgtermine pas la valeur de h ,  mais il donne les limites entre 
lesquelles cette valeur est comprise: ces limites sont & et & j  In 
valeur prkcddente qui r6sulte des observations sur la pevilnleur , 
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tombe dans ces liinites; elle inclique de plus:, uiie diininutioli dam 
la clensitddes couches dusph8rdidc terrestrc, depuislc cciitrcjusyu’li 
la surface, sans nous instruire cependnnt , de la vdritablc loi de 
cette diminution doni I’existencc est proav6e d’aillcurs , soit par In 
stabilit6 de I’kqnilibre des mers , soi t par le pcu cl’action des mon- 
tagnes sur le fi1 h plornb , soit enfin, par les principcs de l’hyilros- 
tatique, qui exigent que si la terre a btd l~i~irnilivcnic.1~1 fluitlc, ~ e s  ’ 
parties voisines‘ciu ccntre , soient en meme temps, les plus cicuses. 

Ainsi , chaque phhont&nc cldpeiidant de la figure dc la tcrre,  
11ous 6clnire sur la nature du rayon terrestre, ct I’on voit qiz’ils 
sont tous, parfuitement d’accord entr’eux. 11s tie sufisent pus, A la 
v6rit6, pour nous faire connoftre la constitution inthicure de In 
terra ; maiv ils indiquent l’hypotlibse la plus vraisemllablc , cellc 
d‘une dcnsitd ddcroissante du centre A In surfaoe. La pesnnteur 
universellc cut done la vraic cause de ccs pli&1omi3nes ; ct si ellc no 
S’Y mariikste pas d’une maiiibre ausui prkcise, quc diuls les mouvc- 
nicns plnii6t:tires j cela vient de QO que*les iri6galitds de la force 
attractive dcs plan&t.es, qui tiennent aux petites irr6gnlnritds de 
leur  surface ou de leur in-tdrieur chparoissent A de grandos dis- 
tances, et ne laissent nppercevoir que le simplo pliknorn&iie ctu la 
tciidancc mutucllc de ces corps, vers leurs ccntres de gravitB. 

L’hypothBsc de Bouguer, que iioim avoiis exnmin6c dans le no. 55 
du troisikmeZivre, donne a 18 = 0,0054717, ou + , co qui s’8loi.gnc 
trop de la limite & pour btre adlnissible; ninsi les ph6nomDnes de 
la prdcesuion et clc la nutation concourent avec lcs observations du 
pendule, k hire rejctcr cette liypoth&se. 

Y y  0 
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C H A P I T R E  I .$. 

Des moupernens de la lune autour de son centre de grauite’. 

I 5 .  LA lune, en tournarit autour de Ia terre , nous prksente tou- 
joars it fort pcu prks , la mQme face; ce qui prouve que son moyen 
mouvement de rotation, ervt exactement 6pal it son moyen mouve- 
znent de rdvolution , et que son axe de rotation est presque perpen- 
diculaire au plan de l’dcliptique. Les observations du mouvement 
des taches de la lune, conduisirent :llorniniq,ue Cassini, t i  ce rdsultat 
remarquable , savoir que l’dpuateur hnaire est inclind d’environ 
278’ au plan do Z’dcI++tze, et yue b nemd descendant de cet dqua- 
iteur, coLizcide constammsnt avec k nceud ascendant de Forbite 
Eunaire. Tobie Mayer a confirm6 depuis ,, ce resultat, par un grand 
nonibre d’observations qu’d a faites hi-meme vers le milieu de ce 
sibcle, et qu’il B discutdes avec tout le soin possible : seulepent , il 
a trouv6 Ilinclinaison de 1’6quateur lunaire it 1’6cliptique , moindre 
que Cassini ne l’avoit supyosde , et de ~ 6 5 ’  ; et pour ddtruire le 
soupqon que cette inclinaison a pu dirninuer depuis le temps de ce 
grand avtronome , il assure avoir recoanu par lev observations de 
ce temps , qu’elle Btoit la m6me alors , qu’aujourd’hui , c’est-Mire , 
de 165’. Voyons maintenant ce qui .doit r6suker A cet 6gard , de 
I’action de la terre et du solei1 , sur le sphdroyde lunaire. 

1 6, Considdrons d’aiord l’action de la term , et reprcnons pour 
ce l~ , l e s  Bquations ( G) ilu no. 4 qui s’appliquent Bvidemrnent ti la 
lune, en observant qu’alors L reprdsente la terre, r, son rayon 
vecteur men6 du centre de la lune, supposd immobile, et que 
X, Y, 2 sont les trois coordonndes de la terre , rapportkes b une 
6cliptiyue fixe passant par le centre de la lune. L’angle B &ant fort 
petit , nous nkgligerons son carre et son produit par 2; nous 

‘s, 

I. 
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dgligerons pareillement , le produit r i f ) : r q ,  - h cause de la peb . 

titesse des trois facteurs r$), r et  q : les Byuations ( G )  deeien- 
dront ainsi, 

Si Yon nomme Y , le mouvement vrai en longitude, de la terre vue 
de la lune, ce niouvement &ant rapport6 au noeud descendant de 
1’6quateur lunaire j on aura, en negligeant le quarre de l’inclinaison 
de l’orbite lunaire A l’dcliytique , 

X= r,ecos.u j Y=r , . s in .~ ;  

la premihe dos dquations (G‘) devient ainsi , 
dp = ’*. a r,s r$). sin. (a y- a 9). 

Pour intdgrer cette Bquation ; nous observerons que si l’on dBsigne 
par m , la viteese moyenne angulaire de la terrc , autour de la lune; 
son moyen mouvement eera f m d t ,  et l’on aura 

u=Jmdt+4+Hesin,n+ &c. j 
N.sin.n+&c. , exprimant leu inBgalit68 de v ,  ordonndes par rap- 
port au moyen mouvernent. Soit 

u= p - 4 -  fmdt; 
on aura 

a v- sq = -9 u+ a No sia. n+ &c, ; 
et par consequent 

sin. (a v - P p) =--sin. o u- alY.cos. a u.sin.n -&c. t 

Si l’on n6glige le quarr6 de 0 on LL par le no. 4 ,  
dlp - d 4  

P =  d t  ; 
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parlant, 

. d p - a a u  d m  
d t  din +xi 

la premiere des dquations (G') prendra donc cette forme, 

9 .  (7). sin.2u- 3. (BiA).W.cos.msin.n - - &c. ddu d m  3 L  B-A . -+-=-- 
dtp d t  

Les observations nous ayant fait connoltre que le moyen mouve- 
ment de rotation de la lune est 8gal B son moyen mouvement de 
rbvolution autour de la terpe, l'ungle zl est toujours fort petit, en 
sorte que Yon peut supposer sin. a u = 2 u, et cos. D u= 1 ; on a 

d'ailleurs A fort peu prks , 7 = m1 ; on aura donc, 

2 I ,  I/ 

L 
I ,  

ddU dm ~ m . . ( ~ ) . ~ . s i n . ~ ~ - & c .  B-A 
d t  

drn 
d t  

Lavalcur de - depend del'dyuation tlkculaire de la lune, ct nous 

verrons dans la thdorie de la lune, que si m't est le moysn mouve- 
ment syddral du solell , et e' l'cxcentricitd de son orbite, on a 

dm 3rdQ.e'.de' 
d t  mdt j --= 

on aura donc it trks-peu pres, e n  intdgrant Z'Bquation prdcddente, 
m'n. da . (e ' .  d e ' )  

m5.dt'. (7) 13-A ' et en ndgligeant la quantit8 -- 

H.sin.n 
4- &c.; B-A 

Q et F &ant deux constantes arbitraires. Eicaminons Ies cons& 
quences qui resultent de wtte in tdgrale. I 

I ,  I de' nz e . -  
a t  

Nous observerons d'abordlc~ue IC terinc: - --- de c c t k  in- 
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B-A 

G 
tdgrale , est iiisensible quoique divish par la petite fraction - ; 
vu l’excessive lcnteur avec laquelle l’excentricitd e‘ varie ; on peut 
donc ndgliger cc terme. Tous ICs autres termcs de l’expression dc z t  

varient d’iiiie marlibre bcaucoup plus rapide j mais cctte expression 
reste toujours fort petite, si Q est un petit coefficient. Prhsente- 
nient , l’hquntion 

dp ddu ’ dm -- &--+-> dtn  dt 

dome,  
fpdt = u + f m d t ;  

fp d t  est par le no. 8, le mouvement de rotation de la Iuiic autour 
de son lroisibnie axe principal j on voit doiic que leu deux ixioycns 
mouvemens de rotation et dc rPvolution de cet ustre , sont parhi- 
tement cigaux eritr’cux , et que l’aclion de la term sur le sphdroide 
luiiaire , fait pilrticipcr le prcinier de ces deux mouvciiiens , aux 
in6galitdfi sdculaires du sccoud. 11 n’est point ndc6ssaire pour cettc 
hgulitc! parfaite , qu’ii l’origiiie , les deux mouvemens de rotation et 
de rdvolution aien t 6 td. hgaux ,’ cc qui seroit iiifinirrieni pcu vrai- 
sernblable; il suffit’qu’i cette arigine oih nous supposons t =Z 0 ,  la 
vitesse p dc rotation de la luiie ait 6t6 comprise daiis les litnitcs 

, e t m - m  Q . L/B.(B-AJ C + &C. ; 

limites dont 1’8tendue est arbhaire ,  ch. cause de l’arbilraire Q. 
Cctle 6tencIuc est, i la vdrith , fort petite Q raison de la pelitcsse 

j mais elle sf l i t  pour faire disparoitre C de Q et de 

l’invraisernblanco qu’il y A , iL supposer qu’it l’origine , les mouve- 
mcI1s oiit dtd tels, que &ins la suite, le rnoycii mouvement de 
rotation de la lune , a constammen t Bgal6 son mouveintmt rnoyen 
de r8volution. 

La valcur cle u exprime la libration rdelle de la lune, en lon- 
gitude , libratioii qui  n’est que l’excbs de son mouvemeut rdel . 
de rotation, sur son moyen mouvement. Cette valewr renferme 
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est arbitraire; maiv les ob&ations ne l’ayant point fait recon- 

C noPtre, il doit-atre peu considhrible. I1 en rBsulte que 
est un nombre rBel j car s’il Ctoit imaginaire , l’argument prkcddent 
5e changeroit en exponentielles ou en arcs de cercle , qui croissant 
indkfinirnent avec le temps, pourroient augmeriter inddfiniment la 
valeur de u ,  ce qui est contraire aux observations. A la vBritt? , 
si B --A &ant ndgatif, Q Btoit nul, il n’y auroit dam l’expression 
de u , ni arcs de cercles , ni exponentielles j mais la plus ldgkre cause 
pourroit les y introduirc; ce seroit le cas d’un &at d’dquilibre sans 
stabilitb , ce qui ne peut Qtre admis. B - A eet donc une quantit6 
positive, deut-8-dire que le moment d’inertie A de la lune, est plus 
petit que le moment d’inertie €3. Le premier de ces momens est 
refatif & l’axe principal de 1’6quateur, dirlgb vers la terre; car il sc 
rapporte au prtknier axe principal qui forme l’angle Q avecla ligne 
des Bquinoxes lunaires , tandh quo le rayon meme du centre de la 
lune k celui de’la terre , forme l’angle Y avec cette m h e  ligne : 
or p - Y est toujours par ce qui prdchde, un petit angle; ainsi lo 
premier axe principal du sphhroido lunaire est toujours lt-peu-pr&s 
dirigbvers la terre. L’kquateur lilnlsire &ant along6 dam ce sens, en 
vertu de l’attraction terrestre; le moment d’inertie A doit Qtre 
inoindre que le moment d’inertie .Z3 relatif au second axe principal 
situ6 dans 1’Cquateur. 
La dur6e (le‘ la pBriode de l’argument prhklent ,  est &gale li un 

j ce coefficient 
C 

mois sydhral, divisB par le coefficient 
&ant inconnu, il est impossible d’assigner cette durde. Nous verrons 
bientbt que dans le cas oh la lune seroit homogbne, cette durBe 
n’excdderoit pas sept anndes; et que dam le cas de la nature, la 
diifdrence des momens d’inertie dc la lune, par rapport i ses trois 
axes principnux , est probablement plus grande que dans le cas do 
l’homogBn6itB. Cette remarque POUS montre combien le termo 

rn‘” . e’d e’ , que now avons ii6gllgt5 ci-dessps, est insensible, 

Par 
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Parmi les termes de l’expression dc u , il n’y rz de scnsibles , que 

celui qui cldpend de 3’6quation du centre de la luiic , raison de sa 
grandeur, et les icriiiev qui ont uii trb-petit cliviscur , et clans les-’ 

d n quels , par consdquent , - est trbs-pctit. H ,  sin. r~ + &c. , est la 
d t  

sornine des ierriies pdriodiqiies du mouvement vrni de la Iuiie; 
ci en supposnn t qiie ET. sin. i~ , exprime l’dquniion du centro , on e 
.E$= 70oofj”; II Otunt ici l’anomalic inoyenne do la lune, on 4 

(%)’== m*.0,98317 j 011 aura cIonc, daus I’expression de u ,  le 

termo 

5 .  r$). 70005”. sin. IT 

6i ce tcirme s’cilevoit h uii nombrc: I de secondes , on auroit 

Puisque l’observation n’a point hit  reconno9tre IC termc dont il 

s’agit , l o  nombre i ne doit pas sxcBder =t6000‘, ct alors - doit 
hire au-dessous de 0,0307 2 1, 

Parmi lcs termes de l’expression de u, qui ont de frks-petits 
diviseurs on ne voit que l’dquation annuelle qui puisse procluiro 
un terine sensible dans l’expressioii de u ;  cettc Bquatioii est &gala 
R 2064”. sin, n, n: &ant ici l’anomalie moycnne du solei1 j on n do 

plus, dt = m.0,0748, et par cons6quant, - = m*.090055g5 i 

on aurQ donc , dans l’exp ression de u , l’ur&nmiit 

B-A 
C 

(27 d m  

3. (?$). aoG&”.sin.n 

0,005596 - 3. - 67’ 
pi cet argwucnt s94evoit au nombrc i de swoncies, on auroit 

B-A i.o,00186Fi 
C t+9064‘’ ’ - =-. 

.W:CAN. C~:I, .  Tome 11. 
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Cet argumcnt doit &re peu consid6rable , puisqu’il 11’a point 6t6 
reconnibpar l’observaticm ; nous supposerons ainsi que i n’exchde 

pas =t 6000”. Dam le cas de d posi tif , les deux limites de - sont 

0 ,  et 0,0013876 : ces limites so& 0,0028430 et 0 0 ,  dans le cas de i 

nCgatif j et l’on vient de voir que -.ne peut pas oxceder 0,0307 a 1. 

Mais il est trhs-vraisemblable que- est: au. dessous de o,ooa8430, 
et qu’ainsi i est positif. 

17. Conviddrons maintenant, la seconde et Ia troivibme des 
dquations (G’) clu no. yrhchdent. L’inclinakon 8 de 1’6quateur 
Iunaire A 1’8cliptique fixe, &ant suppshe trb-petite; nous trans- 
formerons les variables q et r ,  en d’autres qui renclront l’intkgra- 
tion ’plus facile , ainsi que nous Yavons dkjh fait pour un cas sem- 
blable , dans le no. 30 d a  premier Livre; izous ferons done , 

M 6 C  A N  I Q U  E C E L E  S T E, 

B-A 
C 

B-A 
C 
B-A 

& 

ce qui donne 
ds de dp 
at dt  d t  
-=-.sin.q,+O.-.cos.p; 

Meis si Yon ndglige le quarre de 4, an a par le no, 4 ,  
do 
-=r.sin.p-q.cos.g, j 
d t  

dp 
a t  

e. - = .p + q .  sin. Q + r .  cos. 9 ; 

on arxra danc, 

d‘ok ]’on tire, 
d ds d s’ I dP dr 

dds‘ ds 4J 4 -+p.-- 4- 9 .  -=-- 

- - p * - - S ~ ~ = ~ ~  
dta a t  

(Et= d t  d t  dt’ 
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dr 
d t  d t 7  

8 En substituant ces valeurs de - et de - - ' q  daiw les deux der- 

nibrei; des &quatiom (G') ; et observant que l'on peut supposcr 
p ="m, dnns leu produits dep  ct de sa diEdren tielle, par leu variu- * 

bles irbs-petites s, 6') et par leurs diff6rences; on aura 

Maintenant, on a 
ds dS' 

db dt  
r= - -  ms'; ~ = - - - - m s  j 

on a ensuite 
X=r, .cos .v  j Y=r, sin,u;  

de plus, v - c est toujouss, par ce qui prBckdc, uii irks-petit angle, 
do rnaiiibre que 1'011 peut n6gliger son produit par les quantitds 8 
ot 2 ; les 6yuatioizs diff%rentielles prdcddentcs deviendroni uinsi, 

L 
r, 

y'substituant m') au lieu de 7 I 

A+B- 
".( fit* A 

z - est la latitude de la term vue de la lune, au-dessus du plan fixe, 
r, 

latittide qui est &gale et de signe conlraire ii celle de la lune vue de 
la term j on aura donc par lo no. 5 ,  

z - = c'. sin. (m t+g't+C') +Z. c.sin. (nc t-gt- C) ; 
f, 

rnt &ant la longitude nioyenno do 14 term vue de la lune relati- 
vemcnt A u11 Bquiuoxo fixe, et -g't-f, &ant ici, par rapport au. 
rndme kquinoxe, la loi~gituclc du noeuci asccnrlaiit de l'orbite lunuire 

sur I'Bcliptique mobile. La i'onction B.C. (gtf 6 )  ddpcld du sin. 
cos. 

zz 2 
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ddplacement cle l'dcliptique mobile et le- coefficient g est extrb- 
mernent petit relativelnent Q m et A gf. Soient'donc 

s = Q.sin.(rntfgft+t') ; 
s'= Q)'.cos.(mt+g't+C') ; 

lw parlies de s et des',correspondantes au terme c'. sin.(rnt-t-g'tS-g'), 

dc l'expression de - ; on aura 
z 
r, 

m. (in + gl) . ( A  + B -  C]. Q 
p- 

Q'= (m f g')" . A  -+ ml . (B  - C) ' 
et si l'on suppose, 
E=ms. (m+g')2 .  { ( A + B - C ) ~ - ~ A . ( A - C )  --B.(B-C)] 

oil aura 
- (rn+g',Y. A ! B - ~ ~ ~ . ( A - C ) . ( B - -  C) j 

fi' Si Yon ndglige le quam6 de et son produit par A- C , 13 - C, 

et A-8 dans le numdrateur et lo ddnominateur de cette expres- 
sion de Q; on aura 

3 m . ( A -  C).c' 
'=- 3rn . (A  - C) 3. a Ag' ' 

on aura ensuite, en regardant g' cornme trks-petit Q'= Q. 
11 suit de-1Bqueles valeurs de s et de s' correspondantes Q la vrtleur 
z 
r, 

de -, sont , en observant que g est insensible relativement h 

3 m . ( A  - C). c'. sin, (m t -f- g't+ C') 
3 m . ( A  - C) + D A gf 

s=- -z.c.sin.(mt--gt-~); 

, 3 m. ( A -  C). c' .cos. ( m  t + i t  +C') 
3 m . ( A  - C) + a A g' 

s=- - -_ -- c. COY, (rnt-gt-q, 

Ces deux valcurv de s et clc s' ne sont pas complktes ; il fi  ciut encore 
]cur ajouter celles qui auroient lieu clans le cas ou 2 scroit nul j or 
il est ais i de voir que si Yon nornme Z et  I' leu deux valeurs positives 
de rn + g' , ilans 1'8yuation E = o OQ aura trhs-peu pres 



P, P‘, I ct r‘ Btaiit qunirc coilstantes arbitpires. En rduiiissant ces 
valcurs cie s ct de d ,  aux prh!ilentes j on aura les valeurs compktes 
de ces variables. 

Afin que ces valeurs n’augmentent point inddhiment , ct ~ O L Z I :  
que l’iiiclinaison de l’dqnateur luiiairc A l’dcliptiquc , soit toujours 
h.peu-prBs coils tantc , conforrdmcnt nux obscr vations ; il est mdces- 
sairc quc le produii (A- C). ( B  - C) soit pouitif; c’est eii ellkt , 
ce qui a licu dans la aaturo; car IC moment d’inertie C de In lune, 
par r ~ i p p o ~ t  i son troisihne axe priiicipd nntotir diiquel ellc 
toume, cst plus grand que lcs momcns d’incrtio A cl B relutifs B 
ses deux autrcs axes principaux; puisquc la lune doit &re plus 
npylutie $ans IC sens de ses palcs de rotation, que dans tout autrq 
sens. 

Pour rapportor lee variables s d, d,k Il6cliptique mobile-; nom- 
nions e,, l’inclinaisan dc I’dqunteur lunairc, sur cettc cScliptique, 
et 9, , la distance aiigulaire du preniicr ax0 principal, au iiaeud des- 
ccndamt dc l’dquatcur lunairc relntivemcat B la m&me 4cliptique j il 
est facile de voir que Yon aura 

B,.s in.~,-- .c .s in.(~t~rP) = 0.sin.q; 
6 , . c o s . s , - ~ ~ c . c o s . ( ~ t . r - d )  = 0.cos. p; 

cn fairant donc s, = 8 , .  sin, p, ; s,‘ = 6,. cos. ‘p, ; on aura 
3nt .  (A-C).  C’ . ei l l . (mt- tg . ’ t+e‘f  

6, = P.sin. (tt 4- I) t P‘.sin. (Z‘ t  f . 2  ’)- 
3m.(A-C)-+  3A.g‘  -; 

On veil iinsi quc le mouvcmciii clc l’bquateur lunaire , sur l’dclip- 
iiquo vride, ou mobilc , est inddpcndant .du nlouvcincnt dc cettc 
6cliptiquc, en sorte quc l’inclhinison moycniic de cct 6qualcur sur 
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l'dclip tique vraie, rcste toujours la merne, mal@-le ~8placemcnt 
de ceite eclip tique ; l'attraction de la term sur le sphBroYde lunairc , 
ramcnant sans cesse, 1'6quaieur de ce BphCro?de, au mCme degrci 
d'inclinaison. 

Leu deux valeiirs de s, et de 8,' donnent 

3 m. ( A -  C). c'.sin.(mt+g't-tC') 
--(3rn. (A-C)+u A g ' )  . {€'.sin. (tt t I )  t P'.sin. (Z't+I')} 

. 1- 3m.(A-C)+zAglj .(P.cos.(lttl)+nP'. L/A--C B- C' cos.( t t+l ' )  

- -I..-- 

3m.(A-C).c'.cos. (mt+g't+C') - 
{ 

lr711g.p,= 

Supposops d'aborci P et P' nuls j on iturn 

.ce qui dome  I'une ou l'autre de ces deux vnleurs de 9, 

tang. c, = tang. (7n-t-t-g't-t. C') ; 

. 
cpl = m t+g't+6"; 
9, = ?r+m t+g't+C'; 

.ir &ant la clemi-circonfkmx, ou &gal ti deux angles droit& Poiir 
ddterminer laquellc de cea dcux valeurs, n lieu dans'la nature; nous 
observerons que V g ' t -  6' est In longitude du noead ascendant de 
]'orbite lunaire sur 1'6cliptique vraie , et lcs observations nous 
apprenrient que cette longitude est la irierrie que celle du nocud 
descendant de cet Bquateur , sur cette kcliptique; or le moiivement 
de rotation de la lune &ant dgal B son inoyeri mouvement de r h o -  
Iution , et  son premier axe principal &ant toujours , A-peu-pres 
dirigb vets la lerre , on a o, plus la longitude du nccud descendant 
de I'dquateur lunaire , Cgal ii TIL t; on a clonc 

o, = m t+g't+ C". 
hinsi la premiihe des dcux valeurs de p, ,  doit seulc b tre admise j 
1'6quation s, = 8 , .  sin. P, donncra par coristiquent 

3 m. (C- A ) .  c' - ----_- 
or-- 2 A g L - 3 7 n . ( C - A )  ; 

d'oii I'on tire 
2g9' -- - - C-A 

A ?im.[c'+ 6,)' 



P K J 3 ' M I ~ l t ~  P A R T I E ,  L I V R E  V. 367 . 
Mayer a trow6 par ses observations, e,= 1G'; on ado pIus 

c' = tang. 5",7188 ; et g'= rn, 0,004019 ; 
partant 

L A  - 0,000599. 
A 

Les rdsuliats pr6cddens n'oiit lieu que dam le cas oh les aibitraires 
F et P' sont nullcs j examinons le cas daiis leyuel ccs coiistantes, 
saiis &re iiulles, sont trbs-petites. On a ghhlernent  

tang. 9,- tacg. ( rn  t + g't+ 6') 
1 + lang.p,. tang (m t +g't + C') ' tang.(p,-mt-g't-C) = 

cii subsiituant clans le secondmeiiibrc de cctte ESquntioii [w lieu de 
tang. P, , sa valeur coinplbto et fttisaiit pour' abregcr 

-3  m. (G - A ) .  C' Q= -- 
P Ag'- 3 ni . (C- A )  ' 

on aura 
cP.sin. (mt+g't+s'- Zt-I) 

iang.(o,- - 14YV- * Y 

b . '-(Q-P.cos.(rnt+g't+r'-Zt-I) i 

l'angle ~ , - m  t-g' t- C'n'atteindrajamais un angledimit, enplus 
ou en inoins , B i  IC dhominateuc de ceite fraction est coiistauinient 
du m&me signe que Q et ne devient jaiiiais iiul ; car il est visible 
que la iangoiite de l'aiigle droit citant iiifinib , ce cthoiiiiiiatcur seroit' 
nul , au passage de l'angle 9, - m t-g't - 6' par l'uiigle droit. 116- 
cipyoqucment , on voit quc si ce dhomiiiatew chungeoit de signe , 
il passcroit par zPro , cc qui rendroit iiifinie, la tangentc de l'angle 
clont il s'ugil , qui  deviendroil alors un angle droit; aixisi les obser- 
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vationv faisarit voir que cellt n’a jamais lieu, il en resulte que le 
dhominnteur pr6c6deiit est constammcnt du mbme signe que Q , 

Q,-mE-g‘t--‘ &ant toujQurs trbs-petit , suivant les observa- 
tions il en rksulte que les quantitks P et 23‘ sont trbs-petites par 
rapport 1 ,  Q Q j or l’inciinaison de l’dyuaieur 1qnaire, A l’icliptiyuo 
vraie , est &gale h f s , ’  f 8:’ ; cette inclinnison est donc trb-peq 
pres constante et Qgole k Q ; aimi le phbnomhne de la coincidence 
des nqeuds de 1’8quatiur’et de l’orbi tc lunaire , et celui de la cons- 
tame de leur inclinai mutuelle, sont liCs l’un 8 l’autre par la 
ti&oriie de la pesanteurtet les observations’ qui les dopncqt aimul- 
tandrnont , confiiment admirablement cetto thdorie, 

Nous avons observe dam le no. 4, que relativernent ti la term, Icn 
Cokstan tes arbitraires ddpendantes dc l’btat initial de soil mouvemeiit 
de rotation sont nulles, ou dumoiiis insensibles pm lea observations 
les plus prdcises, On yoit par ce qii i prBobdo Qt yar 1~“ no, 15, que 10 
mbme rbsultat a lieu pour In lu&, et il est nature1 de penser qu’il 
g76tep4 p t9us les corps cdlestcs. On oongqit , cn effet , que sqns leq 
qttractions t$trang&ros, toutes les parties de chacun de ces.corps, 
ea vertp des froitemens et des r6sistariceg qu’elles opposent fi leurs 
mcgvemens rdciprcyues , auroient p i s  k la longue ?.~q &at cons- 
tant d’dyuilibre, qui ne peut subsister qu’qvec un niouvement 
pnitorsne de rotation dutour d’un axe invariable; les observations 
ne doivent Jopc plus affrir que les rtSclpltate dbs RUX qttrnctiona 
&yangbres: 
18. Voyons cc qui sdsulte des rechertha prdc6deiites relu~i- 

yernent i la Ggure de l a  lune. A et B ,  sont plus petits que C; 011 4 
B-A 
C 

vu dans le no. 16, que B est plus, grand que A,  et que - est 

compris t , ‘ ,. entre lea limitos, o,‘et 0,001.3876; enfin pops avons trouvO . 

&ns le's", p.r$c8slea$, que eqt kfort peix pp% &gal k 0,0005gg ; 
’! C-A ’ 
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En substitunnt pour A, B, C, leurs valeurs donnLses dam le 

no. 9 ;  on aura, 
B-A I 5 d .  S. p . d .  (a5. Y@)) .  dp. d a. ( i-pP). cos. P a 

15 cc.S. p . d.(ab.  Y(')) .dp.dero. { (i-pn) .coB.8w-ps 1 
8 a ,'S . p  . d .  a5 

-- ' i  - 
C 8a.S .p  .d.a5 

C-A 
A 
-- c 

L'attractioii de la term sur In lune, influe swrla figure do ce satel- 
lite, et l'alongc duns le sens de l'axe &rig6 vcrs cette planbte. En 
supposant la lune recouvcrle d'un fluide en Bquilibre, et en obsex- 
vant que la terre peut Btre supposh dans le plan de son Bquateur; 
en prenant cnfin pour le premier mdridien lunaire ou l'on fix0 
l'origine de l'angle m , celui qui passe par le premier et le troisit'ma 
axe principal, et prennnt pour unite le premier demi-axe j OIL 

trouvcra par le no. ag du troisikme Livre , 
'2. S. p.  d .   as^(*)) = +ut. Y(*). S. p .  r ~ ,  as 

5 

f i  est lu  force centrifuge d'un point de l'dquateur luiiaire; cette foice 
it la divtance r, du centre de la lune cst Bgale B g r, , et puisquc le 
mouvement ds rotation clela lune, est Bgal son moyeiimouvement 

de revolution , on aura B trb-pew prbs , g r,= -. Nommons A' ]e 
rapport de la ~hassse I; de la term , A celle de la lune j nous aupns  

L = + ?r . A'. S. p . d .  as ; 
on aura, cela pose , en observant quo par le no. 39, W) est de ]a 
forme -?L(pu-+) t ? ~ " ' e ~ i - ~ n ) e c o s . ~ ~ ~  

L 
r: 

6 A' 
a .  8. p . d .  (a5Y(')) = { ~ 5 - g  1 { f 7 p b }  . S. p . d. as 

I 
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Dam le cas de la lune homogene, I’e’quation ( d )  donne 

en cornparant cette expression, B celle-ci I 

on anra 
’ u. yC.1 A h. ( f  -pa),+ httfr. (1 - ,us).. cos. a a ; 

on peut observer ici , que a A + a h”” exprime l’excCs du premier 
demi-axe principal dirigd vers Ea ferre , sur I’e &mi-axe du p61e, 
et que a h - C( h’”’ , exprime l*excbs du second demi-axe principal, 
sur le clemi-axe du pdle; dans le cas de l’homog6n6it6, ces excCs 

sont et - 4 le premier est donc quadruple du second. On 
Q dam ce &me cat+, 

40. A’ PO. A‘ 

8.q  8.r: ’ 

B-A 15 .A ‘  &A 5 .k ’  
I-=.----. -- --; 
C. 4 , r . S ’  A. rr 

1 - est le‘ demi-diarnbtre apparent de la lune, dont nous awns prie 
7-1 

le demi-diambtre reel, p u r u n i t d  j et suivant les observations, ce 

demi-diamktre eat &gal& !agid’; ainsil’onpeutsupposer -=sin.qi a”; 

cc qui donne 

1’ 

r,. 

B-A C-A - = 0.00000036~18 .A‘ ; c .  A’ - = 0,0000oo48a4. A’; 

bs conditions de A et de B , moindaes que C, et de 13 plus grand, 
que A, se trouvent nlors remplics. Nous avons vu danslc quatcihme 
Livre, que les phdnombnes des mnrCes donnent A-peu-pr8s A‘= 59, 

et alors la condition de - plus petit que 0,0013564, eut e n c o r ~  

E - A  
reruplie; milis la coiidition de - 6gal it peu-prbd A o,>moCigg est A 
bien loin de l’&tre, et en supposant m8me A‘= 1900 , e lk  ne le 
Beroit pas j d’ou il suit que la lune n’est pas homogbiic , ou qu’clls 
est kloignke d’avoir la figure qu’elle prendroit, si cllc dloit Iluicle. 

D R ~ S  le cas ou la lune form& de couches de densilbs variables, 

BFd 
c 
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auroit BtB primitivement fluide, et auroit oonservd la figure d’dqui- 
libre qu’elle R dfi prendre alors; il r6sultc: du no. 30 du troisihino 
Livre , que le rayon du sph&ro?de lunairc cet, cornme dnns le cas 
de l’lzomogSn6ite, de la forme 

1 +e. It .  (+-pa) + f a .  I t .  (i-,u*O). COS. D ‘D ; 

et alors , comme dam le cas de l’homogBn6it8, l’excku du demi-axe 
principal clirig6 vers la tcrre, su r  le demi-axe du pSle , est qun- 
druplc de l’exc&s du second demi-axe principal, sur le demi-axe 
du p81e. L’Bquatioiz ( i )  cionrie 

u.S.p.d.(a5h) 5~ - ah-2 A- 

5 .  S.p .d .as  4r13’ 

On a vu  dam le ne. cite, du troisibmo Lime , que les valcurs de ;Ilt 
~ o n  t en augmentant du centre A la surface, tandis que les densitris 
vont en diminuant , cn sorte quc 1’01; p u t  wpposer Q la yurface, 

S.p.d.(a’h) =. (x-q113.12..S.p.d.a5; 
p Ctant positif; on aura aiiisi 

I A‘ 

tilt=: rl 
7.- 

S.p.d.aJ 
l-f‘ll-d*s.p*d*af 

Pr6senteiiieiit 011 tl h”“ = 5 It ; on aura dono 
hl 

B-A ’ r.3 
1, -. (1-q) . S. p . d. as 

-- - 
c s. p . d.  ay- f .( 1-4). s. p , d.45 ; 

ah’ rJ. (1- q )  . S. p . d. a5 C-A -== -2- -. S.? . d .  a?-+. (i-q).S. p .d. a5 A 
I 

I1 est bile dc voir quc Io CRY de l’homogdndit8 cst celui dam lequcl 

la valeur de - est In plus grandc, puisque les densitris cliniinuunt 

du centre h la surface, S.p.d.a3 est plus grand que 8.p.d.~~; 
or nous vcnons dc voir, que la luiic dtant honioghne la. vuleur do 

- est coiwid6rablemcnt inoindre que suivant lcs observations ; 

C-A 
A 

C-A 
A 

Ai\ :I II 
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la lune n’a donc point la figure d’gquilibre qu’elle auroit prise , si 
elle avoit 6th primitivement fluide. 

On peut imaginer une infinite d’hypothhses dans lesquelles les 
m-nnens d’inertie A, B , C, satisfont BUX conditions prdcddentes : 
sans doute , les hauies rriontagnes et les autres indgu1iti:s que Yon 
observe B la surface de la lune, ont sur Ies diffdrences de ces momens 
d’inertie, une influence trks-sensible et d’autant plus grande que 
l’applatissement du sphQroide lunaire est fort petit, et sa masse, 
peu considdrable. 

19. I1 reste Q considerer l’iiifluence de l’action du solei1 , sur 
les mouvemens de 1’6quateur lunaire; mais sans entrer dans la 
discumion de cette action, il est facile de se convaincre qu’elle est 

’ insensible. Car S exprimant la masse du soleil, et r” sa distance 

moyenne t i  la lune, OU h la terre, cette action est de l’ordre Tj elle 

est donc, par rapport i l’action de la terre sur la lune, dam le 

rapport de - B .- or la, th6nriP doo forces centrales donne ce rap- 

port egal an q u a d  du temps de la r6volution syddrale de la lune, 
Jivisi: par le quarrd du  temps de la r6volution syddralle de la terre , 
c’est-&-dire , &gal 11 +g environ ; on voit donc que l’action du solei1 
sur le sphbroide lunaire peut btre n6glig6e par rapport li l’action do 
la terre sur le mkme sph6roYde. 

S 

S L  
f ’ 3  r, 
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C H A P I T R E I I I. 

Des moui~enzens des annequx de Saturne , autour de leurs 
centres de gmvite’. 

20. E N trnitant de la figure des anneaux dc Saturne j on a vu (ue 
chaquu anneau est un solide dont le centre de figure coincide &pew 
pres avec celui de Saturne, mais dont le centre de gruvitd peut et 
doit se trouver dans uii point diE6rcnt. Co centre tourne autour de 
la PlrZYlbtc, dam le m6me temps que l’anncau ; et il est ais6 dc: voir 
que l’anneau tourlie autour de son cchre de gravitt! , daris le m8me 
temps, qu’autour de Saturne. L’aciion du solei1 et des satellites sur 
ces anneaux, doit produire dims lours plnnd, des mouvemens de 
13reccssioi1, analogues ii C ~ U X  JO 1’6qunteur de la term, et cetle 
ilctioii 6tant c1iffdrente POW chncun des animiux, il semble que ces 
mouveniens doivent &re cliKdrens , ct qu’ainui Ies anneuux rloiveiit 

la. longuc , cesser d’8tre it-pcu-1n6s dmu UIZ m h c  plan, ce qui 
paroh contraire aux observations : car quoiqu‘il 110 se soit pas 
elicore &mu16 deux sibcles , depuis leur ddcouverte, cepenclant s’ilu 
n’citoicnt pas assujdtis $1 sc mouvoir h i s  un n i h e  plan ,il fauclroit 
supposcr qu’ils oiit et6 ddcouverts pr6cis6men t ii 1’8poque oh lcurs 
plans coi‘ncidoieiit , ce qui est bion peu vraisemblnble j il existe 
donc tr&s-prol>;lblerneiit, uiie cause qui les rctieiit dans un mCme 
plan fixe ou variable. Mais quelle est cetle cause? sa rccherche est 
l’objjet de I’annlyse suivante. 

du n”. I .  D6terniinons ICS valeiirs do d N ,  dN’ et d N ’ ,  rclatives 
soit il l’action do Saturno sur an annenu , soil it l’action d’un astre 
ihloignri L. ConsidBrons d’abord l’nctio1.r dc Snturiie, et nommons T, 
lit somme‘ cle toutes les iiiol6cules do Saturne , diviskcs par leurs 
distances respectives, ti m e  n1ol6cule quelconqae drn, rlc l’anncau; 

2 1. NOUY pouvoiis encore ici faire usage ctcs Gquations (,i4.* 
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soit / l e  rayon qui joint cette mol6cule an centre de Saturne, et P ,  
le cosinus de l’angle que ce rayon forme iivec l’axe de rotation.de 
Saturne. Represen tons par 

le rayon du spheroide de Saturne, et par d PI, le rapport de la force 
centrifuge i la pesanteur, B son 6quateur; lamasse de Saturiie dtnnt 
prise pour unite, on aura par le no. 35 du troisihme Livre , 

13.. Y ( a ) + a Y ( ” + a Y ( q -  &c., 

cejto valeur dc 7, se rdduit 8-peu-pres B ses deux premiers termes, 
si r‘ est un peu grand relativement a u  rayon du sph6roide de Sa- 
turne, pris ici , pour unit6 de distance. D’ailleurs , si cette planhte 
est un sphdroiclc de revolution, comme il etlt nature1 de le supposer, 
on a Y(3)  = 0, Y(4) = 0, &c; ce qui rend exacte, la rkduction de 7, 
h ses deux premiers tcrines ; on peut i~oiic supposer 

1 CL Y(=+ f L cpl. ( / A = - ; )  -. Y=;,+ r’ 3 

La fonction Fa) Y(: redult, coiiiine on l’a vu dam le no. 2, {A cettc 
forme, 

Si Saturne est un solide de revolution, h”“ est nul j mais dam le cas 
m&me oh cette quantit4 seroit comparable A h ,  il est fwile de 
s’assurer que son influence sur lea mouvcmens de l’anneau, est 
insensible, it cause de la rapitlit3 du mouvcment de rotation de 
Baturne, Nous supposerons done It”” = 0, et par consequent, 

Y@J) = h.  (++) + h Y  (1-$). cos. 2 ‘0. 

g fz &ant kvidemmcnt Il’applatisscment de Snternc. 

relativcment au centre de gravitci de l’anneau , on a par lo no. 3 
, Maintenant, d,y’, z‘, &ant les coordonnkes de la mol6cuk dm,  
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Pouq determiner 7, nous krons abstraction de la largeur de l'an- 
neau que nous consid6rerons ainsi comme une ligne circulaire 
cl'in6gale densit6 dam les diverves parties de sa circonfdrence , et 
clont le centre est h trbs-peu p r h  , celui de Saturno. En ddsigiiant 
par X, Y, 2, Ies coordonndes du centre de gravitt! de l'anneau 
rapportkes au centre de Saturne ; X +  x', Y+y' ct Z +  z', seront les 
coordonn4es de la moldcule dnt, rapportdes au mbme ceutre. Si l'on 
'preiicl pour le plan des x' et desy', celui do 1'8quateur de Saturne, 
que nous supposerons d'abord, invariable j on aura 

---- z+ z' I.'=~(x+x')'+(Y~~')'+(~ + z') ; I*a=-. r' 
Nornmons x,,y,, z,, les coordonn6es du centre de In  circoiifkrence de 
l'anneau , rapportdes au centre de Saturne j ces coordonn6 
supposkes assez petites pour qiie l'on piiisso nbgliger lcurs quarrds 
et leurs produits par a ;  on aura 

x / .  (Xt x ' )  + y ,  .(Y+y') + 2'. (2 + - 2') r' = r,' + 
fl' 

r,' 6tant le rayon de la circoiifdrence de l'anneau; si I'm observe 
ensuite, que 1'011 a par la n a h m  du centre de gravitd de l'annsau, 

JX' dm = o ; fy' dni = o j J'z' d ni = o j on aura 

dN 
0 ;  dt  

dN' 
d t  t,I3 

-= 
a u . (A - + p') 

~Jx'z' d m  j -=--- 

Concevons que l'iiiclinnison fl du  plili1 de l'nnneau sur le plah de 
l'byuatour , eoit trbs-petite , en sorte que l'on puisse ndgliger son 
quarrk, ce qui rcvient ti supposer sin 0 = 0 ; cos. 0 = 1 ; prenons 
ensuite pour l'axe des x' l'iiilerseclioii mbme du plan de l'anneau 
ilvec cclni de l'ciquatteu r tlc Snturne j cela pose , les valeurs de d,y',d 
du no. 26 du premier Livre , dcviendront 

3c'= x".~o~.~)--y".sin.p j 
y'= d'.siii.e,+-yN.cos. rp+d'.fl; 
z' = d'-yN. 8 .  COS* p - x". 0. sin. 8 .  
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d’oh . .  Yon tircra par le m&me no. 

dN - = o ;  
d t  

dN dN’ d N N  
a t  dt  a t  

Considdrons prdsentement lee valeurs de - , - et I-, rela- 

tives k l’action d’un aqtre quelconque L,  kloigne de l’anneau,.En 
n o w a n t  X’’, Y”, Z”, les trois coardonn6es de cet astre , rappor- 
tees au centre de gravit6 de l’anneau , et yaralkles it ses trois axes 
principnux j et r”, sa distance h ce point ; on aura par le no. 3 , en 
rapportant les valelxrs de d N , d N ‘ et dN ” aux inhues coordon- 

* nkes , 

Nous pouvons eupposer sans erreur sensible, dans ces expre’ssione, 
que l’origine des coordonn6es X”, Y”, %’’ est au centre mbme de 
Saturne, ainsi que l’origine de f’. Nommons X’, Y’, Z’, lee coor- 
donn6es de l’astre A ,  rapportdes au plan de l’dquateur de Saturne, 
l’axe des X’ &ant la ligne #intersection du plan de l’kquateur, 
et de celui de l’anneau; on aura entre X’, Y’, Z‘, XI’, Y”, Z”, les 
d m e s  rehtions que les prdckdentes entre $ I ,  yfI I‘, X ” , Y ” ~  zl‘ j rl‘d 
Yon tire 

X’’=X‘.eos.p + y’.sin.p-eZ’.sin,p J 

Y” = y’.cos.~--‘.sin,rp-e8’.cos,oJ 
zo= $’+.e y‘ 

et 
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(Y‘6 -X’*) 

- e Z .  {Y’.sin. ap+X‘.cos.ap} ; 

ct par consdquent 

X“Y”= .sin, a q+X’Y‘ .cos.ap 
a 

x”Z” =Z!Y/.sin.ai-Z’X’.cos.~+8. { (Y”-i”).sin.q3-X’Y’.cos.P) ; 
Y” 2 ’’ =Z’Y’.cos.~--Z‘X’.sin.~.t 0. { ( r‘”-Z”).cos.o-X‘Y‘.sin. Q } . 
Nommons Y l’angle que lo rayon r” forme avcc la ligne d’intewes- 
tion de I’orbiie de 2; , et de I’dquateur de Shturne ; soit 4 l’angle que 
l’intersection c h  plan de l’anneau et dc 1’8quaieur i‘orme awc  cetic 
intersection; et 0’ I’inclinaison de l’orbite de L ,  sur le plan de 
l’hquateur de Saturne j on aura 

X’ = r”.cos. Y .  cos. - r”. 5in.v. cos. 8’. sin.-$ ; 
Y‘ = r”. sin. Y .  cos. e / .  cos, 4 + r”. cos. Y .  sin. .C j 
2‘ = rN. siii. v .  sin. 8‘ ; 

ce qui donne en ndgligeant les terrncs ddpenduns des sinus et cosinus 
de l’angle Y et de ses multiples, et ceux qui clhpeiidcnl de l’angle 29,  
ious ces termes restant insensibles par lea intdirations , 
X/IYN = 0 ;  

X ” Z ”  = -.sin.e’.cos.8’.sin.(~-hC) +- . { cos.’O‘- t.siil.*e‘}. si1t.p 
#4 rr’* . 8 

9 I 
,,l)n - -. 8 .  sin.’ 8‘. sin. (P - 2 4) ; 
4 

,,h r‘’a . B 

P a - -. 0 .  sin.’ 0’. cos. ( a  - a 4). 

On aura done par l’action de l’astre I;, 
dN --=o d t  > 

dN’ -=- 3L (C4).{ sin.O’.cos.e‘.sin.(cp-.C).t- { cos.*V-+sin:d‘) .8.sin.p 
d t arras - 8.sin.” 6’. sin. (Q - 94) 
dN” -=-. 3 L  (C-B).{  sin .O‘.cos. e’.cos.(+$)+ { cos:4‘- ~.siii.aQ’} .d,cos.p 
d t  atla - + 8 .  sin.*Q‘. cos. (cp - 24) 

Y”Z I’ = -.sin.8‘.cos.8’.cos.(qr-+) -I----. { cos.’O‘-;, sin.*d‘} .cos.p 
,.!in 

4 

1; 
hlkcaw. ch. Tome II.  I3b b 
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dN‘ dNN 
dt at On doit observer ici que ces valeurs de -, et -, se rapportent 

au plan mbme de l’anneau , et ses axes principaux , au lieu que 
les valeurs prdcddentes , relatives A l’action de Saturne, se rappor- 
tent au plan de l’dquateur de Saturne; il fwt donc , e a  substituant 
dans l’dquation (23’) clu no. 1, leu expressions prdcddentes relatives 
iL l’action de Saturne , supposer dam cette Bquatioii , sin. 8 = e, et 
cos. e =  1,Acausede la petitesse de 6 dont nous ndgligeons le quarrd; 
mais en substituant dam la mbrne kquation, les valcuru prdcddentes 

dN’ de - et relatives B l’action de l’astre &, il faut supposer aupa- 
d t  

xavant dam cette dquation , sin. 0 = o  , cos. 0 = 1 , sin. q = o , et 
c0a.q = 1 j on aura donc , en rdunissant touies ces valeurs:, 

5; + yqd. q r= 0.; 
dt 

dt na.(h-tT‘).(C-f) r,Ib - e. 

T et q dtarrt supposds trks-petits , nous pouvons nkgliger le produit (“~9. rq , ce qui donne ?= a, ou p constant. ~ o u s  feFero.ns on- 
suite, comme duns le n”. 17, 

ce qui donne par le no. cit6 

dt 

I Q.sin.p=s ; B.cos:p = 9 j 

d s‘ ’ q=--- r = - - p s  d t  ; dt  P” 
a s  
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En substituant ces valeurs , dans lerr equations diff6rentielles pr6ctE. 
dentes, en q et r ,  .elIes cleviennent , 

C-B-A 
dta 

nCL.(h-$f') 3 L  
pa+' r,'b -kGC. { cos.*8'--f.ain:V}~ 

Lee Qquations pr6c6dentes,se simylifient , cii observant que dam Za 
cns prdseiit m n par le no. a6 du premier Livcc , A + B = C, ce 
qui rdduit cca &quatiom, aux siiivantea, en ndgligeant dam lsurs 
seconds niembres , les termes multiplies par 0 ; 

sin. .8'.cos. a'. sin. (9 - 4) ; dds --+e$=---- 3 L  
* f J S  d t i  

Si l'on consickre l'orbitc do L ,  commc invariable; on aura par 
I C  31.. 4 

et par consdquent 

Z(51ant une arbitraire ; les Qqwtions difX6raitielles en 8 et s' doime- 
ront ainsi, cfi Ies intdgrant, 

.de - a \G =p d.t, 

4, -4 =pt+& 

3E -.sin. 8'. cos. V 
P r' 3 

'3L -. sin. 6'. cos, 8' 
a Y Y  

6 = nf.6i~.~(dfE)- -. sin. (c - 4) ; 
a" -pb 

8'= M' I cos (e$+ E')- - cos, (4,-4) ; e* -pa 
13bb  a 



I 
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H, E + W, E' &ant qualre arbitraires. :L'iiiclinaiaon du plan de 
l'anneau i~ celui de 1'8quateur de Saturne, est Bgale it /ss + s ' ~  j il 
faut donc pour que cette inclinaison reste toujours trks-petite, 

3L -.sin.V.cos. 6' 
ar"3 quo M et M' soient trhs-petits , et que le coefficient 

P - p l  
soit peu considdrable ; or cela n'auroit pas lieu, si Saturne dtoit 
parfai tement sphcirique; car alors , on auroit , 

- 

3L 
I_ { cos.'6'- f .  sin.'6'} ; 
a r"3 

p-pa 
- 

sin. P.cos.8' 

coa.~' -+.  ein.10 et le coefficient prcicCilent deviendroit , 
consciquent trh-sensible. 

il seroit par 

Si Saturne est applati , an vertu d'un rnouvcrnent de rotation ce 
coeEcien t devient 

3L --. sin. 8' .  cos. 6' 
2 r"3 . 

aixpposons que L soit le solei1 , et que r, soit la distance c?n centre 
de Saturne,.B son dernicr satellite; nommons T la durde d'um 
rdvolution sydcirale de Saturne , et T' celle d'une rtivolution sydti- 
rale cle son dernier satellite; la masse de Saturne &ant prise pour 
unite, on a par le no. 25 J u  second Livre 

ce qui change le coefficient prdckdeiit , dans celui-ci , 

les observations clonnent , le demi-diambtre de Saturne , &ant pris 
pour pnitci , 

T 7 107fi9j""~~,08 ; 
TI= 7$' ,h.~6 ; 
r, = 59,154; , 
8' I 33'. 
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noue supposerans ensuite 7,‘ = P ce qui diffkro peu de la vdritd; on 
aura ainsi , le coefficient dont il s’agit , rdduit en secondes , Bgal R 

0”,001707 

u . (h- -+q’)  + o,o000000039824’ 

On voit que ce coefficient qui scroit trbs-considerable, si a. (?”--fa‘) 
&toit nul, devient trbs-petit , et insensible, lorsque cette quantit6 
a uife valeur sensible. Alors, I’action de Saturne retient 1’~iiiieau , 
toujours ii-peu-pres clans le ylnn de son dquateur j ainsi Ics divers 
anneaux de Suturne , somt par-lit, maiiitcnus dans un m h i c  plun. 
Telle est donc la cause de ce ph6nombne qui m’avoit fait recon- 
noftre le mouvcment de rottition de Saturne , avant que l’observa- 
tion de ses taches l’eht fait appercevoir. 

2 2 .  I1 est facile de voir par l’analyse prkcddente , quo l’action 
du cinquibme satellite de Saturne ne doit point sensibleiiient 6carter 
d’un m h e  plan, lcs divers anneaux de cette plan&te. Quant it 

l’action mutuelle des anneaux et i celle des satellitcs de Sittnrlic, 
qui se meaverit ir trb-yeu prbs dam lonr plaii ; il est visible qu’elles 
ne peuvcnt pas a1 the r  leur co’incidence. 

Un anncaugouvunt 4 tre consiclh-ti coiiiirie uiie r6union dc satcl- 
lites; oii conqoit que l’action (le 1’Bquateur de Saturne qui niaintieri t 
dans son plan, C ~ U X  de ses divcru anneaux, doit par lamCmo rnisoii , 
maintenir dune ce m&me plaii, les orbites des salellites , situdes pi-  
mitivement , dans cc plan. R6cipi*oqucment, si les divers satellites 
d’uilc plankte, sc mcuveiit dans un meine plan fort i n c h 6  h celui 
de son orbite; on peut en conclure qu’ilu y soiit mailitenus pnr 
l’action de son &quateur, et qu’uiiisi ccttc plan& a un niouveincnt 
cle rotation , autour d’un axe Lpcu-prhs perpendiculaire au plan 
des orbites de ses sniellites. On p u t  donc afliriner quo la plailbtc 
Uranus clont tous leu satellites se menvent clans un m h e  plan 
presque pcrpendiculaire ii l’r!cliptiquc, tourne sur ellc-m&me au tour 
d’un axo trks-peu incline t i  l’dcliptique. 

Lcs terrnes del’expression de 0 qui ddpendent des a d o n s  du solcil 
et du dernier satellite de Saturne, &la111 insenuiblev, et leu diiiiensioiis 
de l’anneau n’entrant point duns les autre? termes ; il est clair que si 
plusieurs aniieaux concentriquev sont Iixement attaches ensemble, - 
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.et se meuveat,C-peu-pr&s claiis le plan de 1’8quateu.r de Satums, 
l’action du soleil et du dernier satellite ne 30s eo ecgrtera gas sansi- 
blement j ainsi , ce rbixliat que nous avons trouvk pour u n  Rnileau , 
en faisant abstraction de salargeur, a +dement lieu pour un anneau 
gime Jargeur q&iconque. 

,La scule partie de l’expression de e ,  qui puisse &re sensible, 
dCpenclaiit de COC ens arbitmire, et &ant independante de laposb 
tion de 1’Cquccteu e~ativemeiit son orbite et A cello 
de son dernier satellite ; il en rdsulie que cet dquateur dans lo mou- 
vement trbs-lent que l’action du soleil et de ce satellite lui imprime, 
emporte aveclui ,gees plans de ses anneaux ei des arbites des satelli- 
tes, primitivement situCes dans ce plan. C’est ninsi que nous avons 
vu dans le no. J 7 ,  que le plan de i’ecliptique dans son mouvement 
dculairc, entrtlhe les plans de l’kyuateur et de l’orbite lunaire, de 
man’ihre iL reniire constan tes , l’inclinaison niuiudle de ces trois 
-plans ,st la odinsidence de Jeurs intersections, 

ElM D U  T O M E  S B C O N D  ET DE LA P R E M I & n E  PARTXIC, 


