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A~njis avoir expos& dans les deux livres ptCcddens, 
les thdories des planhtes et de la lune; il reste a prdseater 
celles des autres satellites et des combtes : c’&t le, pridcipal 
objet de ce volume. De tous les satellites, l a  plus bt4-  
ressans aprks celui de la terre , sont les satellites de Jupiter. 
Les observations de ces astres les premiers -que le t6Ies- 
cope B fait d6couvrir dam les cieux, ne remontent pas h 
deux sihcles : on ne dait mQme compter qu’un sikcle et demi 
d’observations de leurs Cclipses. I Mais dans ce court inter- 
valley ils ncrus ont offert par la promptitude de Jews rho-  
lutions, tous les grands changemens que le temps ne ddve- 
loppe qu’avec une extr&ne Ienteur, dans le systhme plandtaire 
dont celui des satellites est l’image. Leurs fdquentes Bclipses 
ont fait connaitre leurs idgalit& principalcs, avec une prk- 
cision que l’on n’ebt jnmais obtenue des dlongati-u obser- 
vdes de ces astres Jupiter. Pour en d ~ ~ n e r  la thborie, 

mouvemens : en int6grant ensuite ces Oquations, jqarviens B 
leurs diverges in0galitds. Elks sont peu diffdrentes de ceIIes 
desplanktei et de lalune : cependant les rapports q8u’ont entre 
eux les moyens mowemem des trch premiers satellites de 
Jupiter, donnent h quelquas-unes de ces inCgalitBs des va- 
leurs considerables qui ont une gral-rde influence sur toute 
leur thdorie. Ces muuvcme3;ts sont B trks-peu-prbs en. prp- 
grcssion sowdoublle, De 1B rdsultent plusieurs i&gaIit& trbg 

je d d v o l q p e  d’aburd leg QIM diffdrentielles de leurs 



vj P R & F A  c E. 
sensibles, dont les periodes differentes entre elks, se trans- 
forment dansles Bclipses, en une seule de 437joUr‘5,G59. Bradley 
remarqua le premier dette pdriode, dans le retour des Cclipses 
du premier et du second satellite. Wargentin exposa ensuite 
dans un grand jour, la loi des indgalitds dont elle ddpend , 
et; dont il attribua la cause h Paction mutuelle des trois pre- 
miers satellites, mais sans la sournettre l’analyse qui n’6tait 
pas alors xssez avancde pour eet objet. Les gdomhtres l’ayant 
perfectionn6e depuis, et l’ayant appliqude aux perturbations 
des satellites de Jupiter; ces in6galitds se sont prdsentbes 
les premieres h Ieurs recherches, comme elles s’dtaient les 
premihes , offertes aux o’ljservateurs. Je les dCveloppe ici 
avec l’dtendue qci’exige leur importance. 

Zeur combinaison donne naissance ri une singularit6 jusqu’h 
prdsent unique dam la th6orie des mouvemens cblestes. Le 
mouvement‘moyeh du premier satellite, plus deux fois celui 
du troisihme, serait dgal A trois fois le mouvement du se- 
cond; si ces mouvemens &aient exactement en progression 
sous-double : mais cette &galit6 est incomparnblement plus 
approchde que la progression elle-meme, et ses petits &arts 
sont dam les l i m b  des erreurs.des observations. Un rCsu1- 
tat  ndn m o b  fjingulier est, y- depuis la ddcouverte des 
SateUites de Jupiter, la longitude moyenne du premier, 
moins trois fois celle du second, plus deux lois celle du 
troisikme, n’a jamais differ6 de deux angles droits , que de 
quantitks presque insensibles, On ne peut adrriettre sans in- 
vraisernblance , que les mouvemens primitifs de ces trois 
oorps ont satisfait exactement h ces 4galitCs : il est heaucoup 
plus nature1,de penser qu’ils en ont fort approcht? , et qu’en- 
suite l’actionmutuelle des satellites a rendu ces 6galitds rigou- 
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reuses. C’est ce que j’ai reconnu par l’analyse cQmme on l’a 
deja VU dans le huitikme chapitre du second livre. Je re- 
prends ici cet objet intdressant que je traite par une autre 
m&hode dont les rbsultats d’accord avec ceux du lime cit6, 
les confirment. On peut , dam les Cgalit6s prdcddentes, subs- 
tituer aux moyens mouvemens et aux longitudes moyennes 
syddrales, les rnoyerls mouvemens et les longitudes moyennes 
synodiques, et gdndralement rapporter h un axe mobile 
suivant une loi quelconque, les mouvemens et les longi- 
tudes des troia satellites; d’oh il suit qu’ils ne peuvent jamais 
&re A-la-fois CcIips4s. Mais dans les dclipses simultandes du 
second et du troisibme, le premier est toujours en conjonc- 
tion avec Jupiter : il est toujours en opposition, dans les 
Cclipses s imultanh du soleil, produites siir Jupiter par les 
deux au tres satellites. 

Ides moyens mouvemens et les dpoques forment six des 
vingt-quatre arbitraires que doivent renfermer les intdgrales 
des douze equations diff6rentielles du mouvement des 
quafre satellites. Led rapports prkcbdens dtablissent eatre 
ces constantes, deux dquations de condition qui Ies rdduisent 
B vingt-deux; mais les nrbi.trahe8 que ces dquations fwt 
disparn*tre, SD-~~T- rempiacdes par les constantes d’une in& 
galit6 que je d4signe sous le nom de libation des satellites, 
et dont la p8riode est d’un peu plus de six ann6es. Cette- 
inrSgalit6 est r6partie entre les trois premiers satellites, sui- 
vant un rapport d6pendant ;de leurs masses et de’leurs dig- 
tances. Toutes les recherches que Delambre B fuites pour 
la d h e l e r  daris les observations , ayant Cttf infnlctueuses; 
elk doit $Ere fort petite. Ainsi h l’origine, les mouvemens 
des ttois premiers sa‘tellites et  leurs dpoques oat fort ap- 
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procht! de satisfaire aux deux dgalitks pr6cddentes. Les &qua- 
tions skulaires des moyeno rnouvemens des satellites n’al- 
tkrent pQint ces 6galitCs. En vertu de l’action mutuelle 
de ces astres , ces Bquations se coordonnent de manibre que 
1’6quation s6culaire du premier, plus deux fois celle du troi- 
&me, est 6gale a trois fois l’dquation sdculaire du second: 
Zeurs indgalitks m6mes qui croissent avec lenteur, approchent 
d’autant plus de,  se coordonner ainsi, que leurs p6riodes 
sont plus longues. Cette libration, par laquelle les mou- 
vemens des trois premiers satellites se balancent dans 
l’espace, suivant les lois que nous venom d’dnoncer, s’btend 
h leurs mouvemens de rotation, si comme les observations 
l’iindiquent, ces mouvemens sont dgaux ccux de r6volu- 
tion, Eattraction de Jupiter, en €aisant alors participer les 
mouvemens de rotation des satellites, leurs Bquations s 4  
culaires, coordonne ces mouvemens de manibre que la ro- 
tation du premier, plus deux fois celle du troisikme, est 
constamment Egale h trois fois la rotation du second satel- 
lite, On peut observer ici une grande analogie entre la li- 
bration des satellites et la libration del le  de la lune,’ dont 
la thdorie a Bt6 exposee dam le cinquikmelivre. On y a vu 
que l’attraction de la terre sur: 10 sph8ro;‘de lunaire, dtablit 
entre ses moyens mouvemens de rotation et de r6volutioh 
pne BgalitC rigoureuse, et  que les deux arbitrraires que cette 
Bgalitt5 fait disparaftre , sont remplacdes par celles d’une in& 
gaiite qui forme la libration rdelle. On a vu encore que 
Z’dquation s6culaire du rnoyen mouvement de r6volutionf 
n’althre point cette Bgalitc? j l’action terrestre Eaisant parti- 
ciper cette Bquation le mouvernent de rotation de‘la lune. 

Les wbes des satellites dprouvegt ‘des cbangemens ana- 
logues 
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logues aux grandes variatioiis des orbes plandtaires : lcurs 
mouvemeus sont pareillernent assujdtis h des dquati,ons sd- 
culaires semblables h ~el les  de la lime. J‘exposc avec &endue, 
la thkorie de toutes ces indgalitbs dont le ddveloppcment 
observ6 fournit les donndes les plus avantageuses pour la 
d6termination des masses des satellites et de l’applatisscnient 
de Jupiter. Yinfluence co nsiddrable de ce dernier 8ldment 
sur les mouvcmens des nceuds fixe sa valeur avec plus de 
prdcision que les mesures directes. On trouve par ce moyen, 
le petit axe de Jupiter 6gal au diamktre de son bquateur j 
multiplik par 0,9287; ce qu i  diffbre trbs-pcu du rapport de 
treize d quatorze, que donncnt par un milieu, les mesures 
les plus prbcises de l’applatissement de cette planbte. Get 
accord est une nouvelle preuve que la pcsanteur des satel- 
lites vers la planbte principale, se compose des attractions 
de toutes ses moltScules; comme nous l’avoiis trouv6 dam 
le wptikme livre, pour la lune relativement I\ la terre. 
. Quelle que soit la perfection de la tli6orie; il reste h l’as- 
tronome une ti3che immense A remplir, pour convertir en 
tables les formules analytiques. Bouvard a d’abord r&duit: 
en nombres, leg coeficiens de ces forrnules; m i s  dans cet 
&tat, e&s ... renfq-mrsient woore trentc-uae constantes indd- 
ternaides, savoir , les vingt-quntre arbitmires des douzc 
equations diffdrentielles du mouvement des satellites , Ies 
masses de ces astres , l’applatissement de Jupiter, l’inclinai- 
son de son 6quateur et la position de ses nceuds. Pour nvoir 
les valeurs de toutes ces inconnues; il fdlilit discuter un irks- 
grand nornbre d’dclipses de cliaque satellite, et les combiner 
de la maniBre la pIus propre A faire ressortir chaque dI& 
ment, Delainbre a exdcut6 ce travail important avec le plus 

M ~ C A N .  C ~ L .  Tome IY. b 
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grand succks, et ses tables qui representent lea observations 
avec l’exactitude des observations m6mes, offrent au navi- 
gateiir , un moyen silr et facile pour avoir sur-le-champ 
par ’les eclipses des satellites et surtout par celles du pre- 
mier, la longitude des lieux 06 il atterre. 

L’un des plus curieux rdsu’ltats de ces recherches, est la 
connaissance des masses des satellites, connaissaiice que leur 
pe titesse extreme et l’irnpossibilit6 de inesurer directement 
leizrs diamktres , semblaient nous interdire. J’ai clioisi pour 
cet objet , les donnees qui, dans l’dtat actuelde l’astronomie, 
m’ont paru les plus avantageuscs ; et j’ai lieu de penser que 
les valeurs des masses, auxquelles je suis parvenu, sont ddjh 
fort approchdes : on vdrifiera ces valeurs, quand la suite des 
temps aura mieux fait conna$tre encore les variations S ~ C U -  

laires des orbifes. ’Voici maintenant les principaux 616rnens 
de la thdorie de chaque satellite, qui rdsultent de la corn- 
paraison de mcs formules avec les observations. 

L’orbe du premier satellite se meut sur un plan fixe qui 
passe constarnment entre l’dquateur et l’orbite de Jupiter , 
par l’intersection mutuelle de ces deux derniers plans dont 
l’inclinaison Pepective est, suivant les observations , Bgak 
30,4352. L’inclinakn-de ce plan fixe, sur l’dquateur de 

Jupiter , n’est que de 20“ par Ia-thXorie ; eEe est parcons& 
p e n t  insensible. L’inclinaison de l’orbe du satellite A son 
plan fixe, est pareillernent insensible ; ainsi l’on peut considd- 
rer le premier satellite en mouvement sur l’bq~zuteur m&me 
de Jupiter. On n’a point reconnu d’excentricitli propre son 
orbe qui, seulement, participe un peu des excentricitds 
des orbes du troisikme et du quairibme satellite ; car en vertu 
de l’action mutuelle de tom ces corps, I’excentricitt? propre 

_ -  
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B chaque orbe se r6pand sur les autres, niais plus faible- 
ment il rnesure qu’ils sont plus Cloignds. La seule indga- 
lit6 sensible de ce satellite , est celle qui a pour argument 
le double de Pexcbs de la longitude moyeane du premier 
sur celle du second, et qui produit dans le retour des 
tklipses, l’inbgalitd de 437j,G59: elle est une des doan6es 
dont j’ai fiiit usage pour avoir les masses des satellites; et 
cornme elle n’est duc qu’h l’action du second elle ddtermine 
la valeur de sa masse, avec beaucoup ,d’exactitude. 

Les Bclipses du premier satellite ont fait dicouvrir la vi- 
tesse de la lumihre , que depuis , le phdnomkne de l’aberration 
a mieux fait connahe. Dans l’dtat actuel de In  tMorie de 
ce satellite, et ses observations &ant devenues trbs-nom- 
breuses ; il m’a . paru qdelles pouvaient ddterminer ce 
phdnornbne , avec plus de prdcision encore que l’observa- 
tion dirccte. Delambre Q bien voulu entreprendre cette 
discussion, ma pribre, et il a trouvt! 62’,5 your l’aberra- 
tion entiere, valeur exactement la m6me que Bradley avait 
conclue d’un grand nombre d’observiltions trbs-ddlicates sur 
les dtoiles. I1 cst satisfaisant de voir un accord aussi parfait 
entre des rOsultats tin% de mdthodes si diffdrcntes. On peut 
faoilement ell coUClua0 grze Ia vitesse de la lurnihre, dam 
tout l’espace compris par l’orbe terrestre, est la meme que 
sur la circonfdrence de cet orbe, cous6quence que I’on doit 
6tendr.e A tout l’cspacc coinpris par l’orbe de Jupiter; car 
A raison de son excentricitd, la variation des rayons vecteurs 
de cetic plan&, est tr&s-sensible sur la durBc des tclipscs 
des satellites, et la discussion de ces dclipses prouve que 
son eEct cst exactement IC m h e  que dam l’bypoth~se d u  
mouvcmeiit unilbrme de la lumibre, 

b 2  
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L’orbe du second satellite se meut sur un plan fixe qui 

passe constammcnt entre l’dquateur et l’orbite de Jupiter, 
par leur intersection mutuelle et done l’inclinaison h cet 
Cquateur est de 201”. L’orbe du satellite est inclin6 de 5152”, 
A son plan fixe, et ses noeuds ofit sur ce plan unmouvement 
‘tropique rdtrogradedont la periode est de 2ganB,gr42: elk est 
une des donn6es qui m’ont servi h ddterminer les masses. 
L’observation n’a point fait connailtre d’excentricitd propre 
A l’orbe de ce satellite; mais il participe un peu des excen- 
tricitks des orbes du troisikme et du quatrihme. Ses deux 
indgalitds principales ddpendent des actions du premier e t  
’du t rois ihe.  Le rapport qu’ont entre elks les longitudes 
des trois prernicrs satellites, rdunit ces indgalitks, en una 
seulc dont la pdriode dans le retour des Cclipscs est de 
437f659, et dont la valeur est la troisikme donne% que j’ai 
employee A la d6termination des masses. 

L’orbe cia troisihrne satellite se mcnt sur un plan f ixe  qui 
passe constamment entre l’dquateur et l’orhite de Jupiter, 
par leur intersection mutuelle et dont l’incliiiaison sur cet 
hquatcur est de 93 io. L’orbe du satellite est inclint? de 2284’ 
ii son plan fixe, et ses nocuds ont sur cc plan un mouvement 
tropique rCtrograde a ~ n * l a  pdriode cst de 141*~,739. Les as- 
tronornes supposaient lcs orhes des trois prcmiers satellites en 
mouvement sur  l’dquateur m$me de Jupiter;  mais ils 
trouvaient unc plus petite inclinaison Q cet dquntenr sur 
l’orbite de la plan&, par lcs hlipses du t ro is ihe ,  que par 
celles des deux autres. Cette diff6remce dont ils ignoraient 
la cause, vien t de ce que les orhes des satellites ne se mcuvent 
point sur cet dquateur, mais sur des plans divers et qui 
lui sont d’autnnt plus, inclinds, quc les satellites sont plw 
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&ignBs de la planbte. J’ai trouv4 un rdsultat semblable pour 
la lune, dans le second chapitre du septihme lime : c’est de 
18 que dCpend findgalit6 1unaire“en latitude, dont la valeur 
.ddterminee par les observations , m’a donnd l’ellipticitd du 
sphdro’ide terrestre , avec autant d’exactitude que les me- 
sures des degrds du mdridien. 

L’excentricitk de l’orbe du troisibme satellite presente des 
anomalies singulihres dont la theorie m’a fait connahe la 
cause. Elles dCpendent de deux Cquations du centre, dis- 
tinctes. L’une, propre h cet orbe, se rapporte h un perijove 
dont le mouvement annuel et syddral est de 29010~ : l’autre 
que l’on peut considdrer comme une Bmanation de l’kquation 
du centre du quatribme satellite, se rapporte au perijovc 
de ce dernier corps. EIIe est une des donnkes qui m’ont 
servi h ddterminer les masses. Ces deux Cquations forment 
en se combinant, une dquation du centre variable et qui 
se rapporte h un perijove dont le mouvement n’est pas uni- 
forme. Elks coi’ncidaient et s’ajoutaient en 1682 et Ieur 
somine s’dlevait h 2458”. En 1777, eIles st: retranchaient l’une 
de l’autre, et Ieur diffdrence n’dtait que de 949‘. TVargentin 
essaya de reprdsenter ces variations, u u  ‘moyen de deux 
6quations du centPC? j mais n’aynnl pas rapport6 l’une d’elles 
a u  perijove du quairiAme satellite, il fut contraint par les 
observatioiis , d’ahandonner son bypothksc, et il eut recours 
h celle d’une &pillion du centre variable, dont il ddter- 
inina lcs changcrnens par les observations , cc qui le conduisit 
a-pcu-prbs aux rdsultats que iious venons d’indiquer. 

Enfin IC quatrihme satcllitc se meut sur un plan fixe 
iilclind de 4547“ h l’dquateur de Jupiter, et qui passc par la 
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ligne des ncleuds de cet dquateur , entre ce dernier plan et ce- 
lui de l’orbite de la plankte. L’inclinaison de l’orbe du satellite 
ii son plan fixeest de 2772”, et ses noeuds sur ce plan ont un 
mouvement tropique rdtrograde dont la pdriode est de 531 
am. En vertu de ce rnowement, l’inclinaison de l’orbe du 
yuatrikrne satellite sur l’orbite de Jupiter, varie sans cesse. 
Parvenue A son rninimuin vers le milieu du dernier sihcle, 
elle a 6t6 &-peu-prhs stationnaire et d’environ 20,7, depuis 
I 680 jusqu’en I 760, et dans cet intervalle, ses noeuds sur  l’or- 
bite de Jupiter ont eu un mouvement annuel direct de 8; 
&-peu-pr.,&s. Cet te circonstance que l’observation a prCsentCe 
a 6td saisie par les astronornes qui l’ont employee long-temps 
avec succbs dans les tables de ce satellite. Elk est une suite de 
rnes formules qui donnent et l’inclinaison et le inouveinen t du 
nceud, h tr&s-peu-pr8s les memes que les astronomes avaient 
trouvds par la discussion des dclipses ; mais dans ces der- 
nikres anndes, l’inclinaison de l’orbe a pris un accroisserncnt 
trh-sensible dont il eat 6t6 difficile de connattre In loi sans 
le secgurs de la th6orie. I1 est curieux de voir sortir ainsi de 
1 ’analyse, ces phenomknes singuliers que l’observation a fait 
entrevoir , mais qui rdsultant de la comhinaison de plusieurs 
inCgalit6s simples , trap coinpliquEs pour que Ies astro- 
nomes en aient pu d6couvrir les lois. L’excenlricitd de l’orbe 
du q u a t r i b e  satellite est beaucoup plus grande que celles 
des autres oi-bites. Son perijovo a un mouvement annuel 
direct de 7959“: c’est la cinquibme donnde clont j’ai fait usagl: 
pour determiner les masses. 

Chaque orhe participc un geu du rnouvement de tous 
les autres. Leurs plans fixes ne le sont pas rigoureusement : 
ils se ,meuvent trks-lenternent avec l’dquateur et l’orbite de 
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Jupitcr , en passant toujours par l(?UI? intel*section imutuelle. 
Les inclinaisons de ces .plans sur L’dquatGur de Jupiter va- 
rient sans cesse , proportionnellement Q l’ipclinaison de l’ar- 
bite sur l’dquateur de la plnn8t;e. 

La thdoric des satellites &ant ibndde sur Les observations 
de leurs dclipses; il iinporte d>voir l’expression de leur 

durde, en ayant Bgard ili. tout ce qui peut y i n h e r ,  et prin- 
cipalement A l’ellipticitd du sphdroi’dc de Jupiter. Je parviens 
ili cette expression, en coiisiddrant g6ndralement la figure 
de l’ombre que projette un corps opaque &clair6 par un 
corps lumineux. On pourrait en conclure les durdes des 
dclipses des satellites, si ces astres s’dclipsaient au moment 
oh leurs centres commencent h ydndtrer dam l’ombre de 
la planEte. Mais leiirs disques, quoiqu’inappr6ciablespar oux- 
m6mes le devieniient par le temps qu’ils mettent h. dispa- 
raitre dans les Bclipses : leur grandeur jusqu’ici peu cannue, 
leurs clartds diffkrentes , lcs effets de la pinombre, et pro- 
hablemcnt encore ceux de la rifraction de la lurnikre du 
solei1 dons l’atmosphhrb de Jupiter; toutes ces causes qu’il 
est presque impossible d’dvaluer, nous obligent de recourir 
aux observations pour ddterminer les durcSes moy’ennes des 
eclipses des satellites ddulpitur, dans les noeuds ou lorsquc 
leur latitude nu-dessus de l’orbite de la plandte est nulle. Ces 
durtles obserdes sank 9426v pour le premier $atollite 5 t I 95 in 

pour le second; 148%~ pour le troisihme j enfin, rg780# 
pour le quatribme. 

Ides observations de l’eiitrh et de la sortie des Satellites 
et de lcurs ornbres SUP J.c d i q w  de Jupiter, r8pasldmient 
beaucoup de lumikre sur la grandeur de Ieurs disques, et 
sur plusieurs autres dldrnrns‘ de la thdotie des satellit&. Ce 
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genre d’observations, trop nt5glig8 par Ies astronomes , me 
paratt devoir fixer leur attention; car il semble que ies 
contacts intbrieurs des ombres doivent ddterminer l’instant 
de la conjonction, avec plus d‘exactitude encore que les 
kclipses. La thdorie des satellites est maintenant assez avancde, 
pour que ce qui lui manque,ne p u k e  &re d6termin6 que 
par des observations trks-prdcises ; il devient donc ndces- 
sake d’essayer de nouveaux rnoyens d’observation , ou du 
moins, de s’assurer que ceux dont on fait usage, mbritent la 
prdfikence. 

L ’ex t rhe  difficult6 des observations des satellites de 
Saturne, rend leur th6orie si imparfaite , que l’on conna2t 
A peine avec quelque prdcision , leurs r6volutions et leurg 
distances moyennes b cette planhte; il est donc inutile jus- 
qu’h present de considher leurs perturbations, Mais la PO? 
sition de leurs orbes presente un phdnombne digne de 
l’attention des gdornetres et- des astronomes. Les orbes des 
six premiers satellites paraissent &re dans le plan de l’an- 
neau, tandis que l’orbe du septibme s’en dcarte sensiblernent. 
I1 est nature1 de penser que cela depend de l’action de Sa- 
turne qui , par son ellipticite, retient les six premiers orbes 
dans le plan de son Bcpateur, cornme il maintient dam ce 
meme plan, l’anneau dont la plan&te est entourde. L’action 
du solei1 tend h lea on &carter; mais cet 6cart croissant t r b  
rapidement et; A-peudprbs comme la cinquibme puissance du 
rayon de l’orbe , il ne devient sensible que pour le dernier 
satellite. Les orbes des satellites de Saturne se rneuvent, 
camme ceux de la lune et des satellites de Jupiter sur des 
plans fixes qui passent constamrnent. entre 1’6ynateur et 
I’orbite de la planhte par leur intersection mutuelle, et qui 

sont 
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son1 d’autant plus inclinbs h cet dquateur, que les sateuites 
sont plus BloignBs de Saturne. Cette inclinaison est conside- 
rable relativement au dernier satellite. Son orbe est inclind 
hi-mbme au plan fixe qui lui correspond, et ses namds ont 
SLIP ce plan un niouvement rdtrograde dont j’essaye de dB- 
terminer la valeur, en partant des observations d6jA fuites 
sur cet objet; mais ces observations &ant fort incertaines , 
les resultats que je prBsente, ne peuvent &re qu’une approxi- 
mation trbs-imparfaite. 

Nous sornmes moins instruits encore h l’dgard des satcl- 
lites d’Uranus. I1 para2t seulernent , d’aprbs les observations 
d’Hersche1, qu’ils se meuvent tous sur un m8me plan pres- 
que perpendiculaire 2i celui de l’orbite de la plankte; ce qui 
indique Bvidemment une position semblable daw le plan 
de son kquateur. J e  fais voir que l’applaiissernent de la pla- 
nbte, combinc? avec I’action des satellites, peut maintenir 
h trbs-peu-pr&s dans ce plan ,leurs orbes divers. VoilB tout 
ce que l’on peut dire sur ces astres qui, par leur petitesse 
et leur dloignernent , se refuseront toujours h des recherches 
plus &endues. 

La thdorie des perturbations des cornhtes est l’objet du 
neuvibme livre. La grandeur des excentricit& et des incli- 
nuisons de leurs orbites, ne permet pas d’appliquer d ces 
astres, les formules relatives aux plan8tes et aux satellites. II 
n’est pas possible dans l’dtat actuel de l’analyse, de reprb- 
senter Ieurs mouvemens , par des exprossions analytiques 
qui embrassent un noinbre inddfini de rdvolutions, et l’on 
est rtSduit A les ddterminer par parties, et au moyen des 
quadratures. La mdthode\Ia plus simple pour y parvenir 
est celle dont on est redevable B Lagrange,’ et qui consiste 

MECAN. C ~ L .  Tome W. C 
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regarder l’orbite de la combte, comme une ellipse sans 

cesse variable : chaque 416ment elliptique est alors ex- 
prim6 par l’integrale d’une fonction diffdrentielle , et 
I’analyse offre divers moyens pour avoir cette intdgrale , 
d’une manibre trb-approchde. J e  prdsente ici ces Eonctions 
diffdrentielles, sous la forme qui m’a parii la plus commode, 
et je donne un moyen trbs-exact de les in tdgrer par approxi- 
mation. J’aurais bien desk6 d’appliquer cette mhthode au 
prochain retour de la combte de 1759; mais diverses occu- 
pations m’en ayant ernpikhb,. je me borne A la developper 
avec assez d’dtendue, pour que l’on n’dprouve dam ses 
applications, d‘autres difficult& que celles des substitutions 
numdriques. 

J e  traite ensuite , par une analyse particulibre, le cas 
d’une corn& yui approche assez d’une planhte, pour que 
son orbite en soit totalement changee : ce cas singulieLp rnd- 
rite d’autant plus d’attention, qu’il parait avoir Qt6 celui de 
la premihre combte de 1770. On connait les tentatives in- 
fiuctueuses des astronomes , pour assujdtir les observations 
de cette comhte aux lois du rnouvernent parabolique. Lexel 
reconnut enfin qu’elle avait ddcrit pendant son apparition, 
l’arc d’une ellipse correspondante A une revolution d’un 
peu plus de cinq ans et demi. Burkart, par nn-e discussion 
approfoadie des observations de cette comkte, et des 616- 
mens +elIiptiques propres B Ies reprdsenter, vient de eonfir- 
mer ce TtSsultat remarquable qui ne doit maintenant laisser 
aucun doute. Mais a v a  une rdvolution aussi prompte, cette 
combte aurait dQ plusieurs fois reparaitre : cependant a on 
ne l’a‘pint observde avant X770, et depuis, on ne l’n point 
revue. Pour expliquer ce double phdnombne , Lexel a re- 
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marquc! qu’en 1767 et 1779, cette combte a pass6 fort prks 
de Jupiter dont l’action Q pu diminuer en 1767, sa dis- 
tance perihelie, au point de rendre la comkte visible de 
la terre, en 1770, d’invisible qu’elle btatt auparavant; et par 
un effet contraire cette action a pu en I 779, accroftre sa 
distance perihelie, de nianikre rendre la comkte dor6na- 
vmt invisible. Mais cette explication suppose que les 616- 
mens de l’orbite de la comete , ddterminds pnr ses positions 
observdes en 1770, satisfwt aux deux conditions prCc6- 
dentes, du moins en ne faisant A ces &!mens, que des cor- 
rections tr&s-Mg&res > comprises dans leslimites desklt6rations 
que l’attraction des planhtes a pu y produire : c’est ce qui 
resulte de l’application de mes formules aux perturbations 
de la coinhte par l’action de Jupiter, 4 ces deux bpoques. 
La possibilitd du double changement de In distance perihelie 
aux 1mhnes dpoyues , &ant ainsi dtablie ; l’explication donnee 
par Lexel devient trks-vraisemblable. 

De  toutes les cornbtes observdes, la prCcCdente est celle 
qui a le plus approchd de la terre; elle a dG parconsequent 
en 6prouver des altdrations sensibles. J e  trouve, en effet, 
~ L T C  l’action de la terre Q augment4 de deux iours sa rdvo- 
11xtion syddrale; mais la corn&, en rtlagissant sur la terre, 
a dfi pareillement alt6rer la d u d e  de l ’ a i i d s  syderale : l’ann- 
lyse fait voir qu’elle serait diminude de la neuvibrne partie 
d’un jour si la masse de la combte &galait celle de la terre. 
Les recherches que aelnmbre vient de faire, pour perfec- 
tionner les tables du solei1 , ne permettent pas d’attribuer B 
I’action de In combte, une diminution de trois secondes dans 
cette durc5e; nous sommes donc bien oertains que la masse 
de la combte n’est pas la cinq-millibme partie de celle de 
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la terre. En gdn6ra1, la correspondance des ohservations 
avec les mouvemens des planhtes et des satellites, drfterminrfs 
en n’ayant Bgatd qu’A l’action mutuelle de ces corps, n ~ u s  
proizve que malgrd Ie grand nombre de corneta qui tra- 
versent dans tous les sens le systbme planktaire , lenr attrnc- 
tion a dt6 jusqu’a prdsent insensible j ahsi leurs masses 
doivent &re d’une petitesse extreme , et les astronomes 
n’ont aucune raison de craindre qu’elles puissent nuire 
l’exactitude- de leurs tables. 

Dans le dixikme livre, je considkre diffdrens points rela- 
tifs au s y s t h e  du monde. L’un des plus intdressans par ses 
rapports ayec Pattraction universelle et par son iniiuence 
sur les observations cdestes, est la th6orie des rdfractions 
astronorniques. L’air au travers duquel nous voyons ‘ lea 
astres, infldchit leurs rayons suivant des lois qu’il importe 
aux astrcmomes de bien connaitre : elks dhpendent de la 
constitution de l’atmosphkre , et dizs variations qu’ellc 
6prouve dans sa pression et dans sa chaleur. J’en expose 
avee &endue, l’analyse qui exige des artifices particnliers, 
lorsque l’astre est trhs-prh de 1%-orizon. La rdfraction de 
sa lurnihre depend alors de la loi suivant laquelle la’ ehaleur: 
des couches atrnosph8s;qtte iminue , ii mesure qu’elles sont 
PIUS 6lev6es. La loi que je propose, dun i t  a l’avantage d’un 
calcwl f‘acik, celui de reprdsenter A-la-ibis les expdriences sur 
‘la diminution de cette chaleur , et lee ohsewations des r& 
fractions et des hauteurs du barombtre h diverses BlBvations. 
Heureusemeat , lorsque la hauteur des astms surpasse -onze 
ou douze degrds ; la refraction ne depend plus que de l’&ta,t 
de Pair dans le lieu de l’observateur , et cet &at est indiqud 
par nos i n s t m e n s  m4tdorologiques. A temp6ratures Qalea, 
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le volume d’une m6me quantitt! d’air est rkciproque B la 
pression qu’il Bprouve; mais pour avoir les variations de ce 
volume, qui rdpondent t\ celles d’un thermombtre A mer- 
cure, il faut connahre exactement la correspondance de cet 
instrument avec un thermomhtre air. Gai-Lussac a fait 
sur cela , un grand nombre d’expdriences k8s-pr6cises j il a 
mis un soin extreme A bien graduer plusieurs therrnomtjtres 
de mercure et d’air , et surtout A bien desstkher Ies tubes 
de verre dont il a fait usage; car Zeur bumidit6 dans les 
expbriences des divers physiciens sur cet objet est la cause 
principale de la diff6rence de leurs rhktats.  En plongeant 
ensuite ces thermometres dans un m6me bain d’eau, il la 
ternpdrature de la glace fondante et & ceUe de ll’eau bouiI- 
lante; il a trouv6 par un milieu entre un grand dornbre de 
resultats corri.gbs de l’effet de In dilatation du verre, et des 
variations du barornetre pendant chaque experience, qu’un 
volume d’nir repr6sent.6 par l’unit8, au degrd de Ia glace 
fondante, devenait 5375 A la chaIewr de l’eau bouillante 
sous \ a m  pression mesurde par la hauteur om,76 du barn  
metre. Tobie Mayer, physicien aussi exact que grand astro- 
nome, wa i t  trouv6 par des experiences dont il garantit 
l’exactitude, que par le mbme accroissement de tempBrad 
ture, le volume E se change dans 1,380; ce qui diffbre tr&s- 
pcu du rdstxltat precedent avec lequel les experiences de 
Dalton sont parfaitemcnt d’accord. Pour avoir la marche 
correspondante de deux thermombtms d’air et de mercure, 
Gai-Lussac a divis6 exactement en deux parties dgales, lm 
volumes que ces deux fluides remplissaient dans chaque 
tliermornbtre , depuis le degr6 de la glace fondante jusqu’h 
celui de 1’6hlliticm de l’eau, ce qui lui a donnd le de@ 50 
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de chaque thermomktre. En les plongeant dans un bain 
d’eau, Clev6 A cette tempbrature, il a observe qne leurs 
diffdrences dtaient toujours extremement petites et alterna- 
tivement; de signe contraire enstarte que la diffdrence 
moyenne ddterminde par vingt expCriences, a et6 insen- 
sible; d’oh l’on doit conclure que depuis z6ro jusqu’h la 
chaleur de l’eau bouillante, la marche des deux thcrmo- 
mhtres est A trbs-peu-prhs la merne. Ces rbsultats suffisent 
A la thdorie des rdfractions, dans laquelle on n’a besoin que 
de connaitre la demit4 de Pair, correspondante aux indi- 
cations du baz‘omi?tre et du thermombtre. Mais dans la 
thdorie de la chleur  , il est nkcessaire d’apprdcier les degrbs 
reels de chaleur > hEyu6s par ceux du thermombtre A mer- 
cure > et c’est ce que les expdriences dont je viens de parler, 
donneraient avec beaucoup d’exac titude si les accroissemens 
de In chaleur d’uae masse d’air , sournise A une pression cons- 
tante, dtaient propoctionnels h ceux de son volume. Or cette 
hypothese est au m o b  trds-vraisemblable; car s i  l’an conqoit 
que le volume d’air restant toujours le meme, sa tempdra- 
ture augmente ; il est.trbs-nature1 de penoer que sa force &Ins- 
tique dont la chaleur est la cause, augmentera dans le mdme 
rapport. En le soumetiant dam ce nouvel ktat, ti Ta pression 
qu’il6prouvait dam le premier; son volume crottra comme 
sa force dlastique, et parconsdqueut comme sa tempdrature. 
Le th‘ermombtre B air me para3t donc indiquer exactement 
les variations de la chaleur; mais sa construction &ant dif- 
ficile, il suEt d’avoir cornparti par des experiences prCciyes , 
sa marcbe avec celle du thermomktre h mercure, 

Jusqu’B prhsent on n’a point fait usage des iiidications de 
l’hygrombtre dam le calcul des rdfructioris : il sernit A de- 
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sirer que l’on ddterminht par des expdriences directes , l’in- 
fluence de l’humiditd de l’uir sur ces phdnomhes. J’essaye 
d‘y supplder, en supposant que les forces rdfkingentes de 
l’eau et de sa vapeur, sont ,proportionnelles A leurs den- 
sit& respeclives. Dans- cette hypathkse vraisernblable , la 
force rdfringente de cette vapeur surpasse celle de l’air de 
mkme densite; mais coinrne h pressions Bgales, l’uir surpasse 
en densite la vapeur aqueuse , il en rksulte que la rtSfractioii 
due h cette vapeur repandue dam l’atmosphhre, est &-pew 
prbs la meme que celle de l’air dont elle occupe la place, 
cnsorte que I’effet de l’humiditd de l’air sur les rtifractions 
est presqu’iasensible. C’est ce que confirment quelques ob- 
servations de hauteurs mbridiennes du solei1 vu 4 travers 
des nuages qui luissaient appercevoir distinctement ses bords: 
la rdfiaction de sa lumikre n’a point paru chang6e par cette 
circonotance. 

On sait que l’air est un m4Iange des deux gal: azote et 
oxigkne. 11 est vraisemblable que la force refi.ingenle n’cst 
pas b meme pour chacun d’eus, et qu’ainsi celle de l’at- 
mosphkre changernit, si la proportion de ccs gnz venait ik 
s’alterer. Mais il suit des experiences nombreuses et trhs- 
prkcises d’Humbolt: et de Gai-Lussac, que cette proportion 
reste toujours h trBs-peu-yr8s cons%ante h la surface de la 
term et Gai-Lussac &ant all6 dans un ballon, recueillir de 
l’uir atmosphkrique h plus de six mille cinq cents mBtres de 
hauteur, I’analyse de cet air lui a donn8 entre ces deux gaz, 
le m6me rapport qui a lieu h la surface de h tcrre, 

La force rdfringente de l’atmosphhe peut &re ddterixii- 
d e ,  soit par des expdriences directes sur la rdfraction de 
Pair, soit par les observations astronomiques. Le grand 
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pombre et l’exactitude de ces observations m’afait prdfdrer ce 
dernier moyen , et j’en ai coriclu , pour avoir les refractions 
rau-dessus de douze degrds de hauteur apparente, une formule 
que je crois trbs-exacte, du rnoins si la force rdfractive de 
Yair est en raison de sa densit6, et si sa tempkrature et son 
humidit6 n’ont point sur elle d’influence sensible, trois 
choses qu’il importe de. verifier par: un grand nombre d’ob- 
servations et d’expdriences. Le moyen qui me semble le 
plus propre. h cet objet , consiste A observer daiis les. grands 
froids et dans les fortes chaleurs, dans les grandes hauteurs 
et dans les abaissemens extrbrnes du barornetre, les hauteurs 
m6ridiennes de quelques Btoiles qui ne s’dlbvent que de 
;dome ou quinze degr6s sur l’horizon. On a commencd 
dans cette vue, B I’Observatoire de Paris, une suite d‘ob- 
servations que l’on se propose de continuer pendant un 
grand nombre d’anndes, La thdorie suppose encore la 
densit6 constante dans une mbme couche d’air concen- 
trique h la terre, et il est possible que les vents et d’autres 
causes y produisent des variations de densit6 qu’il est im- 
possible de connaftre, et qui cependant doivent influer sur 
les refractions : c’est h cela que l’on doit principalement attri- 
buer ies petites diffdrences que prdsentent les observations 
d’un mdme astre, en diffdrens jours. Quelque perfection 
que I’on donne aux instrumens d’astronomie, cette cause 
d’erreur sera toujours uu obstacle il l’extrthe prdcision des 
ob9 erva t ions. 

Les .recherches prkckdentes , fonddes sur la constitution 
de l’atrnosphbre m’ont conduit a une formule trks-simple 
pour mesurer la hauteur des rnontagnes par, le barombtre, 
formule dans laquelle j’ai eu dgard aux variations de la pe- 

sanleur , 



1’ R E F A  C E. 
santeur , dues i\l la diffdrence des latitudes et des &vations 
au-dessus du niveau des mers. J’aurais bien desirB pouvoir 
y introduire les indications de l’hygromktre; mais nous man- 
quons d’expbriences suffisantes pour cet objet. Ramond a 
ddtermint! avec beaucoup d’exactitude, le coefficient principal 
de cette formule, au moyen des observations nombreuses 
et; prkcises du baromelre, qu’il a faites sur plusieurs mon- 
tagnes dont la hauteur est bien cohnue. 

L’atmosphdre Bteint en partie les rayons de: luniiPre, 
qui la traversent. J e  ddtermine la loi de cette extinction 
qui doit pareillenient avoir lieu dans l’atmosplidre du Soleil. 
11 rdsulte de mes formules compar6es h une experience cu- 
rieuse de Bouguer, e ~ *  l’intensitd de la luini6re des divers 
points du disque solaire, que cet astre ddpouillti de sou 
ai rnospli6re nous parahait  douze fois plus lumineux. 

Z’un des principaux argumens que 1’011 opposa au moit- 
vcinent de la terre, fut la dificultd de concilier ce inouve- 
ment avec celui des corps terrestres dktach6s de sa surface 
et abandonnds h eux-rn6mes. Dans l’ignorance des lois de 
la mdcanique, on dtait port4 B croire que le spectatour de- 
w i t  s’en kloiguer avec toute la vitesse due au mouve- 
ment de rotation de la tcrre et sa translation autour 
du soleil. Ln connaissance de ces lois ne laisse maintenant 
aucixn nuuge sur cet olsjet; mais elks font voir que l’effet; 
de la rotation dc la terre sur le niouvement des projectiles, 
quoique trbs-peu sensible, peuble devenir par des expC- 
rienccs propres A le manifester. J’en expose ici l’analyse 
qui s’accorde avec les expdriences que l’on a d&j& faites 
pour reconnaitre le mouvement diurne de la terre, dans 
la chute des corps qui tombent d’une grande hautqur. 
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AprtSs avoir examine plusieurs cas dans IesqueIs le m o p  

vement d’un systbme de corps qui s’attirent, peut &re exac- 
tement; d6termin6 j je reprends la thkorie des dquations sd- 
culaires dues h la rksistance d’un fluide &herd rCpandu au- 
taur du soleil, thdorie que j’ai d6jA considMe h la fin du 
septieme livre, mais que j’dtends ici h un temps illimitt?. 
Cette r6sistance aursit lieu dans la nature, si la lumihre so- 
laire cohsistait dans les vibrations d’un semblable fluide. Si 
elk est une thanation du soleil; son impulsion sur les pla- 
nktes et sur la lune , en se combinant avec les vPtesses de ces 
astres, produit dam leurs rnoyeris rnouvernens une accdldra- 
tion dont je donne l’expression analytique j mais cet effet est 

ildtruit. par la diminution & la masse du soleil, qui doit 
avoir lieu dans cette hypothbse. Alors la force attractive 
de cet astre diminuant sans cesse, les orbes des planetes se 
dilatent de plus en plus, et leurs rnouvernens se ralentissent 
incomparablement plus qu’ils ne s’acc6lbren.t; par l’irnpulsion 
de la* lurnibre. Les .observations n’indiquant aucune variation 
dam le rnoyen niouvement de la terre j j’en conclus , 1c O. que 
Ie solei], depuis deux mille ans, n’a pas perdu la dkux-mil- 
lionieme partie de sa substance; 2 O .  que l’effet de l’impulsion 
de la lumibre sur l’dquation sdculaire de la lune est insensible. 
Z’analyse de cet effet, s’applique B la’ gravitk considkrke 
cornme produite par l’impulsion d’un fluide gravifique mu 
avec une extrQme rapidit6 vers le corps attirant. 11 en rd- 
sulte:‘tpe pour satisfaire ilux phdnomhnes, il faut supposer 
a ce fluide, une vhesse excessive et cent millions de fois au 
moins plus grande que celle de la lumibre. Cette vitesse 
serait infinie, dans les hypothhses admises par les gkomktres, 
SUI’ l’action de la gravit6 j ces hypotheses peuvent: done &re 
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employkes sans crainte d’erreur sensible. Nous observerons 
ici que ces diverses causes d’altdratiom dans 10s moyens mou- 
vernens des planbtes et des satellites, n’en produisent: aucune 
dans la position de leurs absides j et comme il est constant 
par les observations, que le mouverneat du perigde lmaire 
est: assujdti h une 6quation s6culaire t-1.bs-sensibh3, on doit 
en conclure que ce n’est point B la rbistance ni h Pimpul- 
sion d‘urz fluide , qdil faut athibum. des cSquatbns shulahes 
de la lune. Nous en avons ddvelopph dms le septiBme l ive  
lea lois, et la vdritable cause. 

Enfin, je termine ce volume par un suppldmeot ~ U X  

illdories de la lune et des planktes. Jupiter, Baturne et  
Uranus forment un system@ A part, SUP lequel les planEtes 
infdrieures n’ont‘ point d’influence sensible, mais qui, par 
l’action mutuelle’de ces trois corps, est s o u i s  B de grandees 
inkgalitds que j’ai d8veloppdee dans le sixikme livre. La d& 
couverte de ces inBgalit6s a donnQ aux tables de Jupiter 
et de Saturne, une pi:tScision inesp6r6e. Pour ICs perfection- 
ner encore, l3ouvai.d a discut6 de nouveau et avec le plus 
grand soin, toutes les oppositions de ces deux plnn&tes, 
depuis Bradley jusqu’a nous, observdes. h Gireeiivich et h 
Paris, au moyen de granites lunettes iii6ridiennes et des 
meilleurs quarts de c e d e .  De mon cOt8, j’airevu Ieur thdo- 
rie avec une attention particulikre, et cela mk conduit A 
quelques inhgulitks iiouvelles qui oiit sensibleinent mppro- 
~118 ines formules des observations. Ges formules rdduites 
en tables par Bouvard, repr6sentent avec une exactitude 
remarquabJe, les observptions moderms, celles de Flamsteed, 
de Ticho, et m6me des Arabes et des Grecs, et les obser- 
vations calddennes que PtoldxnBe nous a transmises dans son 

*, 

d o  
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Almageste. Cette prdcisiou singuliere avec laquelle .Jupiter 
et Saturne ont obCi depuis les temps les pl~zs reculds, aux 
lois de leur action mutuelle, nou$ prouve que l’influence 
des causes &rang&res au systkme plandtaire est insensible. 
L’un des principaux avaniages de ces nouvelles recherches , 
est la connaissance pr6cise de la masse de Satume, ‘dont la 
valeur est fix6e par ce moyen, beaucoup mieux que par les 
blongations des satellites. Les indgalitds produites par Uranus 
sone trop peu considbrables, pour en conclure la valeur de 
sa masse : cella que j’ai adoptde dam le s i x i h e  Xiwe me 
paratt rdpondre assez bien aux observations. 

I1 ne me reste plus, pour remplir l’engagcment quc 
fai contract6 au commencement de cct Ouvrage, qu’h 
donner une notice historique des travaux des gdomAtres 
et des astronomes sur le systbme du monde : ce sera I’objet 
de l’onzibme et dernier livre. 
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en ayant bgard leurs actions rdciproques , l'attraction du so- 
lei1 et  h celIe du sph6roi'de applati de Jupiter. . pa& a I 7, nos L > 2 

CHAP. IT, Des int/gaZiii?s du mouvenzent des sntellites de Jzcpi- 
ter , indLpendrintes des excentricitds et des inclinaisons des 
orbites ................ .......................... p g e  8 

Dbveloppenient des Cquations du iiiouvement de ces satellites. Expressions analy- 
tiquee des perturbations de leum rayon. yeateurs et de leurs longitudes. L'action 
du solei1 y introduit une inC.galit6 andogiic h la warintiart dans la t1dorie de la 
lune ...................................................... :,.. no 3 

Recherche de termee qui peuvent acquhrir, dsns ccs expressions ,.des Valeurs 
considbrables par 1cs diviseurs que l'intkgration leur donne et qui deviennent 
fort petits, en yertu des rapports presque commensurables des nloyena mou- 
yeniens des trois premiers wtellit'es. Ntkoasith de coiiserver dans ces petits 
diviseurs , les termes dbpendans du produit de la partie constante de la force 
perturbatrke par la Variation du rayon vecteur; ce produit a p t  sur leur 
valeur une influence sensible no 4 

EITet des tttrmsle de ce genre sur lee retours des Cclipses des troiv premiers s;itcllitcsw 
..................................... 
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Les illkgditth qu'ils y introduisent dQpendent toutes d'un mCme angle , et leur 
pt.riode commune est de 437j ura,659, rhsultat conforme aux observations. , no 5 

CHAP. 111. Des IndgaZz'tks da mouvement des satellites &(pen- 
dantes des excentricitds des orbites ................ page 20 

Expressions des -&verses Qquations du centre des satellites et des niouvemens de 
leurs absides.. .................................................. no 6 

Recherche des termes qui peuvent devenir sensible8 par I'effet des petits diviseurs 
que YintBgration leur donne quoiqu'ils soient niultipli6s par lea valeurs fort 

L'action du solei1 produit aussi dans le mouvement des satellites des inkgalit48 
SenPibles, quoique pareillenient ddpendantes des excentricitks. Expression de ces 
inhgalitks. Celle qui affecte la longitude est composbe de deux parties analogues 

1'dvection et  A l'bquatioiz anituelle dam la thdorie de la lune. ....... no 8 

.......................................... petites des excentricitbs no 7 

CHAP. Iv. Des indgaZh% du monvement des satellites en 
Zatitu~e ......................................... page 32 

Expreesion analytiquede la latitude des satellites et dumouvement deleurs nmuds. no g 
h a  partie de cette expression qui dkpend du deplacenient de I'Qquateur et  de l'or- 

bite de Jupiter, reprdsente la latitude qu'aurait chaque satellite , s'il se mouyait 
sur un plan intermediaire entre l'iquateur e t  l'orbite de Jupiter, et men6 par 
leur commune intersection. Cet effet est analogue 1 celui que la terre produit 
sur la lune, conme on I'a VU dans le no 20 du livre VIII; niais il est beaucoup 
plus sensible. DBtermination de sa valeur. .......................... no LO 

Recherche des ternies qui acquiirent de tris-petite diviseurs par l'intbgration danv 
I'expression de la latitude, en vertu des valeurs presque comniensurables des 
lnoyens mouveniens des trois premiers satellites. evaluation de lenrinfluenck no I I 

CHAP. V. Des indkaZile's dipendantes des carre's et des produits 
des cXce?ztrz'cdt?s et des kdz'naz'sans &s orbites. ..... page 50 

Calcul de ces inbgalitks. 11 d % t  d'y tenir compte des indgditis A longues p6- 
riodes.. ...................................................... no l a .  

Lea termes qui deviennent les plus coneidbrable% dam la Qquatiom si?culaires des 
satellites, sont ceux qui dkpendent des variations o6culaires de I'ciquateur et de 
l'orbite de Jupiter, et du rnouvenient des m u d s  du yuat r ihe  satallite. Ils sont 
analogues B ceux qui produieent 1'Qquatioa sciculaire de la lune, et 1'Qquation 
du moiiyement de la lune dependante de la longitude de seg nsude. Calcul de 
ces termes ..................................................... AO 13 

CHAP. VI. Des indgalitds ddpenduntes du carrd de b force 

La plus remarquable de ceE inbgalitbs a deja bt6 discutcie sou8 5a forme [jQt$rale ; 

.................................. perlurbatrice.. Page 59 
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dans le no 66 du second livre : elle tient A ce que, dans l’origine , la longitude 
moyenne du premier satellite iiioins trois fois celle du second, plus deux fois 
celle du t rois ihe , a form6 una sonime kpeu-prds Cgale a la denii-circonfb- 
rence ; rapport qui a 4th rendu exact ensuite par l’action niutuelle de ces trois 
corps. Dheloppeinent de cette thtorie par une mdthode diffirente de celle qiii 
a dtk  eniployde dam le livre 11. Il en rksulte , comnie on l’a VU alors, q ~ e  leu 
nioyens niouvemens des trois premiers satellites sont assujhtis Q une sorte de 
Iibration qu’il iniporte aux astronomes de bien connaftre , et dont 011 doit fixer 
]’&endue par lea observations : jusqu’ici elle a paru insensible. Le rapport q u i  
existe entre le moyen mouvenient des trois premiers satellites, subsistera cons- 
tamment dans la suite des sihcles ; et les deux in6galitks du premier, caushec 
par l’attraction du second et du troisihie, rdunies par ce rapport, ne pourront 
jamais se sbparer ........................................... no’ 14, I 5 

Les rapports des nioyens mouvemena des trois preiiiiers satellites niodifient leurs 
indgalitts Q longues pdriodes. Ces rapports ne sont point changbs par leurs inkga- 
lites s6culaires qui se coordonnent toujours de iiianike Q y satisfaire. , . no 16 

Les rapports des nioyens m~uveniens des trois premiers satellites ont une influciice 
sensible sur ley variations de leurs excentriciths et de leurs perijoves. Exainen 
de cctte influence et des terniev qu’elle produit. Les inclinaisons et les nceuds 
des orbites n’en regoivent aucun changement.. ...................... no 17 

Le carre des ternies diis A ces rapports peut devenir sensible dans l’espression de 
la longitude ................................................... no 1 8  

Le carre de la force perturbatrice n’introduit aucun terme sensible dans 1’8quation 
no ‘9 

CHAP. VI. VaZeurs niinit‘r.iques des indgditds prdcddmtes 

&ICmens des orbites des satellites. Valeurs numbriques des coefficiens des inBga- 
lit& ......................................................... no ao 

Expressions nuiiikriques des inkgalit& dn rllyon vocteur et de la longitude, iud& 

............ sbculaire des satellites de Jupiter, ni dans celle de la lune. 

............................................... page 85 

pendantes des excentricitG~ et  des inclinaisons ..................... no 21 

Expressions nnmkriques des in6galit6s dhpendanter des excentricitds. ..... no 29 

l3xproeaione nuruhriques des inbgalitds des satellites en latitude., ........ no 93 
Expres5iions nuiiih+pes des in6galitbs dipondanter du carrd des excontricitds e t  

des inclinaisons des orbites.. .................................... 110 24 
@xprcssions nuni6riques des inCgalitth dependantee du card  de la force pcrtur- 

batrice., ....................................................... no a5 

CHAP. VIL De Za dude des dclipses des satelzites. . p g e  105 
Forniules ghndrales pour dbterniiner l’ombre projetbe par ma corps opaque de 

figure quelconque. Preinih-e application de cette foniiule A l’onibre projhtee par 
Jupiter supposh sphi.rique. I h ~ x i Q i e  application, en iiyant &aid Q son ellip- 
ticitd : bquation de son onibre et de sa ihoinbre.  Ciilcul de I’arc d6crit par les 
satellites en led trayersant. Formulea pour dkterininer la durbe de 1’Sclipse. 11’ a6 
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CHAP. VIII. De‘termination des masses des satellites et de Pap- 
platissement de Jupiter, ......................... page I 2 I 

11 faut pour ddterniiner ces quantiths , cinq donnhes de l’observation. Choix des 
donnkes les plus propres A cet objet, dans 1’Qtat actuel de l’astrononiie. Valeurs 
des masses des satellites et  de I’applatissement de Jupiter, qui en rdsultent. Le 
rapl>ort des deux axes des pbles et de 1’Qquateur de cette plancte , est dkter- 
mind par ce moyen, avec plus de prkcision que par les niesures direcies ; il 
R’accorde avec elles, et prouve ainsi que la pesanteur des satellites Vers Jupiter, 
ge conipose des attractions de toutes lcs nioltcules de la planhte., ..... no a7 

CHAP. IX. Des excentricifks et des incZz’nnz’sons des orbes des 
satez[i&es ...................................... page 127 

Forniation et rbsolution des equations qui dkterminent les excentricitbs de ces orbes 
et le niowenient de leurs perijoves. La  grande influence de l’applatissenient de 
Juliiter sur ces dlkmens , donne A chaque orbe une excentricit6 qui h i  est prolire ; 

Formation et  rLsolution des Jquations qui d&temiinent les inclinaisons des orbes 
des satellites, et le niouvenient de leurs nceuds. La grande influence de l’appla- 
tissenient de Jupiter sur ces dlkmens , donne h chaque orbe une inclinaison qui 
jui est propre ; mais il pariicipe des inclinaisons des autres orbes. 11s 8e nieuvent, 
tous sur des plans d’autant plus inclinks A l’bquateur de Jupiter, que le satellite 
est plus Bloignk de la I’lanBte. Ces plans passent constaninient cntre l’bquateur 
at l’orbite de la planhte, par l’intersection mutuelle de ceB deux derniers plans, 
Calcql des inclinaisons de tous c ~ 6  plans A l’tquateur de Jupiter. . . . . . .  no a8 

mais il participe des excentricitks des autres orbes.. . . . . . . . . . . . . . . . .  

CHAP. X. De Za Zibratz‘on des trois premiers satelliles dc 
J ~ ~ i t e r  ........................................ page 135 

Les longitudes moyennes des trois premiers satellites sont assnjbties A ce tlrdorPiiie ; 
savoir , que la longitude du premier, lnoins trois fois celle du second, plus deux 
foi, celle du t ro is ihe  , est exactement et constammerit &ale ri la deiiii-circon- 
fkrence : si ce thhorbme n’btait pas rigoureux; en moins de deux annbes les longi- 
tudes s’en kcarteraient du quart de la circonfkrence. Les observations des eclipse8 
satisfont h ce thbor&me , avec l’exactitude dont ellev sont susceptibles. Raison 
pour laquelle elles pourraient paraitre E’en kcartor un peu. La libration des trois 
aatellites se parlage entre chacun deux ,  suivant un rapport dependant des 
masses et del, distances. Calcul de ce rapport,,  ..................... no as  

CI-TAP. XI. Thkorte du qupiri2vze satel&. ........ page z 38 

p6termination de son mouvement en longitude. D6termination de son mouvement 
gn latitude au-dessus de l‘orbite do Jupiter. Les amonornee avaient reconnu 

par 
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par lee observations, que depuis la dhcouverte des satellites jusques vera 1760, 
l'inclinaison de l'orbe des satellites sur l'orbite de Jupiter avait k tk  a-peu-prds 
de ao,7,  et que le mouvement de ees naxds avait dtb direct et de 8' environ par 
annde. Ces rkeultats de l'observation sont une consequence de nos formules ; 
mais dans ces dernihres annBes , l'inclinaison a pris un accroissenient .considQ- 
rable , qui ne permet plus d'employer ces resultats dans les tables. Forniules 
de la durke de ses kclipses., ..................................... no 30 

CHAP. XII. Thdorie du troisihe satellite.. ....... page 15s 

Ddterniination de son mouvement en longitude. I1 a une excentricitd qui lui est 
propre, et il participe tr4s-sensiblement de celle du quatrihnie satellite ; ce qui 
introduit dans son inouvement , deux Bquations de centre trhs-distinctes , dont 
rune ee rapporte 4 son propre pbrijove, et l'autre au perijove du quatridme 
satellite. De 1& resulte une tiquation du centre composbe , et dont l'excentricit.6 
est variable. Wargentin avait remarque par les observations cette excentricit6 
variable, mais sans reconndtre la loi de 80s variations. 

satellite en latitude. Formule de la durhe de scri 
&clipsea.. ..................................................... no 31 

DQterniination du nlouyement 

CHAP. XIII. Thdorie du second saieZZile. .......... page 158 

Dktermination de sea mouyemens en longitude et en latitude. Formule de la durtia 
de yes Bciipses.. ............................................... no 31 

CHAP. X N .  Thdorie du premier sateZZitc.. ....... page 1% 

de ses kclipses., ............................................... no 33 
D6tenninadon de ties mouvemens en longitude et en latitude. Foniiule de la durde 

CHAP. XV, De Za a?urt?e des dcdipses des satellites.. page 169 

Forinules de la durbe des dclipses , en supposant que leu satellites s'6clipsent iiu 
moment de l'immersion de leurs centres dans l'ombre de Jupiter. Cornparaison 
de cette durbe avec lee observations ............................. no. 34 

CHAP. XVI. Des satellites de Saturne.. .......... page 175 

On n'a point encore observe les inbgalit6s du mouveinent de ces corps. Le seul 
phtno11ih remarquable qu'ilu prhsentent , est la positipn constatite de leurs 
orbiteli dans le plan de l'anneau, c\. l'exception de la dernidre qui s'en &carte 
eensiblement. Explication de ce phhomdne. I1 tient i\ ce que l'orbe du dernier 
satellite se nieut sur un idan passant antre l'i5quateur et  l'orbite de baturne par 

M ~ C A N .  cBt. Tome IV, e 
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]ear intersection mutuelle , et qui est trbs-sensibloment incline A cot Qquateur, 
Dktermination analytique et numkrique du mouvement de l'orhe du satellite 
stir ce plan.. . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . , no@ 35, 36 et 37 

Page 190 CHAP. XVII. Des saleZZi'tes R'Uranus. . , . , , . , , , . 
L'action niiituelle Je la plani.te et de ses satellites peut maintenir dans le plaa 

de son kquateur, les orbes des satellites.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . ne 38 
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L I V R E  I X ,  

T H ~ O R I E  D E S  C O M ~ T E S .  

Dificulths de cette th6orie. Les grandes exccntricitbs des orbites des comhtes ; 
et leurs inclinaisons considtirables , ne perniettent pas d'aypliquer h leurs per- 
turbations les forniules qui servent pour les planbtes. I1 faut calculer ces per- 
turbations de distance en distance , pour les diffbrentes portions de l'orbite , 
en sc bornant Zi chaque fois i une btendue peu considtrable.. ... page 193 

CHAP. I, The'orie des perturbations des comktes. .. .page 194 
Equations generales de l'orbite troublte.. ............................ no I 

On peut satisfaire a ces Qquations par des forniules analytiques qui enibraasent 
u n  grand arc des orbites, lorsque le rayon vecteur de la conlkte est trhs-petit ou 
tr&-grand, par rapport h celui de la plardte perturbatrice. Dans le premier 
cas, l'action perturbatrice devient insensible et  pcut &re n&gligCe; dam IC 
second cas., la comb se iiieut A fort peu-pr8s dans une ellipse autour du 
centre comniun de grayit6 de la plan& et du soleil.. . . . . . . . . . . . . . .  no I 

Forniules &nC.rales pour dbterniiner leu perturbations des dbniens de la coniGte. 
.............................................................. no 3 

Forniule pour dllterminer la difftirence de ses rstours constcutifs au pbrihelie. 

Moyen d'obtcnir les valeurs nunibriques des perturbations des Ql&nicns , en h i -  
sant usage des $vZCtiOJZS ghzPmtrices. Expos& de cette thi.orie, ........ no 5 

Rkflexions sur l'usage de ces forniulee et  sur la manitire d'en varier l'application 

Expressions analytiques et gGnbrilles des perturbations, dans le cas oh la planite 
perturbatrice est trds-kloignbe.. .............................. nor 7 et 8 

M a n i h  dont il Eaut employer ces for~aules , en les nppliquant h une comdte, 
par exemple, icel le  de 1759.. no 9 

CHAP. IT, Des perturbations que Zes comktes dprouvent Zors- 
qu'dles itpprochcizt trc?s-prt?s dcs comt2es. ........ page 216 

.............................................................. no 4 

aux diffkrentes portions de l'orbite.. .............................. no 6 

.................................. 

On peut dors supposer ri. la plan& , une spht:re d'attraction dans laquclle elle 
influe seule sur le lliouveinent relatif de la coiiidte , et hors de laquollc son mou- 
i v m e n t  ne dhpend pluu que de l'action du soleil. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no IO 

Pt5veloppeiiient de cette hypoth$se , et dbterniination des tltiniens de l'orbite de 
la conicte , lorsqu'clle sort de la .sphkre d'attraction de la plnnbre. .... no 1 I 

Moyen l h s  siniple d'arriver 4 ces valeurs, quaiid les perturbations ne sont pas 
ronsidhbles ................................................. no 10 

c a  
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Application de ces rksultats h la conitite de 1770. L’attraction de Jupiter a pu 

changer son orbite en 1767, de nianiAre B rendre la conihte visible en 1770, 
d’invisible qu’elle ktait auparavant. Cette attraction a pu , en 1779 , changer 
cette orbite, de manithe A rendre la com6te dorhavant invisible. Calcul des 
perturbations que sa rdvolution sydkrale a Qprouv4es de la part de la terre . . no 13 

CHAP. 111. De Paction des comites sur Zes pZctndtes et de Zeum 

Page 229 masses ........................................ 
La c o m h  de 1770, qui est cellc q u i  a le plus apl~rodii. de la terre , n’ayant p a  

changb sensiblenient 1’annC.e sydkrale ; il s’ensuit que sa inasse dtait fort petite 
et  au-dessous de Ti;; de celle de la terre. On arrive B la m h i e  conshpence, 
en considkrant que cette comhte a traversb‘tout le syathie des satellites de 
Jiipiter , sans causer d‘altdrations sensibles dans leurs mouyemens. RdflexionE 
g6ni:rales tendantes Q yrouver que leu masses des comhtes sont toutes extr&- 
meinentpetites , ensorte que la stabiliti: du systknie plandtaire n’est point troub1l.e 
par leur action . . , . . . . . , . , . . . , . , , . . . . . . . , , . . . . . . . . . , . . . , . , , . . . . . n* 14  



D E  L A  S E C O N D K  P A R T I E .  xxxvij 

L I V R E  X. 

sun DIFFERENS POINTS RELATIFS A u  S T S T ~ I ) ; :  DU MOXDE. 

CHAP, I. Des rt?f.rucliuns rtsfronotru’cfues., ........ page a31 

Gquation diKhrentielle du iiiouveiiient de la luiiiiere daris lcs airs , en supposant 
toutes Ies couches de I’atniospbCrc sphcriques a et de densitis variables suivant 
une fonction de leur hauteur.. ................................... n9 1 

necherchc de la rkfraetion que la 1uniii.re Qprouve par l’attraction diiTGrenttt des 
~ i d i o u x  qu’clh traverse. 11 en rbsultc que le sinus dincidcnce est au sinus de 
rbfraction , en raison constante dhpendante de la nature des milieux. La refraction 
se change en rbflexion au-delri d‘un certain degre d‘obliquit6. Lorsque les niiliew 
successifs sont terminis par des faces planes et paralldles , la yitcsse de la luiiii8re 
et sa direction sont ;k chaquo instant les mhnes que si elle pbnCtrait iniiiibdiate- 
iiient dans chacun d‘eux.. ....................................... n* a 

Application de cey rrisultata aiix attractions successivcs que Ics diK6rentea couclies 
de I’atmosphdre exercent sur les nioltcule~ luniineusea qui les traversent. Equation 
diflbrentielle du iiiouyeiiient de la luiiiihe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no 3 

Iiitc~mticm de cctte dqnution dtff&rcntielk. Pour l‘effectuer gCnCralement , il f m t  
conmftre la loi suivant lnquellc la denvitb des couches de l’atmosplitke diiiiinue 
lorsquc lenr hauteur augiiiente. Les deux limitus de cette loi sont une densiti. 
coiistaiite , et une deneitb dkcroiusante c!n progression gboiiibti ique pour des 
hauteurs 6quidiffirentes. Examen des rtfractions dans ces deux cas. L e  preiirier 

La seconde hypoth6se suppose une temp6rature nniforme dhns route I’btcndue de 
l’atmosphkre. IntQgration de l’dquation ditl‘~rentie1Ie dam cctrtt sllpl>osition , e t  
rbdiiction de lhtcigrale en fraction continue, par la mhhode des fonctions 
gCnkratrices. I1 en rbsulte une r6fractian troy forte et  parconshquent cette 
hypothAee ne p u t  &re cldiniae ; ce qui cst coiif~rnie ~ U X  observations sur la 

Integration de 1’Qpuation diffArentielle , en supposant que la densit6 des coiiches 
atmosph6riquee dbcrott en progression arithniCtiquo , quand lcs hauteurs suiyent 
une progessioil semblable. Cette supposition donne uiie rtfraction trop petite ; 
dailleurs ellc ne Satisfait point au dkcroisseniant dc la chalcrrr d8 l’air ; cependant 
elle $‘en rapproche p1i19 qt1o I ’hypothh d’une densitti constante, La vraie 
consritution de l’atmosphhre est donc intcriddinire entre ces denx suppositions. 
.............................................................. no 6‘ 

Xntlgration de 1’6quation ditT&rcntielIe dans une hypothhse coniposhc des dellx 
prhcbdentes. Les formules qui en rCsultent pour les rbfractions et le dkcrois- 
senlent de la chaleur dc I’sii- , s’accordeiit ~ Y C G  Ies 11liBnomhes obsemcs. a 1i9 7 

......................... donna une rdfractinn beaucoup irop faible no 4 

chaleur dlcroissante de l’atmosphbre, A niedurequ’on s‘hll.vc. .......... no 5 
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Fl;oriiiule qui donne les rdfractions astronomiques , pour toiites Ies hautenrs qui 

surpassent 120. A ces hauteurs, la rbfraction ne depend plus que de l’btat du 

Discussion des dltmens qui entrent dans cette formule ) et qui sont , les Variations 
de densitd de l’air par les variations de sa pression et de sa chaleur , la rbfraction 
de ]’air atmosphtriquc pour une teniptrature et une pression donnkes. Valeurs 

no 9 
Examen de I’influence que peut avoir l’humiditl. de l’air sur les rkfractions. Tlikorie 

de l’kvaporation. Forniule qui reprksente les variations de la force klastique des 
vapeurs , correspondantes aux changeniens de teniptraturr. L’influence de la 
vapeur d’eau Bur la force refractive de Yair est presque insensible, parceque 
l’exc0s de sa force rbfractive sur celle de l’air, est ii-fort-peu-pr& cornpens6 par 

baroni&re et  du thermomi.tre, dam le lieu oh se fait l’obseryation. ..... no 8 

.................................. les plus exactes de ces blbiiiens.. 

ba plus petite densitb.. ......................................... no 10 

.............. CHAP. 11. Des r$ractions terrestrcs Page 277 
Ddfinition de ces rkfractions , et ddterminationdes formules qui les expriment. .no I z 

CHAP. 111. De d’extincbion de 2a Zundre des nstres dins 
I’atrnosphh-e, et de Z’atmospla2re du soZeiL.. ...... page 283 

Foriiiules qui donnent cette extinction pour leu difftrentes inclinaisons du rayon 
luniiiieux B I’horizon. On peut dam ces formules employer, sans erreur sen- 

sible, l’hypothdse d u n e  tenipbraturc unifornie ; alors les logarithmes des inten- 
sit& de la luniikre sont comnie les rdfractions astrononiiques, divisbes par ler 
cosinus des hauteurs apparentes ................................... no l a  

Calcul de la hauteur de l’atniosphdre solaire ) en partant des expbiiences de Bouguer 
sur les diffirentes intensitts de la lumikre de cet astre, vers ses bordv et I son 
centre. DBtermination de l’affaiblisseni5nt que la luniii.re du solei1 eprouve 
en traversant 1’atniosphAre de cet astre : le eoleil dbpouilld de son atniosphhe , 
nous paraftrait douze fois plus lumineux ........................... no 13 

CEI AP,  IV.  De la mesure des hauteurs par Ze baromdtre., . 
............................................... page 289 
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M ~ C A N I Q U E  C I ~ L E S T E .  

S E C O N D E  P A R T I E .  

TH&ORIE.S PARTICULI&RES 

DES MOUVEMENS CfiLESTES. 

L I V R E  V T I I .  

J E me propose de considerer dans ce livre, les perturbaliolls des 
satellites, et principalemcnt celles des satellites de Jupiter. E11 
comparant ICs r4sultnts de l'aaalyse, aux nombreuses observations 
de leurs dclipses; on verrtl mitre de leur atfraction riiutuelle , 
et de celle du sold, toutes leurs indgalitds doiit les expressions 
i*dduites en tables, foriiieront des tables exncles dc leur5 iiiou- 
venie 11 s 

MBCAN, C ~ L ,  Xome IV, A 
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C I - I h Y I T R l 3  P R E M I E R .  

1. L E s formules c ~ u  second et du sixiknie livres , relatives aux 
perturbations des planktes, s'appliquen t Bgalement aux perturba- 
tions des satellites de .Jupiter. Mais les rapports prcsque cornmen- 
surables q u i  existent entre ] e m  moyens ~ O U V ~ M C I I S ,  e l  la grande 
ellipticit6 du sphC-roi'de dc Jupiter,  doniient plusieurs quttnti t& 
qiienous pouvions ndgiiger clans ces formules , des valeurs assez con- 
sidLrablespoury avoir dgard, lorsquc l'on se propose de ddlerminer 
avec prdcision les mouvernens des satellites. Nous allons ainsi re- 
prendre les dqimtions diff6rentielles de ces mouvemens. 

Soit  7n, la rnassc d u  premier satellite; soient x , y ,  z, ses trois 
coordonndes rectangles rapportdes au centre de gravird de Jupi- 
ter, .consid&& cornme immobile; et r =  Vza+y1+z'. Mar- 
quons d'un trait ,  de deux traits et de trois traits, les m6mes 
quanti& relatives au second, au troisikme et au quatribme sa- 
tellifes. Nommons encore S la masse du soleil; x, U, 2, ses 
coordonndes; et  faisons D F= V - X "  + P + Z". Enfin soit M la 
masse do Jupiter, et 7+ Y, la somrne des molkcules de cetto 

plankte , d i v i s b  respectiverncnt par leurs distances au centre 
de rn. Cela p o d  j nommons R, la fonction 

I-- __. 

M 

m' . (xx'+yy'+zz') rn" . ( xxN + yy" + ZZ" ) mw . (xx'" +yy" + zz'u 
r'3 4- p + yMJ 

mN 
.I) 

rn' - 
{ (~ / - jC )g+~ / -y )a+z I -e )P } :  { (x / / -x)S+ (y"-y)"(("Lz)"): 

{ (.d"-r)' + (r"' -y)" + (z"' - z )' ) i 

{ (X-X)=j -  (Y-y)'+ (Z--%)2}+ 

m'" s . { xx+ Yy+Zz 1 
' 1 - t . -  D3 

c 

S 
II.-.I - Y; 
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Celte fonction renferme torrtes les forces perturbatrices du IHOU- 

vcment du satellite rn ; et l'on a vu dam le no 46 du second livrc, 
que les dquations diffdrentielles de ce rnouveiiieiit ddpendont de 
ses diffdrences partiellcs. 

Rapportons ses coordonn6es , B cl'autrcs plus conitnodes pour les 
usages astronomiques. Nommons v l'anglc compris entre l'cwe des x 
et la projection dn rayon vecteur r ,  sur le plan des x et dcs-y. 
Soit s la tangcnle de In latitude de 712 , wi-clessus de ce plan. On 
aura 

1.. cos. v 
X S  - -  v/13.ss ' 

v 1 + s u '  

f / l+sS ' 

r.sin. v y" --' 

13 
X G - '  

J h  inarquant dans ces cxpressioiis, Ics quantitds r ,  S, P ,  Snc- 
cessivemcnt d'un trait, de deux traits et de trois traits; on aura les 
expressions de x', y', n'; z", y", z"; t'", y", z"'. Cela post!, si l'on 
nBgligc les quantitds de l'ortlre 84, on trouvera pour la partie de R 
rclntive l'action des satellites 

??br .s ).coS.(Y'--Y)+sd~ - m'r. - p j ( I + S ' = = L  la 

Cr"-ar*t', cos. (v'- v ) + ~ } ) ;  
m' . 7-f. {si' - ; . (s' + $'a) . cos. (u'- 1.) ] - 

{ - art!. cos. (v'--Y) + PI 

11 est facile d'en conclure que si .Pori ddsigne par S, la fan- 
gente de la latitude du solei1 S au-dessus du plan lixe , ct par U, 
l'a~igle que la projectioii de L) sur cc plan fait avec l'axc des x i  

A ? 
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la partie de R relativo h I’action du solei1 eat, en sdgligeant les 
termes divisGs par 0 4 ,  ce que l’on peut fairc , vu la grande dis- 
tance de Jupiter au soleil, relativement A celle 3u satellite A 
Jupiter, 

---- s S.P - 4 I-~S~~~S’~~I~.SS‘.COS.(U--V)+~.(~-S~--S‘“),COS.(~UL~,J)~ D 4D3’ 

Pour  diterminer la partie de R , relative A l’atfraction du sphd- 
roi’de de Jupiter; nous ohserverons que cette partie est, par ce 
qui prJckde, Bgale A - Y. Si l’on suppose cc sphCroi’de ellip- 
tique, et si l’on nomrne p son ellipticit&; si l’on notnme encore cp,  
le rapport de la force centrifuge a lapesanteur, A son Bquateur; 
23, le rayon de cet dqiiateur; v, le sinus de la d6clinaison du 
satellite rn, relativernent au rn6ine dyuatcur j on aura par le 
no 35 dw troisibrne livre, 

M .  B” y= l‘i I ( $ q - p ) .  (v*--;). 

Si Jupiter n’est pas elliptique , on a par le no 32 du livre 111, 

ill. n2 
rJ Y E  - i ( ?  p ) e  ( v2 -$ )  72. ( 1 -vv.). c0!32rc5) 

?L i t nn t  une arbitrairc ilkpendank de la figure de Jupiter, et m 
&ant l’angte forme par l’un des deux axes principaux de Jupiter, 
situ& dam le plan de son dquafeur, a ~ e c  I C  mdridicn dc Jupiter, 
qui passe par le aentre du  satellite, 11 est facile do se convaincre, 
par Pantilyse suivante, quc le t e r m  dEpcndant de  COS 2 m, n’a 
aucune influence sensible sur le .mouvement du satellite, h cause 
de la rapiditb avec laquelle l’angle /p varie; ensorlc que la valeur‘ 
ife Y q u e  l’on doit  employer ici, est la m Q m e  qlic dans ~ ’ ~ I Y P O -  

zhbse d’un sphdroi’de elliplique dont l’ellipticil6 est p. Nous sup. 
poserons donc 

On a & trbs-peu-prks, v ;3 s - s , ~  s, cxprirnnnt la tnngenfe de In 
latitude du satellite m au-dessus du plan iixc, en IC supposant 
mu dam le plan de l’dquateur de Jupiter j on a donc pour la 
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partie - Y de l’expreesion de R, 

M. Bm - Y-- ( p-  $ q ) *  { 5 - is-s,)’). 7. 

2, R~ppelons  maintenant les c5quations diff6renticlles d u  motr- 
veinen t d’un corps sollicitd par des forces quelconques. Parnii les 
diverses formes que nous lenr avons donndes dam les livres prC- 
cddcns, nous choisirons celles qui conduisent de la manibre In 
plns simple aux r8sultats que noiis voulons obtenir, On a par 
le no 46 du second livre, 

2i! est 1’6lc5ment du teins , et cet Bldment est supposd constant ; ,u est 
&gal A la somme M+m dcs masses de Jupiter et du satellite m; - 
la clirhrence partielle r (%)est bgale i z.(’)+y.(-~)+x.($~) rER 

(tx 
: 

la caractkristiquc diffdrentielle d sc rapporto nux seules coordon- 
n4es de 712, si l’on dhsigne par S la variation due aiix forces per- 
turbatrices, on aura > cn diffdrentiant 1’6quation prdddeute par 
rapport a 6, 

O n  dCterminera par celte &quation difl‘6reiitielle, les perrturbo- 
tions chi rayon vecteur; on pourra m&me camprendre dmis sari 
intdgrale, ltexceiiiricit6 de l’orlite du sntellitc j car vu l’extrBmc 
petifesse de cctte excentricit&, on peul ndgliger son ca rd  et ses 
puissanccs tinphicures , et 1’011 petit e~zpposer que la variation 
2rSr renferine non-seulement ~ C S  in6galiths ducs aux perturbations 
mais cncore la partie elliptique de 7”. 

teurs r et  r + d r ;  on aura par le 11’ 46 du second livre, 

I, 

Si l’on nomnie dv, I’angle iuterceptd ent.re les deux rayons vec- 

a .d (  
7 

J V ,  == r -  - _ _ -  - - ’ j (2) 
. . . . , . - 

r/ 1 --e% 

a &ant le demi-grand axe dc l’orbe du aatcllite; c dtanl le rap.#- 
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port de l'excentricitk au demi-grand axe, et nt ktant le moyen 
mouvement d u  satellite. 

En nommant v ,  I'angle d&crit par la projection du rayon vec- 
teur r ,  sur le plan fixe; on a par IC meine numdro, 

s &ant la tangente de la latitude de 7n, au-dessus du plan fixe ; 
erisorte que si l'on ndglige le card  de s, on a 

6 u -  d\Y,, 

Pour dEterminer s, nous observerons que l'on a par le no 15 
du sccond livre, du &ant suppose constant, 

0 c ($$). { I - $.I($). $} 
(I-f-SJ) -- I h s u a ' 6 *  ds (") "t-x *(Z) 4- =.($3; 

1 

U 
- dtant la projection du rayon vecteur r sur le plan fixe, /I' &ant 
une constank qui , d a m  l'orbite elliptiquo, est par le no 20 du 
second livre , &gale ti pa. ( T. - e- )  j enfin, la iliffdrence partielle 
(g) &ant relative au cas oh l'on considbre R comme fonction 
de u , v et s. Considkrons R comme fonction de r ,  Y et s ainsi 
que nous l'avons fait clans le numdro prdcddent; nous aurons , 

on a donc en coinparant s6parBment clans YCquation prtc6- 
dente, les coefficiens de ds I 
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1’8quation djffkrentielle en s devient ainsi 

Si la force perturbatrice est nulle :, on a 

r/l3-sE en nCgligeant donc le carrC de cctte force, en restituant 
~ , 

au lieu de uI et en a8gligemt le produit de la force perturba- 
trice, par s ~ . ~ ,  on aura rls 

Les gquations ( I ) ,  ( 2 )  et (3) donnent, de In manibre la PIUS 
simple, toutes les perturbations des satellites, qui ne dependent 
que de la premiere puissance dc la force perturbatrice. 
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C I I A P I T R E  1 1 .  

3, REPRENONS l'e'quation diffgrentielle ( I )  du n. 3, 

Uans l'hypothbse elliptique , et si l'on neglige le c a r &  de l'ex- 
centricit4 de l'orbite, la partie constante du rayon vecteur SB 

rBduit au demi-grand axe a j nous pouvons donc supposer r .--. a, 
dans l'bquation prkckdente. Mais pour plus d'exactitude , et par 
une consideration que nous exposerons ci-aprbs , nous conserverons 
le produit de rd'r, par les parties constantes de la force pertur- 
batrice; or cette force ajoute au rayon r ,  une partie constante que 
nous disignerons par d'n j en substituant donc a + $a, au lieu de r, 
dnns 1'6quation ( I ) ,  on aura 

la partie de R, d4pendanle de l'action du spliiroi'de de Jiipifer 
est par le no I , &gale 8- Y; ct  si 1'011 ndglige le ca rd  de v; 
on aura, en n'ayant 6gard yu'A celte partie, en prenant pour unit6 
de masse, celle de Jupiter, et pour unite de distance, le clemi- 
iliamblre B de son &piatcur, 

= .--.I (P-h> 
3rj ' 

I)c lh ,  il est facile de conclure 
d R  J d R s = R ;  r ( - [+-3R 

Ell 
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En substituant n1 + 2rd'r, au lieu de rsr on aura 

Si 1'011 ne considere que l'action d u  second safellite 7n', et  si  
l'on neglige Ics cards e l  les produits de s; et dc s', on a 

in'. I' ld R = -I/y . cos. (d-V)- 7.  
{ r L - - a r , ! .  cos. (d-v) +P}i 

Supposons que cette fonclion dCvelopp6e en sh ie  de cosinus 

na', { ~ A ( o ) + A ( ~ )  .cos.  COS,^(^'-^)^^(^) .cos.3(v'-~)+efc. 1. 
En changeant dms cette sCrie, r en a ,  r' en a', v dans nli + E, e t  
v' da.ps 7 L t +  E', nt et n'l etalit les moyens inoiivemeiis de m et 
de m'; OH aura 

d'anglcs muItiples de d - v ,  soit hgalc A 

1 A'" .COS; (/I,'t-?Zt + i- 6 )  

+ A'") , c0s.a .(n't-rit +- 6-6) 
+ 4 3 )  . cos.3. (dt-cll t  $- 4- E )  1 $- etc. 

a k  an.ar' 
aJdR==-- n +,a 

k -- ktant une constaiite arbitrairc ajoutde ir l'htbgrale fdR ,  OU 
aura ensuite 
U 

On dktermincra les valeurs de A(.), A('), A@), etc., e l  de Ieurs 
diff6rences partielles en (1 ct iz', par les formules CILZ .tio 49 du sc- 
colic1 livre. 

Comme nous nous propnsons de coiiscrver les parties constantes 
M ~ C A N .  C ~ L .  lbme 1V. 13 
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ddpendantcs de la force perturbatrice, et qui multiplicnt rSr j 
nous devons ajouter aux expressions prdicidcntes de 2JdX et de 

r ( $ ) ,  ~ e s  termes c1e ce genre, qu'ils contienncnt, si dans le 

ierine -;-.A('), de R, on substitue n + 2 iiu lieu de 7'; il en r4- 

sulte le t e r m  7n'.;;. (x-) j la fonction ~JU contient donc IC 

, rd'r r E A o )  rd'r ferme ??L , -- . ( -- da ). En substituant pareillement n I - - ~  aulieu 

t ~ e  r J  dans la fonction r ($!) j on voit qu'elle contient les termes 

7n' 

a 
rd'r d d o )  

U 

772'. - rd'r . {(T) d A o )  -/-a , (e)). 
2U dux 

En cbangeant successivement ICs qaantit6s relatives au satel- 
lite m', dans celles qui sont relatives aux satellites m" et m"'; 011 

aura les parties correspondantes de zJU? et de r ($). 
Pour avoir les parties relatives A l'action du soleil; nous ob- 

serverons qu'en n'ayant kgard qu'h cettc action, et en negligeant 
les carrCs et les produits de s et de S', on a par le no I , 

S S .  ra  R=----- . ( I + 3 . c o s . z . ( I ; T , V ) ~ .  u /tu3 

27 est la longitude du soleil vu du centre de Jupiter; en d6- 
signant donc par M6 le moycn mouvement syd6ral de cektc pla- 
nktc ; on aura, en negligeant l'exccntricitd de son orbite, 

et alors on a 
D=n/rt+E; 

D' &ant le demi-grand axe de l'orbe de Jupiter. On a par le 
no 16 du second livre, en ndgligeant la masse de Jupiter, rela- 
tivement A celle du  soleil, 

on aura doncJ en n'ajoutant point de constnnte, A cette partie de 
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l’expression de aJdR, parct: qu’elle peut &re ccns4c conteiiuc 
dans la constante arbilrairc k ,  

rl’oh l’on lire 

AT*, az 

W.aa 

3&P. riaz . COS, ( a n ~ - 2 M I + ~ i - - s ’ E )  ; a .  fctZ?~---JP.rd’r--- 
2 a I& - :N 

7’. (%) = - -- -illa. 7‘s r- .ill’ . no . cos. (an t  - 2 J f t  + 2 € --* 2E). 
0 

Cela posB si 1’011 rasscmble 1011s ces terims dam l’ciquation 
diffhrentielle ( I ) ,  et qu’on la divise par as; si ,  de plus, on observe 

que 1’011 a 7 Z 2 . ” C 7 ,  ou 2~ trh-peu-prbs u ~ = ~ ,  7n &[ant unc trEs- 
petite fraclion au-dessous d’un dis-inilliEme, la niasw dc Jupiter 
(5la11t prise pour m i l d ;  enlin, si ,  pour abrbger, on suppose 

1 4. TIL 1 

la carnc!i.ristique ,P servant h exprimer la S O I ~ Y ~ O  des termes sem- 
blables & ceux qui la suivent, et qu i  dCpendeiit de l’action des 
satellites pcrturbatenrs j on aura 

. cos. ( 272t - 2 fill + 2 6- 2lI ) - 3iw - art--ai?!! 
(911-M) 
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du mouvement elliptique,  et^ si l'on n6&e dans les termes dCpen- 
d a m  de l'action d u  soled, M et N-n, vis-h-vis de n dont ils 
ne sont que des fractions insensibles; on aura 

. COS,  ( 2 7 Z t  - 2ML+ 2L - 2E) M* 
na 

c- 

La partie constante de cette expression est ce que nous avons 
dc!sign6 ci-dessus par a, on aura donc, en observant que Nn dir- 
f3re trbs-peu den', 

l a .  

Si I'on subititue les valeurs pr6cddentes de 2JdB, r . ( $ )  et  

?!? dans l'expression de SP, donnke par la formule (2) du no 2 ;  

on aura,  en observant que + me n'; que p i  x , ii tr~s-peu-prks j 

que M est trEs-petit, relativement A n ,  et que N difGre trks-pea 
de n ;  

a% ' 
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Le teriiie clkpendant de sin. (ant-aMt+$-2EIaE) rBpoud A 

1'8yuation connue dam la thkorie de  la lune  sous le nom de va- 
riation; rnais il est moins sinsible dans la th6orie des satellites 

de Jupiter, parce que le rapport F y  est beaucoup plus petit. 

nl dtant supposd exprimer le moyen mouvement de rn, son coef- 
ficient doit elre nul clans l'expresuion prdcddente ded'p j cc quidoiinc 

171" 

6n En substituant cette valeur de k dans celle de on aura 

cl'oh l'on tire 
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terme dontil s'agit, tine vdeur consid6rable. On voit en mbme terns 
la nbcessitd de Jdterminer N ilvec prdcision , comme nous l'avons 
fait ; parceque 3a diffdrence d'avec n ,  due aux forces perturba- 
trices, quoique trbs-petite, devient sensible dam la fonction 
zn-n'-N, surtout 21 raison du  term -n. (q que Nrenferme; 
et c'est la raison pour laquelle nous avons conservd Ies termes dC- 
pendans de la force perturbatrice, dans lesyuels rd'r est multi- 
$6 par des constantes , ces termes influant sur lit valeur de N. 
Dans les autres diviseurs qui ne sont point trbs-petits, on pourra 
supposer a sans erreur sensible N == n ; en faisant donc 

on aura, en n'ayant Bgard qn'au terme dkpendant du cosinus de 
2n't-2nt+ 2d- ze , et  observant que l'on pent,  dans la fonc- 
tion 2n-2nn'+N, supposer 2 ) ~ '  et N Bgaux A n ,  

rJ'r m' . nF 
--I- .cos. (zn.t--zn't+20-26/). a' - 2 ,  (21t--2n'--n') 

L'expression de d'u donne , en n'ayant dgard qu'aux termes qui ont 
2n - 212'- N pour diviseur , 

m'.nP 
an--zn'- N d\U= .sin. (2nt--zn't+26-22'). 

Cette partie de d'v est l'inhgalitb la plus sensible d u  motlvem~iit 
du premier satellite : elle est la seuk que les observations a i d  
fait reconnaitre. 

S i ,  dans la thdorie .du second satellilc, on cldsignc par N', la 
quantitd qui correspond 2t N dans la thborie dix premier ; et si 1'011 
nomme A:') celle qui  correspond & 4'' dans lca pcrturhations d t i  

premier par le second satellite; i I  rCsulte de ce qui pr6cl.de , que 
l'expression de '$- renferinera le terme 

Le diviseur (n --n')*- 8" est Ggal (12 -n'+ 8'). (rz--n'--N'). 
N dtant fort peu diR4rent de n', e t  72 Ctant A trbs-pcu-prbu Cgal 
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Q 272'; le diviseur n-n'-N' est trbs-petit, ce qui donne au terme 
pr8c8clent utie vdeur considdrable. Soit 

en faisant, 12 c 2n' et N ' E ~ L ' ,  dans la fonction n-?i+iV' ;  011 aura 

nt . id . G - . cos. (id - ?it + € - E ) .  
f SJ --- 

Cl'S a .  (n--n'--N') 

On aura ensuite en n'ayant egard qu'aux termesquiont n-?z'--N' 
pour diviseur , 

rn.n'.G 
it - n'- N' ' sin. (nt  - n't + h - 6').  db' c 

On doit observer ici que 

CE qui donnc 

Mais pour plus d'exactitude, nom ferons usage dank le calad nu- 
m6rique de G, do son expression rigoureuse, 

~ e s  valeurs prdcddentes de -p- et de SY', JIB soiit relatives qu'h 

l'action du premier satellite. L'action du troisikme produit encore 
dans ces quantiths, des termes sensilles, En effeki le mouvement 
du  second satellite &ant: trbs-pen-prBs dbuble'de celui du troi- 
sitme; il doit en rBsultcr dam ces expressions, dea termes ana- 
logues & ceux que l'action du second satellite prodtiit daiis les va- 

7/61' 
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burs de $-etd.eSo. Nommons A'('), A'('), A'@), etc., relativcn~ent 

au second et au troisikme satellites > ce que nous avons dksignd 
par A*), A('), A("), etc., relativemcnt au premier et  au second. 
Supposons ensuite 

nous aurons par l'action du troisibme satellite, 

En rBunissant ces valcurs aux pr6ckdenfes; on aura Ies te rms  I C s  

plus sensibles de 7 et cle 8v'.  f d'J 

U n  rapport trEs-remarquable qui existe entre 1es moyens MOU- 
veinens des trois premiers satellites, permet de r6unir en un seul, 
1es deux termes de chacune de ces expressions, d-iis aus actions 
Jw premier et du troisihmo satellites. Nous avons observe que le 
moyen mouvement du premier satellite est A-peu-pr6.s double de 
celui du second, qui  h i - r n h a  est double Q-peu-pr&s du rnoyen 
mouvement du troisieme satellite j onsorte que l'on a ,  d'une ma- 
nihe fort approchde, 

n = 2n' j n'--.2n". j 

n - 3n'+ 2nn= 0. 

Mais cette dernikre Bquation est beaucolnp plus npprochdp que le3 
deux 6galitds d'oix nous l'avons ddduite. Elk l'cst & un tel point, 
que depuis la  d 6 c o u v k  des satcllites de Jupiter, les observalions 
n'ogt faitrecdnnaftre aucune valeur sensible h son premier membre; 
nous ppuvons donc le supposer nul, au moins dnns l'espace d'un 
siEcle. Nous +verrqns dam, la suite, que l ' a c t i~n  mutuelle dcs sa- 
t,ellites rend la qpantit6 rz -3n'+2n" rigoureusement Ggale Q Z ~ Q  j 
ce qui dome 

d'oli I'on tire 

an' - 212' n - n', 
Les 
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Les observalioiis donnent encore h trks-peu-prbs , depuis la dB- 
couverte des satellites, la longitude moyennc du premier, moiiis 
trois fois celle du second plus deux fois celle du troisibme , @ale 
h la demi-circonf6renca , ou a 200"; ensorte que , dans l'intervalle 
d'un. siBcle au moins, on p u t  supposer 

nt - 3n't +an'~-+~--- 3d+ as"=aooQ; 

et parcons6quent 

a n't - 2n"t -+ 24- 2 E'= nt - n't -+ E - E'- 2 0 0 ~ .  

Nous verrons dans la suite que ces tSgaliI6s sont rigonreuses. 
Ides terines de7"' e t  de aut, qui ~ p e i i d e n t  c1e l'action du troi- 7 
sibme satellite, deviennent ainsi 

m" . n' . F' - -- .cos. (nt-?it  + f - 6 ' )  5 I ~ & ~  a. +- a .  ( w - d - 4 ~ ' )  
nZ . 11' F 

cpV'=-- n-n'-N' ' sin. (nt-n't+ s-6'); 

on a donc, par les actions r h i i e s  du premier et du troisibma 
satellites I 

L'action tl i i  second satellile produit dans la tldorie du troi- 
d m e ,  des termes analogues & ceux qiie l'action du premier pro- 
dui t  dam la tlihorie du second; en faisant donc 

on aura 
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,.ll&,Jt 

Les valeurs de et de d ' ~ "  peuvcnt recevoir encore qudques 
termes sensibles, de Paction du quatritnric satellite; inais son moyerr 
mouvemerit &ant sensiblement plus petit que la moitid de celui 
du t r o i s i h e  satellite, ces termes doivent &re peu considdrables. 
Nous y aurons cependant dgard dans la  suite. 

On pent observer ici que n diffdrant trbs-peu de 272', et n' dif- 

fdrant trba-peu de 2n"; -- diffbre trh-peu de $. En effet , n 
d 

a' 

d 
a ainsi 5- et 7 sont trhs-peu diffdrenss de ($; or A'), AC'), etc. &ant 

de la dimension - I ,  en II el a', F et G sont de diniension nulle, 
ou fonctions de 2; B' e t  G' sont des fonctions semblablcs de 7 ;  
on a donc h fort peu-prks E"= F ,  et CY== G .  Mais, pour plus 
d'exaetitucle I rs'olms aur.ons 4gard aux c+iR&ences de ces quan titds, 

5. Considkroas la loi des in&galit& pr&cddentes, cfsns les 6clipses 
de satellites. Pour ccla, nous donncruns aux valeurs prBc@dcntes 
ile d v ,  SP' et Su", les formes suivantes : 

a a' 

d'v I 

d\dc;s(  1 1 ) .  sin.( nt-n'L+a-d); 

~ P Y " = - ( I I I ) .  sin. ( n't-n"'i+&-d')j 

( I ). sin. (zn~--an't+2~--~') j 

les coeaciens ( I ) ,  (11)  et ( I I I )  Ctantpositifs, comrnc 011 le vena  
daw la suite. Au lieu de rapporter les angles 7i.t -+ E, ~L'L 3. E' et 
n"t + Z, tr une ligae fixe; nous pouvons les rapporter ZL UP axe 1110- 
bile; parceque la position de cet axe disparnit dnns les angles 
nnt--an'j+as -+-ah', nj-n'j +€-G', n't-ntft+6-tfe Conce- 
90as que cet axe soit le rayon vecteur de Jupiter suppod mil tlni- 
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formEment autour du soleil. Dans ce cas, les angles nt, n't , n't, 
exprimeront les moyens mouvemens synodiques des trois premiers 
satellites. Concevons, de plus, que les anglns r: et L soient nuls 
c'est-&-dire , qu'8 l'originc du  terns t, les deux premiers satellites 
aient 611: en conjonotion. L'Bquation 

nt-3n't + ad't -+ 6- -3L+ ae"=aooo, 

qui a lieu encore relativcrnect aux mouvemens synodiques , d o m e  
ri*-xoo0; les expressions de d\v, $Y' et d'v" deviendront ainsi 

$P = 
d'u' == - ( I I ).sin. (nt -.I n't); 
JfJ' == 

( I ).sin. (mt- 3n't); 

(I  I I ) ,  cos. (A- nV). 
Dans les Eclipses du premier satellite, au  moment de sa 

conjonction moyenne , nt est nul, ou multiple de 4000. Soit 
w-- .an '==n+o ,  oun-mz'zzo; on aura dors  

6 u  .- (I) .  sin. mt.  

Dans les Bclipses du second satellite, au moment de sa conjonction 
rnoyenzie, n't est nul, ou multiple de 4000 ; on a done alors 

d'v '=- (~  I ) ,  sin. ut. 

Enfin, dam les 6clipses d u  troisihe satellite, A l'instant de sa 
conjonction moyenne, n*t + Z est nul, OLI multiple de 4000; on 
aura done docs, en vertii des 6quations n - a n ' s  n' - na" et  
6*- IOOO, 

$Y" F= (I I I) .  sin. ut. 

O n  voit ainsi que b s  valeurs pdc6dentes dc d'v, d'u' et  d'v', dans 
les Csclipses ddpendent du mtme angle ut. La pBriode de ccs vx- 
leurs est parconsdqnent la memo, et &gale A la d u d e  do la rE- 

I z - c l p n ~ '  

at et TJ'L &ant ici les rnoyens moiivemcns spodiques des deux 
premiers satellites. En mbfitituanlt psur zz et n', l eun valeiirs; on 
tyouve cette pdriode 6gab 4 437j"": ,659. Tous ces rbsultats sent 
entibrement confornies aui observations qui oiit fait reconnaftre 
les indga1itC.s pr&c&lentes avant qu'elles eussent Btd indiquges 
par la Moric. 

volution synodique d u  premier satellite , multildi6e par Id . 

C a  



20 M I ~ C A N I Q W E  C I ~ L E S T E ,  

C H A P I T R E  I r r ,  

6, CONSID~RONS .prbsentement ICs parties du rayon vecfeiir ct d e  
la longitude dcs satellites , qui &pendent dcsexcentricitds des or- 
bites. Ces excentricitds sont fort petites; en faisant doac , dgns 
1’Cquation (A) du no 2 ,  r” Cgal ti a’+ 21’d‘r, on pourra supposer 
que 2rd‘r represente non-seulement les perturbations de r*,  dues 
aux forces perturbatrices, mais encore la  partie de 7‘” relative aa  
mouvement elliptique. Alors l’dquation diffdrentielle ( I )  d i i  110 2 ,  

dans laquelle se transforme I’bquation (A), lorsque l’on ndglige le 
carre de d‘r, donne par son intdgration , non-seulement les per- 
turbations du rayon vecteur, mais encore sa partie elliplique qui 
rdsulte alors des arbitraires i n  troduites par les intdgrations. Dam 
ce cas, l’expression .de dv, donnde par l’equation (2 )  du no a ,  re- 
ferme la partie .elliptique de v ,  e t  cette partie est visiblement 

Cgale a -, en ndgligeant le carrd de l’excentricitk de l’orbite, 

et en ne considdrant que la’partie elliptique de rd‘r. 

, 2.d(rA’r) 
n .ndt 

Les termes de l’dquation diffdrentielle ( I )  du. nap; dans Icslr 
quels rd’r est multiplie par des constantes, et ceux qui &pendent 
des sinus et c,osinus de nt +&, rndritent une attention particulibre, 
en cc qu’ils cldterminent les variations sdculaires de l’excentricitt! de 
I’orbite et de son perijove. Nous avons determind, dans le no 3 , lis 
dermes dam lesqueb rd‘r est rnultipli8 par des constantes. Pour 
ddterminer les autres-,I considesons le terme m‘. 4’) .cos.(Y’--P) de 
t’expression de R. EnAy substituant , au lieu de T-‘~ et fcrf 

9 . d  ( { J f )  n‘t + c + ---.- au lieu de v’j il en resulte la fonction afaiz’dt 
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de' &ant l'excentricitb de l'orbite de TU', et m' &ant la longitude 
de son pdrijove; I t t  partie elliptique de 7- est, par le no 22 du 

second livre, -e'.cos.( n'd+d-m'). En la substituant dans la 
fonction prt?cidente, il en rdsiilte un terine ddpendant du cosinus 
de l'angle nt$-~--rp.', et il est facile de s'assurer qu'il est le seul. 
de ce genre, qui resulte du d6veloppement de la partie de 22, dC- 
Rendante de l'action de m',. L es deux sitellites TU" et m* fournissent' 
clans .A des t e r m s  analogues; mais il est ais6 de voir,  par l'expces- 
sion de R d q  no I ,  quc l'action' dh soleil' n'en produit point,' hu 
xnoins en ndgligeant les termes divisds par D ' 4 .  

' Maintcnant, si 1'011 n'a Bgkrd qu'aux termes , +  endans dc nt ,' 
011 aJdR = R j partant, en n'ayant Bgard qu' s terines, o n a  

1/6/ 

&'dquation diffdrenlielle ( ~ ) ' d u  no a dcviengra doiic , en nyayant 
bgard* i d a i i x  tcrinev baas lesquels r ~ r  est inultiplid par des cons- 
tantes, et  & c e u ~  qui d6pepdent des sinus et cosiiias de nt;  en 
observant, dc plus, que 7z1=;E-i, 1 

I \  I 

fort peu prBs. 

La m i n i h e  Ia plus simple d'intdgrer cctte &pation diffkretitiolle, 
est cVy,supposdr ' 

* 3 ) .  
&ant un co'e@cieht trbs-petit cle I'ordro des forces perturbatrices 

dontil ddpend, En substituant ces valeurs, dnns l 'dqu&m diffdren- 
t i d e  pr6c6dente, et en ne conservalit que les term& d6pendans t h  
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COS. (nt -f- E -gt- r) ; la cornparaison de ces termes donnera ; en 
ndgligeantle c a r d  de g ,  

En substituant pow iV' sa valeur don& par le no 3; an aura 

A(') &ant une fonction homogkne en a et a' de la dimension -I ; 
on a, par la nature de ces fonctions, 

l'dquation prdc6dente devient ainsi , 

En faisant, commc dans le no 55 du second livre; 

en dEsignant ensuite par (0,2), m; (0,3), U J ~  *ce que de- 
vienncnt ( o , ~ )  et m, lorsque l'on y change successivement cc 
qui est relatif & m', dahs ce qui est relatif Q. m"'et m"; en&, en 
designant par (9) la fonctioa k-22 o9 .n , et par im la fiwtioa 
3 M' 1.7; on aura 
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Si I ' m  consic18i-e pareillement 1es perturbations des itlmvemens 

de m', an" et 77;'; il est visible qu'ii eu r d s u h r a  tine iiQuvelk 
6q~iation semblable Q la prdcddente, et qui s'en d&duit, en y chaa- 
pan;  les quantilds relatives B m ,  successivement dgns celles qui 
sont relatives B m', m" et nf', et rdciproquement. En dcrivant clonc 
clans les fonclions (o), a, ( , ,I) ,  a, etc., au lieu de 0, le 
no du satellite tr~ublC et ICs quantitds qui lui sont relatives, et au 
lieii de I , le no d u  sntcllite perlurbaieur et les quantitds qui h i  sont 
relatives; on hFurmera les Bquations suivantes : 

fa = If. { 5" - ( I )  -,m - ( I  ,o) - (I ,  2) -(I ,5) } j (i') 
+ . ~t $- . / A q  + . 7iu. 

0 d b "  . { E: --, (3) - - (3 ,0 )  - (3, I ) - ( 3 , a )  } ; (;"I 
+ pJ . h + . h'+ . / A " .  

On doit observer ici que 1'011 n, par .le 11' 55 d u  secoiid livre, 
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on aura,  au moyen des equations prEcCdentes, C', C", P, en 
fonctions de g, et h sera pne copstante arbitraire. Soient 6;, e; Cy, 
les valeurs de gl, G", G", ielatives ?I la racine g,, et h, uiie se- 
conde arbitraire; soieiit C:, e, e,  ces mQmes valeurs relatives 
ii la racine 6;, et 12, une troisie'rne arbitraire ; soient enfin , 
g;, c;, e;, les, rri&es' valeurs relatives A la racine g3,  et h3 une 
qoatrikme arbit,raire; on aura, par la nature des dquations clifl'6- 
reiitiellcs Iinhires, 

rd'r 
-Z h.cos.(nt f 6 -gt-r) +Ill .cos.[nt + e-g,t-r,) 
a: 

+ha. COS.(~C + 6 --g,t-r*) + h 3 . c o s . ( ~ ~ t  +e --gst-r,); 

1 J N  -= d" Cr .h .~o$.(dt  -] e'-gt-r)+ S: . l f , . C O s . ( I l ' t + e ' - - g . , t r , )  

+ Si. 11,. co$.(dt+d-g,t-r,)+ Cj. h3.cos.(n't +. e'-g3t-rs) ; 

, I  

E = c'' .A. C05. (Ji't + o'f-gt-r) + 6:. h cos. ( r z ~ t +  r"-g,t-r I )  
d" 

r, r,, r, et rs &ant quatre arbitraires. Ces expressions sont com- 
pletes, puisqu'elles renferment huit arbitraires , c'est-h-dire , 
deux fois autant d'arbitraires qu'il y a d'dquations diffdrentielles 
du second ordre en rd'r, r'dr', r"dJ et r"6r'". 

Ces arbitraires remplacent les dldmens du mouvement ellip- 
t i p e  des satelliles. *Si l'on considhe leurs orbites cornme autant 
d'ellipses Jont les excentricitds et les positions des absides sont va- 
riables; en nommant ae I'excentricit4 du premier satellite, et 1c5 la 
longitude de son pdrijovc, comptde de  l'axe oh l'on fixe l'origine 
des angles j on aura 

lirr -=- e.cos,(nt+E-.ICJoj n' 
CC 
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ce qui donne, en cornparant ccbt te expression B la prLcddeiitc, 

e.cos.ca.=--;6.cos.(,..t$-r) -Jz ,  .cos.(glt+.~J - ctc. 

e .  sin. m =- 12. sin. (g1+ r) --It,. siu.( gltJrr',) - etc. j 

d'oh l'on tire facilcitieiit e e t  m. 0 1 1  aura de In m&ie.niani&re, 
e', m', etc. L'analyse du iio 68 d u  second livrc conduirait a m  
m$ines valcurs ; mais l'analysc p r l d d r n t e  e$t '~111 pcu plus simple; 

La partie elliptiquc de'v est x.(in.Ctzt + h-m), par IC 'no a2 
du second livrc j en la d6signant par d'V, 011 aura 

$Y 5= ae.cos. m ,  sin. ( / ~ t  + E )  -wcsin.ri3' .COS. ( ? I t  + 6) j 

ce qui  doline 

d'v=--ah. sia.(nt+i--81-r)--'7'~,. sin. (n /+~- -g~ t - -T , )  - 212, . sin. (nf+ +--g,i-r,) - 2 h .  sin. (ut+ g-g3t- &), 

On anra dc la m$me manibre, 

Tout se rtiduit done &, former e t  A rhsoudre 1es &qualions pr6c6- 
dcntcs ( t ) ,  (t'), (i")., (i"'), Mais nous verrons dans la suite, qu'ellcs 
sont incoinplbtes , et que ICs rapports qui  exislcnt entre les moyens 
mouveniens des trois preiiiiers satellites, lcdi ajoutent de nou- 
veaux termes trks-sensibles, quoique &$endan$ des G ~ U ~ S  et des 
produits des forces perturbatrices. 
7; Les termes ,de In doublc i I i t 4 p I o  -. ffndt.dR *de l'expres- 3n 

tk 

M$CAN. C ~ L .  Tome IY. D 
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sion de $Y du no 2 ,  qni dependent de l'angle n t  - 2n't $- L - a i ,  
acquikrent par les int&grations, le diviseur (n-27~')~; et n &aut 
fort pen diffirent de 2n', ce diviseur est trks-petit, et peut donner 
une valeur sensible Q ces termes, quoique multiplibs par les pe- 
tites excentricit& des orbites j nous allons donc les ddterminer. 

Considdrons le terme n~'A(~).cos.(v'- P )  de l'expression de R. 
En y substituant a'+ 7- au lieu de r', n't +E'+ (LIT-;- 

lieu de v', a au lieu de I^, et nt + E au lieu de Y; on voit que ce 
tcrme contient la-fonction suivante : 

/dY 2 . d . ( / $ + )  a,z 

2nd. m .  (7'h') - . AI). sin. (n't-nnt+k-~). a'l . n'dt 

contient par le no precCcIent, le terme K.cos.(n't+l'-~t-r); dl 
en le substituant au lieu de -a'Z, clans la fonction pr6cddente, et 

ndgligeant les quantites de l'ordre m'g ; cette fonction produit 
la- suivanae 

f 6J 

On a par le no 4, 
"- 

G=-a'a. (-$) 'A( +an'. ~ ( 1 ) ;  

le terme pr6cCdent devient ainsi , 
m'.G.h' 

za' 
- COS. (nl- 2n't + 6-26 +gt +r). 

Considerom encore le terme m'.A@J. cos, (2~ ' -2v ) ,  de I'expres- 
sion d e  R, E n y  substituant a+* aulieude r;nt++ a .  aa.ndt ti. (Tar) 

au lieu de ZJ, n't+ 4 au lieu de v', et n' au lieu de r'; on voitque 
Q 

- 
ce terme contient la fonction suivante : 
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Substituons dam cette fonction, la .cos. ( n t + ~  -gt-r), auliou 
rd'r de  Zj nous trouverons qu'elle produit la suivante, 

L'expression de 3' du no 4 donne en y Faisant n = m'p3 

le termo pr8c6dent devient ainsi , 
m' . Fli 

aa -- . cos, (nt - arz'L+E -.I all' +g/ + r). 
En le rdunissant au tertnc cldpendant dti m&nc cosiiius, et  qce 
nous vexioiis de ddterminer; 011 aura dans R, IC t e r m  

-&. an ( ~ h + :  . GU) . cos.(?zt-a?L't+a-a€f3-~'t3.r); 

et il est facile de voir que l'action de 17~'suc nt,  n'en produit poiut 
d'autres de ce genre. 

Mainteiiant, si l'on observe que p pelit &re supposci &gal kl'unit6, 
dam la fonction -. fJklt. dR, de l'expression de d'u j cette fonc- 
tion donnora dam d'v, en vertu du terme prtkddent de R, l'ind-, 
galit6 

3a 
(A 

n' Btant Q. fort pen-pi.& 6gd 2n", il est clair que l'action de +xi' 
Jsiir rn' produit dans d'ul une i dga l i t 4  analogu& k ia prrScCSdeiite , 
st pascons&quent tSga9e B 

L'acliou de 171 sur 7n', produit encore drzns d'd uiie indgalitt5 da 
m h e  genre, ct que 1'- peu6 failement ddtermiaper par le z i a  65 
clu second livrc; car on a par ce no, cu n'ayant c5gnrd qu'auq 
iermes dont il s'ngit, 

L ) a  
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ce qui donne pour cette partie de d'd, 

On peut. riunir ce terme au prdchdenf:, en observant que 

nt - 2n't + E - 2d n't --. 2nUt + 6' - 2 b + 200' j 

La' r h n i o n  de ces terrnes donne ainsi, 

sin.(nt--ait't+ Q -aC+gt+r). I CL' m. { GV+ : FJ,) 

} - (""'f, G'h" a/ 

Enfin l'action de m' sur m", produit, dans le rnouvernent de m", 
 me indgalitd analogue Q celle quc l'action de in sur rn' produit 
dam le mouvement de 7n', et qui parconsiqucnt est dgalc A 

3n" S d  = 
(n--2n'+ g)" ' 

.&est indgalitks prbcddentes sont relatives 21 la racine g. I1 est vi- 
sible que chacune des trois autres racines s,, 6;. etg3 dorinera 
d a m  les mouvemens des trois premiers satellites, des in4galilks 
scmblables. Cc son t les scules sensibles parmi ccllcs qui  ilkpendent 
A-lacfois de l'action des satellites, et des excentricitds des orbitcs. 

8. L'action du solei1 peut aussi produire dans les rnouvcmens des 
s&tellites, des inkgalit& sensiblcs , qiioiquc ddpendantes des excen- 
tricitbs des orbifes. .La valevrr de R relative A cettc action con- 
Iieht, par le no I )  le terme  COS.(^ 4D3 -2U). Enysubstituant 
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pour r g ,  a a . { ~ $ - 2 1 ~ . c o s . ( n t 3 - ~ - g t I - r ) } ;  pour v ,  ? z t + G  

- zlt.sin.(nt + E -=gt-r); nl pour 1); ct 1I.I" p o u r F ;  on aura 
dam R, IC terme 

CJ . JP . a'h 
4 

s 

. COS. ( IZ. z c- 2Mt + c L.- 2.E @t+r). - 
L a  valeur dc Rrelaiivc L l'action du s o l d ,  contient encore le terrne 

s . I" - -- 4D3. En y substituant pour D ,  D'.{ ~-H,cos.(Mi+ E -1)). 

I;r &ant le rapporl de l'excentricit6 au demi-grand axe de l'or- 
bite dc Jnpiler , et r  it la longitude dc son peribelie; on ob- 
tieiit le terrne 

.a" € I .  cos.(Mt+E--I). 311P 
4 

-- 

(€2 rsr  161. 
0 t: (1'. .-+A? dt' --- (Ia {I-3lL.cos.(nl-f-~-5"1-I')} 

- CJ Np . A. COS, (nt--a Nt+:-2 E+gt+r)- ;I f l ~ . r - .  c O S .  (Mf-f-6-1)  . 
O n  AVIX dans le n* 3, que l'cxpression de -- IL contient IC teriue 

16,. 

-~ . cos . (a i~ t -a lMr+~~-zE) ;  ?LP le produit 

f - 3N' . - - .  h .cos.(nt+ E -@ - r6r 
a" 
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JV &ant h trEs-peu-prhs &ale A ns; 1'6qu&ion diffirentielle pr& 
cCdente devient done 

. M" .h . cos. (nt -.I a ML + 6 - 2 E +gt+ r ) da . rd'r rd'r 
a%. dta 0=-+P.-- a2 

- ~ . m . H . c o s , ( 2 l r f t + E - q ;  

d'oh l'on tire en negligeant g et M eu 6gard 8. n , except6 dans 
le facteur a N - g  + N -  n, B cause de sa petitesse , 

3iW.H +T. c o s . ( M t + E - I ) .  

L'expression de d'v du no 2 donnera Q trbs-peu-prks , en y subs4 
tituant 2 ,  au lieu de a s ,  1 

. sin. (n t -2Mt+~-~E+$-g t+r )  I 5 .  Ma. h 
a n .  (OM+ Ai-in-g) $Y=- 

-- 3 M .  H .  sin. (Mt+ E-+. 
I t  

La preniikre de ces indgalitds rCpond Q I'dvection dam la thCo- 
rie de la lune ; mais elle n'est pas unique , o t  il est clair que cha- 
cune des trois racines g, , s;, g3,  fournit une inkgalit6 sembblable, 
Cette idgal i t6  se confond dane 10s Eclipscs, comme l'dvectioa , 
avec 1'Equation dti centre, et la dimitiue. En  effet , dans ccs phd- 
nombnes, la longitude du solei1 vi1 du centre de Jupiter, est 
moindre que celle du satellite , de ZOO"; ensorte que l'on a 

2Mt + 2 E + 400" = 2nt + x j  

l'in8galitE prCc6dente devient ninsi 

1 5 .  Ma.h 
m. (2M+A7-n-g) . sin. ( nt + E --gt - r). 

L'dquation correspondante du centre est par le no 6 ,  

.- 2h.sin.(nt -J- 6-g-t - f); 
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ainsi la valeur de IZ ddterminde par les dclipses, est plus petite 
que la vBritable , dansle rapport de I - 4ra.(nll.I-tA7 l5  * ni. - gl - B l’unitb. 

L a  seconde in6gaIitC correspond Q l’dquation annuelle d u  mow 
vement de la lune : sa pdriode &ant fort grande, on verra ci-aprbs 
qi1’eIIe est seiisiblemcnt modifide par les termes ddpendans du  
carrd de la force perturbatrice. 
En changeant cc qui est relatif B rn , successivemcnt clans ce qui 

est relatif h m’, rn’’ et  m”; on aura les inCgalitCs correspodantes 
des autres satellites. 
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C H A P I T R E  I V .  

9. REPRENONS l’dquation diffdrentielle (3) du n* 2, 

Supposons 
1 ,E$. B(o)fll(’).cos.(v’--v)+B(u).cos.z.(-v’-v)+etc. 

{ P--nr/. cos. ( d - v )  + P } Z  

On aura par le no I ,  ea ndgligeant l’excentricitd de l’orbite, ce 
qui revient B. supposer r = a, 

Si I’oa ne considkre que les terrnes rnultipliks par s, ct ceux 
qui ddpendent du  sinus ou dix cosinus de P, termes dont d6pendcnt 
les variations s&culaires des 6lCmens de l’orbite; si 1’011 observe 
ensuite que 12” est A tr&s-peu-prhs &gale A a; l’dquation diffdren- 
tielle pr&c&dente devient 

o=z+s.{I+2.- dds (-)+; . --$-t.P.na‘.n..d,B‘l’} M’ 
d It‘ 

- ,  2 ,  (P-:?) .s*-- 3Ma . I s .  cos.(U--V)--z1. m/u’d.B(l). s‘. cos,(u/--Y). d I P  
Pour 
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Pour integra cette kquation , supposons 

s = t? .sin.(u - f - p t  -f- A); 
s'=-C .sin,(v'+pt+A.); 
sa=L" .sin.(v"+pt+ A); 
SI'= 1" .sin.(v"+pL+ A); 
S'=.L'.sin.( U+PE+- A); 
s, -L .sin.( ZJ + p t  +- A). 

L'Bquation JiffeSrenticlle prhcddente donnera en siibdtituant dans 

s, SI, etc. E.v, an lieu d e p t ,  en comparant entre cux les coeffi- n 
ciens de sim(v +Pt + A) et en nhgligeant le carre de p ,  p &ant 
une trks-petite quantit8 de l'ordre des foroea 'perturbatrices., 

a 'Si 1'011 fait , cornme dans le n* 49 du second livre, a ,  et 
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0 - C ‘  . { p - ( g -  C;1 - ( 1 , 6 ) 3 ( I , 2 ) - ( 1 , 3 ) )  

+ ( I )  .L-J-m . L’+(I ,O)  .14-(1,2). d“+(1,3).  I ” ;  

+ ( 2 )  . L +‘m ,. -& (2,o) Z+ (2,1) . I‘ + (2,3) . I”;  

+(3) .  &+ta . Z’+(~,O) . Z + ( ~ , I ) .  r-/-(3,a) . I “ .  

O Z ~ ’ ’ .  { ~ u ” ~ ~ ) - ~ u ( a , O ) ~ ( 2 , ~ ) ~ ( 2 , 3 ) }  

O=If ’ ’ .  ( p - - ‘ / 3 ) - @  -[3,0)-(3,1)- (3,2)} 

; Il*pc+ste qatye les quanf; s p 9  I ,  Z’, if’, Z”’, L et E, une Bquation 
qui  dkpend du dkplacem de l’kquateur de Jupiter, en vertu 
des’ actions r6unies du solei1 et des satellites, Pour obtenir cette 
dqdation, il faut d&rminer la precession .des equinoxes de Ju- 
piter, at Is mtation.de son Bquateur par rapport au plan fixe. Si 
l’on dksigne, comme dans le no 5 d u  cinquibme livre, par 6 l’in- 
clinaison da cct. bguateur .sur &e plan‘, et par -9 le inouvement 
rklrograde de son noeud descendant sur le mQme plan, et compte de 
I’axe fike‘d‘es 1x i ‘si l’sn bornme -encore: y I’inclinaison de l’or- 
bite de Jupiter sur le plan fixe j 7 la longitude de son nceud as- 
cendant # -comptde de. 3I’ax.e des x ;  7, l’inclinaison de l’orbite du 
satellite ?a sur ce plan, et 7, la loagitudc de son nceud ascendant; 
on aura aar le PO-5 du cinqui4qe “ V  livre, en negligeant IC carre de 0 I 

t * -  

it &ant le inourement de rotation de Jupiter, On auric pareille- 
rnent par le no 6 du rnQqle, livre, 

La premiere de ces Bquations , multipli6e par sin. 9, et ajoutdo 
A la seconde multipliBe par cos. q, donne 

on aura semhlablement 
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. .  
Pour intdgrer ces deux Cquations, nous observerons que la la- 

titude du premier satellite mu dans le plnn,de 1'6quateuS dc Ju- 
piter est au-dessus du plan fixe, - B.sin,(v $'I?) j mais cette la- 
titude est par ce qui prbckde, @ale B une suite de termes de la 
forme &.sin,(v 3. p t 3 - A )  : nous ddaigncrons cette suite par 

x'.h, sin.( Y + p t +  A ) ;  

la caract6ristique 2' servant ici dCsigner la somme de tous les 
fermes de la forme de celui qu'elle prkchde, dont la fonction est 
composhe ; iandis que la caract6ristlque 2 dbsigne la wmme des 
termes relatifs aux divers satellites. On aurs donc 

B . s i n . 9  =S - 2'. L,sin.( p i  $- A); 
8 .  COS.* - E'. A.  COS.(^^ + A). 

Pareillement, la latitude d u  solei1 au-dessus du plan fixe, est 
y.sin.( u-7); maiscctte latitude estdgaie AS'; L'.sino(I;T3-pt+A); 
ce qui donne 

?.sin. 7 ;=-X'.L'.sin.(pt+ A]; 

y.cos. 7,= S'.L'.cos.(pt+ A>. 

-On a pareillement 

3/,.sin.1,=-S8'.Z. sin.(pt+A)i 
7 t .  0 0 8 .  7, i 2'. d .  cos*(pt I\)* 

Si l'on substitue ces valeurs dam les exp~essf~ms prdcddenfes 
d*(*.coe*2j on aura, eIi coinparant sdpardrnent d.(B.sin.V) de dt *-et de dt 

1 ~ s  coefh iens  des memes sinus 

On peut observer ici qu'en supposant Jupiter un sph8roi'de e l l ip  
E a  
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ICs qtiatre premibres dcs C.quations ( H )  donneront 

0 = { (0) + + ( % I )  -1- ( O A  + (03) } . A 

- (0, I) I A' - (O,2) .  A" - (0,3). A"- ; 

0 ={ (4 +m + ( b o )  I-(v)+ (b3)  } - 2: 

-(I,O).A - (1,2).A"- (1,5).A'=+J; 

- (2,O). h - (2, I ) .  A' - ( 2 , 3 ) .  A"'- H; 
. 0 = ( ( 3 ) + ~ + ( 3 1 0 ) + ( 3 , I ) + ( 3 , 2 ) } . h "  

0 = { (2) + -f- (v) + (%I>  I- (%3) } . A" 

.- ( ~ , o ) . A  - ( ~ , I ) . A ' - -  (3,n).h11- a, 
On dG~erminera, i\u iiioyen de ces dqmfions, les valeurs de 

L a  latilude du satellite nt,  ail-dessus de l'orbite de Jupiter est 
&gale A line suite de termcs de la forme (Z-&').sin.(v+pt+A) j 

clle est. parcons8quent I &gale A 

2'. (Z-E). sin.( u + p t +  A ) .  

Si 1'011 n'a tSgarc1 qu'h la partie de ccttc expression, qui ddpeiid d u  
ddplacetneiit de l't5quateur et de l'orbite de Jupiter j on a, coniine on 
vient cle le voir ,  L -Z=h. ( L  --K) , d'oir l'on tire 

A, A', A" et A'". 

c -. .r; = ( I - A )  , ( - E ) .  

T{ji n'ayaut donc Cgml qu'A cette partie, 011 a 

2'. ( / -E)  . sin, (n+pt+ A)= ( I -A ) .  2'. (&- 1;). sin. (r/+pt+ A). 

Si le satellite Ctait mu dans le plan de l'dqunteur do Jupiter;' 
sa latitude au-dccsus de l'orbite dc Jiipiter serait 

2. (L--E') . sin. ( v + p t + A ) ;  

( 1  - A ) . Y . (  r , -A') . . s in.(v+pi+A) 

dc I'expressiou. cle la latitude du  satellife , au-dcssus de I'orbite 

la partl'c 
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de Jupiter, est donc la latitude qu'il aurait dans la supposition 
oh il  serait mu sur un plan passant entre les plans de l'dquateur 
e t  dc l'orbite de Jupiter, par la commune intersection de ces 
deux plans, et dont I'inclinaison sur le plan de l'orbite de Jupi- 
ter ,  cst A l'inclinaison de l'dquateur de Jupiter sur la mQme or- 
bite, cornme I - A est B I'unit6. Soit, comme dans le no 7 du 
livre V, 6' l'inclinaison do 1'8quateur de Jupiter sur son orbite, 
-V la longitude de son nceud descendant sur cette orbite, celte 
longitude &ant comptee de l'axe des x; la partie de la latitude 
du satellite m, au-dessus de l'orbite de Jupiter, et relative aux. 
seuls ddplacemens de cet orbite e t  de l'bquateur, sera 

( A - I ) . V . ~ ~ ~ . ( P + W ) .  

Ce resultat est analogue B celui que nous avons trouv6 pour la 
lune, dans le no ag du livre VII; mais pow la lune, I - h est 
trCs-petit , au lieu qu'il diffkre peu de l'unitd, pour les satellites 
de Jupiter. 

DBterminons les valeurs de 8, 9, 6' et q', ddpendantes du dB- 
placement de l'dquateur et de l'orbite de Jupiter. Nous ,observe- 
rons d'abord, que l'on satisfait A trks-peu-prks aux equations ( H ) ,  
en y faisant 

z'-0 j Z=( 1 4 ) .  I;; k( I-A/). E j I"&=( I-A") . L; ZllP;5( I-A"> A;  

la demikre des Bquations ( H )  donne aIors 

et la valeur de L reste arbitraire : nous la ddsignerons par - ' A  ; 
et nous nornrnerons ' p ,  la valeur prkckdente de p ,  Nous aurons 
ainsi, en n'ayant Bgard qu'k cette viileur, la latitude du satellite 
au-dessus du plan fixe, 6 g d e  A - 'L;.sin.(v+'pt+'A), ' A  &ant 
la  constante arbitraire relativc A 'p .  Mais cette latitude est pa- 
reillement &ale &- 61,sin.(v+*); d'oli l'on tire 



S E C O N D E  P A R T T E ,  L I V R E  V I I I .  39 
apt exprirxie la pr6cession moyenne des Bquinoxes de Jupiter; mais 
la vraie prdcession est modifide par le dhplacement de l'orbite de 
Jupiter, comme on a vu dans le livre V; que le ddplacement de 
1'Ecliptique modifie la prkcession des Bquinoxes sur la terre. Pour 
dB terminer ces modifications, nous observeroas que la dcrnihre 
des &pations ( H )  donne 

( p - l p ) .  A + ' p . Z k o ;  

p &ant ici une des valeurs de p relatives au dkplacement de l'orbite 
de Jupiter. Cette dquation donne 

et parconsequent , en n'ayant egard qu'aux valeurs de p relatives 
au d6placement de l'orbite de Jupiter, on a 

I;'. sin. (p t - f -A)  - 0 .  sin,+.='p . S .  P- 'P 
L' . cos. Qt +A) 

P - F -  
8 . c o s , * = ' I p . X ~ .  

Xn rhunissant ces valeurs awx pr&$dentes, on aura 

L'.sin. (p t f  A ) .  
3 P --% 8 .  sin.( 'pt+'A)+'p 2 -  

Or on a par ce qui pr&c&de 

cc qui donne 
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3/.sin.(7-t.'pt)=--'.L'.sin,(pt --pf+- A]; 
y.COS.(q+'Pt)= Z'.L'.CoS.(pt-'pt+ A); 

partant 

B.sin,('k--'pt) ="L.sin.'A +'p.  fydt.cos.( 7 + z p € ) ;  
0 .  cos.(* --'pt) = ' A .  cos.' A + ' p  $jd. sin, ( 7 +- 'p), 

Oa aura au moyen de ces deux tquations, l'excks T-lIpt, de la 
prkcessionvraie des Qquinoxes de Jupiter, sur la precession moyenne, 
e t  l'inclinaison 8 de son dquateur, au plan fixe. 

La latitude du satellite m, suppos6 mu dans 1'6quateur de .Tu- 
piter , &ant - 8 .  sin. (v +- *), et sa latitude au-dessus du m&me 
plan, en le supposant mu sur l'orbite de Jupiter, dtant 7. sin,(v-7); 
la diffdrence de ces deux latitudes, sera la latitude du sateIlite 
suppose mu dam le plan de 1'8quateur , au-dessus de l'orbite de 
Jupiter j mais cette dernikre latitude est- 8'. sin. ( Y +W) ; on 
a done 

-0 . sin. ( v + * ) - ~ .  sin. (u--7)=--8',. sin. ( v + F )  

v &ant inddtermin6, si on le suppose successitrement Cgal li --'ptr 
et b roo0--'pt; l'dquation prkcedente' donnera 

8'. sin, (T'--'pt)kO . sin. (?-'pt)-y . sin. (?+'pt) j 

Ces Qquations feront connaitre la prdcession 9' et l'inclinaison 
9' de Pequateur, rapport& B l'orbite 'de Jupiter, 

11 suffit pour les besoins actuels de l'astronornie, d'avoir les 
valepra de ces quantitis, e n  shies cdnvergentes pendant deux ou 
trois sibcles. Prenons pour plah fixe,' celui de l'orbite de Jupiter 
au commencement de 1750, et fixons cet instant l'origine du 
temps t. Prenons de plus, pour axe des x , la ligne de l'equinoxe 
du printemps de Jupiter, A cette 6poque. Supposons ensuite que 
l'on ait, en rdduisant en sdrie, et negligeant le c a d  de t ,  

y . sin. 7 == a i ;  

8'. cos. Ca'+t) =e . cos. (+-+I) +7 . cos. ( 7 + 1 p ~ ) .  

7 c 0 s . 7 ~  btj 
4 
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(C et  i5 ktaiit des coastantes faciles AdCterminer par les foriniiles 
du +?placement de l’orbite de Jupiter, doundes dam le  sixibme 
livce, Les rSquations prkc6dentes donnerout 

Ensortc qne ’I; est l’inclinaison de 1’8quateur il I’orbite de Japi- 
ler en 1750, 

Eufin, si l’on nomrnc 7 ,  l’inclinaison de l’orbilc du satellite M, 
au plan fixe, et 7, la longitude de son naeucl ascendant; on aura,  
lorsque l’on ne considbre que les quanlit6s relatives au dbplace- 
ment de l’orbifc et Jc l’bquateur de Jupiter, 

L - f ! = h .  ( X - Z ) ;  

Z = ( 1 - A ) .  L + h . P I ;  
ce qui donuc 

d’oh’il est facile de conclurcs 

p I  . s i ~ i . ? ~ ~ = ( r  - A ) .  8 ,  s i n . q + h .  p .  sin.? ; 

Ainsi, en n’ayant dgard qu’au tldplacement de 1’8quafeur et de 
torbite de Jupiter; on aura 

y, . COS, 71  ==(A- I )  : e . cos.*’-f-~ . p  . COS.7. 
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avons ndgligdes clans ce qui prgckde; ainsi, nous pourrons negliger 
pL,  et ( o ) . L ,  par rapport L(o).Z, ( I ) . Z ,  etc, Les quatre pre- 
mikres des Byuatioris (11) deviendron t alors 

0 = { p - (0) - a - (0, T ) - (0,2) - (0,3)} . c 
+ (o ,~)  . L' + (0,2) . 1" + (0,3) I" j 

0 { ,?J - ( I )  - mL ( I  ,0) - ( I  ,a)  - ( I  ,3)} . i' 
3- (1,O) . 2 + (1,2) . 1" (1,3) . I " ;  

o = ( p - ( 2 ) - ~ - ( 2 , 0 ) - ( 2 , 1 ) - ( 2 , 5 ) } .  1" 

0 = { p - ( ~ ) - ~ - ( 3 , 0 ) - ( ( 3 , 1 ) - - ( 3 , 2 ) } .  t?" 

(3,1) . 1' 

+ (2,o) . 1 + (2,I) . 1' + (a,3) . I " ;  

+ (3,o) . c ( 3 , ~ )  . 1" j 

Si l'on suppose 

I"= p" * c ;  
z disparaitra des Bquations prEcdden tes qui ilonneront quatre &qua- 
tions entre les indeterminees c, [", y et  i& ,  d'oh l'on tirerap, au 
moyen d'una Bquation clu quatrikme dcgrk. Soient p ,  p ,  , p2, p 3 ,  
les yuatre racines de cette &quation, et designons par 

I 

p : ,  p:, pr ;  P : 7  c:, c:; p , ,  c;,  l;; 
ce que devieiinent r, <", <"', lorsque l'on y change successive- 
ment p en p , ,  p ,  et p7; supposons ensuite que s, s', s': et s", au 
lieu d'exprimer cornme ci-dessus les latitudes des satellites m, m', 
m" ct  m", au-dessus du  plan fixe, expriment Ieurs latitudes au-dessus 
rlc l'orbite dc Jiipiter latitudes qu'il irnporte surtout de connattre 
dans le calcul de leurs Bclipses; nous aurons 

s ;3 (A- I )  . 6' . sin. ( v + F )  
+ S  . sin.(v+pt + A )  

+ J 1 .  sin.(vi-p,+A,) 
+12. sin.(v+p,t+A,) 
+ A .  s i n , ( v + p d + h )  
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s'E=(A'-I) . 8'. sin. (.'+.I.'> 
+e,. G .  sin.(v'+pt + A ' >  

+(: . Z, . sin. ( Y' $- p, t+  A!) 

+ (1 . Gs. sin. ( v +,upit+ Ap) 

+(;. Z3.sin.( v + p , t + A - )  

s ' = ( A " - I )  . O ' s i n . ( v " + P )  
-+ ('r . Z . sin. (d'+j[it + A  ) 
+ 4; . d ,  . sin. (v"+p,t+ A,)  

-j- (: . Z, . sin. (Y" +17d+ A,) 

+ . Z3 . sin. (Y" +pJ+ A&<) 

s'"= (A"- i o )  . Q' . sin. ( yW+?Ir') 

+ p". Z . sin. (v'"+pt + A  ) 
+ c y .  l , .  s in . (u fn+p , t+~ , )  

+(:. Z2. siii.(d''+pJ+A*) 
-4- <;. 4 . sin. (u'"+pL -+A;). 

Les consI.antes I ,  Z,, Z,,, Z3; A ,  A , ,  A, et A, sont h i t  arhilraires 
que l'observatioii seule peut d&erminer. Si 1'011 veut avoir les 
latitudes dcs satellites au-detrsiis du plan fixe, il suflit d'ajouter aux 
v&leurs prhklentes  de s, s', SI, sW, leurs valcurs , dans la suppo- 
sition oh ces astres seraient mus sur l'orbile u&iiie dc Jupiter, 

I I .  ConsidBrons prdsentcment ~ C S  i d g a l i t i s  du mouvcrnent des 
satellites en latitude , qui d61xxidant de leur coiifigurntion mu- 
tuelle , acquikrent de trhu-pctits diviseurs , par 10s iatdgrations. 11 
est clair que les termes de 1'Bqaation dif&cntielle (3) du no a,  
qui  dependent d'un angle trks-peu diffbrent de 21, acquibrent de seni- 
blables diviseurs; or si 1'011 ne considere q"e la prelliibre puissance 
des iiiclinaisoxis des orbitcs, tous lcs allglcs des difftkens ieriiies 
decette kcpalion soiit coiiipris clansla formei. (v--d)dzv'. V' &ant 
trbs-peu diffdrent de 3 v, I'angle i (Y-Y')J~v'  diff&rera trhs-peu de 9, 

si -= I j ce qui donne ou i= I ,  ou i= 3. Dans le cas de i= I ,  
i k i  

IL 

F a  
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l'angle dont il s'agit se rdduit h v, et dans le cas de i = 3 ccf angle 
se rdduit A 3 p - 4 ~ ' .  Nous venom cl'cxamioer le premier de ces 
deux cas, dont ddpc.ndent les variations sBculaires de Forbird; il 
nous reste donc li considirer les indgalilds ddpendantes de l'angle 
3v -4v'. 

L'expression de R conticnt le terme nz'.n(o.cos.(411--/11/); le 
terme -F.;i;.($>, (le ]'Equation d i f ~ r c n t i c l ~ e  ( 3 )  clii n o  2 , pro- 

diiit donc, en  y faivant s=Z.sin.(v+pt + A > ,  et en subvtituant 
Y I'" - au lieu de 1,  et a au lieu de i - ,  le ierme 

I" cis 

n 

4m'. a ~ ( 4 )  . I .  sin. (49 - 4.'). cos. (v+!v + ). 
En substi1uant;- pour v', ce que l'on peut toiijonrs faire, lorsque 
l'on nBglige les excentricitds des orbiles; la fonction prbcddente 
donnera par son ddveloppement le lerme 

n'v 

2772'. ~ 4 4 )  . 2 .  sin. 3v--, ~ I L '  y - -  p .  n . - A ) .  ( I& 

77tl .Lt"z'. ,): s. {B(5'+B(7)). COS.(/;V-L+J')--U(~). SI. cos,( sv-3v')j ; 

, +  .m'.n'a'.{~(?)~'+, (~(5)+zj(?)),~).sin. ( 9 v  - 

r' dR Le terme p. (---), de l'&uation difl'drentiellc (3) du no 2 donne 
les suivans, 
2 

il'o-ix rdsulte dans l'&luation (3), le terme 

. v- e P - A), 
It 

Cette Cquation devien t ainsi, en n'ayant Bgard qu'aux termes dC- 
pendans de l'angle 3v-42~', 

x,"Etant par le no g r  81;"l h 



et l’on a par le mbme 110, 

l’dquation diff‘erenlielle pric6dente devient ainsi 

0=- ddS 112 ( 3 ~ ~ -  412’ . v - e . v - A ) ;  
a - 72 1L 

dVP + A’,* . s + -- . P . by’ . ( r - 2)  , sin. 
Y 

ce qui donne en inidgrant 

rn’ 411‘ 
--u$.b$’).(lf-~).sin. (3’ --- n .u- I t  .V-A 
a ;  

S =  

n n 

4Ii P + N , ) . { L - - ~ - - N , ) *  411.’ 

&ant trts-pelit , N ,  &ant Irks-peu diK6rent de l’unitb, et n &ant 
41, 

I) n‘; le facteur 3 ----- N , ,  cst fort 

N ,  est a ires-peu-pres B 3 j 

Le diviseur est dgal B { 3 -)r - 
n 
A trbs-peu-prbs kgal 

petit, e t  lo facteur 3 ---- 4” T l  P +  - 1L 

ce qui donne, en restituant v‘ pour 11 .Y,  et I pour 5 ,  

n I L  

11 I 1  

1LI 
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I1 est clair que les diffdrentes valeurs de p ,  de Z et 1’, donnent dam 
l’cxpression de s, autant de termes semblables au prdcddcnt. 

Ces indgalitds de s surpassent considdrablement les autres qui 
resultent de l’action des satellites sur m,  A cause de l a  petitesse de 
leurs diviseurs j ce sont parcons6quent les seules auxquelles il soit 
nbcessaire d’avoir dgard; et cependant , nous verrons dans la suitc, 
qu’elles sont insensibles. L’action du soleil produit dam la valeur 
de s une inCgalitC que la petitesse de son diviseur peut rendre sen- 
sible : cette indgalitd depend de I’angle v - 2 U; et l’on trouve 
aisdment par le no 9, que I’Cquation diffbrentielle en s devient I 

en n’ayant Bgard qix’iL elle semle, 

d’oh l’on tire en intbgrant, 

En rhnissant done les parties de s dependantes des configu- 
rations des satellites et du soleil, on aura 

m’.a?.bY’, ( 1 ‘ -  I )  . s in .  ( 3 v - 4 v f - p t - A )  - 
4 

4 .  (3-,--- 4nr n Arl> 
S =  

3M’ - . (L‘ - l ) s in ,  ( v - a U - p t -  A )  
llnp 

7 -- ~ 

2 ~ + ~ + A r , - i  
n n  

ehacutl dsces ternies Ctant supposk repr6senter la somme des termes 
semblables , correspondans aux diverses valeiirs dc p.  

Dans les kclipses du satellite m , U &ant dgal &fort pen prks 
A v - 2000 j la  seconde de ces indgalitds se rdduit h 

3M” -. ( L ‘ - i ) ,  e i n . ( v + p t + A )  
X l l Q  



S E C O N D E  P A R T I E ,  L I V R E  V I I L  47 
Lorsque les valeurs de p sont relatives aux inouvemcns de 1’6qua- 
teur et de l’orbite de Jupiter, on peut negliger p ,  eu dgard Q Jf‘; 
de plus, la  somme de tous les termes (L‘--Z) . sin,(v+pl+A), 
est alors Bgalc (A-I) .8’ . sin, ( Y+ *‘ ) ; l’indgalitd prtSc6dente 
devient donc 

ainsi l’inclinaison 6’ de  l’dquateur A l’orbite de Jupiter, concIue 
par les 6clipses rlu satellite m , doit 6tre dirninude dam le rap- 

3 w  port de l’unitb A I + 
) 4 % ~ .  (T + nr, - 1 

Conside’rons de la mbme manibre, les inCgalitcSs pkriodiques du 
rnouvement d u  second satellite, en latitude. Reprenons pour cela, 
l’&luation cIiff&rentielle (3) du no 2 j e lk  dcvient , relativement 
au second satellite, 

R’ rStantlcc quc dkvient R relativement B cc satellite. Ides termes 
de cette &quation diff6rentielle qui ddpenclent de l’angle 32”-31.”, 
acquikrcnt un petit diviseur , parce qiie v &tant tr&s-peu diffhrent 
d e  av‘, le coefficient de v‘, clans ]’angle av-  3v’, diffbrc t r b p c u  
de l’unitb; il importe donc de considbrer ceo mmes. ELI n’ayant 
dgard qu’h eux sculs , il est facile de voir par le no 9 ,  que l’&pi~- 
tion diffdrentielle pr6cBdente devient 

N:’ &ant ce que devieiit NP rclativement B vat ,  e t  les valeurs de 
An), B(I),  B(&), etc. &ant les rii&mcs pour R‘ que pow R, O n  
aura doiic par le no du second livre, 
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On a par le no citt5, 

ce qui donne 
ddd 
dv'a - ' VI- 30'- - d - A ) ;  

I n' ' 
O= - +Nf. s'f f . CL. bS3) . m. (1--b). sin. 

d'oh l'on tire en integrant 

L'action du troisikme satcllite ajoute encore L l'expression de s'~ 
un terme qui peut devenir sensible par son petit diviseur, et 
qui est analogue Q celui que l'action de m' sur m produit dans 
I'expression de sj  en nommant donc b;'"), ce-rjue devient b$3) rela- 
tivement au second satellite coinpar6 a'u troisihme; on aura pour 
la partie de s' dbpendante de l'action de n", 

- 
0 

e 

md.a". ( P - Z ' )  .H?) - .sin. (3v'-,+"--pt-~) 

On 
qui 

peut rCunir dans un s e d  les deux ierrnes de l'expression de s', 
dependent de l'action du  premier et du troisibrne satellites; 

en efkt,  on a & tr&s-peu-pr&s, comme on l'a vu, 

ce qui donne 
v-3v'+2vR= 200"; 

sin. (3u'-4v"-pt- A) =sin. (2v-5v'- yt - A). 

Si l'on joint A ce terme celui qu i  d6pcnd de l'action du soleil, 
et si l'on considhce que 1'8quation n - 31 i  + 212" ,I o , donne 
2 TI, 472" - - 3 s  3 -.I.* --* on aura pour I'expression des in6galiids d u  mou- 
la' 7l! ' 

vcment 
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vement du second satellite en latitude, relative aux coufigura- 
tions mutuelles des satellites, et b sobil, 

(m . - a . (1-1') . b$')+ m" . a'" ( L i t )  , b y ) }  
s' II a' a ' e@. (?-3~'-pt--h) 

- e> n' 

4d?($?+y+$- 1) 

4 .  ( 7 - 3 4 :  an 

3M'. (Lt-i') .sin. (J-all-pt-A) - . 
On trouvera de la mame manibre, pour Ifexpression des in6ga- 
lites correspondantes du troisibme satellite en lati tude , 

Enfin la m4me expression devient relativement A>", 
32M*.(L'-P').sin. (v*-aaU-pt-A) 

s m ~ - %  ,+pa, I ( 2M ; q-+s-l> 4. 

1LW 

N! et N; dtant ce que devient N,, relativement au troisikme et au 
quatribme satellites. On doit appliquer au de 
czxpressiqn et aux tertneg se&bhdd&? de$ kxpr 
ce que nous avons di t  sur 3e iter 
dire que dam 10s Bclipses, il SO nd avec celui qui ddpcnd 
de l'inclinaison de l'dquateur et qu'ainsi, 
i l  ditninue l'inclinaison conclue de cw phdnombnes; On doit ob- 
server encore , quo dans toutes cos ,expressions, on peut suppo- 
ser $am erreur sensible 

l'arbite . dei, Jupitqs . - I  
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Des inkgaZitej. dLpendnnfes des cards et desproduits des 
excentricitbs et des inch'naisons des orh'tes. 

12, IL suffit dans le calcul de ces inBgalitds, d'avoir Bgard aux 
in6galitbs sdculaires -analogues 2t celles que nous avons ddtermi- 
nCes pour lesibTaStes, dam le no 5 du sixiEme livre. 11 rdsulte 
de ce no, que si l'on n'a 6gard qu'Q l'action de nz' sur rn , la 
partie de anR, d6pehdante des seules indgalitds sdculaires est 

- f t  (0, I 1. {ea + eta> + E,j .ee'.cos,(m'- m> 

*it: t. (d;  IT;(^:- a$ . cos. 7: - 7;) 4 2:") ; 

p1 et 7; &ant les ~cl inaisons des orbites de m et de m', sur le 

plan fixe; 7, et 7: &aut les longitudes do leurs nceuds ascen- 

t La partie.'de andB 3, dwndmtec de Paction du solei1 t et red 
lrrtive aux: idgalktds #culaaires, .ebt par le no I 

Enfin, la partie de an.R,  dependante de l'ellipticit6 du' sph& 
toi'de de Jupiter, est par le mBme no, 

On aura donc 
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t +(o, I >  + (oJa) +(o,s)J. e : c o ~  m 

U .e".cos.m"-- o,3 .e"'.cos.~* 
an,dL-ti.(e.cos,m). 

On a par le no 6, 

e .  sin.m=-Iz, sin. ( g t + I ' ) - e t c , ;  
e . cos. m i .- h . co6. f g 8  + r) - e t a  ; 

le8 equations entre 72, X, etc., du no cite, donneront ainsi les 
suivantes : 

O n  a ensuite 

En cornparant cette Bquation 'A cclle-ci , 
s ;= 2r a sin. (Y- 7;). 

s L. 2 , sin. (v-+p+ A) + I ,  e si-n. (v +pJ + A,) =+ eta; 

on a 
7 ,  sin. ? , = - - d o  sin,(pi+A.)-etc.; 
p, . cos. 7, =a 

Les dqiiations entre I ,  Z', e h  du 11' 9 donneront donc les suivmtes: 

8 .  oos, ( p ~  -f- A) + etc. 

G 1  



(” p%= { (0) -j- + (0, I )  +:(0,2) -/- (0,3)} . p . sin 7 
8 ,. . 

En sii~ituant.,’Cbs‘~aleurs de d.(e.sin,ar) ,  d .  (e:  COS.^), 
d (yL1 sin. 7, ) , e(?., . cos. 7 , ) ,  dans l’expression pr6cBdente de 
an’. dR; on trouve qu’elle se rdduit h zEro. 

Reprenons inaintenajlt 1’Cquation ( 2  ) du no a ,  ou plutOt sa 
diffbrentielle d’oh nous l’avons t i r h  dans le no 46 du secand 
livre 

d.  ( a r . d . k +  dr.6r) 3an ,JdR I ann , .($) 
d . 6 .  v ,  - * a%. dtY *7- I* 

at - )//1-e. * 

On, peut ici faire abstraction du diviseur I/ I -es, e t  le sup- 
poser &gal A l’unit6.. A la v ateur renfeririait une 
constante g , elle produirait rme + g . e s ,  A rnison 
de ce diviseur diveloppk’ en &;ee’, . nkcessaip de con- 
scrver -a, fer&., M,ay.. tortujr$it dans $ Y ,  , le terme 
g t ,  et illors, nt ne ser mouvement de n , ce qui 
est contraire k nos stqyositions:; il fnut donc-que: la constantegsoit 
nulle, ce que X’on peut toujours faire, en ajoutant une constante 
convenable B l’integraleJdR., 

.< 4“ . 

Si l’on n’a Bgard qu’aux inCgalit4s sthulaires de e et cle m5ir) 
on a 

r~ a . I {  I -e ,  cos,(ntct.,E - mj; 

)I d\rs;--nt .{~.cos.(nt3.~~~)+~.;it.sin.(nt3-E--RJ de d m  ; 

ce qui donne, en ne conservant que les terrnes multiplies par t 
sans sinus et cosinus de nt I et nt5gligean’t les diffdrencesz et=’ 

/ dde ddm 
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de dm qui sont incompar(rb1ewrent plus petites que et z, 

d (e.sin.lrJ) d .  (e. cos.,,), 
dt =it. e.cos.m. dt--e.sin.m. 

En diffdrenciant et negligeant les diffdrences et Ies produits des 
de dm quant i tdss  e t  --, on aura at 

ar .d .  Fr+rEr. k 
a*. ridt 

d.(e,sin.a) d.(e.cos.n) En substituant au lieu de . dt - et  de dt , leurs valeus 
prdcddentes; on aura 

d .  (ar. d .  $r-+ a;.. --A dr) - a *{(">+a+ (O>I)+(O,4+(o ,3)1 .  e* 
a" ~idt' 

- 2 .  .ee'.cos,(m'-m)-+. .ePee,cos.(/tirP-~m)-f. .e~e,cos,(m~-m). 

Le terme fdR  est nul par ce qui prdckdr: : il rdsulte du no 5 
du livre VI, qu'en' ne considerant que l'action de nz' sur nt , 
et; faisant p== s , la partie constante de - . r .  ($1, qui est mul- 
tiplide par Ies carrds et les produits des excentricittls et des inclli- 
naisons des orbites, est &ale B 

ann 
icc 
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piter, produit le terme 

3.(0).{eg--9* -~epf,cos, (*'+7, )-+}; 

Pour avoir celle de a. d\Y, on aura donc aiasi l'expression de 7 
d.Jv  - , ou, ce qui revient au m&me, de la projection de d.d'v, sur dt 
le plan f ixe ,  et divisde par dtj il faut, par le no 5 du livre VI, 
ajouter it A I ,  la quatit6 a. J~ 

ou 

- I ((0) +a + (%I> + (p ,4 + (013)) *;).: 
--;.(o).e.1.1.~~~.(~+7,)+~.To7.1/~,.~~~ ( 7,-~)~~(0,1).3/I~'.c0s.(~,~~~) 

- ~ - ~ . ( o , z ) . ~ / ~ . ~ : " . c o s . (  7,-7:)+f(O,3).3/, .p: .COS.( 7p-7':). 

d :6v E n  rassemblant ensuite tous les terrnes de T ,  et int6grant; on 
aura l'dquation sdculaire du satellite m, On doit observer ici que 

el  c. (e. ~0s .m)~  + (e. sin.m)" j 
ee',cos.(m'~m)=e.cos./c3..e'.cos.mf+e.sin./c3..e'.sin.~'. 

Par ce qui prdcbde, e.sin,m est 6gal & la  sornme des termes 
-h.sin,(gi-t-r)--I.sin.(g.,~+rI) -etc,, et e.cos.m est &gal 
A la somrne correspondante -h . cos.(gt+Q4zI . cos.(g,t+r,)--etc, 
e'. sin. m', e'. cos. m', etc. sont les sommes de termes semblables ; 
on aura ainsi dans l'expression deT9 I O .  des termes constans; 
20. des termes muitipli8s par les cosinus de 2 g ~  + 2r, aglt + 2rr , 
(g-g,)t + r- rl , etc. On pourra ndgliger les termes constans 
parceque les terrnes qui en rdvultent apres I'intdgration , &ant 
proportionnels au temps, ils se codondent avec le moyen mow 
vement de m. O n  doit appliquer les m&mes considdrations aux 
terrnes ddpendans des inclinaisons des orbites. 

23. Les termes les plus considhables de l'expression de 1'8qua- 

d.6v 
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tion sdculaire de n, sont reldifu aux variations sdculaires de l'dqua- 
teur et de l'orbite de Jupiter : ils sont analogues A ceux d ' o ~  r& 
sulte 1'8quation seculaire de la lune, que nous avons dkveloppke 
dans le septihme livre. Pour les obtenir, il faut substitrier dam 
l'expression prdcddente de 
*, 6 ,  p, .sin. 7, etc, ZrOUVdeS dans le no 10, O n  aura ainsi', en n& 
gligeant les termes constans , et supposrznt que l'excentricit6 IjT 
de i'orbite de Jupiter d6veloppee en sdrie, est &gale A H;+ct+etc, # 

U; &ant la valeur de H 

d.6u les valeurs de 7 .  sin, 7, 7 cos. 7 

l'origine du temps t ,  

ee qui produit dans d'u , ou dans le mouvement du satellite r n ,  
1'6quation sdculaire , 

NOLIS obscrvcrons ici , que relaiivement aux trois premiers satel- 
lites, les rapports qui existent entre leurs rnoiens inoiivemeiis , 
changent considdrablernent Icum in6galit6s sdculaires comnie OM 
le vcrra dans la suite. 

Lorsqu'il n'y a qu'tin satellite, on a par le no IO, 



56 M E C A N I Q U E  C ~ L E S T E ,  
Dans la: thkorie de la lune , @ est incomparablement plus grand 
que (0 ) ;  on a ainsi 8. trbs-peu-prbs , 

ensorte que h d i a r e  trbs-peu de l’unite; ce qui reduit l’cxpres- 
sion prdcedente de 1’6quation seculaire au seul terme - - a , n . H , c . ~ .  
En substituant 5 .  n, au lieu de o , elle devient -;. - . HI . cta; ce 
qui s’accorde avec ce que nous avons pouv6 dans le no 23 du 
livre VII. 

Aprbs les termes que’ nous venom de considerer et qui doivent 
h Ja longue deveair trks-sensibles , les plus grands sont ceux qui 
dependent des produits de 82, 6’l, etc. j car on verra dans la suite, 
que 2, i‘, etc. sont de petites quantites dont on peut n6gliger ici 
les carrds, sans erreur sensible. Considdrons, cela pos& , le terrne 

M’ a n 
M’ 

d.db de l’expression de 7 I1 est facile de s’assurcr que 

f 4 {T” - 27yt -COS. ( 7,-7 ) >:} 
est &gal it la  partie independante dc v ,  dans le carre de I’expressioa 
de la latitude de 772, sur le plan de I’orbite de Jupiter. Nous 
avons donne cette expression dans le no I O  : en developpant soh 
card, en sinus et cosinus de v et de ses multiples, et ndgligeant 
les cards et les produits de  I et de 1’; on trouve pour le double 
de la partie indbpendantc de ces sinus et cosinus, 

d * 6 V  le terme prdcbdent deT.p roduit donc le suivant : 
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Coiisidirons ensuite le terme 

L'expression de la latitude du saiellite m, au-dessus du plan de 
1'6quateur de Jupiter est 

h.d'.sin.(v+ Y )  + G.sin.(u + p t  4- A) $- 1, . s in . (u+p , t - f -A , )  
+&.sin.(v +p,,t+A,) + l~.s irsa(v+pgt+A3);  

(E 6v d'oh il est facile de conclure que le terms prhcddent de + pro- 
duit le suivant : 

Z. COS. ( p t +  A - 9') +- 1,. COS. ( p l t  + A, -'Pel) 

d.6Y Considdrons encore le terme d e r  

-6 (0). A.  8'. {+ 
b COS. (pat 4 As- e') 3- Zs COS, (PSI!$. A J ~  "k') 

Nous observerons que 7; .cos. 7:--?1 .cos. 1, et ~ ' e s i ~ . ~ ~ - - ~ l . s i i ~ , 7 ,  
&ant de l'ordre h: qui est une trbpetite fraction relativement 
aux satellites de Jupiter, le produit 3.:--33.:p,.c0s0( 7:-7,)$-f de 
ces deux quantitds est de I'ordre A*, et qu'ainsi on peut le ad- 
gliger sans erreur sensible. 

d 1s Considecons enfin le terme de % 
ein.7 )- d(yl.  CQ3.7, 

A a *  {?I . t m . 7 1  .d+ ? I .  sin, 7 , .  dt -}. 
I1 est facile de s'assurer que l'on a 

PI .  COS. 7, i (A-I) . 8 ' : C O S . ~ ' ~ d . C o s . ( ~ ~ + ~ ) $ - e t C . - ~ . c o s . ?  j 

 sin. 7, =-(?-=I)*&* Sine~'--l!.sin.(pr+b)--etc,~~. sin.? i . 
le terme pr6cddent produit ainsi les suivans: 

1 COB. @t+h-"P') +ptla .COS. (pit+A,-YI') -$. (A- . e'. 
+ P s *  1, *CQ5*  ( /ht+Aa -y') +ps* / ~ C O s . ( ~ ~ s t + A s -  9') ' 

# i c A N 8  cgL8 Tome I v ,  33 
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Maintenant si l’on h i n i t  ces diffdrens termcs, et si 1’011 intEgre ; 
on awa pour la partie correspondante de d‘v, 

I d\~=+6. (0).  ~ + 4 .  ( I-X) ..m> .8‘. 

+f . ( 1 - 4 )  . e .  { 
> *  

I.sin.(pt+h -9’) +la  .sin.(p,t+h,--U.’) 
+la. sin.(p,t+h -2k’) + 1 3 .  sin. (pst + h3 - Y ’) 

Cette partie de d’v est peu sensible, et l’on pent n’y avoir c5gard 
que relatiument au quatric‘me satellite. Elle doit elre nsodifide 
relativement aux autres satellites‘, en vertu des termes JBpendans 
du carre de la force perturbatrice. 

Si l’on transpoote cette expression 2~ l’a 
A = 1 - -  ‘01 et relativement i laquelle p a# &E; on a 

lune, oh Pon a vu quo 

est B trbs-peu-prbs Bgal 

Cquation qui co’incide avec sa correspondaiite trouvdo dtuns le no 29 
du livre VLI, en supposant clans celle-ci I’obliquith de l’dcliptiqiie 
trhs-petite. 
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C H A P I T R E  V I .  

14. NO U S  avons dkjk considCr6 dans le chapitre VLTI du second 
livre la plus rcmarquable de ces iu8galit6s. Ell’e dL!pend, cornme 
ou I’a vu, de ce que dans l’origine, la longitude moyenne du 
premier satellite, nioins trois fois cclle du second plus ctenx fois 
.celle du troisi&me, it trks-peu differ6 de la demiykxonf4rence’; 
et alors, l’attraction mutuelle de ces trois satellitesl’a s i i E  pour 
faire disparaitro cette diff6rZnce. Nous allons reprcnclre ici cette 
thdorie ddlicat’e , par une autre mcitliode j lui donner plus de d6- 
velopperneiit , et dCtoridner son influence sur les divcrses inCga- 
lite’s de ces satellites. 

prdsentant la longitude moyenhe du satellite m )  on a par b no 65 
du second livre, 

dd< ”- S a n d .  dX. 

Si l’on considbre las ovbites mme des‘ ellipses variables ; re- 

Ne consid&ons &as I’ezprerseion da ‘mouvement des 8satellites 
que les terrnas dkpendgns de l’angle nt - 3u‘i -j- m’t + ~-5~+31‘, 
et qui oiit pour diviseur (n - 3n‘+ ZVZ’’)~, I ’ m t n b ~  
ce diviseur pouvant les reiidra sensibies. 11 @st clair que 31111dt. dR 
renfermant des termes dkpendans de l’auglc. clout il s’agit; ocs 
termes ncquiOrent pAr la double integration, ce diviseur. Mais 
ils ne peiivent &re introduits dans V ,  que par Perpression de C; car 
il est; facile de s’assurer par l’inspectiori dm valeurs de de dm, 
&, ddJ etc. dollndes dans le chapitre U I  clu secoild livre qdelles 
ne pcurvent produire dans v de sernblables terrnes dw moiiis s i  
1’011 ;n’a lgard qu’au card de la force perturbatrice. En ne COU* 

13 a 
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sidkrant donc que ?es termes qui doivent par les int6gralions , 
acqiidrir cc diviscur; on aura 

dclv L- 3antEt dR, 
On aura pareilIement 

dd~' = 3dn'. dL . dfRf; 
d&"= 3rL"n" .d&,cYR*; 

R e t  R" dfant ce que devient R reIativement aux safeIlifes m'et m', 
et les caract4ristiques d ,  d', d" se rapportant respectivement aim e 

coordonnkes de m, vi, m". I1 h u t  maintenant ddkrminerles termes de 
dB, d'R', cl"R", qui ddpendeut de l'angle nt--3n't-t-27znt-t-~13~'3-a&'. 

Les  expressions de R, A!', R" ne renferment point d'angles d& 
pendans de o- ~V '+ZV ' ' ;  elles ne donnent par leur ddveloppement , 
que des termes dkpendcans des rayons vecfeurs, des latitudes, des  
&longations v-v/; Y-d', V ' - - Y ~ ,  &s satellites et des multiples 
de ces dlongations. Mais en y substituant au lieu de r, v, r', v', elc. 
les parties de leurs vaIeurs ddpendanfes des forces perturbatrices ; 
il peut en r6sulter dans dR , d'B', d"R", des twines de  l'ordrc 
du card  des forces perturhatrices, e6 dgpendans de l'angle 
nt - 5n't+mnt +E-- 3o'-J-ac. Nous avons ddterniinb pr4cCdern- 
ment les pertucbntions de r, v,  r', v', r", v"; et nous avons vm dans 
le no 4 que les principales inegalitds de r et de v, dues aux forces 
perturbafrices ddpcndent dc l'angle z n t - 2 7 ~ ' ~ ;  que celles de r' et 
de v' d8pendent des deux angles nt- n't c t  2 d ~ - - a n " ~ ;  enfiti, que 
celles de r" ek dc v" dependent de l'angle n't -n''c. Ces indgalitds 
acquikren+ par les iiit+p,t.ions , de iifs-petits diviseurs qoi 10s 
rendent beaucoup plus gcandcs q u e  les mitres indgalitdu, ensorte 
que l'on pent ne considdrer qu'clles dans la queslioii prdsente. 
Quclques-uns des argucnens dc ccs indgalitds, en se combinant 
avec les 6Iongations des satellites, et leurs multiples, par ad- 
dition 011 par sousfraction, peuvent former I'angle nt - 3n'f-f- an",!. 
Les  argumens ant -2dt et n't-n"t ne peuvent visiblement le 
formerpar Jeur combinaism avec les angles Y-P', v-v", v'-Y", 

et leurs multiples, en y changcarit v, v', d', dans nt + 6, n't+d, 
n"t.3-6; ainsi, dans les expressions de dR? d'K, rl"X", on p u t  se 
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dispenser de considher les perturbations des satellites 713 e t  m"; 
il suffit d'avair dgard ii celles du satellite m'. So11 indgalitti re- 
Inlive & l'anglc 2nrl-2n"t, en se combinat~t par voie de sous- 
traction avec. l'anglc ZJ-v', et son indgalit8 relative A l'angle 
nt - d t ,  en se combinant de la inerne manihe avec l'angle a J - 2 ~ ~ ~  
produisent des termes ddpendans de l'angle 

nt - 3n't +. 212"~ + E  - 3d -+a&'. 

Considerons le terme 7n'.A(4. c o s ~ ( v - 4 )  de l'expression de R. 
E11 n'ayant Bgard qu'8 ce terme, on a 

rER(1) dR =-vz', Al). dv . sin.(v-d) +m' . (7). dr . cos. (v--0'). 

Si l'on ncSglige les perturbations de m et les excentricitch des 
orbites, 011 a .dr;=o e t  du-1~12~; partaiit 

dR z - m',A(".  ~ZO?. sin,(v--v') j 

ce qui donne clans dR, les iermes de l'orclre du c a r d  des forces 
perturbcrtrices, 

7 7 i .  ~ ( 1 ) .  ndt, $0' . cos,(v-v'>-m' . (3) . nift .  t ~ .  sin. (o-v'). 

On a par le no 4, en ne considerant que Ies perturbations J& 
pelidantes de l'angle 2n't---nfL, 

n' . ni" F' 
a . (an'- an"- N')  COS, (sn't - mint + ad - 32) ; Jj - 7-m 
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de plus, zn'--zn' est &gal 
ensorte que leur diffdrence est jusqu'i present insensible ; on aura 
donc, en changeant nt+E, n't+E/, n"t-t.8, respectivement dans 
v ,  v', v", ce qne I'on peut faire ici , et en substituant Ctrtu au lieu 
de 3andt,dR, 

n -?It, clu moina A. trbs-peu p r b  

a 
a' . sin.(u-33v'+zv"), 3n3.  m'm" . - , F'G 

c- 8. (n- d - N )  ddv - 
La partie do 22 relative B l'action de nz" sur m, ne renfermant 
que des twines dependant? de l'angle v-wv" et de ses multiples; 

aau elk n'ajoute aucun terme i cette valeur de T, 

Considerons prEsenternent le ferme m.A';') .cos.(v--'), de la 
partie de l'expression de R' qui dkpcnd de I'action de m mr m', 
comme on Pa VU dans le .no 4. En n'ayant Bgard qu'A ce terme, 
on a 

Cette fonction developpde renferme la suivante , 

--m . Ai') , n'dt d'v' . cos.(v -0 + m (""') .n'dt..$/.sin.(v--y'), 

En substitvant pour d'r' et d'v', leiirs valeurs prhchdentes j et ob- 
servant qne n"= +. n', A fort peu pres, et que l'on a par le no 4, 
d'une manibre fort approchbe 

on aura 
3n3 . m . m" .FG. dtB 
i 6. (n-d- b7') , sin,(v- 30'3- au"). 3a'. n'dt , d'R';z; 
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On peut observer ic i ,  an cornparant les dcrrk: expmssions prd- 
cddentes de 3ctndt.dR, et de Sn'n'dt.d'R', qke l'on a 

0 = ? I t .  dR $- nz' .d'R'; 

ce qui est conforme A ce que nous mons trow6 dam le nc 65 dir 
second livre. 

La partie de R' rclative b l'action de m" sur n2' renfertiie le 
terme n L " . A l ( n ) . ~ ~ ~ . ( a ~ ' - a ~ ' ~ ) .  EG-n'qant Bgard qu'd ce terrhc 
on a 

&R=- 2m". A'@). dv'. sin.(ao'-ay")?nn~~r'. 

Cette fonction dBvelopp6e renferme la suivante, 

r .  ( g ) . a O S ( + d ) .  

-~rnR.A'@+).(t'6\v'. sin. (2 J-2 v")-&m".~Z'(~)>. n'd~.d'u'.cos, (sv'--ao 0 ) 

On a par le no 4 ,  cn ne considGrant que l'action du satellite nz 
sur m', 

nr. r t .  G &'= -- I-- . sin. (nt-n't+o-e')j 
I1 - It -AI/ 

En observant donc que ni=mf il fort peu prbs, et qne 1'011 a 
par le no 4 l'dquation trbs-approclick, 

on aura 
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dkpendant de 2 d - 2 ~ "  est , par ce qui prkckde 6g11 L 
m~'.A'(')cos.(su'-2vn)j en n'ayant donc 6gard qu'g ce ternie, 
on aura 

dJC*) 
duRn=2m',A'(a).dvu, sin ;(z v'--d')+m'.drn,(~) . COS. (20'- 2 o"), 

Cette fonction renferme la suivante, 

hrnr.~(').nqd.t.  cos. ( 2 ~ - - 2 v ~ ) + 2 m ' . n ~ ~ ~ .  $7/. (q) , sin ,(2 vr-2 v"); 

En substituant pout: d'd et d'#, les parties de leurs valeurs qui 
dependent de l'angle n t - d t ,  et observant que n'=fn, et 
n" - -7n I ir. fort peu prks; on aura 

3n3. mm' . FIG. dt" a" - --sin. (v- 3d4-a~") ; 64 .  (n-d-il') d 3a".. n'dt. duRn i - 
cl'oii il est facile de conclure qu'en n'ayant Qgard qu'k l'action rC- 
ciproque de rn' et m", on a 

o =m'.d'R'+nf.d"R"; 

ce qui est conforme au no 65 du second livre. On a donc 
3n3. mm' . P G  a" - sin.(v--3v'+zu'). ddv" -3- 

dt' 64 . (n -d -N' )  a' ' 

Soit 

et  nommons q I'angle v - 3v' + 2v"; on aura en rdunissant les 
ddv Cddv' ~ .ddv "  valeurs de Fa-  dt2 et dti-) 

r5. On p u t  supposcr dam cclte Bquation, k et ns conetans 
parceque leurs variations sont trks-petites ; son intbgralc donne 
alors 

8 
-- -c- dq 

~ c - - 2 / < , n a ,   COS,^ 
dt c 

C 
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c &ant une constante arbitraire dont la valeur pout donner 
lieu aixx trois cas suivants : 

10. Cette constante pcut surpasser 2k. n’, abstraction faite du 
signe; alors elle est iirScessairemcnt positive : l’angle =t q croissant 
inddfiniment, il devient 8gal i line deux, trois etc, circon- 
f8rences; 

2”. La constante c pent &tre moilidre, abstraction faite dti 

signe, que akns, k &ant positif. Dans ce cas, Ic radical 
bl 2-2knS .cos.q devient imaginaire, lorsque=kg est &gal A z&o, ou 
a une , deux, etc, circonfhmces ; l’angle cp ne peut donc alors 
qu’osciller autowr de la demi-circonfiirencc laquclle sa valeur 
nioyeiine est &gale ; 

3”. La constante c peut &re moindre, abstraction faitc dti 
signe, que akn: , k &ant ndgatif. Dam ce c a s ,  le radical 
V c - a h a .  c0s.q devieiit imaginaire , lorsquc =?= rp est &gal ii un 
nombre impair de demi-circoi~fC.rences; l’angle Q ne peut donc 
alors qu’osciller antour de zero, ensorte que sa valeur moyeniie 
@st nulle. 

Le cas (?e 1’6gaIitd erifre c et =t2kna peut &re ceiisc! compris 
dans les prdcCdens : il ‘est, d’ailleurs infiniment peu probable. 
Voyons Iequel de ccs JifGrenu cas a lieu Jan? la nature. 

Nous verrons dans lit suite, que k est tine quaiitit6 positive; 
ainsi le troisittne cas n’existe point, et l’augle & Q, doit 011 croftre 
ind8finiment , ou o s d e r  autour de la deii&circonfdcencc. 
Supposons 

a hiant la demi-circonfhxm dont le rayon est l’unit8; nous 
aiirons 

p a H & m j  



GG M ~ C A N I Q U E  C E L E S T E ,  
a et parconsdquent .t < -- ainsi le terns t que l’angle a em- 

ploicrait & parveiiir au quart de la circonfdrence, serait moindre 
n. VZ’  

?I‘ -. Nous verrons ci-aprbs que ce terns est au-dessous de 

deux anndes; or depuis la clt!couverk des satellites, l’angle m it 

toujours paru nul ,  ou du moins trb-petit; il ne croit donc point 
inddfinirnent, et  il ne peut qu’osciller autour de zdro, ensorte 
que sa valeur moyennc est nulle. C’est ce que l’observation con- 
firme, et  en cela elle fournit une preuve nouvelle et  remarquable 
de l’atlraction mutuelle des satellites cle Jupiter. 

De 1 A  r8sultent plusieurs consbquences importantes. L’ciquation 
v - 3 d +  2vN=&-/-m, donne en Bgalant sdpardment & z h o ,  les 
quaatit& qui ne sont pas pkriodiques 

que 21/3,k 

nt - 3n’L $- 2rif.t + E  - 3d+ 2 8 =  fl j 

d’oi~ I’on tire n - 3n’+ 2nN= 0. Ainsi , IO, le moyen mouvemonf 
du  premier satellite, plus deux fois celui d u  troisibme , est rigou- 
reusement Qgal au triple de celui du second satellite; 2O. lalon- 
gitude nioyenne du premier, moins trois fois celle du  second, 
plus deu’x fois celle d u  troisiKme, est exactement et canstamment 
&gale la de+-circonErence. Lie tnGme resultat a lieu rclative- 
rnent aux Ioiigituclcs ‘moyennes, synodicjues ; car on peut clans 
l’dqua tion 

?lt-3n’t3-zn”t$-c:-336‘$-at“=rll. 

rapporter les angles & un axe mobile suivant une loi quelconque 
puisque la position de cet axe disparaft dans celle &pation; 

s que nt,+ E ,  n’t + E’, not +,to ,cxpriment 
6 synobiques. 

D e  18 il suit que les trois prbmiers sale)litcs ne penvent jamais 
btre dclipsds h-~a-fois. ‘ ~ n  effet;. n,! + 6 ,  li’t + e‘, nn/ +Z Ctant 
supposCs exprimer des !o,ngiti!dcs moyennes synoiliqip , OI? a 

nsles Bcliysed &idtayded du premier et d u  second‘ satelli/es, 
+ 2 et‘lh’t + L &gall% 4 “t ; 1*8+ation prdibdente gbrine c~oiic 

2 d t  -+ 2: ;= 3 x j 
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a i d  la longitude moycnnc du t r o i s i h e  satellite est alors &ale 
A; 7r. 

Dans Ies dclipses simultandes du premier et du troisihme, rzt+ c 
e t  7 f t + d ‘  sont ignux B d j  ce qui dome 

3n‘t -f- 3: a t ; 

ainsi la longitude moyeniie synodique du secoiid satrllitc est 
alms 5 ,x. lhfin, d a m  les Bclipscs sinmltanEes du second et tlu 
iroisikme salcllites, 72‘1 + L et I L “ ~  + ti“ sont Cgaux 4 a ; ce qui 
donne 

I l l  + E == a*. 

L a  longilude moyeniie synodiquc du  premier satellite est doiic 
nullc dors,  et au lieu cl’blre Bclips6, il peut produire sur Jupiter 
une Bclipse de solcil. 

On a vu tlalls le no 4 que lcs deux priricipales indgaliles du  se- 
cond satellite, produites par les aclioiis du premier et du troi- 
sibrne, se dunissent en vertu des tlidor6mc.s pr&c&Icns, clans un 
s e d  terrne qiii forme la grande indgalit15 qiie les observations 
ont  iiidjcli1i.e clans le nioiivement d u  second satellite; ces in6ga- 
li(ds sel*oiit doiic constamment rdunies , et il 1i’cst point A craiiidrc 
quc dam la snilc des sihcles elks se sdparent. 

Sans l’action mutuelle des satellites les deux dq~~ations 

n- 3n‘-/-a?z”=O; 
E - 36) +3cn E o ;  

n’auraieut iluciine liaison cutre clles j il faudrail , supposer d’ail- 
leurtl, qu’h l’ori&m I les dpoques et les moyetis mouvetnens des 
satellites  on^, 6th ordonn6s de nianibrc h satishire A ces hqiiaIions, 
ce qui esl infiniinent peu vraisemblable; et dilns ce cas merne, 
la force la plus Idgbre, t e k  que l’ntlraction dcs plan&tcs et  des 
comblcs, aurnit h i  par changcr ccs rapports. Mais l’aclion rdci- 
p r o ( p  des satellites h i t  dispara4trc ces iiivraisemblanccs, et donne 
de la stabilit.8 aux rapporls prdcCdens. En effet, on a par cc qui 
l)ric&de, b l’origine du mouvcment 
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c &ant moilidre que 2kn'; il  suf i t  donc pour l'exaotitude des ~ C O -  
rkmes prdcddens , qu'A Z'origine , la fonction -- - - + --,ait 
6t6 comprise entre les limites 

dv 3dv' 54th" 

itdt iidt ndt 

+ zk.sin.(f . E - ~ E ' + E ' ' )  - zk,sin.(f .  ~::e'+d')j 

et pour la 6tabilitB de ces thCor&mes, il suffit que les attractions 
dtranghres laissent toujours la fonction prdcddente dans ces limites. 

Les observations nous apprennent que l'angle m est trks-petilv 
et qu'ainsi l'on peut supposer cos.milir I --f. ~CJ" j soit donc 

np . k 
------=e; c $- a h "  

C &ant une arbitraire, 
t'dquation diffdrentielle entre ar et t donnera 

6 .sin. ( nt , Vkc+ A )  j 

cause de I'arbitraire c qu'il renferme ; 

m 

A Ctant une nouvelle arbitraire. 
Le mouvernent des quatre satellites de Jiipiter BtaiiC d&erinint5 

par douze Cquations differentielles du second ordre j leur thdorie 
doit renfermer vingt-quatre constantes arbitraires : quatre de ces 
constantes sont relatives aux moyens mouvemens des satellites, ou, 
ce qui revient au meme, A leurs moyenncs distances : quatre sont 
relatives aux Bpoqucs des longitudes moyennes : h i t  ddpendent 
des excentricitds et des aphelies, et huit autres d6pendent des in- 
clinaisons et des noeuds des orbites. Les thhoremes pr8cddens &a- 
blissent deux relations entre les moyens mouveincns et les &poques 
des lnngitudes moyennes des trois premiers satelliles, ce q u i  rC- 
duit & vingt-deux, ces vingt-quatre arbitraircs. C'est pour y sup- 
plbcr, que l'expression de m renferme les deux noiivelles arbi- 
traires 6 et A. 

substituant a& 

A?), au lieu de Y - 3 d +  2 ~ " ;  on aura 

Si Pon reprend la vdeur prdcddente de dt' ; cn y 
fl cf- g. sin, (nt . I/ 
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ce qui donne en integrant e l  nCgligca1lt les coiistaiites arbilraires 
qui font partie de 1'Cpoque et  de la longitnde moyeunc 

et parconsequent en substituant pour k SR valeur, ou 8 

On trouvera pareillement 

a'' I n  +.G.sin. (nt .  v/b+A) 
* 8n.m -. y" - 
c qn' i n  dl . n ~  

411 . i d  &. id' 
1 .+ L. + -- 
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vetnent $ki t ,  l'inbgalitd 

ce qui donxic ;laus n considCrb comme variable, l'indgalit6 

n.e .  - I / ' i . c o s . ( n t . ( / i ; + A ) -  
CjU'7IL U"7TI 

l+@+W 

,-a 
En ddsignaiit cette inbgalit6 par d'n, et observant que a I IZ 
on aura 

J, 

a $ I t .  $a=--- 3 . n . 7  

c'est la variation du rayon vecteur r ,  d6pendante d c  l'in6galiI6 
prdcddente. .On obtiendra de la mn8me maai&re, les varinlioris cor- 
respondantes de r' et r". 

16. La libration des trois premiers satellites de Jupiter inodi- 
fie toutes leurs in8galitC.s t i  longues pbriodes: elle donne 5 leurs 
expressions une forme pitrticulibre qui  les lie enlre el les ,  ct 
qui est un cas tr&s-singiilier de l'analyse des perturbalions. Sup- 
posons que A .  sin. (it+.) soit unc in4galitd B loiig~ic phiode, d u  sa- 
tellite rn, qui  aurait l i c . ~  si elle n'btait pas modifide par l'aclion 
des deux autres satellites. Soient A'. sin. ( i ~  + o) et A". sin. ( i~+o) ,  
le5 idgalitcis correspondantes des satcllites 732' e l  71~''; ou aura, en 
n'ayant &gad  qu'Q ces itiLgalitGs, 

ddv" -=-,+. A". sin. ( t 2 - f - 0 ) ;  
ClL" 

Mais on a par ce qui prdc&de, en fie consicidrant quc l'indgae 
lite de la 'librajion 



d'oh I'on tire, en siibstituant Q .sin.(iz! + o )  pour Y , dam le pre- 
mier mernbrc de cette Bquatiou , 

On frouvcrn de la ndmc manicre 
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parconsJquent 

0 1 1  doit faire ici une remarque importante. L'nnalyse prbcE- 
clente suppose i beaucoup plus petit que n-m', ou n'-2nn. 
En effet , pour pouvoir changer, cornme nous I'avons fait dans 
le no 14, n t+~ ,  n'tf-d, nUt+s", respectivement en  v, v', v", 
dans l'angle .nJ--33n'L-/-an"l+~- 3d'+2~"; i1 faul quc le m&me 
changement soit perrnis dans les expressions de #Sr' -ri' et de d'u', 

dont nous avons fait usage dans le no citd. Ces expressions d6- 
pendent des angles 7zt-nft+s-cl, et alztt-niz"t+d--2t'. 

ConsidCrons d'abord la partie de --p- "d'r' ddpcndantu de l'angle 
nt-n't + o-d. On a par le no 3 ,  en n'ayant 6gard qu'aux 
termes dkpendans de COS.(V--V') 
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d'oh I'on tire en intcigrant , et observant quc i et 71. -2n' sont 
trks-petits par rappor) A n, et que N' diff6re trbs-peu de la', 

-- If$/! - P .cos. (nt-n't+s-.E') 
nta - t i .  (n-d-AJ') I 

. C O S .  (at - n't + E - E'- iC - o 1 P.W-QI 

P. (o'-(,) 
+ m. (~--~'-AJ'-I) 

an. ( n  - n' -N'+ i) 
- . cis.  (rtt - n't + E - E'+ it -+ 0 ). 

L Si l'on suppose rcdnl-hti assez 'petit pour pouvoir 4trc ndgligd sans 
erreur semsible, on aura 

cos. (nt-n't+o-d) 
cos. (nt- ri't + e- e'- it - o ) 
- cos. (rit-n't+ e- e'+ it + o ) 

.) 11 -- { ((?'-(?),{ 
P 

u:. -n.(n-rd--Al') +- 
2 

En substituant v et P' respectivement ponr nt++~. sin,(it+o) 
st n't+&'cf-Q'.sin.(it+O), on aura 

. cos. (Y-Y'); 
+$/ P 
a'# I n .  (11- d-N)  
-- 

11 est ais6 de voir que l'inCgalit8 corrcspoiidante de d\d sera - . sin.(v- v'). ZP 
n. (n-d-N' ) 

r'&' On appliquera le m&me raisonnement aux parliesde -73- et dc 

$Y' d6pendantes dc l'angle 21211 - 2n"t + ad- 3C, et I'on trou- 
vera que 1'011 y peut Changer scmblabkment lcs angles 7Z't + h et 
n"/+t", respectivement daiis Y' et v", pourvu C ~ U O  l'on ne considere 
que les indgalitde de Y' et de fl ddpendautes d'un angle quel- 
concluc it+ 0) dans lequel i est beaucoup moiradre que n - an', 
ou ?2'-2fl".  

L'in6galit6 ddpendante de ML+f.--XI; que ~ O U S  avons dCter- 
minke dam le no 8 ,  est dc ce genre; sa pbriode &ant environ 
dix fois plus grande que celle de l'angle nt- sn't. L'expression 
de cettc in6gdit6, trouvde claim le n o  cit6, donne cn la cornpa- 
rant it celle-ci h.sin.(it+o), 

n 

6M 1o.M h=-31M'..Hj A'=--- a; A R ~ - - , ~  
I I . I &  c 14 n 

M ~ C A N .  C ~ L .  Tome IV. K 
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d'ob I'on tire 

H ;  
A- 3A'+ zh"= -2- 11/1 

If. 

on a donc en n'ayant Bgard qu'8 cette inBgalit6, 

(Nous avons ddtermind dans le no 12 les indgalitds siculaires 
des satellites. Leurs.parties les plus sensibles sont celles qui d& 
pendent des variations skculaires de l'otbite de Jupiter ,et de Is 
position de son Bquateur. Les valeurs de i qui leur sont relatives 
sont trks-petites, eneorte que. l'on peut nigliger il, eu egard A ha; 
on a clone, en ne c o n s i d h n t  que. ces inBgalites, 

la daraetekistique 2' se rapportant, comme dans le no 9,  A toutes 
les indgalitbs ~dle la fforrne*ain.(it +o). De li\. on tire 

2, +u' -j- wn= 0 ;  

ainsi les inkgalitks & longues periodes, hans' Iesquelles i" est 
consicl+rabkment plus petit que kn" , ne troublcnt-point les rap- 
ports ciu6 nous' venom d'etablir stir les' longitudes moyennes et 
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sur les moyens mouvemens des trois premiers satellites: par l’ac- 
lion mutuelle de ces corps, ces inkgalit& se coordonnent de ma- 
nibre i satisfaire il ces rapports, C’est ainsi que nom avons vn  
clans le no 16 du sacand livrs , qde Paction de -la- &re ghr ;lc 
splidroi‘de lunaire, fait participer le mouvement’ de rotation de 
ce splidroi‘de aux inCgalitds srSculaires de don mouvement de rd- 
volution, et  maintient par-lh 1’6galitB de ces deux nioycns mou- 
vemens, 

.ReprCsentons par C, t’, C’, t’ et C” t’, Ies Cquations . I  stSculaires 
des trois premiers satellites, dependantes des variations sBculaires 
de l’orbite e t  de l’dquateur de Jupiter, et  m h e  $c la r6sistance 
dc 1’8ther, et  qui  auraieiit lieu sans l’actioptmutuglle de,..ce? 
corps. On aura ces dquations‘ skculaires, en ddveloppant en s6- 
ries, X’.A.sin.(b+o) J >  X‘.h‘.sin,(it-+o), 
jusqu’aux secondes puissances de I, e t  en‘observant que les t~ermes 
des series, ,indCpendang de t se qonfondent avqc<,,les Bpqques des 
longi(udes, et que ceu; qui dC.pendent d e  Ia-gen)i+ puissance 
tie t se confonderit avec lei moyens mouvemens. Les expression* 
pAxklentes de q A v’, v“, donneromt a b s i  ’pour lea expressions des 
&pations shculaires modifides par l’ac n ,  dciproque des sa- 
iellites , 

S‘.h”.sin.(it+o) ~ -- 

(C-3CC a C )  
1+- ‘tyz’nfi-f +-- . $6 j .  I”- 4nnl  4aiii’ 

Ces valeurs peuvent &re emplogdes sans erreur sensible, pendant 
plusieurs sibclcs, et elks silfjirollt pendant long- temps aux besoilis 
de l’astronomie. 

I 7. Ides rapports presqne commensurables des moyeiis mouve- 
mens des [rois premiers satellites ajoutent des termes sensiblesaux 
dquations (i), (21, (i”), du no 6 qui drStermiiient les variations 
des esceiitricit6s et des p6rijoves des orbites, Reprenons en elkc 

I( 2 
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lcs valeurs de nJ'et de df' clu no 67 du second livrc, Elks donncnt, 
en observant que +== I & fort peu-prks, 

)I*(%) andt (2. ( e ,  sin,a-)=---- { ~~sin.v+~e.sin.~+~e.sin.(v-~~ 

Si I'on neglige l'excentriciti: e dans le' second membre de cette 
dqu'ation, e t  si l'on ne considtre dans R que les termes 

la premikre de ce? Qqudtions donnera, en y su bsti tbant na+2r$r, 
au lieu de P*, $t nt + E +- d'u, au lieu de' P , 

Ne considdrons dans'. h"8econd meabre cie cettc equation, que 
les termes ddpendms de kaxigiie**nt. - an',! +.E - d j  el observalls 
que l'on a A t rb-pea-gr ts  par le no 4 ,  

rd'r v i .  nF . cos. (ant--zn't+ae--ad) 
2 . (  212-d-N ) 

m' . nk' 
2n- an'- N d\lJ3--  . SiU.(2?Zt- 2 7 Z ' L $ - 2 6 ~ 2 € ' ) j 1  

et  que <l'on a par l e  inbme not 
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011 wirn 

La longitude moyenne clans' l'ellipsc variable, , I  est augnientdc 
par la 110 7 ,  de terines qui deviennent scnsihlcs A raison' des 
g r a d s  diviseurs qui les affectcnt , e l  qui d6pendeut de l'auglc 

Q .sin.(ni-aalz'L + r-a/+gt+r); 
Q' . sin .(nt --.L m!t $- 6 - 2 E' sf- gt + r) ; 

Ies tcrincs de ZJ et de d ,  cl8pendans dc cet aiiglc. 11 Faut qiigmcn- 
tcr 72L et respectivemelit de ccs quantitds dam le teriiic p d -  
c &le 11 t , 

nt- aril  + 6 - - a i  +gt+ r. Soient 

et  i1 en rdsultc dnns Pexpression de d.(e.cos,m), le'terme 

On a p a r . 1 ~  no G ,  

I d  --.(IC' FIt 
an - ( O )  ad- -'I A j . ( a Q ' - ( ) ) ;  4 

ce qui  revient h rolraiiclicr cet,te quanli[d, dL? raccond Jllelllbrc tlc 
cettc Bquation. Le ierme 
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premiers satellites, la fraction 212-212' (01 -iY - est A-peu-prks &gale &+; 
il est dona nticessaire d y  avoir dgard. 

L'expression de d(e'. COS. air') .donne pareillement, en ne consi- 
dC.rdrit dads €2' que les termes 

- 0, ---I + m' . ,A!') . cos. (u-v') +mn. A'('). cos. ( 2 ~ -  av"), 

d.(d .cos,rl~')=-2a' . n ' J t . m . A ~ ' )  .sifi.(u-u').cos.J 

-a'+.n'dt.m. (g) .cos.(u--v').sin.v' 

+ 4a'. n'dt . m" . A""). sin, (2 Y'-2 vu) . COS. J 

- a". n'dt . m" . (d$')). - cos.(au/--zvn~. sin. ut 

- n'dtt;(P ~ 4 ' ) .  sin.(n'~+E')-n'rtl.(p~~'). $J. cas.(n't+i) 

or on a par le no 4 ,  
m . n' . G 

2 . (n- d- N') 
in" . 11' . P' =- . cos.(rzt-n't+:-d)- 2. (n-n' -N) '  - COS. (an't-in*t;tno'-ze"); 

#€Pf 
d' 

rn . IL' . G 
it -n'-N' 

m" . nf . Ii" 
+n-d -N' -. sin.(zia't - 2n"t +ai'--ze*)= 6V' = . sin. (nt-TZ'tfE-E' 

Par le m$me no, on a B trhs-peu-pr&c, 

on aura donc, en ne conservant que les termes dependam des 
-angles nt - 2n't + - 26 et n't - 2n"t+ L-26N, 

n-n'--N' }sin. (n't- anltt + 6'- -a i$ .  I m". n'dt c - . P .  1- 
2 

Soit Q".sin,(rzt'-- 2 l t ' t + ~ -  2t'+gt-+r), le termc de 6uR2 que 
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nous avms dktermin6 d a w  le no 7. Si l'bn observe que 

on -aura d a m  d. (e cos, m) , le terme 

} .  G .(aQ'-Q).sin.(gt+r) 

- 1 , F' . (a Qn--Q') . sin. (st  + r) ; 

7 t Z  - .n'dt. { I 4 
m" 
4 -  

n- ,d - 
n -n'- A')  - -- . ?L'(i?t { I - 

il fmt  doiic ajouter au second rnembre de 1'6quatioa (2) d u  no 6, 
la quantitd 

---. I n  --.n'.(I-- ll -?It' ('I -K' ) .G.(aQ'-Q) 

'} .F'.(2Q"-Q'). 
4 

+T.n'.{'-- ? I C 1  

IL- I d - i l  

at1 trouvera de la m h e  manikrc, qu'il Falit ajouter au second 
membre de l'dquation (2') du mbme no, le, ierme 



80 M I ~ C A N I Q U E  C E L E S T E ,  
On pourrait croire que les Bquationrj ( H )  du no IO, et qni 

sont relatives aux inclinaisons et aux nceuds des orbites , pcuvent 
en vertu des considdrations prricddentes , acqii6rir quelques tcwnes 
sensibles ddpendans du carre Re la force perturbatrice ; ma:s il 
est facile de se convaincreeque cela n'est pas, en consitldraut les 
Bquations diffirentielles de ees mouvemens , trouv6es dans le no 71 
du second lime. 

18. Le' carrb de l'in6galit6 principale des satell$es , que nom 
avons d6veloppbe dam les nos 4 et 5 ,  prut produire un terme sensi- 
ble, que. nous allons ddterminer.. Cette indgalith peut &re supposrie 
relative 2~ une ellipse variable; et  dans ce cas, elle affecte l'ex- 
centricit6 et le pbrijove de l'orbite. Ainsi ( I ) .  ~ ~ ~ . ( z ~ L - - ~ I L ' ~ s - ~ E - z E ' )  
exprimant par le no 5 cettein6galitk dans le mouvement du premier 
satellite, et 2e.sin. (rzt+E- m) &ant le premier Icrme de la par- 
tie elliptique de v; si l'on reprdsente par J'.(e.sin.m) et  par 
S , (e.  cos.^), les variations de e .  sin. cr et e. cos. m, d6pendan'tes de 
la force perturbatrice j on aura .dam ZJ I'indgalitd 

28 . ( e .  cos.m).sin. (ni+C) - zd',(e.sin,m) .cos.(nt+E). 

Donnons A I'in6galit4 ( I ) .  sin. (znt--n't+zi -2e'), la €orme 
suivante : 

( I )  .cos,(nt - 2n't+ E - a:). sin. (nt + E )  

. -  

+ ( I ) .  sin. (nt - an't += E - 24. cos, (nL +- E ) .  

Ea la comparant ?i l'indgalit6 prtccidente, on aura 

2 . d' . (e. sin. m) = - ( I )  . sin. (nl: - a n'd + E - 26')  ; 
2.6. (e .  cosm)  = ( I ) .  cos.(n$ - 2n't += E - 24. 

Ces valeurs sont les memes que celles auxquelles nQus sornmes 
parvenus dans le no prkcident. En effet, nous avons trouve 

d'oh l'on tire en inthgrant 
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Si l'on observe -maintenant que N est. B t&s-peu-pr&s-t5gd A 
n ' { ~ - ( o ) } ,  et que par le no 4 ,  

d, F. n 
I. ( I 1 = an-a,&f- N' 

on verra que cette Iscconde valeur' de: a .  6, ( e .  cirs: a . )~~oibdidd 
avec la prdcddente. Maintenant l'oxpre'ssion elliptique c son: 
tient le terme $.es.sin.(znt+a6-acr), ou' 

4. (e'. COS.' m -ep. sin:rp). sin,(ant + 2;) - 5. t?* .&I.@'. COS*CT. COS.(2?li-f-l2E): 

En changeant e.sin.ar dans e.sin.m+d'(e.sinm), et e.cos.ar 
dans e.cos.m+d'.(e.cos.m); on voit que l'expression de Y con- 
tieat la fotlation 

$.((S.ecos.mJ.). - (J'.~sin.lz;r)~} .sin.(2qt+,a~) - $.d'.ccos,m.d'.e sin.- .cos.(ant+ as>. 

En substituant pour 6. ecos. ar, et 6. e sin. rcp leurs valeurs pr& 
&dentes; il en r6sulte dans Y l'ini5galit6 

+3.(~)'.sin. (4tat -4?i't+-46-4~'). 

On trouvera de la mame manibre dans Y', I'inigalit8 

-1.. 1 6  ( I  I)".  sin. (ant-2n't + 26- ad] ; 

et dans v', l'in6galitdi 

A. ( I  I I >" . sin. (m't - nn"t +ad- 2~'). 

~ e s  inEgalitks sont trbs-petites; celle qui est relative 8 vf.'est la 
seuIe qui merite d ' i b  considQ6e. 

Le carre de la foroe perturbatrice introduit encore dans les 
coefficiens de Irt principale idgalitd des trois prdmiers'satellites, 
des quantit6s qui aagtnenlent consid&&lemerit* pak ''16 'diviseur 
(r~--an')~., qui les affcctc. Nous avons en Cgard d&ns !e no 4 ,  B la 
partie seiisiblc de ces quantitds , qui'd&ekid du prodbit des masses 
des satellites par l'ellipticit6 du sphdroi'ds de Jupiter, en d& 

MBCAN. c k ~ .  Tome I p .  L 



881 W W A N I Q U E  C I ~ L E S T E ,  
ierr&,p8nb$wo pr&~,”tsiofi les valeurs d6 N, N’ et a”.. Lea autres par- 
ties sont assez petites pour pouvoir &re nhgligies sans erreur sensible., 

19. Nous avons ddterminc? dans le no 13 les Cquations seculaires 
du inouvement des satellites d& iter j ,et nous avons observe 
que la seule partie de ces kquat qui puisse clevenir scnsible 
& lib, bngdeT ,est-. oells @<,d+and- ,des- variatiaos sboulai,res des 
Q&msl*J:de3$ootite de Supiter,,, et8 de la positio; de son +a- 
teur. Si la partie deldR, ddpendante. du -  carre de la force per- 
turbatrice , renfermait des termes d e  la forme Q H a  .&, Q dtant 
un coef€idi&rf! cbfiisfat~t, ’a N“6tant- colmkle $ABdernment l’ex- 
centricitc? de l’orky de  Jupiter;, il- esk v,isibh I que la partie cor- 
respondante de la  double ‘int6grale ff 3andt.dR qui entre dans 
Itexpression) de’ Y; acqtlerrait p81: lesr intdgrations un diviseur * d l  
I’ordre du asrrt5 de la>force perturbatrice, ce qui le rendrait sen- 
sible, e t  du m6me ordre que les quantiths dc?terminlSes dans le 
no 13; il importe donc d’avoir les termes de ce genre, ou de 
s’assurer qu’ilin’m, existe point. 

J’observe d’abord que Ha dansLR ne p u t  pas,$tre multi.pli6 par 
us de 21, I Btant la longitude du perihelie de 
e la valeur de R est indbpendante du point 

arbitraire oil l’on fixc l’origine des, loiigitudes. La  partie nou. 
pCriodique de R, due auI carrd-de, la force perturbatrice, et rnul- 
tipliee par Ha, ne peiit &re que le rksultat de la combinaison 
d e  deux anile6 qni ad ddtruisent mutuellernent sous le signe cosinus; 
car R ne renferme kvidemment que des cosinus. Donnons 13% 
cette forme, 

1 <  i 

1. r l ” . C O S I f - - i ( n t - ~ ~ f s - - E ) - - z .  ( M t + E - J )  
i. (/zt-Mt+E-E) 4-2. ( M t 3 - E - I )  

Une partie de l’angle compris sous le signe cosinus peut appar- 
tCn2C aux’ coordbnnih de, rn, et! cette partie est la seule que I’on 
ctoit faire varier dans R, pour obtenir dR; or quelle que soit 
pqtte pa.rtie,.il est: clair que ladiffdrentielle du t a m e  prdct;dent est 
p#eg,dBgq !pFF.a,fprme donc itucun :tenme* de  la forme Q .Ha. dt,, 
+l&penqlanildy: baqfh8 de 19 force Rer@xbatrice. 4 .est visible y u ~  le 
@me, Peispp{me%ti s%,qplique a q ,  termes ddpendans du ddpla- 

qpatgv ;,el dq ,l!a&ite, de &piter, Ainsi le c a r d  de 
la force pe$urbatrioe n’btroduit aucuiie yuantitd sensible dans 1’6- 
cpation sicplaire des satellites de Jupiter et dans cellc de Ia lune, 
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20. Po u R dduire en sombres les ih6galiC6s 1 dBfermliih: c!LI 
dessiis, il  faut comaitre les durdes de la rdvolution sydirale 
des satellites, et leurs moyenncs distances au centre 'de'Jupiter.' 
Ces durBcs sont par 'les tables, 

Ior sat. iiour, 769137787 

IIL sat,' 7', 154552808; 

IV sat. 'I@, GSprg396. 

Ides valeurs de IL , n'*j n" et na dtant rdciprocpes aux durees prd- 
cBdeiites, on a 

11 Sat.* 31, 551 XSIO';7,j 

. 
A? = ?z".g,433419; 

7t' == 72". 4,Gg$%~r3 
n? i n":a,%26fI3. 

Pour ddterminer les moyennes distances a ,  a', a" et 8, nous 
observerom que la plus grande Blongation du quatribme satellite B 
Jupiter, dans ses moyennes distances, et vile de latmoyeuip dislance 
de Jupiter au soleil, a Btr5 observde par Pound; de 1530",864. A 
cette m&me distance, le diambtre de I'dquateur de Jupiter a Bt6 
,observb p r  le, m$me astronoine jvde 12~",6704 ; eu prenmt &PG 
ce demi-diambtre pour uoitd, on GL 

us = z&,43$90. 

11 l p u t  y avoQr 'sur ce rapport de a" au <kmfi&diamBtrti de JU- 
p i i q ,  'une incertitude 1 qui ttieat prineipaJ-ent &1*6yaIuatichn 411 

I L3 
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diamhtre de Jupiter, et & l'influence de l'irradiation sur sa me- 

ais ellea ne peut produire d'erreur sensible dans les r& 
uivans j seulement l'unit6 don t nous faisons usage, peut 

ne pas representer exactement le demi-diambtre de 1'8quateur de 
Jupiter. 

Quant aux distances a ,  a', a", il est beaucoup plus exact de 
les diduire de la valeur de a'" par la loi de Kepler, quc de loa 
tirer immidiatement des observations. Suivantcette loi, lamoyenne 
distance n du premier satellite au centre de Jupiter, est 

* i/z. Mais l'exactitude d e  cette'expression est un peu al- 
16rC.e par les forces perturbatrices du mouvement des satelIites , 
qui, comme on l'a v u  dam le no 3, ajoutent aiix moyennes 
distances a et a" les quantitks d 'c~ et J'n"', dont IIOUS avons donne 
les valeurs analytiques dam IC mSme no. Le sen1 terine sensible 
de  ces valeurs est celui qui dipend de l'applatissement de Jupiter, 

(P--"P) et qui, pour $a, est &gal & n . A ;  il faut donc ajouter cette 3a' 
quantitd h la valeur de a ,  que donne l'kquation na=2;  on a 

Mi C A N I  Q U E C L E S T E,  

n" a., 

I 

On a par la meme raison, 

an aula donc. 

expression dam laquelle, on peut substituer 

de a, dans le diviseurz. I1 est facile d'en 1 
I 

conclure les expres- 

sions de a' et de a". L a ' v d e u r  de (p- f q )  peut &re d&terminde 
aQee 'prdsisipn, pw le$, Wouvemens des orbitm des' satellites. 
grrw$,&r,e, ,appraimqkob,( m:a donne 0,02 I 7!7,g+ pour cotte quan- 
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tit6 : cette valeur est suf5samment approcli&e, pour que l’erreur 
doiit elle cst encore susceptiblc n’ait aucune influence seiisiblt 
sur les ddterrninations suivantes. On trouve ainsi 

= 5,6~~8/c91 ; 
a’ ;= 9,066548 ; 
a’ = 14,461893 j 
a”= a5,43590. 

En coinparant ensuite les satellites deux A deux; on a conclu 
au moycn dc ces valeurs et des forinules du no 49 du secoiid 
livre, les rdsultats suivans : 

I et II snteZZites. 
a ;s 0,6285 I Sag j 

d’oh 1’011 a conclu 

bCo) , 2,202968796 ; t“’ , = - 0,5957 -- -- 
a 

Ensuite 

9’ ’7 .  

ZIY’E; 2,57 16 I 5. 
a 
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I et III sdteZZites. 

a = 0,3g4034cjog j 

d'oh l'on a conclu 

6'") , = 2,078416242 ; b"' , ;=-0,38623 I 350. -- -- a 

Ensuite 

I et IV snfellifes. 

a II oJ2a403~/jio ; 
d'oli l'on a conclu 

Ensuite 
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11 CL. I11 sntdiites, 

a = 0,356447000 ; 
d'oh l'on il collchl 
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TII et IV sateZZites. 

a =: 0,568562391 ; 
d'ob l'on a conch 

Ensuite 

21. Au moycn de ces valeurs et des formules du ne 3, on a 
conch les resilltats suivans, dam lcsquels on a suppos6, cornme 
dans le no prCc&dent, 

p --$.q =0,217794. 

Les valeurs de N, N', N" et N" dependent de cette quantitk, 
et elle est principalement sensible dam la valeur de N .  Ces va- 
leurs dependent encore des masses m, n~', mR et rn7 des satellites, 
Une premiere approximation m'a donne 

m c 0,oo00184113; 
na' = 0,0000258325 ; 
m" = 0,0000865 I 85 ; 
m"= 0,000o5590808; 

la 
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la masse de Jupiter &ant prise pour unite, La petitesse de l'in- 
fluence de ces masses sur lcs valeurs de N, N', etc. rend insen- 
sibles 10s erreurs qui  peuvent avoir lieu dans lcs4valualions pr6- 
chdentes. La masse m' est multipli6e dam l'expressios de NP, par 
la fonction 

ceCte fonction est, par le no 55 du second liore j &gale k 

3 d .  bC'' , -- * .  
a.(l-CP)" ' 

on pourra donc l'obtenir ais6mcnt , ainsi que les fonctions ana- 
logues, au moyen  des rdsultats nuniCriques clonnds pr6cddemment. 
Cela posB, on a trouv6 

N = n".9,4269167 ; 
8' = n" * 4,6979499 ; 
N'= na.a,33a30g0 j 
N"= n". o,g999070. 

En supposant ensuitc la rtholiition syderale de Jupiter , dc 
433aiour;602208, on a 

M = nf'.o,0o3851g6; 

de lb on a conch les formules suivantes, dam lesquelles Ies quan- 
titds nz, m', m" ct m" expciment les masses des satellites, niul- 
tiplides par dix mille, 

187",4465 .sin, (n't-nt+i-E) - 2173@,4863 .sin,a (n't-nt+i-g) - 70",83 I 5 . sin.3 . (n't - nt + 6 - E )  

- I 6", I 926. sin.4. (n't -- nt + 6' - E )  - 5",4039.sin.5.(n'l--/t$-d--) - a', 1433. sin.6 (n't - 17t + 6'- E )  * I  M 

d\U m'. 

MSCAN. C ~ L .  .Tome IY. 
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2 I ', 93 3 4 .  sin. (n"t - nt +- 8 - 6 )  

- 18",51g7 .sin.z (nu t t -n t+6- - )  
3-m". 1 -  go I 7 . sin, 3;. (n"t - nt + E" - E )  - 0",3569. sin.4. (n"t--nt+ <--E)  

3",61og.sin, (nHt -7z t+k-~)  

- o", I 079. sin. 3 . (n"t - nt + Z - E )  I +mm* 1 7 1~~~5588. S ~ G Z  ( ? Z W t - ? 2 t ~ % - 6 )  

+ of', I 460, sin. (znt-2Mt-t 26- z E  ). 

Sr=.m'.  

-+ in" 

0,000084865 
+- 0,00046652, cos,. (n't--nf+B--~) 
- 0,09764 199. cos.2 (n't- nt+ 6 ' 1 6 )  

- 0,00040g17. cos. 3 .  (n't- nt+ E'- E )  

- 0,000107G1 .COS.,$ (/z't-nnt+s'--) - o , o o o o ~ ~ ~ ~ . c o s . ~ . ( ~ ' ~ - - ~ + L - ~ )  - O,OOOOI 642 c0s.G. (/~'t--t+ E ' - - . € )  

0,0060070~ 

+. 0,00007780.cos. ( O ' ~ ~ - ? Z ~ ~ + E " - E )  - 0,00010631   COS.^ (rZ"t-nnt+~'--~) - 0,0000 I 3  IO. cos.3. (ILn2)--72t+ &"--E) 

- 0,00000269.cos.4. (n"~-nnt+s"-~) 

I 
0,00000 I I 3  

-+ 0,000o1~78.cos. (n l"L-~ t -J -~" ' - -~ )  
.- 0,00000968.  COS,^ (n"t--nt+6"'--E) -- 0,00000078.  COS.^ (d"- nt- E ~ - -  E )  

$- 0,00000095 

- 0,000000~$ .COS.(2fifL- Zni!+ 2E-  25). 

+ ?if' . 
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$Y' = nt 

- 695 1",4660. sin. (nt - n't + 6- e') 
- 52",63 I 5 .  sin.2 (nt - n't $- 6: - a ' )  - I on,5253 . sin. 3 . (nt A 72't $- t: - 4) - Sa,3448. sin 4. (nt - 7 f t  $- E - -E ' )  

--. 1",2g6~.sin.5.(nL-rn't-tc--6~ 

18q,5172 .sin. (nn~-n'~+i"'d)  
- I 2 I o8",ggao . sin. 2 ( n%-- n't +- En - E ' )  

- 68",88a8.sin.3 .(nnt-n't+d-L) - i 5",7643 . sin.4. ( nnt - n't + 6 -.1 E')  

'-r 5",a597 .sin.5 . ( r t " ~ - r i t + , L - c ~ >  
- 2',0814. sin.6. ( iz"t- r ~ ' t - e - 6 ~ -  6') 

t 1 a",37 55. sin. (nut 7 72'1 3; E" - E' )  

I ",06@. sin .S . ( ~ ' " f i -  n',t+ t? - 6') 
0", 588 i . sill. (sn't - 2Mt f- a E'-- 3 E ). 

- 
$- 

+ 772' . 

- ro",8556.sin.a (d't-ti't-+6*-d) 

I 
- 0,0004~608 

+- 0,0005y1g7.cos.a ( r z t - n ' t + ~ - a ' )  
+ o,ooor 4002. cos.3. (nt- n't +€-ti) 

+ 0,00001928 .cos3 .(nt--n't+~-d) 

+ o,o~oG~~I~.cos. ( /~i- /~ ' t+-~-d)  

$- 0,00004784. COS.4.  (hi!- n't+6- 6 ' )  

$1' Ill 

+ ? I f .  
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I 0,00000~98 
+- 0,00007146 .cos. (nmt-n't+6n-d) - 0,00010133 .cos.2 (n"'t--n't+E"-d) I - 0,00001189 . cos ,3 . (na t - . ln ' t~e*-~)  3 

+ r i f .  

-+ 0,00000609 - 0,00000609. cos.(zMt-2n't +- 2 E 1 - 3 E ' ) e  

24",2648 .sin. (nt-nUt+6-E) 
SQ","--rn .I - 0",7044. sin.2. (nt -n't+c--E") 

o", I 277 . sin,3. (nt - n"t+a-e") - 

+ m'. 

+ mR. 

' - 3478",2675.sin. (n't-n't+d-E") 
5off,g3gg. sin.2 . (n't - n"t + h - E")  
10'",207 I . sin.3 . (n't- n"t + d- e") 
3",2305. sin.4. (n't -n"L+ E'- E " )  
1",255r . sin.5. (n't - n"t +h -&) 
0 ~ ~ 5 4 5 3  . sin.6. (n't - n"t + 6'- 8 )  

I 06", 16 I 4. sin, (n"t- n"t + 6"'- E " )  
362",1030.sin.2 (n"L-nn"t+s"-d') 
25",4655 . sin, 3 . (d"t --. n"t + E'" -*e") - !i",g227 .sin,4.(n'"t-nn"t+P-~) - 1",8800. sin. 5 (nMt- n"t+ E"- E") 

- 0".6997. sin.6. (n't-n"ft+a"-~H) 

- 
- 
1111 

-, - 

'+ 2",3870. sin.(an"t - 2Mt 4-26" -2E). 
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-J- m', 

- 0,0007094Zl 
0,041 37743 COS. (?2't -7Z"t-f-h-8) 

+ o,ooog~ 7a6. cos.2 . (n't - n"t + d -8) 
+ o,oooa I 7 I a . cos. 3 . (n't - n"t + e'- E )  

It. 0,00002980. cos.5. (n't-n"t+o'-~") 
+ 0,0000~~0g.c0s.l; . (n't-~"t-f-h-- .€") 

cf- O,OOOOI 3 I 8 cos.6 (n't--lt"t-f- &'-E") 

I aan,45az .Sin. (n't-?f?t+d-E") 
0",3085. sin .a . (n't --.- 72'"t $- E'- gs) I - 0",0540. sin.3 . (n't - r f t  + E'- Z') 

-f- 713'. - 

+ m". I 
- 35R,,@7a .sin. (?zab-7,zmt+t?-6*) 

- 15",g570.sin.a .(n"t-nn"t -/- E"-E" )  - 3",3393. sin.3. (r~~'t--n~''t+a"-~") -- 1",0197 . sin.4. f i z" t -  n't + E"-- E " )  - of', 37 35. sin ,5 . ( i t t  - n"t + e" - em) 
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+ 12",9881 .sin. (zn"t-zMt-aZ-2E) 

- 0,00088152 
6 r " - m .  + 0,000~7018.c0s. (nt--nn"t+&-?) 

0,00000~ 13. c0s.2 , (nd-?Z'",!+ 6- E l " )  

- o,ooog~981 

4 0,00001 095. cOS.2. (dt- nmt+ i - %) 
-+ 0,000g1758 ,COS. (1i1--n"t+i-~") 

$- 0,00000166. COS.3, (JZ't-JZ"t+ d-f )  

- O,O011a@ 
+ 0,00326071 .COS. (dt-Dn"t+E"-Eh) I + 0,00057836. c05.2 . (n"t - n",! + 6" - 6"') 

1 -  
+m". 1 
+ 772'. 

+ 0,000 1 36 I r, . cos. 3 * (n"t - n"t + 6"- E") 

4- o7ooo37741 
- 0,000377/+1. COS.(2Nt32n"tS-2E-2En"). 

22 .  ConsidEroiis maintenant lesinbgalitks JEpcndantes des exccn- 
fricitds dcs orbites. Reprdsentons, comme dans le no 17,  ICs indgali- 
tds de J v ,  d'd, SY", ddpcndantesde l'angle nt--27z'i+--2El+gt+r, 
Par 

Q . sin, (nt - 2n'i + 6 - 2Q +gt +r ) ; 
Q'.sin. (nt-2nft+~-aad+gt+r) ; 

Q" . sin. (]at - 2 n't + 6 - 2 6' +gt +- r ). 
On aura par le no 7 ,  
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Nous avons donne d a m  le no 4 les valeurs analytiques de F, G, 
F', G', ce qui donne pour les valeurs numbriques, 

F E= 1,483732;  
G =-0,857159; 
F' 1,466380 j 
G'=--0,855370. 

Au Ornoyen de ces valeurs, on trouvc: 

{ 16,850ao4. TJ - 6,118274, h' } 
? 

Q =-in'. - 
(1 +G:3G"* 

13,307450. h -4,831907 .A") 
Q'5= nt .{ - 

(1 +&)a 

(1 +&)" 

(1 i- 300 : 3 a  >' 

(4,133080.h'- 1,511467.11") . + nL". - 7  

(3,948934.h' - 1,188i33.h") QR = - 714 . 

On d6terminera les quantitds h, h', If, h" et gy au moycn 
des Bcpations (Y) du no 1 7 .  Pour rCcluire ces Cqnationu en 
nombrcs nous observerons que la valeur 0,oa I 7794 , qii'iiiie prc- 
m i h e  approximation m'rz doiinb pour p -+p, &taut susceptible 
cl'incertitude, nous feroiis 
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(0, I)  I m' .39826",00; C.l 0, I r- L- m' ,295 I G",025 

(0,2> = m". 5205";05; = m". 251 In,3g; 

(0,3) c m". 767",12; E,3 m". 213446. 

(I,o) = m .31573",71; = m .23400",04; 

(1,2) = m".19566",65; = m".r4469",66; 

(1,3) = ma. 1804",18; E,q = m*. 790'36, 

(2,o) c - m  . 3267",3a; E,2 G m . 1576',46; 

(2,1) i m' .15492",62; 0 c m' . I 1456",90; 

(2,3) ;= m". 5886",85; I 7nm. 3gg5",03, 



Lorsque les masses rn, m', m" et m" seront connues, ainsi 
que l'ind8terrninc5e p; on aura e11 rdsolvanl ces dquations , quatre 
valeurs de g, et les rapports correspoiidans des iriddtermindes Ir ,  
K, h' ct Ji", A l'uae d'entre e lks ,  qui restera indBtertni116e. Ces 
quatre systemes de g, It, Iz', K, It* doniieront autant de valeurs 
pour Q ,  Q et Q'. 

L'action du solcil ajoute encorc au mouvemeut du satellite 71t, 

les deux in8galitds 

- . sin, ( at - aMt+ E- 2E+gt+r3 15. iw .h  
9 1 2 .  ( a M +  AI- I1 -g) 

--.II 

u- 3 M *  ".sin.(Mt+E--I). 
78 

La premibre n'est scnsible que pour le troisibme et le quatrikmc 
satellites, et 1'011 peul y supposer 72 + g = = N ,  cc qui r6duit 18 
coefficient de cette indgalitd A - 7 . h .  On a ensuite, 15.M 

15. iJ!f I. satellite, -. - - 0,001~313; 4 I L  
1 5 .  -- - 0,0030737; 

41~' 
11. sat. 

911. sat. 15' 4nN = 0,0061926 ; 

15.M - 
 CAN, CBL, Tome IV. N 

IV. sat. -p- .--. o,oI&&J, 
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Nous ilvons observd dnns le no 1 3 ,  relativement 5 la seconde 

indgalit6, qu'ellc est modifide par I'nction rdciproque des satel- 
lites. On p u t  ensuite prendre pour H.sin,(M'+E--l), Is moi- 
ti8 du  premier terme de la plus grande Bquation du centre de Ju-  
piter, et ce terme est Ogal A 

61208',23,sin. (&?d+E-I). 

Cela p o d ,  on aura , en n'ayant Qgard qn'B l'iudgalit6 prdcddente 

3kn" 
6 v  =- 37",43. (M2 - w . { 1 +&/ a rrc +4,,n ' $1 I .sin. (Mt+E--l)  ; 
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o (p- a i  264'!,89 .~-417'~,63-3a67",32. ni- 154g4",62.m'-5886",85.m~} .r 

O= ( p -  2 ~ 4 6 " , g 5 . ~ - g ~ ~ " , 1 ~ - 3 6 3 " , 1 o . n t -  1077",1Fi.n~'-4L;438",87.~ir~'} .i" 
+ 3267",32. mL+ 15494",62, nil'+ 5886",85. nz'"F ; 

+363", 1 0. nd + 1077"~ 15 . m' L' + &38,87. ni'C'. 

Lorsque p et les masses m y  m', mu et 772' seront connues , on aura 
au moyen des quatre 6quations entre les ind&crmin&cs A, A', A" et Am, 
les valeurs dc chacune de ces inddterrnindes. Ides quatrc dcrnibrea 
8quations donneront an bliminant, une equation en p du yua- 
tri3me degrd, et  1'011 cn tirera par les formulcs c h i  110 IO la la- 
titude des satellites au-dessus dc l'orbite de Jupiter. 

On a vu dans le no IO que la partic de la latitude s qui d& 
p n d  de l'inclinaison 8' de l'bquateur de Jupitcr it soil orbite, esta 

( A  - I ) .  8'. sin, (v  +a') 
Si l'oa prcxld *pour plgn fixe l'orbite de Jupiter en 1750 et pour 
origine de v et 9' l'dquinoxe du priu~ems de Jupiter, ii cettc 
tpoque; on c7, par le meme no 

8 ' I  %+ bt ; 
nt V d p L  - - 'L' 

On ddtermiuera ri e t  b , au moyen des iquations suivanlcs , qui 
r6sultent des tbrmulcs diffdrentielles du no 59 du secoud livre, 

(I = (4,s). r.  cos. n -+ ( 4 , ~ ) .  I ( .  COS, nl j 

Ii = - ( 4 5 ) .  I .  sin, - (4,6). 1'. sin. n'; 
les valeurs de (4,5) et  de ( 4 , G )  &ant cclles du no 34 du lime VI, 
On doit observcr de diminuer clans la preuiitrc: dc ccs vnleurs 14 
m a w  tlc Saturne, dans le rnpport de 3359,4 3515,6; cO1nme 
on le verra dans la suile. I est ici I'inclinnison de l'orbite dc 
Saturnc Sur celk de .Jupiter en 1750. 11 est ri la nl&nlc 6poqne la 
la. Io~igiitidc dc  SOL^ nocud nscendant sur cette orbitc cl coiiipt6e 
cle 1'4quirioxc d u  priiitetiis de .Tupiler. I' et IT sont lea; m h e s  
qnntltittSc rclativernetit ;Z U C ~ I ~ I I Y .  Lcs observations clonaent A fort 
pcu-pri.0, 

N 3  
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'L 3">4444, 
d'oii l'on tire 

a -- th - 'J"iT,0529 ; 

li c 0",0~0350, 

On a ensuite par le no 50, 

Si l'on suppose que Jupiter est un sph4roi'de elliptique, on a par 
I'e no 14 du livrc V, 

2C-A-I3 ( p - 2 ~ ) .  fJ.R'dR. 
fJ. Rhdl3 ' 112. 

6 &ant la demit6 d'une couche du sphdroi'de dont le rayon est I?, 
et R devant 2tre supposk dgal A l'unitb, j la surface. S i  l'on 
suppose les densit& des couches de Jupiter et de la term B des 
distances proportionnelles aux diam&tres de ces deux planktes , 
en raison constante, 011, cc qui  revient au m6me, si d' est re- 
pr4sentb par la m&mc fonction de R, pour ces deux planEtes ; 
alors la fraction 

/a. R" . dR 
p I R'. d f i  

est la mbme pour ces planhtes. Dam l'hypothhse que nom ve- 
nons de faire, si les deux planEtes Qtaient fluides , leurs cllip- 
ticitds seraicnt, par le no 43 du livre 111, proportionnelles anx 
valeurs respeclives de Q, pour chacune d'elles, ou aux elIipticitds 
qti'elles auraient , si elles dtaient hornogbnes. Supposons que cela 
ait encore lien dans leur &tat actuel, et l'on a vu dam le n.. 
cite, que cela est A-pen-prEs confornle ilux observations ; dors 

les valenrs de seront pour chacune de  ces planktcs, res- 

pectivement proportionnelles aux ttllipticitds relatives au cas de 
I'homogen6it.d. Ces ellipticitbs sont par le d m e  nu comme les 
nombrcs 0,10967 et 0,00/,35441; ensorte qiie l'on n 

2 C -A- I1 
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aC-A-l l  
C ) ' 433,441 ' 

aC-A-B 
c dans le second membre de cette Cquatioa, la, vnleur de 

&ant relative B la terrc. Cette dernibre valcur est, par le no 14 
du cinquibme livre, hgale ii 

0,005 19323 
'$C.O,748G' 

On a de plus, par le no 44 du livre VI, 
3 , ( I  +g) = 2,566. 

Au moyen de ces donndes , on trouve pour Japiter , 

Les observations donnent la durCe de la. rotation de Jupiter , 
Cgilc h o l o U r , ( ) ~ 3 7 7 ,  et celle de sa rholution syddrale, Egale A 
4332/,6; d'oh l'on tire 

Une prcmihre approximation m'a donnt! 
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en adoptant les valeurs prdckdentes des masses des satellites, 
on aura 

d’oh Yon tire 

M E C A N I Q U E C L E S T IC, 

‘ p  = 93788 ; 

& == ’A $L 0“,070%0 ; 
V == oR,8259. 

Telle est donc i-peu-prhs Is prdceseiou annuelle des Cquinoxes 
de Jupiter sur son orbite. 

Pour rCduire en nombrec les inkgalit& du mouvement pirio- 
dique des satellites en latitude, d&ermin&es dans le no 1 1 ,  nous 
observerons que l’on peut y supposer sans errcur sensible, 

&la posh, on trouve 

24. Considdrons maintennnt les indgalitds dEpeiidantes di carrk 
des excentricit& et des inclinaieons des orbites, dont nous av0n.s 
&nnG les expressions dam le nv 13. Lea plus sensiblcs A In langue 
sont les 6quations sdculaires des satellites, ddpcndantes des va- 
riations seculaires de  l’orbite et de 1’Cquateur de Jupiter. Mais il 
est facile de s’assurer qu’elles ont 6t6 jusqt1’2t prdsent irisenvibles , 
et qu’elles le seront long-tems cncore, F:n effet, la plm gratltle 
est cclle du quatribme satellite, et son expression est par le no I 3 ,  
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On it par ce qui  pr&cbde, 

b z= 0 ~ ' , 0 ~ 0 ~ 5 0  ; 'L  = 30,4444; 
on a ensuite 

2c = r",9446 j 

en faisant, donc usage des valeurs do A", et (3) doiindes prC- 
cddemment , et supposont ,u= I dnns (3); 0x1 tcouve I'bquation 
seculairc d u  quat r ihe  satellite c'gale Q 

el parcons4quent elle sera long-temps insensible. 

L e  no 13 nous oirre cncore l'intSgalit6 suivante, dam le iiioycu 
mouvemcnt d u  quatribme satellite, rapport6 1 l'orbite de Jupiter, 

{ 4 .  (I-A") . p+$. (I-A") . y + 6 ,  (3). A"'} - .6'.1". sin.(pt+A-'P'). 
P 

Unc preinibre approximation m'n donnB 

- &J", 5 I . si 11. ( t  .7 54 1 "- 5 2 87 S. ) . 
l-,,cts iuCgdit6s dc ce genre sont insensillcs, relatirement aim 
autres satcllites. 
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Z e s  observations clonnent & fort peu-prks 

(11) 11923"; 

I'inCgaIit6 prdcCdente devient ainsi 

%es in6galit;s d u  meme genre soat inseusibles, relativement aiix 
autres satellites, 
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C H A P 1  

26. N o u s n’observous point immddiatemcnt Io iiiouvement 
des satellites de Jupiter autour de cette plan8te. Leur Elongation 
A Jupiter, vue de la terre, est si pctiic, qne les pluslt++res er- 
reurs dnns les observations en produisent de plusieurs degrds, d a m  
leurs mouvemens iovicentriques. Mais leurs Crclipscs ofient un 
moyen incomparabIemeii t plus exact pour de*t ermiiier ces mouve- 
mens, et nous dcvons h l’observation de ces phhorn&nes, la con- 
naissnnce de leurs indgalit6s. .Jupiter projclte derribre lui  , rela- 
tivement au soleil, une ombrc dans laqiielle les satellites se ploiigcnt 
prbs de leurs conjonctions. L’inclinaison des orbiles dcs trois pre- 
micrs satellites, A l’orbite de Jupitcr , et lcurs distances ti  la pla- 
nete , sont telles que ces corps s’dclipsent B c~ iaque  rdvol’tion ; 
mais le quatrihme cesse souvent de s’dclipser, et cela joint A 18 
durLZe de sa rholut ion,  rend ses dclipses plus rares quc celles 
des autres satellites. 

Un satellite disparah A nos ycux avant qu’il soit eiiiiEreiaenC 
plongB d a m  l’ombre dc Japitcr. Sa luinikre affaiblie par la pdnornbre; 
et parceque son disquc s’cnfbnce de plus en plus clans l’ombre do 
la planGte, devient insensible avant clu’il soit totaicment LcclipsC!; 
son bord, au iiioilient ob nous cessons de le voir, esl donc en- 
core i une pelite distance de  l’otnhe de Jupiter, et si 1’011 con- 
qoit h ccttc distaiicc une surfacc: semblable 21 celle de  I’odJt*c, 
l’immersion du  satellite dans l’int6rieur de cette surface , et  s i l  

sortie, seront pour iious IC cornmencemcnt et la fin de SOU. 
hcli pix. 

Cctlc onibrc fictive n’est pas la ,  mOtne pour 1011s ICS satellites. 
Elle ddpond de lcur disiance appuren~e h Jupiter dont 1’6- 
cht afhibli t  leur InniiEre : clle d3pund de l’aptitude plus ou 

MBCAN, C ~ L .  X?,vizc IV, 0 
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moins grande de leurs surfaces, A rdfldchir la lumihre : elle clk- 
pend encore de la pdnombre, et probablemcnt de la refraction 
el de I’extinction des rayons solaires dans I’atmosphkre de Jupifer. 
La plus grande clurde des e’cljpses d’un satellite ne peut donc pas 
nous faire connaPtre avec precision celle des autres satellites ; 
mais la cornparaison de ccs JurCes dojt nous Bclairer sur l’influeace 
des causes que nous venons d’indiquer. Les variations dcs distances 
de Jupiter au soleil et la terre, en cbaiigeant l’intensitd de la  
lumikre que nous recevons des satellites, influcnt sur la durec 
de leurs eclipses : 1’616vation de Jupiter sur l’horizon , la puret6 
de I’atrnosph8rc terrestre, enfin la  force des instrumens dont se 
sert I’observateur, influent pareillement sur cet.te dude. Toutes 
ces causes rkpandent de l’incertitude sur les observations des 
Cclipses des salellites, et priricipalement sur celles du troisikme 
et d!t quatrikme. Heureusement, on peut observer assez fr6yuem- 
nieiit I’immersion de ces deux satellites, dans leu m8rnes hlipses; 
ce qui dorine l’instant de leur conjonction d’une manikre assez 
prdcise, et ititlkpendante d e  la plupart des causes dont nom ve- 
nons de parlcr. 

Ddterminons d’abord la figure de I’ombre de Jupiter. S i  cctte 
plan& et le soleil dtaient sphdriques , l’ombre de Jupiter serait 
pln c h e  tangent A la surface de ccs deux corps, Mais Jupiter 
est sensiblement elliptique j la figure de son ombre doit done 
Jiffdrer sensiblement de celle du  c h c .  

Consid4rons gCn4ralemcnt l’ombre d’un corps opaque Cclairc“ 
par un corps lumineux, quelles q u e  soient les figures de ces 
corps. Si par un po4int quclconque de la surface de l’ornbre, on 
inEne un plan tangent Q cctte surface, il sera tangeiit h-la-fois 
aux surfaces des deux COFPS, 11 est visihle que les trois points 
de contingence seront sur une inenie droite qui coi‘iicidera par- 
condquent avec la surface de l’ombre; cetie surface est done 
formkc par les intersections d’une suite de plans tangens aux sur- 
faces des deux corps opaque et lurnineux. Soit 

t’dqiiation g6n&rale de ces plans, a ,  6, c &ant des quantith vaL 
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riables d’un plan A l’autre. Nous pouvons appliquer ici les con- 
sidirations du no 63 du second livre relativemcnt aux arbes pla- 
nhtaires considL5rds cornme des ellipses variables, Si l’on fait varier 
infininrent pcu les coordonnEes x 3  y z elles poiirront encoi*e &re 
censkes appartenir au mhne plan; aiesi l’on peut diff6rencier 
1’6yuation 

x= uy + fix +c ,  

en regardant a, 6 ,  c comme constans ce qui dour~c 

En la diff6renciant ensuite en faisant tout varier et rctrancl1aut 
la premiere diffdrentielle de la seconde, ou aura 

cnsorte que si l’on considere b et: c comme fonction de rz 
aura 

on 

db rZc 
du cia 0 =*y 3-2 . -+ --. 

Soit maintenant, p 0 ,  l’dquation la surface d u  corps lu- 
miiieux. Noinrnons x, U, 2, les trois coordonnCcs de ceitc sur- 
face, mi point oh elle est touclitb par le plan. Pour qn’il soit 
trtngcut & cette srirface , il faut non-seulcment que ses coordonnCes 
puissent appartcnir A k’&qaation dc celte surfiice mais qu’elh 
puissent encore appartenir B sa diKdrentitdIe, 

0 (*) . lax+ ($) ’ dU+ (&) I nz. rl. x 

Substituant pour d X  S ~ Z  valeur rzdP-+ 6d2 j on aura 
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En cornbillant ces Bquations avec celles-ci ; 

p itant fonction do X ,  U, 2; on aura en eliminant X ,  U, 2, 
une Bquation finale en a ,  b ,  c. 

Soit ensiiite p’=o 1’6quation A la surFace du corps opaque ; 
et norninons X’, Y‘, 2 ,  lcs coordonndes correspondmtes aux points 
o h  elle est touch& par le plan. p’ &ant considBrC comme fonc- 
tion de ces coordonnh,  cette equation fournira de la memc 
manihre les quatre suivantes : 

d’oh I’on tircra une seconde Equation en a ,  6,  C. An moyen 
de cette dquntion et de In premihe, on aura li et c en fonctions. 
de n. Substituant ces fonctions dans leu deux 6quations 

x 7 ny + bz -+ c ;  

on aura deux Gquations entre x, y, z ,  efc, : kliininant a ,  on 
aura entre x, y, z ,  une dquation finale qui scm celle de  la 
snrfncc de l’ombre. Tclle est donc la solution g6nBrale du pro- 
bleme de la dLterukiation dc, l’ombre du  corps opaque, solu~ion 
qui donne igalement I’c!qua[ion ii la surfacc de la p4riombre ; car 
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il csl; clair que cetfe surface est formic, coinmo celle de I’omhre, 
par les intersectioiis successives des plans qui  toucbent les sur- 
faces du corps lumineux et du- corps opaque, avec la scule diK& 
rence, que clans le cas de l’ombre, on doit coasiddrer les inter- 
sections des plans qui  touclient ces surfaces, du mbme cdtd; 
au lieu que dam le cas de la pgnombre, il h u t  considdrer les 
intersections des plans qui touchcnt ces surfaces ,’ des cOt6s op- 
pos6s. Appliquons cette solution A l’ombre de Jupiter. 

Supposons d’abord Jupiter ct IC soleil, sphdriqucs. Soit R le 
clcmi-diamb~re du  soleil, €3’ celui de Jnpitcr. Soil U la distance 
des centres de ces deux corps, et fixons au centre du soleil l’ori- 
gine des coordonndes. 1,’dqiialion de la surface du soleil sera 

Xa f- y” $- Z ” - ~ x ‘ 0 ;  

ensorle qu’ici ,u = X.+ Y” +Zs-R”; on aura donc par ce qni 
prCcMe, lcs quatre Qquations 

I,es .irois dcriiibres doiiiieiit 

x * ( I +(I.’+ 4” )  =c; 
d’ob l’on tire 

C’ == R’ , ( I +- as+ ha),  

1,’dquation dc la surface de Jupiter est 
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prickde, les quatre Bqiiations 

(X ' -D)a+  P + Z ' a - R ' % O ;  

Y' + n . ( X' - n) I 0 ; 
Z ' + b . ( X ' - - D ) - o j  
X' -D== aY'+ bZ'+ c - D ; 

kn faisant donc 

on aura 
C--D -- c - A,; 

et  parcons4quen t 

L'6quation 

W 
C E - .  

1 - A 

donnera ainsi, en faisant 

- 1 ;  
Dz 

f . = R I . ( l - * ) s  

l'bquat ion 

Celle-ci 

deviendra , 

b̂  =$" - a'. 

x=  ay + bz $- c 

x--- 
I - A  

En diffdrentiant cette derniCre dqiiation par rapport: Q a seuI 
on aura 



et pucoiisCquent 

v u  

kcpiation k la surface du cbne. y et z &ant nuls 
on aura B ce poiiit 

son soniiiiet, 

D 
L - A ’  

X i - ’  

c’est la distance du sommet dn cbne, aq centre du soleil. En en 
retxanchant D , on aura la distance d u  sominet du cbtie au centre 
de Jupiter, &gale 

DA - 
1 - A  

Maititenant, pour avoir & g a d  B l’ellipticitt5 de Jupiter, nom 
supposerons que son dqucztbur coi’icide avec IC plan de son or- 
bite. L’erccur qui peut revufter de ccttc supposition serait nulle, 
si Jupiter Btait spldriquy,;, elle n’rwt qoac que de l’ordrp ,du pro- 
d nit de l’ellipticitd de Jupiter, par l’inclitiaison de son (squa- 
[cur ; elle doit parcoiisCq ent, &rs insensible, Cela pose OD 
aura coniine prdcedemmept r 

( X ’  - U ) *  + y” + ( 1 +p)” (Z’a- P) = 0 j 

R’ &ant le tlcmi-petit axe de Jiipiler; en rrprdsenlant doric par p’ 
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le premier membre de cette equation, on aura par ce qui prdchde; 

y'+ a .  ( X ' - D )  = 0 ;  
( I + p )% . 2' $- b . ( X' - D ) 0 ; 
X' -D 5=; aY' + Z j Z '  + c - D j 

\ 

d'oh I'on tire 

Soit 

on aura, en negligeant le carri? de p, 

23 R" 
C=-- hp 'li. (s ' -u") ;  

1-A 

ce qui  donne pour l'dquation du plan, 

En la diffdrentiant 'par rappoi%' S *it   soul',^ on a, 

Eliminant a ,  au moyen de ces Cquations, on aura I'e'cpiion de 
la surface de l'ombre. Maiq o:q peu4 simlYJi&x,,Be~.Calcul, en ab- 
semvant que si l'on suppose 
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- .-- 5Y &ant la valcur de a ,  dnns l'hypothBse spllGrique, on a 
Vy= +zs 

d'oh Z'on tire 

-- -- I ,  le radical Jetrant nvoir le 

sigiie -, parceque x est iiioiiidre que SA. 011 a ainsi B irks- 

na 
f est ;gal A - I/ E { ' ,  ( I - A)' 

peu-prEs 

. + 3 

c'est l'bquation de In figure de l'onibrcdo Jupiter. On irouvcra par 
la niCmc analyse , que l'bquation de In phombre  est 

ConsidErons une section de I'ombrc de Jupiter, par 1111 plat1 per; 
pendicuiaire A l'axe, B la dislruice r du cgntre de la plaii&te, 
Ou aura clans ce cas, x GZZ U + r ; partant 

P 



substituant cette valeur, dam le terme affect6 de p , on aura 

Cette equation est celle d’une ellipse dont I’ellipticitB est 

La quantitc’ rh &ant peu considdrable meme relati- 

vement au qiiatrihme satellite; on voit que cette ellipse est 8 
peu-prEs semblable 2I l’ellipse gMratrice de Jupiter. Son demi- 
grand axe est 

f++;) r 
r . ( l -  AT’ 

1 -  
A.D 

( I  +p)  * R’. ( I -  I’* (;;A 1) ; 

ah I’on doit observcr que ( I  +p). R’ est le demi-diamhtre de 1’Cquir- 
tenr de Jupiter. Soit a ce demi-grand axe, et faisons 

nous aurom pour 1’6quation de la section de I’ombre de Jupiter, 

a’ - y’ = ( I + $ ) a .  2”; 

et 2a sera la pliis grande largeur de cctte section. 
En faisant h ndgatif clans les valevrs de a ct de p’, 1’Cquafion 

prdcddente deviendri cellc de la section de la pdnombre ; d’oh-il 
suit que In plus grande largeur de la p&mmbre, h la distance 
r d u  centre de .Jupiter, Ltant &gale 21 la diffdcencc Jcs deux va- 
h r s  de u, relatives & l’ombre et & la pdnomlre j e l k  sera 
ztr n r . R  hz. ( I +p) .R’, ou T j  R &ant le demi-diarnttre du soleil. 
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Nommons pr&entement 2 la. hauteur d'un satellite, au-dessus 

de l'orbite de Jupiter, arr moment de sa conjonction , r sa dis- 
tance au cenire de Jupiter, et vt  l'anglc ddcrit par le satellite 
sur I'orbite de la plaribte, depuis l'iustant de la conjonction, en 
vertu de son mouvernent synodique. Prenons ensuite pour axe 
des x, la projection du rayon vecteur du satellite sur l'orbitc de 
Jupiter, au inoinent de la conjoiictioii, OLI,  ce qui revient au 
meme, le proloiigerncnt du rayon de l'orbite dc Jupiter, rS, cet 
instant; on aura 

ys = ( r* - z* )  . sin'.j,,. 

L'i-quation de la section dc la surface de l'ombre devient ainsi, 

Nous ndgligerons les quaiitit& dc I'ordre x4 et zm.sina.v,, ce qui 
r idui t  1'Jquation prkcddentc d celle-ci, 

7.'. sin~.v,  = a' - ( I $-()a .z* ; 
or on a 

on aura donc b trh-pen-prks 

d Z  r*.sinP.u, == a' - ( I  + p')" 2" - 2  ( 1 +PI)'. sin. P,. 2 . zz ; 
d'oii l'on tire 

s &ant supposB exprimer la tangenie de la latilude d u  satellife, 
au-dessus de l'orbifc de J~ipiter, nu moment de sa conjonction , 
on EL A fort peu-pds Z = rs, I' &aut d trh-peu-prbs constaut; 
1'6quation prdc6dente devieiit a i d ,  

1' 3 
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Cetle forrnule prise en donnant le signe + au radical, exprime 
le sinus de l’arc ddcrit par le satellite, en vertu de son mouved 
ment synodique , depuis la conjonction jusqu’8.1’6mersion. Avec 
le signe - , elle exprime rnoins le sinus de ce mQme arc, depuis 
!’immersion jusqu’Q la conjonction. 

Soit 2’ le temps que le satellite. ernploie i ddcrire la demi- 
largeur a de l‘ombre, en vertu de son mouvement synodiquc , 
et t le temps qu’il met h ddcrire l’aagle v,* Supposons 

-- I + x, ( n - M )  6 dt- 
dv, 

X 6tant une trks-petite quantitc!, a &ant la moyenne distance du 
satellite h Jupiter, est le sinus de l’angle sous lequel la derni- 

largeur u serait vue 8. cette distance, Soit C cet angle; on aura 
i trEs-peu-prks, 

d 

7’v, . (1 - X )  
6 i!= 

Si l’on substituc d a m  cette expression, au lieu de v,, son sinus 
qui en diffbre trks-peu; au lieu de sin,v, sa vnleur pricddente, 
et g au lieu de z, on aura 

t= 1‘. (1-X) . - (1 +p’>’ . ; . &V{ :+ (1 +p’) * {} . { ;- ( 1  + p‘) . {}}. \ 
Si l’on n’a Lgard qu’aux Cquations du centre des satellites 
cornme l’on sait, 

OD a 

rea. { I - ~ X )  ; 

et il rdsulte encore du no 4 ,  que la  meme dquation subsisle, en 
ayant dgard aux principles inkgalit& des satellites; on aura donc 

trhs-peu-pres , 
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Si l’on nomrne t‘ la durde eiitibre de 1’8clipse ; oii aura 

d’oh l’on tire 

Ccttc Bquation servirs lt ddtertnincr les constantes arbitraires que 
resfermc l’exprcssion de s , CLI choisissant les observations des 
dclipses cians lesquelles ces constantes ont em IC plus d’influence. 

La durEc des Bclipses &ant un des points leu plus importans 
de leur thiorie , nous allous examincr particuliarenient les forniulcs 
pr6cEdente.s. La demi-largeur a de l’ombre varie itvec les dis- 
tances du  satellite 21 Jupiter, et de Juiiter au soleil. En nom- 
maiit D’-d‘D la distance de Jupiter au soleil, D’ &ant sg 
moyenne distance , et  faisant comlue ci-dcssus, I’ = a .  ( I- $ X) 
la variation de a sera 

f X est toujours fort petit par rapport i -- et cette . deriiibre 
quantit6 est N.cos. (A& + E - I )  ; aiiisi la variation de a est 
h fort pou-prks, 

U‘ ’ 

--a. - C 1 - - h )  * - & ‘ r I . c o s . ( ~ l t + ~ - ~ > ;  
A 

d’oii il suit que dans les formules prdc&dentes, il faut substitucr 
au lieu de ;, la foriction 

Q ( I - A )  

T ’  A 

6 dans cette fonction, &ant; relatif aux moyeiis rnouvetnens et 
aiix iiioyennes distances du satellite A Jupiter, ct de Jupiter a u  
soleil. 
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T exprimant le temps que le satellite emploie B traverser la 

de I’ombre; ce temps diminue par la variation demi-largeur 
de a, de la, quantitd 

( 1 - A )  fl 

A .  
T. - . p . N . c o s . ( M t + E - I ) ;  

mais il augmente, parceque le mouvement synodique est k fort 
peu-prks dans l’instant dt 

Ti. COS. ( M t  + E-.?)} ; (n-M).dt.(I+X--rM. zM 

ce qui donne pour l’accroissement de 2’ dG hcette cause, 

En negligeant donc X ,  cornme nous l’avons fait ci-dessus, on 
trouvera qu’en vertu des deux causes prdcddentes rdunies, [1’ sc 
change ‘clans 

mais ces deux causes n’ont d’effet sensible que sur les Gclipses 
du quatrikme satellite. 

Dans ces dclipses, vers les Iiinifes de ces phbnombnes, les qunn- 
tit& de l’ordre s4, que nmis avons nCgligdes sous le radical de 
I’expression pr6cBdente de I ,  peuvent devenir sensibles. Mais la 
m i l e  qui ait qmelque influence est le carrd dc (1 +$) ,$--, qu’il 
aurait fallu ajouter A la quantitb comprise sous ce rahical. o n  
en tiendra compte, en augmentant sous ce radical, ainsi que 

s4. d.P- dans les expressions de t’ et de s, X de la quantitb q. 
Nous avons confondu l’arc Y, avec son sinus; mais on a A 

trbs-peu-pres 

, 

v, = sin, v ,  + 5 .  sin3. Y, ; 
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la vaTeurpr6cbdente de t’ doit donc Qtrc mult.iplic?e par I-++ .sin*.v,. 
ReIativement au premier satellite, P, est d’environ dix degres, ce 
qui rend sensible le produit de t‘ par f .sin*.Y,. Mais cette ecceur 
est corrigt5e en grandc partie par la supposition que nous avons 
faite de -. 6; car on a f IC sin, C; nous aurions dh parcons& 

qiient supposer == C - 2. sin3. 6 ,  cc qui revient j pcu-prhs dL mul- 
tiplier la  valcur de t’ par I -;.sin*. g, parceque le tcrmc 

( I  +p’)‘. A” -‘--, compris sous le radical de J’expression de t‘, &ant 
tine petite fraction dam la Morie  du premicr satellite , on pent 
nEgljger son produit par ;.sin’.6. La valeur t‘ dkterminde 
par la forniule pr6c8clento , doit donc &re multipliec par 
~ + ~ . s i n ~ . v ,  -;.siiip.C, ou par 1 - ~ . ~ 0 ~ . 2 u , + ~ , c o s . a 6 .  L’arc 
v, diffdrant peu de 6 relativcment au premier satellite, le pro- 
duil de $’ par ;s .(cos.av, - cos.26) est inscnsible. 

(1 

CL 

La valenr de T, dQterminde par un trbs-grand nombrc d’eclipses, 
donnernit la distance moycnne du satellite ~ L I  centre d e  Jupiter 
en parties du diambtre de 1’6quateur de cette planEts, si le sa- 
tellile disparaisvait & l’instant oh son centre entre dans l’ombre 
do .Jupiter. En eget;, - Btont ici le sillus de ]’angle SOUS Icqud 
la demi-largeur de I’ombre est vue du  centre de Jupiter, dans 
k s  moyennes distances de la planhte au solei1 , et  du satellite dr 
Jupiter ; nous commerons 4 cet angle , et nous aurons par ce qui 
preckde, 

u 
n 

La vdcnr obscrvde do T donnora cellc de l‘angle 9 , qui n’est 
que I’arc correspondant ddcri[, par Ie satellite, en ver,t:rU de son 
rnoyen mouvemcnt synodique; ou aura d v ~ c  Ics quatre Bq~xalioae 
suivantes : 
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( I + { ) . R '  ( 1 - A )  a"' 
dit Id . g )  c sin, q'; 

(l+p').z. (a'" ( I - A )  am] * R  -- - . -, = sin. q ; 
a'" a" h P 

( 1  -a) a" * I n  
(l+;:).R'. { 1 .--.- h .B)  c s i n . 9  j 

a" Chacune cle ces' quatre Bqualions donne tine valeur de t,+p/l .H/ ; 
c'est-Adire , Ia'valeur de a" en parties du rayon (x+p').X' de 
1'Cquateur de Jupiter; car il y a trks-peu d'incertitude sur le rap- 
port de - donn6 par les observations de Found,  citdes par 

Newton; et les rapports (L, 7# sont bion determinks par lo 
no 20. Les diffkrences de ccs valeurs dc n" feront connatfre les 
erreurs de .la supposition que les satellites s'6clipse1it au moment 
de l'cntrdc de leurs centres dans l'ombre, En effet la phombre,  
la grandeur ct le plus ou le rnoins.de dart6 des disques, la r& 
fraction que les rayons solaires peuvent 4 prouver dam l'a(mos- 
pbbre dc Jupiter sont autant de causes d'erreur qu'il est i r h  
dificile d'apprdcier, 

a" 
D' * 

a" u*' a''! 
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27. LE s formules du chapitre VI  reiifernient un grand nomhre 
de constantes iiid4termindes dont la connaissance est indispen- 
sable pour Btablir la thBorie de chaque satellite. Les priricipales 
sont les masses des quatre satellites et  l’applatissement de Jupiter : 
iious allons d’abord nous ea *occuper. Pour ea fixer la valeur , 
il faut cinq donnBes de l’observation. Nous prendrons pour pre- 
mi&re donnde, l’inbgalit8 principale du  premier satellite, in8ga- 
l i td  dont le plus grand terme, d’aprks lcs rccberches de Dclambre, 
est &gal A 223,471 en temps, c’cst-&-dire qu’il avtince ou re- 
tarde les dclipses d u  satellite, de cettc quantitc!, dans son maxi- 
77ium. Pour le convertir en arc de cercle, il faut le multiplier 
par la circonfdrence entiere, ou par 4000, et le diviscr par la 
d u d e  de la rdvoliition synodique d u  premier satellite, dur6e qu i  
est &gale A, 1j,769861. On aura ainsi pour ce terino 

Oj,505059. 

L e  plus grand terme de cette inCgalit8 est, par le no a I ,  

m‘. ao, I 7364863. 

En &galant ces deux quantith,  on trouve 

nt’ = oJa3a355. 

Nous prendrons pour seconde donnde , l’in6galit8 principale dui 
second satellite, dont le plus grniid terme d’aprbs lea rechercbes 

M B C A N .  C ~ L ,  l‘urite I Y ,  Q 
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de Delambre , est &gal Si 105g",18 en temps, Pour le rdduire en 
arc de cercle, i l  faut le multiplier par 4000, et le diviser par la 
d u d e  de la r6volution synodique du second satellite, durde qui 
est &gale A 31,554065; on aura ainsi pour ce terme 

1O,192068. 

Par le no 21, le plus grand terme de cette indgalit6 est 

m .695 1",466+m'. I a I 08",992. 

E n  kgalant ces deux quantitCs, on aura 

711 = 1,714843--n~". 1,7(+1934; (I). 

La troisihme donnde dont nous ferons usage, est le mouve- 
ment annuel et syddral du perijove du quatciltme satellite mou- 
vement qui ,  d'aprbs les recherches de Delambre, est &gal A 
795cf,105. Nous supposerons donc dam la dernibre des Bquations 
en g du no 2 2 ,  g=795g",105. Elle devient alms, en Ira divisarit 
par li", 

0 = G984",9 I 5--a946",95 .JA.- 363", I 0. m- I 0 7 7': I 5. m'-4438", 8 7 .  m" 

Pour reduire cette Cquation & nc renfermer que les ind6teminies 
p,  m et m", il faut en Blirnincr lcs fractions F 9  F 9  p. La corn- 
paraison d'un grand nombre d'dclipses du  troisic'me satellite 
avec la thkorie, m'ct fait voir que l'expression de son mouve- 
ment renfmme deux Cquations du centre trls-distinctes, dont line 
se rapporte au perijove du quatrikme satellite, Delambre a fix6 
cette equation A 756",605, et il a trouvt? 1'Cquation du ccntre du 
quatribme satellite &ale 21 9265",56, cc qui donne 

h h' h" 

C'est la quatrikme donnbe que n o m  tirerons des observations, 
pour ddterrniner le6 masses, L'Cquation pr4cCdente dcvient ainsi 
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Les trois premihres e'quations en g du no a2  deviennent en y 
leurs valeurs prdc&deates, et en les h" substituant pour g, ni et - h" ' 

divisant par h", 

o=- { a48 1 7",58+553878" ,78. p+ 1 5990 1 *, 5 .  n4-h05',05. n~"f767", I a .  

I1 +{15361",81 4- 57805",9.rn-49445~,3.rn"}.~ 

$- 1 68 1 ",67. rn" + a 1 T,46 . id" 
?I 

01 {56497'1,7.~n++2a5306",4.m~- 1~~001r',4.n17n'r}, - IP 

11 
o = 149 13",3. 7n. - + (41 75",a3 - 4842",59 .m+ 4140",0.4.7n~~) . 

11 'V I; ( 5 )  + 176",73 - 1736",~.p--66",80.m - 1aY,70, m" +35i4''a34.1d"' 

Enfin, la cinquihme donnee dont nous ferons usage , est le rnou- 
vement annuel et sydBral du nceud de l'orbite du second satel-, 
lite sur le plan fixe. Ce mouvement est rdtrograde et &gal 8, 
133870",4, d'aprks les JerniEres recherches de Delanibre : c'est 
la valcur de y .  Eu la substituant dans la seconde des ciquations 
du no 23, en p ,  t ,  I', ek . ,  et divisapt cette 6quation par t?', 011 

aura 

Ida premibre, la troisihrne et la quatribme des rribrnes equahions, 
deviennent, en les divisant par 1' et swbstitusnt pour p et m', leurs 

Q 2  
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valeurs prhkdentes, 

Pour  tirer de ces equations les valeurs des neuf inconnucs 

p, m, m", m", G, g, i, F, f ,  on observera que les cinq der- 
nibres Ctant peu considdrables , on peut d'abord les supposer nulleu 
dans les equations (2), (5) et (6). En eliminant ensuite m de ces 
trois Qquations, au moyen de sa valeur en m", donnee par 1'Cqna- 
tion (I); on aura trois equations entre p, m" e t  m", au moyen 
desquelles on ddterminera ces trois inconnues, et parconsc5quent 772, 

au moyen de l'bquation ( I ) .  

On substituera ces premibres valeurs approchCes de p, 77t,7nn, m", 
dans les Bquations (3) et (d), et  l'on en conclura les valeurs 
de j-p et de -p, On substituera encore ces mBmes valeurs appro- 

chCes dans les kquations (7 ) ,  (8) et (g), et l'on en conclura les 
1 2" 1"' h valeurs de T ,  T ,  - , * on substituera cnsuite ces valeurs de p 

h' I I" F R, F~ T ,  T ,  dam les Cquations ( 2 ) ,  (5) et (6), qui ne renferme- 
ront plus alors que lcs quatre inconnues p, rn, m", A". On en 
Bliminera m , auLmoyen de 1'Cquation ( I ) ,  et en rdsolvant en- 
suite ces Cquations, on aura des valeurs de p ,  m", mu', et par- 
conskquent aussi de m, plus approch6es que les premibres. 

OD fera de ces secondes valeurs approc'hdes le mQme usage 
qtle des prixnihres, On continuera ainsi , jusqu'k ce que les denx 
valsurs approchees consdcutives de cbaque inconnue soient extrb- 

h h' 
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iiiement peu di f fhxies ,  ce qui aura lieu aprbs un petit nombrn 
d'opdrations. On a trouvd ainsi 

/A = Ij,0055C~74; 
in = 0,173381 j 
int L o,23a355; 
7n" I 0,88497a ; 
m"= 0,426591 ; 

7i G h"'.0,01733~0; 

,? E P.0,02079~8; 

h = 12". 0,0020622 I ; 

h" = hW.0,0816578 j 

In ;= - r.0,03@530 ; 
1" = - 2'.0,000931I64, 

La quantitd p dktermine l'applatissemcnt de Jupiter. Pour cela; 
nous observerons que l'on a par le no a a ,  

p - ~=:/U.0,0217794. 
En substituant pour p sa valeur pr&cCdente, on aura 

p - $ q  =0,02XCJ013. 

Pour dkterminer c p ,  nommons t la dur& de la rotation de Jupi- 
ter, et T cello de la rdvolution syd6rale du quatribrne satellite; 
on aura 8, trks-peu-prbs, 

TQ cp=- g J .  t'. 

O n  a par le n* ao, 

n" == 25,4359 j 
T c iG',G89019; 

2 c 0),413889. 
suivant Cassini I 

On aura ainsi 

ce qui donne 
0 = w987990 j 
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p = 0,07 I 3008. 

Le demi-JianiEtre de I’bquateur de Jupiter Bfant p i s  pour I’unite’, 
le demi-axe du pble sera I - p, et parconskquent &gal B 0,9286992. 
Le rapport de l’axe du pdle celui de l’&pateur a 4tk mesure 
en diffdrens temps. Le milieu entre les diverses mesures est 0,929, 
ce qui ne diffkre du resultat prtSc6dent que d’une quantitk insen- 
sible. Mais si  l’on considhe la grande influence de la valeur 
de p, sur les mouvemens des ncleuds et des absides des orbes des 
satellites, on voit que le rapport des axes de Jupiter est donn6 
par les observations des Bclipses, avec plus d’exactitude que par 
les rnesures les plus prhoiseu. L’accord de ces mesures avcc le 
rdsultat de la the‘orie, nous montre d’une manibre sensible, quc 
la  pesanteur vers Jupiter se compose des attractions de chacune 
de ses mol4cules, puisque la variation clans la  force attractive de Ju- 
piter, qui rksulte de l’applatissement observe de cette planhte , 
reprhsente exactement les mouvemens des noeuds et des absides 
des orbes des satellites. 

Rassemblons maintenant les re‘sultats que nous venom de trou- 
ver, Si I’on divise les valeurs de 772, 772), 772” et ni” par dix mille, 
on a q a ,  par le no 21 ,  les rapports des masses des satellites Li 
celle cle Jupiter, et ces rapports seront 

I. salellite.. ......... o,oooo173a81 ; 
TI. sat . .  ............. 0 , 0 0 0 0 ~ 9 ~ 3 5 5 ;  
’I TI. sat ............... 0 , 0 0 0 0 8 8 ~ 9 ~ 2  ; 
1v. sat.,  . . .......... o,oooo/tzG5~1 ; 

le rapport des deux axes de Jupiter sera 0,9286999, 
Si l’on adopte ICs valcurs des masses de Jupiter et de la terre, 

que nous avons donn4es dans le no 21 du livre VI, on trouvc que 
la masse du troisihme satellite est 0,027337, celle de la terre 
6tant prise pour unit&. NOLIS avons t r o d  dans le no 44 du 
ineme livre, la masse de la lune &ale hC-,ouo,o~/i599jainsi 
la masse du troisibine satellite de Jupiter est prequc double do 
celle de la lune, B laqixelle la masse du yuatrikme est presque 
&ale, 

1 
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C H A P I T R E  I X .  

Des excentn'citt!~ et des inclirznisons des or&es des 
satellt'les. 

ag. A P R ~ S  avoir dBterrninJ I'applatissement de Jupiter et Ies 
masses de ses satellites, nous allons 6valuer en nombres les 
indgalittSs skulaires des &mens de leurs orbes. Ides excentricit& 
et les mouvernens des absides dbpendent de la rholution des Bqua- 
tions en g du no 23. Si l'on y substitue pour po nz, nt', m", et m", 
lcurs valeurs pricbdentes , elles deviennent 
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Ces gquations donnent une liquation finaIe en g, d’un degr8 

fort Blev&. A chacune des valeurs de g rCpond un systbne des 
constantes Jz, K ,  h” et h”, dam lequel trois de ces constantes sont 
donn6es au  moyen de la quatrieme qui  reste arbitraire. Ainsi ,  
la nature du problame ne demandant que quatre arbitraires, 
l’bquation en g n’a que quatre racines utiles. La grande influence 
de I’applatissement de Jupiter sur les mouvemena des absides des 
satelliies, rend les valeurs de g peu difF6rentes de celles qui au- 
raient lieu par l’efkt s e d  de cet applatissement : on aura ainsi 
une premikre approximation de ces valeurs, en Bgalant h z6ro 
les termes des Bquations prBc&dentes, dans lesquels se trouve l’in- 
coiinue g. Cette consideration facilite ex t rhemen t  la d6termi- 
nation des valeurs de g, que l’on peut obtenir par une approxi- 
mation prompte, de la manikre suivante : 

On observera d’abord que la premibre valeur de g, dans l’ordre 
des grandeurs, est peu diffhrente de G20000” : on supposera donc 
gs620000”, dans les Cquations (21, (3) e t  (4)’ et aprks les 

avoir divisEes par h, on en tirern les valeurs de x, x, x. 
substituera ensuite ces valeurs dam 1’6quation ( I ) ,  e t  Z’on mettra 

h’ h!‘ h” On 

poiirg, 620000” dam le diviseur ( I  +do? . On aura ainsi )’ 
une valeur de g plus exacte que l a  valeur supposh On fera de 
cette nouvelle valeur le mQme usage que de la premiere , et ainsi 
de suite, jusqu’b oe que l’on trouve deux valeurs consCcutives 
de g qui soient A trks-peu-pr&s les rnbmcs. Un petit nombre d’essais 
saffira pour cet objet, et alors on sera certain que les Cquations 
(I) ,  (2), (3) et (4) seront satisfaites , ce que l’on vdrifiera d’ailleurs 

en y substituant pour g,  i, F, ;, lours valeurs. On trouve ainsi 

g == 606989”,9 j 
Jii = 0 , 0 1 8 5 2 3 8 . J ~ ;  
JL” - 0,0034337,  h j 
h*=- 0,0000~735,~Z. 

Les valeurs de A’, h”, h”, relatives It cette valeur de g, &ant 
plus petites que h ,  on peut considdrer 12 comine l’exccntricil8 

propre 
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propre du premier satellite dont l'abside a un mouveinent annuel 
et sydbral de Go6989",9. 

La seconde valeur de  g est donnCe par approximation, en C g n -  
]ant ii zero le terme de 1'8quation (2) qui contierit g : cctte vil- 
leur est Q-peu-prbs de 180000~'. 011 supposera donc g= I ~ O O O O ~ ' ,  

dans les 6quations ( I )  (3) et (4, et en les divisant par h', 011 

en tirera lcs viileurs des fractions T ,  p, F ,  On substituera cn- 
suite ces valeurs dans 1'8quation (2) div ide  par IL', et I'm y fira 

g=180000", dans le diviseur (I+&~;)'. On aura aiiisi iinc 

villeur plus approchde de g ,  dont on fera le mknie usage que do 
la preiiiikre. Xu continuant ainsi, on trouve 

11 It" Il" 

g == 178I41",7 ; 
h - 0 , 0 3 7 5 3 i ~ a .  7~' ; 
k" =,- 0,od 36686. JL' ; 
7iN c 0,00004357 .?de 

Les valeurs de lz, If, I L ~  &ant ici plus pelites que 18'; on pcut 
considlirer h' comrne l'excentricit15 propre d u  seco~id satellite 
dont l'abside a un inouveineiit annuel et sydbral de 178141",7. 

La troisiktne valeur de g est doiindo par approsiniation, en 
&galant A zciro le terme qui conticnt g d a m  1'6quation (3). Cette 
valeur est d-peu-prhs (le 30000". On supposera donc g:'---3noooo1', 
dans leu 8quations ( l ) ,  (3) et (4, et en les divisant par h", on en 
tirera les valeurs de 17, et p, que l'on substitucrn dam 1'8qua- 

lion ( 3 )  divisee par hU, et l'on y fera g== ~ O O O O " ,  dans le clivi- 

I1 11' 11" 

seur (1 +-;) E : "  On aura aiiisi line valeur de g plus appro- 

ch6e et  dont on fera le mkmc usage qne de la premiere, I h  con- 
tinuant aiiisi, on trouve 

R 
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Ces valeurs de h ,  W, h“ &ant plus petites que ?a”; on peut consi- 
d&er lz” comme l’excentricitb propre au  troisibme satellite dont 
l’abside a un mouvement annuel et sycl6ral de 29009”,8. 

Enfin, la quatrikme valeur de g est oelle que les observations 
donnent pour le xnouvement annuel ct sydiral de l’ahside du qun- 
trikme satellite et l’on a vu precddemment que dam ce cas, 

g = 7959”, 105 j 
h G 0,0020622 .If j 
h’ = 0,0173350. / p ;  
lz” t 0,0816578,Ji”. 

Les valeurs de l z ,  h’, If &ant ici plus petites que K”; on peut 
considbrer h”’ comme l’excentricitd propre au quatrikme satellite 
dent l’abside a un mouvement annuel et syddral de 7959”,105. 

On voit par 1& que chaque satellite a une excentricit6 q u i  l u i  
est propre, Cette circonstance qui n’a pas lieu dans la thkorie 
des planktes, est due l’applatissement de Jupiter, dont l’effet sur 
les perijoves des satellites est trks-considkrable. I1 ne s’agit plus 
maintenant que de connaftre les excentricitds propres ?i chaque 
satellite, et les positions de Ieurs absides & une Bpoque donnee. 
Nous dirons , en exposant la thdorie de chaque satellite ce que 
les observations ont appris sur cet objet. 

Considdrons presentement les inclinaisons et les mouvemens des 
nceuds des orbes des satellites. Ces Blhens  ddpendent des &pa- 
tions en A et en Z ,  donndes dans le n‘ 23. Rappelons ici ces 
Equations. Les Bquations en A deviennent, en y substituant pour 
p, rn, m‘, ?n” et m”, leurs valeurs prickdentes, 
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A. = 0,00057879; 
h' ;= 0,005S58S8 ; 
An;= 0,02708801 ; 
A'~== 0, I 3235804.. 

Ces valeurs de h ,  A', A" et AM diterminent la partie dc la lati- 
tude des satellites, qui dgpend de I'inclinaisoii de I'dquateur de 
Jupiter son orbite. 11 r6sulte du no I O  que aoo0--Y &ant 
la longilude du nccud ascendant de cet dquateur sur l'orbite 
de la plankte, et 8' exprimatit l'inclinaison rnutuelle de ces deux 
plans; on a en faisant pour abdger,  2oo0--Y-I ,  pour ces par- 
ties de la latitude des satellites sur l'orbite dc Jupiter, 

(I  - A ).O'.sin.(v - I ) ;  
( I  - ~').O'.sin.(u'- I ) ;  
( L  - h").W.sin.(v"- I); 
(I - ~"').O'.sin.(u~- I ) .  

L'incliiiaison 8' de 1'Qquateur dc Jupiter A son orbite , et la lon- 
gitude 1 de son nocud ascendant stir cctte orbite, doivent btre d& 
ierminCes par les observations. Delalnbre a trow6 pour l'dpoqne 
de 1750, 

8's 3",4351~j; 
I = 34Bo,6a I ag. 

Ces valeurs de 8' et de I ne sont pas rigoureusement constantes; 
on a vu dam le no 23, que la  valeur de 8' croft chaque aiinde 
de 0",07035, et que la vdcur de I diminue annuelIement de 0",8a5g, 
relativement A un Cquinoxe fixe. Ces quanti(& sont si petites, 
que l'on peut se dispenser d'y avoir dgard clans tout l'intervalle 
de temps que comprennent les observations des satellites; mais il 
sera facile de les faire entrer dam le calcul, si on Ie juge h 
propos. 

Les Bquations en 2 d a  n" a 3  devienaent , en p substituant pour 
p i  m rn', m* et mff, leurs valeurs prWdentes, 

R 2  
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Ces quatre Bquations donnent une &pation en p du quatrihme 
degrd. Pour  en obtenir les racines, on fera usage de la mCthode 
d’approximation que nous venons d’employer pour d6terminer lcs 
valeurs de g. On aura ainsi une premibre valeur de p relative A 
I’orbe du  premier satellite, en dgalant Q zdro le coefficient de 2 
dans l’equation ( 5 ) ,  ce qui donne p = 57126$,64. En supposant 
donc 2i p cette valeur dans les Bquations ( G ) ,  (7) et (8), on en 
tirera les valeurs de 7, 7. On substituera ces valeurs dam 
1’Equation ( 5 )  divisde par I ,  et l’on aura une nouvelle valeur dep 
plus approchde. On fera de cette nouvelle valeur le meme usage 
que de la pernibre, et  l’on continuera ainsi jusqu’h ce que l’on 
arrive h deuk valeurs consdcutives de, p extrkmernent peu diE& 
rentes. On trouve ainsi, aprbs un pctit nombre d‘essais, 

1‘ &lll 1”’ 

q = 57 1389”,32 ; 
I’ = - 0 , 0 1 2 ~ ~ 2 7 . Z  

j” - - - 0,0009~97.2; 

2” - O,OOOO(JC$. 2. 

Les valeurs de ,T, i”, L”, dfant  ici moindres que I ;  on peut con- 
sid6rer cette quantitd comme expriman t l’inclinaison propre de 
I’orbe du premier satellite, sur un plan qui ,  pasvant constam- 
rnent par les noeuds de 1’Cquateur de Jupiter, erilre cet dquateuc 
et l’orbite de la planbte , est ,inClint5 de l’angle h.b’ A ce merne 
‘6qzlateur. Si l’on substitue pour A et 6’ leurs valeurs prdc6dentes ; 
on trouve cette inclinaison de 19“,88. La valeur prdcddente de p 
exprime alors le mouvement annuel et rdtrograde des noeuds de 
I’orbe sur ce plan, mouvement qui parconsdquent est de 57 I 38~~”,33. 

La seconde valeur de p est relative k l’orbe du second satel- 
liteo Elle est donnde par les observations, et l’on a vu dans le 
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11. prdcddent, que 1'011 a dans co cas 

.p == r33870n,4; 

2 == 0 , 0 2 0 7 9 ~ 8 .  L ; 
I " -  - 0,05rj3550.I'; 
1" - - - 0.000931a. I' ; 

La troisihme valeur de p est relative ri l'orbe du troisikme sa- 
tellite ; on en aura Line premicire d e w  approclide, en Bgalant 
Q zkro le c o e f h i e n t  de Z" dnns 1'8quation ( 7 ) .  ce qui donne 
p = 28478",73. En substituont cette valeur dans les Bquations (5), 
(G) et (8) , on en iirera les valeurs de 

swbsti tudes clans I'6quation (7) {ivisie par in, donneront line secoiide 
vdeur  de p dont on fera le m h e  usage que de la prcmihre. En 
continuant iiinsi, on trouve 

I t 6 
et F. Ces valcurs 

Les valeurs de Z, i', 1" htant ici  inoindres que I " ,  cetle quaiitit& 
peut Gtre consid&& coinme expriinant l'inclinaison propre dc l'orbe 
du troisibme satellitc sur LIII plan q u i ,  passant con~ta~llllleii t par les 
riceuds dc l'dquateur de Jupiter, entre I'Bqiialcur et I'orbite dc la 
plankte, est inclin6 de A".&' Ir cet &patcur. En substjtuant ponr 
A" et 6', leurs valeurs prCcCdentes , on trouve cettc iiiclinaison 
de (330",!b. Le mouvcment nnnuel et r6trograde des ntends de 
l'orbe Ju troisikmc satellite , sur ce plaii, est de 28375",48, 

Enfin, la quatriCme valeur de p est relative li l ' o i h  du qiia- 
trikme satcllitc. Oti en aura une preniiPre valeur approclidc, en 
&galant A z6ro le coefficient de I" dans I'dq~ia~ioii (8), ce ( p i  donue 
p =8173'~, I I ,  En substituant cette valeur clans les i:c~uations (5), 

(6) et ( 7 ) ;  on cn tirera lcs valeurs dc  p, F, Ces vnleurs 
substitudes clans l'dquation (8) divisie par Z'", doniieroii t une w- 

1 f I" 
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conde valeur d e p  dont on fera le mkmc usage quc de la pre- 
mikre. En continuant ilinsi, on trouve 

M E C A N  I Q U E C E L E S T 15,  

p =z 7682",64; 
Z = 0,0019856.Z"'; 
2' =: 0,0234108. i" j 

2" ;z 0, I 248622 . i"'. 
Les valeurs de 2, Z', Z", sont ici moindres que I"; cette quanti18 
peut donc &re considdrde comme exprimant l'inclinaison proprc 
de l'orbe du quatrikme satellite, sur un plan qui,  passant cons- 
tamment par les naeuds de l'equateur de Jupiter, entre l'kqua- 
teur et l'orbite de la planbte est incline & cet Bquateur, de 
l'angle hm.0'. E n  substituant pour A" et 8' leurs valeurs prkc6- 
dentes, on trouve cette inclinaison de 4546",74. L e  inouvement 
annuel et retrograde des nceuds de l'orbe du quatriEme satellite, 
sur ce plan, est de 7682",64. 
O n  voit par I& que l'orbe de chaque satellite a une inclinai- 

son qui l u i  est propre; circonstance qui est due B l'applatisse- 
ment de Jupiter, dont l'influence sur les mouvemens des noeuds 
des orbes des satellites est trbs-considdrable. 11 reste maintenant 
A. connaitre les inclinaisons propres B chaque orbe, et les posi- 
tions des nceuds, Nous verrons bient8t ce quo les observations 
ont appris snr cet objct, 
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C H A P I T R E  X. 

De Z a  li8mtion des trois prciiiiers satellites de Jltpiter. 

39. ON a vi1 dans le no 15, que les moyens mouvemens des trois 
premiers satellites de Jupitcr sont assujetis au thior&me suivant 
qui a lieu gCnBralement par rapport A un axe mobile suivant uiie 
loi quelconqne. 

Le moyen rnouveinent au prcmier snteZZite, plus deux fois 
celuui du troisi&rne, est rigoureusement dgd  ti trois fois Ze nioyen 
nzouvernent dzb second sateZZite. 

Pour faire voir jusqn’A que1 point ce thCoreme est conforme 
aux observations, je vais rapporter ici les moyens mouvernens 
~Bculaires de ces trois corps, tels que Delanibre les a dCtermin4s 
par la discussion d’un notnbre iinmcnsc rl’dclipses. 31 a trouv6 
qu’en cent anndes juliennes ces mouvernens solit, par rapport B 
l’dquinoxe 

Icr,  satellite. . , . . . . Sa58aGi“,63313 j 
11. s a t . .  . . . . . . . . . Lji 14125~,81277 ; 

111. sat.. . . . , . . . . . 2 0 4 2 0 ~ 7 ~ , ~ 0 S ~ 8 .  
Le moyen mouvement du premier, nioiiis trois fois celui clu se- 
cond, plus deux fois celui du troisibme, est ainsi &gal B 27“,8. 
Cette diffirence est si petite, que l’on doit &re &toline de l’ac- 
cord de la thPoric avec les observations. Cependant, comnie les 
tables doivent ktre rigoureusement assujitics au tlldor6rnc prBcb- 
dent, llelambre a ,  pour cel oLjet , 1cSgdrcmeiit alt8rB les trois 
rdsultats pr6cBdens. 



I 36 M E C A N I Q U E  C E L E S T E ,  
P a r  le no 15, les kpoques des rnoyens mouvemens des irois sa- 

tellites sont assujeties au  thioriime suivant : 

L’dpoyue du premier sateZZite, moins trois fois celle du se- 
cond, plus deux fois ceZZe du troisi&me, est exactement dgaZi: 
ri Za &mi -circonfdrence, ou ci 200~. 

Delarnbre a ddtermind ces kpoques par la discussion d’un trEs- 
grand nombre d’kclipses, e t  il a trouvt.5 les dpoques suivantes, pour 
le minuit cornmenqant le premier janvier de 1750. 

P. satellite. ........ rG0,69584; 
11. sat ............. 3460,0521 ; 

111. s a t .  ............ 11“,41354. 

L’Cpoque du premier, rnoins trois fois cellc du  second plus deux 
fois celle du troisihme, est ainsi &gale & 200°,01962, ce qui surpasse 
la &mi-circonfdrence, de 196”,2. Les observations satisfont done 
un peu moins exactement au tht-oreme sur les Qpoques, qu’i  celui 
s11r les moyens mouvemens. Elles pourraient en diffdrer encore 
plus , par In  considbration suivan te, 

A la distance oh nous somrnes des satellites de Jupiter, ils dis- 
paraissent k nos yeux, avant que d’ktre entihrement plongds dans 
l’ombre de cette plankte; ils ne reparaissent qu’aprhs s’en &re en 
partie d8gagt-s. Your d6terminer l’instant de la conjonction d’un 
satellite , on suppose qu’au moment de l’immersion, son centrc est 
i’t la meme distance du cbne d’ombre qu’m moment de l ’bers ion  ; 
or il pcut arriver que la partie d u  disque du satellite, qui sc pionge 
la premihre dans l’ombrc , et qui parcons8quent reparait la pre- 
rniCre, soit plus ou moins propre A rt5fldchir la lumiere du soieil, 
que la partie q u i  s’kclipse la dornikre , et alors il est visible qu’ilu 
moment de l’immersion, la distance d u  centre d u  satellite A Is 
surFace du  cbne d’ombre , sera plus ou moins grandc qu’au mo- 
ment de l’dmersion. L’instant de la conjonction, t i re  des obser- 
vations, sera donc plus ou rnoins avnnch que le vkritnblc instant. 
Les 6poques des longiludcs mnyennes des trois premiers satellites, 
conclues des observations de leurs Eclipses, peuvent di8‘6rer ainsi 
des dpoqws rdelles et ne pas satiufairc exactement au tliBor&me 

&none5 
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Bnonc6 ci-dessus. A la rbritd, c e h  supposc que la partie du disque 
qui s’bclipse la premiere, est toujours seiisiblement la mbme; et 
c’est ce q u i  n lieu dans la iiattire, les satellites prtSsentant cons- 
tamment , comnie on sait , la meme face h Jupiter, ainsi que In 
lune, la term. La consid6ration que 11011s venons de pr&senter, 
n’empeche pas les obscrvations de satisfairo ilu tliPoreme sur les 
moyens mouvernens qui, donnes par la difErence des hpoques SA- 
parbes par de grauds intervalles , sont inddpendans des in8gdit8s 
qui peuvcnt cxistcr clans la lumikrc des diverses parties du disque 
des satellites , du xiioins lorsque 1’011 considbre autant d’immersions 
que cl’Bmersions. 

La diffLrence entre le rksullat des observations et le thCorC.mc 
sur 1es dpoques, &ant peu consid~mble; Delambre a jug6 plus con- 
venable d’y assujktir les Bpoqnes de scs tables; les correclions qu’il 
faut faire aux observations, &ant dam les lilxiites des erreurs dont 
d e s  sont susceptibles. 

LCS deux thdorbmes pricddens doiinent licu, cotnine on l’a vu 
clans le no 15 , A utie inegditd pariiculikre que nous avons d8siSii6c 
SOUS le nom dc libration des satellites, et dont nom avons donnd 
l’expression analytique. Pour i’dvaluer ex1 noinbres , nous obser- 
verons q w  1’011 c\. par le no a2 , 

E” 3 I ,@G3So j 

G ;= - 0,857 159. 

L’expression k du ne r d . ,  devient ainsi 

la valeur dc k est donc positive, coiiiine nousl’avons annoncd dam 
IC no 15, oh nous avons hi t  voir que le sigue de k d6terminc si 
la  longitude moyenne du premier satellite, nioins trois h i s  cellc 
du second, plus deux fois celle du troisibme, est; &gale 8 zero ou 
& la dcmi-circanrhence j le sigiie nCgatiT clkterminant le premier 
cas I et le signe positif, le second cas. 
Si l’on substitue pour l i t ,  IIL‘ , m”, lears valeurs pric4deritcs , 

011 lL11I.a 

MACAN. c8t. Tome IFF. S 
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k = 0,000000607~02. 

Nons avons obscrvd dans le no 1 5 ,  que si le th8ordme sur les 
moyens mouvemens des trois premiers satellites n'dtait pas rigou- 
reusement exact,, les observations s'en ecarteraient de 1000, dans 

un temps plus pctit que n.(/zk. Soit T la durke de la rdvolution 
syddrale du  premier satellite, on aura nT=40o0; le temps prd- 
cgdent devient ainsi - En substituant pour T ,  sa valeur 

donn6e dans le no 2 0 ,  il devient parcons4quent , il est 
au-dessous de deux anndes, comrne nous l'avons annoncd dans le 
no 15. 

Les expressions de Y, J et v" ddpendantes de la libration, et 
que nous avons trouvdes dam le no I 5 , deviennent en y substituant 
pour m, m' et m" , leurs valeurs prkddentes , 

1 ooo 

T 
4. V X *  

Y c P . s i n . ( n t . f T  + A ) ;  
v'= - P.o,889912 .sin. ( n t . f k c  + A )  ; 
v" i P . o , 0 6 2 1 1 ~ . s i n . ( r t t . ~ ~  +A)  j 

P et A &ant deux arbitraires que lcs observations doivent d6ter- 
miner. La ilurde de la phiode de cette in6galiid est - , on 400" 

? I .  vr- 
T - -  cette dur& est donc de 2270jo~rs,18 j c'est-Ldire d'un peu Vr-' 

plus de six ans. 

d o n s  developper la thCorie particulikre de chacun d'eux 
cornrnenp~t  par le quatrikme. 

AprEs avoir considEr6 l'ensemble du systEme des satellites j now 
en 
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C H A P I T R E  X I .  

50. D E L A M  B R E a trouvh, par I n  discussion de toufes les Bclipses 
observdes du quatribme satellite , que son mouvement moyen 
par rapport 1’8yuinoxc terrestrc du printemps, est en ceut 
anndes juliennes, Bgal & 

87 542 70,45956. 

I1 a frouv6, de plus, que la longitude moyenne de cc safellife; 
par rapport au m h c  Bquinoxe , ii l’instant du  ininuit conimeii- 
qant le premier jaiivier de 1750 (e t  c’est ce que j’entendrai clans 
la suite par l’Bpoquc de 1750). Btait Bgale A 

8o0,G1249. 
Soit donc 

e m  ;= 8o0,G1a49 + t .8754”,27&56. 
t expriinant ici un nombre d’anides juliennes LZcoulCes depuis Ie 
commencement de  1750 ; 8” exprimera la longitude moyenne du 
quatrikme satellite, observdc du centre de Jupiier et  rapport& 
& 1’8quinoxe terrestre du printemps. 

Delainbre a pareillelnent trouv6 que le p6rijove de ce satellite 
avait n n  mouvement annuel et syddral de 7~$9”,105, ou d e  
81 13”,735, par rapport 1’6quinoxe du printemps; et que la 1011- 
gitude moyenne de ce perijove &lait, en 1750, Cgale Q 

aOoO, 38056 ; 
aoit donc 

s 2  



8" - m"'seril l'anomalie moyenne d u  satellite, comptBe dii pGrijove, 
et 1'011 aura 

O t r - d ' =  2800,23194 + t  .8753',46132221. 

On a vu dansle  chap.IX, qiic le coefficicnt d n  plus grniid fcrme 
de I't3quation d u  centre est &gal ii gAW,5G. JI est ficile tl'en 
conclure que la partie ellipticlue de la longitude d u  yuatrikme 
satellite est 

6"' + 9265",56. sin. (8"-m") 

+ 42",1/t.sin.z(&-m~") 
+ orr,a7 .sin.3 (6"'-mf"). 

Le quatrikme satellite participe un peu de  l'kquation du centre 
du troisitme. Delambre a trouve le coefficicnt de celte &qualion 
&gal A 1709",05, et la loiigitude du  p6rijove correspondante, el1 
1750, Bgale ir 

3430,82067. 

Le rnouvement annuel et  sydCral d e  ce pCrijove est, par le no 2 8 ,  

&gal A 29009",8, et parconskquent, son mouvement annuel tro- 
pique est &gal i 29164",@. Soit d O n C  

m" 3430,82067 +- t .29164",43. 

DCsignons par 8" la longitude moyenne tropique d u  troisibme sa- 
lellite ; 6" - m" sera sa longitude moyeniie, comptBe clu pi-rijove. 
Pour  dkterminer 6", nous obacrverons que Delanibrc a trouvC le 
mouvement annuel de ce satellite en cent ann& juliennes 
Cgal A 

2042057",9040, 

et sa longitude rnoyeniie I A 1'8poque de 1750 , hgale A 

J I ",40092 ; 
on a ainsi 



L'6quation du ceiilre du t r o i s i h e  satellite sera ainsi 

On a par le chap, IX,  relativement & cette &quation du centre, 

h*=-0,1291564. It"; 

l'iquation du quatriktne satellile, dipendante du pdrijove du troi- 
sikme, sera donc 

- I ~ O C J " , ~ ~ ,  0,1agx5&. siii.(8"-mzzr"), 

et parcondquent elle sera 

- 2 2 0 ~ ~ 7 3  . sin. (€F--w"). 

Si l'on nomrne la longitude moyeuiie de Jupiter, rapport& ;i 
1'Cquinoxe tlu prinlemps; l'expression de d'vm cli i  no 21 devient , 
en y subslituant, pour na" sa valeur trouvdl: dnns le no a7, et 
ndgligeaut les ierrries (Idpenclans de m et de m', ce que l'on peut 
h ire  ici sans errair sensible, 

- 3rRJ3G.sin. (6"---6") 
- I A", I a . s i  ri . 3: . ( 6"-Yn) 
- a",gCi. sin. 3 .  (V-8'") - O",CJO. sin. 4 . (6"--9") 
- 0",33.sin. S.(O"-ell) 
+ 12",99.sin. (201-2II)* 

Si l'on considbre ensuitc que,  piir I C  no G , - ah." &ant 1: cwdi- 
c i e i i ~  du plus graiitl Ieriiie de 1'6quatioa c l u  ccnfr'e d u  qimtric\me 
satellite, on a en consicidrant In plus g r a d e  d i p l i o n  Ju ceiitre 



on aura par le no 22, l'inkgalitd 

inCgalit6 qui se rc'duit & 

GG"& . sin. (e" + m" - an), 

En dCsignant par Y l'anomalie moyenne de Jupiter, comptc!o 
du perihelie; on a par le no 2 2 ,  l'indgalit6 

- 349", 79 . sin. 7. 

Ihfin,  on a par le no 24, I'indgaIitB 

- 4c~",55r .s in.(t  .75/t1'+-31",9rr388). 

7541" est le mouvement annuel et syddral supposr5 an nocud du 
quatrikme satellite; mais nous avons t row6  dam le chap. 1 X ,  q11e 

ce mouvement est un plus grant1 et dgal A 7682",G/,. 11 en faut 
retrancher la variation annuelle de V, qui,  par le no 2 3 ,  est 
Bgale & 0"#8259 j I'indgalitd prCc4dente devient ainsi , 

-49",51 . sin.(t .7681",81 + 310,91988). 
En rassemblant toutes ccs indgalitds; on a poiir la Iongitnde vw 
du quatribme satellite, comptde sur son orbite de l'dquinoxe d u  
printemps terrestre, 
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Y"' 5; 6" + 9a65",56. sin. (0'"-ar") 
+ 42", 14. sin.a. ( O n - d ' )  
+ 0",27. sir1.S. (O"-m") 

-. 31",3G.sin. (4"- 0"') 
- I 4", I 2 . si11.2 . (Of'- e'") 
- +$.sin.3.(OW- 0") 
- O",CJO. sin ./t . (e" - 0"') 
- 0",53.si1~5.(8"- O M )  
- 220",75.  sin. (0'"-m") 

+ 12",99. sin. ( a W " 2 n )  

+ GG",!) i. sin. (/lf"+m'"-2I2) 

- 3hi)",7g.sin. Y - @", 5 I . sin, ( t  . 7  68 I ",8 I +3 1 ',9 I 988). 

Coi is id~ron~ mniiitenant le mouvemeiit en lalittitle. Ce mouve- 
nicnt d6pend do l'inclinnison de l'dquateur de Jupiter A son or- 
bite , et de la loiigitutlc de son iicciid ascendant h iinc dpoque 
doiin&e. 1)elambre il troiivc? par In rliscussio~i d'un tri-s-grand 
nonibrc d'c!clipscs, priiicipnlcnient t lu t r o i s i h e  ct clii cliiatribme 
satcllite , qiic l'inclinaison de l'&luateiir A l'olbitc: dc .Illpilei* 
btni t  de S o , / j 3 5 a ,  en 1 7 % )  , et q i i ' h  la i n h e  4poqiw , In longi- 
tude tle son iiceiitl asccn(1ntit Ctnit 5,;S',C;ai3. I)e  plriv, la 1x6- 
cession moyenrie anriuelle des dqiiinoxes &ant iC;h",GS, et la prd- 
ccssion annucllc de 1'6qiiinoxe (le Jupiter & t m t  par le no 25, 
dgnle ii o",8a59, le mouvcrnent nnniiel tlc ce sccoiiti &quinom , 
relalivemcnt, a11 prcamier , sera 153",8; cnsorte ( 1 ~  la longitude 
du naeud ascendant de l'dquateur dc Jupitcr sera 

348",6a I 3 + t . I 5S",8, 

1,c terme (~"-~) .O.ss in . (d"+~')  de l'cxprcssion tlc la lntilnde S" 

tlu clmtrihnc satellile , trouvdc dnns I C  11'' i o ,  devieiidra ninsi 
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en substitnant pour A" sa valeur doni)& daais IC 11' 28, on aiirx 

~,c~fjo!ir .sin. (v" +5r0,3787 - /. 153",H). 

I,e tcrme L"'.sin.(v'"+pt+h), qui ,  par le no I O ,  entrc clan% 
l'expression de s'", et qui est relatif 21 l'inclitiaison propre de 1'0~'- 

bite d u  q m t r i h e  satellite sur son plan f ixe,  siippose la coti- 
naissance de L"' et de A. Dclamhrc a trow6 

2"' .- - - 2771",G, 

A 83',a$361. 
et en 1750, 

T,a valeur de p relative g ce terme est, par le chap. IX, 768:2",(34; 
pour le rapportcr ii l'dquinoxe mobile d u  printemps termstre, il 
faut cn retrancher 15/t",G3; le terrnc prdcddent devient ainsi 

- 2771",C) .~ i i i . (v*+83~,2~8C,1  +t .7528",01) .  

La comparaison dcs dclipses du  t ro i s ihe  satellite a donnd li 
Delambre, la valcur de L", propre 2I l'orbite du  Iroisibme satel- 
lite, Egalc Q - 2283",9, et la valcur de A qni lu i  est relativc 
&gale en 1750, h 208'~,325Ga. ne plus, la ValeIir corrcspondante 
d e p  est, par le no 28, 2837T',/t8; en en rctranchant i!L$",65, 011 

aura 28220",8E; pour le mouvemerit annnel tropiqnc d u  nceud t!e 
l'orbite du troisibme satcllite sur son plan fixe. Ida partie de S' 
relative k cc rnonvement est donc 

- 2283",9.  sin. (v" -+ 208*,32562 -f- t .  28220",85) .  

Pour avoir la partie correspondante de s'", il faiit multiplier le 

coefiicient de ce terme par F ,  et cette fraction, par le chap. LX, 
est &gale & -oo,r~C,5G50, ce qui donne dans SI le tcrme 

tu 

&8",$. sin. ( v'" + 208~ ,32%2 + t .282208,85).  

Delambre a trouv6 la valeur de 1' relative k l'inclinaison propre 
de l'orl.de du second satellite sur son plan fixe, &gale A -5152",2, 

Id a 
et la valeur correspondante de A cn 1750, dgde a ' 7  ~o3;76542 .  7 
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La valeur de p rclalive it cctte ioclinaison est, par le no 2 8 ,  
I 33870",4. En en retranchant 154",63, on aiira I 537 I 5",77, pour 
le mouverneat annucl tropique du nocud de l'orbite dn  secoiid 
satellite sur son plan fixe. La partie ' dc S' relative h ce txiouve- 
ment est donc 

-51r2",2.sin.(v'$- 303",7654a $-t.r%715",77). 

Pour avoir la partie correspondante de sn, il faut multiplier I C  
coefficient de ce terme par y ,  et cette fraction, par le chap. IX,  
est 6gnle A -o,ooo931 16,4., cc qui donne clans s" le terme 

F 

/iw,So. sin. ( vw + 303~,7654a + 1 .  I 557 t 5",77 >. 
11 nous reste 21 considdrer l'in&galitb dc SI 

- o,uo I 44 78 I 5 .  ( T.+' - r) . sin. ( u" - 2 U-p - A ) 

chinc!e la fin du no 23.  si I'on suppose quc la valeur de p soit 
relative au dCplaccmcnt dc l'dquateur ct de l'orbite de Jupiter, 
on a par le no IO, 

L=L"=h". (L-E), 
et pnrconsdquen t 

F - J,' = ( I - A") . ( I; 3 1;'). 

(1~hl l l ) . (J , -J1' ) . s in . (~"+~L+A) est la latitilde du safcllite aii- 
tlcssus dc l'orbite dc .JupiIer, en le s u p p o s ~ t  mu sur son plan 
fixe, c t  nous vcnons de voir q11e cc terme est dgal h 

3 ° , ~ 8 0 5 ~  . s i n . ( u " + ~ 1 ~ , 3 7 8 7  --t. 153",8); 

et parconsc5luent clle scra 

(f '5'') I 5 .  sin. ( u" - 2 u--. 5 I ', 5787 -/- I .  I 55",8) 
M ~ C A N .  C$L. Tomc IV. 'I' 
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parmi les autres termes renfermis dans l'expresuion 

-. 0,00144781 5 .  ( 1.- 2"). sin. ( v"' 7 a U-pt .--. A )  

le s e d  qui soit sensible est cclui qui est relatif l'inclinaison 
propre de l'orbite d u  satellite sur son plan fixe. Dans ce cas, 
L' est nul, puisque la position de l'orbite de Jupiter n'est point 
sensihlcment alterbe par I'action des satellites. On  a de plus, par 
ce qui prdckde, 

L"' . sin. (v"'+pt+ A) L- 2 7 7 I ",G . sin, (v"+ 83", 2986 I + 2 . 7  528",0 I);  

le terme pr6cident devient ainsi 

- ~ " , o I  . sin. (d'"' 2 U -  8P,29861- L .  7528,or ). 

E n  rassemblant ces diffdrens termes de la latitude sa du quatrikme 
satellite, au-dessus de l'orbite de Jupiter, on aura 

~ ~ " = 2 " , ~ 8 0 5 1  .sin.(v"+ 5r0,3787 --I. 153",8) 

- 2771",6 .sin.(v'"+ 83",29861 +t .7528",01)  

448',93. sin.( -f- 208",3256a + l.a8220",8E;) 

4- 

+ 
- /f',01 .siu.(v"-aU-883",2(3861 --t .7528,01).  

/t",80. sin. ( vw + 3030,76542 $- f. I 337 15'',77) 
43", I 5 . sin ( vuy - II L7 - 5 I O ,  3787 + t . I 53",8) 

Dans les k l i p s e s  du satellite et dans celle de Jupiter par ce sa- 
tellite, ces expressions de vm et de SI se simplilient; car on peiit 
y supposer all et 2U dgwx ;i 20" et A au"j et alors on il dans 
ccs phhomknes 
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Y"' Z= 6" + CJ I g8",62 . sin. . ( 0" - am) 
han, 14.  sin. a .  (8" - ma) 

0 9 , a 7 .  sin. 3 .  (8" - m") 
+ 
+ - 3if',36.sin. ( V - P )  - 14'~,12.sin.2.(6"-8*) 
.-( a",c~5.sin.3.(6"- 6 " )  - o",~o.sin./t.(b" - V )  - 
- 349",73 sin. Y 
- 49",51 .sin.(~.7G8in,8r + 31~,91988);  

of', 5 3 .  sin. 5 .  (0'' - 0") - aao",7 3 .  sill. ( O* -m*) 

s" c 20,97621 .sin. (Y" + 510,3787 - i. 155",8) 
- a7G7",6.sin.(u"+ 8?i0,298Cir +i. 752S",or) 

+ 448n,93 .sin. ( Y" + ao8.,3n56a + t .  28320",85) 

-f- qn,80. $in. ( v" -/- 303', 76542 $- I .  I 337 I 5",77), 

Cefte expression de s" donne l'erplication d'un phCnomZTnc 
singulier que les observations ont prhsentk relativement B l'incli- 
naison de l'orbe du quatrikme satellite e t  au moiivement de ses 
nceuds. L'inclinaison sur l'orbite de Jupiter, a parri h-peu-prbs 
constante depuia 1680 jusque vers 17G0, et 8-pen-prhs kgale A 20~7. 
Les nceuds sur cette orbite, ont c u  dnns cet intervalle un mouve- 
rnent direct d'environ huit minutes par anntSe. IA'inclinaison depuis 
I 760, a augment6 d'une quantitt! trks-sensibk. On aura l'inclinai- 
son de I'orbite e t  la position de ses nceuds it iinc dpoque d&terminCr , 
en donnant A t la valeiir qui  convient B cette tcpoque. Meftons l'es- 
pression pricddente de s'" SQUS cette forme 

A. sin. u" - B .  cos. v". 

On d&erminera R et B en faisant successivemcnt pa = 1000 , r t  

9")"" 2000, dans l'expression de sa; 2 sera la tangente de la lon- 

gitudc du m u d ,  et fAn  +Bs sera l'inclinaison de l'orbite. Cela 
posC si l'on fail successivemcnt t II - 70, t=  - 30, t .- I O  , 

H 

-- 

T2 
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(;e qui r6pond aux ann6es 1680, 1720 et 1760, on aura 

tnr1in:iiron. Longitiide 1111 nceud. 
r r  1680;. .......... .2 ’ ,7)1 . ) ; .  .......... . ~ ~ G . , o I c J I  ; 

1620;. .......... .2”,7210;. . . . . . . . . .  .348”,118C, ; 

1760; ............ a0,7 I 23;. . . . . . . . . . . .  %2”,3238. 

Si I’on repdsenfe l’inclinaison par In formule a1~,75~5+Nt+Pt1 ,  
t &ant ici  un nombre d’ann6es juliennes dcoul6es depuis iG80, 
on aura, en cornparant cette formulc aux trois inclinaisons pri- 
cCdentes, 

N =  - 0 9 , 0 0 1 0 ~ ~  ; P= orJ,oooooG$r25. 

Le minimum de la form~lle rrl;-pond 21 t= 75,9G3, ou b l’ann6c I 756. 
T,a moyenne dcs trois inclinaisons pr4cidentes est 2’ ,7283;  le 
mouvement moyen annue l  du nceud, depuis 1680 jasqu’& 1760, 
est de 7’,8rJ. Ces rbsultais sont entii.reinent confbrmes & ceux cluc 
les astronomes ont trouvds par les eclipses observbes dans cet in- 
tervalle. Mais depuis 1760, l’inclinaison a varit5 d’unc quarititb 
trh-sensible. La valcur pricbdente de s’” donne, en 1800, cette 
inclinaison &gale A ao,8G57,  et la longitude d u  noeud Ggalc i 
555”,8817. 1 ,es observations, en confirrnant ces r&ultats, rioiis 
fbrccn t ainsi de renoncer A 1’Lypotht:sc d’une iriclinaison cons- 
tante , et il eGt C t 6  diflicile, sans le secours de la thdorie, de 
connaitrc la loi de  ses variations. 

Your avoir la d u d e  des Bclipscs du qnatri6rne satellite, nous 
teprendrons la forniule d u  no 26, 

I h n s  cette formule, T est la dcmi-dur8e moyenne des Cclipses 
du satellite dans ses nocuds. 1)elambre a tronvt!, par un milieu 
entre toutes les observations, cette demi-tlurbe &gale h y&z”. 
Mais depuis l’invention des luneltes acromatiques, l a  tlerni-tiurdc 
lui parait moindre de Sa”, par la discussion de  toutcs leu dclipses 
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obvervdes depuis cette dpoque. Nons supposerons donc T=: 9890". 
C est le inoyen mouvemcwt synodique c h i  uatcllite , pendant le 
temps T ,  et l'on a C= 33613". La valeur dc p' cst, par le no aG, 
i . g a l ~  h - 

-. 
( 1  - A )  ( I r*  

I--. - 
A u' 

0 1 1  a vu prdcCdemment qiie p=o,o7150082; de 1i 011 tire 

p' E= 0,0729(ioS. 

L a  valeur de X cst, par le no 26, & trks-peu-prks &gale A --- 
et pnrconsLquent, en nc considdrant que le plus grand terme dc wn, 
on aura 

d V "  

Ith*. d t  ' 

3-z  0,0145543.CoS. (6"-Wu). 

On a vu encore clans lc 11" 36, que la valeur de T doit &e mul- 
tiplide par lc facteur 

17 &(ant  ici l'excentricit6 de l'orbite de Jnpiter. Ce facteur de- 
vicnt ainsi 

1 - o,ooo(i 10 T .('os. v. 
(1  + p') . .SI" Nommons 2, 13 vnleur de --- ; on aiira 6: 



I1 est facile d'en conclure Ics instans dc l'immersion et de I'kmer- 
sion du satellite, en observant que t ,  par le no 26, exprimc le 
temps Ccoul6 depuis l'instant de la conjonction du satellite pro- 
jet6 sur l'orbite de Jupiter, instant que l'on determine au moyen 
des tables de Jupiter et  des expressions prCcddentes de et de SI. 

La d u d e  entiere de l'dclipse sera 

19780".( I -XX-o,0006ro1 .sin. F').vrF. 
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C I I A P I T R E  X I I .  

0 1 1  a vu encore, que 1'tSqnation du centre proprs h ce satel- 
lite est 

I 70'3'~,05. sin. (6" - m"), 

Ce satellite a ,  comme on I'a vu, line seconde Jquation du ceiitre , 
rclative au perijove du quatri&me, et &gale A 

7tiG",G1 .sin. (8" - d"). 
L'expression de d'v" clu no 20 devient, en y substituant pour 

NZ rn' et d, leurs valeurs , 
&"- 4",31.sin. ( 0 -6") 

-8o8",zo.sin. ( & - b )  
- ri",Sd.sin.z,(  f Y - 0 " )  
- a",?i7.sin.3.( 0'-6") 
- 45",a9.sin. ( & ' - O w )  
-+ 1!i/tn,47.sin. 3 ( 6" -Om) 
+ Io",%.sin. 5. ( 6" - Om) 
+ d',55.sin.L; ( V-V)  
+ 2",3g.sin. ( 2 0 "  --3ri). 
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~c tEieorbme sur les Bpoques des trois premiers satellites donnc 

se r h i s s e n t  ainsi dans un s e d ,  -VG",58.siii. 3(8'--Y). 

Si, dans l'expression de 0" du no 2 2 ,  on snbstitue d'abord pour-q, 
sa valeur relative k I'abside Ju troisikme satellite, et qui est dgnlr. 

A 29009",8; si l'on y eubslitue encore pour F ,  sa valeur relafive 

h cette valeur d e g ,  et si l'on observe qu'ici 

11 ' 

- 2h" ,I I709",05 j 

l'inhgalit6 Q".sin. (nl-m't  +c--as'+gt+r) du no 22 c1evieudi.a 

- 95",18 .sin. (0 - 20' + m"). 

d d  25' est Cgal Q zooo+ (?-sa@', ce qui change l'indgalit8 prE- 
cCdente clans celle-ci , 

c$", 18. sin. ( e ,  - d" -+ w"). 

En substituant dane Q", pour g, la valeur relative A I'absidc ~ 1 1 1  

quatribe satellite, et  pour t les valeurs dipendantes de 
cette valeuc de g, et en obscrvant, de plus, qu'ici 

h' h" 

- 2hLI = 92G5",5G j 

la meme idgalit6 devient 

~3N,B.sin.(8'-228"+ mp") 

L'in6galitB du no 22 
3 d m .  An1 llllm ) \ . s i n . ( ~ t + ~ - ~ )  

amn. ( &fa- ki t ' ) .  (1 +$+ &in'' 

devient, 
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devient, en y substituant pour NZ, ni, m" et  k ,  leurs valours, 

- I 4 7", 4 2  . sin. V, 

L'indgalitc! clu no 2 2 ,  

.sill. ( ~ " t - - n & + ~ -  a E + g i + r )  1 5 . M .  11" 
412 

- 
produit, B came de la doublc excentricit; du troisicme salellitc , 
les dcux indgalitds suivantcs : 

+- 5", WJ . si 11, ( 8" - 2n + m" ) 
+ a", s / ,  . sin. ( 6" - a n  + m") 

TI n o m  reste considdrer 1'6quRtion de la libration du troisiemc 
satellite; mais il rcsulte du 11" a g ,  que cette equation n'est pas 
Z I I ~  dixibme de celles du second et t l u  premier satellite, et celles-ci 
n'ayant PLI cxicore &re remaryukes, il en rthulte que celle du troi- 
sikrne est tout-b-fait inueiisible. En rbiinissant cloi~c toutes les i d -  
galit& dii troisibme satellitc; on aura pour l'expression dc sa lon- 
gitude daris ses Pclipses oh l'on peut slipposer 3I-I i a&, 

Y" E= 6" + I 7 0 Y ,  76.  sin . ( 8" - a" ) 
+- 7T;/t",37. sin. (8" - m") 
- 808",30.5in. (& - d") 
- I 1",S/) .sin.a.(0 - 8") 
-.I 6",58. sin, 3 .  (8' - 6") 
- /tY,3a.sin. (P- en) 
+ 1t;/)",(i7.~in,a.(B"- 6") 
+ io",ljG.sin. 3.60"- Om) 
+ aY,53. sin. 4 .  (0" - P') 
+ 9!Y,18.siii, ( 0 ' -  d" +m") 

+- / ~ Y , B .  sin. ( e ,  - 2B" -+arm) 
- 1(,7",@.sin. Y. 

1,c troisikme satellite prdsente clans ses rnouvemens , des raria- 
M ~ C A N .  C ~ L .  Tome IV. V 
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lions singulihres qu i  tl6pendent de la double 4quation du centre, 
que renfcrme sa th6orie. Pour  Ics expliquer , Wargent in  cut 
recours ti deux dqiiations yarticulihres dont les pdriodcs dans Ics 
Lclipses , sont de douze ans et demi et tlc quaforze a i s ,  et  qui sont 
en elIes-m&rics dciix dquations du  centre,  rapport6es h des ab- 
sides mucs avcc tlifl'6rentes vitesscs ; mais les observatioiis l'ayant 
for& de les abandonncr, il leur a substitid line cxccntricitc! va- 
riahlc. La prcriiikre hypothbsc de ce  savant aslronome e ta i t ,  
comnie on vicnt de le voir, coilforme h la nature; niais il s'6tait 
tromp6 sur la p6riode et la grandeur de ccs Bqiiations, parcequ'il 
ignorait que l 'une tl'elles 88 rapporte k l'absidc d u  quatri&me sa- 
tellite. On n par cc qui  prLckde, 

En comparant ces deux expressions, on voit que leu deux peri- 
joves du troisii.me et t lu  qimtrikme satellite coi'iicitlnient en 1G82, 
et alors le coefficient de  l'dquation du centre Qtait  &gal iL l a  
sornme des coefficiens des deux hquations partielles , c'cst-Ldire , 
A a/;58",03. Kn 1 7 7 7 ,  le pcrijove du  t r o i s i h e  satellite &fait plus 
avancd de aoo", que celui d u  quatribme, e t  alms le cocficient de 
l'hqnalioii d i i  centre h i t  &gal b la tliffirence des coeflicieris tlcs 
deux 6quations partielles, 011 5 9/;9",49. Ces r6sultats sont entie- 
rernent conf'orrries aux obsorvations. 

Considdrons prdsentement le  mouvcment dtx satellite en latitude. 
La partie 

( I  - -~ ' ) . e . . s in . (Y"+yt+A)  

de l'cxpression de ~ " d u  na I O  devient, cri y substituant pour A", 
6', p e t  A ,  lewd valenrs, 

T4e terine L'.sin.(v"+pL+ A), q u i ,  par le r n h e  no, entre dans 
l'expression de s", et qiii est rclatiF5 l'inclinaison propre dc l'orbite 
d a  troisikme satellite, est par le 110 prkcdtlent, 
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- aa83",9.sin. (& ' I+  208',3a5G8 $- t.28320",85), 

Si l'on substituc clans le inellie terme, pour p e l  A , leurs ~ a l e u r s  
relatives i l'inclinaison proprc de l'orbe du cluatribuie satellite j 
il devient par le no prdccident, 

- - 3 7 7 1 " , 6 , ~ . s i n . ( v " +  1" 835,298G + t.75aS",or ); 

or oa a clans ce cas, par le clinp. IX,  

I 0, I a4862 ; 1" 

le terme prCc6dent Jevient a i d ,  

-5@",07.sin. ( v " + 8 3 ° , q S G +  1.75aS",or ). 

Ile termc ,!".sin. ( ~ ' ' + p t t .  A )  devient eiicore, en y siibslituant 
pour ,t~ et A ,  leurs valeurs relatives h l'inclinaison propro de l'orbe 
du second satellite. 

on a dans ce cas, par le chap. IX,  

I" 7 - 0,0?&i55 ; 

IC termc prc[cCdent devient ninsi, 

176",/,8. Sin, (2)" 503J,7658;2 $- t .  133715",77). 

L e  s e d  termc sensible de sy, panni ccux que nous avons don& 
h la fin d u  11' 2 3 ,  est celui-ci : 

- o,oo0~1(3a~.(L'-~~') .si~1. (u"-aaU-pyC - A )  

en y substituant pour A'--'', y et  A ,  Ies valerirs relatives 5 
l'dquateur de Jupiter, il devient 

a0",7o,sin, (Y"- 3U-5io,3787 + i .  i!W,S). 
v2  



en rasarn,\)!ant tons ces icrmcs tlc la lati tude,  0 1 1  aura dans les 
dclipses 011 2U=2v" A fort peu-prl.~, 

Pour avoir In durde d e s  bclipses du troisihme satellite I nous re- 
prendrons la forrriule d u  11' 26, 

5 "  d J "  1. -(If;.') F.;]T 41/( I +iX+(  l+f+). 3)' ( I  +fX-(1 +p'>  .$) 1 t;= T. (I-X) . 

Dans ccttc formule, 1' est la. dcrni-durc'c moyenne des dclipses 
ilu satv\\ite clans ses nceiidw : IhAlarnbrc a troiivC crtte tlemi-cIl~rCe, 
& p i s  I'itiverition des liiriettes acrorriaticpes, t2gille i 7411.~'~. Nous 
supposcroris tlonc b II' cette val(Bur : G est le rrioycn nioIiveriicht1t 

synodicliie dn satellite, peritl;itjt le lemps T,  r t  l'ori a C=:(,I/,IO~'. 
La valcur de fi est ici 0,072236; la Vdeur de x est par le nu 26, 

B trts-peu-prks dgale k et  parconsdquent, en ne considdrant 
que Ies plus grarids fernies de Y", on a 

d V "  

X o,oo2G8/t37. cos. (6" - m" ) 
+ o,oo1 I 8848. cos. (6"  - m"') 

- 0,00Ia(i952.cos.(~ -3 V), 

O n  a vn encore tlaris le no 26, que la valeur dc T doit t!re 
multiplide par le facteur 
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ce facteur devient ilirisi 

- 0,000~y87 I . sin. Y, 

( I  + p') ..\'I Nommons < la valeur de -c-, on aura 

Cela p o d ,  on aura 

Il est faci le tl'cn conctnre Ics instnns d e  I'immersion et de I'Cmer- 
sion : la durCe entitre tlc l'dclipse sera 

14858". ( I x - 0,0003987 I . sin, VI. fim, 
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C H A P I T R E  X X I I .  

32. LA discussion des 4clipses de ce satellite a donnd son mou- 
vement sCculaire 
&gal i 

par rappo1.t B l'dyuinoxe du printemps terrcstre, 

/,I 1/+125',812765; 

et sa longitude moyennc, l'ipoquc de 1750, tgale A 

I,es diverses Cquations du centre dix satellite sont comprises dans 
IC terme 

- ~ J L ' .  sin. (n't + 4 -gt - I-). 
Les valeurs de h et de h', rclatives aiix deux prernihres valeiirs deg ,  
ontparu insensibles i Uelarnbre, malgr6 les tentatives qu'il a failes 
pour les rccorinaitre; les orbes dn premier et d u  second satellife 
ne paraissent donc point avoir d'excenlricil6 propre sensible, s e w  
lement ils participent des excentricitch des orbes du troisikme et 
d u  qiiatt'ibme salellite. On a par le chap. J'X, relativement rl la 
troisikmc valeur de g ,  l'cxcentricit6 propre de l'orbe tlu troi- 
sikme satellite , 

h' ST 0,2 I 5 2 9 2 0 . 1 ~ ~  ; 
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- 2h" = I709",05 ; 

ainsi l'kquation du centre du second satellite 
valeur dc  g, est 

relative i cette 

S67",95 .sin. ( e -d). 
On a relativeillent h la qmtri&me valenr de 5 ,  

h' I 0, or 73350. hw; 

mnis on a par IC uo 30, 

- 2lrl" L t)?(ili",56 j 

l'dqiiation d u  centre du second satellite, relative Q cette valeur 
de g, est donc 

160',62. sin, (8' - mm). 
Si 1'011 substitue pour 711, 712' et 77T, leurs valeurs prScCdentas, 
dans l'expression dc d'v' du no 21; et si loon considhe que le 
th&or&me des dpoq~ies doiiiie 

8 - 8  ;= ~ O O *  + 3f)l -.A"; 
011 aura 

Sv'=- 1 G 5 " , q  sin. (@ - 6") 
+ 1920",(;7 .sin. :I. (8' - 4'') 
+ 60*,$.sin.3.(@ - 6") 
+ h'',Ki.sifi, 4.p' - e") 
+ /,",Cii.sin.!i.(& - 6") 
+ 5",t;G.sin.G.(& - 4") 
- Y,aS.sin. (0' - 0'") 
+ /,",&a. sin. a .  (8' - 6'") 
+ o",Sg.sin. ( 3 6 ' -  211). 

I1 fnut rintiir Lces terrnes,l'iiiCgnlil6 du 110 2 5  G~",78,siii,(381:!B'), 

69',78.si11. (40' -@"), 
ou 
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Les valcurs de Q' relatives aux diverses valeurs de .g son6 

Q' == I ,G3/1G95./& ; 
Q' == 2,4881 06 .I&' ; 
Q' F= - o,GGaC, I 5 .  IL"; 
Q' = - 0,055035. Id". 

De l i  il suit que I'excentricit8 propre d u  premicr satellite e91 
plus sensible dam les Cclipses d u  second que dans celles ~ L I  pre- 
mier; car 1'Equation d u  centre du premier est -dz.sin.(d-m), 
et quoique le coefficient 2h soit plus grand que la valeur clc (1' 
qui lui est relative, cependant le mouvernent du second safellife 
&ant deux fois rnoins rapide que celui du premier, l'indgnlitt5 
ddpendante de Q' produit en temps, unc plus grande variation dans 
les Bclipses du second satellite, que I'dquation du centre clu prc- 
mier, dans ses Bclipses. I1 est encore curiaux de remarquer que 
I'e'quation du centre du second satellite serait plus sensible par 
I'inJgalitd dependante de Q que par elle-meme; puisque son coef- 
ficient est 2 / ~ ' ,  tandis que celui de I'in8galitd d6pendantc de 
est 2,488106. h'. 
On a par ce qui precbde, 

- 2h" = I 709",05; 
-c d i m =  9aG5",56; 

les deux in6galit6s d6pendantes de  Q' et relatives Q 32" et I?, 
s won t don c 

5W, 22. sin, (6 - 34' + a+"' 
+ 254",97 .sin. (6'- 28)+ d"). 

L'inCgalitG du no 22 

qn'm . kn'7 . sin. ( M t  + E d )  
gam'. (Ma - 

devient en y substituant pour m, m' et muJ leurs valeurs ; 
6 V', 



60' =: - I I rR,34. sin. r. 
Ics autres in&galitJs du meme no sont inaensibles. Enfin, le coef- 
ficient de 1'Cquation de la libration, relative au second satellite 
est,  par IC no q, - 0,889902. P, 

P &ant le coefficient de la niCme Cquation relative au premier; 
d'oh il suit que cette idgalit6 doit &re la plns sensible tians le 
mouvement d u  second satellite ; cependant lcu obscrvations nc 
l'ont point fait reconnaitre. 

En rdunissant foutes ces inkgalitCrr, on aura dans les Bclipses 
du  second satellite, 

ConsidCrons main teuant le mouvement du second satellite en 
latitide. La partie 

( I  -h ' ) .&.s in . (u"+pi+A)  

de l'expression de s' d u  no I O  devicnt, en y substituant pour 
A', b', y et  A , lciirv va~eiirs, 

MBCAN. CLL. T O ? ~ C  w. X 
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3",4:5q.sin. ( J+5x0,3787 -t .253',8),  

]e terme Z'.sin, (v'+pt+ A ) ,  qui , par le merne no, enfre dans l'ex- 
pression de s', et qui est reiatif & l'inclinaison propre de l'orbits 
du second satellite est, par le no 30, 

-5152~~ ,2 . s in . (u '+  303",76542 +t .133715",77) .  

On a par le chap. I X ,  relativement A la premiere des valeurs de p ;  

2' 1-0~012453.l; 

mais l'observation n'a point fait reconnatttre d'inclinaison propre 
A l'orbe du  premier satellite; on ne peut donc y avoir Cgard. 
Relativernent a la t r o i s i h e  valeur de p ,  on a par le chap. IX, 

1' 7 = 0,164053, 

L e  terme Z'.sin. (v'+-pt-j- A) devient, relativement 21 cette valeur, 

-aaa83",c~.T.sin.( Y J + 208',32568 + t .282mn,8t;);  

on a donc d a m  s' l'inegnlit4 

- 374",68. sin. (v' + 208",32568 + t .28220",85). 

1' La valeur de relative A la  quatrikme valeurde p est 

1' -= 0,02341 I .  1" 

Le terme prbcddent Jevient donc, relativement B cette valeur 

- G4",88. sin. (v' -+ 8?P,a9861 + t .7528",01>. 

On peut nJgliger, sans erreur sensible, tous les terines de sf 
donnds ZI. la fin du no 2 3 ,  A l'exception d u  terme 

de PI 

- 0,0003073G,( C - Z') .sin. ( P' - 2u - pi?- A),.  
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qui devient , relativement A l'inclinaison de l'orbite de Jiipiter 
h son orbite, 

1o*,~g.s in,(v'-~U-51*,5~8~-)-t .153",8)  , 
et relativement ii I'inclinaison propre de l'orbe du second satel- 
lite, il devient 

- 1",58.sin.(u'--aU--o3~,76C;4a - t .  133715",77). 

En rasscmblant tous ccs term@, on aura dans les cSclipses du 
second satellite, oh Yon peut supposer aU et a n  6gaux a 3d, 

s'= 3",41ftOa.sin.(v'+ 51O,3787 - t .  153",8) 
- 5150",6 .sin,(v'+ 303O,765/l3 + Z. 133715",77) - 37/+",G8.sin.(yr + 208",?i2568 + t .  28220",85) 

- G4",88. sin. (d +- 83",ng$Gr + t .  7528",01). 

Pour avoir la d u d e  des Bclipses du second satellite, nous rc- 
prcndrons la formule d u  no 26, 

Dans  cette formule, T est la demi-clLirCe moyenne dcs Cclipses 
du satellite dam ses nceuds, 011 lorsqne s' est 11111. Ilelambre a 
trouvC cette demi-diirCe, depuis l'invention d v s  Iniiettes acroma- 
tiqnes, &gale tl 5975",7 ; nons siipposerons donc ii Y'cette valeur; 
g est le rrioycn rnouvement synotlique du satellite pendant IC 
temps T ,  et l'on trouve C=G7254',2. L a  valeur de p' est ici 
0,07 18862. La valeur de X cst, par le no 26, Ci irks-pcu-prhs 6galc 

e t  pnrconsiqnent, en ne consid6cniit que 1cs plus grniids 

ternlev de v', Jans lesquels l'nrguinent diffhe peu de 8' 

dV' 
It'rit' 
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On peut nt5gliger sanserreur sensible, pour ce sateJlite et pour 
le premier, le facteur 

q u i ,  par le no 26, doit multiplier la vdeur de T. Nommons g 
la valeur de ( I  +$I. f j nous aurons 

C =o,!i07G29 .sin. (v'+ &10,3787 - f. 155",,8) 
-0~076569 .sin. (v'+303~,765/t2 + t .  I33715",77) 
-0,00%71 .sin.(J+zo&,3a!& + t .  a8220R,8!i) 
-oo,o~ogzr4.sin.(u'-f- 83',25871 + i .  7528",01)* 

Cela p o d ,  on aura 

La d u d e  entihe de l'dclipse sera 
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33. LA discussion des Eclipses de ce sntcliite a donn4 son 
moiivcment s6culairc par rapport ri l'dquiiioxe du printemps , 
&gal Q 

8s58nGro,G3035, 

et sa longitude moyenne B 1'6poque de 1750, ;gale 8 

Soit donc 
1 G',Gt30c33. 

8' I 1Go,G80$ + t .8258ao,G1GSo?A 

1es diverses Cquations du centre du satellite sont coinprises clans IC 
termc - aJi.siii.(/z[+€--SI-r); 

et I'm a vi1 dnns IC no p r & d d e n t ,  qi i ' i l  suffit ici de considdrcr 
la troisibine (it In q i i a t r i h r :  vitleur tie g, On a par le chap. IX, 
relativement B la troisibmc, 

12 = o,oa!i81 I , IL'; 
or on a par ce qui prdckde, 

- 312 = I 709",05 ; 

I'dqnafion du centre du premier snlellite , rclative i cctte villcllr 
de g ,  est donc 

@ n , G ! ) . s i n . ( u - a ' ' ) .  

On n rclativement ir la q w t d m e  valerir cla 6, 
/ I  ;= 0,00:!0(;:?3 , ? A W  , 
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v t  par ce qui precbde, - ahM = ga65",56; 

I'Cquation du cen$re du premier satellite relative ii cette valeur 
de g, est donc 

I$,I I .sin. (v-d") .  

Si I'on substitue dam l'expression de d'v du no ax, au lieu de m' 
et m", leurs valeurs, et si l'on niglige leu termes cldpendans de m"; 
si I'on considkre, de plus, que le thdorerne des dpoques doiinc 

on aura 
20 - 2 8 3 :  200°$- 38 -38'; 

6 u r ; -  43",56.sin0 ( 6  - e l )  - I 9",4 I . cos. . ( 0 - 8' ) 
+ 5050",5c~.sin. z . ( e  - 0') 
+ 0",07.~in.3.(0-6')  
+ 3",76.sin.4.(0 - 0 ' )  
+ x",58. sin, 5 .  ( 0 - 8'). 

J,es valeurs de Q relatives aux diverses valeiirs de g, sorit 

Q e - 2,690499. h j 

== 1,3g7738.?i j 
Q == 0,208780. ?f ; 
@ = 0,o 16482 . E'. 

11 est encore remarquable que l'excentricil6 dc I'orbite du pre- 
mier sat ell it^ scrait plus sensible par I'iodgalit4 dLpencIante t ~ e  
Q, que par elle - meme. En substituant pour h", sa valerlr 
- l .  1709",0,'i, et pour It", sa valeirr - f .92W,56 ; on aura les 
deux indgalitds , 

- I 78",/, I . sin, ( 0 - 20' +- ria" ) 
- $",SG.sin. ( 0  - 20' + m") ; 

I'inc!galitC: ddpendante de 77, tlu no 2 2 ,  ne s'dlevant pas 
degr6, on peut la ndgligcr ici. 

ou l'on peut supposer 2 1 1 ~ ; 2 v ,  

3" de 

En r6unissnnt toutes ces inc'galitds, on aura dans Ics dclipses 
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v=O+ /+o",Gg.sin. ( v - m " )  
+ xf,Ix.sin. ( u - m " )  - 43",56.sin. ( 0  - d')  

+- 5050",5g.sin.2.( 0 - 0 ' )  
+ 3",76.sin.4.( 4 - 8') 
+ 1" ,~S.s in~5. (0-0 ' )  
- 178",41 .sin. ( 0  - 2fY +m"> 
-. 7G",36.sin. (O-&+a"). 

- I 9 " , 4 I . C O S . ~ . (  0 - e l )  

Considkrons niaintenant le mouvcrnent du premier salellitc rn 
latitude. La partie 

( I  -A).&.sin.(o+pE+ A )  

de l'expression de s du no IO devient, en y substituant pour A ,  
81, p et A lcurs valeurs 

30,43320. sin. ( Y + 51 0,5787 - i!.153",8). 

L e  terme Z.sin.(v+pl+A), q u i ,  par le mQme no, entre dam 
l'expression de s, et qui est relatif B l'inclinaison propre de l'orbe 
du premier satellite, n paru jusqu'8 present itisenuible. On a 
relativement Q la scconde et  h la troisibme valciir de p, par le 
C l I R P .  I X ,  

2 = o,o20794.,?'; L? = O,OI I iG3. I". 
14e t e r m  Z.sin.(v+pt+ A) devieiit done, rclativement Q ces 
valcurs , 

- 105",04.sin. ( u +  303',76i5/ta + t . 1 5 3 7 1 5 " ; 7 7 )  
- a5",4g,sin. ( Y + 208~,32E;GS + t .  28aao",85); 

relativement mix autres valcurs de p ,  ce t e r m  cst inscnsible 
dans les Cclipses. On peut encore nbgliger sans erreiir sensible, 
tous les termes de s clonn6s h. la fin tlu no 23, Nous conservc- 
rons cependant le terme 

- o,ooo1531a. (L' - I). sin. ( u- r;rU-pi! - A )  

qui devient, relativement B l'inclinaison de 1'Cquafeur de Jupiter 
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h son orbite, 

5", 26. sin. ( 2, - 2 U - 5 I oJ 3787 + t . I 59", 8 ) . 
En rdunissant tous ces termes, on aura clans leu dclipses oh 1'011 

peut supposcr 3 U =  2v, 

s =  3O,43267.sin.( o+ 510~3787 -t .  153",8) 
- 105",04.sin.(v+30'3*,7G5/ta + t .  13571Y,77) 
- 25",/Ec~.sin.( v+taoS0,32!iG8 + t .  28220N,81j). 

Pour avoir la dnrEe des dclipses diz premier satellite, nous 
reprcndrons la formule du no 26, 

n a n s  cette formule, 1' est la demi-durbe moyenne des 6clipscs 
d u  satellite dtlns ses noeuds. Delambre a trouv6 cette demi-durde, 
depuis l'invention des lunettes acromatiques, 6gaJe ii 471 3". Nous 
supposerons donc B II' cette valenr. G est le moyen mouvement 
synodique du satellite, pendant le temps T ,  ct l'on trouve 
6 =  106516". La valeur de f est ici 0,071GGG7, La valeur de X 
est, par le no 26, ?i tr&s-peu-pr&s &gale h ;E;i't, et parcons&pent, 
cn ne considdrant que le plus grand terme de v, on a i fort 
pcu-prhs, 

Nommons p la valcur de ( I  +p') . i; nous aurous 

tE V 

X C  0 , 0 0 7 9 3 5 4 . C O S .  2 (6-4'). 

( t o , 3 4 5 S G ~ . s i n . ( v +  51",7;787 -t. 153",,8) 
.--- 0,001oIj7. sin. (v + 303",7G542 + t . I 3?715",77) - 0,00025G.sin. (v+ta08~,32567+t. 282ao",8Ij). 

Cela posc! , on aura 

i? = - 788",55. { 2 =t 47 13" I ( 1 - X) . r/ 1 + x - , 
et la d u r h  entiEre de 1'8clipse sera 

9/1"(;11. ( I - X )  . r/TqzGT-, 
crrArrTI~11: 
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C I I A P I T R E  X V .  

34. N o u s  avons (IonnC A la iin dii no aG , I'expression du sinus 
de l'angle dQcrit par cliaque satellitc, pendant la. denii-durCe de 
ses & l i p e $ ,  en snpposnnt que le satellitc s'dclipse au nioinent 
oil so11 ceiitre pdrii*tre dnns l'otnbre de Is plancte. Cct mgle di- 
vise par la circonf'drence et multipli6 par la durde de la r6volu- 
tioii synotlique du satellite, donncra cette detni-durCe ; et en la 
comparaiit ri I n  derni-tlurdc observde, on aura I'erreur de la sup- 
position prhcddente et des autres Bltirriens qui cntrent dans co 
calcul. Reprcnons les expressions cit6es , 

( I  + p ) . R '  Ctant par le n* 26, le demi-diamblre de I'dqnatcur de 
Jupter ; on a par le no ao, 

( i + p ) . R '  :.ln0",7304. 

or on a par le meme no, n"=25,435c~o: cetfe valcur de a * a  & t t i  
conclue de l'dqiiation pr6c&dciite, eii prenant ( I  +p) .R  pour 
l'unitd j on a donc 

--- -- - 
Cl* - 1532;131;4- ' 

Y 
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on aura parconsequent 

( I  +p).R'  h 1 .;=;; 
0" 

la valcur de a &ant celle que nous avons donnd dans le no 20. 

On a ensuite par le no 26, 
, ( I  +P).R'  

A ,  

R Ctant le demi-diamblre du soleil vu de Jupiter, Son demi-dia- 
mktre vu de la moyenne distance du soleil i la terre, est de 
5936"; il est donc, vu de Jupiter, Cgal & y, u' &ant ladis- 

tame moyenne de Jupiter au soleil, celle de la terre &ant prise 
pour unit& On a par le no 20,2 . ( I +  p). R'=120",3704; on a donc 

A, 

I a0*,370/) . I?' 
;E= 0,105469. 5936" hz= 

On a de plus, 
( I  + p ) . X '  u" (1 +p) .R '  - a'j"c. -E---- - a. t sin, 120",3704=0,0000945387. w D' 

De 1& on tire 
( I  + p )  .R' ( I - A )  

ci" A 
- . - . L 0,000801823. 

Les quatre Cqnations prdcddentes cleviennent ainsi 
1 

U 

1 

- - 0,000801823 = sin. 7 j 

-i - 0,00080 I 82 3 = sin. q'; 
a 

-- 0,000S0182~ = sin. Q; J' 

p - 0,0008018a3 cc sin. y . 
l<n substituant pour a, u', a", a'", leursvaleurs troudes dans le 
no 2 0 ,  on aura 

Q =  1x0,1780; 

1 

1 fa 

Q= Go,g8+; 
9"' 4,3544;  
9 L  3",/t524 j 
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ce qui donne pour les demi-durdcs des Cclipses, les valeurs sui- 
vantes : 

I. sat, 4945",87; 
11. sat. Gao5",93; 

111. sat. 7801",30; 
Iv. Sat. 10271,",64. 

Les demi-durCco observdes sont par ce qui prcictde 

I. sat. 4713"; 
IT. sat. 5976"; 

111. sat. 7419"; 
IV. sat. y8go'. 

Elles gont toutes plus petites que les demi-durkes calcxdkcs, ct celn 
doit &tre , h raison de l'dtendue dcs disques des salellites. Quoiqiie 
trh-peti ts ,  ils sont cepcndaut sensiblcs, vus du  centre de Ju- 
piter; un satellite ne disparaEt donc pas RU moment d e  l'entr6e 
de son centre dans l'ombre de Jupiter, et la demi-durke de son 
Bclipse est diminude de  tout le temps qu'il rhet B tlisparaitre 
apri:~ cet instant. Mle peut encoro &re diminude p i r  In rdfrac- 
tiori de In  lumil?re solairo dans l'atrnosph&re de Jupiter;  mnis 
elle est augmentde par la  phombre .  Ces causes divcrses nc wf- 
fisen t pas pour expliqner la dif~drenca entre les demi-durdes obser- 
1 7 t h  et leu demi-dur&es calculc4es. Considdrons le premier sntel- 
lite, relntivernent auquel lcs effkts de In pdnornbro et dc l i t  lumikro 
r4fract6e par l'atmosphkre <le Jupiter sont trks- pen scnsibles. 
Pour nvoir la largeur dc son d isqw pit dii centre de Jupiter, 
snposons sa clcrisitk la m&me que ccllc de In plnnbte. En prcnant 
p i i r  uoit6, le demi-diambtre.de Jupiter; le demi-diambtre appa- 

, VLL- rent du  satellite vu d u  centrc dc Jiipiter, sera 6gal u ---. 11 En 
substituant pour t z  e t  7it lcurs valeurs pr&c8drntcs, on n 28o!)",$ 
poiir ce deini-tliam&tre, Cet angle miiltipliti pnr la d i i r k  dc 
In  rdvoliitiori sy~iodiquc dii satellite, * ct divisd par @o', tlovne 
I 27",915 po~ir la dimiuution tlc la dcnii-dur&e de l'dclipse , due 
ri la grandeur d u  disque. En retraticliant cette quantit6,  dc 

P 

Y a  
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4945,",870, on a 4817",957 pour la demi-durdc calculde. Cetts 
demi-dude est plus grandc encore qiie la demi-clurde observde , 
et cependant il y rz lieu de  penser que le satcllite disparait 
avant que d'btre totalement plonge dans l'ombre; il parait donc 
qu'il fhut diminucr d'un 5oits1r1e au moins, le diamktre de Jupiter, 
supposd de 12on,37o/t, et le rdcluire B 116''. 

Si l'on calculc dc la meme manibre, :es disques des salellites 
vus d u  centre du Jupiter, e t  le' temps qu'ils emploient A pdn6- 
trer perpe~idiculairernent dans l'ombre; on trouve les rdsultats 
suivaris : 

1. sat. 5619",86 ...................... a55",SaG; 

11. sat, /,007",50.. .................... 35G",o55; 
111. sat. 39,23"& ...................... 702",914; 
IV. sat. 174c3/l,o(t.. .................... 752",5(37. 

De 18 il est facile de conclure ICs temps de l'entr6e et de la 
sortie des satellites et de leurs ombres sur le disque de Jupiter. 
En comparant ccs temps, ii ceux qiie l'on observe; au aura les 
densitds des satellites (le Jupiter , lorsque leurs masses seront 
bien connaes, L'observation des dclipses de Jupiter par ses sa- 
tellites peut, en gdndral, rdpanclre beaucoup de lumi6res sur 
leurs thdories : on peut prcsque toujours en observer le commen- 
cement et la fin j et cette observation pouvant &re A-la-fois re- 
lative aux satellites ct h leurs ombres, elle Bquivaut rdcllcment 
B qaatre observations, tandis que le plus souvent on ne  pent ob- 
server que le commcncenicnt ou la fin des Lclipses des satellites. 
Ce genre d'observations, beaucoup trop nBgligd par les astro- 
nomes, me parait donc m6riter toute lenr attention. 
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55. L A th4orie des satellifcs de Satrime est tr&s-imparfaile , 
pnrceque nous manquona d’observations swffisantes pour en de’- 
terminer les Cldmens. L’impossibilittS oii l’on a CtB jusqu’ici , 
d’observer leurs c‘clipses, et  la difficult6 de mesurer leurs blon- 
gations Q Saturne , n’ont permis de connaftre encore avec qrielque 
prdcision, que les durdes de leurs rc’volutions et  leurs distances 
moyennes. 71 reste meme sur ce dernicx point une incertitude qui  
rcntl un peu douteuse , la valeur qui en r h l t e  pour la masae de 
cette plankte. Jgnorant donc l’ellipticitd des orbites de tous ces 
corps, il est impossible de donner la tlidorio des perturbations 
qu’ils 6pronvent; mais Ia position constnnte de ces orbites dans 
le plan de l’anneau, & l’exception de la d e r n i h  qui  s’en Bcarte 
sensiblemcnt, est uii phdnombne digne de l’atteation des g(om+tres 
e t  des astronomes. I1 est analogue Q celui dont noris avonsdonn6 
l’cxplication clans le dernier chapitre d ~ z  cinquibme fivre, ct qui 
consiste dam la permanence des anneaux de Satiirne dans un 
mBme plan. Nous a w n s  d&jA obscrv6 dans l’endroit ci td,  que 
ces deux p h h o m h e s  dbpendent d’une mCme cause, snvoir , de 
l’applatissemcnt de Saturiic dont l’action mairit ient les anneaiix 
e t  les satcllitcs dans IC plan de son dqriatcur. Mais nom nllons 
ici ddvelopper la raison pour laqiielle l’orbite du dernicr satel- 
lite s’6carte de ce plan, tl’urie cluantitb trPs-sensiblo. 

Reprenons l’dquation (3) d u  nu a , 

Si 1’011 ndtyligc l’ellipticitb dcl’orlite, 011 a lP=tz, et r r ~ .  De plus, 
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si 1’011 prend pour plan fixe celui de l’orbite primitive d u  satellite, J 

est de l’orclre des forces perturbatrices ; en nbgligeant donc le c a r d  

de ccs forces, on pourra ndgliger Ies produits de s et de z, par ces 
forces. L’dquation prdct‘dente devient ainsi , 

CES 

Supposons que cette dquation se rapporte au dernier satellite de 
Saturne, et dkterminons la valeur de R qui lui estrelative. On 
a par le no I ,  en vertu dc l’action seule du soleil, 

S E - 3 .  s-:, x x +  Y + Z Z  
R = - E + : .  us 

Prcnons pour axe des x , la ligne menee du  centre de Saturne, 
au nceud ascendant de l’orbite primitive du satellite m r  I’orbitc 
de Saturae. Suit h l’inclinaieon mutiielle de  ces deux orbites. En 
nommant X’ et Y’ les coordonnCes du soleil, rapportbes A l’or- 
bite de Saturne; on aura 

X= X’ ; 
z-= Y‘. cos. h ; 
z =- Y’. 8in.h. 

mais on a 
X’ D . C 0 8 .  u; 
y’ A - D . sin. U ;  

.x=a.cos.v; y=cz.sin.v; z=czs ; 

on aura donc, en ne conservant dans a.c$) ,  que les termes 
muhiplids par le sinus e t  le cosirius de v,  les seuls dont d&pend 
le mouvement sCculaire de l’orbite, 

3s. a3 ..(%)=- . sin. h . cos. h sin. v. 

J’our ddterminer la partic de a .  (z), qui ddpend de la non- 

sphdricitd de Saturne, nous ObserveroIis q11e par le no 1 ,  h 
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partie de R qui lui est relative est Cgale B 

M &ant la masse de Saturne, et B son rayon moyen: nous pen-  
drons I’un et l’autre pour unit&. Si l’on nomme ? l’inclinaisou 
de l’orbite primitive sur le plan de l’anneau, et 9 la distapcc 
dc sonnaud descendantsur ce plan Q son neud ascendant sur 
l’orbite de Saturne , le premier de ces noeuds &ant supposC pluo 
avancC que le second, suivant l’ordre des signes; w-T sera la 
distance du satellite au noeud descendant de son orbite avec l’an- 
ncau ; et l’on trouve filcilement que si l’on neglige le card  de s, 
on aura 

v2 u sin@. 9 .sin’. (u-* ) -as.  sin. 7 .cod. p .  sin. ( v - q )  ; 

ce qui donne 

11 nous reste B consid6rer l’action des anneaux et  des six ~ r e -  
rniers satellites. Si I’on considkre un satellite intkieur dont Is 
rayon soit r’ et dont ni soit la masse, son orbite &tank supposde 
dans IC plan de l’anneaix ou de I’dquatenr de Saturae; on a u r ~  
par IC no I , relativernent B cc satcllitc, 

Prenons ici pour axe des x j  I’interscrtion du plan de l’orbite 
primitive avec celui de I’c‘quateur de Saturne , ou de I’anncnu ; 
nous aurons 

x = r . c o s . ( v - Y ) ;  
y = r.Sin. ( u - q ) ;  
2 f= 7s; 
zf - - I C .  cos. v’ j 

y’ = r’ .cos,.)i .s in.  v‘ ; 
“ t  c- --r’.sin.p.sin.J; 
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v’ &ant la distance angulaire du satellite m’, au nceud descendant de 
l’orbite primitivesurle plan de l’anneau. Si dansn. (z), on change 
r e t  f en n et d ;  si l’on rejette les termes qui ne tlCpentlent 
point du sinus ou du cosinus de Y, et ceux qui sont multiplids 
par s; on aura 

mtaOtr‘.sin.y.ain. Y‘ - a . ( g > = -  9 .  

{ ua+u‘~--auu’. COR. (v- q). c09. ~‘-2ua‘.  cos. y .sin. ( v - ’ ~ )  . $in. v’ } 

Supposons a’ pet1 consid6rable par rapport & a, comme cela a 
lieu relativement aux satellites interieurs e t  aux divers points 

fl’4 des anneaux; on aura, en n6gligeant les termes de l’ordre s, 
3m’a’. a” a .  ($)=- - sin,y.cos.T.sin. (21-q). 

2 .  (a* + ut”); 

En considdrant’donc les anneaux commc la rCunion d’une in- 
finite de satellites, on aura, en vertu de leur action et de celle 
des satellites interieurs l’orbite du dernier satellite, 

a. ($) =- B ,  sin.?. c0s.y. sin. (v- +> ; 
B &[ant ici un coefficient constant ddpendant de la masse et de 
la constitution des anneaux et des satellites intirieurs, Soit 

1’8quation diffErentielle en s deviendra 

0 = ~ ~ ~ + 2 K . s i n . h . c o ~ . h . s i n . ~ - 2 K ’ . s i n . ~ . c o s . ~ . s i n .  dd.c (v-.jlF)j 

d’oh l’on tire, en int8grant et ndgligeant les constantes arbi- 
traircs, comme on le peut ici, 

s i & ,  sin. h cos. h.  cos. Y -E‘Y. sin, y , cos. 7. cos. ( v -  T). 

Concevons maintenant, par le centre de Saturnc, un plan pas- 
sant par les nocuds de son dquatcur avec son orbite, entre ccs 
deux derniers plans. Soit 8 ,  l’angle qu’il forlne avec le plan de 

cc t 
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cet 6quateur. Nommons de plus, rtp l’inclinaison‘ de l’orbite du 
satellite A ce nouveau plan, et r I’arc de cette orbite, com- 
pris cntre le nocud ascendant de la mBmc orbite sur ce plan, et 
son naeud ascendant sur l’orbite de Saturne, le premier de ccs 
noeuds Btant supposts moins avancC que le second, suivant I’ordrc 
dcs signes. Enfin, soit n la  distance du premier de ccs iiaeuds, 
au noeud ascendant de 1’Cquateur de Saturne avec son orbite , 
aupposcS plus avancd que le premier en longitude. Cela posQ si 
I’on fait varier rn do d’m, n &ant supposQ constant; il en resultera 
pour s une valeur &gale B d’m.sin.(u+r). Si &ant supposE 
constant, on fait varier n de d’n; il en risultera pour s uno 
vnleur Cgde & $n. sin. m. cos. (v + r) j on aura donc, en faisant 
tout varier A-la-fois , 

SI d‘m. sin. (u+r) + d’n. sinew .cos. ( v  + r). 
En Bgalant cette valeur Q la pr&Cdente, on aura 

fw.sin. (v+T) +d’II.sin.m.cos. (v+T)=Kv.sin .A. COS.A.COF. v-K’v.sin.y..cos. y. cos. ( v  -9) ; ( I )  

si I’on ne porte l’approximation que jusqu’g la premikre puis- 
sance de Y, on a 

en substituant dans le second membre de 1’8quation ( I ) ,  

C O S .  (Y- r + q ,  ail lieu de cos. v ,  et COS. (P -r - Ik+ r ) ,  au 
lieu de  cos.(^-^), et ddveloppant par rapport aux siiius et 
cosinus de v +r; la comparaison de leurs cocfficiens avec ceux 
d u  preinier membre , donncra les deux 6quations 

Si I’on nomme A I’inclinaison de Nquateur de Saturne A son 
orbile , I c v  formules trigonornetriqucs donsent 

MkChN. CkL. Tunre IV‘ z 
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sin.X.sin. r c sin. (A-O).sin. n ;  
sin .A. cos. r =sin. .ar.cas.(A--.0)-l-cas.lmIsin.(A--9) .cos. a; 
COS. A. = cos. a. cos. (A 4 ) - sin. rn .sin. (A-0). cos. n ; 
ain. 9 sia. (q-f-r) == sin. 0 .sin, n ; 
ain. y . cog. p+r) s - ein. CB .COB. 8 += 008. air sin, 8 .cos. n i 
cos. 7 = cos. cp. COS. 0 + sin. m ,sin. 6 .  cos. a. 

En faisant donc 

K .sin. (A -0) .cos. (Arne) = K'.  sin.0 .cos. 8 ; 

ce qui donne pour ddterminer 6 ,  l'dquation 

a7J -=-+ . {K  .sin'.( A-b) $- E'. sin'.O}. sin. m .sin, 2n; 
d V  

( K .  coss.(A-b)+K'.cos' .8) . C O S .  
d n  
dv - _- 

- 
Soit donc 

{ K.sin". (A--6) + K'..sin".9).cos.Ip.cosn.Il. 

on aura 
k E - 4  .s in.m .sin.an; 
d V  

dn  - = p . cos. m - 9 .  cos. a. cos. an ;. av 
d'oh I'on tire 

dm. rm.a . d n  , sin. nn c- sin. m ;-q. COB. !an' 
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En intdgrant et r&ardant p et Q comme constans, on aura 

b sin. rn .-- VP -4.99;9*4 n 
rn G &ant une conartante arbitraire ; l’expression prdcddente de J; 

donnera donc 
rzrl 

dU= 
r / ( p ~ ~ . c ~ s - 2 n ; j ; i p ~ - ~ - ~ c o o . n n )  ’ 

CSquation difftkentielle dont l’int6gratisrl .d+nct ’ ck, ka recti@- 
cation des sections coniquqs# & peut la mettre sous une forme 
plus simple, en faisant 

elle devieot alors 

C &ant ddtermine par PCquation 
Q- g= -a 

P + VPU - Q’ 
3 6  Pour appliquer des nombrcs it ces formules il faut con- 

naitre les valeurs de K et de K’. Celle de K est facile A d8ter- 
miner; cm l’attraction du solei1 sur Saturne, est &gale bth force 
centrifuge due ilu mouvernent de Saturnc dans son orbite, et 
cette force eut &ale au cars6 de la vthsse, diwist! par le rayon; 
en norninant dono I” la durde de la rholation lyclCraEe da Sa- 
tucne, e& .II ls demi-oirconfdrence dont le rayon est I’unitb j la 
force centrifuge sera T- : en 

s 

4r’. LJ A $, on aura 
Z a  
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s 47P m=;r"* 

Si l'on nomme T la dnree de la rCvolution du dernier satellite, 
OP aura pareillement 

on aura donc 

les observations donncnt 
T I- 7d0",3296; 

T' ;z; I0759',08 ; 
d'oti l'on tire 

K = 0 ,0000~0773~ .  

- 5 0  La valeur de K' est 6gale %-+ $. B. Dane cette expression, 
le rayon rnoyen du spMroi'de de Saturne est pris pour unitC. L'ap- 
platissement p de cette plankte est inconn1.1, ainsi que la qum- 
tit% B qui depend des masses des anneaux et des six premiers 
satellites; il est donc imposgible de ddtermiiiex' exactment la 
valeur de K ,  Mais on peut determiner d'une manikre appro- 
chde , la  partie de cette valeur qui dkpend de l'applatissement de 
Saturne. Pour cela, nommons t la dure'e de la rotation de Sa- 
turne j on aura 

T" 
Q=g' 

I,es observations donnent 

t =@.428 j a 59,154.; 
d'oh l'on tire 

Q c 0,165970. 

Suppooons que l'applatissement de la terre soit ir la valeur de Q 
qni lui correspond, comme l'applatissement de Saturne est B la 
valeur correspondante d e  Q : on a vu dam le no 43 du troisibme 
livre, que cetta proportion a lieu &-peu-prbs pour Jupitcr, corn- 
pard & la terre. 9 est &gal h dg pour la terre; en supposant donc 
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I'applatissement de cette planbte ~ 5 ,  conformhent aux expb- 
riences du pendule; on aura 

ainsi en n'agant Bgard qu'k la partie de K' ddpendante de cette 
qilantitd, on aura 

On ne doit pas supposer h K' line plus petite valeur; car elle 
est augment& par I'action des satellites inthieurs, et de l'anneau. 
A &ant par les observations, Cgal ir 330,3333j cette vdeur 

de A' donne 
e = 24,0083 ; 

p L 1,3041 9 .  h'; Q = 0,05926.1L'. 

Les observations faites par Bernard A Marseille en I 787 donnent 

h = 259,222 ; 
7 z I3',5+ ; 

m= IGm,(36L ; 

n = 570,789 ; 

d'oh j'ai conclu 
Ik = 7 I*,354 ; 

et parconsdquent 

On a ensuite A forb peu-prh, par les formules prdcddentes, 

b' = o , o o o o o ~ G ~ ~ 7 .  

ce qui donne, en rdduisant en nombres et tfiterminant la C O ~ I S -  

tanto arbitraire C de rnanikre que n soil &gal h 570,789 en 1787, 
fI I 38e ,7a~$- i .~~n,805-- ! )y37",7 .s in .  2 . (M0,721 +j.9&",805); 
i &ant le nombre des a n n h  juliennes &coulCeu depiiis I 787. 

Ceu rdsultats sont subordonnls Q ]'exactitude cles observations 
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citees, et surtout au rapport prdcddent de K' A K. Ce dertiier 
616ment depend de tant d'ddmens divers et  si diflticiles A con- 
naitre, qu'il est presque impossible de le ddterminer d priori. 
On pourra le connattre h posteriori, lorsque l'observation aura 
doand exactement le monvement annuel de I'orbite du satellite 
sur l'orbite de Satume. En effet , l'analyse prbcedeute donne ; 
en supposant que le plan fixe auquel nous avons rapport8 l'or- 
bite du satellite, est l'orbite m i h e  de Saturne, ce qui changea 
m e n h ,  et rend r nul, 

z- K', sin.y.cos.T.sin, *; 

En y substituant les valeurs prlcedentes de y , T et h , on troiive 
140n,03. pour la diminution annuelle de h eri 1787 ; ce qui 
donne - 59*,074 pour eette diminution, en adoptant le rapport 
prCc6dent de K' B K. On tr.op,ye ensuite _ I  - pour le mouvement airnuel 
du nccud sur l'orbite 

K' 

ce qui donne -6x8',81 pow ce mouvement, dam la mQme hy- 
pothbse. Jusqu'ici les observations son t trop incertaines pour 
conclure de leur cornparaison avec la formule prdcCdente, le rap- 
port x: elles euffisent uniquement A faire voir que le noeud de 

I'orbite sur l'orbite dc la plankte, est effectivemeat r6trograde. 

Le rapport est, comme on l'a vu, riciproque la puissance 
cinquikme du demi-axe de l'orbite du satellite, ou de sa distance 
moyenne i Saturne, du moins en tant qu'il depend de l'action 
de cette planbte. Ainsi pour le sixibme ou avant-dernier satel- 

K' 

K' 

lite, il faut multiplier la valeur prdcddente de K' par (~,,,,~) 91'54 
K' pour avoir la valeur de 7T qui lui est relative, On aura ainsi 
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cc qui donne 

L’inclinaison du plan fixe que nous avons consiidrg, A ]‘&qua- 
teur de Saturne, est donc insensible pour nous; et comrne ]e 
satellite se meut B trEs-peu-prPs sur ce plan, si l’arbitraire b 
est nulle ou trks-petite; on voit que Paction de Saturne pcut 
maintenir i fort peu-prbs dans un mbme plan, l’orbite de l’avant- 
dernier satellite, et Q plus forte raison , cellcs des satellites plus 
intdrieurs, et des anneaux de Saturne, ce qui est conforme A 
ce que nous avons dernontrb dam le dernier chapitre du livte V. 

Cependant, si la masse du dernier satellite Cfait z i n  h tx -cen -  
tibme de celle de Saturne, le plan fixe sur feqliel se meut l’or- 
bite de l’avant-dernier safellile serait assez inclink au plan des 
anneaiix, pour que IC satellite s’kcartiit de ce dernier plan, d’une 
quantitd sensible. Pour le faire voir, nous observerons que le 
plan fixe sur Iequel nous concevons l’orbite du  satellite, en mou- 
vemcnt, peut se &terminer en considtkant le satellite mil sur 
ce plan, et retenu sur hi par la destruction mutuelle des forces 
qui tendent k 1’en:dcarter. Reprenotis, cn cffet, l’cxpression de s, 
trouvCe prdcddemment, 

s- Kv.sin.h.cos.Acos.v-Zi’v.sin.y.cos.p.cos.(u-*). 

Le plan fixe sur lequel sc meut l’orbite du dcrnier salcllite dtant 
inclin6 de l’angle 8 h I’dquateur Je Saturne, si l’on conqoit I’or- 
bite du satellite, couch6e sur ce plan , on awa 

e s9w,6. 

p = e ;  h=n-e; * = o ;  
pnrfant 

S = V .  COS. o. (K.sin. (&e) .cos. ( A-O)-fi’ sin. 8. cos.8) ; 

s sera donc nul, et  le satellite restera, sur le plan fise, si I’on a 

K .sin. (A-e) .cos. ( A - 8 ) d i ’  .sin. 8 .cos. 8 ; 

c’est 1’Cquation par laqiiclle nous avoiis ddtermin& prhidemment 
l’inclinaison 8 du plan fixe, Q 1’Pquateur. 
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ConsidtSrons mintenant l’avan&-dernier satellite et  supposons 

que a ,  v ,  s, 8 ,  K et K’ se rapportent & lui, et que m’ et 8’ se 
rapportent au dernier satellite. Soit 8’ l’inclinaison tl  1’8quatenr, 
du  plan fixe du dernier satellite, et concevons que lcs deux sa- 
tellites se meuvent sur leurs plans fixes. I1 est ais6 de voir, par 
ce qui prkcbde, que l’action du dernier satellite introduit dano 
l’expression de s le terme 

t .m’ .d .a’*  , . V .  sin. ( b e ) .  COS.( 0’- e) .COS. V ;  
(0’ +a”)’ 

ainsi l’on a 

Le plan fixe relatif h l’avant-dernier satellite sera done d6ter- 
mine par l’gquation 

d’oh i’on tire 
K.sin.aA+t. m‘n’.ci2 

(.+U”) a 
.i .sin. ab’ 

.i . mtu” d“ 

(aa + a’p); 
tang. AI= . 

A”+ K .  COS. 2A + - 7 . ~ 0 e . d ‘  

Les observations donnent 

A- 330,333; a= 20,295; a‘=5grx54; 

T = I 5/’”‘’,9/t53 ; 

en faisant donc comrne pr&cddemment 

T c I 0 7 5 g ~ 0 ~ 0 8  ; 

K‘ 8’ c a4“,0083 ; I 88,754 ; 
et observant qw 

.on aura 

en 
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en siipposnnt vi= sz, on troure 

e 100,6a!2. 

Cette inclinaison cst trop considdrablo pour avoir e’chapp8 aux 
observations qui  n*ont fait reconnaitre aucune dtSviation sensible 
de l’avant-dernier satellite, du plan dc l’anneati, On ne peut donc 
pas supposer 21 nz’ une plus grande valeur; i1 y a m&me lieu de 
croire que la vBritable valeur est plus petite encore; ce qui PQ- 

raitra bien vraisemblable, si l’on considbre que la masse du plus 
gros satellite de Jupiter n’est pas tin dix-millibme de celle de la 
planhte, e t  que le dernier satellite de Saturne est trbs-dificile 
& appercevoir. 

37. Leg plans fixes auxquels nous rapportons les orbites des deux 
derniers satellites de Saturne, sont analogues 8 ceux auxqnels nom 
avons rapport6 les orbites de la lune et des satellites de Jupiter, 
dans le cliapitre I1 du livre VII,  e t  dam le no g de ce livre. 
Ces plans passent constamtnent par les noeuds de 1’6quateur et  
de l’orbite de Saturne,  entre ces deux derniers plans; les or- 
bites des satellites se meuvent sur eux, en y conservant une in- 
clinaison A-peu-prCs constante, et leurs noeuds ont un mouve- 
inent retrograde prcsque uniforme. Mais ces plans ne sent pas 
rigoureusement fixes; leur position vnrie par lcs mouveinens d e  
l’dquateur et de l’orbite de Saturne. DCterminons ces iiioiiveiuens 
ct  leur intliience sur les rnouvemens des orbites des satellites. 

Soit 13, l’inclinaison de l’dquateur de Saturne, Q. un plan fixe 
trbu-peu inclin6 Q l’orhite de cctte plant%. Soit TI la distance de 
son nccud desccndant sur ce plan, A tin axe fixe pris sur ce meine 
plari , et plus avnnc6 que ce ncrud, suivant l’ordre des signes. 
Soient encore, cornme clans IC: no 4 (111 livre V, A, B, C, les 
momens d’inertic du sph6roYtle de Saturne, par rapport Q ses axe8 
principaux, et nt  le mouvement angulairede rotation de ce spkd- 
roi‘de; on aura par le no citk, 

. r; de, (A+,R-BC) 
dt - 2 I I .  c 

rlzIr, ---.sin.O,= dt 

--- 

(aC-A-?I) . P. 
211 c 

M ~ C A N ,  C ~ L .  Tome IY. A &  
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I’ e t  P’ sont d6termin6s par les Equations 

Dans ces 6cpationcr, I, est la masse de l’astre attirant; P est 
sa distance au centre de Saturne; X, Y ,  Z sont ses trois coor- 
donnees, les deux premieres 6tant dans le plan fixe, e t  l’axe 
des X oh l’on fixe I’origine de I’angle q, &ant dirig6 vecs le 
nceud descendant de l’dquateur de Saturne. 

Nommons presentement A l’inclinaison de l’orbite de A an 
plan fixe, et A la longitude de son riceud ascendant, comptde 
du  nacud descendant de 1’6quateur de Saturne. Soient X’, Y’, Z‘, 
les coordonndes dc i5 rapporties h l’axc men6 du centre de Sa- 
turne au premier de ces noeude, et & deux autres axes perpen- 
diculaires B celui-ci, I’un dans le plan fixe, et l’autre perpen- 
diculaire A ce plan. En nomniant Y la dietance angulaire de 
l’astre L A yon nceud ascendant, on aura 

X’  = r.cos, Y ;  

T-‘ = r .  cos, h .  sin. Y j 

2‘ =r.sin. h.sin.v j 

On aura ensuite 

x= x‘. c08.A - Y‘ .  sin, A ; 
Y= X’ . sin. b -t Y‘. cos. A ; 
z = Z’. 

Partant 

X =  r.cos.A .cos. Y - P.COS. h.sin.A .sin.Y; 

Y s r .sin. A .  cos. v + r .cos.h. cos. A . s h y  ; 

2 . ~ 1  r,sin, h .sin. v. 

En ndgligeant donc les termes pdriodiques d6pendans dc l’angle vt 
on aura 
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ry 1' ' - 2' = - , (cosp. h - sin'.h .cos.'h) ; 

r' X Y =  - . sin'. A . sin. h.cos. A; a 

r1 XZ =--. sin. A . cos.h.sin.  A ;  

ra -. sin, h . cos. h.cos.  A ; a 

2 

!a 

YZ == 
on aura ainsi 

Ad, (A+B-aC) 31; -= -- .-. sh. 8, .sinp.A.sin.h.cos. A-cos. 4, .sin. A .COS. A.sii1.h 
dt 4n.C rJ 

Jl rc!sulte d'abord de ccs cxpessions, qur les satellites dont les 
orbites sont situdes dans le plan de l'dquateur de Satunie, n'ont 

(I.' d e ,  aiicune iiiflucnce sur les valeurs de 2 et de 7T;  car on a rela- 

tivement 8 ccs corps, A= 8 ,  ct A =aooo, ce qui rend nulles ccs 
valeurs. Les aiineaux pouvant &re consid&r&s commo la rdunion 
cl'une infinit6 de satellifcs, ct Ctant situ& dans le plan de l'&pa- 
teur ; ils ne peuvent influer sur ses moavemens; l'c5quateur de 
Satiirne ne  peut rlonc Btre sensiblement drSplacC que par I'acliori 
du dernier satellite et du  soleil. Relativcnicnt 21 ce satellite, on 
avait en 1787,  en prenant pour plan fixe celui de l'orbe de Sa- 
turne 8 cette Qpoque, 

h =  a50,223 ; 

A =  175",13L/,; 

e'= 330,333. 
On a ensuitc 

1', = A .  ma, 

mt Ctant ici le moyen mouvement du satellite et I; &ant sg 
masse, celle de Saturnc dtaiit pdyd pour iinitd. i:a valeur de 

est inconnue : nom supposeruns3 conformt?ment au no 23, 

> . < + !  

2 C - A - D  
c 

Aan 
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qu’elle est B sa valeur correspondante pour .la terre, cornme le 
rapport de la force centrifuge h la pesanteur b l’dquateur de Sa- 
turne, est B ce meme rapport sur la terre. Nous supposerons en- 
suite, que l’on a pour la terre 

et cornme on a par ce qui prickde, 

Q c 0,16597 ; 

et que pour la terre, gs= s3; on aura pour Saturne, 

2C-A-11-  -- - 0,0958a383 . a89 0,16597. c 
dY1 o n  trouvb ainsi pour Ia variation annuelle 71f- de q,, 

On a vu prCc6demrnent que A est au-dessous d’un deux-centibinc; 
CE.r - est donc au plus de 3a”, et il y a tout lieu de croire qyl’il dt 
est fort au-dessous, et qu’il n’excbde pas deux ou trois secondes. 

La valeur de x, d y l  duc A l’action d u  so~cil ,  cst A trks-pcu-pres 

Cgale h 0”,878, et parconsdquent, elle est insensible. 
I1 suit de l i  que le dQplacement de l’dquatcur de Satiirne sur 

l’orbitc de cette plankte, cst beaucoup plus lent que celui dc  
l’orbite du dernier satellite, et il est facile de s’assurer, par lcs 
Formules du second et du s c p t i h c  livre , que le c16placcment 
de l’orbite de Saturne, rapport& 21 son bquateur , est pareillemeiit 
beaucoup moindre que celui de l’orbite de ce satellite. Cela 
posd, reprenons l’dquation du no 35, 

dm.  cos. .m qdn . sin. zn 
c-- sin. w p - q .  cos.2n’ 

Cette &quation donne, en nggligeant le c a r d  de 9, 
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b Ctant une constante arbitraite. Ainsi , en n’apant point kgard 
aux quantitbs pbriodiques dipendantes de l’angle nn , l’iticlinai- 
son m de l’orbite du  satellite, sur le plan intermddiaire entre 
l’orbite et l’dquateur de Saturne , reste toujours la meme, mal- 
grd les variations de ce plan; ce qui est conforme A ce que nous 
avons trouvd pour la lune, dans le septikme livre, no 3. I,’&qua- 
teur de Saturne entraifle dans son mouvemeiit le plan intermd- 
diaire, et l’orbite du satellite, qui conserve toujours sur ce plan 
la meme inclinaison moyenne , avec un mouvernent rdtrogrado 
presque uniforme , mais cependant un peu variable, Q raison des 
variations de l’inclinaison respective de l’dquateur et de l’orbite 
de Saturne. 
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C H A P I T R E  X V I I .  

38. N o u s avons , relativement aux satellites d’uraiius, bcau- 
coupornoins de connaissanccs encore que par rapport & cciix dc 
Saliirne. Herschel est jusqu’ici le seul qui  Ics nit observds, et i1 
rCsulte de ses observations, cp’ils se mcuvent tous B pcu-prh 
dans urn m2me plan presque perpendiculaire ti celiii d c  la pln- 
nkte ; c’est doric le scul p116nomi.ne que noiis iiyoiis h expliquer. 

En nppliquant A ces corps, les forniules du chapitre prdc8dent ; 
on voit que l’action seule de la planhtc ne suAit pas poow mnin- 
tenir l’orbite du dernier satellite tlans le plan des autres orhites. 
Quoique I ~ O U S  ignorions la d u d e  de la rotation d’Umnus, il n’cut 
cependant pas vraisemblable qu’elle soit beaucoup plus petite qno 
celles de Jupiter et d e  Satnme. Supposons qn’elle soit la incme 
que pour Saturne; nous aurons par le chapitre pr&cEdent, 

162 7’“ K‘= K . - . -- 335 1=.u5’ 

Jci T’= 3068yoUri, e t  suivant Herschel, a = 91,008, d’oh 1’011 

tire 
K ’ z :  0,39824. K .  

L e  plan de 1’Cquateur d’Uranus Etant supposC L!I tr&s-peu-prhs 
perpendiculaire 2~ son orbite, et  A exprimant l’inclinnison mu- 

tuelle de ces deux plans; si l’on fait A’= - - A ,  Irdtantlademi- 

circonfkrence dont le  rayon est l’unitd; A’ sera un trt:s-petit 
angle, Soit 6’ E= - - 8 j l’kquation a 

T 

a 

‘iT 

I( .sin.nA 
K’ + I < .  cos. a A  

tang. 20= ------- 
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trouv6c dam le chapitre prtScdJent, donnera h. trks-peu-pr&s , 

or A--8, OLI &-A &ant l’inclinaison du plan stir lecpel se meut 
I’orbitc d u  satellite, l’orbite de la plan&, cette iilcliiiaisoii cast 

elle est donc irks-petite, si l’on n’a dgard qti*B l’action du satel- 
lite et  d’Uranus. L e  plan fixe coYnciderait dors B trbs-peu-pr&s 
nvec l’orbite de In planlte, e t  le dernier satellite cesserait, Q la 
longue, de se mouvoir dam le plan de 1’6qnateiir d’Uranus et 
des orbes des mitres satellites. Mais il peut Qtre retenu dans ce 
dernier plan pnr I’action des satellites int8rieurs. Pour  le fiiire 
voir, nous obververons que par le no 35, si l’on nornmc u IC rap. 
port du rayon de l’orbe de I’avant-deniier satellite, & ceIui de 
l’orbe du dernier; la valeur de K’ est augtneptde par l’avant-der- 

nier satellite, de la  quantitd . v i .  u’.  b!’), TIL‘ L!tant la masse cIe 
ce satellite, cn parties de cclle d’Uranus, prise pour unit6 ; et 

,V,” dtant ddtermint5 par les forrnulcs rlu 110 49 d u  second livrc. 

a est h trks-peu-pres i ,  par leu observations d’Mcrsche1, ce qni 
donne h fort pu-prt’s 

A 

2 

31 .1d lavaleur dc K’ est donc augment& tlc la qunntitd 
pose c e t k  quantit6 cfgalc 

. Si I’on snp- 
K , on aura 

K’ L 1,39824. K j 

et pnrconsequen t 
e=---- A ’ .  

G ,  3&// ’ 
l’inclinaison de l’orbite ilu dernier satellite, li l’dquateur d’Ura- 
nus, sera donc trbs-petite, 
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L a  durCe de lardvolution sydCrale de ce satellite est de 1o7jour’,&&/,; 

ainsi IC, relativement 2 i  Uranus, est &gal A 0,00000g235y87, ce 
qui ,  en supposant 

31 .m’ 
‘92 
-- - K9 

donne 
m’ = 0,000o572035 ; 

or cctte masse de I’avant-dernier satellite, e t  m&me une masse 
supdrieure, est trks-admissible; I’orbe d u  dernier satellite pent 
donc &re retenu dam le plan de I’Jquateur de la plankte, par 
I’action des satellites intkrieurs. Quant aus orbcs des autres sa- 
tellites, I’action seule d’Uranus su6t  pour les maintenir dans le 
plan de son dquateur ; car le rapport de K’ B K augmentant rC- 
ciproquemerit, coinme la c i n q u i h e  puissance du rayon dc l’orbite, 
il est, relativement A I’avant-dernier satellite , trente-deux fois 
PIUS grand que relativement au dcrnier ; ensorte que l’on a alors 

K’= 12,7437,  K j 

ce qui donne 
A’ 

0=”,743, j 

ainsi 8 est trbs-petit et insensibIe, 
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L I V R E  I X .  

LE s grandes excentricilks des orbites des coinctes, et leurs 
inclinaisons considdrables A 1’8cliptique, nc permetlent pas d’ap- 
pliquer aux perturbations quc ces astres dprouvent, les f;rmulcs 
relatives aux planktes, et qui ont &t! prdsentdes dans IC second 
et dans le sixitme livres. I1 n’est pas possible, dans l’dtat actuel 
de I’analyse, d’exprimcr ces pertnrliations par des formules aim- 
lytiques qui embrasscnt, comme celles des planbtes , uii iioinbre 
irid6fini de rholutioiis : 011 nc pcut lcs di[ci!niiier qiic par pnr- 
ties, et an nioycii de qundratures mCcanic~ues. T d i l  mc!thotlc du 
chapitro VTTI du second livre, est trbs-proprc 4 cet nlljct; car 
elk donne, par de simples quadratiires, les altdrations de chaque 
Clement de l’orlite supposde clliptique; et pour avoir A cliaciue 
instant le mouvemcnt (le la coini:tc, il suftit de snbstituer lcs 
Cldrnens aiigrnent4s de ces altdrntions , dans les loimules coniiues 
du mouvement elliptique. Je vais donc ici ddvelopper cctte niC- 
tliode , en sorte que ceux qui vondront I’appliquer nu niouvement 
d ’ m e  corn& t e  , n’6prouveront d’autre ernbarras que celui des substi- 
tutions numdriques. 

M ~ C A N ,  CSL. TomcIV,  B b  
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C H A . P l [ ‘ l ‘ R . E  P R E M I E R .  

1. S o I E N T ,  cornme dans le no 46 du second livre, x ,  y ,  z ,  
les trois coordonnAes de la comkte m ,  rapporties nil centre du 
soleil; soient z‘, y’, z’, celles clc la plankte perturbatrice m‘, et 
supp~soas,  comme dans le mkmc no, 

m‘ ..- m‘ . (.id +- yy‘ + zz‘) 
f 3  r/ ( I -.E)” + (y’ - y ) + ( z‘ - z >’ ’ R= 

r e t  I.’ dtant les rayons vectcurs de  m et de m‘. Heprtlsentons 
encore par I’unitG, la m a w  du soleil, et  faisons x + m c p ;  on 
aura par IC: no citd, 

[)am le cas ob R est nu l ,  ces equations appartiennent b uric 
orbite elliptique, comme on l’a vu dam lo second livre; mais 
la valeur de R &ant tr&s-petitc, si 1’0x1 nomme ds, d‘y, dz, 
les altErations qu’elle procluit dam les valenrs de x,y, z ,  reln- 
tives Q l’orbite elliptique, et si l’on nbglige lcs carrds ct les 
produits de ces alt8rations j les trois dquations prdcddentes donnc- 
ront les suivantcs : 
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f I  sufiit de satisfaire ii ces dquations; car en rbunissant les va- 
Jews  (le S.x, d'y , J\z, qi i i  y salisfont, aux valeurs de .T, y, 2, re- 
latives au mouvcmctit elliptiqric , ct qui renfermcnt six constnlitcs 
arbitraires j on aura les iiitdgrales complb~cs tlrs irnis bqiiatioris 
cliff6rentielles primitives du mouvenient de la conii'te. 

a. Coiisiddrons la valcur clc R dans les tlcux limifcs de la dis- 

tance de la comi:te au soleil. Lorsque le rapport de son rilyCJl1 
vectcur 21 cclui de  la planbfc, est. line trbs-pelitc fraction; la 
valeur de Cg) est trcs-pctite relativcmcnt i cellc c~c 5,  et le 
rapport $e la premikrc Q la seconde de ces clenx yaleurs, est da 

I'ordrc 7-. Dans cc cas, on peut considdrer h fort, peu-prhs R 
commc n u l ,  et IC iiiouveirieiit de la conihte, comme rllipticiiie. 

Si 5 e4t 1111 graiic~ nonibre, c'est-zi-cIirc, si la comhle est bean- 
coup plus loin du soleil, (pic In plnnEIc; en rddniuant nlors R dnns 
uiie skric descendante par rapport h r ,  et n6gligeaiit clans ccttc 

sLSrie, les termcs de l'ordre 7 ;  on aura 

I' 

I n  . 13 

I ILI  

I'6quation diff[i!rentielle cn 8.r dcvicnt doiic 

Les dquations diffLrenticalles en d'y et $2, donnent dvidemment 
des 6yucltions semblableu, Supposoiis luaiuterwnt 

6 x  = A x  + k c ' ;  

6y=Ay+A'y'; 
6 2  ;L= AI: + A'z' ; 

I l l !  I' .I' All  .I.' , 

et observons quc l'on a h trbs-peii-prbs, 

dP ,/J 9 ,a P -- - --=----- -_- 
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1'Equation diffErentielle en $LE donnera 

A'. z' A'. 2 3A. x 3A'. x . (zz'+yy'+zz') 
-I--- 

f 3  lJ rS o z - -  
rJ 

On satisfait A cette Bquation, en faisant 

m' A s = g ;  A'--'; 

d'x;=+. m'x+m'x:'; 

6y z: j  .m'y+nzly'; 
6x ;= 5 . m'n + 7n'z'. 

ce qui donne 

Ces valetirs satisfont donc ir 1'Cquation diff&enticlle en d's, et  
il est clair qu'elles satisfont encore aux Equations diffhentielleo 
en d'y et d'z. 

Le r4sultat prCc6dent est un corollairc fort simple du th6orbme 
que nous avons donnk dans le no IO du second livre. Suivant 
ce thCoremc, lorsque la comkte est dr une grande distance du 
ooleil, elk peut h e  considkrlle corrime dtant attirke vers le centre 
commun de g r a d 6  du soleil et  de la plan&, par m e  masse 
Cgale A la somme de ces trois corps; elle ddcrit donc alors A 
trks-peu-prks Line ellipse autour de cc point, et la force attractive 

qui la lui fait dgcrire est 
Tp 

r+6r  &ant, le rayon vec- 
teur de cette nouvelle ellipse, rcprdsentons par s+d'x, y+d'y 
et  z+ $2, les coordonndes correspondantes. On peiit supposcr 
cette ellipse entikrcment scmblable ti celle dorit les coordonndes 
sont x, y, z ,  et ddcrite clans IC meme temps. Pour cela,  il  
sufit que les forces attractives, dam les pointe correspondans 
des deux ellipses, soient entre clles conime r+6r est h rr  ce 
qui donne 

I + 7n + In' 

_--- l + m + m ' : l + T : r + c f r :  r ;  
( r f d r ) '  rp 

d'oL I'on tire 
d'r I 4 m' . r ; 
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Ies coordonnees de la nouvelle ellipse sont paconsdquent 

( I + % )  .x; ( I+$)  . y ;  ( I + $ ) .  Z. 

Ces coordoniiCes sont rapporties au centre cornintin de gravitc! du 
solei1 et de la planhte. Pour avoir ses coordonndes rapporthes au 
centre du soleil, i l  fatit y ajouter les coordonndcs de ce centre 
de gravit8, relativement au centre du soleil, et ces coordonndes 
sont Bvidemment nt.d, uz'y', m'z' j les coordonn6es de la comkte, 
rapportdes au centre du soleil, seront donc 

ce qui est conforrne B ce qui prCckde; et comme ces coordorr- 
rides renferment six arbitraires , elles satisfont complktemcnt aux 
Cquations diffGrentielleu du mouvement de la combte , lorsque 
l'on y suppose 

I /  7 R=----mf, ??a1 (xx#+yyt+iz~).(+-- . 
f 

Cela pose, soit g8n6ralement 

R' c R + $ + m' . ( x.z'+y/+ z i  (+ - +) 

S X G T  . X + m ' x ' = i = S ~ r ~  

rfy=z .y+77iy'+6y1; 

et 
m' 

in' 

rn' 
3 6 z  == - . z + m'z' + $z,  ; 

les thptions diffdrentielles en $2, d'y et $2, donneront 
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naris ces &quations, d’r, est ce que ilevient J r ,  lorsqnc I’on y 
change Ss, {y, 62, en SS, , $y19 $2,. Ces Qqi~ations nc dif- 
fhrent des Equations ( A )  qn’en ce que R y dcvicnt I?. 11 lles penvent 
scrvir avec beaucoup d’avanfage, pour le calcul des pertarbations 
de la combte, dans la partie sup6rieure de son orbite; parceque 
R est alors trks-petit. 

3. ConsidGrons maintenant les variations des kldmens de I’or- 
bite. Prenons pour plan fixe celiii de l’orbite primitive de la co- 
rn&?, cc qui permet de nkgliger le carr8 de z ,  cornine &[ant de 
l’ordre du carre de la force perturbatrice. En faiwant, comn1e 
d a m  le no 50 du second livre, 

71=e.sin.m; Z ~ - c . c o s . a ;  

e &ant le rapport de I’exceatricit& cJe l’orbite, au demi-grand 
axe; et m &ant la longitude du perihelie, cornpie de l’axe des .q 
on aura par le n* 64 d u  &me l i v e ,  

Ces deux c!quations donnent les valeurs de de et de dn; car on a 

de = dli . sin. ar + at. cos. c t ~  ; 

e ~ ~ ~ ~ h . c o s . ~ - ~ ~ . ~ i n , ~ ;  
et si pour plus de simplicit&, on prcnd la ligne mtzme des ab- 
sides, pour l’axe des x; on aura 

de dl j e r ? ~  = dh. 

Les kquations du mouvement elliptique donnent, par le ne 30 

du second livre, 
f n d t  $- t: - lip = u - e .  4n.u j 

rc=;a. ( I  - e .  c0s.u);  
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JH&+E est la longitutle moyenne do la comkte; J i i ~ l t + ~ - . - , ~ ~  
est son anomalie nioyenne; V-CCJ est son anomalie vraie, et u 
est son anomalie excentrique. x et y &ant les coordonnth de rn, 
si l’on prend la ligiic des absides pour l’axe des ahscisses, et si 
l’on compte Ies x du foyer vers le perilielie; on aura 

x II r . COS. ( Y-@) ; y = r .  sin. ( r-w).  

La seconde et  la trqivihe des Cquations prccddentes (0) donnent 
ainsi - 

x ;= u . COS. u-ae ; y = a . VI -ee. . sin. u. 

Si I’on nomine ensuito A l’inclinaison de l’orbite dc la planhte m, sur 
cclle de la corn&, et 3, la longitude de son nceud ascendant, 
cornpth <IC l’axe des absides; s i ,  clc plus, on ddsigne par P I  l’angle 
quc le rayon r’ fait avcc la ligne des nocuds; 011 aura 

r’. cos.>. COS. v -r . sin..), . co9. A .  sin, v‘; ‘ I  x‘ 
y’=r’.  COS.^. s in .~’+r’ .  sin.?. c o s . ~ I j  
z‘ = 7/. sin. A .  sin, d.  

La valeur do R donne 
m’ . x’ in‘. (x’ - . I  ) . ($)= / 3  -‘fJ> 

.f &ant suppost5 Cgal A r/ (xl-xja + (y’-y)’+ (2’-2)’. On a 
pareillemen t 

($) m’ . y‘ m’ . (y’-y 1 
r‘J - jJ ;* 

Cela posE, la valeur de dZ donncra 
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Par le n* 64 d u  second livre, on a dans l’ellipse variable, eten 
observant que fi  est B trhs-peu-pres Cgale A l’unitt?, 

1 d .  a -=2dR; 

la caractbristique difftkentielle d ne se rapportant qu’aux scules 
coordonnbes de m, En dgligeant le c a r d  de z ,  on a 

et 

>. .d (..’-..) dR=-m’adu.s inIu.  ( p - -  J” 
+ m‘adu . fx. cosI zd . {$-L‘i22}* f’ 

d’oiil‘oa tire 

da=2m’. a3du .sin.u. {.;$ -- J?} 
- 

-2rn‘. n ~ u .  r/ I--%. c0s.u. {$- cv‘--,v>l fd j* 

On a ensuite, 

et parconsequent 

N 6tant une constante. On aura donc ainsi les variations de l’ex- 
centricit4 et d u  perihelie de l’orbite, de son grand axe, et d u  
moyen mouvement de la comkte, 

Pour  avoir la variation de E ,  ou dc 1’6poqne de la longitude 
inoyenne; now observerotis que dans le cas de l’cllipse invariablc, 
la premiere des &quatiom (0) donne en la diffdrentiant, 

nctt == du . ( I -e . cos. Z L ) .  

Dam le cas de l’ellipse variable, on doit avoir la meme Cquatioi; 
par le chapitre VI11 du second livre; ce qui donlie 

de - dm E du . ( I - e . cos. u ) - r l e  . sin. u j 

u ne variant ici qw’A raison des variations de e et de m, au lieu 
que 

rln = 3an.  d R ;  

fndt Nt + 3J(ndt . fadR)  ; 
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dam le premier cas, il ne varie qu'h raison du temp I ,  

La troisibme des Cquations (0) donne, en ne faisant varier qtie 
e et  c i ~ ,  

En suhstituant pour COS.' I .  (v-m) sa valeur donnie par la meme 
Bquation, on aura 

da . ( I - C .  COS. U )  de. sin. IL du2=- .-----------. v z  I-e' ' 
d'oh l'on tire 

d i ~ .  ( I  cos. u)¶ &.sin.  u . (!-t-e*-~ coq. u)  . 
Cic-dm- c----- (/=-e.--- 1-8' ? 

bqnation qui ddtermine ds -dm , et parconsdquent la valeut de de. 
En inthgrant par des quadratures, les diffdrentielles de e ,  m, a, 

n, c ;  on aura pour uii instant quclconque, tous leu tS18meIis 
du mouvement de Is combte dans son orbite: on aura en- 
suite sa position, au moyen des dquations (0). 11 ne reste plus 
maintenant qu'k d6tenniner la situation de cetta orbitc. 

Reprenons pour oela lee Bquntions du no 64 du second livre , 

si ]'on nomme 9 l'inclinaison de l'orbite sur le plan des .z et 
des y ,  et 8 la longitudo de son m u d  ascendmtj on aura par 

"be mbme n*, 

a.(r-ea)=cl+c''+c'b. 

Lorsque l'an prend ponr plan fixe celui de l'orbite primitive ; 
c' et c" sotit ainsi qae z ,  de l'ordre des forces perturbntricesj 

MBCAN. C ~ L .  Tome ZY. CC 
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en ne‘gligeant donc le card de ces forces, et substituant pour R 
sa valeur, on aura 

or on a par ce qui prtScbde, 
I 

ndt L du . (1-e . cos, u ) ;  n1 L. ;;5; 

on aura donc 

En inthgrant ces deux bquations, on dkterminera pour un ins- 
tant quelconque, l’inclinaiaon de l’orbite sur le plan fixe, et la 
position de ses nauds. 

4. Le point le plus important de la thdorie des perttirbatibns 
des combtes, est la diffdrence de deux de ses retours cons6cu- 
tifs au perihelie; voyons comment on peut la. ddterminer, Pre- 
nons pour exemple la comkte de 1682, qui a repassk A son pe- 
rihelie en 1759. Soit T le temps cumpris entre aes deux passages 
au perihelie, en 1682 et 1759. On peut dktermiaer N d e  manihre 
qtae NT-w, * &ant la demi-circonfdrence*dont le rayon est 
I’unitC. On a par le no prdcdden t , 

n 3 N . ( 1 + 3 u .  fdn) .  

Si l’on fait commence l’intkgrale JdR B l’instant du passage de 
la cornkte, par le perihelie de 1602, ou mu9 fixons l’originc dn 
temps t ;  on pourra supposer 
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d'q &ant une arbitraire. Maintenant on a par le no prdcddent, 

v= frzdt +- € - rcif 
Y &ant l'anomalie iiioyenne de la c o m b ;  on aura donc 

Y= NI (1  $-69)+3rt. f(lvnt,f~R)$-h-LllcJ.-$-O(\E-.Ld\/lp)j 

$6 et Jar &ant les variations de 6 et de ar, depuis le passage au 
perihehe de 1682; 6 et m se rapportant ce passage. cum est 
nul  A oct instant, puisqu'alors Y = o ,  par la supposition. De 
pliis, on a suppose que t &ant dgal h T ,  Y= a #  e t  N T z a x ;  
on a donc 

o=d'a-d'a+d'g. N T + 3 a .  f(Ndt. f d R ) ;  

les variations $6 et Jcp, ainsi que la double inttigrale, &ant 
&endues depuis t=o jusqii'& t =  T, Cctte bquation donnera la 
rnleur de d'q, et parconsdquent 011 aura pour un instant quel- 
conquc, la valeur de n. Cctte valeur donnera celle du grand axe 

de l'orbitc, au moyen de 1'6quation no= 3 

b l'instant du passage au peri- 
lielie de 1759. Prcnons ensuite cet iustant pour l'origine du 
temps t j  nous aurons 

1 

Nommons N' la valeur dc 72 

VcN't3-6r-b~$.3n,.f(N"llt,JdR); 

$6 et d'm commenqant id ,  ainai que les intdgrales, 8 I'insfaat 
du passage au perihelie en 1759, et a, &ant le demi-grand axe 
de l'orbite Q cette 6poque. Les valeurs de 'cp, c, e, seront dd- 
terminbes par les observations de la combte, failes it la meme 
Cpoquc; car a, &ant connu par ce qui prdchde, Ia distance pe- 
rjhelie en ~ 7 5 9 ,  donnera la vdeur correspondante de e. Soit T* 
Pintervalle inconnu du passage au  perihelie en 1759, au prochaia 
passage par le perihelie. A ce dernier instant , Y = ~ R ;  partant 

NT+ $6 + 311, .J(N'dt. fdR).= 3% j 
lcs valeurs de $6 et de d'm s'btendant cornme les inthgrales, de. 
puis 1 1 5 0  jusqu'8 t =  X'. Cctte equation ddteminera %* 

C c a  
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On peut faire disparaitre dam ces expressions, les doubles in- 

tdgrales, en observant que 

3n, . f (N'dt . f d R )  cc 3N't .J;t,dR - 3~2, . JN't . dR ; 

en marquant donc d'un trait horizontal place au-dessns , les quan- 
tit& &endues depuis le pcrihclie de 1682 jusqu'k celui de 1759, 
et d'un double trait cel la  q i i i  s'6tendent dcpuis le perihelio de 
I 759 jusqu'au prochain peribelie j l'expression prdcddente de n 
donnera 

_. 

N'T- =?C- $6 + r m  +. 3u .J'Nt. dR. 

Cette Equation ddterminera N', et parconsdquent a,. On aura 
ensuite 

L----= I - - - - -  
jV'. (T'- T)= d's - d'r  -.. d'a + dm- 3N'T'-Jh,dR 

--- - 3 n  f N t .  dR + 3(r1 -1ill'r.m j 

&quation qui  dkterminera la diffirence T- T des deux rbvolu- 
tions anomalistiques de  la combtc. 

5. Toute la difIicult6 se rdduit donc ir &terminer numdrique- 
ment les altdrations des dIEmens de l'orbite, Nous avons ddjh 
observd que I'on ne peut y parvenir que par des quadratures md- 
caniques, et I'analyse fournit pour cet objet divers moyens. Je 
vais exposer ici la formule qui  me paraEt la pliis commode et la 
plus simple, et pour cela, je vais rappcler en peu de mots, le 
piincipe de la th6orie des fonctions gtindr(ztrices. 

Soit u une fonction quelconque de t, et supposons qu'en la d& 
veloppant suivant les puissances de t ,  on ait 

u=Y(*)+Y(~) .  1 +y("). t ' + ~ ( ~ ) .  t3+etc .  ; 

ZL sera la. fonctiongdndntrice des divers coefficicnsY(O),Y('),Y('), etc, 
11 est clair quey'l) &ant le coefficient de t', dans le dbveloppe- 
ment de u , il sera le coefficient ind6pendant de t ,  dam le d6- 
vcloppement de j 'or on a 



S E C O N D E  P A R T I E ,  LTVRE:‘ IX.  205 

J,e coefficient independant de t dam u.  (i I) et Bvidemment 
.~~“)-y~o), ou A.y(O), la caracthristique A &ant cellos des diffd- 
rences finiea I1 est visible encore qn’en considdrank u .  (i 

I )  
comme une nouvelle fonction gdndcatrice ; son d6oeloppement, en 
n’ayant point dgard aux puissances negatives de t ,  sera 

A . y ( O )  -+ A .,y(’). G Ifi A .Y(~). ts + A .yc3). t3 + etc. 

De 1A il suit que le coefficient independant de t ,  dans le (16- 
vdoppement deu.(~--i).($-x), ou u.(~--~)’,estA.~(I)rnA.Y[’), ‘ 

ou AD.y@). En suivant le m@me raisonnement, on voit que IC , 

coefficient independant de t ,  dans le ddveloppement de u ,  (+-I)’, 

est A3.yC0), et  ainsi de suite; 1’Cquation (;) donnera donc, en 
repassan t des fonctions gCndratrices aux coeficiens 

- -- 
yc’> =p+ i. * ,y‘”,+ z.i--1. *s .yco> + i * - * I .  - a .A3 .yco)+etc. 

1 .P 1.2.3 

Quoique cette expos ion  de y(Q n’ait dt8 concluo qu’en suppo- 
sant i tin nombre entier positif; cependant on l’dtend b une va- 
lcur quelconque de i, Alors y(‘) est l’ordonnde d’une coiirbe pa- 
rabolique dont l’abscisse est i, et qiii passc par les extrdmittis des 
ordonnkes kquidistantes y(’), y(’), f’), etc. ; I’intervalle qui ies 
s6pare &ant ici pris pour unite. Quelle que soit la nature de la 
courbe que l’on coiisidkre ; on sait quc chacun de ses arcs trbs- 
petits peut elre pris pour uii arc parabolique dont l’ordonndc fl? 

est exprimde par une sdrie de puissanccs successives de l’abscissc, 
comptdc depuis l’origine dc l’arc, Les coefliciens5de ces puissances 
devant &re GTCterminCs de manithe que la courbe passe par les 
extrdmitds des ordonndes voisines f0), y c l ) ,  etc.; on aura Bvi- 
dernment l’expression pricddente de y(’). En In multipliant par di, 
et en l’intdgrant depuis 2-0 jusqu’h i = r  , on aura 

f i C l > .  di=y(”> f 4 .  A .y(*)- & , As.y@) + 5 ,  A’ .yro> - ;:*. A4 .J‘”> + J Y V  -.?-. ~5 .y(o)- ZRJ- r.,ru*AG*)l(*) 

$. etc. 

Ce sera l’aire de la courbe, comprise enfrey(O) etyC*’. L’aire corn- 



A' .p) $- ai .fl). . . . . . $- A'. y("-'? A .y(") - A , y ( o )  ; 

et ainsi de suite; partant, 

fycl). di E= a . y(.) + y") + y("). . . . . + y C n - O + +  ,yW 
- -  I 

4 5 . (A'.y("' - A' .y'")) 

.{A a~("' - A .y("'} 

- -rg- ., a ,, . { A3 .J'"' - A' .r'"} 

X I  

+ $F . { A4 .yQ"' - A! .y'"'} - - 8 6 3  , { A5 ,y(") - A5 ,y(")} 
6 0 4 8 0  

+etc4 

Les valeurs de A .yen), A' .yen), efc. ddpendent de yen+'), y("+*), etc, 
et 1'011 est cens6 n'avoir calculd que les ordonn6es y("),y('). . . .y("). 
Pour rCsoudre cette difficultb, on observera que le coefficient de t("), 

dans le ddveloppemeiit de la fonction u.  (i - I)', est A'.y("); or 
on a 
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Le coefficient de t", dam lo dbvelowment de u , ( ~ - t ) f  est+ 
n6ralement At .y("y). L'6quatidn .prtScddente donna donc, en reb 
paasaht des ,fonctioni!i gdnhatcibeg 'aux coefficiane,. 

6. Pour appliqucr la formule ,(PI aux vmiations des &?mens 
de l'orb'lte de la cornkte, on prendra pour abscisse l'anomalie 
exccntrique de la cotdte, que nbus avom ddnignekIpt?e&emment 
par u j et si l'on represente par Q.du la variation diffiendelle 
d'un des QltSmens de t'arbjte, oh-!e+ verier u de degrd en de- 
gcd , et l'on dCtermi&ra l i s  bcileurs 'rbrrespondantes de Q. En let 
dCsignant pas Q('), Q!". , , ,Q$)J! formule CP>,@mnera la va- 
leur $@.nu, ou la variatidn de 1'ClrSment de l'orbite, cormyon-, 
dante ii IR variation rupposde dam l'arc de I'anomalie excen- 

si&& daridicotte <fix- 

cmb# &et d,& rninim#rq& Sa disdaAcqrhI,la lpktn&te pertur- 
batrice, ce qui rend fort considthbles lea valeurs de),:& par 
c&t@itient ceHcs'-&e Y&,il haubtay& d p r d  BIIX diRt5rerices sui- 
vantet; il sera &me utile hots dt? diminher ~ l v i n t e r d d  qui stS- 
pare les coordonnCes dcpidistantes, . &i faisitit ywim Can-omalie 
excentrique de demi-degrd en demi-degrt. 

.\ triquei, L e  p1;8 muvrt?ltl't', kt aafllh & 
mule, que la premihre diffdrence vets les pdints oh la 
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7. On a vu dans le ne I , que la  partie la plus sensible des per- 

Curbations d:una combte , peyt Qtre exprimde analytiquement , 
lorsque la c o d t e '  est coneid&rablement Bloign&e de la planbte 
perturbatrice, ou lorsqu'elle est dans la partie supCricure de son 
orbite, ce 'qui donne un moyen A-la-fois exact et  simple, de cal- 
culer ces perturbations. 'Nous allons developper par ce moyen, les 
,tra+tions ,* cqrqspondant?! &s evrneps, de l'orbite, 

iR+enops 81%sjpressi6n da &j 

on .rt 'qu dans le no cit6, :4ue..'X est: pcu eohsidkrable relative- 
ment 4 l'autre partie de,R,.19rsque 10 rayon vecteur r de la 
comkte' est beaucoup plus grasd . L que I. eelui de la planbtc-perturba- 
trice. Par  le meme no, les perturbations clk 'la c'omete, dues 8 
cette derriibre partie de R sbnt reprdsentees en 'supposant 

f t '  r.1 
J+X i + . d x  + ~ T L ~ Y .  * 2y + .my + fiy; I PZ &~,rn',i + m'n'. 

Cela pose ,' op a par le no 64 dwsecosd livm 3 t  en. hd&igeant le 
c a d  de g.3) 

Si 1'6'n substittle pdhf 4'x 
on aura 

6' , dk j &urs valeun PrMdehtes; 
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Cef te valeur de $ 1 2 ,  augmentfe d’une constante arbitraire , ex-  
prime I’altdration dc li , due A la parlie de R ind8pendante de &’; 
clle doit donc resulter de l’intcigration de l’expression prcZctidente 
de dh en y substituant pour R la fonction 

o’est en effet ce cpe le calcul confirme d posteriori, en obser- 
m‘n: n i . d  1 dd,c vant que l’on peut supposer i c i 7 ,  - , efc. &gaux A-nz .27, 

- !?l. .--- , ctc. Si 1’011 subsfitue dam cette valeiir de $ 1 2 ,  
r’ I 

‘ d1W 
dtx 

d r‘ xdxdy ; om aura dt.- 7~ +.f au lieu de - - 
(.CY‘ - r‘y) - n a ‘ d d .  (,;$ -ydr) 

(1.r . (zdy’ - y‘tl r + .ddy - ~ r i  1 ‘ ) - in‘. ., -. tit. 

,T1 suit de l i  que pour obtenir la variatioii de i t ,  depuis un 
p i n t  doniG de l’orbite jnsqa’h un aiitre point, duo h 13 partie 
de R independante de B’; il suflit de retranclicr la valeur r l u  
second inembre de 1’Cqiiation prCct5dente dans le preinicr point , 
de s a  valeiir dans IC second point. 

Si l’on changc dans I’bquation prCccidente, It en I ,  .rl cn y , 
2‘ en y’, et r6ciproqueitieot ; 011 aura In variation de d ,  due it la 
parlie de R ind8pendante de N’, ce qui donne 

Sh=m’. (h++m‘x. I-* 

En retrmchant la valeur du second membrc de cctte Bquation, 
dnns un point do11116 de l’orbite, de si\. vnleiir (Inns ti11 autre point; 
on aura clanscet intcrvalle, la variation de Gdue ii la parfie de K 
indipendante de H’. Leu variations de h et do d ,  donnent cclles 
de e et de m ,  eii observant que l’on a 
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On a par le no 64 du second livre, 

cc qui donne 
J’a _- atJ’r+adx.d8xfady.d6y 
u‘ 1% 

En substituant pour $5 et d’y, im’x+m’x’ et -77J 7n’y+m’f; 
on aura 

dte 
-- 

Si l’on substitue dans cctte Cquation, nu lieu de !-, sa va- 

leur - - --; on aura 2 1  

r 

1 De 1A on conclura d‘n, au moyen de 1’Cquation n ’ t  ;;” qui donne 

et parconsdquent 

En retranchant les valcurs dc $a et de d‘n, i~ un point dona6 de 
l’orbite, de leurs valeurs B un autre point; on aura les varia- 
tions de a et de n, d a m  cet interralle , dues A la partie do R 
inddpendante de 2”. 

Pour avoir la variation de l’anomalie moyenne, due ii la m&me 
partie de R ;  on observera que cette variation est dgafe 

JXn.dt+dk-Jm. Nommons Jn la  valeur entiEtc de a n ,  au 
point de l’orbite, oh ?’on commence Q considCrcr dpardment 
cette partie de R, c’est-A-dire , la valeur de d’n, qui rdsulte des 
perturbations antdrieures; on aura en faisant commencer ici IC 
terns t , Q ce point, 

J;‘ 12 . df + $6 - J’TZ d T  . t . +JJ ‘n . dl + $6- d ’ ~  
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$'n ktant la variation de n, depuis le point dont il s'agit, due 
B la partie de R indEpendante de R. OA a par le no 3 ,  

et le second membre de cctte Bquation est 6gal 

ndt &ant par IC no 3 &gal i &.(I-ec0s.u). On a par ce qui 
prbckde, 

h - 0 ;  $ h = e . & r ;  I = e ;  d'JEd\e. 

DBsignons par 7n'nq, la valeur de !'expres+ion pr8c6dente de 8 ~ ;  
B )a nouvelle origine que nous avws assignee au terns c ;  on 
aura 

$'n = 6n - ninq ; 
en substituant ensuite pour 81s et $1, leurs exprcssions pr&& 
dentes, on trouvera 

m' . ( XY'-Z'Y) 611. ( I - ecoa. 1L). 'n . dt + be-A' ID == - nt' . "Q . t + - 
a=* v7zF e .  

- 
$1. sin. u . .( s - d - e .  cos. u ) 

1 -ey 

$d 
- + COQLtmte.  

Si I'on retranche la valeur du second membre cle cetfe +a- 
tion, h la nouvelle origine de t ,  de sa valeur B un autre point 
de l'orbite; on aura la variation de Panomalie moycnne dam 
cet iatervalia, due h la partie de €2 indtSpendilnte de K. 

Pow majy le9 variatioao de I ' indwrnn de l'orlilc et du 
nEud, dues B la meme partie de R; m doit observer que par 
le no G4 du sccoxld livre, on a 

Z'JZ - 2n.l: , c"= -.- y& -3, 
dt-- ' clt 7 

&-'- -.- 

nd 2 
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cc qiii donne 

Si I'on substitue pour $n , $7 et d'n, respectivement + m'x+m'x', 
+m'y+m'y', -j; m'z+m'x'; on aura 

( X ~ L '  + x'& - Z ~ L '  - z'dx) 
dt -; 6c' = 2m'd + m' . 

am'c" 

c' et c" sont ou nuls ou de Observons maintenant que z ,'x, 
l'ordre des forces perturlatriccs; en nkgligeant donc le c a r d  de 
ces forces, on aura 

(12 

( sdz' - dd,r ) . 
7 Sc'sm'.  -- dt 

d'c"=m'. (ydd - z'dy ) , 
lit 7 

kquation d'oh l'on tirera par le no 3 ,  les variations des i n c l i  
naisons de I'orbite et d u  nceud, dues A la parlie de R inddpen- 
dante de R, dans la partle de I'orbite que l'on considkre. 

8. On aura Ics variations des Cldmens de l'orbite, relatives & 
la partie R de R, par les formules des nos 3 et 4, en changcant 
R en R', dans les expressions de dh ,  d?, d.:, dc', dc", et en 

les intdgrant par des quadratures. Dans la portion sup6rieure de 
l'orbite , R' &ant fort petit, les valeurs de ces int6graleu seront 
aussi irks-petites; mais dans cette portion 03 il est avantageux de 
partager ainsi R en deux parties, on peut dCterminer sans qua- 
dratures et par des sbries convergentes, les variations des dltSrnens 
de I'orbite correspondantes d R'. Reprenons pour cela l'expression 
de R' du no a. En la developpant en sbrie, on aura 

ar' 14 r7 
A' =- - i . rn' . -.--e - ; .m' .  1 - e t c . ;  

m' . r" (,r.d+yy'+ zz'- ; 4%)' I (.r-.'+yy'+ zz'- f 
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5 L r . COS. Y j y c r . sin. u ;  z=o ; 
or on a 

tZ.(l-P) . 
1 +e.cos. (v - - .a ) '  

r c  

on a ensuite x', y', z', en fonctions de sinus et de cosinus de V' 

et. de ses multiples. En substituant R' an lieu de R, dans les 
cxprcssions difft?rentiefles des &mens de l'orbite ; en ddvelop- 
pant ces expressions, et  en observant que par le no 16 du second 
livre , 

rndv i dt . f a . (  I -e*) ; 

r'Vv = dt' . )Tat. ( I -dn) j 

la partie de chncune de ces expressions diffdrentielles, corres- 
pondante & R', sera exprimde par une suite de termes de la 
forme 

- 

€3. d d .  cos. ( i v  + ild+ A )  , 
i ct i' &ant des nombres entiers positifs 011 negatifv, et H et A 
ktaut des constantes, L'intdgrale de ce terme est 

coastante + 
1 ;s I€ . sin. (iu+i'J+ A) --H. 7 . dv.  cos. (iv+i'v'+ A 1. 

Si l'on substitue dam ce dernier tcrme, 

il devient 

i H . 7 .  

Ce terme est 

I 

pour civ, sa valeur 

beaucoup plus petit quc l'inttigrale 

€I.$h' .  c o s . ( h ~ + ~ u ' + h ) ,  
1' lorsque est une petite fraction; il est encore dimiiiu8 par le 

Eacteur - - - - car ((I-e) est la distance perihelic de la ~2*( , -&j'  
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comkte 
tivement aux trois planCtes supkrieures. L’intCgrale 

et cette distance est beaucoup plus petite que a’, rela- 

FI ./;ty’. cos. (h+i’v‘+ A )  

est donc A fort peu-prks &ale la constante + Z.sin.(h’+i’Y’+A).’ 
Pour avoir m e  valeur encore plus approchke de cette intigrale; 
il faut retrancher de sa premibre valeur, I’int6gsale 

H 

En substituant au lieu de $ sa valcur 

et observant que e‘ est trbs-petit ; on ddveloppera cette inGgrale 
dam une suite de tomes de la forme 

H‘ .J&‘. sin, ( sv + s’d $- A , 
et l’on intt5grera chacun de ces termes, par la m6thode que nous 
venom d’exposer, On aura ainsi d’une manihre fort convergente , 
la valeur de 

H./~d.sin.(2v$-~‘vf-/- A ) ;  

et parconskquent, on aura par des formides analytiques, les va- 
riations des kldmens, dans la partie eeupchieure de  l’orbite. 
9. On pourra donc , par Ies formules prdcbdentes, calculer leo 

perturbations que la combtc de 1759 a dprouvdes d a m  ses rdvo- 
lutions guccessives, et prhdire son prochain retour : on proc6- 
dera de la manikre suivante. On comrnencera par discutcr de 
nouveau et avec le plus grand soin, les observations de cette 
comkte, clans ses deux apparitions de 1682 et de 1759, et l’on 
dkterminera les 6IEmtsns de l’orbite Q ces &ux bpoques , en la sup- 
posant une ellipse dont le grand axe rdpond A la dude de la re- 
volution de 1682 B 1759. En partant ensuite des &limens de 1683; 
011 d4terminera par ce qui prhcbde, les al~&rations des ElBmeno 
et de l’anomalie moyenne, dans les trois premiers quarts dc l’uno- 
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malie excentriclue, ou depuis u = O  jUSqLl’& U =  300”. Pour le der- 
nicr quart, il est prdfdrable de remonter de 1’6poque de 1759 & 
I’extr8mitd de ce quart , ce qui revicnt B fixer l’origine de l’angle N, 
a i  perihelie dc 1759, et h remonter vers 1683, en faisant u ng- 
gatif, et en partant des dlemens et de l’dpoque observes en 17%. 
Dans le premier et le dernier quart de l’eilipse, la conikte est 
plus prhs des planbtes pcrturbatrices, et surtout de Jupiter, 10 
plus considirable de toutes, que dans le second et troisieme quart; 
il  importe done d’avoie alors, lo plus exactement qu’il est pas- 
sible, sa position et sa distance B ces planbtes dont les attrac- 
tions peiivent changer d’un grand nombre de degrds , leurs Blon- 
gations 8 la combte. Pour plus d’exactitude encore, on pourra 
ealculer de nouveau les alterations des dldmens et de l’anomalio 
moyeiine, depuis I & ,  en employant le grand axe correspondant 
21 cette dpoque, et clue l’approximation prbddente aura fait con- 
naftre. On pourra ensuite, A a50 degrds d’anomalie excentrique, 
employer les Clthens de la nouvelle ellipse qui correspond hmtte 
nnomalie, et calculer par son moyen lcs alterations yu’ella 
dprouve depuis 250 jusqu’b 50’ d’anomalie.‘On rectifiern de nou- 
vcati l’ellipsc A cette Cpoque, et l’on calcalera dans cette ellipse 
airisi rectifide, les perturbations dcpuis 50’ jusqn’A 100’. On rec- 
tifiera de la meme manibre l’ellipse findamentale ii 1000 et R 200n, 

et l’on ddterminera lcs perturbations juequ’Q 500” d’anomalie ex- 
eentrique. En partant ensuite des &le mens et de l’dpoque de I 759 , 
et rectifiant l’eilipse --!id, -50” et - rooo , on aura les al- 
terations dans le dernier (par t  dc I’anomalic excentrique. On 
aura donc ainsi, par une seconde approximation et  avec beaucoup 
d’kxactitude, les perturbations de la combte, depuis 1682 j11s- 

qu’en 1759, O n  fera les m$mes opimtions depuis 1759 jusqii’au 
prochain perihelie ; mais comnie l’instant chi  pawage ir ce derder  
point est inconnu; lorsqu’on sera parvcriii a ~ o o ” ,  on rectifiera 
l’ehipcle de 250 en 250 jiisqu’Q, 400”. Ces cnlcnls faits avec soin, 
doivent donner, B q~ielques jours prks, I’instarit du  passage de 
la coinBte B son prochain perilrelie : la seule incertitude qui puisse 
exister est relative A la masse de la plnnbte Uranus, ct  l’obser- 
vation de ce passage sera l’un des nioycns les plus propreo A Is 
dt? terminer. 
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C H A P I T R E  1 1 .  

Io. C m s m k ~ o N s  maintenant le cas oil la comkte approc~ic 
trbs-prCs de la planhte pertnrbatrice. Si cette plancte est Jupiter, 
la comhte peut en dprouver une action beaucoup pliis grande que 
de la part du soleil, et cette action peut entibrement changer 
les d l h e n s  de son orbite. Cc cas singiilier , qui  parait moir eu 
lieu reliltiveme~it 3r la premihre: combte observde en 1 7 7 0 ~  mcrite 
line attention particulit.re. 

On a par le chapitre prCcCdent, les six dc-juations suivanfes : 

ddt 2 nr'z' m'. (z'-z) 
0 = - +( x+nz) . -p + -p- - ---- 

dt" f "  ' 

Supposons 

x - x ' = x , ;  y - y k y , ;  z - z k z , ;  
les 
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1c0 six kquations pr6cCdentes donneront les trois suivantes: 

Dans ces Cquations x , ,  y,  z ,  sont les coordondes de la co- 
d t e ,  rapportdes au centre de gravitt5 de la plaubte, e t  .f est la 
distance mutuellc de ces corps. Si l’on supposej‘ assez petit pour 

l’emporte considdrablement sur les termes dipendans de 
I’action dusoleil; on pourra, du moins dam line preniikre approxi- 
mation, iiBgligec ccs decniers icriucs, et alors les trois Cquations 
prCcCdenles donneront le mouvenient elliplique de nz autour de vi. 
La diffdrence des actions du soleil sur la comkte e t  la plaiibte, 
est une force perturbatrice de ce niouvement : elle est, relativc- 
inent B l’action - de la plan& sur la comhte , de l’ordre 

j’ Titnt que cettc dernibre qnantit6 sera peu considCrable; on 
iiii.’ 
pourrn., sans erreur sensible, supposor elliptique IC niouvement 
relatif de In comkte autour do la plaiktc. Imsqn’au coritraire 

cette quantit8 sera fort grande; on pourra n6gliger n-z:, rclative- 

ment Q ;5, et considdrer le mouvement de la conikte autour dit 
soleil, corxitne elliptique. Cc n’eut donc qu’entre ces dcux Btats 
qu’il peuty  avoir dc l’inccrtitude; mais vti la rnpiditd du mou- 
vement dc la combte, l’intervalle de tcms qui  +are ces deux 
&tats, est si petit, qiie l’on pcut saris erreur scnsible y co~isidd- 
rer 2i volontc! le mouvenient de l a  coinbtc, ou comnie elliptique 
autour de la  plan&, ou cornme elliptiquc aiitoiir du soleil. Ce- 
pendant, pow fixer avec qiielque prdcivion la liiiiite cn-cleqA de 
laquelle on peut considdrer le mouvernent de la coinbtc c0111me 
elliptiquc autour de 13 planBte, et aii-delA tlc laqiicllc on petit 
I’envisuger cornme e1lipLique ailtour dii soleil j voncevons la CO- 
pi& situde entre la planbte et  le soleil, L’action tlu solcil sur 

m+m‘ 
<IUe -7‘- 

m‘ 

J” ’  

7- 
1 

M ~ C A N ,  C ~ L .  T ~ m e  IV. li c 
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1 nd la. coin& scra r.; celledelaplancte sur la  combtc sera -* il fane 

donc qu’au-del& de la limite que nous supposons ii l a  sphkre tl’ac- 
La diffd- tivitQ de la planEtc, T l’emporte beaucoup sur - (f -r)”’ 

rcnce des actions du soleil sur la comkte et la planktc est 
1 1 2(r’-r) . ---- on a A trts-peu-pr&s .3 . en-de+ de l a  litnite cettc 

‘2 ,/A 7 I 

quantitd doit &re fort petite relativemcnt A - (f -r)” On satis- 

fera A ces deux conditions, si l’on suppose - moyen propor- 

(‘er), ce qui donne pour le rayon r’-r ~c tionnel entre - et a .-- 
l a  sphErc d’activit6 de la  p1ani.k 

(J-r)“ 

1 m.‘ 

m’ 

nir 
(J-r)’ 

1 

r‘ P 

1- 

r r - r = r . f + . m ’ a .  

L’erreur sera cl’autant moindre , que la masse de la plankte sera 
plus petite. O n  peut meme beaucoup augmenter le rayon de 
cette sphijre , sans qn’il en rcSsulte d’erreur sensible. J h  effet si. 
l’on reprend la  premibre des dquations (Q) , 

.z’ .r on voit que IC termc - ,‘i - - /,l 9 n’ajoutc A la  valeur de x ,  quc la 

double intc!gcaleJJ&’. (: -.I 5); or cette double inldgrale est 

trks-petite , lorsqu’elle ne s’dtencl qu’B une valeur de t lieu consi- 

c l h b l e ;  car la fonction - - est fort petite, 3’ et r’ diffirant 
trks-peu de x et (le 7’. On peut donc, clans le calciil dos pertur- 
bations d’une comktc qui  approche trhs-prks d’unc planh~e,  sup- 
poser A la plantte unc sphhre d’aciivitb dans laquelle I C  inouve- 
ment relatif de la comktc n’est soulriis q u ’ A  l’a~traction de la 
planhte, et. aix-delh de laqiiellc le iriouvemcnt absolii de la co- 
mkte antour du soleil n’est soumis qu’h l’action c h i  soleil. 

I I .  Ddveloppons cette liypothkse, ct cldtcrminons les noaveaux 
C l h e n s  de l’orbitc de la comkte au sortir dc la s p l i i ~ e  d’attrac- 

x .d 
r fJ  
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tion de la planhte. Pour cela, commenqons par (Merminer Ieo 
Bldmens de I'orbite relative de la comkte aiitour de la planbtc, 
dans cette aphbrs d'attraction. On a par le no 18 du second livre 
les sir Pquations suivantes : 

- -rEyl-Y,.d~t; &= x l  . dz, - z, .'drt'. c: J ,  . dz, ';;; z I . . 
CI - dt dt ' Y ? 

m' am ( dx: + dy + dz' ) . 
- 7  

-- 
dl" m y - - .  

J 
c, ,  c',, e'', I t , ,  t , ,  a,  &ant des constantes arbitraires. Si 1'011 

nomme 0 la longitude du nccud ssccndant de l'orbite relative, 
comptbe de I'axe des xI,  et cp l'inclinaison de cettc orbite sur ]e 
plan des 2, et des y,; on aura par IC no 19 du second livre , 

flq + c"' 
1 .  

C:' 

c c ,  ' tang. 8 =T ; tang. 7-- 
I 

c, ,  c: , cy Qtant donnQs par ce qui prdcbdc , en fonctions des 
$2 5 h l'enttde de la com&te dans valcurs Jc J, t yl 9 'I9 dt' d i  dt' 

]a spIli*re d'activitc! de In planEte , valeiirs qiii sont supposdes con- 
Dues; on connaitra donc ainsi les valeurs de 8 et dc Q. 

Si l'on nomine cnsuitc I la longitude de la projection drr pea 
tihelie, on aura par le r n h e  no, 

h tang. I = +  
1 

a, ktant IC demi-grand axe 
Ona ensuitc par IC no citd, 

il sera donne par cc qui prdckde, 
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ce qui donne l'excentricitd e, .  Ainsi l'on aura tous les Bldmeas 
de l'orbite relative de la comkre, 

Rapportons maintenant Zes coordonn&es x, et y,, k la ligne des 
nceuds, Soient x', , y', , z', ces nouvelles coordonades j nous aurons 

x', II x;. c o d  +y, sin.# ; 

y' =y, * cos.9 - x ,  s h d  

2' c. 2,. 

Rapportons ensuite les coordonnkes x: et y' au plan meme de 
l'orhite relative. Soient x': et y': les nouvelles coordonndes; nous 
aurons 

x:-d,  j 

y: . cos. Q s y :  ; 

z, =y" . s i n . p  

Eafin rapportons les coordannees d' et y" su grand axe et sup. 
posons que ar soit la longitude du perihelie cornpi& de 'la lignc 
des noetlds; nous aurons en nommant xw et y* ks n o u v e k  coore 
donn6es a 

zw c- z" .cos. m +y". sin, a~; 

yf: =T". cas. m - xy sin. rpj 

I 

I 

Ces diwrses Cquations dclnnent 

z".cos. Q = 5,. {cos, @.COB. B.cos. $-sin. (P. sir1.0) 

+y,. (cos.w.sin. 0 . ~ 0 s .  q +sin.m.cos.O) ; 

r : . cos .q  =y,.(cos.~.cos10-sin,~.,sia.8.cos.rp) 

- x, . (cos. m . sin. 8+ sin. ar . cos.8. cos, 9 ). 

O n  aura donc ainsi les valeurs de x* et ye relatives A j'enfrc'e 
de la comkte dans la spkibe d'activitd tie la p~iltli.tc. On a i m  
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dx: 
pareillement, en diffdrentiant ces dquatioas les valeurs de 

et de z, relatives & 
dy entree- 

Les dquations prkckdentes donnent encore 

2, = zm. ( ~ 0 9 . ~ ~ c o s . 6  -L sin.m.sin.8.cos. c p )  
I 

-y*. {sin. ar.cos.8 + cos.mtP.sin.O.cos. c p }  ; 

+~~.{sin.a.cos.e.cos.cp+cos.m.sin.C)}; I 

1 

y,  -ym. 1 {c~s,a.cos, 9.~0s. cp-sin. a . s in .  19) jjl 
z ,  =yy. cos,ar.sin. cp + f.sin.m.sin. cp. 

- -  
Si l’on dEsignc par x ,  y ,  , 7, e ! ~ .  les valeurs de x , y, , .T;, eft, 

A l’entrdc de la comkte dam la sphBre d’activitd de la planbte, 
et si l’on ddsigne par Ics memes lettres surmont6es de (1e11x pa- 
rcntlihses , Ics memes quantitds B sa sortie; OP aura dvicielumout 

Au moycn de ces Equations, on nura d’abord les vaIeurs de - -- 
= 5 2-7 zy7 

,y , , - ,  I , en fonctions des valeurs de x ,  , y , ,  z, ; 
clt dt 
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de la sphere d'activitb; il faut connahe  le temps que l a  comEfe 
emploje A traverser cette sphkre, et cela est facile par les for- 
mules du mouvernent elliptiqne exposees dans le t r o i s i h e  cha- 
pitre du second livre. 

13. Dans le cas oh les variations ax, 6y, d'z sont trls-petites, 
comme cela a eu lieu par rapport au mouvemcnt de la combte 
de 1770,  troubl6 par la tcrre j il sera beaucoup pliis simplc de 
calciiler Ies altdrations des ClCmens de l'orbitc, par les formules 
du chapitre prkckdent. ConsidCrons la plus importante de ces va- 
riations, celle du m y e n  mouvement de la  comhte. On a par 
ce q u i  prkckde, 

(x'dc +yfdy + z'dz) { (d-c) . rEC + W-y) . dy + (z'- 2)dz -/ 
f " - 3anm'. - fJ dn= 3an .dR = 3an. m' . 

Dans I'intervalle de temps pendant lequel l'action de la tcrre est 
sensible, on peut considdrer lea mouvernens de laplankie et de 
la comhte, comme rectiligties. Soit donc 

x = A + a t j  y = B + C t ;  z = C + p ;  
C L k A f - u ' t ;  y'=B'+glt;  zt= C'+y't;  

on aura, en n'ayant Q a r d  qu'au termc divis6 par f3, IC s e d  qui 
puisse &re sensible H cause de la petitesse de f, 

3anm'. ( F + l l t )  .dt dn = - 
( M f a N t + L P ) :  ' 

Bquation dans laquelle on doit observer que  l'on a 

F = [A'- A). u+ (B' - B )  . C+( C'- C) . 'L ; 

H =  ( a' - a )  . u + ( 6' - G ) . g  +( 7' - 7). 7 ; 
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L’intCgralc doit btre prise pour tout le temps durant Iecluel l’ac- 
tioti de la planCte sur la combte est sensible. Avant e t  aprks, 18 
distance f lM+3N.t-+-t . t1’  de la combte A la plan&, est con.. 
siddrable, e t  rend insensibles les 818mens de  l’intdgrale prbcddente, 
ensorte qu’ellc peut &re prise depuis t z-co jusqu’b t a c o  
ce qui donne 

Si l‘on nommcf la plus courte distance de In cornbtc Q la pla- 
n6te , on aura 

part ant  

On pcut observer 

i 3. Appliquons 

ici  que / Z e s t  In vftessc relative de la comhfe, 

ces divers rdsultats au mouvement de la me- 
.. L 

niibre comhtc de 1770, troublh par l’action de la tcrre e t  de 
Jupiter. Les astronomes orit k i t  1111 grarid notiibre de tentatives 
infructneuscs pour nssuj4tir son mouvement observ6 nux loiu du 
mouvement paraboliquc. Enliu I.excl a recoxinu qu’elle dt‘cri- 
vaiL une ellipse d a m  lacpiellc la dur4c tlc la rtholution n’dtait pas 
de cinq ails et deux ticrs : il n rcprdseiild par cc iiioyeii toutes 
les observations rlc la combtc. Un rdsiiltat aussi siiigu\ier ne de- 
vait &tre ndmiu qi i ’aprh les prcuveu les plus iucotitcstal)les, et 
pour ICs acqudrir , l’liislitut national a propod pour siijet cl’iin 
p i x ,  la thdorie de cetto comkte, h n t l E c  sur iine nouvellc dis- 
cussioii des observntioiis et des positions dcs btoilcs nrisqiwllcu 
cet aetre a dtb conipari:. C’cst cc qiiv Ilurknrt a h i t  avcc le plus 
grand soin, clans sa pikce qni a rcmportd IC prix , e t  ses rcchcrches 
I’ont condnit trh-peu-prks au rtsnllat dc Lcxel, stir lequcl i l  
nc doit, maiiitciiant rester aucun tloute. Utic combte doiit la rd- 
volution cst aussi promptc clevrait souvcnt reparnitrc ; cepciidnnt 
ellc n’n poilit dtd obscrvde avant 1770 : 011 ne I’a poiiit rcviie dcpuis. 
Pour explicliicr cc plii.iiomiwc, 1 ,oxel n reninrqub (~ii*en 1767 et  
1773, ccttc comble ;I Tort approclid c l ~  Jupiter h u t  In  g r d e  
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action a pu changer la distance perihelie de la comEte de ma- 
niEre A la rendre visible en 1770 ,  d’invisible qu’elle h i t  all- 
p r a v a n t ,  et & la rendre ensuite invisible depuis 1779. Mais 
pour admettre cette explication, il faut &re assur6 que les m&mcs 
Bl6mens de I’orbite de la comete en 1770, qui satisfont A la pre- 
miere condition, remplissent dgalement la seconde, ou du moiris 
qu’il suffit de supposcr dans ces & h e n s ,  des altbrations trbs-le‘- 
gkres, comprises clans les limites de celles que I’attraction des 
planhtes a pu produire dans l’intervalle de 1767 k 1779. 33urkart 
a bien voulu, k ma priCre, appliquer A cet objet les forrriules 
pr&c&dentes, pour calculer l’effet de l’action de Jupiter sur In 
comete en 1 7 6 7 ;  il a suppose A son orbite, au momcnt (le sa 
sortie de la s p h b  d’activitd de Jupiter, les &mens S U ~ V B I I S ,  

le jour commencjant B minuit. 
tcmps du passage au perihelie en 1 7 7 0 . .  . 1&;lt,o3@4, 

incliiinisoii de l’orbitc.. ..................... 1’,7577 
lieii de perihelie en 1 7 7 0 . .  .................. 395~,8525 
rapport de l’excentricitk au demi-grand axe. ..... o0,78C;6o/, 
dnrde de la dvolution syd6rale. .............. aoticy,o$i 

Licii du nwiid ascendant sur 1’6cliptique en 1770. .  1/cr,>,%a7 

J1 a fix6 ensuite la sortie de la cornhie, de la sp1’i:t-e cl’aftrac- 
tion de Jupiter, au g mai 1 7 6 7 ,  A midi. EII parfant dc ces dou- 
nCes, et prenant pour axe des x le rnyoii vectcur (le Jupiter & 
cette dpoque ; pour unit6 tie distance la moyenne distance de 
la terre an soleil, et un jour pour l’dldrricnt dt du temps; iI it 

irouvd Q la sortie de In sphhre d’activiti 

x, = 0,0869G; y,=-0,21/t47/10; n,=-o,oa71r~89; 
dx, =-0~001286; dy, =: 0,0036553; dz ,  =-~,oooo4212; 

Ces r6sultats ont donn6 les LKmens suivans de l’orbite relative 
de la cornbte autour dc Jupiter, 

nocud ascendant sur l’orbitc de Jnpitcr. ........ .3i!i0,G573; 
inclinaison ................................. 77O,7785 j 
clerni-grant1 axe .......................... - o,ozao~G2 j 

rapport de I’excentricitd au demi-grand axc. ..... 1,86320 j 
Jicii du perijove. .. i ......................... a/;H’,(;?a .. 
eii(r4e dans la  sphkre &attraction de Jupiter. ... 18Jat1,5XL 

lh 
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Re 1 I  on a conclu les ralcurs de  x , ,  . y I ,  z , ,  x, y ,  z ,  ct de leurs 
diffdrences ir I’entr6e dans la sphbre d’attraction , et 1’011 a trow6 

. ~ , = - 0 , 1 0 6 ~ 0 6 ;  ,y,=o,rorr75 ; z ,  = - 0,1Sro7j ; 
~ x , = - o , o o I ~ ~ ) ~ I ~ ~  dy, = ~ , o o I ~ ~ ~ c J F ~ ;  d ~ ,  s-0,00326063’; 

ce qui donne 21 l’cntrke, 

5,263124; y r - O , f - 6 2 1 5 ;  x = - 0 , 1 8 1 0 ~ 4 ;  

dx c - 0,002941) ; dy = - 0,008356 ; dz = - 0,00526065. 

‘Au moycn dc ces valeurs, on a dCtermin6 l’ellipse que ddcrivait 
la coniete avant son entree dans la sphere d’attraction, et loon 
a trguvci son denii-grand axe Cga1 k 13,2!)3 ; et IC rapport do 
I’excentricitC au demi-grand axe dgal O,GI 772. La distancc pc- 
rihelie est ainvi, 5,0826. A celte distance,  la com&te est invi- 
sible pour nous, e t  elle a disparu long-temps avant que do l’at- 
teindre. 

Pour d6terminer l’cffct dc l’action de Jupiter sur la coinhte , 
en 1 7 7 9 ,  Burkart a supposC B son orbite,  nu niomcnt dc son 
entr6e daris la splibrc d’attraction , ICs dldrnens suivans : 

temps du passage a u  pcriliclie en I 7 7 0 .  . . 1 4 * ( ~ C l t  ,0261 

l i e o  du noeud ascendant sur 1’8cliptiliie e11 I 7 7 0 .  ... I 4@,5722 
inclinaison A I’dcliptiqne. ..................... 10,7503 
lieu cfu perihelie cti I 7 7 0 .  ..................... 3$iU,8M7 
rapport de l’cxcentricit6 ail dcmi-grand axe. .. .0,78547$ 

.. 
durde d e  la rholu t ion  sytlbralc. ........ ao&1,68a. 

Ces Bldmcns tliff&rciit trbs-pcll tlcs prdccMens; lcurs diff&rences 
sollt dam les limites des variations qui  pcuvcnt &re dues Q I’nt- 
traction des planbtes, et l’actioti seulc de la. terre R sufi  pour 
en produirc une partie considcWde. 0 1 1  a snpposd J’entrdc dc la 
comktc dans la spMrc d’activitd de Jupiter,  IC ao juiri 1770, 3, 
midi;  e t  e n  prenmt pour axc des x le rayon vecteur d c  Jupiter 
21 cette bpoquc, on a t r o w 4  

x,= o,oG(io07; yl= o ,aa7497  ; z,=- 0,00$83(J; 
dbz-,=-o,oo~31g; dy,=-- o,oo5757G5; dz,= o,oooo.icj~~~, 

M ~ C A N .  C ~ L ,  3bmc IV. E’ 1‘ 
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Ces valeurs ont donnd les Cl6mens suivans dc l’orbite relative de 
la combte autour de Jupiter : 

nocud ascendant sur l’orbite de Jupiter. ...... .7Qio,g126 ; 

inclinaison ............................... .30°,605G ; 

demi-grand axe. ..................... - 0,0205086 ; 

rapport del’excentricite au  demi-grand axe. .1,26586 ; 
36“,3407 ; 

sortie de la sphhe d’nctivitE d e  Jupiter. ... ?+uJbre,g320 : 

.. lieu du perijove.. .......................... 

1T)c IS on a conch  les valeurs suivaiites de x ,  7, z ,  et de leurs 
tliffirentielles, au irioment de la sortie, 

x = 5,617747 ; 
dx c 0,002661 33 j 

y =  0,729731 ; 
dy = 0,00692084 ; 

A11 rnoyen dc ces valeiirs, on a il6terminC I’ellipse qiic la cornCte 
a ddcrite autour du solei1 , at1 sortir de la sphkre d’activitd de Ju- 
piter, et l’on a trouve son demi-grand axe Egal A 6,388, et le 
rapport de l’excentricitd au demi-grand axe 6gal A 0,47797, ce 
qlii donne la distance pcrihelie &gale h 3,3346. Avec line pareille 
Oistance perihelie, la comkte sera toujours invisible. On voit 
clone que l’attraction de Jupiter a pu rendre cet astre visible cn 
1770, d’invisible qu’il Etait auparavant, et  le rendre ensiiite in- 
visible depuis 1779; et l’on conqoit qu’unu iiifinitd d’autres varia- 
t i O t i s  dans les dldmens, que l’action des planbtes a pu produire, 
clonnent cles rdsultats semblables. J1 me paral^t donc qiie c’est A 
I’action de Jupiter, qu’il faut attrjbuer le double phhom8ne que 
nous nous sornmes proposds d’expliquer. 

ne toutes les comhtcs que nous connaissons, cette comktc cst 
celle qni a IC plus approchh de la terre : elle a dC cn Eprouver 
me action sensible. 1)dterminons par 10s formules du no prC- 
d e n t ,  l’altgration que cettc action a produite dans la durde de 
sa rCvolution sytl6rale. Tin adoptant les derniers BlCmcns que 
nous avons donnds de cette comkte; en fixant l’origine du temps C, 

au 2~1J~t ,o !X7 ,  ce qui est 8-peu-prks le moment de la plus graridc 

z = 0,1072202 ; 

ciz = 0,001 77469? 
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proximith de la comkte & la terre; enfin, en prenant un jour pour 
unit6 de temps , on a, en prenant pour l'axe des x ,  le rayou vcctcur 
de la terre, k l'origine du temps t ,  

A k 0 ;  B ' s o ;  C 5 0 ;  
A = 0,0048CJO ; B O,OO312/tCJ j C = o,or/tGo97 ; 
a' = 0,0001~0; g' =0,01G(J135; ?';= 0 ;  

a =o,ora153; C =0,018G114; 3. =-O,OOGI IO. 

Ces valeurs donnent 

F=-o,ooooa8321; H=-o,oooa1~805; L=o,ooo184a87; 
M;=;. 0,000247 I a I ; N= -. 0 , 0 0 0 0 2 ~ 2 6 ~ ;  

d'ot l'on tirc 
d'n -= 104,791 . m'.n. 

Le demi - grand axc a' de l'orbc tcrrestre &ant pris pour unil6,  
on a 

I1 

n. d3 u; de plus, ;;"= - 0  on aura donc 
U. u' ' 

Si 1'011 xiomme T la dude de la rdvolution de la comhte, e t  
ST sa variation correspondante h d'n; on aura 

72 T = 4000 = ( I2 + d h  ) . ( T+ J T) ; 
d'oh 1'011 tire 

En nommant 2'' la dude de l'annhe syddrale, on a 

par tan t 
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I‘n supposaut, comrne dans IC livre V I ,  

1 ni = - - 329630 ’ 
e t  faisan t 1‘- 2042j,G82, on troiive 

d’ T = - a’,oL;G, 

c’est la quanti16 dont I’action de la terre a diminud la durde de 
la r6ralntion de la c o u k t e .  
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C H A P I T R E  1 1 1 .  

1, E s combtcs Bprouvant , par l’action des planbtes, de grandes 
pcrturbations ; elles doivent r6agir sur ces corps, et troubler leurs 
mouvemens. On peut determiner par les formules des deux cham 
pitrcs pr&c&deiis, les altirations des ilhmens des orbcs plandtaires, 
dncs h l’action des comktcs. Heareuscment cette action est 
inscnsiblc , et l’attraction mutuclle des planPtcs sufit jusqu’& 
prhent,  pour expliquer toutes les in6galitCa d u  rnouvement des 
planbtcs et de leurs satellites. Les observatioiis sont repr6sentCes 
par ce rnoyen avec une telle prdcision que I’on ne pcut sc re- 
fuser a reconna?tre que les illasses des comhtes sont J’une pe- 
titesse cxccssive. D e  toutes Ies comhtes observdes, celle qui p“- 
rait avoir IC plus approclid de la term, est la premiere comete 
(le 1 7 7 0 ,  On il vu dans IC chapitre pr&c6dent, que I’action de 
la terre sur elle a diminud de W,o46, sa rdvolutiou syddr.de j 
or on a par le no 65 du second livrc , 

,- 

ct parconsequent 
1?1. v; n Jn 

ni* @ ‘-7 * -2 
-- -.II I__-- 

6n’ 
n‘ 

d’n En substituant ?2 pour p;, et pour --, savaleurfrotivJe clans; 

le no prBcGdcnt, 104,795 . m‘ . -; ; on aura 

I- - - 10/,,791 . 772; 

r i i  

r i  : 
It’ 

6n’ 
18’ 

d’sh l’on fire 
d T’= 104,791 .m. T ,  
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Si l’on siippose In masse M de la corn&, Bgale & la masw nz’ de 
h term , on trouve pour I’augrnentation 63” de l’tlnnbe syd&rale, 

63” = Oj ,¶  1612. 

Nous sornrnes bien certains par toutes Ies oliservations , et surtout 
par les nombreuses comparaisons des observalions dc Maskclinc , 
que Delambre vient de faire pour construire ses tables du solei1 , 
que la comhte de I 770 n’a pas alt& de 2”,8, I’annc!c syd&rale ; 
ainsi nous pouvons Ctre sfirs que sa masse n’est pas c;<,% tle celle 
de la terre. 
I1 resulte des calculs du chapitre prdcddent , que cette combte a 

traverse le systhe entier des satellites de Jupiter ; et cependant 
elle ne parait pas y avoir causd la plus lc!gL.re altdration. 

Non-seulement les cornktes ne troublent point scnsiblement 
par lccurs attractions, les mouvemens des planbtes et des satellites; 
mais si dans I’immensit8 des si&cles tscou~ci6, quelques-lines d’elles 
ont rencontrb ccs corps, comme cela est trhs-vraieemblable , il 
ne paraft pas que leur choc ait eu sur ces mouvemens une grande 
influence. 11 est difficile de ne pas admettre que les orbes des pla- 
n&es et des satellites ont Et6 preoque circtilaires dks leur origine, 
et que leur petite ejiipticitd , ainsi que la commune direction dcs 
mouvemens d’occident en orient, dbpendent dos circonstances pri- 
mitives du systbme plandtaire. L’actiondesconktes etleurchoc n’ont 
point changd ces phdnomhaes ; et ceperidant si I’une de celles q u i  
ant rencontri la lune ou un satellite de .Jupiter, eClt eu une masse 
Cgale A celle de la lune, il n’est pas douteux qu’cllc eQt pu rendre 
leurs orbes trh-excen triqixea. L’astronomis nous offre encore deux 
autres plidnomknes trhremarquables , qui paraissent dater da 
l’origine du systEine plandtaire , et c p ’ m  choc assez peu consi- 
dCrable aurait fait disparaitre; je veux pacler de I’dgalitk des mou- 
vernens de rotation de la lune, et  de lit libration dcs trois pre- 
miers satellites de Jupiter. TI est aid de voir par les formules 
exposCes dam le c i n q u i h e  livre et  dans le prdcddent , que le choc 
d’une comkte dont la masse ne serait qu’un millitmc de celle de  
la lune ,  sufirait pour donner des valeurs trbs-sensible B la libra- 
tion rdelle dc la lune, et celle des satellites. Nous devons donc 
&re rassurh sur I’influence des combtes, et les astroriomes ii’ont 
aiiciinc raison de craindre qu’elle puisse m i r e  ii l’exactitude des 
tables astronomiques. 
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L I V R E  X. 
Sur divers points rclatfs au s y s t h e  du monde. 

D a N s  le plan que j’ai cjonnb cte cet Ouvrage, j’ai annonctS 
l’examen de diverscs questions qui ont rapport au systCnie du 
monde. Ce livre est destine 21 remplir cet objet a p r h  leque1 il 
ne me restera plus qu’dr presenter dans unc notice hiotorique , 
l’enchainement des ddcouvertes qui ont &lev& la physiquc ckleste 
B la hauteur oh elle est maintenelit parvenue. 

I ,  L E  mouvement de ~ r r  lumibre , c~aiis ~ e s  milieux qu’elie tra- 
verse, ct snrtout dans notre atinospIiPre, est un des points les 
plus importans de l’nstronomie , soit pnr sa thhrie,  soit par son 
influence clans toutes les observaiions autronomiques. Noiiv n’ap- 
pcrcevnns les astres qu’h traverv u t i  milieu transparcnt qui, en 
infltkhissant Ieiirs rayons, change lcur positioii npparente et nous 
les montre dans tin lieu diff&rent de celui qu’ils occupcat ; ;I im- 
porte tlonc cle contiaitre les lois dc ccttc inflexion, pour aroir la 
siluation rdcllc clc ces corps. 

CoiisidCrons la tmjectoire cI6crite par tin rayon de lumihe qu3 
traverse I’ntmoslMm, e t  siiplwons toutes lcs couches de l’at- 
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rnosphltre , sphEriques et de tiensitis variables suivant une fonc- 
tion de leur hauteur. Concevons encore que le rayon parte de l’ocil 
de l’observateur pour retourner h I’astre. 11 ddcrira visitdement 
la mCme courbe qu’il a dkcrite en venant de l’astrc A l’obser- 
vateur. Nomrnons r le rayon mend du centre de la terre A an 
point quelconque de cette trajectoire ; v l’angk que ce rayon forme 
avec la verticale de l’observateur, ou avec le rayon men6 du 
centre de la terre supposie sphdrique, A I’observateur. I1 est vi- 
sible que la force qui  6carte le rayon de lumitre de sa direction, 
est dirigde vers le centre de la couche, ou de la terre ; puiuqu’il 
n’y a pas de raison pour ciu’elle s’en kloigne d’un cat4 plutOt 
que de l’autrc. Nomrnons Q cette force que nous considkrerons 
comme m e  fonction de T,  L’Cquation ( 3 )  du no a du second 
livre donnera 

Q &ant m e  constante ajoutie A I’int6gralc 2. fqdr. Dc plus, si 
l’on nomtne rtt 1’816ment du temps; on a par le m4mc no,  

r’dv .-. cdt. 

Soit 8 l’angle que la tangelite la courbc fait avec la verticala 
de l’observateur, et v’ I’angle que cette d m e  tangente fait avee 
le rayon r ;  on aura 

y + v ‘ = e j  

r .  dv C 

- 7  tang. 2.’‘- --=- dr 
t I L / q ’  - $ - 2 .fq .dr 

d ’ d  il est facile de conclure 

2 .  qdr r 
r18 = -; ( 2 )  

c’ 
( Q’ - a .fqdr) . V Q R  - 7 - 2 * J W r  

L’angle 8 B l’origine de la courbe , est le compliment de la bau- 
teur apparente de l’astre, A l’autre extrhitd, il exprime le com- 

pldment 
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(pildrnent de sa hauteur vraie. A la rigueur, le complBment de 
cette dernihce hauteur est l’angle form6 par l a  verticale de l’ob- 
servateur , et par une droite menCe de l’astre Q I’observateur. Mais 
vu le peu de hauteur de l’atmosphbrc et la petitesse des rkfrac- 
tions astronomiques, cettc droitc peut &re c e d e  se confondre 
avec la. tangente menCe la  courbe ddcrite par le rayon de lu- 
mibre , au point oh il entre dans l’atmosphbre : la diffL’rence est 
insensible, inerne pour la lunc. I1 suit de I& que l’iatbgrale de 
l’expression de de, prise depuis l’origine de la courbe jusqu’h sou 
autre e x t r h i t d ,  est la rBFraction dc l’astre. Mais pour avoir cette 
int&grale, il faut dgterminer lcs valeurs des constantes c et Q 

et la  fonction 8. 

en observant que 
si l’on nammc u le rayon men6 du centre dc la terre Q l’obscr- 
vafeur, c t  si l’on fait commencer I’intbgrale f cpdr h l’origine de 
la courbe; enfin, si l’on nomme 0 la valeur de 8 & ce m h e  
point, ou , ce qui revient au mQme, la distance apparente de 
l’astre au zdnith; on a par ce qui precede, 

La constantc c sc ditertnincra facilcmcnt 

a 
tang. O= ,- i 

U’ 

~1’06 l’on tire 
I: 

(1 

--  ..- 9 . sin.@. 

2. La raletir de q dt5pend de l’intdgrale f i t+ ,  et parcons&- 
quent, de la nature de cp. Pour determiner cette fonction , con- 
siddrons un rayon de lutnihre (pi  doit phbtrer dans un corps 
transparent termin6 par des surfaces planes, La molCcale de lu- 
mihe,  avant son entree clans lo corps, est atfir& prrpendico- 
lairement B la surface plane par laqnelle elle c h i t  y phktrer. En 
effet , l’action des corps sur la lumitfre n’dtant senuiblc c p ’ &  de 
trCs-pcBtjtes distances, Ies partics r t u  corps 1111 pcw hloignCres do la 
mol6cule dc Inmi&rc n’ont poirit <!’action sensible siir e lk ,  et l’on 
peut, tlanv le cnlcul dc l’action clcs corps, le coiisidthcr comine 
un solide infini termin6 par une surface plane indbfinie dans tous 

M ~ C A N ,  CBL. T o m c I V .  G 6  
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ies sens. Dans cette hypothbse , il est visible que l’action du corps 
sur la moldcule de lumibre est perpendiculaire h sa surface. 

Considdrons d’abord cette molCcule avant son entrde dans IC 
corps. Soit s la distance de la  molicule de lumihre A m e  couche 
infiniment mince du corps, parallble A sa surface. Soit pcts.n(s), 
l’action que cette couche exerce sur la  moldcule, p ttant la  den- 
sit6 du  corps, et ds &ant l’dpaiuseur de la couche. Si l’on nornmes’ 
la valeur de s relative ii la  surface ext6rieure j il faudra, pour 
avoir l’action totale du corps sur la  rnoldcule de lumibre, in t i -  
grer pd~.n(s) depuis a z s ’  jusqu’A s = ~ ,  Soit n,(s’), l’intci- 
grale f ds .n ( 8 )  prioe dam ces limites. 

o a k s  de la molc!icule da lumibre, x dtant parallele it la surface 
du corps, et dam le plan form6 par la verticale B cette surface, 
et par la direction du rayon luluineux; on aura 

Maintenant, si l’on nomme x et s‘ les coordonndes orthogo-, 

dt 6tant 1’Llt.ment d u  temps, supposC constant. On a donc, en 
multipliant la premiere de ces Cquations par dx, la seconde 
par ds‘, ct en intigrant leur somine, 

dx” +- A‘= 
=: constante - a . fpds’. n, (s’). dt’ 

Poiir d4termincr la constante, nommons K I’intCgraleJds’. n,(s’), 
prise depuis s’= o jusqu’A s’ =a ; nommons encore n In vitesse 
de la lumikre, A une distance sensible du corps. A cette dis- 
tance, Jds’.n,(s’) est Egnl A K , parceque l’action du  corps suc 
La lumibre n’est sensible qu’Q de irks-petites distances; on a dono 

n’ 5 constante - 2pK j 

et parconstqucn t 
constante = ns + apK; 
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d’oh l’on tire 

Ainsi, ii l’entrbe de la lumibre dam le corps, o& s’ est nul et  
oh l’intbgrale commence, le card  de la vitesse de Is lumiCre 
est n* + npK. 

Pour avoir la valeur du carre de cette vitesse, Iorsque la Iu- 
miEre a pdndtrd dans le corps, de la quaiitit6 s‘; nous obser- 
verons que s‘ &ant la distance de la moldcule, h la surface du 
corps, elle est attirde vers cette surface par une couche de l’dpais- 
seur s’; mais cettc attraction est ddtruite par l’attraction d’unc 
couche inF6rieure de  la mQme dpaisseur; ensorte quc la mol& 
cule n’est sollicittie A se mouvoir que par l’attraction des couches 
infdrieures b celle-ci; elle est donc sollicitde de la mGme manikre 
que lorsqu’clle Ctait au-dehors, et la distance s’ de la surface 
du corps ; ninsi l’attraction que le corps exerce sur elle est &gale 
ii p .  n,(s‘). Mais ici, cette attraction tend A augnienter s’; en nom- 
rriant donc x et s‘ les deux coordonndes de la rnolhde ,  on aura 

dJs’ 
lit‘ 
-- c - p . n, (S’). 

J’oh l’on tire 

dr’+da’a= constante + ” p  .fds’. n, (st).  

La constante est dvidemment le c a r d  (IC la vitesse de la mol& 
cult, nu point oh elle p6nitre d a m  le corps, ct nous venom do 
voir que cc card est &gal h ne+2pK. Paur dtfterminer la valetic 
de l’int4graleJid. n,(s’), lorsque la moldcule a setisiblen~eat pd- 
&trh Jans le corps, on doit observer qii’elle est A trbs-peu-pr8s 
&gale Li cettc valeur prise clcpuis s’ = o jusqu’ii s’= 00 , et par- 
cons6quent Cgale & K ;  on a donc, lorsqtic la nioldcule a semi- 
blement p6ndti.C dnns le corps , 

rlly 

G g  3 
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Nommons 8 l'angle d'incidence que la direction du rayon de lu- 
miBre fait avec la perpendiculaire i la surface, avant  son en- 
trdc dans le corps, e t  lorsqu'il en est encore sensitdement Bloi- 
gnB; ou aura 

rElt: sin. 8 = - ndt 

Noiiimons 6' l'angle de rifiaction que 
perpendiculairc A In surface, lorsqu'il 
d a m  le corps; on aura 

ce rayon forme avec Is 
a p6nCtr6 sensiblemer~t 

d 1: L e s  valeurs de -;7t sont les mbmes dnns ces deux cas, puisque l'on 

a constamrnent > i  = 0 ;  on a donc (/tit" 

oin. B 
sin.0' = - ; (4 

c'est-Mire, que le  sinus d'incitlence est ail sinus de dfract ion 
en raison constante, et cette raison est celle de la vttessc de la 
lumihre aprks avoir sensiblement pCnEtr6 dans le corps, sa vf- 
tesse avant que d'y pCnCtrer , et lorsqn'il en est encore h une dis- 
tance sensible. 

La quantitd 4pK est I'accroissernent du carrd de la vitesse de 
la lumitrc,  lorsqu'ellc a dprouvd toute l'action du  corps trans- 
parent. Cette quantitd n'est pas la meme dans les divers c o r p  
diaphancs: ellc ne suit pas la raison de Icnrs densitds. I1 est 
possible que la fonction de la distance, qiii exprime leur action 
sur la lumikre , soit diff4rente pour chaciin d'eux : i l  3e peut qu'clle 
soit la m&ne, e t  qu'elle ne diffkre dnns les divcrs corps, que par 
le produit de leur tlensitd mtiltiplida par 1.111 coeflicient constant 
diffirent suivant leur nature. Uans ces deux suppositions, l'action 
totaledescorps sur la lumikre serala mGmc ; e t  comme dnns le calcul 
on n'a besoin que (I11 rdsultat totalde cctte action, on pcut employer 
la seconde supposition, wmme l a  plus simple. Le koefficient con- 
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tmt dont je viens de parler , peut repdsenter I'intensitt? respective 
de I'action des corps sur la lumikre, ou leur pouvoir rdfringent, 
Cc coefiicient est proportionnel Q 4K* ;E", ainsi Yon peut reprhenter 

par cette dornibre qnantit6, le pouvoir rdf'ringent des corps. Si 1'01.1 
nomine i le rapport du sinus d'incidcnce au sinus de rdfiaction , 
on aura par ce qui pre'cbde, 

on aura donc par cettc formule, les rapports des pauvoirs r6frin- 
gens dcs diverses substances de Is naturr. 

Ides rayons de diverses conleurs &ant diff6rcrnment dfrangibles, 
iz faut, ou que leurs viteases ne soieiit pas les rnhmes, ou que 
]'intensit6 de I'action des corps soit diffdrente sur chacun de ces 
rayons. La diffdrence des vitesses ne peut pas expliyucr seule 
lous les p11Cnomknev de la r&frarigibiIitd des rnyoiis; car nlom, !a 
&ffdroncc: des rtifractions des rayons extr6mcs, c'est-A-dire , la dis- 
persion de la liirnikre , serait la niQmc p a i r  tous les corps qui rC- 
Kracteraient dgalernent les rayons moyens , ce qui cst contraice 
Q I'expdrionce. 

GonsiJQrons prksentement te rayon en moiivemrnt dans I 'in tJ- 
ricw tlu corps, et lorsqu'il est stir le point d'en sortir par une 
surface plane inclinhc Jc l'anglc E b la surfnce d'cutr6c. Soit 
s' sa distance & cettc sur'facc, et nommons x l'absciusc pra l lb le  
A 13 n&mc sarfaccj on a i m  

ddc 
c-- = 0 ;  dL' 

tl .ft* -- c cons tan te + 2p ./&. n, ( .d)  ; til" 
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intdgrale est Bgale ii aKp , et l’on a 

partant 

constante = n’ . ( I  +$ . p) . cos’. (6‘ + 6 )  - ~ K P  ; 

ce qui donne 

dA“ Cette valeur de dt” deviendra nulle avant que le rayon ait at- 

teint la surkce de sortie , toutes les fois quc ( I + $ a p ) .  C03’.(61+€) 

aK sera moindre que 7 .p. Dans ce cas, il eat visible que la valeur 

de -& restera toujours la meme, et que le rayon dicrira en s’dloi- 
gnant de la surface de sortie, une branche d e  courbe cntikremcnt 
semblable A celle qu’jl decrit en s’en approchant, le sommet de  

la courbe entibre &ant au point oh est nul. L’action des corps 
sur la lumibre n’etant sensible qu’h de trks-petites distances; la 
partie sensiblement courbe de cette trajectoire pcut &rc regar- 
d8e comme un point, et lcs deux branches de la courbe comme 
deux droites qui se rhnissent A ce point, ensorte que le rayon 
parait se rdfldchir de la surface dc sortie, en formant I’angle de 
rdflexion 6gal B I’angle d’incidence, La lirnite cle cette r6flexion 
a lieu, lnrsyue le sinus de l’angle d’incidence 8’+ 6, sur la sur- 
face de sortie, est &gal B 

11 

dX 

dA‘ 

et cette riflexion a toujours lieu , lorsque le sinus de l’angle d’inci- 
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Jcnce surpasss oette qbantitb; msis lorsqu'il est plus petit, IC 
rayon sort du corps, et il est facile ds poir qu*B la distance a', 
de la aurface de sortie, on a 

I'intCgrale &ant prise depuis d-0. A une distance sensible d, 
on a .fiId.fl,(.d) = K j partant 

L ' 1  --- deviendra donc nul, toutes les fois que l'oa aura 
dta 

Dnns co cas, le rayon pardtra encore se r&?dcbir de la surrace, 
en forinant l'angle de rMexion , 6gal b l'nngle d'ineideucc, Ainsi , 

depuis sin.@'+) = 

le rayon paraka encore se rCflthhir de la surface, maiv aprhs 

&re sarti do corps diapliane; et  depuis sin. ( &'+L)= 

jusqu'?~ sin. (e l+€> =z I le rayon pardfra se r41lCchir de la sur- 
face, mais il ne l'atteindra pas. Lorsquc sin. (0' + 6 )  errt rnoiiidr~ 

que -- -- j IC rayon sortira c t n  corps sans rCflicbir, On 

aura alors A une distaiicc sensiblc c h i  corps, 

-- 
1 1/, +Ph+ ItS 

1 / 1 + $ . P  l/;tq;' 

VI +%.P 

r/ 4 K  ' 

___ - jusqu'ir sin.(&+,)== 

-- 
-- 

' 3 - 7 . P  

1 

c/l +$P 
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ce qui donne le  carrd de la vitesse de la lumiCre , &gal h n’, & 
parconsdquent le  m&me qu’avait l’entrbe du rayon dans le corps. 
Apres la sortie ct k une distance sensible, si l’on nornme 6“ l’angle 
que la  direction du rayon fait avec la perpcndiculaire A la surface 
de sortie, on aura 

dx sin. 6” i 
v d x a +  dda ’ 

partant , 
sin. v c l/, +$ . p . sin. (U + 6). 

Concevons la surface de sortie, contiguz A la surface d’un second 
corps opaque ou diaphane, e t  dont nom reprhenterons par 
p‘.Tl (s’) , l’action de la lumitre & la distance s’, p‘ 6tant sa 
densiti.; on aura, tant que le rayon sera dam le premier corps, 

dds‘ 
.-c p . n, (d ) - p/ . *, ( s’) ; 

ce qui donne 

dl 

K’ ttant l’int6graleJriu’.*, ( S I )  prise depuis s’=o jusqu’zL sr=.c9,. 
Dam ce cas, le rayon parast se r8fl6chir ii la surface coinmune 

+I” -7-z n‘ . (1 + ‘$ * p> a COBS. (el +E)-nKp f aK’p 4- 3’p .@’.n ’ (d)--zp’ ./a’.’ .P, (.‘I ; 

des deux corps sans pdndtrer d a m  le second , tolitcs les fois que 
le sinus d’incidcnce sin.(b‘+E) est &gal ou plus grand qua 

.., 

Si le  rayon sort du premier corps et pCnktre dans le  second; 
jJ. est ais6 de voir qu’A l a  distance s’ de la surface, on aura 

dt” - 

A m e  distance sensible, on a 

’2- na. ( 1  + 4 K  nl. p )  . cos”. (fi/+@)--aKp+aK’p‘-zp ./as’.rr,(sl)+apl.~~~/. ~ , ( s / ) .  

- dt’ --=n$. (1 +$ . p) . cos$. ( 0 1 - t - 6 )  - I , K .  p + 4 ~ .  pl j 
le 
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’ 4 - 7  . p ‘  

le rayon se rhfldchira doac tontes les fois que sin,(8’+6) sera 

; ce qui  suppose K‘p‘ Cgal ou plus grand que 

moindre que Kp. Lorsque siu.(6‘+c) sera compris entre cette limite 
dT- 1 f T . P  

et celle-ci d T  l + - ; ; a . P t - +  ; IC rayon continuera de se 1.6- 

l+ - ; ; ; - .P  

flCchir en penktraat dans It3 second corps. Lorsque sin. (6’ + E )  

surpassera cette dernibre limite, le rayon continuera de ser&flc!chir, 
mais il cessera de pddtrer dans le second corps. Si ce dernier corps, 
par sa nature , absorbe la lumibre, le rayon ne pourrs &re rCflB- 
chi que de cette seconde manibre; et alors I’observation de la 
limite B lnquelle il cesse de se rCflBchir, d6terminera la valeur de 
K’.p’, et parcons6quent le pouvoir rdfractif du second corps. On 
pourra donc ainsi determiner par l’expdrience, le pouvoir r6fractif 
des corps meme opnques. 

Lorsqu’un rayon de lumibce traverse diffhens milieux, terminda 
par des aurFaccs planeset parall8Ies; il est facile de voir par I’analysc 
pr&ct5dentc, 1’. que le carr6 de sa vltesse perpendicuilairc A la sur- 
face dam le premier milieu, est augment4 d’une quclntitd Q c U -  
pendante de l’action de ce milieu sur la lumikre ; ao. qu’aprbs &re 
sorti d u  premier milieu, et aprks avoir sensiblemcnt pkndtrb d a m  
le second, le card de cet te vitesse o’accrott ds la difference Q’-Q, 
des actions du second et du premier milieu, et  ainsi de suile ; 
d’oh il r6sulte que pour un nombre i+x de milieux, l’accruis- 
sement de  ce carre est e(’), et parcons6quent il est le nibme que 
si la lumikre avait pr5nGtrd irnmJdiatenient dans le dernier mi- 
lieu; et cornme le c a r d  de la vttevse horizontale OLI parallkle 
RIIX surFaces, reste toujours la meme, on voit que dans ccs di- 
vers milieux , la v h s s e  de la lumibre est la niarne que si elle eGt 
pCndtr6 immddiatement d a m  chacun d’eux : sa direction est pa- 
rnllble B cclle qu’elle eGt eue dans ce dernier cas. 

En gdn6ral , yuels que soient Ies milieux par lesquclu la l u m i l ~ e  
arrive dans un corp9, et quellc que soit l’inclinaison mutuclle de 

M ~ C A N .  CBL. TomeIV. 111 h 
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leurs surfaces; la vPtessc de la lurnikre dans ce corps est toujouri 
la mQme. 

3. Nommons presentement p la densite d’une couche de l’at- 
mosphhe dont le rayon est r. Dam le calcul de  l’action de cette 
couche sur l a  lumikre, on peut la considdrer comme dtant plane, 
i cause du pen d’ktendue de cette action, et de la grandeur 
du rayon terrestre. L a  densite d’une couche infdrieure de la quan- 
tit4 6, est 

L’action de cette dernikre couche sur un corpuscule place H la  
distance r du centre de la terre, est 

L’action d’une couche sup6rieure de Is quantitB 8 ,  sur le meme 
corpuscule, est 

La difference de ces actions est 

71 faut multiplier cette diffdrence par ds, et  l’intdgrsr depuis 
s=o jusqu’h s = a  , pour avoir la force totale avec laquelle l’at- 
mosphhe detourne le corps lumineux vers le centre de la terre, 
ou l a  valeur de 9; or on a par ce qui prdchde, 

n, (s) = f l s  .n(s); 
Pintkgrala &ant prise depuis s =a jusqu’i s= do. En prenant do= 
1’intCgrale depuis 8-0 jusqu’8 J=S, on aura 

J~~.n(s)=cons~nte--,(s); 

d’oh il est ais6 de conclure 

fsds .n(S)=--S.n,(S)-tJns.n,(S). 
f.,a fonction s.n, (s) est nulle lorsque s= 0; elle est encore nulle, 
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lorsque s est infini; car la fonction n,(s) est alors infiniment 
petite et infiniment moindre que ;; puisque I’action des corps sur 
la lumibre est insensible 4 de trbsspetites distances. On a donc, 
en prenant l’intdgrale depuis s = o jusqu’8 s =og, 

1 

f sds .  n(S)=ps. n,(s>= K ;  

K &ant ici la m&me chose que dans le ne 9.  Les termes 
4 . fssds. II (s) , .JPds. n (s), etc. peuvent Qtro nCgligcis relative- 
ment B f id s .  n (s),  A cause du peu d’Ctendue de Paction des corps 
sur la lurnibre. En effet, supposons, par exemple, que cette ac- 
tion soit repdsentde par Q.c-U, c Ctant le nomhre dont le loga- 
rithme hyperbolique est l’unit8 , i &ant un trbs-gaud nonibre, ce 
qui rend c-4* insensible A une trbs-petite distance. Lee iritdgraler 

fsds.c-Tt*, +. fs~ds.c-isy deviennent F~ gy etc.; d’ob l’on voit que 
$ .,i3ds. n (s), fiF. fssds. n (s) , sont insensibIes relativement b 

Jh&.n(s);  et il est facile de voir que cela a lieu pour toute autre 
fonction qui rend I’action de la lumibre, insensible A de trhs- 

1 1  

petites distances. Il suit de 18 que qa-aK.  5, 4 et parconstquent 

f W = n K *  UfJ)--PR 
( p )  &ant la densit4 de la couche atmosphirique dont le rayon 
est a. 

Loreque r est infini p est nul , et l’tkluatlon ( I )  du ne I donne 
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ce qui donne par le no I oh l’on a vu que ;= g.sin, 0 ;  

et 1’6quation ( 2 )  du mCme no devient 

Cette kquation suppose que les forces rgfractives des couches de 
l’atmosphkre sont proportionnelles aux densitCs de ces couches ; 
c’est ce qui rtssulte des expkriences de Hauskbtse. Cependant il 
est possible que cela ne soit pas rigoureusement exact, et il serait 
utile de faire sur cet objet un plus grand nombre d’expirienccs. 
Mais que1 qu’en soit le rdsultat , on peut toujours employer 1’Cqua- 
tion pcecedente , en y suppownt que p reprdsentc la force r6frac- 
tive de la couche de l’atmosphbre, dont le rayon est r .  Nous 
supposerons dans la suite, que cette force est proportionnelle A 
la densit6 de la couche, ce qui o’doigne trts-peu de la vdritd, 

4. Pour intdgrer I’tsquation (31, il faudrait connaftrc p en fonc- 
tion de r ,  c’est-A-dire la loi suivant laquelle la demit6 des couches 
de l’atmosphbre diminue A mesure que l’on s’dlkve au-dessus du ni- 
veau des mers. Les deux limites de cette loi sont une densitb cons- 
tante, et une densit6 decroissante en progression gCom8trique , 
quand la hauteur croEt en progression arithmdtique, cequi, commbs 
on le verra dam la suite, suppose une temperature iiniforme 
dans toute l’atmosphbre. Considkrons donc les rdhctions,  d a m  
ces deux cas extremes. 

La supposition d’une densite constante revient h ne faire va- 
rier p qu’infiniment prts de la surface extdrieure de l’atmosphkre. 
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Soit donc ir cette surfaces r i a S . 2 ,  et faisoas 

1’6quation (3) du n* pr8cddent dcviendra 

ce qui donne, en intkgrant, 

$8 -.1 ang. tang. 2‘- ang. tang. T ,  

et pclrconsEquent, 

oh l’on doit observer que 66 expriine la rkfraction ou ce qu’il 
faut ajouter A la valeur de 0, pour svoir la distance de l’astre 
tiu z4nit11, d6pouilltSe de la &fraction. On doit observer encore 
que I’intdgrale devirnt &tre prise depuis p ~ ( p )  jusqu’ii p IO? Test 
la valeur de t dr l’origine de la courbe oh ~- - (p ) ,  et T est sa 
vaIeur A la fin oh p 10, ce qui donne 

Pour conclure de ces formules la rt?fraction liorizontale , il faiit y 
stipposer ain. 0- I j i1 faut de plus connaftre Ies valeurs de I et 

de a.(p>, Au niveau de la mer a Q. .la tempdratnre de la glace 
fondante, et lahauteur du barombtre &ant om”1~,76; on a 

h’ 
I 1  

797411i!1rc~, 

C’est la v a h r  qui rdaultb, d’un grand nmbre d’obswvatiom sur 
les hautcurs des monfagnes, ddterniiides par le baromhtre et corn- 
p’arbes & leurs hauteors m e s u r h  trigotJon‘r6friquement. Un t r h -  
grand nombre d’observafioas stir le? rdfractions a donnd 4 la 
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meme tcmpikature, et Q la m&me hauteur du baromktre, 

a K  
n’ - - * (PI 

4K 
- 0,000293876 ; 2K - . ( p )  =E 0#00294047 ; OU na 

14--$P> 

on a ensuite 
a CI 6366 I 98 mbtre~ .  

Au moyen de ces valeurs, on trouve pour la rdfraction hori- 
zon tale, 

$8 3979~,5. 

Quoique les astronomer ne soient point d’accord entre eux sur 
la valeur de cette refraction , cependant ils la trouvent tous beau- 
COIJP plus grande A cette pression et h cette tcmpdrature. Le milieu 
entre leurs rkoultats, donne 

Ainsi l’hypothbse d’une demit6 tiniforme est trop contraire aux 
observations Our la EQfcaction, pour pouvoic &re admise. 

5. Considdron8 maiutenant I’hypothbse d’une tempdrature uni- 
forme. Si l’on fait 

n 
r 
-- - I - s ;  

6 &ant trbs-petit wus pouvons supposer BUS erreur sensible la 
factew 1-26 (I -6) kgal Q sa valeur moyenne comprise entre 



S E C O N D E  P A H T I E ,  L I V R E  X. 347 
sts deux valeurs extremes I et I - 2 % ;  nous le supposcrons donc 
dgal Q I - a. La temphture de 1’atmosphBre &ant supposie uni- 
forme, si l’on nomme p la pression ou la foroe cSlastique de I’air 
correspondante Q la densit8 p et ( p )  la pression ‘correspondante 
A @); on aura, cobme il resulte de l’expthiencc, 

Si on nomtne encore g la pesnnteur correspondante Q r ,  et (9) 
celle qui correspond B a; on aura B trbs-peu-prbs 

La diminution de la pression p ,  lorsque I’on s’dlhe de l’dl&ment dr, 
est visiblement dgale la petite colonne d’air p .dr , multipli6e par 
sa pesanteur g; on a donc 

a* 
1’ 

dp =- ( g )  . - . pdr; 

et parconsbquent 

(PI * 0- 4 - (g)  . n . p . d * ;; 
d’ob l’on tire en integrant 

(1)) ’ 
P = ( P I  * c 

c Ctant le nombre dont le logarithme hyperbdique est l’unitC. 
D6signons par 2 la hauteur d’une coloiine d’air de la densit6 (p) , 
et qui anim6e par la pesanteur (g), ferait &pilibre B ( p ) ;  on 
aura 

partant 
( P )  = (9) * ( P M  

1’Cquation (4) devient ainsi, en rdduirant le radical en skrie 
par rapport aux puissances de s, 
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le premier terme de cette expression diffbrentielle est beaucoup 
plus grand que les autres qui sont presque insensibles : nous 
allons d'abord l'int6grer. Pour cela, nous ferons 

et nous auroas par le no 21 du second livre, 

C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

- etc. 

Le terme dont il s'agit deviendra doric, en observant 9118 
n -.ds c-r est dgal tt -d .c -? ,  i 

.I OI 

ol 



S E C - O N D E  P A R T I E ,  L I V R E  X. 349 

........................................ 
a' ..{(c-LJ. (.4} 

df'l 
+ - 1.2.3 .... i . ~ i n . ~ l . e  ' 

le signe supdrieut ayant lieu si i est pair, et l'infkrieur si i est 
impair. On a gdndralernent 

a 
-((I+ I )  .z. J' 

( L  + 1 ) ' .  c 
a . .  - L p '  

. -  - (i-1) .T. 
&! -. -c.al.c 

a 
z I-1 

1 . P  
+ - * (i-1)' * c I - etc. 

a' dl. {(/f -1 )'.;q (+ 
=- 

I a.3. .. .i.ain*'.@ -. * .0.3.. . i . S i n b d . 8  

II faut multiplier chacun des termes de ce ddveloppement par 
fl 

*. . . A'. sin. 8 
s - 

( I  - -a ) .  ~ c o s Y . ~ ) + m ' . ~ i n U . 0  

et prendre ensuite les intrSgrales depuis s'- o jusqu'h 

. Mais comxne li cette dernikre limite, S ' I I -  u , (  1 - 3 )  

9111'. 8 
all  - 

d est d'une patitesse excessive, parceque c surpasse 2 ,  et 

que est un trks-grand nombre, et bpeu-prbs &gal B 800; on voit 
que le8 inthgralee peuvent, sans craiate d'aucune erreur app& 

M I ~ A N ,  C ~ L .  Tome IY. Ti 
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ciable I Ctre prises depuis d = o  jusqu'k d c a, ConsidBrons, 
eela p o d  la diff'erentielle 

ra - - .d  
a 1 

)/COS' .  o +as'. sins.@ 

. sin.0 7. ds'. c - 
? 

et faiaons 
I 

nr 
c09'.@ 

sina. 0 
y.-+s'=- . t ' ;  

la diffh-entielle prCcCdente devient 

nr C O 9 . 0  - jusqu'h t= 00; v- ;I sin. o L'inttigrale doit &re prise depuis t=  
supposons que l'on hit dans ces limites 

on aura, en n'ayant Bgard qu'au premier terme de de, 

I " a3 I 

1 + etc. I 
cxprcasion que l'on peut mettre encore sous cette forme, 
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’ --: 
b‘J1 c’ . *(2) 

ua +G5 . ab. c 

-+ ctc. 

La difficult6 se rdduit Q former 2k. ( r ) ,  ou ik prendre l’intkgrale 

Jdt.c-“ depuis t =  p* E 8  jiisqu’k I= IYJ, nans lo cas de sin. (3 

la rdfraction horizontale, cos. o = 0 ,  et sin. 0 = I; * ( r )  est donc 

elorv independant de r ,  et &gal h l’int6graleJ;iL.c-ta, prise de- 
puis t nul jusqu’8 t infini.  Pour &terminer cette intCgrnle; con- 

- s . (  1f.P) sid6rons la double intdgrale Jrds. dx. c , les intbgrales 
&ant prises depuis s nul jusq;i9A s infini, et depuis x 11111 jus- 
qu’P x infini. IntCgrant d’abord par rapport B s, on aura 

L’intCgraleJ- d.c est I’angle dont la tangent8 est x; cette intk- 

g a l e  prise depuis’ x nul jusqu’h x infini , eat l’angle droit, 
ou - f i  &ant la dcrni-circonfdrcnce dont le rayon est l’unitd ; on 
a donc 

‘x 

a ’  

ds . &. . o-s*(I+xn)- ,a- _ -  SS a’ 

Prenons maintenant cette intdgrale d’une autre manikre et sup- 
posons sx’ = P, ce qui donne dx ..-L - dt s &ant supposrS cons- l/s ’ 
tant dam la diffdrentiation; la double’ intdgrale 
Vbndra donc 

prdcddente de- 

- t’ c .  
I i  a 
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la double intdgrale prdcddente devient 
Nommons K l'intdgrale f i t  .c-"", prise depuis t nul juaqu'8 t infini; 

ce qui donne 
Soits=t"; 

on aura 

part ant 

p l . C - t " = : .  V Z = * ( r ) ;  

l'expression de la rifiaction h I'horizon, est don<: 

expression que l'on peut encore' mettre sous cette forme, 

Pour avoir la valeur de Ik ( r ) ,  lorsque l'astre est peu Clev6 sw 
?horizon, supposono 

nous aurons, en prenant l'intdgrale depuis t= o jusqu'h t= T, 

1 T6 I TT 
1.a  5 1 .2 .3 '  7 

I d t .  c-'=T--$ T3+- .  -- - - + etc. 
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nous ililrons encore 

Ces deitx series finissent par &re convergentes, que1 que soit 2‘: 
la premiCre est alternativement plus grande et  plus petite que 
I’intdgrale, suivailt quc I’on s’arrbte A un terme positif ou i un 
terrne ndgatif; ensorte que si l’on ajoute B un nornbre qnel- 
conque de ses termes la moiti4 du  terne suivant, I’erreur sera 
moindre que cette moitid, ce qui doline un moyen simple pour 
juger du degr6 d’approximation. En retranchant ensuite la va- 

leur de la .&io, de $. f;; on a i m  celle de l’intdgrale Jlt . c , 
depuis t=  T jusqu’Q t infini. Lorsque T est Cgal 011 plus grand 
quc 3, 011 aura la valeur de l’intdgrale, au rnoyen de la sCrie 

- t. 

serie qui jouit encore de l’avantage d’etre alternativement plus 
grandc et plus petite qne l’intbgrale qui est ici prise depuis 
t =  T jusqu’ii t infini. , 

On peut Jonner i cette sbrie, la forme ct‘unc fraction continue, 
par la mkthocle suivante qui peut servir dam d’autres circons- 
tances, et au mopen de laquella la sdrie peut etre mise sous une 
infinite de formes diffhrentes, 

Siipposons 

q + ;l.3.q’ k.3.5 
24 =- I. ’ { 1 - (,--t>’ -t)‘ - -+ 1 - + etc. } ; 1-c 

nous aurons, commc iI est facilc de s’en assurer par la difft5- 
rentiation , 

Gonsiddrons h comme foiiction g6tiCriltrice do la sE.rie 
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l’bquation diffirentielle prbcidente donnera, en n’y considdrant 
que les coefficiens de la puissance tr, 

(r+ 1) q*yr+n +yr+i nyr = 0 ;  

9*y.+y,= ‘i 
ce qui revient A faire y. = I .  Nous observerons ici que gbndra- 
lement la fonction g d n h t r i c e  u de y, dans toute Bquation liniaire 
aux diffdrences finies, dans laquelle les coefficiens sont des fonc- 
tions rationnelles et eitibres de r ,  peut &tre diterminke par la 
oonsidiratioa prkcddente , au moyen d’iine dquation diffirentielle 
infiniment petite du mQme ordre que la plus haute puissance 
de r dans ces coefficiens. 

Maintenant toute Cquation Iin6aire du second ordre aux diffE- 
rences finies, peut &re facilement rbdiiite en fraction continue, 
par la mbihoda dont nous avons fait usage dans lcnv I O  d u  livre IV. 
Considirons gdndralement l’equation 

on aura 

et dam le cas de r = o ,  on a 

y r  = a r  ...Y*+* + fir . y r + s  

et parconsequent 
- ”  

1 y”, 
.Yr a,+ 6,  . ~ ’  

yr+l 
ce qui donne 

ct ainsi de suite; partant 

Si l’on fait a,= I et b,=(r+ ~ ) . q ;  on aura l’dquation diffi- 
rentielle precbden te 

Yr =yYr+r + ( r  + I 1 Q Yr+r i 
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et alors 

3 

Faison, r c  0 ;  nous aumns, en observant que yo= I ,  

1 y, =*- 
1 + L  

1 + "Q 
' + 3 q  

l + Z  

y, est le coefficient indCpendant de t ,  dam le dt!veloppt~~nent 
de la sdrie 

1.34 
2- 1 - t  .{I---- ( 1 ++ 4 -4 - etc.} i 

e t  parconsequent og LL 

en snpposant donc 
9 = - >  1 -  

on aura - T' 
c 

a' l '  ' 

1 - 
1 +  

I'intdgrale &ant prise depuis t --. T jusqii'i t infiiii. Sous cetfe 
forrnc, on peut employer son expression pour toiites les valeiirs do 

mais pour I A  simplicit8 du cnlcul, u convient de n'en faire iisoge 
qUe dans le cas oh q est 6gnl oil plus petit qiic S : dans les autres 
cas I C s  deux premilws sdries donncront plus Kicilcnient 1'inttS- 
grale. Your employer la fraction continue prdcddente il fandra In 
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r6duire en fractions ordinaires qui seront a1 ternativemen t plus 
grandes et plus petites que l’intdgrale. Ides deux premibres fractions 

sent I et -. Lesnumerateurs des fractions suivantessont tels, que 
le num6rateur de la iime fraction est Egal au n u m h t e u r  de la 
(i- ~ ) ~ c m ~  fraction, plus au numirateur de la ( i--2)1fme fraction, 
multiplid par (i- ~ ) . q .  Les ddnominateurs se forment de la meme 
manikre, Ces fractions successives sont ainsi, 

1 

1+4 

1 .  -. 1 1 + a q *  1 + 5 q  _. 1+,q.q+8.q1 . 
T’ 1 3 - 4 ’  1 + 3 g ’  i+6q+3qa’ i+ io .q+15qa7  

Considerons maintenant le second terme de de, donne par la 
formule (5 )  et voyons quelle est son influence. Elk est la plus 
grande, dam le cas de la refraction horizontale, et dans ce cas, 
ce second terrne devient 

L a  partie la plus sensible de cette intdgrale correspond A s t r b  
petit, pucequ’alors le dthominateur est fort petit. On peut donc, 

dans ce denominateur et dans IC facteur $ . s - 2 a .  (I---;),& 

velopper c-s en sdrie, et n’en considdrer que lcs premiers termes. 
Si I’on s’en tient aux deux premiers, ce que l’on peut faire ici 
Bans erreur sensible, on aura 

UJ 

a -  

2%. (1 - u )  . (I-u. 1 ” ) ;  
En l’int6grant depuis s nul jusqu’k s infini, on aura 

quanti t4 
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quantite qui ne s’81kve qu’8 troisou quatre secondes, et  qui parcon- 
s4quent est insensible h l’horizon oh la refraction Bprouve de grandes 
variations. On peut donc, dans tousles cas, nhgliger le second terxne 
de la formule ( 5 ) ,  ct s’en tenir au premier. 

aK Si l’on fait usage des valeurs de ~ . ( p )  2 et a ,  donnCes dans 
le no 5 ; on trouve que dam l’hypothhse que nous considdrons I 

A ekro de temp6raturc et  8 la hauteur o ,76 du barornetre, la 
dfraction horizontale est kgale A 73go”,71, Cette refraction sur- 
passe de pres de goo” celle que I’on observe, ce qui prouve l’er- 
reur de l’hypothkse d’une tempkrature uniforme dans toute l’eten- 
due de l’atmosphbre, On sait en effet, que cette tempthtture diminue 

mesure que l’on s’dlkve, et comme l’air se condense par le 
froid, il en rdsulte que la diffirence de densitd d’une couche de 
l’atmo~ph&re, Q la densit6 de la couchc immediatement supCrieure 
est par l A  diminuee. La limite de cette diminution est celle d’iine 
diffirence nulle, ou cl’une densit6 constante, et l’on a vu d a m  
le no 4 ,  que dam ce cas, la refraction horizontale est trop pe- 
tite ; la constitution de l’atmosphkre et les refractions sont dono 
entre les deux liinites que donnent les hypotbbses que nous ve- 
nom de consid6rer: mais on peut obtenir deux lirnites plus rap- 
prochdes, de cettc manikre. 

6. L’equation diffdrentielle (3) du n* 3 s’iathgre rigoureuseruei~t, 
c n y  supposant 

mOt. 

Si I’on fait alors 

elie devient 

Kk 
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d’ot l’on tire en intbgrant depuio z c sin. 0 jusqu’b 

bquation que l’on peut encore mettrc sous la forme 

Rclativement A la rdfraction horizontale, on a @= roo”; et alors 

K de plus, ---.(p) itant une fraction extremement petite, on a li fort 
peu-prbs, 

on aura donc A fort peu-prks, 

et en prenant l’arc lui-m&me pour sa tangente, ce que l’on peut 
faire ici sans erreur sensible; on aura 
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Si l’on voulait ne considdrer que les rdfractions, on pourrait d6- 
terminer rn de  manikre que le second mernbre de cette Cqua- 
tion repdsente la rdfraction horizontale observde que POUS 

supposons de 6500’. Alors l’expression gdndrale de tang r?]. 68, 
donnera pour toutes les hauteurs, la rLfiaction 68. C’est le pro- 
cede qu’ont suivi plusieurs astronomes pour construire uiie table 
de rdfraction, et  cette table satisfait assez bien aux observations. 
Mais pour representer la nature, il faut que la coiislitut,ioii prd- 
cCdente donne non-seulement les rdfractions observcies , niais en- 
core la hauteur du barornetre et la diminution observbe de la 
chaleur, mesure que l’on s’tilbve; considCroiis donc ces deux 
phenombnes , dam l’hypothbse prec6dente. 

Reprenons 1’6quntion du no 5. 
U dp = (g) . ap . a;; 

. 4 K *  
si l’on substitue pour :, ( ::4~ii) ; on aura aprhs ]’in tCgra- 

tion, et en observant que p est nul avec p, pJ. [I +f$.P-J+ 1 . { I +  +$.P-J+’]i 
( m + 1 ) . 4 K ( p )  1 P  \ 

p=(g> . n * ( f )  6 

[I +%(,IT 
. 

Cette expression donne h trbs-peu-prks, 
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Cette bquation donne & la surface de la terre, 

et parcons6quent la refraction horizontale 64 devient 

si K Si l’on substitue pour a ,  2, et  7 .  (p) , leurs valeurs donndes clans 
le  no 4, on a 

SO 3= 5630‘. 

Cette r6fraction est moindre que la refraction observc5e ; mais 
elle est plus grande que celle qui r6sulte de l’hypothksc d’une 
densitk constante; ainsi la constitution rdelle de l’atmosph~re est 
entre celles que donnent la supposition tl’une temphrature uni- 
forme, et l’hypothksc que nous consid6rons ici. 

Dam cette dernikre hypothese, la densit6 des couches airnos- 
phdriques diminue en progression arithmCtique, quand leiir hau- 
teur croPt suivant une progression semblable. En effet, si l’on sup- 
pose T Z = ~ . ( I + S ) ,  on a Q fort pea-pr&, 

as Etant la hauteur de l a  couche atmosphkrique. La liniite de Itat- 
mosphkre a lieu au point ob p = o ,  et alors as est &gal A a ~ ;  
la hauteur de l’atmosphkrc est donc ici double de sa liautcur 
dans l’hypothbse d’une densite constante. 

L’expression prdcidentc de p donne 

La foaction ‘A) est importante A considdrer, en ce qu’elle exprime 
(P1.P 
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la loi cle ]a chalenr des couches de l’atmosphbre. En eKet , it la 
mi.tne tempbratwe, l’expbrience a prow6 que la pression de I’air 
est pportionnelle B sa densit&; mais ce rapport croft nvec la 
c1Jaleur ct  peut la representer; car les molecules d’air ne parais- 
sant soumises qu’ir la force r6pulsive de la chaleur, il est I I R -  

turel de penser que cette force croit en meme raison que IR cha- 
leur. 11 rhsulte de l’cxpression prdcddente de p>), que la chaleur 

des couches atmosphthiques ditninue, comme leur densit6, en 
progression arithmdtique. de diminution dans la valeur 

Y*(P) suppose 5-;z de diminution dans la valeur de I - - - 
a1 ’ de - @).P ’ 

ainsi en partant de la stirface de la terre, il faut s’klever de 18 
hauteur 2, ou de 63 ,8, pour dprouver une diminution de 5; 
dans la force dlnstique de l’air, t i  densites dgales , ce qui rdpond , h 
fort  pen-prbs, A une diminution cl’un tlegrC dans le thermom8tre. 
Toutes les observations concourent faire voir quc cettc 61Cva- 
tion est trop petite, et que la diminution de la chaleur cst moiris 
rapide; 1’11ypc~tli&se que nous examinons ne reprksente donc n i  les 
rkfractions obserdes, ni In  loi observde de ladiminution de la 
c:lialeur. 

Q1.P 

l l S  

I l l l t .  

a50 

Dans l’hypothhse d’une densite constante, on a 

il Glut donc s’dlevcr de moitie moins que dam I’hypoilihse prd- 
cidente , pour kprouver une diminution d’un degrc! clans le ther- 
momatre; cettc hypothkse est doric encore plus dloigtde de satis- 
faire a m  observntioes st i r  Ics rCfractiotis et  Sur la cllalctlr. On 
voit en itiCriie temps que plus on se rapproche de l’obuervation 
sur les rtifractions, plus on s’en rapproche relativemcnt h la clialeur. 

7 .  La constitution dc l’atinospllbre &tatit comprise enirc lcs 
deux limites d’nne densitk ddcroissaate e n  progression nri I hm6- 
tique, et d’unc densit6 dicroisuante cn progression gLZoin6trique ; 
m e  hypothcse qui  participerait de l’unt. ct (le l’mtre de cvs pro- 
gressions, semble devoir repr6scn ter $1-la-fois Ics rhfractions et 
la diminution observiic dans la clialeur des couches atmospl~ri- 
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riques. L’hypothkse suivante reunit ces divers avantages 
ct’un calcul fort simple, 

aurons B trks-peu-prbs par le no 5 ,  

celui 

Reprenons I’kquation (3) du no 3,. et supposons := I - 8 ;  nous 

-a.d J- .sin.@ 
(PI 

(P 1 

-* cte I 
( 1 - a ) .  / C O P .  O-ae.[I -A!-- If..-.. . CO$.O 

s Ctant une fraction trks-petite, tant que s a une valeur sen- 
sible, nous pouvons ndgliger le terme - as. COS*.@ , relativernent 
A cos1.@; nous aurons ainsi 

dP -a. -. .%in.@ 

Supposons maintenant 

s --a [I L- -“3 = zl ; 

p = ( p ) . [ + y J . c  1’; 

( P I  

U 
I -  

f et I’ &ant deux indkterminkes. Cctte valeur de p participc &-la- 
fois des deux progressions arithmCtique et gt5omdtricpe. En d& 
termiiiantfet I’ de manibre Q reprbsenter la hauteur du  baro- 
mbtre, et la refraction horizontale; si cette valeur satisfait en- 
core h la diminution observ6e de la chaleur des couches atmos- 
phtkiques, on pourra la considdrer cornmc reprdsentant la vraie 
constitution de l’atmosphbre, et s’cn scrvir pour construire une 
table des rdfractions. L’Cyuation diffirentielle pricedente devicnt 
alors 

U 

Soi t 
cos”, 0 + 2u c 2L’. to  ; 
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021 aura 

cos.@ L'infCgrale doit &re prise depuis 2 =  = jusqu'8 t infini; sup- 
posons 

T=-- 

v a t  

cos. 0 

vi2 
et 

fa . e- cs e c - T'. 9 ( T) , 
nous aurons 

&f . sin,@. cos. O. $- 2.  ( 1 -a )  .I 

T est nul A l'horizon oh cos.@ = 0 ;  alors on a par le no 5 ,  

T (T) = la rdhaction liorizoiitalc est donc 

a .  r/; $8 = -- . ( I  - y). 
(I-a). Val' 

ensorte que la refraction serait nulle, si f Ctait @le h 2 : elle 
serait nbgntive, si l'on avait j> a. 

Ddterminoxis maintenant la pression p de l'atrnosphkre, On a 
trks-peu-prks par le no 5 ,  

dp =-(g).n.pr!s; 

et parconsdquent , en substituant pour s, sa valeur u+ a. (1- &), 
on a 

dp=-(g).  npdu +a  (g).(z . - * PdP -- 
(PI * 

En substituant pour p sa valeur 
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et intdgrant; en observant, de plus, que (p)=(g).(p).Z, on 
troiivera 

U U 

A la surface de la terre , p = ( p ) ,  u =o et p = (p); on a donc 

Si nous supposons la rdfraction horizontale, de 6500", ou en 
parties du rayon, de 0,01021018; nous aurons 

. -  
a. r/ii 

0,o I 03 I 0 I 8 E= P. ( I +j). 
(1 -a ) .  VnP 

Ces deux dernihres kquations donnent 

E n  substituant pour OL 

trowera 
a et I ,  leurs valeurs pr4cCdcntes , on 

I' i o,ooo74s8r6 j 

f = 0,49042. 
011 aura donc dans cctte constitution de l'atmosphitre, 

u I s - 0,000293876 . (z - J--) 
p = ( p ) .  { I+U .661,107}. c 

( P I  

- U. 1348,~d 

d'8386 1 I ',6. (0,7 5479-0,49042. T') .Sin ' .@ . - ST ( ") $-3og303",sin,20, 

Ddterminons la loi correspondante de la diminution de la chaleur, 
O U ~  ce qui revient au meme, l'expression de I*, En substituant 

pour 

v.;; 

(P1.P 
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pour p et p , leurs valeurs prCcCdentes, on a 

et parcons4quent 

Pour comparer ce rdsdtqt A l’expdrience 

on aura 

supposono 

Z4 = 0,00092727 ; 

-f- = 0,462 I(, ; as i 6gogmc,44; ( P I  
d’oh I’on tire 

O n  vena ci-aprks, que ;L: &ant IC nombre des degrrSs du ther- 
momktre, 011 il 

En &galaat cette quantitc! 0,8266; on trouve 
x=- /t6“,24. 

L’expbrience la plus conclt~an@ de ce genre est cclle de Gni- 
Lussac qui, s’itant Clev6 de Paris dans wn ballon, h la hauteur 
de 6g8onIi.t .  au dessus du niveau de la Seine, a obserd le thcr- 
momhtrc A -cj0,5 A cellc liailtcur, Iorsqu’il h i t  L W,75 ti 1’01)- 
servatoire. I ,a tliffirrcnce -400,zE; se rapprocllc autant yu’on peut 
le desirer , du rdsultat prCc&dent, vu surtout les varidtds que lcs 
cil*constances particulibres de l’ntmosphhre doivent apporter clans 
ces ri.si111n1~. On pcut aiiisi par les observations sur la rdfraction 
,horizontale nloyenne dans un climnt , dbterminer la diminution 
Doyenne la clialewr 2t mesure que l’on s’&ve, et rdciproque- 
pent . 

Si Yon veut , en partant de la loi prdcddente, avoir la rdfwc- 
N I L C A N ,  C ~ L .  ;[?me ZZY. L 1 
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tion sur tine montagnc, ir la hauteur h nu-dessus du niveau d e  
la  mer j on ddterminera d’abord les valeurs de u et de p corres- 
pondantes A cette hauteur, et  que nous dbeignerons par U e t  (p‘), 
czu moyen des dyuations 

U 

11 -=U+Ct.(*--&). 
n 

E n  faisant ensuite u c  U+u‘; on aura 

f’ Etant kgal 21 r+ ” I1 suffira donc de changer dam lcs for- 
mules pr&ckdentes, (p) en (p‘) et f en f’. 

De Ii il suit que les rCFractions horizontales, au niveau de Is 

7’ 

mer et h la hauteur h ,  sont entre elles comme ( I -+f).j” est a 
U -7 

( I - - ”  1 .  f ’)..f.c 

Pour avoir la rbfraction au-dessous de l’horizon , on obyervere 
qu’un rayon lumineux qui part d’un astre sous l’horizon , dCcriwant 
une courbe concave vers la terre j i1 s’en approche jusqu’au moment 
oh il devient horizontal, et s’en Gloigne ensuite e11 ddcrivant une 
courbe semblable A cellc qn’il avait d’abord dCcrite; d’oh il est 
facile de conclure que sa refraction, plus celle d’uii second astre 
vu aussi &lev& au-dessus de l’horizon que le premier parait au- 
dessous , est dgale au double de refraction horizontale , au point 
021 la  direction du rayon est horizontale , ce qui a lieu quand 
2u’=- cos’. 0. On aura donc facilement, par ce moyen , la rd- 
fraction de l’astre vu au-deasous de l’horizon. 

Les formules pr6cddentes renferment les trois inddterminkes 
4, f et u, que nous mons dktermindes au moyen de la rC- 
fraction horizontale et des hauteurs observkes du barornetre et du 
thermomktre, On pourrait, au lieu de la rhfraction horizontale 9 
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employer leu observations sur la diminution de la chaleur. Pour 
construire une table de rdfractions, il faudrait connaftre ou cettc 
diminution, ou ICs rdfractions horizontales relatives & ces hau- 
teurs, ce qui exigcrait une longue suite d'observations; mais il 
en rdsulterait une table beaucoup plus exacte que celle dont on 
fait usage. Cepeadant elle laisserait encore de !'incertitude ; la 
loi de la. nature, sur les densites des couches de Patmosplibre 
n'ktant pas exactement celle qne nous avons suppode et variant 
par mille causes inconnues. Par cette raison, les astronornes ne 
comptent que sur des positions obserdes 8. ome on douze degrCs 
au moins de hauteur apparente, Heureusement, B ces bauteurs, 
la refraction devient indhpendante de ces causes, et Yon peut 
l'obtenir avec beaucoup de prdcision, par la sedle observation 
des hauteurs du barod t r e  et du thermombtre, dam le lieu de 
l'observateur : c'cst ce que nous allons ddvelopper, 

8. Rcprcnons 1'6quation diffhentielle (4) du ng 5. En rddui- 
$ant Jc radical en drie, ellc devient 

etc. I 
Si l'on ndglige les produits de frob dimensicma de a st, de 
aura 

on 

Kn intdgrnnt depuis p = (p) jusqu'k p - -o t  on P L U ~  
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L’int+yale[+ est &gale Q. s . ~  - S$z. En la prenant depufs 

p = ( p )  jusqu’h p=o, et observant yu’h la liniite p--0, rdpond 
s= I ,  ou r infini; on aura 

( i J )  ( P I  

Pour avoir cette dernibre intdgrale, nms observerons que p ex- 
primant la pression de l’air, on a 

dp = - gp . dr = - g-7  . pd-c j 
or ( g )  &ant la pesanteux 21 la surface de la terre on a 

g = (8). F; donc 

r” 

U” 

p == - (g) . n f pds. 

Ainsi l’intCgrale,fpds est Bgale la pression en t ihe  ( p )  la 
surface de la terre, div ide  par (g).. : cette pression, par le 
ne 5 ,  est &gale A ( g ) . ( ~ ) . d ;  on a donc 

I’expression prc!c$dcnte de 68 devient ainsi, 

~ d . ( 2 . C 0 9 ’ . @ + 1 ) - ;  
l l i  (4 8 k a . t a n g . O .  1 I + 

Cob2.  0 

Cette expression a l’avantage d’4tre indbpendante de toufe hypo- 
thbse sur la constitution de l’atmosphhre, et  de ne ddpendre que 
de 8a nature dans le licu de l’ohservateur; car leu valcurs de ( p )  
et de Z sont dannees par les observations qu’il peut faire, d u  ba- 
romhtre et  du  thermombtrc. 11 importe doiic de connaitre jusqu’h 
quelle hauteur apparente on peut faire usage de cettt: formule. 

En  consitlkrant ?’expression prkcddente de d$ en skrie, il est a i d  
de voir qi ie le terme le plus considkra~lc parmi ceux que nous 
avons ndgligds, est le suivant 

1 4 
(PI 

- - ; a . - - .  s4.tangS,@. 
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11 peut devenir sensible h de petites hauteurs dans lesquelles 
tmg. 8 est un grand nombre. Ce terme est diniinuC par ceux du 
meme ordre, de la formule; ensorte que relativement aux hau- 
teurs apparentes des astres dam lesquelles son intdgrale est in- 
sensible, on peiit sans crclinte employer la formule (A). L’intB- 
grille de cc terme, prise depuis p = (p)ajusqu’A p c. 0 ,  se riduit 8. 

Si I’on suppose la temperature, la meme dam toute l’afmosphkre; 
011 a, par le no 5, 

us 
-7 

P = = C P ) J  i 

ot pacconsdquent 

I,a valciir de cette intEgrale est plus grande dans l’hypothkse d’unrt 
ternpdmturc unillrme , que clans la nature oil la tempLCrature des 
couches de I’atmosphtire diminue A mesure qu’elles sont pliis &le- 
vCes ; car si 1’011 coripit quc leur tcmpdrature s u p p n s h  d’nbord 
uniforme , vienne h ddcroitre suivant cette loi j il est clair que 
la mol&cule de l’atmosphbre , rcprCscntEe par pds, s’ahaissera, c t  
que le prodiiit psds qui lui  est rclatif, dcvicndrn plus petit; 1.h- 
t C g r a l e ~ “ ”  deviendra done moindre. Ainsi la formulc (A) est 

cxacte pour toutes les hauteurs dans lesquelles 3a. tang5. 0. 7 a est 
j~iscnsible. E n  employant les valeiirs dc a, I et a ,  donn6es dam 
le no 4 ,  ct siipposant @= 88” j on troiive cette quantitd &gab 

3”,486, qiiantitd presqw’insensible, A de plus grandes hauteurs 
apparcntes, I’crreur do la formule ( A )  devient tout-8-fjit inscn- 
sible; il imgorte donc de bien connnitre les rildmens de cette 
formule. 

9. ~ e s  kldmcns principaux sont , 10. les variations de la demit6 
de l’air par les variations de sa prcssion et de sa chaleur; 30. la 
rbfraction de Pair atrnosphbrique, une temphalure et A UUB 

c. (ij- 
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pression dkterminde, Le changement de la densit9 de l’air , par la 
variation de la pression qu’il Eprouve , est bien connu par la 
Ioi suivant laquelle , A temperature egale , sa demit6 est propor- 
tionnelle cette pression; loi dont un grand nombre d’expd- 
riences a fait reconnaftre l’extreme exactitude, au moins clans les 
limites des variations du barornetre , depuis le niveau dc la mer 
jusqu’aux plus grandes hauteurs oh nous puissions nous Clever. 
La  dilatation de l’air par la chaleur, a CtC l’objet des rechercbcs 
de plusieurs pliysiciciis qui JiRCrent sensiblement entre eux A cct 
Cgard. J’ai priC Gai-Lusoac , de rdpdter ces exphiences arec toiit 
le soin possible, cn graduaut exactement des thermomhtres A air 
ct A mercure, et en mettant la p h s  grande attentioti bien 
dcssdcher l’air et les tubes dont il a fait usage; car il mc pa- 
raft que c’est de leur humidit6, quc ddpendent principalemen1 
les diffdrences des re‘sultats des physicicns. T1 a trouvd par till 

milieu entre vingt-ciny expdriences, en ayant Bgard h, la dila- 
tation clu verre et aux corrections des variations dii baromktrc 
pendant la d u d e  dc chaqne expdrience , qu’un volunie d’air cx- 
prime par l’unit6 & zero de tempirature, devient 1,375 h la 
chaleur dc l’eau bouillante , sous uiie pression dquivalente a celle 
d’unc colonnc de mercure de o m + t * , 7 6  dc hantcur, I1 a de plus ob- 
servr.5 que le thermomktrc ii air, marquant so”, le tlierrnombtre 
;i mercure marquait parcillemeiit 50” , la diffirence d o n n h  par 
IC r h l t a t  moyen des vingt-cinq expiricnce; citces, &ant inscn- 
sible, Ainsi la marche des deux thermonktrcs parait &re la m h c  
dam l’intervalle de 0. h IOO’. Iln noinmant domc x le nombre dcs 
degr6s d’un thermomi: tre mercure ; un volume &air rcprisenlh 
par l’unit4 B z&o de t e m p h t u r c ,  devient A la t e m p h t u r e  de 
x dcgrds, 

1 + 0,00375. x. 
J.a tloiisild de I’air est proportionnclle & sa prcssioii. Prenolls 
poiir unifc!, sa deiisitc! ti ze‘ro dcgre‘s et  ii 0rft+(.,7G de hauteur d1t 
barornktrc. J’xpritnons ensuitc sa hauteur corrigde de l’cffet de la 
dilatation du merciire rdduit i zEro de&’& de tempdraturc, par 
o‘t1;’t.,76.(1 +y). Cclte correclion sera faci lo ,  cn observant qiw 
pour c l i q u e  degrk d u  therrnoiiibtre, le merciire sc dilale de =*E. 
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La demit4 de l'air A la tempdrature de x dearis sera 

Supposons que a soit relatif B la tempdrature de zkro dcgrcLs, c!t 
A la hauteur 0mbr.,76 du baromktre. 11 parait nature1 de supposer 
la force dfractive de Pair , proportionnelle h sa densite ; c'est 
en effet ce que 1es exp6riences de Hauksbde confirment. La va- 
leur de a relative A la tempirature de x degrCs, et  g la hau- 
teur (I  +y) . onltt.,76 du baromhe sera ainsi 

8.. (1  +yl 

De plus, il la tempdrature de zbro degrcls , ct & 0mct. ,76 de haup 
teur du baromhe, on a par ce qui prdcbde, 

1 + 0,00375 . .re 

2 = 7~741iii~1irs, 

La valeur de I ne varie point par les hauteurs dii baromhe;  
car l'equation 

(P> - -d  (g> * (P) 

nous montre que (p) itant proportioniicl i (p), lorsqiie In tcni- 
perature reste la meme, L est toujours le m&mc. Mais si la tempP- 
rature change, alors G varie en rnison iiiversc de (p), e l  1'011 rz 

2- 7 9 7 4 m b t . .  { I $-0,00375 . x ] .  

Cela post!, la formule (A) dcvient, en observant q u e a = 6 3 6 6 1 ~ 8 ~ ~ ~ * ~  9 

a. ( I + y )  tang. 0 

1 f 0,00375 . X  I 
I .  u' . ( I + )" ( I  + a c o P O ) .  tang. 0 

cns". 0 * ( 1  + 0,003,&* - 
I tang. 0 - a I ( I +y) I 0,001 25254.  co,p. 

I1 ne reste ici d'autre inddterminh que a ,' et l'un des lllcilleure 
moyens pour la connaitre est l'observetion de la hauteur des dtoilcs 
circompolairet , dans leur plus g r a d e  et leur plus petitc hau- 
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teur. Delambre, en comparant un grand nombre d’observa- 
tions astronomiques , a trouv6 la r6fraction &ale ii rSG”,738, 
A 50’ de hauteur apparente, la tempdraturc dtant dro,  et la hau- 
teur du baromktre &ant onl&t.,76, D e  l& je conclus 

ou en pcTrtie du rayon, 

a = 0,000293876. 

IO. Jusqu’B prthent on n’a point tenu compte de l’humiditg de Pair 
dans les rCfractions. A-t-elle sur cc phdnomhe une influence 
sensible ? C’est ce que nous allons examiner. Rappdons , pour 
cela , quelques rdsultats auxquels on est parvenu sur 1’Bvapora- 
tion des divers fluides. On a trouvB par l’exphience, qu’un vo- 
lume d’un gaz qudlconque , Iorsqu’il est complttement saturd 
d’eau, contient la  memc quantitB de  vapeur$ , qui  s’6leverait 
dam le m&me cspace vide, B la meme tenrpthature, en y suppa- 
sarit assez d’eau pour siffire Zr toute la vaporisation. 

On a de plus observe que la  pression &ant toiijoiirs la merne, 
tous les gaz se dilatcnt de la meme quantitg par la chaleur, et 
que toutes les vapeurs se dilatent de la mCme (pantit8 que les 
gaz. On n trouvC encore qu’k l a  meme tempBrature, la demit6 
des gaz et des vapeurs est proportionnelle h leur pression ou & 
leur force dlastique. 

Si l’on place dans le vide un vase rempli d“eau, la force Clas- 
liquc dc la vapeur qui s’en ClCve, c r d t  BVCC la temperature, sui- 
vant une loi que l’on i~ c h e r c h h  par l’exphience. On a reconnu 
que ce tte force augrnente h-peu-prbs cn progression ghomdtrique , 
tandis rpe la tcmpCrature croEt en progrcssion arithmd tique , ell- 

s0r-e que ses logari thmcs croissent &-peu-prhs suivan t cette der- 
jiibre progression. Cependant cela n’est pw entihrement cxact : 
nit moment de  l’dbullition, lorsqae la hauteur d u  baromGtre est 
o r n i . t . , 7 6 ,  cette hauteur expriine l a  force Blastique de la  vapeur 
aqucuse , ct j e  trouve que l’on satisfait A trL:s-peu-pri:s aux expb- 
ricnces de Dalton sur cet objct, cn supposant la force dlasliciue 

dc 
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de la vapeur d’eau, iL line temphalure quelconque dgale, R. 

2 7 3  

i &ant le nombre des degrCs dkcitnaux du thermomttce mer.. 
cure, au-dessus de 1000, ce noinbre devant &re suppos6 116gatif 
pour les degrds infdrieurs. Ainsi I’on aura le logarithm tabulaire 
de  cctte force dlastique, cxprirndo en ddcimales dn mktre, cn 
ajoutant au logarillime dc onlPt.,7G, la quantit4 

i . O,OI 54547 -P. 0,0000625826. 

La forrnole prkcddentc peut s’dtendre depuis i = - co jusq”’i 
i &gal A 50 ou Go clegr6s. KUc peut servir pour tons lcs fluides; 
en observant seiilement de compter les i pour chacun d’eux, 
partir d u  terme de leur Cbdlition; car on a trouvt5 ce rthultat re- 
marquable , savoir qu’en partant de ce ternie , et g6ndralement 
d’un point quelconque oil leur force C.lasiique est, In m2.me, les 
m&mes accroissemens de tempgrature produiseiit les mkmes accrois- 
semens dans leur force blastique. 

D e  quelque manibre que la vapeur existe dans I’atrnosphkre , 
il est visible que l’action de l’air liumide sur la luniii*re, est co111- 

posde de l’action de l’air et dc cclle de la vapeur. Concevons qu’B 
forces Blastiques &gales et B la m h e  temperature les actions de 
la vapcur et de l’air sur la lumikrc, soiciit dans le rapport de p 
i q ,  et que (I reprdsente l’action de ]’air sur la lumitbe, B zero 
de tempdrature, et sous une pression d6termiiide par la hauteur 
01rl6t,,r/G (111 baromhtre. Nommoiis ensiiife 2 .  o1ll;.~.,7Cj la force &as- 
tique qu’aurait B zdro de temperature, la vapeur acjueuse exis- 
tante clans UII volume domid d’air, si cctte vnpeur existait seule 
Jans le nleme espace vide; il est clair q u ’ A  cette tempdratnrc, I’hn- 
Inidit6 de l’air ajoutera B son action sur la lurnibre, la quantitd 
x.(p--7) ; et si la tcmpdrature est de .z degris, la densitd dc la 
vapeuc htant diminude d’enviton 0,00375 pour chaque d e g d  
la corrcclion do la force dfringente de Pair due h son Iiumi- 
d i t d ,  scra 
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DCterminons y -7. Your cela, je supposerai que la valeiir de 

est la m h e  daris l’dtat licjuide et clans 1’4tat dc  vapeurs. C’est 
eq effet I’hypotldse l a  plus naturelle clue l’on piiissc admet tre : 
e l k  est analogue A celle (pie l’on Fait dam la tlidorie des r4- 
fractions, et  qui consiste A supposer clue la densit6 de l’air ne 
fait point varier la valeur de ;; Dans le passage du vide dans 
l’eau , I C  rapport c l u  sinus d’incidence a u  sinus de rdfraction est, 
suivant Ncwton,  -:;3, ce qui donne par le no 2 ,  relativement 
h l’eau, 

fi 
’1. 

2 7 4  

K 

p itant ici la densit4 de I’eau. II r6sultc des exp6riences de nalton, 
Sauswre et Wath , qii’h forces dlasticluee et i teniphratures Cgales, 
la derisitd de la vapeur d’eau est 3 de celle de I’air; et suivant 
Lavoisiera , B !a ternpdrature de xao,5, et A la pression de onl&t.,76, 

on a donc, en nommant zp‘ la den- la demit6 de I’air est 
site de la vapeur d’eau A cette tempdrature, 

P 

ce qui donne, en rdtluisant en arcs de cercle, 

a K  -. p‘. 2 E= 211”,8~.2; 
11% 

en multipliant cettc quantiti! par I 3- 12,s .0,00375 j on aura 8 
zEro de tcmpirature, 

8 cette temp&ature, et (4) &ant la densite de I’air sous une pres- 
siori Cgale b &1.,76 de hauteur du  barornetre, les observations 
donnent 

z K  . (p) . 21 187”,09.z. 
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L’humiditd de Pair ajoute done sa force refractive, la quantitd 

z.34’1,F8 

En multipliant cette quaiitit6 par la tangcnte de la hauteur ap- 
parente 0 ,  on aura it trbs-peu-prks par ce qui pr<Sc&&, i’rrccrois- 
sement de la rdfraction, dQ a l’humiditk de l’air j cet accrois- 
sement est donc 

1 + .-I‘ .0,00375’ 

Eo supposant 1% saturd d’eau , le logarithme tabulaire de x sera 
par ce qui prickde 

- ( I  00 - Z) . O,OI 54547 - ( I  00 - z)‘ .0,0000625826, 

D e  IB j’ai conclu les valeks suivantes de l’accroissement cfe la 
rbfraction, (111 ii l’hurnidit6 e x t r h c  de Pair, dcpuis quiiize j us -  
qu’k quarante degrds de tempdrrrture. 

Dcg rck. Acrrniasrmrnt clr til rc!finctloa, 
a r * w  15’. .................... o ,363 . tang. 0 ; 

aoo. .................... 0“,74/ ,  . tang. 0 ; 
a50. .................... 0“,977 . tang. 0 ; 
?io0.. ................... 1 * , z 7 4 .  tang.@; 
350 ..................... i” , (%i ,  ( a n g . 0 ;  
/too.. ................... a‘, 122 . tang. 0. 

11 resultt: de eette table, que l’effet de l ’ l iundi t6  de l’air sur 
Is rdfrnction est t r h p c u  sensible ; l’cxebs dc la puissance rdfrac- 
tive de la vapeirr aqueuse sur celle de l’air, &ant cornpens6 en 
grande partie par sa plus petite densit&. O n  pourra cependant y 
avoir 6gard par la table prdcidente, d a m  le cas tlc l’hu- 
midit6 extrhnc : l’obscrvation de l’hygrombtre pourra faire con- 
naltre ensuite IC rapport de la quantittS de vapcur rdpandue dans 
un voltline: (IonnC (Pair, Q la quantitC qui prodtiirait danu ce vo- 
lnme l’extreme humidit6. On multipliera par cc rapport, l’accrois- 
seinerit de rCfraction dCt ii cette \w.dit& extrcliie, 

M m  a 



276 M E C A N I Q U E  C E L E S T E ,  
Si l’on veut , dans la thborie des rdfractions, tenit. compte 

de la figure de la terre, on doit observer que l’on peut toujours 
concevoir , au point qii’occupe l’observateur, un cercle oscula- 
teur & la surface de la terre, et dont le plan passe par l’astre; 
or la figure des couches de I’atmosphEre est B trEs-peu-prbs la 
meme que celle de la terre; les cercles concentriques au cerclo , 
dont il s’agit seront donc Cgalement osculateurs de ces diverses 
figures, et l’on pourra determiner la rdfraction de l’astre, en sup- 
posant la terre sphdrique et d’un rayon Cgal A celui de ce cercle 
osculateur. On voit ainsi , 10. que les rCfractionsbnt toujours lieu 
dans le plan vertical; 20. qu’elles ne sont pas les mbrnes de tous 
les cBt6s de l’horizon, puisque les cercles osculateurs ne sone 
pas les m6mes dans tous les sens; inais il est facile de s’as- 
surer que. cela est insensible, pour peu que l’astre soit ‘ClevB. 11 
peut en rbsulter B l’horizon, des differences de quelques secondes, 
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C H A P I ’ T R E  11. 

11, L A  refraction terrestre n’est en elle-meme que la partie 
de la rkfraction astronomique, comprise entre l’origine de la courbe 
dw rayon de lumibre et  le point oh cette courbe rencontre l’ob- 
jet terrestre. Cette partie &ant toujours peu considirable relati- 
vernent & la refraction entihrej ccla donne lieu & des simplifica- 
tions que nous allons exposer. 

Lorsque 1’616vation de l’objet est trks-petite par rapport 21 sa 
distance; au lieu de donner l’expreusion de la rdfraction , el1 
fonction de  cette Blivation, il cst beaucoup plus exact et plus 
simple de l’avoir en fonction de l’angle form6 par les rayons tcr- 
restres inenis du  centre de la terre A l’observateur et A I’objet,’ 
angle que nous avons d6signrS par P dans le no I *  I1 rBsulte de 
ce no et dw no 3, que l’on a 

Z’dlhation de l’objet &ant supposlse fort petite, on a & t r h  
peu- pres 
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i &ant 11x1 coefficient constant qui dCpend de la, diminution de 
la chaleur des couches de l’atmosphkre, mesure qu’elles sont plus 
dlevdes. Cette valeur de p donne A fort peu-prhs 

60 est la somme des rbfractions terrestres A I’objet et A l’obser- 
vateur, et  cette somme est le double de la rEfractiori Q l’un ou 

l’autrc de ces points, parcequc la rdfraction JT est A trbs-peu- 
prbs la m&me j la r6fraction terrestre, pour des objets peu &lev&, 
est donc A fort peu-prb, 

K ia 
na 
- . ( p )  . 7 .  v. 

Dans le cas d‘une tempgraturc uniforme dans l’atmaephbre, z k x  ; 
on aurait donc alors, a la temp6rature de fa glace fondante et  
A 01nbt.,76 de hauteur du barornetre, la refraction tcrrestre tSgale h 

V 

8,5194’ 
Si l’on adopte la lo i  dont notis avons fait usage dans IC ne 7 ,  
on aura B trks-peu-prbs, ir de petites hauteurs, 

p 
u = s - u .0,20187 ; 

( p )  . { 1-21 .686,93 } ; 

cc qui donne 

p c ( p ) .  { I - - S .  571,551 >; 

d’oL l’on tire la refraction terrestre Cgale A 
V 

-* 
11 , F f O 0 3 ’  

c’est la valeur qui  me parait devoir Qtre adoptCe, h moins que 
par des observatioris directes on n’ait d6tmmisl8 la vdenr  de A 
Cette dernibre valeur est irks-variable; il peut meme arriver que 
par des circonstancea partkulibres, la densil6 dcs couches atmos- 
phdriques, prbs de la Surhce de la ferre, loiii d’allcr en dimi- 
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nuant,  aille au contraire en croissant; et alors la dfraction, au 
lieu d’ilever les objets, les abaisse; ,aussi les observateurs ont 
trouvd de trhs-grandes varidtCs dans leu refractions terrestres. 

.On n’a besoin de comaitre les rt?frnctions, que pour carriger 
les hauteurs observkes des objets; mais on pent d6tertniner direc- 
temcnt ces hauteurs, en intdgrant l’expression pr6cddente de ilk?. 

E n  effet, si l’on y suppose p =  ( p > . ( ~  - 2-), et qn’ensuite on 
I’intbgre depuiu s z=o, on irouvera 

ius 

a K  
n,” 

- 
In 

cosa. o + as. sin’. (9 - - . ( p  ) . . s - COS. 0 

d’oh l’on tire 

a$ &ant Q trbs-peu-prks la hauteur de l’objet observcj , au-dessus 
du nivcau de l’observamir. II est f‘acile de s’assurer que cette 
expression coi’ticide avec: celle que l’on aurait en corrigeant la 
llauteur , au inoyen de l’expression prdc6dente de la rdfraction. 

Pour  ddtermincr (zs, quelle que soit la hauteur apparente 0; 
il fnut  intdgrer l’expression de dv et cette int6gralion suppose 
la conriaissance de la loi suivnnt Iaquclle la tlensitc! tles couches 
de l’ntmosplitre diminue. k:n partaut de celle que nous mons 
adoptde clans le no 7 ,  on pourra facilenient inttSgrer l’expression 
dc dv, par I’analyre expos& dans ce no , et en conclure la valeur 
de s cn fonction de v. Mais ri des hantcurs apparentes 1111 peu 
grandes, on peut oblcnir cctte valeur , inddpendamment de toiite 
hypothbse sur la constitution de l’atmosplii’re comme cz vu dans 
le 110 8, que la rdfractioa astronomique eu est alors iudCpeudante, 

Si l’on supposc := x -. s, on aura 
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En rdduisant en sdrie , on aura 

M E C A N I Q U E C E L E S T E:, 

ce q u i  donne, en intkgrant depuis s = 0 ,  

w=sntang.G. ( I i + s .  tang”.@+ sa. (3sin’. 6 , COS*. GI + 0 ).tangs.@) 

+y0;.9;3”. {s-m]. SP ds 

Soit as‘ la hauteur calculbe sans avoir kgard B la rdfraction, 
et  d6signons par ad’s la correction due A la rdfraction ,. ensorte 
que s =:s’-d’s. La rdfraction n’altkre point la  vnleur de v ,  
parce qu’dlevant les objets dans le plan d’un vertical, un point 
vu des deux extrdmitks d’une base, est apperqu sur la commune 
intersection des Jeiix verticaux qui passcnt par ces extrdmitbs et par 
I’objet merne; or cette commune intersection est u n  rayon de la 
terre; la valeur dc reste donc la m h e  que lorsqu’on n’a point 
6gard B la refraction. Ainsi en substituant pour s, 8’- $8, et 
negligeant les produits sd‘s e t  ad‘s, on aura 

d’oh l’on tire 

d . -W] ; 
(PI 

a6s = - coo”. 0 

q. /pds est par IC: no 5 ,  la pression de l’atmosphkre, Ala station 
de i’observateur, rnoins sa pression & l’objet observe?. Soit 6 la 
diffirence des hauteurs du baromhtre h ces deux points, IC mer- 
cure y &ant rdduit A zdro de tempdraturc , e t  supposons que (F) 
rdponde B cette temp6rature et A 01rtb1.,76 de hauteur du Larornhtre; 
on aura 
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I1 faut faire varier cette valeur en raison du rapport de la den- 
sit6 suppos6e pour ( p ) ,  & sa donsit6 vkritable ; mais comme la va- 
leur de a varie en raison inverse, il en rbsulte que 6 restant le 

resters toujours la m&me. En substi- meme, la valcur de 
tuant pour a sa valeur donnCe dans le no 4; on aura 

a .fP 
( P I  

a.a./P& 

( P I  

- a. - =z - 3,08338. C. 

Pour avoir I’inclinaison de l’horizon visuel avec I’horizon vrai , 
lorsqu’on s’eleve au-dews du niveau de la mer; il faut connaitre 

les valeurs de $ dam les diverses parties de la trajectoire du rayon 
r v  

lnmineux qui rase la surface de la mer. L’expression prdcddente 
de du donne, Iorsque O = 100 

dr On doit observer que lziv est la tangente de l’sngle de depression 
de l’horizon visuel, A la hauteur as, tangente que l’on peut con- 
fondre avec l’angle lui-merne. 

Si la hauteur est peu considkrable j on aura pour l’expression 
de cet angle, 

MBCAN. C ~ L .  TomeIV. Nn 
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C H A P I T R E  I I I .  

12. L’EXTINC T I O N  de la IumiEre des astres, en traversant 
I’atmosphkre , a trop de rapport avec la  thdorie des rbfractions, 
pour ne pas nous occuper ici. Non~rnons 6 1’intensitC de la lumibre 
d’un astre, parvenue A une couche quelconque de l’atmosphkre , 
dont le rayon est r ,  6011 intensit4 A son entree dam l’atmosphbre 
&ant prise pour unit&; on aura 

dc 7 - Q . p . G . )Tars -+ r‘dv’ ; 

Q 6tant nii coefficient constant, En effet i l  est visible que la  &ff& 
rentielle de l’extinction de la luniikre est proportionnelle h son 
intensitd, A l a  densite de la couche et  B l’dldment decrit par le 
rayon de lumihe. En substituant pour r U  sa valeur donnie dans 
le chapitre pr&c&dent, on aura 

dP 

dS O n  peut d a m  cette expression de , supposer le facteur 

1 / 1  + $.; &gal b l’unitd. Si l’astre est scnsiblement &lev& sur 
l’horizon, le dhominateur se rkduit A fort peu-prbs h COY. 8. 
Xn intbgrant, et observant que .fpdr= (p).C, on tl 
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Si I’on nomme E la valeur de 6 au zenith oh cos. 0 I I ; on aura 

log. E 
cos.0’ 

log. E = - 

Log. E &ant dgal A - Q.(p).G, et ( p ) . t  &ant proportionnel 4 
la hauteur observhe du barornetre; il est clair que log. E et gti- 
ndralernent les logm-ithmes de I’intensitd de la lumitre des astrcs, 
sont proportionnels h. cette hauteur. 11 est visible d’ailleurs, que 
les deux logarithtnes prdckdens peuvent Qtre supposds tabulaires 
dans la dernibre Bquation. 

On aura facilement la valeur de E en cornparant les intepsith 
de la lumikre du meme astre, par exemple de la lune, a deux 
hauteurs dif€t?rentes. Bouguer a trouvt5 de eette manibre, que la 
lumihrc d’un astre v n  au zCnith , se rCduit, ap rb  avoir traverse 
l’atmosphbre, B 0,8133. Le Iogarithne tabulaire de ce iiombre 
est -0,0902835 ; en divisant donc ce logarithme par le sillus de 
la hauteur apparente d’un astre, on aura le logarithme de l’in- 
tensitd de $6 lumibre, 

Trh-prko de l’tiorizon, la diminution de la lumikre depend 
ainsi que la rdfraction, de la constitiitinn de l’atmospbl?re. J h  
adoptant l’hypotlibse que iioiis avons donnde dans le 11’ 7 ;  on 
aura facilement, par l’anolpse exposee dana ce no, la valeur cor- 
respondante de I’intensitt? de la lumiPre. Maiu on pourra, samcrainte 
d’erreur sensible , employer l’l~ypoth&se d’une tempBrature uni- 
forme. Dam cette hypothbse, om a pdr .- - Z d p  ; en ~iouimant 
doric dd 1’6lirent de la r6fractior1, o t i  aura b trks-peu-prbs 

d o  H. de, -_-- 
$ sin.  o ’ 

N &ant line constante. 1,es logarithmes des intensit& de IA 111- 

miere sorit donc d o r s  comme leu rdfrfractions astrononiiques divi- 
d e s  par les cosiuus des hauteurs appacentes de Pastre. 

On n VII prCcCdeinment qu’9 la hauteur npparente do 50.’ la 
ri.Fraction est de 186”,728, et qile clans l’hypothbee d’une tein- 
p6raturc uiiiforme, elle est A l’horizon, de’7390”,71-; d’di il est 
facile de coaclure que l’extinctioa de la lumihe A l’horizon 

N 11 a 
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1 est -. On pourra, par ces formules, ddterminer la quaiitit6 

de 1iimiCre que la lune regoit encore dans ses 6clipses , au 
moyen des rbfractions que les rayons d u  soleil eprouvent en 
traversant l’atmosphkre terrestre, et de leur extinction dans cette 
atmosphbre. 
13. Suivant les expCriences de Bouguer, la lurnihre du disque 

solaire est moins intense vers ses bords qu’& son centre. A une 
distance des bords kgale an quart du demi-diamktre, il a trouvE 
I’intensitC de la lumibre plus petite qu’au centre, dans le rapport 
de 35 B 48. Cependant une portion du  disque du soleil, trans- 
port& par la rotation de cet astre, du centre vers les bords diz 
disque , doit y paraftre avec line lumihe d’autant plus vive,  
qu’elle est apperque sous 77n plus petit angle; car il est nature1 
de penser qne chaque point de la surface du solei1 renvoie une 
lumikre &gale dans tous les sens. Si l’on nomme 8 l’arc de grand 
cercle de la surface du soleil, cornpris entre un point lumineux 
et le ccntre du disque apparent, le rayon d u  soleil &ant pris pour 
h i t &  j une portion trbs-petite a, de la surface, transportde A la dis- 
tance 8 ,  du centre du disque , y paraftra rEduite h l’espace ci .cos. 8; 
l’intensitb de sa lumibre sera dotic augment6e dam le rapport de 
I’unitd il cos.8. Au contraire, elle parait dirninute. Cette diffd- 
rence s’explique trks-simplement , au moyen d’une atmosphkre 
qui enveloppe le soleil. On a vu dans le no prdcddent, que l’in- 

tensite de la lumihre qui en rC.sulte, est &gale Q c , c &ant 
le nombre dont le logarithme hyperbolique est I’unitC. Ainsi I’in- 
tensite de la lumikre &ant C - f ,  au centre du disque, celle qui  
subsiste it la distance du bord, &gale au quart d u  demi-diambtre, sera 

3779 ’ ‘ 

f 
COS. e 

--- 

f - 7- 
, sin. @&ant Bgale h 5; on aura donc 1 COB. e 

--.C 
COS. e 

Cette equation ddtermine f, et l’on trouve 

f= 1,42459; 
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cc qui donne 

c-f Z= 0,240686 ; 

c’est-i-dire que lalumikre du centre du disque solairc est rtkluile, 
par son extinction dens son atmosphkre ) a 0,240686. Uiie colonne 
d’air ii zCro de temperature et Q la prcssion de 0 ,~76  de hauteur du 
barornetre devrait avoir 5 4 6 3 ~  de hauteur, pour Cteindre ainsi la 
Iumibre. Telle serait done la hauteur de l’atmosphbre solaire, re- 
duite A la densit6 prtSc6dente , si, i densites &gales ) elle Bteigtiait 
la lumibre , comrne l’air de notre atmosphere. 

O n  voit ainsi que le solei1 nous parattrait beaucoup plus lumi- 
neux , sans l’atrnosphkre qiii l’environne. Pour dtiterminer de 
combien sa lumikre est affaiblic , nous observerons qu’en prcnant 
pour unit6 son demi-diambtre et faisant cos. 8 z x ,  sa lumibrc 

totale est an‘#lx .c-’, 1’intCgrale 6tant prise depuis x=o jusqu’8 
x 3 I. A la vdritd l’intensit8 de la lurniare n’est tr&s-sensiblemenL 

proportionnelle ii c - ~  que depuis 8=o jusqu’h B=SsO; au=del&, 
elle suit uiie autre loi. Mais le cosinus de 880 diffkre si  pcu de 
l’unit6 , que l’on peut nbgliger la portion du disque solaire qui rd- 
pond ti cette diffbrence , OLI du nioins y slipposer, coniine dans les 
autres parties du disque , l’intensith de la lumihce proportionnelle 

A c->* En prenant clonc pour unit&, In IiiniiCre du Solei1 , clans le 
cas ob il serait dtSpouill6 de son atmosphhrc , et oh l’on aurait 

parconsdqucnt J= o ; on aura j i z .  c a , pour sa lumikrc affaiblic 
par son atmoaphitre. 

Pour avoir cette intkgraIe , siipposons -- q e t  L c- * ellc f-  q.1’ ’ 
clevient alors - ry ; mais alors l’intkgrale doit etrc p i s c  

dcpuis z I GO jusqu’A 2 =-. On a 

f 

f 

f 

f -- 
1 1 

1 

‘I 
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tante est nullc , et parconsdquent l’intbgralc dcvicnt 

q,c-f.{ 1 - 1 . 2 . g + r . a . 3 . ~ ’ - 1 . 2 . 3 . / t . ~ ~ ~ e ~ c . )  

On  rbduira cette serie, en fraction continue, par la mcithode 
exposde dans le no 5. Pour cela, supposons 

u L I - 3q.( I --t) + I , a  .3 .q* .  ( I - - t )8-  etc, 

nous aurons 

Q*$-(’ --t)’-2qu . ( I - t ) - u + I  =0 .  

Considerom u comme la fonction g h h a t r i c e  de yr, cnsorte 
que l’on ait 

u c y ,  +y,. t-t-Jf3.t.. . . . . . . +yr+r 1’ 4- etc. ; 

le coefficient de 
donnera en I’Cgalant 

dans I’tqnation diffhntiel le  prbcdtlonte , 
zero , 1’Cquation aux tliffirences h i e s ,  

qr*Yr+1 - (2qr  + 1 ) .yr + gr*yr-, = 0 ; 

Q=Qy*-(2q+ I ) . y l +  1 ;  

ce qui rentre dans l’dquation pr&ddente, en y supposant yo=;- 1 

dans IC cas de r = x ,  ce coeficieqt donnera 

Y’ Maintenant, 1’Equation aux diffbrences filiics en yr donno 

Supposons 

nous aurons 

0 I1 
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d’ob l’on tire 

x ,  L. 
4 

1 + etc. 

parlant 

riiais la comparaison des deux expressions prdckdentes de u donne 

y, .II I - I .a .q + I .a .3 .qa  - I , 2 . 3 . 4 , q 3  + etc. 

1 de plus ye = - j patant 
’I 

q . c-f 

“Q 
I + -  

Q.c-~.(I - I  .3.9+ I .s.3.qb-etc.)- 

1 +% 
‘+- 

I + 1 + etc. 

C’est la valeur de 
qu’A x ;z; I ,  Soit 

f 
Pintc?graleJt.z.c-’, prise depuis ,271 o jus- 

et forrnons une suite de fractions dont les deux premikres soiciit 
et tellcs qu’en nomtnant N(‘) le numCrateur de la frsac- - ct, - 

I i + q ’  

tion Y~‘, et 

1 1 

son dihominateur, 011 ait 

N(r) = i ~ I - - i )  + k ( i - l )  . N(r-dj 



288 M E C A N I Q U E  C E L E S T E ,  
alors la valeur ,de la fraction cpntinue 

1 

1 +a4 
l + L  

1 + etc. 

firer) ~ K W  
sera comprise entre lee deux fractions Fm et ~('.cl-. On trouve 

ainsi fdx.c-' Cgal k un douxibme A fort peu-pres; d'oh il suit 
que le solei1 dCpouill6 de son atmosphbre, nous paraftfait douze fois 
plus lumineux. Au reste, ces resultats sont subordonn6s 21 l'ex- 
ptSrience de .Boiiguer, qui merite d'btre r6pCtBe plusicurs fois 
avec beaucoup de soin, sur divers points du disquc solaire, 

f 

CBAPITHE 
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C H A P I T R E  rv. 
De Ira mesicre des hautcirrs par IC BaromLdre, 

14. LA mesure des hauteurs par le baromktre dkpend , comme 
la thkorie des rdfractions, de la loi suivant laquelle la densite 
des couches de l'atmosphkre diminue. Nommons p la densite d'une 
molicule d'air dont In distance au centre dc la terre est n + r ,  
a &ant la distance du meme centre, B la station infdrieure de 
l'observateur. Soit g la pesanteur, e t  p la pression de l'atmos- 
phkre dans le lieu de la rnolicule; on aura 

dp c 2gp.Ctr. 

La preseion p est proportioanelle B la demit6 p de Is molcScule, 
multiplide par sa chaleur que nous disignerons par z ,  ensorte 
que l'on a 

p = K p . z ;  

K Etant un coefficient constant. On aura donc 

"p",,g; P 

ce qui donne 

( p )  &ant la pression de l'atmosphbre h la station inf6riciire ori- 
ginc des ' r  et de l'int6grale. Si l'on dCsigne par (6) la pesuteur 
A cette station; on aura Q fort peU-pr88 

M ~ C A N .  C ~ L .  Tome IY. 00 
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eu faisant donc r' = r . (1 -:); on aura 

Pour  intkgrer ccs fonctions, i l  est nkceasairc de connaitre z en 
fonction de r'. Mais conime les intdgrales ne s'ktendent jamais 
qu'8 un intervalle peu consickable, relativement B l a  hauteur 
entibre de l'atmosphkre ; toute fonction qui reprksente 9-la-fois 
les tempkratures des deux stations infdrieure e t  supkrieure , e t  
suivant laquelle la tempdrature diminue 9-peu-prts en pro- 
gression aril hmCtiqtie de l'une ir I'autre, est admissible, et  l'on peut 
choisir celle qui simplifie le plus le calcul. Nous supposerons 
donc 

z = f 9 "  - ir'; 
q &ant la tempdrature Ir la station infdrieure , et i ktant dkter- 
m i d  de manibre qiic cette expression de I reprdsente la temp& 
rature h la station supkrieure. Neus aurons 

j+-. a f  

Y +"' 
par tant 

Cquation clans laquelle nous emploierons les logarithmes tabu- 
laires , au lieu des logarithmes hy~erboliyues,  ce q u i  n'influe 
que sur la constante K .  Exprimons par c la temperature a la glace 
fondante, et supposons 

q = J + t j  z= i '+ t ' j  
aous aurons 

En  comparant un grand nombre de mesurea des montagnes par le 
baromktre , avec leurs mesures trigonomktriques; Ramond a troud 

que sur le parallele de 50' le coefficient - est dgal A 18336 mEt. 
K t  
(8) 
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Pour delerrniner le coefficient d ,  nous supposerons que t et t‘. 
expriment des dcgrCs JU tllermombtre centigrade de mercurc, en 
partant de zdro. Si l’on coiisidbre iin volume d’air invariable , 
b zbro de tempdrature; chaque degd d’accroissernent dans sa tern- 
pgrature , accroit Bgalement da force dlastique ou sa pression : 
l’accroissement de pression correspondan t A un degrc! du  thermo- 
mhtre est fort peu-prbs 0,00375, ensorte que si l’on noinme (Fj 
In pression ou la force Clavtique du volume d’air, zCro de tem- 
pdrature , IIOUS pouvons supposer qu’8 chaque degr6 du  thermo- 
mktre cette pression s’accroit de (tl).0,00375; mais cette pression 
est, par ce qu i  prdckde, dgale & K.( i+ t ) .p ;  ainsi l’on a 
( p ) =  K Z ~ .  L’accroissement d’iin de& dans la tempdrature donne 

uri accroissement de pression &gal A K - p ,  ou A KZ.p. i ,  ou en- 

fin ii m. et1 &galant cette p a n t i t 6  ti m.o,00375, on n 

C I T b - - .  On aura doiic, sur le paralltlo de 500, 

I_ 

1 

- 1 0 0 0 0 0  

Les pressioris (p) et p sont dCterniinCes par leu hauteurs du 
baromktre; mais il faut r6duire le mercure du barombtre A In 
m$me tempdrature. J’ai trouvd par une expCrience exacto , clue 
le mercure se dilate de sa 5(t1P” partie h chaque degr6 du ther- 
momhtre; il faut donc danu In station correspotidnnte 8 la plus 
petite t e m p h t u r e  , augmenter la hauteur obscrv6e du baromktre, 
d’autant de fois sa 5412‘““* partie , qii’il y a de degrds de cliff& 
rcnce entre les temptkatureu d u  nieccure du baronletre, a u ~  deux 
stations. La  tempdrature du nierciire du baromktre n’thnt pas 
toujoure exacteinent celle de Pair ambiant on fait usage, pour 
fa. d6 terminer, d’nn thermomhtre enchhss8 daris la rnonture tllQme 
du baromktre. Cette correction de lumpdrature ne suffit pas encore: 
il faut de plus rdduire les hautenrs bbscrvdes du haroni6tre , 8 la 
meme pevanteur (g) relative ii In  Station infclricure. La pesanteur H 

w nommant done (hj e t  14 
a” la statim sufiriaure w t  ( g ) , ~ ~ ;  

les hauteurs obmrvdes du barornetre aim deux stations, et r6duitcr 
0 0  a 
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a la mBme temperature j ces hauteurs rdduites & la inQme pe- 
santeur du mercuce, seront (h) et --* on a ainsi ?l 

log. 0 c log. 9 + a log. (1 + 5). 
P 

r - a dtant une trbs - petite fraction, le logarithme hyperbolique de 

I +: est A trks-peu prks f 9  et parconsequent son logarithme ta- 

bulaire est ;.0,4342~~45 ; on a donc r 

Le coefficient 183%mfit. n’est exact que sous le parallkle de Scro ; il 
varie avec la latitude, et r6ciproquement comme la pesanteur (g). 
P a r  le no 4 2  du troisikme livre, si I’on nomme k] la pesanteur 
A i’dquateur, et ?Ir la latitu.de correspondante Q (6‘) , on a 

(g.1 =El+ + b,,?ig50a 0,004108 . sins.*}. 

I1 est facile d’en conclure que le coefhient 1833Wt. correspondant 8 
so0 de latitude, est pour une latitude c~uelconque q ,  Cgal I 
18336111+(. . ( I  + 0,002845. cos. 2 q ) .  Cela posk , on aura pour dCter- 
miner les hauteurs par le barornetre, la Formule suivante 

11 suffira de substituer clans le second memhre de cette Cquation , 
au lieu de r , sa valeur que donne la supposilion de r = 0 ,  dans 
]e second membre. On poiirra de plus supposer, sans erreur sensible, 
a=6366198.. Lescorrectioris relatives h la latitude et 8 lavariation 
de la pesanteur sont trh-petites ; mais comme clles snnt cerfainev, 
il edt utile de les employer pour ne laiuaer subsister dans le calcul , 
que les erreiirs iuCritables des observations, et celles qui  rCsul- 
tent des atlractions inconnues des montagnea , de l’dtat hygromb- 
trique de l’air auquel il serait ndcessaire d’avoir Bgard et enfin 
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de l’hypothese adoptCe sur la loi de ladiminution de la c h a h r .  On 
tiendrait compte en partie, de l’etat hygromdtrique de l’air, en aug- 

rnentant un peu le coefficient 0,00375 de - dans la formule prB- 
cgdente ; car la vapeuc aqueuse est plus 16gkre que l’air , et l’ac- 
croissement de temphrature en accroit la qiiantitt! , toutes choses 
&gales d’ailleurs. Je trouve que l’on satisfait assez bien B l’ensemble 
des observations en ernployant dans cette forrnule , au lieu de 
(?).0,00575, la quanti& ” ~ ~ ~ ” ’ .  ce qui change la formule 
prbcddente , dans celle-ci , 

t +t’ 
a 



C H A P I T R E  V. 

De la chute des corps qzci tombent d’une grandc hauteur. 

r5. UN corps qui , partant de l’e‘tat de repos , tombe d’une grande 
hauteur, s’bloigne sensiblement de la verticale , en vertu du mon- 
vement de rotation de la terre; cet Bcnrt bien observd est donc 
propre 3 manifester ce mouvement. Quoique la rotation de la 
terre soit maintenant Btablie avec toute la certitude que les sciences 
physiques comportent j cependant, une preuve directe dc ce phb- 
nomCne doit intdresser les g4omEtres et les astronomes. Afin que 
I’on puisse comparer SIN ce poiiit , la thdorie aux observations, 
je vais donner ici l’cxpression de la dthiation du corps A l’occi- 
dent de la verticale, quelles que soient la figure de la terre e t  
la rksistance de l’air; je ferai voir de plus que sa dCviation est 
nulle vers 1’Cquateur. 

Soient x ,y , z ,  les trois coordonnhes rectangles du  corps, l’ori- 
gine de ces coordonndes &ant au centre de la terre, supposde 
immobile, et l’axe des x dtant l’axe de rotation de cette plankte. 
Soit r le rayon mend de ce centre au point d’oh le corps tombe ; 
8 l’angle que r forme avec I’axe de rotation ; et w I’angle que le 
plan passant par r et par l’axe de la terre, forme avec IC plan 
passant par le meme axe, et par l’un des axes principaux de la 
terre situds clans le plan de sori dquateur. En  nornrriunt X, Y ,  2, 
les coordonndes du point d’oh le corps tombe, on aura 

X s r . c o s . 6 ;  

Y = r  .sin. 8 .cos,  ( i l l+ w ) ;  

Z z r .  sin .$. s k i .  ( I / / + -  w )  
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nt +- /tp &ant l’angle que le plan passaqt par r et par I’are de Is 
terre form aveb le plen des x et d e s y ,  e n m t e  que nt est le mou- 
vement nngulaire de rotation de 1s terce, et t exprime 1-e temps. 

Supposons ensuite que relativcment au corps daw sa chute1 
r se change en r - a s ,  8 dam 8 + a u ,  et rlp dans m+uv;  on 
aura 

x = ( r - -  as). cos.(e+azd); 
y = ( r - a s )  b t h . ( d + u u )  .cos.(nt+/m+av); 
z = ( r -  u s ) .  sin. (B+au). sin,(nt+a=+uv); 

Nommons Y la somme de toutea les molCIculos d u  sphdroi’de ter- 
restre, ‘divisges par leurs distances au corps attir8. Leu forces dont 
ce corps est anim6 par l’attraction de  ces moldcules, sone paral- 
lhlement aux axes des s d e s y  et des x ,  (SI, ( >., (=) ; 

d P  d r  

comme il resulte du no I I  du second h e .  Pour [voir Cgad & 
la rdsistance de I’air , nous poiivons roprdsenter par q . us et. - , 
l’expression de  cette resistance, lorsqiie le cnrps en tombant, part 
de 1’8fat du repos ; car 1a vStesse du corps, relative ii Yair considbr6 
comrne immobile , &ant considcLrablemeiit plus grande d a m  IC 
scns dc r ,  qiie dans le sens perpendiculaire & r ,  ainsi qu’on le 
verra bientbt , I’ertprcwsion de cette uitewe relative est i trbs-pew 
prEs, u . ;it. Si l’on fait pour plus de simplicitt! , r L I , la vttesse 

relative du corps dam le sens de 8 est ct dans le sens de m , 
elle est &ale B a.X.sin. 8 j la dsistance de Pair sera donc 

( ”> dt 

dS 

dU 

dV 

P . ( % @ .  ”> ;ii dv 
0 dT-. a .  a. sin. 8 ; dans IC sens de m. 
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Nommons S le facteur d S  

9(a,a.$) 
-; on aura par le principe des 

=. x 
vitesses virtuegles , 

ddz 

dY 

dS d U  dv - S.d'r.ux+ S . 6 8 . u . x +  S.d'm.sins. 9 . ~ . ~  ; 

la caractBristique diffihentielie A' se rapportant aux coordon- 
nCes T ,  8 et m ,  dont x ,y  z sont fonciions. En substituant pour 
x, y ,  z ,  leurs valeurs precidentes, on a en negligeant leu termes 
de l'ordre ul, 

dds dv 
o =6r. --a - a%, nr .-. sin'.&-a { dt  

d" dt I rldu + P .JY. {a. dtP-un:  sin. 0 .  cos. 0 + a ~ .  - x- 
n?.$ 

dU dt 
dt r 

d V  + a s .  - . sin'. 0 
dt 

2an. -. sin'. 0 
8+2an.-.sin.0.cos. 8-  

n2 - $ ~ - - . d ' .  {(r-a)a.sin*. ( e+au)  }. a 

L'kyuilibre de la couclie d'air, dam laquelle le corps se trouve , 
donne par IC no 35 du premier livre, 

o = 6 V+ $. 6. { ( r - m ) ~ ,  sin*.(d +uu>) j ( 2 

pourvu que In valeur de d'r soit assujetie la surface de la coucllo 
de nivcau, oil la pressiori est coilstante par le no 33 du troisihmo 
livrc. Soit & cette surface, 

y &ant fonction de B, de m et de a ,  a &ant constant poiir la 
n h n c  
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rueme couche. Si l'on dhigne par Q la function 

V+ 5. {(r-as)n.sina. ( e +  au>) ; 

l'dquation (a) devient 

en njoutant cettc kquation 2~ 1'9quation ( I ) ,  on aura 

dt 6 r .  --cl. --- surtr .--. sin'. 8 - U S .  - 

dV 
dt 

ads d V  

dt' dt o 

dc sin. 0 

2un -. sin. 0 .  cos. B -p ks. - ddlL 

t h  

tit dc I' 
6+aan.-.cos.  8-~san.--. - 

Si I ' m  dgale A zero lcs coefficiens des variations d'r, 68 et d'm, et 
si 1'011 olmrve qiie - (2!) exprime, par le 110 36 d u  livre 111, 
la pesanteur que nom dthignerons par g; on aura, en prenarlt 
pour imit6 le rayon r ,  ce yiic I ' m  peut faire ici sans erreur sell- 
siblc , les trois dquations suivantcs : 

(ll~.V d V  1 Is 
dt* dt dr 

ddll d V  

dl x* dt 

o u .  - + a m  .-. sin'. 0 +US.- - g ; 
0 = a. --;i -  art. sin. 0 .  cos. 6 +US.- -g .  I ; (4 
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pour unit8 d e  iemps, la seconde dCcimale ou la cent-millikme para 
tie du jour moyen; n exprime le petit angle dQcrit clans une se- 
conde, par la  rotation de la terre : nt est cc m&me angle mul- 
tiplid par le nombre de sccondes que dure la chute d u  corps. Ce 
nombre est toujours assez petit, pour q u e  le produit nt  soit line 
t rbpet i te  fraction que  l’on peut nggliger relativement A l’unith ; 
on peut donc supprimer le terme 2an sin’,8, de la premikre des 

dquafions prdcbdentes, et  le terme -2an .-. sin.t)cos. 8, de la 
secoude d c  ces Qquations. On peut, par une raison semblable, 

supprimer le terme 2 x n . x .  cos.0, de la troisihme de ces &qua- 
tions qui se reduisent ninsi aux suivantes : 

dV 

dV 
dt 

dU 

ddS ClS oz=a.-+a.S.----g; d r  dt 

ddu 

rldv t l V  

dl 2T o = u . -- .sin. 4 natn .” .sin. 8 + as. z. sin. 8 m35. (g). 
ds 

S Ctant une fonction de us et de u . 2  ; la premikre de CC‘S &qua- 
tions donne (x8 en fonctian du temps t. Si l’on fait 

on satisfera A la seconde de ces Cquations; parceque g et (3) 
peuvent &re suppos4s constans pendant la d u d e  du mnuvenient, 
vu  fa petitevse de la hauteiir d’ob le corps tonibe, relntivcment 
au rayon terrrstre. Cette manitre de sati3faire Q la seconde &pa- 
tion est la seule qui convienne ti la question prdsente dans la- 

quelle u et - sont iiuls, ainsi que s et z, A l’origine du mou- 

vement. Maintenant, si l’on imagine un fi l  plomb de lalon- 
p e u r  u s ,  suspentlu au poitit d’oh IC corps tombe; il s’dcarteca 

au midi du rayon r , de la quailtit4 as. (3) , et parconsdyuent , JC 

d1J tl.5 
dt 
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la quantitd uu; le corps, eu tombant, est donc toujours sur les 
parallhles des points de la verticale qui sont B la mQme hauteur 
que lui ; il n’dprouve ainsi aucune ddviation sensible vers le midi 
de cette ligne. 

Pour  intdgrer la troisihne equation, now ferons 

et  nous aurons 
dV‘ ds dd V I  

dt’ lit 
aun . - .sin, 6. 0 =u.- 3. U S . z  - 

L e  corps s’dcarte ii l’est du rayon r ,  de In quantite uo . sin, 8 ,  
ou ain;tr . (%)+ad; mais le fil B plomb s’dcarte A l’ast de ce d S  

rayon , Je In (inantit6 5. ($:); ad cst doiic l’hcart du corps, 
h l’est de la vcrticalc. 

Supposons maintcnant la resistance de l’air proportionnelle au 

cam6 de la vitcsse , ensorte que S=m.  a: z, 111 &ant uii coeflicicnt 
qui ddpetid de la figure du corps et de la dcnsitb de l’air, den- 
site variable A raison de la hauteur, mais qui peut Qtre ici snp- 
posbt: constante sans erreur sensible : on aura 

d.Y 

Pour intbgrer cette Cquation , nous ferons 

I us=- . log.J I11 j 

et nous aurons 
dab‘ 

O = - ; i i ~ - - ’ n g S ‘ ;  

ce qui donne en intLgrant, 

I: i t an t  le noriibre dont le logarithme hyperboliqiic est l’unitt?, et 
A ct B &ant deux arbitraires. Pow les determiner, nous obser- 

P P a  



300 M I ~ A N I Q U E  C I ~ L E S T E ,  
veroiis que us doit &re nul , lorsque t 
s' z= I ,  et parconsdyuent 

0 ,  ce qui donne alors 

A + B - I .  

De plus , u -dt doit &re nul avec t ,  et parcons4quent aussi a 2i; 
ce qui donne 

ds dJ ' 

A--B=0; 

on a donc As=B=;,  d'oh l'on tire 

ut en rdduismt en serie 

pour ddterminer UP', nous observerons que l'on a 

et qu'ainsi l'dquation diffhnt ie l le  en UP' devient 

d'oh l'on tire en inthgrant 

dv' an 
dt m us'. - - - -.s'.sin.B+C; 

C &ant line constante. Pour  la dCterminer nous observerons 

que t &ant nul, 27 = o ,  et cp'alors SI= I j ce qui donne dV' 

3.n C=--  .sin,& 
7IL 

parfant 
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En intrZgrant de manikre qiie v' soit nul avec t ,  on aura 

et en rdduisant en sdrie 

O n  doit observer clans ces expressions de as et de ad, que tex- 
primnnt un riombre d'unitds dc temps ou de secondes dkcimales, 
g est le double de l'cspnce que la pesanleiir fait dkcrire dans la 
preniibre unit& de temps; nt est l'angle de rotation de la terre 
pendant le riombre L d'unitds, et N L ~ :  est un nornbrc dkpendaxit do 
la rdsistarice que l'air oppose au rnouvement du corps. 

Pour  avoir le temps t de Is chute du corps et  l'dcart vers I'est; 
en  fonction de la hauteur d'oh le corps est tombdj nommons h 
cette hauteur. On aura par ce qui prdckde, 

d'oh l'on tire 

e t  ensuite 

Jla hantcur It ktant clonnde; l'obscrvation du temps i donncra In 
vrileur de n z  , et I'on en conclrira uv' 011 la dthintion du corps ii 
l'est de I n  verticalc. O n  pourra encore dkterminer rn par la figuro 
et la tlvnsilb d u  corps, ct par leu expCrierices ddji faites siir la 
resistance de l'air. 

Dans le vide, ou,  cc  qui revient au merne, dam le cas de 
7n infitiimcnt petit, on a 
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On a dhjh, fait en Italie et en Allemagne I plusieurs expkriences 

sur la chute des corps, qui s'accordent avec les resultats pr6cB- 
dens. Mais ces expdriences qui exigent des attentions trks-d8li- 
cates, ont besoin ddtre r6pCtdes avec plus d'exactitude encore. 

16, ConsidCrons prhenternent le cas oh l e .  corps a un mou- 
venient quelconque dans l'espace. Reprenons pour cela les &pa- 
tions (A) du n' prdcPdent, et siipposons 

uzL) et w' seroat les d6viation.s du  corps, de la verticale qui  passe 
par le point de d6pact, l'unedans le sens du mdridien, l'autre 
dam le sens dw parallble. Lee &pations (A) donneront ainsi 
le8 suivantes , en fak~nt  abstraction de la rdsistance de l'air 

. -  dq - 2011. - .sin. 4 - 
dt sin. 0 

E n  retranchant des deux dernieres Cquations, la premibre multi- 

plide successivement par (2) et -, et rejetant leu produits 

de ces deux quant i t~s  par an.--, uri.-- et an.--; on formera 
les trois dquations 

( d l )  2% 

t h  riv' dr,! 
tlt tit dt 
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d v' -aan.-.cos. 8 ; dt 
ddd o=a.- dP 
CldV' du' ds o= a , -+ 2an.-.cos. 8 -. a s n .  -.sin. 8 ;  dt= dt dt 

dds d J  
dt' o = a.. - + aan . -.sin. dt 8 -g. 

Ces Bquations donnent, en les integrant et fixant au point du de- 
part, l'origine des coordonndesas, a d  et ad, et l'origine du temps f ,  
ir l'inutant du dCpart, 

au'=Bt. sin.O+f .gt*.oin.8. cos.&+C.cos.O. {cos.(rrni+~)-cos,~}; 

av'= - - C . {sin. (ani  +L) - sin. c } ; 

as =RL. cos. 8++.gr .cosg. 8- C. sin. 8 .  {cos. (ant+~)-cos. E ). 

B ,  C, c dtant trois arbitraires que determinent les vhesses ini- 
tiales du corps, dans le sens des tmis coordonn6es. 

Supposons , par exemple , que le corps soit lance verticalcment 
de  bas en haut, avec une vftesse dgde K. Les valaurs posi- 
tives de s &ant prises ici , de haut cn bas ; 0 1 1  aura, ir 1 origitie 

clu tenips t ,  z== - K .  On aura de plus, h cette origine,z=o; 

gt.9in. 8 
a t i  

d.9 du ' 

I l V I  
.-- E 0 ;  partnnt dr 

o B . sin, 8 - 2 I I  C . COS. 0 .  sin, E ; 

o = E ,  sin.8 - anC . cos. E ; 
OIL 

- Zi  E=; B.cou, 8 + znC.sin.8 .siri.c ; 
d'oh l'on tirc 

K . sin. 6 C.sin. L e I-* 
SI? ' 

B = - - K . c o s . 9 ;  
ce qui donnc 
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En rdduisant ws expressions en siries , e t  ndgligcant les quan- 
tit& de l’ordre n‘, on a 

uv’ = - 11 t’ .sin. 6. (gt - 3 K ) .  
3 

Ces expressions nous montrent que la ddviation du corps, daiis 
le Sen9 du rnCritlicn, est trhs-peu sensible j e l k  ne l’est que dam 
celui du parallkle. En sripposant K nul ,  on il la m&ne expression 
quc ci-de~sus, pour cette tlhiation. Si K n’dtant pas n d ,  on 
cherche le point oh le corps doit retombcr j on fcra us ;= 0 ,  ce 
qui donne g t = a K ,  et parconsdquent 

4.. i i 3 .  P i n .  0 
3g’ a d 5  - . 

Pour r&duire en nombres, cette formiile ; on observcra qiie n est 
l’angle ddcrit par la rotation de la terrc, clans une sccoritle, ct 

cet angle est dgal A-- , parceqiie la durde du jour syddral 

est de 99727”: i l  faut le rdduire en parties tlii rayon , o i i  I C  c i i r i -  
aer par l’arc &gal au rayoii, c’est-Mire, par C,?,T,Gr~“,8.  g est 
le double de l’espace que la pesanteur fail d6crirc aiix graves 
clans la prernihe secontle de lciir chute, e l  cc double e s p c e  cst b 
In lati tude de Paris, &gal A 7mct. ,322 1 4 .  Snpposons, par cxemple, 
la vitesse K 4gale h 5oonl(*L. par secontle; on aura pour Paris dont 
la latitude est de 54’,3G36, 6 &gal au comphnent  de cctfe 1s- 

titude , 

4 CJf1 

0,99727 
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titude, et parconsdquent &gal & 450,7364, cc qui donne 

d’oh l’on tire 
#VF = -3 12P,9 ; 

c’est la quantitd dont le corps retombera R l’occident du point d u  
dPpart j car la rotation de la terre ayant licu d’occident en orieut , 
les ad ndgatifs ont lieu dans le sens opposC. 
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C H A P I T R  E 

Sur gzrclqucs cas o& Poi2 peut ngoureusernent obtcnir kc 
tnouvement d ’ z m  syatdme de corps qui s’attirent. 

17. LE probleme du mouvement de deux corps soumis A leur 
attraction- mutuelle, pent etre rbsolu exactemenit, comme on ]’a 
vi1 dans le second livre; mais lorsque IC systErne est compos6 de 
trois ou d’un pliis grand nomhre de corps, le  probleme, dans 1’Btat 
nctuel de l’analyse, ne peut &re rdsolu quc par approximation. 
Voici  cependant quelques cas oh il est susceptible d’une solution 
ri gou reu se. 

Si l’on conqoit les c1iffLren.s corps disposks dam un meme plan, 
de manibre que lea r h l t a n t c s  des forces dont chacun d’eux est 
anirnd , passent par le centre de gravit8 du systbrne , e t  q u e  ces 
tliverses r&xltantes soient proportionnelles aiax distances respec- 
tives tlcs corps & cc centre ; alors i l  est clair qu’eti imprimant 
au  systhne u n  mnuvement anpi la i re  de rotation autour de son 
centre de gravitd, tcl que la force centrifuge d c  chaque corps 
soit &gale b la force qlii le sollicite vers ce centre; tous les corps 
continncront de se mouvoir circuIairemciit autour de ce point , 
en conservant entre eux la m6me posilion respective, ensorte qu’ils 
paraitront dbcrire des cercles les iins autour des autres. 

I,es corps &ant dans la position prCci-dente, si l’on imagine 
que le polygone aux angles duquel on peut toujours les slipposer, 
varie d’une manikre quelconque, en conservant toujours une 
figure sembiable ; il est visible que la loi de I’attraction &ant 
supposbe proportionnclle B une puissance quelconque dc  la dis- 
lance,  1cs r&sultantes des forces dont les corps sont animds , 
seront A chaque instant entre elks,  comme les distances clos corps 
au ccntre de gravitd do systbrne. Celir posh, conccvons que l’on 
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imprimc aux diffirens corps, des vilesses proportionnellcs Q lcurs 
distances i ce centre, et dont les directions soicnt Bgalemcnt in- 
clindes nux rayons mends de ce point & cbacuxi des corps; alors 
les polygones formes ii chaque instant par 16s droites qui joignent 
ces corps, seront semblables; les corps clCcriront des courbcs seiii- 
blablev, soit autour du centre de graviti du systkme, soit autour 
de l'un d'eux, et ces courbeu seront do la m h e  nature que cclle 
que ddcrit un corps attirrS vers un point fixe. 

Pour appliqiier ccs t l iBorhes h un exctiiplc , corisid6rons trois 
corps dont leu masses soient 7 r ~ ,  m', TIL", et qu i  s'attireut suivant 
la fonction 9 (1.) de la distance r .  Soient x et y lc>s coordonn6es 
de m , rapportdes au plan q u i  joint ccs trois corps, et ai1 centre 
de gravite dn syst&tne; soicnt x' et y' les coordonndes de IN', CL 

X' c t  y' celles de m". La force qui sollicite nz parall&lement B 
l'axc des x sera 

s &ant In distance de m 
La force qui sollicite I I Z  pnrall&lenicnt B l'axe tlcsy sera 

rn', e t  s' &ant la distance de NL TIL'. 

m'. . (y-f) + n1". . (y -y" ) .  

Pareillement, la force dont nz' est animti parallblcment B I'nxe 
des x sera 

s' dtant la distance de ni' Q r d .  La force qu i  sollicite ?rat paral- 
ltlcinent it l'axe des y sera 

Enfin les forces q u i  sollicitent m' pardlblernent aux axes des .z? 
et des y8 oeront respectivement 
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Maintenant, pour que la rdsultante des deux forces qui sollie 
citent m paralIL4ement oux axes des 2 et desy,  passe par le centre 
de gravitd du  systhme, il est ndcessaire que ces forces soient dano 
le rapport de z Ay; on aura donc 

K &ant uiic qnantitb quelconqixe. La force qni sollicite m vers 
le centre de graviti sera K.Vxa+yl.  On aura p a r e i h n e n t ,  
en corisidhant les forces dont m' est animc? , 

ce qni donne K'.V.d1+yfP pour la force qui sollicitent m' vers 
le centre de  gravitd du systkme. Pour que cette force soit ?I celle 
qui sollicite le corps i n ,  dam I C  rapport d a  distances des d e ~ x  
corps h cc centre, il faut que l'on ai t  K = K ' ,  et comme on doit 
appliquer le meme rhsultat mix forces dont 7n' est anim6, on 
aura lea trois dquations suivantes : 

En changeant dans ces kquations, x, x', x", e n y ,  y', yn, on aura 
celles qui sont relatives A ces trois dernitres variables. 

Les dquations prdc4denles mu1 tiplides respectivement par rn 
n', mu, et ajoutkes ensemble, donnent 

o 5 mx + m'x'. + m'x"; 
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dquation qui  rdsulte pareillement de la nature du centre de gra- 
vitd. Cette dquation, combinCe wee la premiere des Cquations (a), 
donne 

en supposalit donc s=s', on aura 

'p (J) K = (m + m' + m"). . -. 
Si l'on suppose, de plus, s =sa, les denx dernibres des &qua- 
tions ((L) doiineroiit l a  mQme expression de K;  d'oii il suit cpe 
dans la  supposition de s= s' sir, cette expression satisfait aiix 
Cquations (a) et aux Cquations semblables en y, y' et y". 

Si dam cette supposition, on nomme r, r', r", les distances res- 
pectives des corps m, m', m", au centre de gravitc? du systkme , 
les forces qui sollicitent ces corps vers ce point seront Kr,  fir', Kr'; 
ainsi, en impriniant d ces trois corps, desdtesses proportionnelles i, 
r', r", et dont les directions soient Cgalcment inclindcs b ces rayons, 
011 aura dtirnnt le mouveinent, SZ=S'=S"; c'est-Mire, que les 
trois corps formeront toujours un triangle &pilat&al, par les 
droilcs qui les j o i p e n t  : ils dhriront  des courbcs parl'iliternent 
semblablcs les iiris autour des autres, et  autour de leiir centre 
commun de gravitd. 

En noinmant X et Y les coordonn6es de ce centre, rapportdcs 
A un point quclconqne; x et y ccllos du corps m, rapport& au 
iiiemc point; .x' et y' celles de m', et ainsi de suite; on a par lo 
no 15 du premier livre, 

en prenant donc IC centre du corps 7n pour origine dcs coordon- 
nkes,  ce qui donne x ct y riuls, e t  

X" $- Y" = rL ; 
(z' - x ) ~ +  (y' -3' )" = sl  j 
( . Z N - - S ) ' +  (y"--y)~ s'a 5;: S' j 

CtC. 
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on aura 

(m'+ m").s" (mm'~rnm~-+m'm") .P -* ' -- 
=m + m' + nil ( n c  f r d  + iu")s 

d'ob l'on tire 
(m + m' + m a ) . r  - 

= ~,lpf i ;Lw-,-;L~''  

En substituant ccttc valeur de s, dans la fonction q ( s ) ,  on aura 
la loi de la gravitation d u  corps rn vers le ccntre de gravit6 du 
systkme. La force qui sollicite In vers ce point &ant dgale k K r ,  
et K dtant &gal A ( N t + r n f + m a ) . * ,  S cette force sera 

m -I- m' -I- m" ) . r r/ m/+in/nih+maa. p ( ;=xr+ -->. m" P 

On atlra par la formule (3) du P' a d u  second livre, 1'8quation 
de la courbe dCcrite par le corps in autour du m2mc point, et 
parconsdquent celles des courbes d6crites par les corps in' et m"; 
puisque ces trois courbes sont semblables entre elles , avec des 
dimensions respectivernent proportionnelles i r ,  r /  et r". 

(A) =-; la force qui sollicitc m 
1 Ihns le cas de la nature, 

vers le centre de gravitcj du systbme est doac 
a 

[ mf2 + r d d  + i i i l " ) ~  

( m  + rnf + m ( ( ) G - -  ' 

Ainsi lcs trois corps dLcrivent des sec tioiis coniques semblsl bles 
autour du centre dc gravit6 d u  systkme, en formant constatnrnent 
entre eux un triangle 6quilat6ral dorit les cGt& varient sans 
cesse, et s'6tendent nibrrie A I'infini, si la section est une para- 
bole ou une hyperbole. 

Supposons maintenant que les trois quantitds s, s', s' nc soient 
point Bgales entre elles, que s, par exemple, ne soit point &gal 
b st,  et reprenons l'dquation 

On aura une Cquation semblable entre y et y'; d'oh l'on tirera 

x:z'::y:/; 
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ainsi les deux corps rn et m' sont sur une mkme droite avec le celilre 
de gravitd du systhme, ce qui exige que les trois corps rn, nz', In", 
soient sur la meme droite. Prenons h un instant quelconque, cette 
droite pour l'axe des abscisses, et supPosons les corps ranges dans 
l'ordre m, m', rn", et que lcur centre coinmun de SravitB soit 
entre m et m'. Soit 

5' = -c px j xR=- v x ;  

supposons de plus, que la loi d'attraction soit cornme la p i s -  
sance rz de la distance, ensorte que cp (.) = sn ; les Cquations (.) 
donneront, en observant qu'ici a=x.(~+p),  s'=x.(r + y); 

K z= {rn'. ( I +p)" + m". ( I + V)") ; 
p.(m'. ( I  +p)"+nr". (1S-Y)") =rn.(I+p)n-m''* ( Y - p ) m  

Soit 

nous aurons 
Y-FC=( I + P )  - 2 ,  

* + ~ = ( I + p ) . ( I + - ) ,  

et parconsiquen t 

p .  (m'+m".  ( x + z ) n } = r n - m " z n -  7 

mais 1'6quation 

d 011 ne 

d'oil l'on tire 

o rnx -+ ni.d -+- ruP~n 

o =Z r n  - m'p - ni'Vj 

m - m"z . 
= ? t i  + ?ti1 ( 1 + 2) ' 

on aura donc 

( m - r n " ~ ) .  {m'+m". ( i + z ) n } = { m ' + n l " . ( i + z ) } .  { m - m " . ~ , ~ } .  

Dam le cas de la nature oh n = - 2 ,  cettc dquation devient 

o=mza.  ( ( i + z ) ' - i ' ) - . I ' . ( ~ + z ) ~ .  ( i - z ' ) - - m ' ' .  { ( i+z )3 -z t ' i  1 ;  
&quation dn cinquiBme dcgrc! , ct pnrconsdqwnt susceptible d'unc 
racine r"iSIle; et comme dans la supposition de z = o ,  le sccoiid 
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membre de cette dquation est ndgntif, tandis qu’il est positifdano 
le cas de z iafini, z a ndcessairement une valeur rGelle st positive. 

Si l’on suppose que m soit le soleil , m’ la terre et mu la lune; 
on aura A trks-peu-pr&s 

ae qui  donne z = sz 8-peu-prks. I lonc a i  A l’originc?, la terre e t  
la luns avaient Bt6 placCcs sur une m4aie droite, B des dis- 
tances respectives de cet astre , proportionnellcs A I et I +yL7; 

si, de plus, on leur w a i t  imprim6 des v?tes,oes parallhles et pro- 
portionnelles & ces distances; la lune eSt btB sans c e s e  enop-  
position au soleil : ces deux astres so aeraient sncc&l6s I ’ m  la 
l’autre sur l’horizon; et  comme A cette distance, la lime n’efit 
point Ct6 &clipshe, sa lurnibre, pendant la nui t ,  eht remplacd la 
lumibre du soleil. 
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C H A P I T R E  vrr.  

18. INIAGIIONS iin fluidc repandu nutour da soleil, et dtlterininons 
l’effet de sa rbsistnnce, sur le mouvemeiit des planbtes et des comijtes. 
NOLN nous soinmes d6jk occupCs de cet objet, dans le chapitre VI 
du scptibme livre; mais nom allons le reprendre ici avcc plus 
d’6teiitlue, et dkterminer les alt6rations des orbites, pour nn temps 
quelconque. 

Soit p(!-) la densite du fluide, B la distance r du centra du 
solcil. Si l’on nomme ds l’dldment de la courbe plant!taire, ddcrit 
pendant l’instant dt;  on aura K.Q (:) . zr pour l’expression de 

la rksistance qtie la plankte Cprouve dans le sens de soil tnouve- 
ment; K &ant un coeficient canstant ddpendant de la figure et 
de la densilb de la plankte. Cette rdsistaiice dCcompos6e parnllt- 
lernent a ~ i x  coordonnCes x et y d u  corps, prises dam le plan dc 
l’orbite, doniic les rhistarices partielles 

(IJ’ 

‘dfi Ayant donc reprCYent6 dans le no 64 ctu sccoiid lime , par -(x) 
et -(--J, leu forces qui sollicitent la plankte i ~ a m  le sens des .r d R  

(!Y 
M ~ C A N .  CBL. llhrne IY, R r  
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et desy, 011 aura ici 

On a ensuite par It: mQme no, et en prenant pour l’unitd la somine 
des masses du solei1 et de la plantte,  

partant 

e ktant I C  rapport tlc l’excentricitd ai1 demi-grand axe, et (CJ &latit 
la longitude du perihelic; 011 a par le merne n o ,  

partant 
dx.  ds 

r t . ( e . s i n . m ) = n ~ .  (:) .--. (.zdy-ydx); 

rl d.s d .( e .  cos.m)=- 2K . g (I;) . + . ( X d ?  -ydx).  

~ ~ = 3 o n . d R = 9 K . a n . ~ ( ~ ) . ~ .  (IS3 

Enfin on a par le ne cite du second livre, 

Au moyen de ces kqualions, on aura les variations des Elkmens 
de l’orbite, dues i la rdsisfnnce du milieu; car cettc r6sistance 
n’altkre point la position d u  plan de l’orbite. 

On a par le no 16 du second livre 
~ 

31ZY-yn;c=r~nu=c i t .~a . ( I  - e ’ ) ;  
a . (  1 -ea )  

1 +e.cos. ( v -m) ’  7-z 
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de plus, on a 

d'oii I'on tire 
ds cl fdr*+P.dZ  ; 

Pdu. (1 -t Dt!.COY. ( v  -a)+-e. 

U . ( l - f ! " )  
[is = -- --- 

das 
lit= - u s .  ( I  - c = y  

3 
Pdv . { 1 + ne . COS. ( v  -a) +. P S ) ;  -- 

partant 
aK .Q (+) .I"&. { 1 +ne. co9. ("-*a) +e*}: 

1 

U 
d .  -= 

a". (1  
. 

Supposons qu'en dbveloppant la fonction 

K. q (:) . r'. ( 1  +ae.cos. (o--m>+e*)' 

d a m  une sdrie ordonnde par rapport aux cosinus de Y-@ et de 
seo iriultiples, on ait 

A + eB . cos. (v  - m) +e*, C . cos. (2 Y - am) -+ et c.  

A ,  B ,  C, ctc. Btnnt focctions de en; on aura, en nCgligcant 
les qnantitds pdriodicjues, 

I 

n d .  ( I -e")' 
1 a R .  ( I  + en)+aeP .  f?> . dv n . -=  - 

On a ensuite 

z 2 : r . c o 9 . u ;  y=r.  sln.7'; 

d'oh l'on tire 

De I;, il est facile de concliirc 
( 7 , A - t - I : )  .~r?ip,sin.w r l .  ( e .  siii,m)=------* 

, I . ( , - - C ~ ~ )  ' 
(SA+ 11) . cY?v. . C W .  '?? . I d .  ( c .  cos.m)=- - - 

a .  ( 1 - P )  ' 
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et parconskquen t 

C A N I Q U E  C E L E S T E ,  

( d + h ’ )  .ea%. 
a .  ( I  - e % )  ’ de =- 

ainsi le peritielie est immobile?, et il n’y a d’altthtion que dans 
le grand axe et l’excentricitd de l’orbite. 

Les deux expressions prdc6dentes de de ct de d.:, donnent 

En integrant cette Cquation diff&rentielle, on aura e en fonction 
<le a ;  en substituant ensuite cette fonction dam l’dquation 

on aura en l’intkgrant, Y en fonction de a ,  et rtkiproquement a 
en fonction de v. 

Poiir avoir la valeur de P en fonction du temps t ,  on obser- 
vcra que si l’on rejctte les quantitds pdriodiques, on a du-nd~; 
tlc plus, n=--;; - partant I 

aa 
3 

dt c a’. dv. 

Substituant pour a ,  sa valeur en fonction de Y ,  et intdgrant; 
on aura t en fonction de Y, et rCciproquement v en fonction de i. 

Dans le cas des orbites peu excentriques, on a ,  en negligeant 
le card de e ,  

A = K n ’ . q ( ’ ) ;  CL 

I ~’(i)  6tant la cliffhence de Q, - divide par la diff6rence de -: C) U 

On aura donc alors 
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Q (:) est toujoiirs positif, et Q‘(L) a est aussi positif, si, cornme 

i l  est nature1 de le supposer, q (:) augmcnte quand la (lis- 
tance r au solei1 diminue; &]si, en mQme temps que la plan&tci 
se rapproche de pIus en plus du s o l d ,  par I’effet de la rhis-  
tance du milieu, I’orbite devient de plus en plus circulaire. Les 
deux dquations prdc6dentes doiinent 

I- 

q i tant  uiic constante arbitraire. On voit clairement que n dimi- 

nuant et q ; augmentant sans cesse, la valeur de e dimitiue 

sails cessc. 

19. Si la lumiEre coiisistc dans les vibrations d’on fliiitle cilas- 
tique ; I’analyse prdcddente donnera l’effct tfe sa rhiutance sur 
le rnouvement des planttes et des comttes. Si elle est line dma- 
nation d n  soleil ; la meme aiialysc donnera encorc, avec l]lJ&]lleS 

modifications Idghes, l’effet de sa resistance. En effet, 011 peat 
transporter en sens contraire, A la lumikre, le mouvement rdel de 
la. planhe, et eonsidkrer celle-ci comnie immobile, ce q17i ne 
change rien Q leur action rkciproque. Mors la lumiEre agit sur 
la planhte, snivant une direction 1111 peu inclisee h sa direction 
primitive : e l k  commnniqne i son centre de gravitd, suivant cette 
direction nouvelle, tine force que 1’011 peut ensiiite dtScomposcr en 
deux, l’une siiivant IC rayon vecteur dc  la plan&, l’antre en sen$ 
contraire de Is direction de 1’81dment de la courbe qu’elle decrit. 
Si l’on nornnie 4 la viteesc de la Iumihrc, ces deiix forces sont 
entre elles comme 8 est h Soit p la densit6 de la lumibre, B la 
distancer du soleil, e t  ( p )  sa densitk 5 la distance I;  on mir8 

(‘1 

ds 



318 M E  C A N L Q U E  C E L E S T E ,  
p=($; les deux forces dont il s’agit pourront donc &re reprhscn- 

H . e tEes par r‘ et ds La premiere est en sens contraire de la gra- 
r a  3‘ 

vitation vers le solei1 , et comme e l k  suit la m h e  loi ,  elle se 
confond avec elle, en \a diminuant un peu. La seconde force est 
en sens contraire du mouvement de la planbte, et produit une rC- 
sistance t i  ce mouvement. En la comparant a la resistance 

R: .:; .q(:); on aura 

Ce qui donne par le no prdcddent, les trois Cquations 

1 a H  ds’ d.-&=- r” ’ -. dt 

aH dx d.(e.sin.m)=-, P z. (xdy-ydx); 

a l l  d . ( e  .cos.m)=----- r“ .* ctt . (Zdy-ydK). 

Ces trois equations deviennent, en nigligeant Ics quantitCs pC- 
riodiques , 

1 a t l .  d v  . ( 1  + e ’ ) .  d . - =  I $ 7  
a a a . ( l - e ” ) ;  

a€ l tCv .e . s in .a  . d . ( e .  sin. m )  =-------- ‘ t  Vu.( 1 -e* )  

aIIdv.  c ,  c o s . a  -..- - d . ( e .  c0s.m) c- - - r/..‘( 1 - - e . )  ’ 
d’oh l’on tire 

part ant 
rla ( I +ea) a de .  

crc e . ( i - e n )  ’ -- -- 
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Ea intt5grant, on a 

9 &ant une constante arbitraire. En suhstituant pour L Z ,  cette va- 
Ieur dans l'expression de de; on aura 

at: = - n ~ ~ d t )  . f p  ; 
ce qui donne 

e = ( A  - NZ, . f i > a  , 
Ir &ant uric arbilraire &gale h la racine carrh de e ,  lorsyue v=o. 

On a dv.ua=dt; substituant pour a et dv, leiiro valeurs en c 
3 - 

et de, 011 aura 

cl'oh 1'011 tire en intJgract 

Q &ant une arbilrairc. Substit uant pour c sa valc~ir en I ) ,  on mra 

En r6diiisnnt en shie  ct dCtermiuant E tlc mnnitre que 2) com- 
mence avec le temps t ;  on nurn b trCs-peu-pri?s 

n ,  e et n &ant relatifs A l'origine Ju temps. Le second term de 
l'expresuion de 2, est l'iquntion shculaire da la plankte, due a 
I'aclion de la lutnihre. 

20. DLterminons mnititenaiit l*indgalitd sdcnlaire correspoudanfe 
de la lune. Si l'on marque d'iin trait pour ce satellitc, les ( p a n -  
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tit& que nous avons ddsignees par H ,  (I et n pour la plan& que 
nous supposerons &re ici la terre; et si 1'011 noinme x', y', z' 
ses coordonndes rapportdes au centre de la terre ; ses coordonndes 
rapportdes au centre du  solei1 , seront x+x', y +y', z + z' ; 
ainsi en nommant f la distance de la lune A cet astre, on aura 

f' = ( x + x ' ) ~  3- (y +y')' + (.-I- Z')*. 

I1 est ais6 de voir par le no prCcCdent, que l'act,ion de In lu- 
miCre solaire produit sur le centre de la  lune, et  en sens con- 
traire de ses coordonn&es, les forces 

I1 faut en retrancher leu forces dont le centre de fa terre est ani- 
mi$ par la r n h e  action, pour avoir son inouvement relatif au- 
tour de ce centre, et ces forces sont, par le no prdcGdent, 

on a donc ici 

It' dx' 

ce qui  donne 

la caractdristique d ne ~e rapportant qu'aux coordonnh de I'or- 
bite relative de la lune. L'Cquation siculaire de ce satellite est, 
par le no 65 du sccond livre, 
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Tci p est ]a somme dcs masses de la terre et de la lune. Si l'on 
iidglige les quantitds pdriodiques , 011 a h trbs-peu-prku 

ne plus, on a A fort peu-prks 

$=S. fl- 1(cr'+yyf +zz')> 
P 

En preiiant ensuite pour plan fixe celui ;le l'c'cliptique, 011 a ii 
fort peu-prbs 

x = a .  cos,nt ; y - a .  sin.nt ; z=r 0 ;  

zf = l i .  cos.n't j y'=(z . smn't ; I .  

en dgligeant donc les termes pdriodiques on aura 

De 18 on conclut 
I l f  . (P d R = -  . n'rit . ( I i - n ) ;  

Ainsi 1'Cquation siculaire de la lune, due A l'action de la lu- 
miQrc, scra 

1 mais on a 7 L P  =$ et ? L * z = ~ ;  cette (quation devicnt ainli 

L'Cquation s6culaire de la terre est , par le 11. pr6cBdent 
gligeant le card  de l'excentricitl:, 

en nd- 

3?1 . 1PP -; 
a r / a  

M ~ C A N .  tit. Tonic ZV. S S  
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ainsi 1’6quation sCculaire de la terre est A cclle de la lune, comme 

(d- n) H‘ l’unit6 est & - - n ‘ H ’  
FZ‘ Pour avoir le rapport ?r nous supposeroiis que leg actions de 

la lumikre du soleil sur la terre et  la lune, sont proportionnclles 
aux surfaces de  ces corps, ce qu i  est l’hypothkse la plus naturelle 
que l’on puisse faire. Oh aura les forces qui en rdsultent sur les 
centres d e  ces deux derniers corps, en divisant respectivernent ces 
actions, par les masses de la terre et  de la lune : on a ainsi A fort 
peu-prks 

F€’- surface lunaire x mawe de la terre 
Z ..- surface terrestre x masse de la lune 

magse delaterre x carrbdudeini -diam$tre apparent de Ia luz ,  
masse de la lune x carre tie la parallaxe luriaire -= 

On a vu dans le chapitre VI du livre VI1 , que cette quantith 
est &gale B --T De plus, on a ~=0,07@013; d’oh il suit 
que 1’Cquation sdculaira do la terra est B celle de la lune comme 
I : 63,169. 

21. Ces Cquations sgculaires &pendent de I’impulsion de la Iu- 
m i h e  du soleil. Mais si cette IuniiPre est une dmanation du so- 
leil; la masse de cet astce doit diminuer sans cesse, et il doit 
en rdsulter, dans le moyen mouvernent de la terre, m e  dqua- 
tion sdculaire d’un signe contraire i celle que produit l’irnpul- 
sion de la lumihre, et qui est incomparablement plus grantle. T1 
est facile dc la ddterminer par leu considdrations suivnntes. Si 
l’on n’a Cgard qu’& la diminution de la masse solaire, la terre 
sera constarriment sollicit& vers son centre; le principe des aires 
donnera donc 

radv z= cdi , 
c restant toujours le merne; or si I’on ndglige le card de I’cx- 
centricid, on a r P h =  n’nnrlt; ainsi aan eat une constante, qnoique 
la masse du  soleil diminue sans cesse. Soient u, et n, les valeurs 
de u et de n A l’orjgine du temps I ;  or] aura 

1 

0>‘,9% 04’ 

d n  = a:n,. 

Nous observerons cnsuitc qnc la force centrifuge est &gale a11 
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card de la vitesse, divisb par le rayon; en ndgligennt donc l’cx- 
centricit6 de l’orbite , cette force sera izn’ ; mais elle est Cgale et 
contraire A la force attractive du eoleil, c’est-A-dire 21 sa masse 
divide par le carre de la distance. Soit I cette maue A l’origine 
de t , et I -at sa valeur aprbs le temps 8, a &ant un trb-petit 
coefficient constant ; on aura 

1 -dC 

sa an’ = - . 
Cette +ation cornbide avec la prdcbdedte donne& obser- 
vant que (z: .n:=~,  

n=n, ( I  --at).. 

La longitude moyenne de la terre &ant f n d  
gligeaat le cwrd de , 

on aura, en nd- 

n,t - U t l ,  . P 

pour son expression. L’Qquation stSculaire du rnoyen mouvement, 
due A la diminution d e  la masse du soleil, est donc 

- un, . t‘, 
Comparons son expression A I’expression - de 1’Cquation sC- 

culaire due l’impulsion de la lumibre, Si l’on nomrne i le rap- 
port de la vftcsse de la lumikre 8. celle de la terre clans son or- 
bite, ian sera la premikre de ces vitesses. p &ant la densitt! de 
la 1umiCre au point de l’espace qu’occupe la terrc, la perte de 
la lumihre du soleil, dans l’instant (It, sera p iun.dl multiplid par 
la surface de la ophkre dontle rayau est a; elle sera donc 4 t z s  x . i.p . ndf, 
?t &ant la demi-circonfdreaw dont le rayon est I’unit6. On aura 
ainsi 

a=4n%. i .pn;  

ct parconsequent YCquation sbulaim due t la diminution de la 
masse du solei1 sera 

311. n V  

9 r / a  

-4lt .ip . f .  
ss P * 
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Si 1’03 nomme 6 la parallaxe du soleil en parties du rayan, la 
surface d’un grand cercle de la terre sera E W . C Z ’ ~  La lumihre 
reque par ce grand cercJc, dans I’instant rtt, sera 6s~.aa.p.iundt, 
c t  cornme cette lurnihre est animCe de la vitesse ictn, son impnl- 
sion sera, en la supposalit absorbde par la terre, 

sa< . aljen’. p . dt j 
, 

cc qui produit dans le ccnfre de la terre, la force 

e % .  a+. ian’. p 
‘1’ J 

r(’ &ant la masse de la terre. Cettc force, par le as 19, est &gale 
3 IZ a -.kn; on a donc 

(L.2 

&Ow. a5iiz . p 
Y ’  * H = 

311. nata Jd’&ption s6culaire - devicnt ainsi , e a  observant que 
e ).’“ 

3t1* . i . p 
2’1’ 

. t’. 
1,es deux dquations 
j l’irnpulsion de sa 

seculaires dues A la diminution du solei1 et 
lumikre, seron t donc entre elles dans le rnp- 

3 9’ 

2‘1” 
port de -4 B -- ou dc - z 

Si l’on suppose la patallaxe solaire de 26”,/tao5 e t  la masse 
de la terre &gale Q on trouve ces deux Cquations dans le 
rapport de - I  A 0,0002129. L’4quation sdculaire de la terre, due 
h la diminution de la masse du soleil , est A l’dyuation sdculairc 
de la lune, due h l’impulsion de sa lumikre, comme -1 : o,o13(,5. 
Ainsi une seconde dans l’dquation sbculaire de la lune, produitc 
par cette cause, correspond B 74”,35 dans 1’8quation sdculnire 
de la terrc; e t  comme on est certain, par les observations, que 
l’gquation sdculaire de la terre n’est pas de i8”, il en rdsuIfe que 
l’irnpulsion de la ltimitre du solei1 sur la lune, n’inflne pas d’un 
quart de seconde sur son Cquation sdculaire. 

11 r6sulte de l’malyse prtktklente, que depuiv deux mille ans 
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masse du soleil n’a point 6prouv6 un deux-millionibme de di- 

riiiiiution n i  d’accroissement ; car -ut. n,t Citcln t 1’Cquation sc$- 
culaire de la terre, due A cette cause ; si Yon suppose que L re- 
prdscnte un nombre d’annees syddrales; n, sera &gal B 4000, et 
- a t  sera la diminution de la masse solaire. Soit donc t z a o o o ,  
et representons par 9 degrCs , 1’8quation s6culaire de la terre, 
correspondantc A deux mille ans; ou aura 

‘I ut= aooooo~ 

Lea observations ne permeftent pas de slipposer 9 Cgal ou plus 
grand que $; ainsi ut est au-clessous de G ; T i , : ~ x ,  

22. Si la gravitation h i t  prloduite par l’impulsion d’un fIiiide 
vers le centre d u  corps attirant ; l’analyse prdcc!delite, relative 
I’impuIsion de la lumibe solaire, donnerait l’dquatioti StScuIaire 
clue la transmission successive de la force attractive. EN eKpt, 
i1 resultc de ec qui prdcbde, que si l’on nomme g I’attraction du 
corps attirant, par exemple, du soleil; l’dyuation sdculaire dn 
corps attir6, cle la i e n e  , par excmple sera 

3 E;” . 
a (11 ’ -.- 

21. fl  1I.iri 
car alms on a par le no 19, g=T=- - ,  cequichangetlane n 

3II . / I ” =  
]a prkc&dcntc, l’dquation se‘culaire ----j mais g est Cgal A la 

ld v; 
force centrifuge, et cette force est dgalc R t z n ’  ; l’i-quntion st!cu- 

3 n‘t’ laire du corps attire est donc; .iy i &rant ici le rapport de la 
vitesse du fluidc gravifique, li cclle dn corps attirci, 

Si l’on applique ce r&sultat 5 la lune, et que l’on nomme h-t 
le moyen mouvemcnt syderal dc la terce, t exprimant un nolllbre 
d’ann8es juliennes; on aura 1’6quation sdculaire dc 18 lune, L‘gale A 

3 
ai 

Soit r i  la moyenne distance clu soleil R la tcrre; a ceIIe de la 
lunc; i’ le rapport de la vitesse du fluidc gravifique A celle tlc la 
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lumikre, et supposons l’aberration Bgalo ti W , 5  j l’equation 96- 
culaire de la lune deviendra 

3 AT2. ta . sin. 62”, S 
a ”;.(5) * 1! 0 

On a vu dans le no 23 du second livre, que l’bquation s6culaire 
de la lune est de 31”,4a4757, lorsque I’on supposc 1 5  100; en 
l’attribuant donc & la cause prbcbdente, on aura 

En appliquant les nombres, B cette expression de 2 ;  on trouve la 
vftesse du fluide gravifique environ sept millions de fois plus grande 
quecelle de la lumibre; et  comme il est certain que l’bquation 
sbculaire de la lune est due presque en entier A la cause que nous 
1ui.avons assignCe dans le sixibnie livre ; on doit supposer au fluide 
gravifique, une vitesse au moins cent millions de fois plus grande 
que cell;? de I a  lumikre, c’est-&-dire qn’il faudrait supposer une 
semblable vftesse au  moins Q la lune, pour la soustraire A l’action 
de sa pesanteur vers la terre. Les geomktres peuvent donc, cornme 
ils l’ont fait jusqu’ici , supposer cette vftesse infinie. 
11 est ais4 de voir que l’bquation skculaire de la terre, due A 

la transmission successive de la  gravitd , n’est qu’un sixikme en- 
viron de 1’Cquation cocxespondante de la lune, et parconsdquent, 
elle est nulle ou insensible. 
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C H A P I T R E  V I I I .  

33. J t  A I donnd dam le sixiktne Iivre , leg expressions numCriques 
des inCgaIitCs plandtnires. Les soins que j’ai pris pour n’omettre 
aucune inegalitt5 sensible, m’autorisaient B penser que lea tables 
astronomiques seraient a m 6 l i o r h  par l’emploi de ces for mules , 
et mo faisaient desicer que leu astronomes les appliquassent & 
cet objet. Mes voeux on€ dt6 remplis par les travaux de Delambre, 
nouvard, Lefranqais, Lalande et  Burkart. 11s ont cornpar6 
ma th&orie , un tr&s - grand nornbre d’observations , pour en 
conclure les d l h e n s  elliptiques des orbes des planktes : de 
nlon cbtt! j’ai rcvu avec une attention particulikre la theorie 
de leurs perturbations; et  de la rdunioii de toutes ces recherches, 
sent rCsultdes des tables trhs-exactes de leurs mouvemens. Le nou- 
vel examen que j’ai fait dc cette thdorie , ne m’a indiqult5 d’indga- 
lit& sensibles ajouter B celles que )’ai pr6cfidemmcnt d&ermi- 
ribes, que dans les moiivemens de Jupiter et de Saturne. L e  rap- 
port presque commensurable de ces mouvemens donne lieu, cornme 
on l’a vu dam le second et le sixibme livre Q des variations con- 
sidlSrables dam les ClSmens des orbites de cee deux planktes, et 
dont la pdriode embrasse plus de  neuf si6cles. Lcs variations de 
l’excentricit6 et  du perihelie de l’orbite dc Jupiter, ddpendantes 
de ce rapport, produiscnt dans son mouvement, line intSgalit8 
trh-sensible, dont l’argurnent est trois fois le moyen mouvement 
de Jupiter, moins cinq fois celui de Saturne. Ides variations ana- 
logues de l’exccntricitb et du perihelie de Saturne produisent 
dans le mouvement de cette dernitre planate, une grande in8grr- 
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lit& dont l'argument est deux fois le moyen mouvement de Jupi- 
ter, moins quatre fois celui de Saturne. Ces deux inCgalitBs peuvent 
&re considdrdes comme de v6ritables Cquations d u  ccntre, dont 
l'excentriciti et le perihelie varient avec beaucoup de lenteur; or 
les deux grandes Cquations du centre de ces deux planhtes donnerit 
lieu A des indgalitds trhs-sensibles ; en substituant donc dans les 
expressions de ces in6galitCs , au lieu d c  ces grandes Bquations du 
ccntre, celles dont je viens de parler; i l  en  risultera de  petitcs 
inkgalit& analogues et  qui  peuvent &tre assez sensibles pow ,r 
avoir dgard. J e  vais considdrer sous ce point de vue, les princi- 
pales inGgalit6s de Jupiter et  de Saturne, dependantes des excen- 
tricitCs. 

O n  a trouv4 dans le  no 33 du livre VI, que l'expression do J'v'' 
renferme les in8galitt.s 

- 427",078. sin. (m' t  - n"t + 2 2  - E" - m") 

+ I 74',800. sin. ( 2nvt - nIYt + 26' - E'" - my ) - r37'',225 .sin. ( 3nvt - anlvl + 3,' - 2a ' :  - m") 

+ 262") 168. sin. ( 3nVt - zn"t + 36' - 361 '  - mv 

1; 
1 

elles sont les plus considLrables de celles qui dkpendcnt des simples 
excentricit&. La premitre et la troisibrne sont dues A l'bquation 
du centre de Jupiter, +le'v.sin.(n''t+c''--'').  Par le 11' cit6 
d u  sixibme livre, le mouvement de Jupiter est assujhti i l'indgalit6 

+522",&6.sin. ( n l v t +  e r Y + 6 1 O , 8 6 ~ 9 - - ' , / ~ ' t +  g/1lv[- s g l  + ai''). 

Cette inbgalitt! peut &re consid&*& comine une secondc i.qualtion 
du centre de  Jupiter,  dont I'exccntricitQ et le p6rihclie varient 
avec une e x t r h e  lenteur, leurs variations tl6pendant dc celles 
de l'angle 5n't -3n"t. Cela p o d ,  donnons k l'in6galitb 

- 427",078.sin. ( 2nvt - nIyt -j- 26' - dv - mIv 1 
la forme suivante ; 

Ea y substituant, au lieu de ae".sin.(n"t+ E" - d', I'inCgalitB 

+ Eia2",426. sin, (3n"t - 5n't -+ 3c"  - 5;' +- G1~~8G69); 
on 
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on aura .l'indgalitt5 

" 078 -4L. 52a",426 . sin. (n1't-3nVt -+ e l v  - 38v $- 6i0,8669). 
aelv 

En mettant pareillement I'inkgalii8 

- 137',225.sin. (3n't- m1vt+3~T-=x1*-mlv). 

sous cette forme, 

.2e1'. sin, ( nl't+ P- d'+ 3n't- 3a"t + 56'- 36") * 
I 37",22S 

> -- 
2 t : ' V  

on aura par la mbmc substitution l'ine'galit6 suivante : 

- L_-- I 37",9aF; , 52a",rjaG. sin. (--anvG-aaav+Gio,8GG(3). 
& V  

L a  scconde et la quatrikme des d i p l i o n s  (A) sont dues 21 l'dqua- 
tion du centre de Saturne, + ~ev.sin.(nVt+cv3mv). llonnono 
j la scconde inCgalit6, la forme suivante : 

. 2ev. sin. ( iz't $- 6' - mv + n'f - It'll + 6'-6'"). 
174'1,800 

+T 

Par le no 35 d u  livre V I ,  le mouvement de Saturuc est assujdti 
ii l'indgalitd 

- 2066'',921 . sin. ( ~ i ' t  + k v  + 6 ~ 0 , 4 a 5 0  - 5nVf + anl't- 5sv+  ail"). 

Cctte iriCgalitk peut &re considbrde comme line seconde Cquation 
du centre (le Saturne , dotit l'excentricith et le pdrilielie varient 
avcc line extr&riie lenteiir, leurs varia~ious d6pcndatit clc celle 
de l'angle 5nVt - f n  la substituaiit tlonc au lieu de 
ae1v . sin, (nvt +c* - mv), dam I'inCgalitC pric6dente; on aura 
cclle-ci, 

Si l'cn met pareillcmcnt la quatrihmc des Gquations (A) SOUS 

cet te forrne , 
M ~ C A N .  CEL. Tome IV. T t  



on aura par 1% m i h e  substitution l'inigalite suivanfe, 

262" 168 
2ev 

- - . 2oGGuJ921 . sin. (- 2n't - 22 + 620,4250). 
En substituant d m s  ces diverses idga l i t& leurs valeurs en 1750, 
donn6es dans le n* 22  dw livre VI, les quatre indgalitds (A) don- 
neront les suivantes : 

3",6449. sin. ( 3nvt - n"t + 3,' - E'' - 610,8669) 
;t- 1",1711 .sin. (2n' t+2~"-61~,8669)  
+ 5",0469. sin. ( 5nvt - n"t + 36' - elv - 6!P,4250) 
+ 7"3695 .sin. (212't -J- 26' - Gzo,/t250 ). 

Ces inhgalitth aont trks-petites j mais comme elks peuvent &re 
r h n i e s  Q des in4galitJs scmblables qui existent dans les tables, 
elles n'y apportent point de complication, ct ellcs doivcnt leur 
donner plus d'exactitude. 

On a vu dans le n* 12 du livre VI, que l'iiit5galitd dc Jupiter, 

532",426. sin. (3n''t - 5n't 36" - 56" -+ 61*,8669) 

est le resultat des variations dam l'dquation du centre et  dans 
le pdrigde, ddpendantes de I'angle 5nTt- 2 7 2 ' ~ ~ .  Soient d ' ~  et $ICJ'~,  

ces variations. L'indgalitd prhchdente sera &ale A 

2d'e'" .sin, ( n1'1+ ~ " - m " )  - 2e". cos. ( nl't + 6'' -m'"), 

%'expression de la longitude vraie de Jupiter, en fonction de sa 
longitude moyenne , renferme, par le n* 23 du second livre, les 
deux termes 

ce qui  donne les suivans: 
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Les deux premiers de ces ternies donnent 1'inCgalitC: d6pendanfc 
de /+n'*t - 5nVt + 4 ~ ~ " -  5b '  + 5oo,40a5, que nous avons deter- 
min& d a m  le no 33 du sixikme livre. Si  l'on repdsente par 
p .sin. (rLtVt + 61' - mlT +f) l'indgalit6 de Jupiter, dCpen3ante 
de 3r~l't - 5n.t; on aura 

f = m l V f  - h V t  + ad'- 56' +mt' + Gr0,8669 
d ' e ' ' =  p . c m s j  - ae I V ~ \ ~ I V -  - p  . sin. f. 

Les deux derniers tcrmes de la. fonction (0) deviennent aiusi 

-. 1: . clVp . p , sin. ( 3 n l v ~  + w - 3mtp'v+~), 

et parcons6qircn t 

9 .e'".522",4aG,sin. (5n"~-  5n'l+ 5c"- 5~-2 .~~ ' '+61* ,866~) .  

En rdduisant en nombres, IC coefficient de cette inCgalit6, on a 
la suivante : 

iR,,gG22. $in, (5n"t - 5n'l+ 56': - 56' + 38',8645). 

L'inEgalitB 

xan,4aa.sin, (5rP t -  ion't+5dv- 10~'+57~,07a5) 

dtSterininde dans le no 33 du livre VI,  doit elre affect& du 
signe -, comme il est facilc de s'en assurcr par le n* 13 du 
mBme livre. 

On a vu dam le no 17 du livre VI, que dans fous les argue 
mens de Jupiter et  de Saturne, dans lesquels le coefficient de t 
n'est pas 5n*-2nntv, ou n'en diffbre pas, de ,Ir pour Jupiter, et 
de n' pour Saturne, il filut augmenter les longitudes moycnnes 
ntVt+ 61' e t  nvt + C, comptees de 1'Cquinoxe fixe de 1750, de lcurs 

rr t 2 
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grandes inkgalitds dependantes de 5nvt.-- 2nlvt. Si I'on veut em- 
ployer les longitudes moyennes ainsi auginentdes, dans l'indga- 
lit& de Jupiter 

522",/t26. sin. (3n'"t - 5n't + 3 ~ "  - 56' + 61~,8669) ; 

en nommant (I" et 9' ces longitudes ainsi  augmentdes, on metfrrl 
l'indgalit8 prdcddente sous cette forme, 

5 ~ ~ a , , 4 ~ 6 . s i n . ( 3 q " - 5 y ' - ( 3 p " ~  5p') + Gx0,SC6~), 

Saturne, En dheloppant la fonction pr&c&dente, on aura 
&ant la grande inkgalitd de Jupiter, et -,VV &ant celle de 

522",426.sin. (39" - 5q'+ Gro,866g) 
- (3," + 5 , ~ " ) .  522">426. COS. ( 3q" - 5 ~ '  + GIo,8G69 ) > 

on a H trks-peu-pres, 

3 ~ 1 ' 4 -  5 p ' ~  5 7 0 7 9 ~ ~ 7 3 6  sin, (5n'l- m'"t+ 5 e V v  3cT+40j8395); 

ce qui donne 

- ( 3p1v+ 5 p v )  . .5aay,496 . cos. ( 3g"-55rlv+ 6i0,8669) 

)- 
a h .  (3q'"-!%/'+ 5 1 1 ~ t - 2 n ~ ~ t ~  5cV-ar1v+660,7064) 

- S i n .  (3q' ' -  5 ~ V - ~ / t v t + 2 1 2 1 v t -  ! h v + 2 E I v +  57",0725) = - 23",4205. { 
On peut substituer sans erreur sensible , dans ces deux derniers 
termes, 71' et qT, au lieu de  nIvt + 61' et de nvt -+ P. 1,e premier 
terme se confond alms avec l'dquation du centre de Jupiter; IC 
second devient 8 trBs-peu-prbs &gal A 

~3",4205.sin.(5q1'- 10.f + 570,0725). 

En IerEwnissant au terme 

- 12",4221 .sin. (59'' - logy -+ Ei7°,07a5); 

on aura 

xo",yj8/t.sin.(5y1"- ioq'+ 57",0725). 

On pourra ainsi employer 91" et qv, au lieu de n1.t + €1"  ct  de 
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n ' l+~ ,  dans toutcs les indgalitds de Jupiter, h l'exception de sa 
grande inkgalitt?. 

Considdrons maintenant les inCgnlitds du mouvernent de Sa- 
turne , analogues aux prdcthlentes. Ellcs sont beauconp plus sen- 
siblcs que cellev de Jupiter. Pour les ddterrniner , nous observe- 
rons que par le no 35 d u  sixibme livre, le mouvement vrai de 
Saturne renfcrme les deux grandes intZgalitCs dcipeiidantes des 
simples excentricitcis 

'1; ( B )  
-.1 SGr",c&o.sin, ( m V ~ - n ' * t +  ~ E ~ - P - - ~ T ~  

$- 1287",2 15.si11, ( ~ 1 2 v t - 1 2 ' V t + 2 i v - ~ s " - ~ p ' v  1 
la premihre de ces itieSgalilc!s est due & l'&quation d u  centre de 
Saturne, + 3ev.sin. (nvt+bv-mv). En lui donnant cette forme 

56 I ",940 
2ev 

- . ae' . sin, ( n*J + 6"- e~ + nvt - n'vt +- cv - & I * )  j 

l'inigalitd de Saturno 

- zoGGn,921 .sin. ( 2 n 1 ~ t - 4 1 ~ v i + 2 ~ 1 T -  @+ G a o , 4 2 5 0 ) ,  

qui ,  cornme nous l'avons dit,, pcut &re rcgardde cornme iinc 
seconde Ccpalion du  centrc, protltiira donc par sa substitution 
clans I'inCgalitt? prdcdden te , celle-ci : 

, 30W,921 .sin. ( nlTt- 3 t ~ ~ t - / - ~ ~ ~ - - 3 6 ~ +  6~,42t ;0) ,  56 1 ",.qdo 
ldev 

Tin seconde des inegalitds (B) est due k 1'6quation du centre de 
Japiter. En lui donnant cette forme, 

l'indgali tt? de Jupiter 

+ 532",426. sin. ( 3n17t - 5nTt + 36'" - 5s' + G I  ',86Gc~) 

qui, cornme on l'a vu,  est une sccondc riquation du ccnfre do 
Jupiter, produira donc, par sa substitution dans l'intigalit6 prCcC- 
dente , celle-ci : 
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Les inegaIit8s (B)  donneront ainsi Ies deux suivantes : 

- 16",2247, sin. (3n.t - n l v ~  -f- 3.5' - gl' - 6a0,4250) 

- 10",9858.sin. (3n*L- n"t + 36v-61T-61e,86G9). 

L'expression de la longitude vraie de Saturne en fonction de 
sa longitude moyenne renfeerme l'indgalit6 

5 
13. I 1  e' sin, (3n.t $- 3gv  - 3 ~ ) .  

E n  nommant donc &ev et 8/10., les variations de l'excentricit8 et 
du perihelie dependantes de 5nvt - 2n"t j on aura la fonciion 

$!.ev . $e' . sin. (3plTt+ 3ev-3mv) 'I -e*. d'm~ .cos. ( 3nTt+3aq'-3mv) 

Pour avoir d'eT'et Gmp, nous consid6rerons I'inCgaIitd de Saturne 

- 2oGG:921 .~in.(2n'~t-44n"t+~~~~~4~'~6a~,4250); 

en la supposant produite par la variation de 1'Cquation du cenfre 
et du perihelie, dam le terme 2ev.sin. (nTt+ev-mj.r), nom aurons 
pour l'expression de cette indgalitd, 

2d'e.. sin. (n't + 8"- mT ) - aev . $a'. cos. ( nvk+ 61 -mv) ; 

d'oir il est facile de conclure que la foncfion (0) devient 

-9. ev .2066",ga I .  sin. ( z n ' ~ ~ - 2 3 n ~ ~ ~ 2 . 5 ~ ~ - 2 ~ ~ = 2 ~ ~ ~ 6 2 ~ , 4 2 ~ 0 ) .  

Cetfe in6galit6 rkduite en nornbres, est &gale A 

1 

- 10",6177. sin, ( 272lVt --an't + aiaT - ai. - I 330,4682). 

L'inEgalitG 

- 25",50777 . sin. (&'vL-- 9n'L-f- 4~"- '36' - 67", 3508) 

donnee dam le no 34 du sirikme livre, doit 4fre remplacde par 
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cclle-ci ; 

cornme il est facile de s'en assurer par le no 1 3  du meme livre. 

11 faut , comme on l'a VLI pr6ccidernrnent, changer dans toutes 
les inkgalit6s de Saturne , n'*t+a'* et nVt+gv, dans 7" et 91, 
cxcept6 dans la grande inCgalit6, et  dam celle-ci : 

- 20GG",921 .sin. ( 22n1V&-. .41~v&~ao1v-~~'+Ga0,~2~o),  

Si l'on veut cependant employcr qlV et 9' dans cette dernihre 
inkgalitb, on lui donnera la forme suivante : 

- 2oGG",ga I ,sin. ( a7Iv - 49' - 2 ~ ' ~  - 4pv + Ga*,4a50 ) ; 

plv et -pv &ant les deux 'grandes inkgalit& de Jupiter et de 
Satiime. Cette inCgalit8 donne par son dhveloppement 

- aoGG",gn I .sin. ( 2qlV - 49' -J- Ga*,4250) 

+ 2066",92 I . ( 3p1* + 41'). cos, (24'"- 4qv 62*,4250). 

On a h trbs-peu-prh 

2066'',901 . ( ~ p p " + 4 p v ) . c o s .  ( Q ~ I ~ - W  + 6 ~ * , 4 a 5 0 )  

1 Bin. (aql.-4qv+ 5 ~ V t = ~ ~ ' ~ t + 5 ~ ' - ~ ~ " + 6 7 ~ , a 6 ~ 5 )  
== 7' I' a 59a8 * { - sin. ( ~ Q ' V  - 44' - 5nvt + arPt- 5av + DI'V + 570,5855) ' 

O n  peut, dans ces deux dernikres in6galitds, changer n l Y t + ~ ~ *  

et n"t+~v, dans qIv et 9*; et alors la premikre se confontl avec 
l'kquation du centre de Saturnc. La seconde devient 

- 71",!ig28. sin. (44" - 94' + 57',5855). 

En la rCiinissant A celle-ci : 

dY,!i078. sin, (4n"t -yz*& 4 - 4 ~ ' ~ -  96' 57', 5855) ; 

on aura l'inCgalit8 

- 4G",0850. sin, ( 4qtV - 99' + 57",5855). 

On pourra ainsi cmployer q l v  et yv, au lieu de nlv&+( lv  et de 
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7;vi + gv, dans foutes les inigalitris de Saturne , A l’exception de 
la g r a d e  indgalit6. 

I1 faut , pour plus d’exactitude augmenter 9’ de l’incigalit6 

95”,757 . sin. ( 3nv’i - nV1 $- 36“ - gv - 350,0779), 

qui ,  par le no 35 du livre VI, d6pend de l’action c1’Uranus; 
e t  qu i ,  cornme on ] ’a  V U  dans le meme no, doit btre appliqucie 
a u  rnoyen mouvernent de Saturnc. 

En rCunissant les in6galitks pr&ddenles, h celles qui  ont e’t6 d6- 
terminCes dans le sixibme l ivre;  j’ai obtenu les formales des 
Iongitude~ vraies de Jupiter et  de Saturne. Pour les comparer aux 
observations, Bouvnrd a fait usage des oppositions de Jupiter et 
de Saturne , ddduites principalenlent dcs observations de I!radley 
et de Maskeline, et de ccllcs de I’Observatoirc de Par i s ,  dans 
ces dernikres anndes. Ccs obscrvations ayant BtC faitcs avec d’cx- 
cellentes lunettes mdri(lienncs et ICs meillenrs quarts ( IC  crrclc , 
et embrassant u n  intervnlle de plus cl’iin drmi-sibcle j e lks  offrent 
par leur pr6cision et leur grand nombre, le moyen le pliis exact 
pour corriger les Blimens c h i  monvement ellipt ique. O n  a ainsi 
obtenu, depuis I 747 jusqu’cri 1804 inclusivement , cinquante oppo- 
sitions de Jupiter et cinquante-quntre oppwiilions de Saturnc. Tflles 
ont  donnd autant d’dquations de condition , entre lcs corrections 
des Cldrnens elliptiqucs d u  mouvcmciit dcs d(wx planbtcs; mais 
COmme la valcur de la masse d e  Saturne prhenta i t  encore de 
lyincertitudc, on a fait entrer sa correction clans ces cirluations, 
11 a &t4 facilc de reconndtrc  qn’il fallnit diininuer la valeur 

1 1 donnde dam le sixiEme livre, de -- 20,2L32 ’ ct la rdduire Q s53/t,ox, 
celle du solei1 &ant  prise pour unit&. Cettc correction esscntielle, 
Cvidemment indiquee par les observations pr&ddcntcs, et  encore 
par celles de Flamstced, est un des principaux avantages de nos 
formulcs. Idcu r  exactitude jointc h la prdcision e t  au grand nombre 
d’oppositions crnploydcs , doit fairc pr&ft!rcr ce rCsult.at h celui 
q i i e  donnen t Ics 6lon grit ions o tlservbes tle l’avan t-tlern ier sa tel 1 i tc 
de Saturxic, V U  1’extrCme difficnlt~ d’observer ccs &longations, e t  
l’ignorance oh nom sotnmes de l’ellipticith de son orbite. La corn- 
paraison de nos formules avec les oppositions de Jupi ier ,  rl’n 

ind iq i d  
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indiqiib B U C U I I ~  correction A la valcur de sa massc. Si I'on coli- 
sitll:re, en cfkt, les observations de Pound,  cpe NnvioIi a rap- 
port& dans le troisi;*me livre des Principcs niat 1 1 h a  t iqws de 
la Philosopliie natiirellc ; on voit qii'elles donnent nvcc cxactitiitle 
la masse de Jupiter , tandis qii'clles lnissent tin p c w  cl'iiiccrtit tide 
sur cclle de Saturne. Nos formules contluiseiit dor~c & la i n h e  
mnssc: de Jiipiter , que lcs 6longations observfies de ses sarellilc~s, 
ct il est curieux de voir le mr'nic rdsuliat coiiclii par denx tiiovws 
aiissi tlifI'&rcns. J'ai chercli6 B ddlerminer de la mCiiie ninniitrr , 
la correction t ~ e  In. masse d'Uraiius , siir I;qne\Ie il y a plus tl'in- 
certitude qn'& 1'd~;ird <le la masse dc Saturne. Les observntiotis 
n'ont point indiqitd de correction sensible clans In valc*ur de ccl tc 
masse ; inais son influencc a i r  le moiivcrnent de Satiirnc c s t  lrop 
pen consitldrable, pour pouvoir compter siir cc r h l t a t .  J ,es oppo- 
sifions tloiit j e  vivns dc pnrler , sont t r lywopres  B dc!termincr Irs 
nioyerls moiivemcns dc 1 iipi1c.r ct de Satui-nc; pi*ceqiie Ics deux 
grnntles iiiCgali~ds nyant 616 ri leiir nz,z,ri/i~~irn clans l'intcrvalle 
que ces oppositions embrassent , et parcondqiient ayaiit pcii varitl: 
clans cet iiitcrvalle, 1'incerIitiitle ( p i  prut  reslcr ellcore sur la 
grandeur de CPY inCgalitds, n*n point tl'infliirnce sensible stir In 
ddterrniiiation. dcs rnoycns moiiremcns par ces oliscrvntiotis ; aiissi 
ai- je eii la salisfaction de voir cine mes formules rcprdsenlent 
nussi exacfcment qii*on peut lr devircr , leu anciennes ohscrvations 
rapportks  par Ptoldmde, et Ics observations arnbes. Voici main- 
t enan t  ces formules tlans lesqiielles j'ai introdnit les corrections 
que 1eS &]IiiltionS de condition otit t lonl ldCS ]3Olll* I P S  dldlllCKlS 

ellipticl~lcs (lev tleiix planbtes et pour la niRssc t l c  Saturne. Ilclns 
ces ii)rrniilcs, 1 reprEsentc i in  nonibre qiielcoiique d ' annks  jii- 

licnnes, oii tlc 3(Xlf111rr { , dcouldes depuis le niinuit co~i~xnen~atit 
le prcttiicr janvicr de 17C;o. 
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Ces trois quantit6s sont les longitudes moycnnes de Jupifer, do 
Saturne et d'Uranus, comptees de 1'Cquinoxe fixe de 1750, et 
rdduites au minuit cornmenFant le premier janvier 1750, 

Soit encore 

La prdcession annuelle des dquinoxes &ant supposBe de I 5/i",G3 ; 
la longitude vraie VI* de Jupiter dans son orbite, ct cornplk tlc 
l'dquinoxe moyen , sera 

I 
(GI 21!i",28+t. I",+/;cJ.sin. (q"-m'") 

1838",5/,+r.o", I 1 ~ ~ ) . s i t 1 . 2 . ~ ~ " - ~ ' ~ )  

+( 3",65+/. o",nooq).sin./t ( q ' " - . ~ ~ ~ )  
Y'" ;= 9'' + t . I  54",63 $- ( 76,s 73-t . o', 00 7 a)  .s i n .3.  (q  "-m ") 

on, I 9. si ti .  5 ( q  - m I") 
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- a47",35. sin.( ql*  - 9. - 1*,28) 
+ ~ i ~ " , G i . s i 1 1 . ( 2 7 ~ ~ - ~ 4 .  - 10,3o) 
+ I ; o " , I o . s ~ ~ . ( ~ Q ~ v -  3 q v )  

+ 5,ao.  sin. (59" - 5q' $- 1 3 ~ ~ 2 8 )  
-+ I",:tE;.sin. (Gq" - G q V )  

+ o".51 .sin. (7'71. - 77') 

+ I + I 1",52. sin. ( - C,i/.) 

1 
i (doG",06 +t . on,mo3).  sin. ( tilv- 29'- I 4",78 + t  ./t7', IO) 

$- -+ 53",0/t. sin. ( aq'' - 4tiV + Go,%) 
+ I 0",45. sin. (54" - I O ~ V  + 5 7 0 ~ 0 7  ) 

2!Xrr,75 - t . o",o I 38). sin. ( 2q1*-  3qV-GS0,82 + 1.8 1",23) 

4",84. sin. ( 4qlV - GqV + Goo,@ ) 
+ (496",7 1 - t . O",OI 3 I ) .  sin. (3q" - 5q' + 61 0,87 + t . I 5$',89) 
- (,G",84. sin. ( 39" - 47' - Gg0,79 ) 
-+ 37",59. sin. ( 39" - 3qV - 3",79) 
+ 2$,07.sin. (59. - 41' + 75",78) 

t 33",81 .sin. ( 9' + 49",94) +I 15",gr .sin. ( 2 q v  -+ ro0,78) 

+ 33*,78. sin. (49" - 54' + 64,4S) 
m 15",73. sill. (24"- 9 . t  17',13) 

+ 3",73. sin. (4qlv - 39' - ao,$) 

- 2",70. sin. (5q" - 6q' + 73",50) 
+ 

1 
i 

+{L 

3",o8. sin. ( qlV -+ qv +- 5o0,5(,) 
- 3",a%, sin. ( q" - 9")  

I + 0 0 ,  14 sin. ( 3q" - Si,vI) 

q l v  &[ant &gal ;i n l v ~ + e v l  dans la focmulc prkcddenfe. J'ai com- 
pris sous une m h i e  parentliPse toils les argumcns clni peiivcnt 
&re rtiduits dans uxie m&me table. La rkdiiction B l'dcliptiyuo 
vraie se fait suivnnt lcs indthodes conuues; elk est ici &gale h 

v v 3  

1 -  + I -+ 1",32 ,sin. (2q" - 2q")  ; 
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+ 83",80. sin. ( 2 ~  - 291~). 
Le rayon vecteur rCv dc Jupiter est donnt! par la formule sui- 

vante : 

7-l' == 5,208735 + t 0,00000037 18 

(0,249994 + L .  0,00000789). cos. (4" - m") 
+(o,ooGoo/t+ t .o,o0oooo~7r8).cos.2 (qlv-m'v) 
-j- ( 0 , 0 0 0 2  1 7 + t .0,0000000206 . cos, 3 (7" -=mlv) 

-+ 0 , o 0 0 0 1 0 . c 0 s . 4 . ( 4 * ~ - m ~ ~ )  

0,000G52 .cos. ( 7"- 7'- I o  

- 0,002785. C O S .  ( ~ 2 7 ' ~ - - 2 7 ~ -  10, I 5 )  

- 0,00002G. cos. (57"- 5qV) I -O,OOOOIO.COS. (Gq''-GqY) 

- 0,0000G8. cos. ( 7' + 
$- 0,000077. cos. ( 20' + I 20, I 5 )  

+ 0,0000(35. cos. (hql" - 59' - I 5",y-J) 
- 0,00026(t. cos. ( !iqT - 27"- I 3",50 ) 

Enfin, la latitude h6liocentrique de Jupiter, au-dessus de l'dclip- 
tique vraie, est dorinde par la formule 
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+ o,oox 38. cos. ( 271' - 27') 

+ $,06.sin. ( 39'' - 57T + 63',50) 
$- 4",38. sin. (47" - 57' - 6g0,93) 

+ 0 , O O O  I O .  cos. ( /tq" - 44') 

- 28",54.sin.( 7'- 7v1) 
+ &",Go. sin. ( 27' - 24" ) 

+ 0",97. sin. ( 47" - 44") I + 0",28, sin. ( 59' - 57") 

+ + 5",g1 .sin.( 39'- 37'1 - 7% 06 ) 

+ 84'r,47 .sin. ( 29' - 37" + 26.,59) 

+ 30",43. sin. ( 9' - 29" + 80°,23) 

+ 4",70. sin. ( 37' - ay" - 970.95) 
+ L;H,2o.sin.( qv* - 4G",aG). 

La rdduction A 1'Ecliptique est ici 

rAe rayon vecteur rT de Saturnc est donnJ par la formule 
suivante : 

r*= 9,557833 - t.o,ooooo167 

I 
(0,536467 - t .0,0000~963 ) .COS. ( 9'- a') 

+ (0,015090 - t.0,00000rG7 ) . C O S .  (29'- 2 m v )  
+ (0,000639 - t . O,OOOOOO I I ) . COS, ( 3qv-2 B') 

$- 0,000032. COS. (47' - 4m') 

- r $- 0,000340. COS. ( 9' - I I o , s O )  
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) + - ( 0 , 0 0 ~ ~ ~ ~ t . 0 , 0 0 0 0 0 0 - 1 7 ) , ~ 0 ~ . (  ( 1 ~ ~ - ~ a ~ ~ - 1 5 ~ , 3 o + t ,  45",5) 
+(o,o I 520--1,o,oooooo34). c o ~ . ( a q ~ ~ - / t ~ * + G a ~ , a 5 ~ t .  15i",(t) 

0,001I7.C0S.(3~' - $7" - 100",25) 

- 0,00138.c0s. ( q v -  34' - 2 5 y y )  
- 0,00022 .cos. ( 3 ~ ~ ' -  49T - 680,17) 

+ 0,00552 .COS. ( 5qv - 2qiV + I&,@) 

I 0 , 0 0 0 1 5 . C O S .  ( (Iv- (I") -.I - 0,00005. COS. ( 3IJ' - 31/" ) 

- 0,00061 .COS. (29' - 39" -+ 3G0,57). 

- 0,000~0. cos. ( 2 q v  - 2IJ" ) 

Ida latituclc hdliocen trique de Saturlie , ail-dessus de I'c'cliptiquc 
vraie, est 

(20,77482 - i.o",L;7882).sin.( ~ ~ - 8 ~ )  
- 2'',19.si11. ( 5vv - 5 P )  

!)",70.~in. ( q" - a 7 v - 6 ~ 0 , a 9 )  

+ I",GI .sin. (a(/" - 3q' -  GO",^) 
+ 5",5a.sin. ( q"+Go0,29) 
- a",o5. sin. (24' - 3q" - GO", I G ) .  

L,es rol, oppositions cit6es prdcddemment sont reprdsentdes par 
ces formulcs, avec line pr6cision remarqunblc. La plus graiidc 
erreur n'a jnmais atteint 57", ct il n'y a pas vitigt an8 que les 
erreurs des meilleurcs tnblcs dc Satiirnc; surpassaien t c~iivlquefois 
quatce mille secondes. Ceu formulcs reprthentcnt encore , avcc 
I'cxactit~icle des observations elles-memcs , lcs observations de 
Flamsteed , celles dcs Arabes , et lcs obscrvntions rapportdcs par 
Ptol6rn& j cet accord prouve In stabilitd tli i  systbme planc'tnirc , 
puisque Saturnc, doiit l'attmclion vers le solei1 est eiiviron cent fois 
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ninintlre que l’atfraction de la tcrre v w s  le m h e  astre, n’a cepen- 
daiit 4proiivd clepnis Flypparquc j u s q i i ’ ~  nous, aucune altkration 
sensit)le de la part des corps h a n g e r s  A ce systtme. 

24. Z,e pr-incipc qui  noiis a conduits dans le no pr6ckdent; 
& pliisicurs inLgalit6s sensi b:es dans les nioiiv~mens de .Jupiter et 
d e  Sa~uri ie  , donne pareillemcnt clans le mouvement tle la lune, 
l ine petite inkgalit6 que nous allons dCvelopper. Reprcnons pour 
rela les cldnorninatioris et les Formules d i n  septitme livre. On a 
trow6 dans le no 16 de cc livrc l’in6galitk lunaire, 

- 5Sr’,053.sin. (v- m u + c ’ m v - d ) .  

Cettc inEgalitk peut &e considkrdc comme une vhritable &pa- 
tion du centre de la l u n e ,  clui sc rapporte au pLrigLe tlri solril et  
qrii est analoguc A I’dcliiation t lu  centre tlu troiuikme satellile de 
Jupiter, qui se rapporte au pcrijove du (1iiatrii:tne satellite; elk 
doit donc procluire dam le mouvement lunaire ,  une inkgalitd seni- 
blnble k 1’6vection et qui parconsbquent sera de la forme 

K . s i n . { 2 u - 2 r n v - ( ( v - r m v +  c‘mu -m ’ ) }  ; 

I<. sin. (v - rnv - c‘mv + m‘). 
011 

Suivant Burg ce coefficient est -gn ,08 ,  coinme on peut IC 
voir dans le no a/ ,  d u  livre VIT, ce qui diffi-rc peu tlu &drnt; 
pr6cLdcnt. Si l’on ildopfait avec ‘Ijurg, -41”,52 poiir I C  coefii- 
cient de la petite Cquation d u  cc~i t re ,  la din’hrcnce scrait plus 
petite encore, e t  I’on aurait 
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C f I A I ' I T R E  I X .  

2 5 .  -DnNs l'btat actuel dc l'astronomie, les observations et la tlicio- 
rie ayant dt6 portdes A un liant degre de prdcision; I ' m  dcs 
mcilleurs moycns pour cldterminer les masses des platihtes , est 
dc comparer aux formales analytiqiies cles perturbations, un t r h -  
grand nombre d'observations ctioisies pour cet objet , de la manibre 
la plus avantageuse. C'est ainsi que les masses de V h u s  , do 
Mars, de Satnrne, de la lune et des quatre satellites de Jupiter, 
ont dtb dklermindes. On peut y joindre la masse de Jupiter; car 
en cornparant, les mcilleures observations de cettc planGte aux 
grandes in6galitks que son action produit dans le mouvetncnt 
de Saturne; je n'ai point trouve de correctiou sensible faira 
iL la valeur de sa massc donnde par les Clongations dc ses satel- 
lites. T1 est visible que ces masscs sont d'autant mieux connues, 
que leurs effets sont plus considdrahles. Je vais rawmbler  ici  
dans un m6me tableau, les valeurs de ccs masses, dc'tcrinindes 
par le moyen dont je viens de parler. 

Vbnus. .  ......... - 35bb3a 

Mars.. .......... - a5463no 

Jupiter.. 

Snturne. ......... 

. (Livre VI, no 44.) 
1 

. ( Livre X, no 23.) 

Mik. C ~ L ,  Tom IV. XX 

......... 
' I  
1 
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En divisant ces valeurs, respectivernent par celles des masses de 

Vdnus, Mars, Jupiter e t  Saturne, donndes dans le no 21 du 
Hivre VI,  on aura les valeurs des coefficiens I +p’, I +,aM, I +,a’; 
1+pV, qui entrent dans les formules du livre cite. 

T7uTezcrs de la rnmse de Zu Zunc, ceZZe de Za tcrrc &ant 
prise pour utzihL 

TaZeeurs dm masses des snteZZites de Jupiter, celle de 
Jupitcr e‘tnnt prise pour unit& 

Pr satellite. . . . . , o,oooo173a81 ; 1 

(Livre  VIIJ, 110 27.) I TI Sat . . . . . . . . . . O,~JoOO2?2?55 j 

J1T sat , , , . , . . . . . o,oooo884972 ; 

Toutcs ces valeurs que l’on peut & j &  cnnaidkrer commc & h n f  fort 
approchdcs , seront rectifiCes quantl la silite des temps aiira ddvc- 
loppC les variations s6culaireu des orbes des platdtes et des 
sntellitcs. 

Nous avons ditermin6 dam le no 21 du livre VT, la masse 
de la tcrre, au moycn de la parallaxe du s o l d .  Nous avons en 
meme temps observe que la valeur de cette masse devait varier 
comrne le cuhc de cetle parallaxe, cornpard ilu cube (le la paral- 
laxe supposde de 27“,2. 11 suit de I &  qu’une petite erreur sur la 
parallaxe solaire a trois fois plus d’influcnce sur la valerir de la 
masse d e  la terrej il y a donc de l’avantage Q ditermincr cette 
masse, directement par ses cffets. Ceux clu’clle produit siir les 
mouvvmens de Vdnus et  de Mars sont asscz seiisibles poiir en 
conclure sa valeur, au moyen d’un grand nombre tl’c~bservatioiis 
clioisies dans les circonstances Ics plus favorables. On aurait en- 
suite la parallaxe du solcil, avec d’autant plus tl’exac~i~iitle # 

qu’une erreur sur la masse iiifliie trois fois iiioins siir la paralliixc. 
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26. Chaque observation chine plankte d6tcrminant sa loiigitiide et  
sa latitiirk gCociwtriques j les diK6rences entre In  loagit~ide et Is 
In1 itude obs<rvc"es, et calcul6p.s d'aprks nos formules, donneront 
deux &qnaiioiis de cnndition entre les corrections des dl6niens du 
mouvcnieiit ellipt iqiie et  des itiasses prrturbat riccs, En formant 
ainsi un grand nonibre d'6qiiations de coldition; on en conclura 
les valeurs de ces corrections, et I'on construira au iiioyen des For- 
mules corrigkes, des tab1c.s exactes d u  mo~ivrment  de la pla- 
i 1 i . 1 ~ .  Leu observations suivaii t es , coiripar'Ces aiix forniules pi- 
mitives, fournirotit dc nouvellcs & ~ i ~ ; ~ t i o n s  (le condi~ioa que I'on 
ajoutcra aiix preinihes, et aprks un intervallo tle tciiips asscz long 
pour avoir un grand nonibre dc ccs rioiirdles C q i i a t  ioiis, on d6- 
terminera cfe nolivenu, par I'enscnlble cles 6qiiations dc contfi- 
tion tant anciennea qiie nom.elles, les corrections des 4ldniens ellip 
Iiques et d c s  iii;i<ses , c t  I'oti poorra formc-r de nouvelles tables 
plus cmctes que les prcmibrcs. ll:u continannt de cette inaiiitrc , 
011 perfectionncra de plus ell plus ces tables. Le n i h e  procdtlQ 
pourra servir A perkctionner les tables des salcllitcs. Airisi les 
travails tlvs iistronoii~(~s , cn s'njoiitant sans ccsse B cciix des astro- 
norms pr6c4lcns , donneront eiifiri I C  plris linut degr6 dc prdci- 
sion anx iahles astroiioniiques ct aux vakurs des Bl6iucas dont 
clles ddpcndcnt. 

Y I N  DU TOME Q U A T I I J ~ M E .  
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a" art 

4at 4af 
Page 6 4 ,  ligne 17, au lieu de  - . m . mN ; Zispz -. m. m'. 

Page 88, ligne I 5 ,  au lieu de 0,2717794 ; liwz 0,027 17794. 
Page 103, lignes 14 et 17, au lieu de - 5 ~ 8 7 5 " ,  lisez +310,91988. 
Page I 19, ligne 23, et page 120, lignes 1, 2 , 3  et 4 ,  au lieu de ( I  + p') ; lisez ( I  +p).  
Page 1 2 1 ,  ligne 1 5 ,  au lieu de o i ,50505~~ ,  1i.m 0°,50~05cj. 
Page 2 9 4 ,  lignes 7 e t  I O ,  au lieu de l'occidcnt, l i ~ ~ z  l'orient. 
Page 340, ligne I ,  an lieu de +83",80, 1isc.t -883",80. 
Page 3 4 a ,  ligne 13, au lieu de +30ir',g3, &a - 301'',93. 

Errata pour le premier Volume. 

Page 34, ligne IO, au  lieu de kds; iisez ks&. 

et  de --?& ; Z i s e z T  et %. Page 1-27, ligne 8,  au lieu de - 
I J Ibid. , lignes 1 o et  17, au lieu de + 7 ; lisez - -. R R 

Page i g i , l i g n e g , a u l i e u d s a . ( ~ - r ) ' ;  l i s e z a . ( i - e 8 ) .  
Page ~ 1 3 ,  ligne 16, ajnutez 

2m 2?lL 

III I<  R 

dz = dy . cos. I .  tang.q - dx. sin. I .  tang. 9. 

R nu I n' Page 340, au lieu de - * lisez - . et au lieu de ?PI lisez i P .  n' - nr' ' 12' - nu ' 

Page 130, ligne dernihre, il faut affecter du signe - l'inhgaliti. de cette lignc. 
Page 141, ligne 2 ,  au lieu de 

lisez 

Ibid. , ligne I 6 ,  au lieu de  - t .76",46 ; lisez - t .38,23. 
-25",507770.sin. (4n'"t-9nvt + 4 0 ~ ~ - ~ s s ~ - 6 7 0 , , 3 5 0 8 ) ;  

25",507770.sin. (4n'vl-9nvt + 4 d v  - CJE' + 57",5885). 
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Page 106, ligne 16; aprds ce mot l'immersion, trjoutez et l'kmersion. 
Page 131, ligne 18; au lieu de Q, lises p. 
Page 140, avant-dernihre ligne ; au lieu de 1 1°,40099 ; Cisee 1 i0,39349. 

Page 148, dans le terma - ( 1 + p' ) T .  sa a>" 
substituez ( 1 + p' >" , au lieu de 

(1  +p ' ) .  Faites la m&me substitution dans les termes analogues des pages 156, 
163 et 168. 

v* ' 

Page 150, lignes 1 et I) ; au lieu de sin. P, Zisa cos. 7. 
Page 157, ligne 3, au lieu de - @,0003~8~1 .sin. V, lisez 

Ibid. ligne 1 o ; au lieu de - 5 17',4 , lisez - 48a",7 ; et ad lieu de sin. 
Ibid. ligne 13; au lieu de sin. Y, &ea COS. Y. 
page 163, lignes dernirSre et avant-dernih , changea le3 sinus eh cosinus: 

Page 164, lignes 6 ,  7, 8, 9, au lieu des nombres 

substituee 
0,544194, - 0,089079 ; - 0,005972 - 0,001034. 

Page 167, lignes I et a ;  substituez 8 ,  au lieu de v SDUS le signe R i n .  
Page 17a, ligne 15; au lieu de 39,a344, lisez 3913,44, 
Page 964, ligne 19; au lieu de 309303"~ liserr 3 O 9 ~ O 0 " , b  

1 - O,OO03(J871 .CO9. ?? 
lisea cos. Y. 

0,507699 - 0,076569 2 - 0,005571 # *  ..-.I o,od09214, 
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SUR L’ACTION CAPILLAIRE, 

J9 A I  considdrd dam le dixikme Livre de cet Ouvrage, Ies 
phdnombnes dus B Paction rt5fringente des corps sur la lumikre. 
Cette force est le rhsultat de l’attraction de leurv molt‘cules; 
mais la loi de cette attraction ne  peut pas &re dbtermindc par 
ces phhomknes, qui ne l’assujhtissent qu’8 la condition d’Ctre 
insensible 8 des distances sensibles. Toutes les lois d’attraction 
dans lesquelles cette condition est remplie , satisfont dgalemcnt 
aux divers phdnombnes de rdfraction indiquth par l’cxpdrience , 
et dont le principal est le rapport constant du sinus de rdfrac- 
tion au sinus d’incidence, dans le passage de In lumitre A travers 
le8 corps dinphanes. On n’a rCusui cine tlaris ce cas, A soumcttre 
ce genre d’attractions, B m e  analyse exacte. Je vais offrir ici aus 
gdombtres, un second cas plus reinarquable encore que le pi*& 

SUPPL. LIV. XI  A 
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cddent, par la variCt6 et par la singularit6 des phknoaiknes qni 
en ddpendent, et  dont I’analyse est susceptible de la inbme exac- 
titude : c’est le cas de l’actioe capillaire. Les effets du pouvoir 
rifringent se rapportent h la dynamique et  i la thCorie des pro- 
jectiles: ceux de I’action capillaire se rapportent 21 l’hydrostatique 
ou A 1’6quilibre des fluides, qu’elle soulbve ou qu’elle dbprime, 
suivant des lois que je me propose d’expliquer. 

Clairaut est le premier, et jusqn’h prksent le s e d  qui ait SOU- 

mis Q un calcul rjgoureux, les phdnonibnes des tubes capillaires , 
dans son Trait6 sur la figure de la Terre. Aprbs avoir fait senlir 
par des raisonnemens qui s’appliquent Ggalement A tous les SYS- 
tbmes connns, le vague et l’insuffisance de celui de Juriii;  il 
analyse avec exactitudc , toutes les forces qui peuvent concourir 
A tSlever l’eau dans un tube de verre. Mais sa thdorie, exposee 
avec l’dlkgance qui caracterise son bel Oiivrage, laisse A de- 
sirer I’explication de la loi de cette ascension qui ,  d’aprbs 
l’txpkrience, est en raison inverse du diambtre du tube. Ce 
grand gdomhtre se contente d’observcr qu’il doit y avoir line 
itifinit& de lois d’attraction qu i ,  substituhes dans ses formules , 
donnent ce rdsultat. La connaissance de ces lois est cependant 
le point le plus cldlicat et le plus important de cette thdorie: 
elle est indispensable pour lier entre eux les divers phdnombnes 
capillaires, et  Clairaut en eGt hi-mbme reconnu la ndcessit4, s’il 
eht voulu, par exemple , passer des tubes, aux espaces capillaires 
renferinds entre des plans parallbles; et  ddduire de l’analyse,le rapport 
J’Lgalitd que l’exp6rience indique entre l’ascension d u  fluidedans un 
tube cylindrique, e t  son ascension entre deux plans parallkles dont 
la distance mutuelle est Cgale au demi-diamktre du tube; ce que 
personne encore n’a tent6 d’expliquer. J’ai cherche5, il y a long- 
tcmps, h determiner les lois d’attraction qui reprismtent ces 
phhnomhes : de nouvelles recherclies m’ont enfin conduit ii faire 
voir qu’ilu sont tous reprisenth par les m6mes lois qui satisfont aux 
ph6nombnes de la refraction, c’est-&-dire par Ies lois dans lesqiielles 
l’attraction n’est sensible qu’A des distances insensible%; et  il en 
rdsulle une thdorie complkte de I’action capillaire. 

Clairaut suppose que l’action d’un tube capillaire peut &re sen- 
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aible sur la colonne infiniment 6troite de fluide, qui passe par 
l’axe du tube. Je  m’dcarte en cela de son opinion, et je prnse 
avec Hauksbde et beaucoup d’autres physiciens , que l’action ca- 
pillaire, comme la force refringente, et toutes les affiriitds chi- 
miques, n’est sensible qu’A des distances imperceptibles. HauksbCe 
a observe que dans les tubes de verrc ou trks-minces, ou trhs- 
Bpais, l’eau s’dlevait A la meme hauteur, toufes les fois que les 
diamktres iritdrieurs Btaient les miimes. Les couches cylindriques 
clii verre, qui sont i une distance sensible de la surface int&rieure, 
ne contribuent donc point A I’ascenuion de I’eau; quoique dans 
chacune d’elles, prise sdparemen t, ce fluide doive s’Clever au-dessus 
du niveau. Ce n’est point l’interposition des couches qu’elles em- 
brassent, qui arrbte leur action sur I’eau; car i l  est nature1 de penser 
que ~ e s  attractions capi~~aires  se transmettent A travers ~ e s  corps, 
ainsi que la pesanteur ; cette action ne disparait donc qu’h raison 
de la distance du fluide 21 ces couches; d’oit i l  suit que l’attraction 
du verre sur l’eau n’est sensible qu’B des distances insensibles. 

En partant de c e  princjpe, je ddtermine l’action d’une masse 
fluide, termin6e par tine portion de surface sphdriqiie concave 
ou convexe , sur une colonne fluide intdrieure , renfermee dans 
un canal infiniment Ctroit, dirigc! vers le centre de cette surface. 
P a r  cette action, j’entends la pression que le fluide renferind dans 
le canal exercerait en vertu de l’attraction de la masse cntikre , 
sur une base plane situde dans l’intdrieur du  canal, perpendicu- 
lairement ii ses c6tCs, A une distance quelconque sensible de la 
surface, cette base &ant prise pour unit&. Je  fais voir que cetta, 
action est plus petite ou plus grandc que si la surface dtait plane; 
plus petite, si la surface est concave ; plus grande , si la surface 
est convexe. Son expression analytique est compos& de deux 
tcrmes: le premier, beaucoup plus grand que le second, exprime 
l’action de la masse terminde par une surface plane ; et je pense 
que de ce terme dBpendent, la suspension du mercure dans UII  tubo 
de harombtre, B une hauteur Jcux ou trois fois plus grande que 
celle ( p i  est due h la pression de I’atmosphkre, le pouvoir rCfi*in- 
gent de corps dinphiines , la cohesion, et gdnCraleiueiit les nffi- 
n i t &  chimiques. 1,e second terme exprime la partie de l’aclion, 
due A la splibricitd dc la surface, c’cst-&dire l’action du  i i i d i i i s q ~ i ~  

A 2  
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compris entre cette surface et  le plan qui la touche. Cette action 
s’ajoute iL l a  pr&ckdente, ou s’en retranche, suivant que la surFace 
est convexe ou concave. Elle est riciproqiie au rayon de la sur- 
face sphdrique : il est visible en effet, que plus ce rayon est petit, 
plus le mdnisque est considdrable prks du point de contingence. 
C’est A ce second terrne qu’est due l’action capillaire qui difftre 
ainsi , des affinitks chimiques repr6sentbes par le premier terme. 

D e  ces risultats relatifs aux corps terminds par des segmens 
sensibles de surface sphdriqrie, je conclus ce th6orh.m gdnbral : 
E( Dans toutes les lois qu i  reiident l’attraclion insensible Q des 
distances sensibles, I’action d’un corps ternline par line surface 
courbe, sur un canal intdrieur infininlent Ctroit , perpendiculaire Q 
cette surface dans un point quelconque, est &ale A la demi-somrne 
des actions sur le meme canal, do deux sphbres q u i  auraient pour 
rayons le plus grand et le plus petit des rayons osculateurs de la 
surface, Q ce point D. Au moyen (le cc tti6orbme et  des lois de 
I’dquilibre des flriides, on peiit ddlcrrnincr la figure qiie doit 
prendrc une masse fluide aniinbe par la pesaateur, et  renfermie 
dans un vase d’une figure donnde, On est conduit i une bqua- 
tioii aux diffdrences partielles clu sccond ordrc , dont l’ince- 
grale se refuse B toutes les rndthodes connues. Si la figire csl de 
rdvolution , cette Bquation se r idui t  aux diff6rences ordinaires, 
et I’on peut l’intdgrer d’une manibre fort approchbe , lorsque 
la surface est trks-petite. J e  fais voir ainsi que dans les tubes 
trh-dtroits, la surFace d u  fluide approche d’autmt plus de celle 
d’un segment spbdrique, que le diainktre du tube est plus petit. 
Si ces segmens sont seinblables dans divers tubes de m6me ma- 
tiBre, les rayons de leurs surfaces seront en raison inverse du dia- 
mktre des tubes. Or cette similitude des segmens sphdriqucs pa- 
raitra 6vidente, si l’on considbre que la distance oh l’action du 
tube cesse d’&tre sensible, est imperceptible; ensortc que si, par 
le  moyen d’un trbs-fort microscope, on parvenait A la faire pa- 
raftre dgale Q. un millimhtre, i l  est vraisemblable que le m&me 
pouvoir amplifiant donnerait an dianiktre du tube, une grandeur 
apparente de plusieurs mktres. La surface du tube peut donc &re 
considtirde comme &ant plane A trEs-peu-prks, clans un rayon &gal 
5 celui de sa sphitre d’activitb sensible : le fluide, dam cet 

M Ti: C A N  I Q U E C E L E S T E ,  
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intervalle, s’abaissera donc ou s’dlevera depuis cette surfacc, H frGs- 
peu-prbs comme si elle etait plane. Au-delA, ce fluide ii’G[nnt 
plus soumis sensiblement qu’k la pesanteur et  A son action sur l ~ i -  
merne; sa surface sera h-peu-pr8s celle d’un segment sph&riqiic don t 
les plans extremes &ant ceux de Ia surface fluide , aux jimites de la 
sphere d’activitd sensible du tube, seront ii trEs-peu-prks dans les 
divers tubes, Bgalement inclinds Q Ieurs parois ; d’oh il suit yuc 
tous. ces seglnens seront semllables. 

Le  rapprochement de ces resultats donne la vraie cause de 
l’ascension ou de l’abaissement des fluides dam les tubes capil- 
laires, en raison inverse de leurs JiamEtres. Si, par l’nxe d’un 
tube de verre, on conqoit un canal infiniment Ltroit qni, se re- 
courbant UII peu au-dessous du  tube, aille aboutir B la surface 
plane et liorizoiitale de l’eau d’un vase dims lequel l’extrdmith 
iiifdrieure du tube est plong4c; l’action de I’eau du tube sur ce 
canal, sera rnoindre A raison de la concavil& dc sa surface, 
que l’action de l’eau du  vase sur le m6me canal; le fluide doit 
donc s’dlcver dans le tube, poiir compenscr cctte diffl‘rence; et 
comme elle est, par ce q u i  prcickdc, en raison inverse du dia- 
metre rlu tube, l’dldvation du fltiide au-dessus de son nivcau doit 
suivrc le m6me rapport. 

Si la surface du fluide intCrieur est convexe, cc! qui a lieu pour 
le mercure Jans uii tube de verre; l’action de ce fluide stir le CQ- 

nal sera plus grande que celle du fluide du VRSC; IC fluide doit 
donc s’abaisser dans le tube, en raisoti de cette diffdrcncc, et 
parconstkpent, en raisou inverse du diamhtre du tube. 

Ainsi l’attraction des tubes capillaires n’a d’influcnce sur 1’616- 
vation ou sur l’abaissement des fluides qu’ils renferincnt , qu’en d6- 
terminant l’inclinaison dcs premiers plans de la surface du fluide 
int4ricur , extrOmcment voisins des paroiv du tubc , inclinaison 
dont, d6pend la coricavite ou la convexit6 de cette surface, et l a  
grandeur dc son rayon, Le frottenicnt du fluide contre ces parois, 
peut augmentcr ou diminuer un peu la courburc de sa surface; 
le baromktre en 0ffi.c des eltemples journaliers: alors Icu cffets 
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capillaires augmentent ou diminuent dam le mQme rapport. Ces 
effets s’accroissent d’une manibre trbs-sensible , par le contours 
des forces dues A la concavitd et  ii la convexit4 des surfaces. On 
verra dam la suite, que l’on peut ainsi elever l’eau dans les tubes 
capillaires, ii une plus grande hauteur au-dessus de son niveau, 
que lorsqu’on les plonge dans un vase rempli de ce fluide, 

L’dquation diffdrenticlle de la surface des fluides renfermhs 
dans des espaces capillaires de rtholution, conduit & ce rEsultat 
g6n6ral; savoic, qiie si dans un tube cylindrique on introduit un 
cylindre qu i  ait  le m$me axe que le tube, e t  qui soit tel, quo 
l’espace compris entre sa surface et  la surface intCrieure du tube ait  
trhs-peu de largeur; le fluide s’dlevera dans cet cspace, A la mbme 
hauteur que dans un tube dont le rayon est Cgal i cette largeur. 
Si l’on suppose les rayons du tube e t  du cylindre , infinis ; on a 
le  cas d u  flaide renferme entre deux plans verticaux et paral- 
ICles trts-proches I’un de l’autrc. L e  r h l t n t  prc5c4dent est vd- 
rifi8 Q cette limite, par des expCrienccs faites autrefois en prCsence 
de la Societe Royale de Londres, et sous les yeux de Newton 
qui  les a citdes dam son Optique, ouvrage admirable, dnns le- 
que1 ce profond genic a jet6 en avant de son si&&, un grand 
nonibre d e  vues originales que la chimie moderne a confirnides. 
M. Haiiy a bien voulu faire, A ma prikre, quelques expdriences 
vcrs l’autre lirnite, c’esi-4-dire en employant des tubes et des 
cylindres d’un trhs-petit diambtre; et il rz trouv6 le rCsultat prd- 
cedent, aussi exact L cette limite qu’k la premikre. 

1,es phdnomknes qiie prdsente line goutte fluide en mouvement 
ou suspendue en Bquilibre, soit dam un tube capitlaire conique, 
soit entre deux plans trhs-pen inclinCs I ’ m  & l’autre, sont t r h -  
proprea i verifier notre Ihhr ie .  Une  petite colonne d’eau dans iin 

tube conirpe oiivert par scs deux extrkmitds , et niaintenu horizon- 
talernent, se porte vers le sommet du tube ; et l’on voit qiie cela 
doit &re. E r r  effet , la surface de la colonne fluide est concilvc 8 
ses deux extrCmitds ; mais le rayon dc cetic’ siirface est pliis petit 
du d i t &  du sommet que du cbtd tlc la base; l’nction d u  fliiide siir 
Iui-meme , est tlonc nioindre d u  cdt6 du somtnet, et parconsdquent 
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la colonne doit tendre verg ce cOt& Si In colonne fluide est de 
mercure, alors sa surface est convcxe, et son rayon est moiudrct 
encore vers le eommet que vers la base; mais hraison de sa convexitd, 
l’action du fluide sur lui-meme est plus grande vers le sommet , et 
la colonne doit se porter vers la base du tube, 

On peut balancer celte action par le propre poids de la colonne, 
et la tenir suspendue en dquilibre, en inclinant l’axe du tube b 
l’horizoa. U n  calcul fort simple fait voir que si la longueur de la 
colonne est peu considhable, le sinus de l’inclinaison de I’axe est 
alors A peu prbs en raison inverse du carre de In distance du milieu 
de la colonne au somrnet du ccine; ce qui a lieu seniblablement , 
si l’on place Line goutte fluide entre deux plans qui forment entre 
eux un trbs-petit angle, en se touchaat par leurs bords horizontaux. 
Ces r i d t a t s  sont cntikremetit conformes A l’expkience , comme 
on peut le voir dam I’Optique de Newton (qnestion 31) .  Ce grand 
gdoinbtre a essay6 de les expliquer: son explication compar6e B 
celle que nom venons de donner , fait ressortir les avantages d’une 
tht5orie rnath6matique et prdcise. 

L e  calcul nous apprend encore que le sinus de l’inclinaison de 
I’axe du  cbne A l’horizon , est alors pen prbs &gal A Line fraction 
dont le dhominateur est la  distancc du milieu de la goutte, au  
sommet du cone, et dont le num6ratcur est la hauteur h laquelle 
le fluide s’bleverait clans un tube cylindrique dont le diambtrc serilit 
celui du cOnc au milieu de la colonne. Si les deux plans qui ren- 
ferment une goutte du m@me fliiide, forment enlrc eiix tin angle 
&gal h l’angle form6 par l’axe du cone et scs cGtds; l’inclinaison 
A l’horizon,du plan qui divise dgalemcnt l’angle formd par lcs plans, 
doit &re la  meme que celle de l’axe du cbrie, pour que la goutte 
reste en dquilibre. Hauksbdc a fait ilvcc ui i  trhs-grand soin UIIO 
expCricnce de ce genre, que je rapporte ici en la coniparatit ala 
thdorEme pr6cddent; le peu de diff6rcnce qui exisre entre les rCsu€- 
tats de cette experience et ce thdorbme, en est une preuve incon- 
testable. 

La tht5orie donne l’explication et  la mesure d’iin phCno- 
mltne singulier qu’offre l’exp6rience. Soit que le fluide s’dlkve 011 
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s’ahaisse entre deux plans verticaux et paralleles plongcant dans 
ce fl uide par Ieurs extrdrnitds infdrieures ; ces plans tendent A SB 

rapprocher. L’analyse nous montre que si le fluidc s’dlkve entre eux; 
chaque. plan Cprouve , du dehors en dedans, une pression &gale h 
celle d’une colonne du n i h e  fluide, dont la hauteur serait la moiti6 
de la somme des C16vations au-dessus d u  niveau , des points de 
contact des surfaces intdrieures et ext6rieures du  fluide avec 10 
plan, et dont la base serait la partie du plan, comprise entre les 
deux Iignes horizontalcs triendes par ces points. Si le fluide s‘abaisso 
entre le% plans j chacun d‘eux dprouvera pareillement , du dehors 
en dedans,  une pression &gale celle d’une coionne d u  meme 
h i d e ,  dont la hauteur serait la moitid de la somme des abaisse- 
mens au-dessous du niveau, des points de contact des surfaces 
intdrieures et extdrieures du fluide avec le plan, et dont la base 
serait la pnrtie d u  plan, comprise entre les deux lignes horizontales 
menCes par ccs points, 

Lcs physiciens n’ayant considCrB jusqu’ici la concavite et I& 
convexit6 des surfaces des fluides dans les espaces capillaires, que 
comme un &et secondaire de la capillaritd , et non comme 18 
principale cause de ce genre de p h h o m h e s ;  ils ont miu peu d’im- 
portance A ddtermincr la courbure de ces surfaces. Mais la thdorie 
prkcddente faisant dependre principalernen t de cettc courbure, tous 
ces pliCnomtnes ; il devient intiresant de la ddterminer. Plu- 
sieurs expdriences faites avec beaucoup de pr6cision , par 
M. Hauy , indiquent que dans les tnbes de verre, capillaires et 
d’un trks-petit diambtre , la surface concave de l’eau et des huiles 
et In surface convexe du mercuce diff brent trh-peu de celle d’une 
demi-sphbre. 

Clairaut a fait cette singulibre remarque; savoir que si la loi 
de l’attraction de la matibre du tube sur le fliiide, ne diffbre que 
par son intensit&, de la loi de l’atfraction d u  fluide sur lui-meme; 
le fluide s’ilevera au-dessus du niveau , tant que l’intensitc? (le la 
premiere de ces attractions surpassera la moitid de l’intensitd de 
la secande. Si elle en est exactement la moitib; il est facile de 8’88- 

surer que la surface du fluide dam le tube sera horizontale, et qu’il 
no 
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ne s’klevera pas an-dessus du niveau. Si ces deux intensites sont 
&gales; la surface du fluide dans le tube sera concave et  celle d’une 
demi-sphkre, et il y aura ClCvation dii  fluide. Si I’intensitd de 
l’attraction d u  tube est nulle ou insensible; la surface du fluide 
dans le tube sera convexe , et celle d’une demi-sphkre : il -y aiira 
JCpression du fluide. Entre ces deux limites, la surface du  fluide 
sera celle d’un segment sphdrique ; et elle sera concave ou convexe, 
suivant que l’intensitd de l’attraction de la matikre dn tube SIIC 

l e  fluide, sera plus grande ou plus petite que l a  moiti6 de celle 
de l’attraction du fluide sur hi-meme. 

Si l’intensitd de l’attraction du tubc sur le fluide siirpassc celle 
de l’attraction du fluide sur Iui-mbme ; il me pnrait vraisemblable 
qu’alors le fluido , en s’nttachant au tube,  forme un tube inthrieur 
qui s e d  i k v e  le fluide dont la surface est concave et celle d’une 
&mi-sphkre. On peut conjecturer avec vraisemblance , que ce cas 
est celui de l’eau et  des huiles, dans les tubes de verre. 

Les fluides qui  s’tS1Evcnt entre des plans verticaiix formant entre 
eux de trbs-petits angles, 011 qui s’t5coulent par des syphons capil- 
Iaires , prdsentent divers ph&nom+cs qui sont au tant de corollaires 
de ma thCorie. En gdndral , si l’on se donne la peine de la comparer 
aux nombreuses exphiences des physiciens sur \’action capillaire ; 
on verra que les r th l t a t s  obtenus dans ces expdrienccs , lorsqu’elles 
ont &ti faites avec Ies prtkaiitions convenables, s’en ddduisent, non 
par des considdrations vagucs et toujours incertaiiies , niais par 
une suite de raisonnemens gdometriqnes qui me paraissent ne laisser 
aucun doate sur la vCrit6 de cette thdorie. Je desire que cetto 
application de l’analyse Q l’un des objets les plus curieux rlc la 
physique, puisso intdresser lcs gdomitres, ct les exciter Q mul- 
tiplier de plus en plus, ces applications qui joignent A l’arantage 
d’assurer les theories pliysiques , celui de perfectionner l’analyse 
elle-m&me a en exigeant souveat de nouveaux artifices de calcul. 

SUPPL. LIV. x. B 
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P R E M I ~ R E  S E C T I O N .  

TilCorit: de Z’nction capiZZaire. 

x. C O N S I D ~ R O N S  un vase A B C D  ( j g .  I ) ,  plein d’eau 
jusqu’en AB, et concevons un tube cnpillaire de verre, NMEF, 
ouvert par ses deux extrCmitGs , et plongcant dans le vase par son 
extrdrnitd infhrieure j l’eau s’klevera dans le tube jusqu’en 0, et 
sa surface prendra la figure concavc NOM, 0 &ant le point ]e 
plus bas de cette surface. Imaginons par ce point et par l’axe d u  
tube,  un filet d’eau renfermddans un canal itifinimentC:troitOZR7i-; 
i l  est clair ,  d’aprks le principe que nous venons cl’exposec sur le peu 
d’dtendue des attractions capillairev , que I’action de l’eau infdrieure 
A l’horizontale I O K ,  sera la meme stir la colonne O Z ,  que l’action 
du vase sur la  colonne VR. Mais le mdnisque M I O K N  agira sur 
la colonne OZ de bas en haut  , et tendra parconsequent h soulever 
le h i d e .  Ainsi, (fans l’dtat d’dquilibre, l’eau du canal O Z R Y  
devra &re plus d1evt.e dans le tube que dans le vase, pour corn- 
penser par son poids, cette action du  mhisque. 

La loi de cette ascension dans les tubes de diffdrens dinmEtres , 
dkpend de l’attraction d u  niknisque ; et ici , cotnme dans la thdoric 
de  la figure des planhtes, il y a line dkpendance rtkiproque de 
la figure et de l’attraction du corps, qui  rcnd leur dktermination 
dif€icile. Pour  y parveair , nous allons considdrcr l’action d’un 
corps de figure quelconque , sur une colonne fluide rcnfermde clans 
un canal irifiniment Ctroit perpendiculaire 8 sa surface, et dont 
nous prendrons la base pour unite. 

Supposons d’abord que le corps soit une sphhre, et  defcrmirions 
son actiori sur le fluide rcnfernd dans un canal extbrieur perpen- 
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diculaire h sa surface. Reprenons pour cela , l’analyse qne nous 
avons donnde dans le no Ia d u  second livre. Soit r la distance du 
point attire, au centre d’une c o u c h  splidrique dont u est le rayon 
et du l’kpaisseur. Soit encore 13 l’angle q\ie IC rayon u fait avec 
la droite r ,  et m l’angle qiic le plan q u i  passe par les tfciix droites r 
et ZL fait avcc un plan fixe passant par la droite r : l’dldmcnt de In 
couche spherique sera u’ctu. dm, de.  sin,& Si I’on nomme ensuitef 
la distance de cet Bldment , ai1 point attire quc nous siipposerons 
extdrieur 

f = rn - wu. cos. 0 + 11.. 

RcprCsenfons par ~ ( f )  la loide l’attraction A la distanceh attraction 
q u i ,  dans IC cas present , est insensible lorsque .j* a uno valeur 
sensible ; l’action de 1’818ment de la couche sur le point attirt! , 
decomposke parallElement A r ,  et dirigde vers le centre de la 
couche, sera 

la couchc ; nous aurons 

‘W>* ( r - . cos. e 
J’ U’du. dm .do. sin. 8 . 

On a 
r-u.cos.8- df . 
T-(& 

ce qui donne i la quantit8 prdcddente, cette forme 

DCsignons par c - (f), I’inttSgraleJi’f. Q ( . f )  prise depuisf= 0 ;  

c &ant lavaleur de cette int&grale, lorsqucj’est inf ini ;  n(S) sera 
une quantitd positive qui  d8croit avec line cxtrbmc rapiclitd, de 
manikre A devenir insensiblc , lorsque .f a une valenr scnsible. 
L a  quantit& precddente ( (2 )  sera le coefficient de dr dans la diffd- 
rentielle ;rise par rapport A r ,  de la fonction 

an& . (Im . d0 . sin. 8 . { c - n (J‘) } ; 

et parconsCquent , clle sera le coefhient de dr ,  dam la diffiren- 
tielle de la foiiction 

- undu. dm . d e .  sin.8 . n (f). 
I33 
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Pour Jtendrecette fonction Ala couche entibre j il f‘aut d’alord l’inlE- 
grer relativenient h w , depuis m = o jusqu’k a~ = 2 7 t ,  .7t dtant le 
rapport de la demi-circoIif6reace au rayon,  et  alors elle devient 

- 2%. u=au. d e .  sin.0. n (  f). 
1 1  faut ensuite intdgrer cette dernitre fonction , depuis O=o jusqu’iL 
d =  ?r. On a en diffdrentiant la valeur prCc6dente de f a  par rap- 
pwt A e ,  

et  parconsequent 

ReprCsentons encore l’intdgrale IfiIf. n ( f )  par c‘ - * ( J )  d. 
&ant la valeur de cette intdgrale , lorsque f’ est infini ; Ifr (J’) sera 
encore une quantitd positive qui  decroit avec utie extreme rapidit&. 
O n  aura ,  en observant que I’intdgrale doit &re prisc depuis 8 = o  
jusqu’a 0 = ?r , et c p ’ i  ces deux points, f r - u ,  etJ’= r + u ; 
L- 275. u’du .file. sin. 8. II (f) = - - . (T((r-u)--*(r+u)}. 

2 ~ .  udu 
r 

En diffkrentiant cette fonction par rapport A r le coefficient de dr 
donnera l’attraction de la couche sur le point attird ; mais si l’on 
veut avoir l’action de la couche sur une colonne fluide dirigke 
suivant r , et dont l’extrdmitt? la plus voisine du centre de la couche 
soit B la distance b de ce centre ; il faut multiplier ce  coefficient 
par d r ,  et prendre l’intdgrale tlu produit; ce qui  redonne la 
fonction prdckdente elle-meme, A laquelle i l  faut ajouter une cons- 
tante que I’on doit ddterminer de manikre que l’intdgrale comnience 
lorsque r i b. On aura ainsi pour cette intdgrale 

p a .  ridu 
b . { *( b-u)-*  ( h + u ) }  

-ax.udu 
t . { * ( r - ~ l )  -* ( r + u) ). -- 

Maintenant * ( b + u ) est m e  quantitd toujours insensible , lors- 
que b a une valeur sensible ; e t  si , comme nous le supposerons 



\ 
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r 2t l’extr6mit8 de la colonne , la plus cSloigntSe d u  centre de la 
conche , surpasse b d’one quantitr! sensible, -P ( t - u )  sera insen- 
sible , et h plus forte raison * ( r + u )  ; la f o n d o n  precddente se 
rBduira donc A celle-ci : 

O W .  udu. 
b - . * ( b-  24) , 

qui , parconsdqucnt , exprimera l’action de la  couche sur le h i d e  
renferme dans un canal infiniment Btroit, dirigk suivant r ,  et 
dont I’extrCmitC la plus voisitie du centre de la couche, en est 
divtante de la quantitB b. Cette action est Cvidemment la pression 
que ce fluide exercerait en verhi de I’attraction de la couche , 
sur une base plane placCe cette extrCmit6, dans I’intCrieur du 
canal, pcrpendiculaircment Q sa direction, cette base &ant prise 
pour unit& 

Pour avoir l’aolion de la sphhre entihe dont IC rayon est 6, 
supposons b - u = z ; cette actio11 sera Cgale k 1’intCgrale 

‘$7- ( b - - z ) .  dz , e( x ) ,  

prise depuis z = o jnsqu’B z i b, Soit donc K l’intdgralc 
~ir.fdz.*(z) prise dans ces limites, et H I’intCgrale 3ir.JZdz.YP(t) 
prise dans les rn&txles limites ; Paction pr6c6donte deviendra 

On doit observer ici que K et H peuverit elre considdrds comme 
&ant indCperidans de b ; car ?P ( 2 )  n’dtant sensible (pi’& des diu- 
tances iasensibles , il cst indiffirent dc prendre leu intt’grales 
preddentes, depuis z = o juaqu’h z ;3 b ,  ou depuis z= o jusyu’ri z 
infini; ensorte qu’on peut supposer que K et  r€ repondent ces 
dernibres limites. 

On doit observer encore que T est consid6rablement plus petit 
que K ,  parceque la diffhentielle de son expression est Is cliff& 
rentielle de l’expression de K ,  multiplide par i; aiusi le facteur 

“k( z )  de ces diE6rentielles a n’dtant sensible que pour des valolug 

H 
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H insensible8 de i ,  I’intGgrale 

tite que l’intdgrale K .  
doit &re considdrablement plus pe- 

L’action de la sphCre entikre sur la colonne fluide qui la touche, 

cette quantitd exprimera encorc l’action d’un seg- 

ment sphdrique sensible que forme la section de la sphbrc , par 
un plan auquel la direction de la colonne est perpendiculaire ; car 
la partie de  In  sphbre, situ& au-deli de ce plan,  &ant A une 
distance sensible de la colonne son action sur cette colonne est 

insensible ; K - exprimera donc par cotte raison , I’action d’un 

corps quelconque terming par la surface convexe d’un segment 
splidriyue dont IC rayon est 6, sur une colonne fluide extrhieure 
et  perpendiculaire A cette surface. 

Dam l’expression K - ’i; K reprdsente l’action d’un corps ter- 

If &ant K - 7 ;  

H 

II mine par une surface plane ; car alors b &ant infini 

disparait ; ce dernier terme expriine donc l’action du  mdnisque 
M I O K N  (Jig. I ) , diffdrence du segment sphdrique ail solide 
termini par un plan tangent, pour soulever la colonne 02; ainsi 
cette action est rdciproque au rayon b de la surface MONsupposCe 
sphdrique. 

O n  peut observer ici que la fonction K est analogue A celle 
que j’ai ddsignde par la meme lettre, dans la  th6orie des refractions 
astronomiques exposie dans le dixikme livre. 

2 .  I1 est facile de conclure de ce qui prCckde, I’action d’une 
sphCre sur tine cdonne fliiide intbrieure infiniment dtroite et per- 
pendiculaire & sa surface. Concevons deux sphkres Cgales, MON 
et POP ( j g .  a ) ,  en contact au point 0, Soit IOK un plan 
tangent A ces deux sphkres, et OS la colonne fluide. Le  point 9 
du  mdnisc~uc inf6ricur lOQPK agira sur la colonne OS pour 
la soulever. E n  efret , si 1’011 forme le triangle Isoct:le Ogr , il  est 
visible que les actions d u  p o h t  7 siir la partie Or de la colonne 
se ditruisent mutuellerncrit ;. mais par son action sur  rS’, il tend B 
soulever le fluide, de la meme maniGre qu’un point 4’ sembla- 
blement pltrct! dans le mbnisque supdrieur I O M N K .  Lea deux 

le terme 
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nitSnisqiies agissent donc avcc la mcme force, pour soulcver le 
fluide de la colonnc : or on a vu dam le no prdcddent, que I’actioii 

du mdnisque supdrieur , pour cet objet , cst 5; cette quantit6 

exprime donc pareillement l’action du  mdnisque infdrieur. 
Maintenant, l’action d’une masse inddfinie suprSrieure A OS, 

et  terminde pir  le plan ZOK, est la meme sur la colonne OS, que 
celle d’une masse infkcienre termiiide par le m6mc plan j car un 
point quelconque r de cette colonne cst dgalement attirb par les 
deux masses, mais dam des directions contraires, puisqu’il est 
en Cquilibre au  milieu de ces attractions. Ainsi K exprirriant, 
par le numtSro prCcLtfent, l’action tle la masse sap6rieure sur la 
colonne O S ,  il exprimera aussi J’action de la masse inf6rieure 
stir cetfe colonne, de haut en bas; or cette action est compos& 
de  deux parties, saroir, de cellc de la sphbre (lop, et de l’action 
d u  mhnisqiie IOQPK; en nomrnant donc S l’action de la spbi.re, 
et en observant que le menisque attire la colonlie de bas en haut, 

IZ et que son action sur clle est z, on aura 

H 

part ant 

d’oh il suit que l’action d’un corps termin6 par uno portion sen- 
sible de surface splidrique , sur une colonne fluitlc placde clans 
son intdrieur et perpendiculaire au milieu de cette surface, est 

repr6scntCe par K + J .  

Si la surface du corps, au lieu d’&tre coiivexe, est concave, 
.cornme. dans la  &. x j alors l’action de la masse AfZFN sur le 

H 
canal OZ sera, comme on vicnt de le voir, Egalc it K - - . b ’  
ainsi l’action d’un corps termin6 par m e  portion sciisible de sur- 

face spldrique sera K =t J ,  le signe + ayant lieu si la surface 

est convcxe, et le signe -, si elle est concave. 
3. On peut maintenant dfterminer gt5ndralemcnt l’action d’ua 

If 

H 
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corps t e r m i d  par uiic surface courbe, sur une colonne fluide in- 
tdrieure renfermde dans un canal infiniment btroit perpendicu- 
laire tr un point quelconque d e  cette surface. Si l’on conqoit par 
ce point, un ellipsoi’de osculateur; l’action de cet ellipso’ide sera 
la meme & tr&s-peu-prh, que celle du solide, puisque cette action 
&ant supposbe ne s’dtendre sensiblement qu’B des distances insen- 
sibles, le m6nisque diffdrcnce du solide et de 1’ellipsoYde n’a point 
d’action sensible sur ia colonne, aux points o h  ccs deux corps 
s’kcartent sensiblement l’un de l’autre, On a vu dans le n” I ,  que 
l’action d u  mhisque qui fait la diffdrence de la sphkre au solide 
termin6 par un plan tangent , est b, et qu’elle est, relativement 

ci l’action K de ce solide, de l’ordre 8’ z &ant &gal ou moindre 
que le rayon de la spbbre d’action sensible du  corps. I1 est ais& 
de voir que ,  par la meme raivon, l’action du mhnisque cliff&- 
rence de l’ellipsoi’de osculateur au corps , sera par rapport 8 
l’action x, de l’ordre 5, et parconsdquent, qu’elle peut &re n6- 

gligde relativement x. DCterminons donc l’action de l’ellipsoi‘de 

osculateur sur la coloane. Un des axis de cet cllipsoi’de est dans 
la direction meme de la colonnc : nommons cet axe art. Si l’on 
fait passer deux plans, par cet axe et par les deux autres axes 
de l’ellipsoi’de; leurs sections donneront deux ellipses qui auront 
chacune, 2(1 pour un de leurs axes. Nommons 2a’ et ad‘ les deux 
autres axes. Le rayon osculateur de la premibre ellipse, au 
point de contact du corps et  de l’ellipsoi’de, sera a, et celui de 

Ia seconde, au m h e  point, sera n. Nommons b et I’ces deux 

rayons osculateurs. Si par le mQme point de contact et par l’axe a a ,  
on fait passer un plan q u i  forme l’anglc 8 avec le plan qui passe 
par les deux axes 2a et 21~’; la section de l’ellipsoi‘de par ce nou- 
veau plan, sera une ellipse dont 212 sera un des axes, et dont 
I’autre axe que nous ddsignerons par A, sera tel que 

N 

z 

Ir z 

H 

a’’ 



SUPPLEMENT AW XB L I V R E .  ‘7 
A’ Le rayon osculateur de cette ellipse, au point de contact, est 7; 

en uommant donc B ce rayon, on aura 
1 1 1 1 I 
e--. B - a .  {;;i;,.sin*.e+;;ir.cos~.~) = p i n f i . ~ + p s * .  0, 

L’action d’une portion infiniment petite de I’ellipsoi’dc form& par 
le plan qui passo par les axes aa ct nA, et par un autre plan fai- 
sant avec le premier , I’angle de, et passant par l’axe a z  , cette 
action, dis-je, est B t&s-peu-prbs la meme que celle d’une por- 
tion semblable d’une sphbre dont le rayon serait B ;  ainoi l’action 
de cette sphere btant, par ce qui  precbde, K +s, celle de la 

portion infiniment petite dont i l  e’agit, sera - .de. { K + 3 ] ; 
l’action entibre de l’ellipsoi’de sur le canal, sera donc 

H 

1 u 
P?r 

l’intdgrale devant atre prise depuis 4 1-0 jusqu’8 8- a#; ce qui 
donne pour cette action 

Si la surface est concave, 31 faut supposer b et b’ n6gatifs. Si ell8 
est en partie concave et en partie convexe , comme la gorge d’une 
poulie; il faut supposer positif, le rayon osculateur relntif Q fa par- 
tie convexe; et ndgatif, celui qui appartient k la partie concave. 
En nommant B et B‘ les rayons osculateurs des sections de la 

eurface du corps par deux plans qui forment entre eux un angle 
droit j on aura, par ce qui prdcitde 

-?--$.sin*.B +J.cos*.e, 1 

u -  

d’ou l’on conclut en changeant 8 en + 8 ,  ce qui change B en B‘, 

1 1 1 
.I COOS, 8 + g. sin’. 9 i 

partant, 
1 1 1 1  
-jj + y = 5 +p. 

SUPPL. LIV* x, c 



18 M r:: c A N T Q u E c J? L F: s T E ,  

K t a + a ’  

L’action precejente peut donc encore &re mise SOUS cette forme , 
N H 

c’est-A-dire que Paction d’un corps de figure quelcanque, sur IC 
fluide renferme d a m  un canal infiniment litroit , perpendiculaire Q 
tin point quelconque dc sa surface, est &gale k la dcmi-somme 
des actions de deux sphhres qui auraient poilr rayons, le rayon 
osculateur d’une section quelconqnc de la surface par un plan 
inend pcrpendiculairement i la surface par ce point, et  le rayon 
osculateiir de la  section formlie par un plan perpendiculaire au 
premier. 

4. Dkterminons prksentement la surface de I’cau renknnkc d a m  
un tube de figure qiielconquc. On p u t ,  comrne on sait, employer 
dans cette recherche, ou le principe de l ’&~ti iI ibr~ d’un canal cur- 
viligne aboiitissant par ses extri.mit&, A deux points de la siir- 
face; ou le principe de la perpendicularit6 de la force la sur- 
face. Dans la qiiestion pr&+ente, le premier de ces principcs a un 
grand avantage sur le second, en ce qii’il n’exige que la dliter- 
mination des deux actions K et i), et metne la scu~e 

ddtermination de la seconde action, la premikrc K disparaissant 
de 1’6quation B la mrface, comme on le verra bientdt. Quaiquo 
la force qui produit cette seconde action, soit, A la surJjce, in- 
comparablement plus puissnnte que la pesaiiteur ; cependunt , cctte 
force n’agissant qrie dans un intervalle irisensible, !on Rcfion sur 
una colonne fluide d’une longueur sensible, est comparable b I’ac- 
tion de la pesanteur sur cette colotine. Maiv si l’on voulait faire 
usage du principe de la perpendicularit4 de la rtSsultan~e de 
toutes les forces, k l a  surface j il faudrait cons idher ,  non-seulc- 

ment les forces qui produisent ies actions K et ; . (i + i ) ,  forces 

qui doivent &re perpendicolaires & cette surfaco, rnais ericore la 
pesanteur, et la force qui ri-mlte de I’attraction d u  nithisqae 
diff6rence de l’ellipsoi’de osculateur et du corps; car q i i o i c l i i ’ i l  n’en 
rhsnlte qn’une action insensible sur une colonrie flriitle, parceclue 
cette force n’agit sensiblemen t quc clans iin infervalle inseiiwihle, 
cependant clle est du mema ocdre que la peuanteur, Ladifficult4 

I€ 1 

J I  
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d’dvalucr toutesces forces et leurs directions, rend dono ici le prinm 
cipe de 1’6quilibre des canaux 8 beaucoup plus commode. 

Soit donc 0 ($g. 3) le point le plus bas de la surface AOB 
de l’eau renfermde dans un tube. Nommons z la coordoiin6c ver- 
ticale OM; x et y ,  Ies deux coordonndes borizontales d’un poiat 
quelconque N de la surface. Soient R et R’ le plus grand et lo 
plus petit des rayons osculataure de la surftrce B ae point. 

R et R w o n t  les deux racines de 1’8quation 

R’. (rt--s8) --R. r/ 1 +p‘+9*, { (1 +qp) . r-apgs + (i-t-p*) . t }  + (1 + p * ~ y =  0, 

&quation dam laquelle 

On aura donc 
1 1 ( 1  +q*) . r -appf(  I +y*).t x+z= 9 

( l - f -pn+g”)g 
Cela pod,  si l’on conqoit un canal quelconque infiniment Btroit 
NSO j on doit avoir, par la loi de 1’6quilibre du fluide renferm6 
dans ce canal, 

b et I’ &ant le plus grand et le plus pelit des rayons oscnlateurs 
de la surface au point 0, et g &ant la  pesanteur. En effet, 
l’aotion du fluide sur le canal, au point N ,  est par ce qui prd- 
cbde, K--. a ($++]; et do plus, la hauteur du point N au- 

dcssus du point 0 est z. L’dquation prdcddente donne, en y sub- 

stjtuant pour - + x, 8i l  valeur, 

11 

1 1 

Ii 

(4 ( I + .r--apq*v 4- ( 1 tf-2 - ”Ft, ~ I 1  + a ; 
( 1  + p * + q ” ) :  

11 

cclte Bquation est RUX diffirences partielles du aecond ordre : en 
c2 
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I’intCgrant, on aura deux forictions arbitraires que l’on d&termi- 
nera par l’bquation de la surface des parois du tube dam leqiiel 
le fluide est renferme, et par l’inclinaison des plans extrbmes de 
la surface d u  fluide; inclinaison qui ,  comme on l’a vu,  doit 
&ire la mhne pour tous ces plans. 

Lorsque lasurface est de rdvolution autour de I’axe des x ;  I’dqua- 
tion precidente se rkdait aux diffdreiices ordinaires. En effet 
z devient alors une fonction de qx2+ya. Soit u s  ~.zs+ys ; 
on aura 

L’dqaation prkcgdente devient ainsi 

ddc I d t  dza 

( 4 duo + u * & - ( + 2F) 

(1+$S 

2gz - 0 
3 If - 2 ;  

car au point 0, b est &gal 8, lorsque la surface est de rkvo- 
Iution. Uans IC cas oh la surface est une couronne circulaire, 

b et b’ &ant inkgaux, J exprime alors la somme des deux frac- 
tions qu i ,  ayant l’unitd pour nunidratear, ont pour ddnominateurs 
le plus grand et le plus petit des rayons osculateurs, i u  point 
le plus bas de la surface. On peut observer encore que dam l’dyua- 

tion (6)  le terme reprBsente i, R Ctant le rayon oscw 

lateur de la section de la surface par un plan passant par l’axe 
1 dz 

II 

ddz 
7 

? 
(1 +$) 

- -  
u ’ d u  I de rholution. Le terme reprdsente F, li’ &ant I’au- 
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tre rayon de courbure : ce rayon est dgal B la perpendiculaire & la 
surface, prolong& jusqu'8 sa rencontre avec l'axe de revolution. 

Soit 5 I a j on aura en inteSgrant , 
CZZ; 
-z 14' - - aa .JLau = 'b + constante. .1/1+g 

En faisnnt commencer l'io t6grale fiudu avec u , la constante 
sera nulle. Soit 

iaab = + u.j.uau ; 

1'6qua t ion precddente donnera 
u'du 

r/ b'- U" 
d%= - - *  

Dam le cas de a nul, on a u'= u ; ce qui donne 

n a b -  V G j  
et parconsdquent 

La diffdrentielle du second membre de cette equation est 

abadu. ( 3us f aba) a d .  du - - - * V / 6 ' - U '  . ( t S + 2 U ' f .  3bP 3u9 

Si l'on nkglige les quant itCs de l'ordre 
dans cette fonction diffdrentielle. On 
l'expression pr6cCdente de 

a'; on peut changer uen  ut 
aura ainsi en diffdrentianti 

du du'. ( I - ab'>+ -Ikb 3u" . nu'. { (ba+ 2u"). q b m  - u'' - w ; 
ce qui donne 
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Soit u'=-b,sin.9; on aura 

ce qui donne en intdgrant 

En nommant ,? le demi-diamktre du tube et observant que ce 
dcmi-diarnbtre est B trts-peu-prks &gal i la valeur extreme de u, 
parceque les plans extremes de la surface du segment que nous 
considirons, ne sont, cornme on l'a vu,  4loignds du tube, que 
cl'une quantith imperceptible; on aura pour la valeur extreme 
de dJ 

64 b4 u'= a +  Ub'Z- ;a. f a 'i- , cosJ.6;'; 

6' &ant ici la valeiir extreme de 8 ,  valeur qui est le camplkment 
de l'sngle que les cGt6s extremes de la courbe AOB forment aveo 
les parois du tube. On a ensuite pour la valeur extreme de u', 

u' == B . sin. 8' ; 

rn comparant ces deux valeurs de u', on aura 
ub'l a.b4 a. b4. COB'. t' , * !,sin,ti' ' Bin. ti' sin. tr' j ).sin. I,' +----? b - - -  1 

ce qui dome pour la valeur extreme de z ,  

I $1 est facile de a'assurer que les expressions de c et de ont en. 
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Core lieu, loreque la  surface d u  flnitle est convexe; seulement , 
les z doivent alors &re comptth de haut en bas, depuisle point 
le plus Bled de la surface. 

5. Considerom prhentement le tube capillaire MNZE (Jig. i). 
L’action du m6niaque MIOKN pour soulever le fluide du ca- 

nal oz est ,  par le no I , &gale A $. si l*on Immme 9 1’61dva- 
tion du point 0 au-tlessus du nivenu du fluide du vase ABCD; 
on aura , par le inerne numBro, ’b = gq; en subutituant donc 

pour 8,  sa valeur trouvde dam le numdro prdcddent, on aura 
A trks-peu-prks , 

I1 

1 

Pour cI6terminer a ,  nous observerons que a= 5,  ct que 1’011 a 

h trbs-peu-prbs q c 
11. sin. 0’ 

ce qui donne d 
sin. 8’ 

a=-F-i 
et parcons4queiit 

If est une quantitd constantc, que1 que soit le tlemi-diainbtrc z a 
ttu tube ; et 6’ est,  coinme on I’a VH, l ine qnantitd incldpendanto 

I dc ce clemi-diamlttre : de plus, si I cst trhs-petit , la fraction - Q 
peut &re: ndgligee vis-h=vis tlc 1’unitC; on aura donc A trbs-peu-prPs 

- - . -L-= -7 j 

c’est-Mire que I’CIdvation du fluide est ii trh-pen-prks r8ciproque 
au diainblre dn tube, conformtcmetit ii I’cnjx4-ieiice. 

Pour jugcr de l’approximatiou que l’ori obtient en siipposant 

, supposons 8’ dgal au quart de la circonfdrence, c b  tiui+ 

I1 sin. 8’ (omfari te  

q - ,  

12 R i l l .  1 ’  

q = B * - l  
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paratt avoir lieu pour l’eau dans un tube capillaire de verre; le 
terme que l’on neglige alors, est - 3, ow - 4 . q .  En supposant 

I Bgal a un millimli!tro, ou le diambtre du tube dgal B deux mil- 
limktres; an a par I’observation , comme on le verra dam la 
suite, relativement h l’eau dans un tube de verre , q= 6m11’‘*,784; 

elle peut donc &re nC- la fraction - devient donc alors -; 

gligde relativement A l’unitd. Dans les tubes plus dtroits, cette 
fraction diminue en raison du c a r d  de Z; car Q augmente en 
raison rbciproque dc 1. On voit ainsi que dam les tubes capil- 
laires, on peut supposer sans erreur sensible, 

1 I 

1 1 

34 

constante 
Y = - T ’  

ou la hauteur d u  fluide au-dessus du niveaw, en raison inverse 
Su diamktre du tube. 

Si la surface du fluide intdrieur est convexe; en concevant; 
comme pr6ckdernment, par l’axe du tube, un canal infiniment 
dtroit qui, se recourbant au-dessous du tube, aille aboutir Q la 
surface du fluide contenu dam le vase; l’action du fluide du tube 

sur le canal intdrieur sera, par le no I ,  &ale A K +-&. L’action 
du fluide du vase, sur la branche extdrieure du canal, sera &gale 
A K .  Mais si l’on nomme q l’bldvation du fluide extdrieur, au- 
dessus du fluide de la branche intdrieure du canal, il faudra ajou- 
ter h l’actiori K, le poids gq; on aura donc par la condition 
de 1’Cquilibre du fluide renfermd dam le canal, 

H 

H K +g9 = K 3- -; b 

q = g g ;  

Be qui donne 

et parcons6quent 

H 

Ii sin. 6‘ 
sin’. d! 4 c 2. -- . { I I 

D’oh il suit que dans les tubes trbs-dtroits, la depression 9 du 
fluide 
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fltiide intdrieur du tube, au-dessous du niveau du  fluide ext&ienr, 
est rdciproque au diambtre 2Z dii tube, ce que l’cxpirience in- 
clique encore. 

Si le tube est inclink 21 l’horizon, la surface du fluide qu’il 
renfcrrne sera A trks-peu-pres la meme que si le tube dtait verti- 
cal; elle sera, d a m  l’un et l’autre cas, A fort peu-prhs celle d’un 
segment splidrique dont l’axe est celui tlu tube ; parceque l’action 
de la pesanteur ne fait qu’introduire dms les r h l t a t s  du calcul, 
des termes multipliks par ct; et l’on vient de voir que relativenient 
aux tubes trbs-ktroits, ces termes peuvent &re iiC5gligt2s. E n  n o m  
niant donc q la hauteur verticale d u  fluide au-dessus du niveau, 
ou sa depression au-dessous, on aura toujours 

IZ sin. 1‘ . 
7=;.-p 

ce q u i  est conforme 8. l’cxpdrience. 
6.  On pent Btendre l’analyse prCc6denle au cas oh un tube cy- 

Iiiidrique serait truversd par un cyliritlre de iti&xic mntikre, et clni 
aurait le mCme axe quc le tube. Lie fluide s’dleverait clans l’es- 
pace compris entre les paroiv intdrieureu du tube et la surface d u  
cylindre; et si cet espace estcepillaire, on ddterminera ainsi l’dqua- 
tioii de la surface d u  fluide qu’il reaferme. 

de 

son second mernbre exprime ici la somine de deux fractions qui 
.ont chacune I’unit4 pour numdrateur , et pour dhominateurs,  le 
plus grand et le plus petit des rayons osculatenrs de la surface 
du Iluide, au point le plus bas d’oh I’on compte les z. Cette &qua- 
tioil donne en l’intdgrant 

Rcprenons 1’Cquation diffdrcntielle (b) d u  no 4. 1,e terme 

d2 

Pour dbterniincr la constante, iious observerons qu’au point oil 
I C  fluide touche la surface d u  cylindre, on it 

SUPPL, LIV, XI D 
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dz Je donne A sin. 8' le signe -, parcequ'h ce point, est une 

qnantit6 ndgative. En faisant donc commencer l'intdgrale fzzcdrr 
ir ce point, et nommant 7, le rayon du cylindrc, ou la valeur 
de u,  2-1 ce mCme point; on aura 

I constante - 2. sin. 8' - T ,  
ce qili donne 

dz 

Supposons d'ahord a nul, et nommons I' le rayon da creiix du 
tube; J' sera la valeur de u au point oh le fluide touche ICS 
parois du  tube, A ce point, on a 

dz - 
dU - sin. 8'; 

on a donc ce point 

ce qui donne 

Cela posC, on aura 

dZ 
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d’oh l’on tire 

(us- ll‘) . du . sin.‘d’ dz IC - -  
~ ( ~ - d ) ~ . ~ ~ - ( ~ 9 - ~ ~ ) ~ . s j ~ ~ ~ . 6 ‘ ’  

equation dont l’inthgrale depend de la rectification das wctipnc 
coniques. 
a n’dtant plus suppost5 nul, on a 

. fzudu, 1 sin6‘ 2k 

6-  1-1 ( E - - l )  .(- 
---I 

l’jnt6grale fxudu &ant prise depuis z i  z= I jusqu’B u=I‘. On a 

fxudu = i u=z - ; . f U * d X .  

Si I’on ndglige les quantitds de l’ordre a, l’exprcssion prdcddenta 
de dz, substitude dam le aecond membre de cette Ccluation, 
donnera 

et  parconsdquent on aura, aux quantitds pres de l’ordre a’, 

( up- I t  ) . du ...-_-- s 
les intdgrales dtant prises depuis ZI = Z jusqn’h u = 1’. Ces int8- 
grales iic peuvent &re ddtermides qiie par approximation; mais 
il nous sufira d’observer ici que a &ant fort petit, lorsqiie l’es- 
pace compris entre les parois du tube et le cylindre est trb-dtroit ; 
on petit, sans erreur sensible, ndgliger les termes multiplitSs par a, 
comme on a vu 
tube tr&s-&roit. 

dans le no 5 q u e  cela pouvait se faik dans un 
On aura alors B trks-peu-prks 

I sin.6’ 6 = 

7. Tmagirons maintenant par le point le plus bas de Jg surface 
dii floidt! compris d m s  l’espacc capillaire , un canal infitiimeiit 
&twit parnlkle A l’axe du tube,  et qui en so recourbant au- 
devsouli du tube, ailie aboutir Q la surface du fluide contenu dam 

1) a 
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io  vase d m s  lequel le  tube est plong8. L’action clu fluide int6- 
rieur siir ce canal ,  sera K - 1;; car g &ant, par ce qui prbckle, 

l a  somme de deux fractions qui ont pour numerateilr l’unit8, et  
p u r  d611orninateurs le  plus grand et  le plus petit des rayons oscu- 
Jateurs de la surface an  point le plns bas; l’action du fluide intC- 

rieiir sera, par  le th4orL:me du no 3, K-i.FI,z.  Cette action 
sera donc, par le no pricbdent, 

N 2 

3, 

IZ. sin. C‘ K--. 1-I! 

Si l’on nomme y’ I’dl6vation du fluidc clans la branche intdrieure 
du  canal,  au-dessus da niveau du  fluide du vase; en ajoutant 
gq’ & l’action p&cCdente, la somme doit faire Squilibre A l’ac- 
tion K du fluide du vase sur le canal ; 011 aura donc 

ce q u i  donne 

P a r  le no 5 ,  l’Ll8vation d u  fluide au-dessus dc son n i r eau ,  dans 
un  tube dont le rayon e.+t L’-.!, cst &gale Ir cette valeur ( I C  7’; 
le fluitle s’6lkve donc dnnv l’espace cnpillaire, conime dans un 
tube dont le rayon est 4 g ~ d  a la largeiir de cet espace. 

Si la surface du fluicle est convexe ; I’expression pricddente de 7’ 
est nlnrs cclle de la d6pression du fluide au-dessous du niveau, 
et le  fluide s’abaiuse dans I’espace capillaire, comme dclns un  
tube dont le rayon est &gal 

En supposant infinis, les rayons du  tube et d u  cylindre, on 
aura le cas de deiix plans vcrticaux et paralltles tr&s-proches l’un 
de l’autre ; IC thkorkme pr6cdtlent a donc encore lieu dans ce cas 
qiie nous allons traiter par line analyse particnlikre. 

8. A O B  (Jig. 3)  &ant la scction de la surface du fluide compris 
entre les deux plans, par un plan verlical qui leur soit perpendicu- 
laire; si I’on nomme NM, y, z sera fonction de y seul. De plus, 
ZI e t  b’ &ant le plus grand et le plus petit rayon osculateur de la 

la largeur de cet espace. 
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surface dii fluide au point 0 le plus bas; b sera iuiini, et b’ sera 
le rayon osculateur de la courbe &OS, au point 0. On aura 
ainsi dans l’kquation (a) aux diffhrences partielles du no 4 ,  

r = o ;  s = o ;  p=o;  q=3; ds & i o :  1 

cette &quation devient parcons6quent 
CldZ q 1 - 3 - a a z = r ;  

( I + $ > ’  

en la multipliant par dz et l’intdgrant, on aura 

dz Au point 0, -=o; donc conshznie = - I et parconsdqucnt 
dY 

Soit 

Cette equation est celle de la courbe Clastique : cela doil elre, parce- 
qu’ici comme dans la courbe dlastiyue, la force qni d4pend dc In 
courbure, est rdciproque au rayon osculateur. Au point A IC pliis 

Clev6 de la courbe AN, on a - -tang. @, 8‘6tarit coinme ci-dessus 

le complhent  de l’angle que le cdtd extreme de la courbe fait avec 
le plan ; on a donc i ce point 

z = cos.8’; 

1IZ - 
!Y 

ce qui donne pour d6terminer lavnleur extrkme dc 2, 
U--e 

I>‘ 
- - 4 2 0  - - cos. 8’ ,  
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ou 

Si’les deux plans sont B une distance infinie I’un de 
infini, et  l’oa a 

s.&. 1 6 ‘  
r/G * 

2 3  

I’autre; t’ est 

On a parleno 4 , 5  = a : d’ailleurs dans un tube capillaire dont le 

, q &ant la hauteur 21 la- g- sin. b’ derni-diambtre est 1 ,  on a kl 
quelle IC fluide s’C1Cve dans ce tube ,  au-dews du siveau ; on 
a donc 

z c (42. tang. ib‘. 

En supposant 8’ Qgal ii un angle droit ,  comme cela paraft avoir 
lieu pour l’eaa relativement au verre ; 1 Ltant un millimbtre , on 
a q = Gmi,784, ce q u i  donne pour la hauteur A laquelle l’eau est 
soolevtk par un plan de verre- plongeant verticalernent dans uti 
vase rempli de ce fluide, amL,Go3G. L’expbrience doit donner cette 
hauteur un peu plus petite; parceque Ic point que nous prenons 
pour l’origine de la courbe, ne pouvant Btre sensible que par son 
&art des parois du tube,  i l  doit sfre un peu au-dessous du point A. 
On doit observer que nous entendons toujours par le point A ex- 
treme, le point le plus pres du tube, situ6 tiors de sa sphbre d’ac- 
tivit6 sensible, et  qui &ant & une,distance insensible du  tube ,  
petit atre censd le toucher. 

Dans le cas d’une distance infinie des deux plans, l’dquatioa 
di@dreniiellc de la courbe devient 

Ainsi dans la figure 4,  PQ &ant la ligne de niveau du  fluide, 
P V s e r a  z , et faisant YN=y’,  on aura a’’’ =- dy; l’equation 
diffLrentielle de la courbe ANQ, que le fluide forrne prks du 
plati AP sera donc 

Bquation facilemeat intdgrable, 



S U P P L ~ M E N T  n u  xe L T V R E .  31 

Si la distance mutuclle des plans est trkppetjte; 1’Cq;tation 

Y - a z ’ E - Z ,  b‘ - zi 
ou 

2 kb‘st’ -- 6‘-’-z-7T;-9 

d o m e  par la formule ( p )  du no 21 du second livre, 

d’oh I’on tire 

dxZ=--,’dZ.( I-aal”.(I-Z)+etc. 1; 

et parconsdqucnt +.- ~ f T r t ~ . { 1 - 2 ~ b ‘ * . ( l - - ) + e t c . ’ )  

V I - - % ‘  
. 

Soit 2- cos.9; on anra 

d’oii l’on tire en inIt:grant, 

on aura donc, en supposant que‘la valeur extreme de y est I ;  
que celle de 0 est 8’, et que I’on a par ce qui prdckde, a + - 

ainsi 2 &ant fort petit relativeinent & 4,  lorsquo les plans soiit 
trEs-rapprochts, on B 4 fort peu-prhs 
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P a n s  le cas de 8’ &gal k un angle droit, la fraction 

’ cos. e )  I’ 

d evien t 
S l  

4 
- . ( I - p ) .  

Si 2 est un millimktre , cette fraction, relntivement h l’eau, est 

elle peut donc &re nbgligke hgale A -.(x-iq), 011 -. 6,764 ifj,81 ’ 
vis-;-vis de l’uniti. 

I 3. 

L’expression prdc4dente de i, donne, pour l’dlbvation q’du fluide 

entre deux plans verticaux et  parallkles distans l’un de l’autre de d, 

’ cos. e ) ) .  6’ 
I-- y . sin. Y’ ‘ a .  sin. t’ 1 

C’est encore I’expression de la d4pression ilu fluide au-dessous de 
son niveau, entre les meme$ plans, lorsque la surfitce intdrieure 
J U  fluide, au  lieu d’etre concavc, est convexe; et d a m  le cas 

ZI sin. 8‘ 
de Z trts-petit , elle se rdtluit 21 trks-peu-prks i - . --. 

Si les deux plans parallklcs , ilu lieu d’&re verticaux, sont in-  
clines A l’horizon ; la surface du fluide intdrieur , et sa position 
relativemetit aux plans qui l e  rcnferrnont, est A trks-pcu-prks la 
n i h e  qne si les plans writ verticaux, comme on l’a vu dans le 
n‘’ 5, relaLivornent aux tubcv inc1iiil.s. Ida hauteur verticale du 
flllitle ail-dessus d u  niveau est donc la m&tne, q ~ e l l e  que soit l’in- 
clitiaison des platis. 

f). ConsidErons maintenant une petite colonne de fluide, ren. 
fcrinck dans un tube coniqiie capillaire, ouvert par ses deux 
c x ~ r ~ ~ m i t d s .  Soit ABCD cc ttibc, et MWN‘N la colonne flnide 
( j / , ~ r .  5) .  Supposons d’abortl I’axe O E  d u  tube ,  horizontal, 0 &ant 
le sommet du  cdnc prolortgd par la pensdc. Supposons de  plus, 
la surface tlti fluide, concave. I1 est visible quc  le tube dant 
plus ktroi t  cn p qu’en y’, le rayon de coiirbare clc sa surface est 
plus petit dnns le prcniier point clue clans le second. En  noinmnnt 
boric L et L’ cc‘s rayom, I’action dtc fliiide en p r  stir ut1 canal 

infininlent 

6 21 
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H infinimcnt 6troit pp' sera K- F 7  e t  en p' cette action sera 

K - - a  ainsi b' &ant plus grand que b ,  cette action sera plus 

grande en p' qu'en p et parconsdquent le fluide renfermC datis 
le canal tendra A se mouvoir vers le sommet 0 du cone. Ce se- 
rait  le contraire, si la surface du fluide Ctaitcoiivexe; car alors 

ces aclions seraient respectivement K +T e t  K -+ j l'action 
d u  fluide sur le canal est donc alors plus grande en p qu'en p', 
et parconsdquent le fluide tend 21 se mouvoir de p vers p'. 

D6terminons les rayons de courbure b e t  L'. Soit O q = n ,  
9 &ant  le milieu de py'. Nommons de plus,  2tc, la largeur pp' 
de la goutte, et  a l'angle trbu-petit Mop. h f i n  notnmons 6' le 
complgment de I'inclinaison dii cot6 e x t r h e  de l'arc p M ,  sur 
le cGt6 OM dii tube. I1 est facile de voir que si l'on suppose les 
courbes MpN et APp'N' circulaires, on aura 

I€ 
b' 

H If 

(a-  e)  . tang. v 
sin. b' + tang. ' siti. 6' -tang. a ' 

( 0 :  + d )  . tang. w b =  - 0  b'= - 
ce q u i  donne 

Mais si en  &levant Is point A 011 incline A l'liorizon, l'axe OE,  
d'un angle Y; le poids de la colonne pp' sera zga.sin.  Y ,  g etnnt 
cornme ci-dessus, la pesanteur : lorsque la colonne restc suspeiidue 
e n  Bquilibre au moyen de cette iricliiiaison, ce poids doit balancer 

la force - I' - I' avec 1aquc11e elle est ponsshe vers o par l'atlrnc- 

tion du fluide; on a donc en ncZgligcant lcs tertnes insensiblcs , 
6 F' 

II.sin. t' au a l l  a g a . s i n , V = - . - + t .  tLtug. 3 ox 

Nommons I la hauteur h laquelle IC iluiclc s'dleverait clans un iube 
cylindriciue tlont le demi-diambtre iut6rieur serait t i .  tang, CIJ, on 

SUPPL.  LIV. x. 1' 
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dontlediamktre seraitceluidu tube conique au point 4 ;  on aura par 
le no 5 , 

On aura donc 

I a . tang .m.  il sera Le termc - peut 6tre mis sous la forme a .  d.s in .B,  , 1. tang.m 
u.sin. 6’ 

L 
trks-petit par rapport au terme --,sia. t a n g m  est fort petit rela- 

tivement 21 a,  c’est-A-dire si la longueur de la petite colonne est 
beaucoup plus grande cliie la largeur du ccirie ai1 point q. n a n s  
ce cas, on a Q fort peu-pr&s 

I? z &ant en raison inverse de a ,  a est en raison inverse de a ’ ;  et 
comme Y est un angle pen consitldrable, i l  en rksulte que cet 
angle est alms Q-peu - prks rbciproqnc au c a r d  de la distance 
du milieu de la goutte au sommet du ccine. 

1. tangm 
d .  8111.P 

L e  terme - est dG k la diR6rence des nombres de degr6s que 

renferment les arcs MpN et M p ’ N ,  et cette diffdrence vient do 
ce que l’nn dc ces arcs tourne sa concavit6, et  l’autre sa convexit6 
vecs le sommet 0 du c h e .  Le terme dCpendant de cette diff%rence 
pent donc &re neglige sans erreur sensible, lorsque la largeur aa 
de la colonne est bcaucoup plus grancle que son Cpaisseur ou le 
dianibtre du cGne au point 4 ;  et alors on peut supposes que les 
deux courbes MpN et Mp’N’ sont seaiblables. 

Nous avons suppose les deux surfaces dc la colonne fluide, 
sphgriques: mais cctte supposition n’est pas exacte , et 1’011 voit 
par le no 4, qu’k raison de l’action de la praanteur g, la valeur 
de i; sera diminuCe d’un petit terme de la forme :. Q. 2 . I’ ; Q 1 
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i5fant un coefficient indGpendant de I. Pareilleinent F sera rlimi- 

nu6 du terme F ,  1 0 .5 .  b” j la diffirence I’ - “sera donc aug- 

1 

. La n Q c .  d . tans. m 

si,,, 8’ merit de @g . (h’- b )  ; 011 A trh-peu-prks de 
0 . tang. m valcur de sin. Y sera donc augment& du termc sind,-. Sans 

ddterminer 0, on voit qn’il doit btrc un petit nombre, et il y 
R. lieu de croire qu’il est au-dessous de l’unitb , comme dans 
I’e~pression de i; du no 4, ob il n’est quc f, lorsque 8’ est uri angle 

droit. La valeur de Y n e  sera donc augment& par l & ,  que d’un 
angle trbs-petit et mointlre que a; aiiisi on pourra, sans erreur 
sensible, ndgliger cet accroissement. 

1 

IO. ConsidBrons de la nldtne manikre, une goutte de fluide entre 
deux plans qui se touclient par dcus de leurs bords supposds dans 
m e  situation horizontale. Cette goutte ptendra eiitre ces plans,  
line forme A-peu-prks circulaire et semblable A celle d’une poulie. 
I)&ermiaons d’ilbord la figure qu’elle preridrait entre deux plans 
horizontaux, trh-proches I’un de I’autrc. Sa surface sera celle 
d’un solitle tle rdvolulion autour d’un axe vertical passatit par son 
centre de gcavitd. En prenaiit dotic ce point pour l’origine des 
ordonn6es verticales z , et des o r d o n n h  borizontales zi; 011 aura 
par le no 4 ,  l’dquation diffdrentielle , 

i 

(1 +g>’ 
1 - 
6’ 

b‘ &ant le rayon de la circonfthencu produita par In section de la 
goutte, par un plan horizontal mer14 par son centre de gr;ivit&; 
I est le rayon osculateur de la section de la surfhce de la goutte, 
par tin plan vertical passant par son centre de gravit6, an point 
oil z est nul. Je donne aux deux fractionsi; etT,dcux signes con- 1 1  

traires; parceque la surface est concave vers le cenfrc de gravit6 s 
1; 3 
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dans le sens horizontal, e t  convexe vers ce point,  dans le  sen9 
vertical. 

Si l’on ndglige l’action de la pesanteur g , comme nous l’avons 
fait dans le no prdcddent; l’dquntion prdcddente donnera en la 
xnultipliant par udz~,  e t  en I’inthgrant , 

Pour dkterminer la constante, nous observerons que z &ant nul , 
on a - infini , e t  ZL= L’ ; on aura donc dz 

du 

6’s b’8 
constanie = - + - a6 ab” 

et parconsdquent 
dz 

b”-u’ b”+ul u. - 
d l L  

7 3 -  21’ e- -- c 

Soit  
b’” - U” b’” + IL’ U=-+-; 

26 ab 

C J .  du 
on aura 

//UP-Uj. dz = 

L’intdgrale de cette Cquation diffirentiellc dCperid de la rec- 
tification des sections coniques. En intdgrant, on aura z en fonc- 
tion de ZL.  Soit 2h la distance des deux plans entre lesquels la 
goutteest comprise, etnommons f la valeur extreme de u, hdtant  
la valeur extreme de z ;  l’int6grale prdc6dente donnera Iz en fonc- 
tion de .f, b e t  i3’. Si l’on noinme ensuite, commc prdcddemment, 
0’ le cornpldment de l’angle que le chtd extreme de la section 
verticale forme avec le plan horizontal; on aura ir ce point 
dz cnn. 4’. 
du .- sin. 4’ 7 
--- donc 

cod. 6‘ 7J 
sin. 8’-  v m  - 9  
-- 
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en substitnant clans le second nwmbre de cette Cqiiationfpour u ;  
d'oh 1'011 tire 

Si l'on silbstitue dans l'expression de h en fonction de f ,  h et b', 
au lieu de J; sa valeur t i d e  de cette dernibre 6quatior1, on aura 
uiio Bqiiation entre h ,  I et L'; d'oii 1'011 ticera L en f'onctioti tIe IL 
et de b'. 

S i  l'on suppose b' considdrnblement plus grand que IL, c'eut-b- 
(tire, si I'on suppose l'dpaissmir de In goutte, fort petite par rap- 
port i sa lnrgeur, coinnie 011 l'a fait dans le 11' prdcideiit; on 
peut alors ddterminer a par une approximation convergente. Pour 
cela,  soit 

1 1 1  i;-r=p 
c t faisons 

14 = L' +- ut; 
14' sera fort petit relativenient h I', ct l'on aura 

Soit en core 
12' u' = ua - sb/ ;  

t P  
on aura, en negligeant les quantitds de l'ordre 7 ,  

I' u s  7;" . ( ZJU-u") j 
ce qui donne 

Soit 
B=1".(1 + 8 ) ;  h" u " E ; B . ( I - c o s , o ) ;  

o n  aura A trbs-peu-prBs, 

1 ( i z = 1 " . d ~ .  ~ c o s . ~ - a + - t . c o s . 2 e  ; 
b" b" 

ce qui donne eri inti.grant, CL e n  observant que z est nul NVCC id" 
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et parconsdquent avec 8 ,  
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Nommons h la valeur exlreme de z , et dBtlignons par d" la valour 
correspondante de 8; nous aumis 

b" e,! L" 
h = L". sin. 8". { I m X  . =+ zL' . COS, >; 

d'oh l'on tire h fort peu-prbs 

O n  diterminera 8", au moyen de I'anglc 8', compldment de l 'h-  
clinaison des cdtke extremes de la courbe sur les deux plans. Aux 
points extremes de la courbe, on a 

U 
dZ cos. e' 21 

- 
= sin. e' = -v7 ; -- 

U. 

I /  -&ant ici la valcur extrkme de cetfe fonction. Cettc valeur est 

donc Cgale h cos.&. On a ensuite h ces points, par ce qui 
pr6cbdef 

U 

&"--.B. ( I  -COS.e*); 

u = p .  ( V - u " ) ;  

U = & + U k b t + U n - - *  ab' ' 

b' 

1LU' 

d'oh il est facile de conclure 

fj"=O' - - , .  b" sin.fY 

on aura donc ainoi 
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0 L l  

en faisant 

‘I Dnns le cas de 8’ tigal A un angle droit, ou h. ‘;1 , Q devient 

Considirons maintenatit tine goiitte fluide suspendue en &pi-  
l ibre entre deux plans qui se touchent par deux de leurs hords snp- 
pos& harizontaux. Soit le trks-petit angle form6 par ces plans; 
et ayant men6 un plan interinddiaire qiii divise cet a1161e e11 deux 
parties &gales, soit Y I’iaclinaison de ce plan Q l’lociznii. L a  
section de la surface de la goutte par le plan intcrni4diaire sera 
b trbs-peu-prbs un cercle, si,  comme nous venona de le soppo- 
ser, la largeur de la goutte est considthable par rapport a son 
Bpaisseur. Conccvons par un point quelconquc de cette scctioii et 
par le milieu cle la goutte, un plan prrpendiculairc ai1 plan in- 
termBdiaire; la section de la surface fluide par ce plan, aura & 
trks-peu-prks pour dquation, 1’6quation (a). Rlrno~is dans le plan 
internddiaire, et  par le centre de la goutte, m e  perpendiculaire 

la lignc d’intersection des deiix plans qui  comprennent la goutte. 
Par  ce niCtne centre, menons une parallble A cctte ligue cl‘iuter- 
section. Prenoiis ces deiix droites, potir les axes dc>s coordonnrSes 
x et  y d’un point quelconque dc la section f‘aitc par le plan in- 
termhdiairt! , I’origine des coordonn6es &a11 t suppos6c a11 oeii trc 
de la goutte. Fnlin cl8sil;nons par a ,  la clistnncc* dn c-c.ntrc (le I n  
goottc Q In ligne d’intcrscctioti dcs plans, ct par ax I n  I;irgciir de 
la goutte. La distance d u  point de la section, B cette ligrie, s(’i.a 
a - x, et il est facile de voir que \‘on aura h fort pen-prh 

lt --L (a - x - ”) a . tang. #ia ; 
ce qui  donno 
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Si I ' m  imagine un canal dont lcs deux extrdmitds soient an point 
d e  la section , dtJtermin6 par les c o o r d o n n h  x et y ,  et a u  point 
(le la section par lequel l'axe des y passe; l'bquilibre du fluide 
dans ce canal ,  donnera 1'Cquation 

--- II +gx. sin, V= K - -- I r  
ab" ab", ' 

en marqnant il'un trait en bas, les quantitds relatives 
point. Mais on a par ce qui prBcEde, 

B ce dernier 

b' etant ic i  le rayon osculatcur de la courbe que forme la section 
de la goutie par le plan intermddiairc. De plus, 

>, -- 1 X , ( I  tn.  + a y  
h I a . t&. w -t a". tanp. 'o 

on aura donc 

La section diff krant peu d'un cercle, b'est A-peu-prks 6gnl i la demi- 

largeur u de la gout te: Vest, par ce qui prCci.de, &gal A-peu-prks A 
et h est lademi4paisseurde la goutie; L'estdonc fort considerable re- 

lativement B I", et parcons&pentg est t rh -pe t i t  par rapport Q -- b" ' 
1 1 1 1 .  la diffdrence - E peut donc &re ndgligde, eu Cgard Q 'Gi, - - 6"; 

Cela est d'autant plus permis, que b', tenant le milieu entre les 
valeurs cxtrhies  de b'; la plus grande valeur de la difference 

n'est qu'environ la moitid de la  diffdrence des valeurs B - K  
cxtrhmes de ?. D'ailleurs, la figure de la goutte &ant A fort peu- 
prbs circulaire , comme l'expdrience elle-mbme l'indicjue j l a  clif- 

erence -- - est presque insensible. On peut encore dam l'dqiia- f' 
t ion 

h 
sin."' ' 

1 1 

1 1 

1 

1 1 

b' b', 
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a tion preddente , negliger la fraction , vis-A-vis de l’unitd ; 

parceque sa.tang.ar &ant l’dpaisseur de la goutte dont, la largeur 
est m ;  cette fraction est le rapport de 1’4paisseur de la goutte A 
sa largeur , rapport qui par la supposition, est trks-petit. Celr 
pod  , 1’6quation pdcedente donnera 

- II .  sin. 8’ 
a d .  g , tang. a* sin. V= 

Ainsi l’angle Y est Q fort pen-pres en raison inverse du carre 
de a, comme. pour une goutte suspendue en  Cqiiilibre dam un 
cbne. En comparant cette expression de sin.V, B celle dn no prk- 
cdrlent; on voit que l’angle form6 par les deux plans &ant sup- 
POSC Cgd l’angle form6 par l’axe d u  cbne et ses cbtCs; le sinus 
de l’angle Y relatif mi plan intermddiaire, est Cgal aa sinns de 
I’inclinaison relative A l’axe d u  cone. Au reste, on ne doit pas 
oublier dans la comparaison de l’annlyse prbchdente, avec l’ex- 
ptSrience, que ces expressions de sin, Y ne sont qu’approcldes. 

I I. L’analyse prkcddente donne l’explication et la niesure d’un 
phhombne singiilier que presente l’expdrience. Soit que le fluide 
s’abaisse 011 s’dlkve entre dcux plans verticaux et parclll&les plon- 
geant dans ce fluide par leurs extrdmit6s infdrieures, 1es plans 
tenclent A se rapprocher. A i d  deux petits vases de verre, de 
formo pt~rallClipip&de, nageant sur l’eau ou sur le mercure, se 
r&unissent, lorsqu’ils approchent trbs-prhs I’im de l’autre. Pour 
faire voir que cela doit &re, considt5rons lcs deux plans MB et 
NR (jig. 61, et supposons d’abord que le fluide s’8ltve entre eux. 
J A 3  partie infiniment petite exterieure en R, au-dessouo du ni- 
veau, sera presde par une force que I’on peut t5valuer ainsi. 
Concevons un canal YSR dont la branche Y S  soit verticale, ct 
3a branche SA, horizontale. La force dont le fliiidc est anin16 
dans le canal YS, est dgale Q g. VS , plus A la force qiii agit 
en Y, soit par l’action c h i  fluide sur le canal, soit par la pres- 
aion de l’atmosphkre. La premikre (le ces deux forces est rep&- 
srntge par K ;  nommons P la seconde ; la force totale de la 
.colonne T’S sera doiic P + K + g . Y S ,  L’action dont le h i d e  d u  
canal RS est animc!, est dgale, I O ,  B l’action du fluide sur cc 

GUPPL. LIV, x. I; 
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canal, et  cette action est Bgale A K ;  20. A l’action du plan Sur 
le m h e  canal j mais cette action est dktruite par Paltraction du 
flaide sur le plan, et il ne p u t  en resulter dans le plah , aiicune 
teridance li se mouvoir; car en ne considdmnt que ces attractions 
rkciproques, le fluide et le plan seraient en repos , l’action &ant  
Cgale et contraire Q la rdaction ; ces attractions ne peuvent pro- 
cluire q~i ’~ ine  ad2idrrnce tlu plan au  fluide, et 1’011 peut ic i  en 
faire abstraction. I1 suit de 1A quc le fluide presse le point R 
avec m e  force &gale i P - + K + g . V S - K ,  ou siniplemeiit 

T_)c!terminons la pression intdrieure correspondante. Ponr  celn, 
concevotis Ie canal OVR-tfont  la brnnche 00 soit ver~ica lc ,  et 
la branche Q R ,  horizontale. La force dont le fluide est alliin6 

dans la branche O g  est &gale & g .OQ,  plus ii la pressiori P de 
l’atmospbkre, plus A la force avec laquelle le fluide agit sur la 

colonne O Q ,  e t  qui,  par ce qui ptdcbde, esl dgale A K - I ,a 

force dont le fluide 09 cst anirn6 est donc P + K - : + ~ . o Q ;  
or on a par ce qui prdcktle, 

P + g . V S .  

I I  

donc la force du canal OQ est P + K + g .  PQ. La force dn cil- 
rial QB est kgnle Ir. K ;  le point €2 sera donc press6 A I’intdrieur, 
par la  diffdrence #e ces forces, 011 par P+g.IOQ ou P+g. YS. 
Ainsi le plan est Lgalement press6 l’intdrieur e t  l’extbrieur, 
et il sera cn &pilibre en vertu de ces preseions. 

L e  fluide B l’extkrieur, s’dlkve jusqu’en Z, en formant m e  
courbe VZ’Z;  et  dans I’interieur, il s’dkve jusqu’en N, en 
Formant la cmrbe ON’N. Les parties du  plan exfremement voi- 
sine8 de Z et de N, et semblablement placdes b tine distance de Z 
et de N &gale ou moiridre que le rayoa de la sphbre (I’actiVjJr! 
sensible du plan, sont dgaleuient pressbes h l’int6r.ieur ct A l’ex- 
t6rieur ; parceyue Ies surfaces du fluide, comprisesdans cette sphEre, 
vel; 2 et vers N ,  sont les rnbrnes h trbs-peu-prks. D’ailleurs la 
dif€Zrence extremement petite qu i  peut ea rkeulter entre les pres- 
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sions int6rieure et exttSrieure du h i d e ,  n’ayant lieu qae dam 
uiie &,endue insensible; on peut la nhgligm, et ne considthar 
que la pression*exercbe par le fluide aux points ob l’action du plan 
sin la surface, cess  d ’ h e  sensible. Soit donc 2 un des points 
dc cette surface,. et COXICCJVOAS’UR canal horizontal Z’q. I. .a f owe 

en Z’ sera P + X -x, R &ant le rayon osculateiir de la sur- 
face en 2’. Si l’on faitZ‘T=s, 1’6quilibse du fluide dans IC canal 
Z‘LPV donnera pas le no 8, 

I€ 

le point Y &ant plac6 B une distance du plan, telle que le rayon 
osculateur de la surface en Y peut &re cend infini. La pression 
exterieure en q sera donc 

P - f - K - g x .  

La pression interieure correspondante sera 

P + K - ; + g . ( O P - Z ) ) ,  

ou P + K - g x ;  les pressions sont donc &gales A I’inthrieur et  h 
l’ext6rieur , dans toute l’htendue ZG. 

Considerons maintenant la pressim an-dessus du point Z, La 
pression exthrieure se rdduit ii P. La prcssiori intdrieure sur u 1 1  

point €2‘ se dbterminera en consid6rant un canal OQ’R‘, Q‘R‘ &taut 

horizontal. La pression de la colonne 09’ est P+K--g +g. Oy’, 
011 P + K - g . O P + g . O Q ,  ou enfin P + K - g . P Q ‘ .  L a  pres- 
sion contsaire du canal RQ‘ est K ;  le point x’ est donc press6 
b l’interiew , pas la force P--y . Po’; ainsi le plan B ce point, est 
press6 du dehors au Jedans, par la force g.PQ’. 

I1 

rr Dans la partie NKO I la ‘pression CP N’ rest P + K - p ,  b’btant 
le rayan osodateur en N’j ainsi en concevant 1s a n a l  horizon- 

tal ~ ’ p ’ ,  la pression en p’ sera P-;. Soit x‘ la bauteur d u  
F a  
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point N‘ au-dessus de I K ;  on aura par le no 8 

le plan sera donc press4 en p‘ du dehors en dedans, par la 
force g.p’G. 

De I i  il est faciIe de conclure que la force qui presse le plan 
NR, du dehors en dedans, est Cgale ti la  pression d’une colorlne 
de fluide dont l a  hauteur est f . (NG+GZ)  et dont la base est 
la partie du plan, rnouillee ir l’intdrieur depuis Z jusqu’en N. 

Un rksultat semblable a lieu pour le plan M B ;  on a donc 
ainsi la force avec laquelle les deux plans tendcnt A se rappro- 
cher, et l’on voit que cette force croit en raison inverse de lcur 
dis Lance mutuelle. 

Dans le vide, les deux plans tendraient encore A s6 rappro- 
cher; l’adhthence du plan au fluide, produisant alors le mbme effet 
qiie la pression de l’atmosphbre. 

On pconvera de la mbmc manibre, que dam le cas de l’abais- 
sement du fluidc entre les plans, la pression que chayue plan 
c‘.pronve tlu dehors cn dedanu, est &gale ii In pression d’une co- 
lonne fluide dont la hauteur serait la moitid de la somme des 
abaissemens au-dessous du niveau, des points de contact des 
surfaces intdrieure c t  cxterieure du  fluide , avec le plan; et dont 
la base serait la p’artie du plan, comprise entre les deux lignes 
horizontales menees par ces points, 

12. Il.noiiu reste, pour compldter cette thdorie des attractions 
capillaires, B examiner ce qui determin’e la concavite ou la con- 
vexit6 du fluide renfepind dans un tube, ou entre deux plans. La. 
principale cause cst l’attraction rdciproque du tube et du fluide, 
comparde it I’action du fluide sur lui-meme. Nous supposerons 
ici que ces attractions suivent la m&me loi des distances, tant 
pour les rnoldcules du  tube que pour cellcs du fluide; et qu’elles 
ne diffkrent que par leur intensite A la merne distance. Soient 
donc p et p’ ces intensit&. Cela posd ; considdrons (Aq. 7) le tube 
vertical ABCI) plongeant dans un vase rempli de fluide, et que 
NN soit la Iigne de nivcau du fluide du vase. Supposons que 
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clans le tube, toute la surface d u  fluide soit plane e t  RU mQtne 
nivcau. Le point 0 de cette surface, compris dans la sphkre 
d’activitd sensible du tube,  sera bla-fois attirt5 par le tube et 
par le fluide qu’il renferme. L’attraction siir ce poitit, de la par- 
tie du tube, infdrieure B MN, se dCcomposera en denx , I’une ver. 
ticale, que nous dhignerons par px ; l’autre horizontale e t  dirigcie 
vers p, q u e  nous tlt%gnerons par py. L’attraction de la partie 
siipdrieure du  tube sur le meme point ,  se ddcomposera pareil- 
lement dans une force verticale -rx, e t  dans une force horizon- 
tale py. Je  donne & la premikre force le signe -, parccqu’elle 
agit en sen$ contraire de la force verticale px, produite par l’at- 
traction de la partie infdrieure du tube. Pour determiner l’action 
du fluide sur le point 0, prcnons Opt Ggal h Op;  il cst clair que 
l’attraclion de la partie pp‘rU du fluide sur ce point, sera ver- 
ticale; nous la cldsigiierons par p’a. L’attraction de la partie rp’qC 
du fluide ne diffdrera de I’atfraction de la partie itif6rieure du 
tube, que par son intensitd; elle se ddcomposera donc en deux 
forces, I’une verticale Cgde B ,c‘z ; ct l’autre horizontale, mais 
dirigde de 0 vers p’, et &gale A-p’y. Ainsi le point 0 sera 
aninid par lcs forces vcrticales 

PXr - f J ” t  F’Zr f x t  

et par les forces liorizontales, 

Les premikres donncnt la force verticale uniqiie p‘.z + ~ ’ 2  ; les 
secondes donnent la force horizontale unique ( 3 p  - p ’ )  .y. Cette 
force sera nulle, si p‘= ~ p ,  ou si l’intensitk de la force attractive 
de la matibre du tube est la moiti6 de c d l e  du  fluide. Alors le 
poitit 0 ne sera soumis qu’Q la force verticale q u i ,  &ant  perpendi- 
culairc Q la surface, maintiendra le fluide en Cquilibre. 

Considdrons maintcnarit un plan vertical C A B  (.fig. 8),plongeant 
dans un vase M N B  reinpli d u  fluide. Soit A R  la seclion de la surface 
de ce fluide, par un plan vertical perpendiculaire a11 premier. Soit 
encore AD, une tangente B la eourbe AlL Noinnions 8 l’angle 
RAD j nsmmons pK l’action que la partie imfhieurc AB d a  
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IJan CAB exerce sur la molecule fluide qui  le touche en A 
perpencliculairement ti AB ; pK sera pareillement la force avec 
laquelle cette partiedu plan attire la moldcule A, suivant A B .  Cet te 
rnol&.de sera pareillement a t t ide  par la partie supbrieure du plan , 
avec uiie force &gale ti pK perpendiculaire ti ce plan ct avec 
une force - p K  paralltle au mQme plan. Cette molEcule sera 
encore attirbe par le fluide BAD, et il est facile de voir quc p’K 
reprdscntant l’atfraction verticale du fluide, si l’angle BAD Ctait 
droit ;  son attraction verticale, lorsque cet angle est 8,  sora 
p’K.sin. 6 ,  et son attraction horizontale sera p‘K . ( I  -cos. 0 ) ,  En 
&et, p‘K.de.cos.8 et p‘K.ti0.sin. e seront les attractions 6IEmen- 
taires de la partie infiniment petite pAU , dans laquelle d0 r e p 6  
aente l’angle P A D .  En les intigrant depuis 8 E O ,  on aura ler 
expressions prCcidentes. 

L a  partie du fluide, intercepthe entre la tangente AD et  la 
courbe AR, agira stir la mol6cule A avec une force que nous 
dLsignerons par Q ,  et dont nous supposerons que A 0  soit la 
direction. Soit donc m l’angle QAB j l’attraction verticale du 
fjuide U A R  , sera Q . cos. m, et son attraction horizontale sera 
Q. sin. rp, Ainsi la moldcule A sera animhe par les forces verticales 

M C A N I Q U E C I? 1, E S T E, 

p K ,  - p K ,  p‘.K .s in.8,  Q . c o s . m ,  

et par les forces horizontales, 

p K ,  p K ,  --p’K. ( I  -cos.6), -Q.sin.m. 

J’affccte ces deux dernibres du signe - parcequ’elles agissent 
de A vers N, ou en sens contraire des deux premieres forces 
horizon talcs. 

La riunion de toutes ces forces produit une force unique AV 
qui doit &re perpendiculaire Q AD. Soit R cette risultante. E n  
la d6composant en deux, l’une verticale et l’autre horizontale, 
on aura 

R. sin. 0 =p’K.  sin.8 + Q. c0s.m j 

R . cos, 0 == 2pK - p’K + p‘K . cos, 9 - Q .sin, m ;  
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d’oL l’on tire 

Q . cos. (a - 4) = ( 2p - p‘ ) . K . sin. Q. 
(1. COS. (m- e), et sin. 8 dtant positif$, dans le. cas o h  la courbe 
est concave; on voit que a p-p’ doit &re positif, et qii0.p doit alGs 
siirpasser fp‘. 

Si le facleuc 2p- p‘ est n u l ,  OII vient de voir qiir In snrfacn 
d u  fluide est horizontale , ce qui  satisfait A I’tLqiiativii pr&c6dciitc ; 
car alors Q est nul. 

Les courbes A R  relatives anx divers fluides rcm~)lissant suc- 
cessivenient nn m h c  tube,  sont diffzrcntcs entre elles : pour le 
faire vo i r ,  considirons un point I placd dam ioutes ccs courbes 
h la i d m e  distance d u  tube, et clans sa sphc‘re d’activitd scnsible; 
l ’ a c h n  d u  tube sur ce point scra. la m&tiie, et 21orieontale. Si 
tou~cr ces courbes t5taient les niCtmes ; l’action des iluides sur IC 
point I ,  a w a i t  In nii.me direction; mais elle rarierait  d’un fluide 
h l’autre , B raisonde I’intensitd respective (le l’acrionde ccs Iluides. 
Cdtte aclion , en se composant nvec I’nction liorizontalcdu tnbc, pro- 
duirait donc nne action r6sirltante clont la clircction srrait diK& 
rcnfe clans les divers fluideu. Cctte rci-si~l~ante doit 41re par 12 
condi tioii de 1’Cquilibrc, ~~erpe~id ic i i la i re  B la surface ; l’iaclinaison 
des plans de cette surface ne serait donc pas la m h e  poiir Ics 
divers fliiides, ce qu i  est contre I’lrypot11l.s~. Ainsi les courbes A R  
d i f r i~en t  suivant le rapport des intensitEs respcctives p ct p‘. Leurs 
~ 6 t h  exlrbrnes, Q la limite de la sphere d’activitd sensible du tube, 
ont des i~iclinaisoiis difft!rentes relatiremrn t aux parois d i i  tubc. 
Ccttc inclinaison determine, commc on I’a V U ,  la grandeur (lit 

segment de In snrfhcc spli6riquc qu’afffftctc In surfaw t i i i  f l i r i t l e  clans 
les tubes trbs-Btroits , au-deli de la spli6i.e d’activitd seusillc dri 
tube; et cette grandeur dd~ertiii~ie le rayon de cette surfhce , don t  
It: rapport inverse dCterminc l’ascension du fltiidc h i s  le tube. 

A ~ i l e ~ u r e  que I C  rapport de p B p‘ aiqpctitc , la coiirbe riR 
devieot de plus en p l u s  concare ; et, lorsciiie p est &gal b p’ la 
surface du fluide dans IC tube est line &mi-splibrc. Pour le hire  
voir ,  imagix~ons (j(,y. 9)  qiie le t11bc soil de m h e  iiiati&re q1ic 

le lluide, et  que sa surface ABCsoit titic detni-spliiw. E’oririoiis 
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]a surFace sphkrique entibre A B C S ,  et supposons que le fluida 
remplit la partie siip6rieure RASC du tube. En faisant abutrac- 
tion de la pesanteur, comme on peiit le faire dans les tubes t r b  
&troits; il est visible qu’h came de l’homog6ntW de  la matibre 

tube et de celle dn fluide, tous les points de la surface con- 
cave A B 6  seront anitnks en vertu des attractions du tube et du 
fluide, par des forces Cgales et perpendiculaires B la surface, ce 
qui suffit pour 1’6quilibre du fluitle. Maintenant, si 1’011 siipprime 
] e  fluide suphieur RASC, il ne peut en r8sulter qu’un change- 
nlent insensible dans les forcos qui sollicitent les divers points 
de la surface A B C ,  et dans la  direction de ces forces; car AR 
Ctant tangent h la surface sphCrique, il est facile de voir que 
I’actjon de la partie R A S  du fluide sur le point A, est incom- 
parablement plus petite que l’action du tube sur ce point, Iors- 
cine l’attraction devient insensible A des distances sensibles: 1’6qui- 
libre du fluide inferieur A B C N M ,  ne sera done point alter6 par 
la suppression d u  fluide superieu; RASC; d’ob il suit que la 
surface du fluide est une demi-sphkre , lorsque p est Cgal 

Si l’intensit6 de l’attraction du tube sur IC fluide, surpasse celle 
de I’attraction d u  fluide sur lui-rnbme ; il me parait vraisemblable 
qu’alors le fluide en-s’attachant au tube, forme un tube intCrieur 
qui seul dlkve le fluide dont la surface devient ainsi concave et  
celle d’urie demi-sphtre. Je conjecture que ce cas est celui de l’eau 
et des huiles dans un tube de verre. 

Considkrons maintenant le cas ob la surface d u  fluide , ilu lieu 
d*&tre concave, est convexe. Soit (f2. I O )  BAC’ iin plan ver- 
tical qui plonge clans nn vase rempli de ce fluide, et AR la section 
de la surface du  fluide , par un plan perpendiculaire au premier. 
Soit AD, une tangente B la courbc A R ,  et nommons 8 I’angle 
BAD. L’attraction verticale dn fluide DAN sur le point A sera, 
par ce qui prkckde , - p‘. K . ( I -sin. e),  d u  haut en has , et 
l’altraction horizontale sera p’K . cos. 0 de A vers N.  Pour avoir 
l’attraction d u  fluide R A N ,  il faut retranclier des attractions 
pr&c&leiites, celles du segment D A R .  Soit (1 l’action de ce segment 
sur le point A, et AQ sa direction. Soit r l ~  l’angle B A V .  I,’attrac- 
tion verticale du segment scra - 9 .  cos. c t ~  , et son attraction 
iiiorizontde sera Q . t i i i ~ a .  Rinsi l’attraction verticale de BAN 

sera 

p‘. 
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sera 

et son attraction horizontale sera 

Q.cos.a--' .K.(x-sin.8),  

p'.K. cos.8 - Q . sin.*, 

L'attraction verticale du fluide N A C  sera plK, ainsi qne son 
attraction horizontale. Enfin I'attraction verticale du plan BAC 
sera nulle, et son attraction horizontale sera - apK j le fluid. 
sera donc animt? par la force verticale 

p'K+Q.cos,(rr--p'K.(i-gin.8); 

et par la force horizontale, 

p'K - 3p K - Q . sin.cu+p'p'K. cos.9. 

Soit AY la rksultante de cos forces, et nommons -la R:, 

R . sitk.8 = p'K + Q . cos. car-p'K. ( L - s h e ) ;  

R . cos.0 =(p'-ap) .K+p'K . cos. 8 - Q . sin. rn ; 

cctte rthltante &ant perpendiculaire A AD, on aura 

d'oh l'on tire 

(p'-ap) .K.sin.g=Q .cot~((a-8). 

sin. 8, Q , et  cos.(cllT-e) &ant positifs, lorsque la courba A R  
est convexe ; le facteur p'- 3 p  doit &re positif, ou l'intensitt? p 
doit &re moindre que I p ' .  

Si l'on rapprocha ce rc5sultat, du prdcddent; on voit que lasurface 
du fluide dam un tube, sera concave ou convexe, iuivant que p 
sera plus grand ou moindre que tp'. 

Le tube &ant capillaire, la surface approchera d'autant plus 
de celle d'une demi-sphhre convexe, que p sera plus petit; et  si p 
est nul 011 insensible, cette surface sera celle d'une demi-sphbre. 
En effet, supposons slors que cette surface ASC soit celle d'uue 
demi-sphere ( j ig .  9). En la continuant au-dessous de A, on formcra 
zine sph&reASCB. En supprimant par la penade, lefluide ABCNM,  
et  faissnt abstraction de la pesanteur, il est visible clue tous 
SUPPL. LIV. x. G 
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les points de la  surface ASC seront animes par des forces 
tSgales et  perpendiculaires i cette surFace; le fluide sera donc 
en bquilibre. Rdtablissons maintenant le fluide supprime; il 
est facile de voir que AM &ant tangent Q la sphere , Paction 
du fluide MAB sur le point A , sera incomparablement plus petite 
que Paction de la sphCre sur ce point ; on peut donc la nCgliger , 
et A plus forte raison , on peut nkgliger l’action du mkme fluide 
sur les autres points de la surface ASC; I’Bquilibre a donc lieu 
alors, lorsque la  surface convexe du fluide est celle d’une demi- 
sphkre. Entre la limite p = 0 ,  et p = 4 p‘, la surface devient de  
moins en moins convexe. Elle est horizontale, lorsque p = p’ ; 
lorsqu’il surpasse f p’, la surface devient de plus en plus concave, 
et enfia elle est celle d’une demi-sphkre, lorsque p i p‘. 
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S E C O N D E  S E C T I O N .  

Cornpamison de Za Thkorie pr&c&lente, avec I’expbricnce. 

13. ON a vu, dam les nw 5 et 7 , que suivant la thdorie, un 
floide s’klkve ou s’abaisue dans les tubes capillaires de m&me 
matiere, en raison inverse de leurs diamktres ; qu’entre deux plans 
verticaux e t  parallkles , trks-proches 1’m de l’autre , le fluido 
s’dlt?ve ou s’abaisse en raison inverse de leur distance ; enfiti, 
que 1’8l&vation ou la ddpression dn fluide entre ccs plans est la 
m h e  que dans un tube dont le demi-diam5lre iriterieur est &gal 
A cette distance. Ces divers phenomhnes ont BtB observes depuiu 
long-temps par les physiciens, cornme on peiit le voir par le passage 
suivant de l’Optique de Newton (question 31  ). 

Q( Si deux plaques de verre planes et polies ( supposez deux piBces 
Y d’un miroir bicri poli ) , solit jointes ensemble, lcurs cGt4s 
)D paralklcs, et ir une trhs-petite distance l’ua de l’autre , et que 
N par leurs extc6mitis d’en bas, on les enfonce un peu dans UII 

)) vase plein d’eau; cette eau montera entre les deux venres, e t  
Y B mesure que lea, plaques seront moins bloigndes, l’eau s’dleverrt 
u B une plus grande hauteur. Si leur distance est environ la 
)) centibme partie d’un potice, l’eau montera A la hauteur d’en- 
n viron un pouce; et si la distance est plus grande 011 plus petite, 
Y en quelque proportion qiie ce soit; la hauteur sera h-peu-pr8s 
1) en proportion rkciproque A la distance. Car la force attractive 
B des verres est la rileme, soit que la distance qu’il y a entre eiix 
Y soit plus g r d e  ou plus peti te,  et  le poi& de I’eau attirbe en 
P haut  est le meme, si la liautenr de l’eau est rdciproquement 
N proportionrielle A la distance des verreu. C’est encore ainsi qua 

G2 
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B l’eau monte entre deux plaques de-marbre poli , lorsque leurs 
Y cOtds polis sont parallkles , e t  B u’ne fort petite distance l’un de 
3 I’mtre. Et si l’on trempe d a m  urie eau dormante, le, bout d’un 
3 tiiyau de verre, fort menu; l’eau montera dans le tuyau B une 
3 hauteur qui sera r6ciproquement proportionnelle au  diamktre de 
3 l a  cavitB du tiiyau , et Bgalera la  hauteur ii laquelle elle monte 
P entre les deux plaques de verre, si le demi-diamktre de la cavite 
3 du tuyaii est kgal B la distance qui est entre les plaques, ou A- 
Y peu-prks. DU reste, toutes ces expdriences rkussissent aussi bien 
L, dans le vide qu’en plein a i r ,  coxlime on l’a BprouvB en prCsence 
)D de la SociBt6.Royale; et parconsdquent elles ne dependent en 
P aucune manibre, du poids 011 de la pression de l’atmosplibre B. 

MM. Hniiy et Tremery ont bien voulu faire,  B ma pcibre 
quelques expdriences du mCme genre. Dans un tube de verre de 
deux millimbtres de diainktre inthrieur , ils ont observe 1’6lbvation 
de I’eau au-dessus d u  niveau, de GmL,75; et celle de l’huile d’orange, 
de Pi,4. 

Dans un second tube de verre de { de millimbtre de diamhtre, 
I’bldvation de l’eati a Ctb de IO millimktres, et  celle de l’huile 
d’orange , de 5 millim8trea. 

Dans un troisikme tube de verre de 5 d e  milliniktre de diamhtre, 
l’&lkvation de l’eau a Ct6  de 18’”’,ti, et cellc de I’huile d’orange, 
de g millinibtres. 

Si l’blbvation des fluides suit la raison inverse du diambtrc des 
tubes; le produit de cette elthation par le diamhtre correspo5dant 
du tube,  doit Qtre le merne pour tous les tubes, et ce produit rdduit 
en millirnktres carres , et divisb par un millim&tre , donnera I’as- 
cension dii fluide dans un tube dont le diamktre est d’un mil1irni.tr.e. 
15n multiplian t ainsi chacune des Clkvations prtcddentes , par Is 
diambtre correspondant du  tube; on a les trois risultats euivaiis 
ponr l’ascension dans un  tube d’un millimbtre de diambtre. 

€1 13 il e d ’ora n ge. 

. 

Eau. 
I. tube. 1 3mr,50 ; W,S ; 

ITT. tube. t 3‘“’,875 j 6A‘, 7 5.  
11. tube. 13““,333 ; 6m’,6667 ; 
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I,e pau de diffkrence de ces rgsultats , soit relativement ii I’eau, 
soit relativement b l’huile d’orange, prouve I’exactitude de la loi 
de 1’61Cvation des fltiidcs, en raison inverse du diambtre des tubes. 
Le milieu entre ces resultats donne l’bldvation de l’eau dans u n  
tube d’iin inillimhw de  diambtre, &ale B 15~~,56g;  et celle de 
l’huile d’orange , Cgale Q 6“’,7389. 

Les deux premiers tubes dont nous venona de parler , Pun de 
deuxmillimktres, etl’autre deT 4“‘ de diamktre , ont et& employds 

pow dCterminer l’abaissement d u  mercure au-dessous du  niveau. 
Your cela,  ils ont Ct6 placgs dans un bain de mercure, B une 
profondeur que l’on a niesurde avec exactitude. Ensuite,  ayant 
fait glisser sotis leur base infdrieure, un plan trbs-uni qui ern$ 
c h i t  le fluitle de s’tkoulcr; on les a relir6s d u  ba in ,  et Yon a 
mesurd la hauteur de la colonne de merciire, au-dessiis de ce plan. 
La difl&cnce dr cette hauteur, la longueur de la partie plongde 
du tube, a donnt? l’ahaiosement d u  mercure au-dessous du uiveau. 
On a trouvt! ainsi 3’”’,5 pour cct abaissctment dans le tube de 
deux millitiittres de dianibtre, et 5ml,5 pour l’abaissement clans le 
tiibe de de millimbtre de diamktre. Chacune de ces expdriences 
donne 7”“,333 pour l’nbnissement dii mercure da i s  nn tube d’un 
millimktre de diamktre ; on voit donc encore ici l’observation 
exacte clc la loi de l’abaissement des fluides, en raison inverse &tu 
diarnktre des tubes. 

MM. Haiiy e t  Trernery ont parcillenwit obucrv8 I’ascension de 
I’eau entre deux lames de verre, verticales et parallkles, et (listantes 
d’mi millimbtre. 11s I’ont trouvge de Gmn,,5, ce qui  diffkrc t rk-peu d e  
I’asccnsion de l’eau clans un tube d’un nlilliitibtro cle rayon ; car 
cette dernikre ascension doit &re, par les expdriences pr6c&1entesI 
Cgale & la moitik de 13””,569, 011 ir 6 m 1 , 7 8 4 .  Aiiivi le rdsultat de 
la tldorie, suivant lequel l’eau doit s’dlever entre ces plans, autant 
que clans u n  tube d’un rayon &gal i leiir distance,  est conforme 
i t  cette expdrience. O n  a v n ,  dans le passagca cit4 de l’optiquo 
de Newton, qu’ i  un cenlibme de pouce anglais de distatlce entre 
deux plans de verre , correspoiidait une klbviltion de l’enu , &ale 

t un pouce. Le produit de ces deux quantitks est 7;; , le poiice I P P  . 
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anglais est de 35m’,39r8; ainsi - est Bgal u- ou & 
6mi-mi,4474. En divisant par I ” ~ ,  on aura 6mi,4474 pour l’ascension 
de l’eau entre deux verres plans paralleles Bloign6s l’un de l’autre 
d’un millimbtre, ce qui differe peu du resultat prdcddent. 

O n  a vu dans le no 7 ,  que si d a m  tin tube cylindrique on in- 
troduit un cylindre qui ait le meme axe que le tube; 1’Qldva- 
tion de l’eau dans l’espace circulaire compris entre Ja surface 
inthrieure du tube,  et lasurface du cylindre, est Bgale 91’dIb- 
vation de  I’eau dam un tube qui a pour rayon, la largeur de cet  
evpace circulaire. Une des limites de ce cas gknkral, est le cas 
particulier o t  les deux rayons, tant du cylindre que du tube, sont 
infinis, et alors on a celui de deux plans parallbles trks-proches 
l’un de I’autre. On vient de voir le resultat gtSn6ral v6rifib cetfe 
Iimite, par l’expdrience. L’autre limite est celle ob le6 rayons 
du tube et  d u  cylindre sone tr&srpetits. Pour  verifier, dams ce 
cas, le rCsultat de l’analyse; M, Haiiy a pris un tube de verre 
bien calibre , done le diarnktre intErieur h i t  de cinq millim~tres. 
71 a plach ail-dedans un cylindre de verre dont le diambtre 6tait 
de trois millimttres, et il a pris toutcs les prdcautions necessaires 
pour faire coi’ncider I’axe du tube avec celui du cylindre. En 
plongeant ensuite clans I’eau , le tube et le cylindre ainei dispo- 
s6s j il a observe l’dldvation de ce ff iiide clans l’espace circulaire, 
Q trbs-peu-prks de sept millimbtres, et un peu au-dessous. La lar- 
geur de l’espacc circulaire &ant ici d’un millimktre, l’eau devait, 
par la thdorie, s’y klever cotnme entre deux plans parallbles dis- 
tans d’un millimhtre, et parconsdquent , cette dlbvation de- 
vait Qtre de gmi,784, ce qui s’accorde parfaitement avec I’expd- 
rience. Ainsi le resultat gdndral de la thdorie sur I’dlCvation de 
l’eau dans l’espace circulaire compris entre un tube et un cylindre 
inttkieur, se trouve vbrificS A ses deux limites. 

Les rdsultitts de l’expbrience doivent varier un pen avec la 
terppdrature : on peut supposer les experiences prdcddentes , faites 
k la tempirature de dix degrds du thermombtre centigrade. Toutes 
ces exphiences exigent des attentions particulikres, soit pour bien 
calibrer les tubes, soit pour avoir exactement leurs diambtres , 
soit eiifin poar que les surfaces ne soient ni stches, ni trop 
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humect8es. Dans la mesure des dldvations d’un fluide, il faut 
tenir le tube plong8 dam la fluide; car en le retirant, la goutte 
qui se forme k sa base infdrieure doit Clever le fluide dam le 
tube. I1 faut encore mesurer ces Bldvations depuis le niveau du 
fluide dans le vase jusqu’au point le plus bas de sa surface dans 
le tube, si le fluida s’y dlkve; ou jusqu’au point le plus haut, 
si le fluide s’y abaisse. 

14. Un des phdnornknes capillaires les plus intkressans et les 
plus propres A vCrifier la thdorie prCcddente , est celui de la suspen- 
sion d’une goutte de fluide dans un tube capillaire conique, ou 
entre deux plans formant entre eux un trbs-petit angle. Nous en 
avons donne l’analyse dans les no* g e t  IO, et nous allons ici 
la comparer Zr l’expdrience. HauksbrSc a fait avec un grand soin , 
l’expdrience d’une goulte d’huile d’orange suspendue entre deux 
plans de verre. Voici comme il la rapporte : 

a J e  pris deux verres plans, chacun de vingt pouces de longueur 
)) et de quatre pouces de largeur; celwi dont je me scrvis pour 
L, plan inf&ieur, avait sa surface parallble B l’horizon, et au 
L, centre de son axe (*). Apant bieii nCfoyd les verres, je les 
B frottai avec un morceaii de toile propre, trcmp6 dans I’huilc 
8 d’orange. Je  laisvai tomber ensuite unc 011 deux gouttes de 
w cette huile sur le plan infthieur, prbs de son axe, et je fis des- 
> cendre deisus, l’autre plan de verre.. AussitOt qu’il toucha lcs 
B gouttes d’huile, elles s’dtendirent considh-abletnent entre les 
D surfaces de ces verres; mais par le moyen d’unc vis ,  j’cilevai 
x, un peu le plan suptSrieur di i  cbtd libre, et l’hoile flit atissit& 
N at t ide en uue seule masse forinant un globiale contigii anr  
)) deux surfaces de verre, et qui s’avanp vers les points de l a i r  
Y contact. Quand elle flit A detix pouces de l’axe; en faisant fairt  
)) un angle de 15’ aux bords qui se touchaient , elle resta sus- 
P pendue sans aucun mouvement. Ayant fait retomber les bords 
Y des plans; In goutte s’avanqa jasqii’h quatre poucc.s de ]’axe, 
8 et il fallut urie BlBvation dc 35’ pour l’arrkter. A six pouces, i l  

(*) Cen plans Re touchaient par deux de leurs bords, et l’axe Ctait p l ~ 4  ail 
bord oppost du plan imfcriewr. 



56 M ~ C A N I Q U E  C ~ L E S T E ,  
1) fallut un angle de 35’ ; h huit pouces , de 45’; la dix pouces; 
2, d’un degrd. A douze pouces de l’axe, 1’6ldvation fut de I O  45’, 
Y et ainsi du reste, suivant les diverges stations de la goutte , 
w comme on peut le voir dans la table suivante, que j’ai faite 
B avec une grande precision, d’aprks un grand nombre d’exp8- 
Y riences qui diffdraient trhs-peu les unes des autres. I1 faut ob- 
)) server que quand la goutte est parvenue sur les plans, &-pew 
Y prbs A dix-sept pouces de l’axe , elle devient d’une forme ovale, et 
Y A mesurequ’elle monte, safiguredevient de plus en plus oblongue; 
Y e t  b moins que cette goutte ne soit trks-petite; en continuant 
9 de s’avancer vers les bords qui se touchent, elle finit par se 
w partager ; une partie descend et l’autre monte. Mais d’une goutte 
9 ainsi divide, je trouvai qu’il fallait, pour balancer l’action de  
P la pesanteur A dix-huit pouces de distance, un angle de 22*, 

B d’Cl6vation. C’est I’angle le plus grand que j’aye pu observer. 
B Les plans 6taient s6parCs Q lcur axe, d’environ de poucc. 
Y ,Je ne trouvai dans cette expdrience, qu’une tr&s-l&gbre diffd- 
8 rence entre les petites et les grandes gouttes d’huile. Les angles 
>) furent mcsurds avec un quart-de-cercle de prks de vingt poucee 
P de rayon, divisd en degrds et en quarts de degrb , et tracd sug 
B un papier s. 

Dirtanccr B l’aso, em pouces. Anglei d’dldmtion , on dcgr6 scxngbimrur. 

w .  ......................... 15’ 
4.. .  ........................ 35 
6 ........................... 35 
8 ........................... 45 

I2 I 45 
1 4  = 45 
1 5 . .  4 0  
16 ........................... 6 o 

IO........................... 1. 0‘ 

........................... 

........................... 
......................... 

17 ........................... 10 0 

88.. ......................... 33 OI 

Hau ku b 4c 
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Flauksbde ne dit point si les distances h l’axe sont comptder 

d u  milieu de la goutte; mais il y a lieu de croire que cela est 
ainsi ,  d’aprbs UD passage de I’Optiqiie de Newlon, que nous ci- 
terons bientbt; nous partirons, dans les calculs suivaus, de cette 
supposition dont l’inexactitude n’influerait que trbu-peu sur leur 
resultat. 

Si I’on nomme Y l’inclinaison A l’horizon , d’un plan intcrmtS- 
diaire ayant une commune intersectidn avec les deux plans dont 
on vient de parler , et divisant dgalement I’augle qu’ils forrnent 
entre eux; si de plus, on nomme 12 la hauteur h laquelle le fluitle 
s’bleverait entre deux plans verticaux et  parallbles , dont la clis- 
t a m e  serait celle des deux premiers plans h m e  distance b de 
leur commune intersection; enfin, a i  l’on nofime a la distance 
du milieu de la goutte, A cette ligne d’intersection j on aura k 
fort peu-prbs par le no IO, 

Dans I’expdrience prBcBdente, lcs plans 6faient CloignBs de ;1;F do 
pouce anglnis, ir vingt pouces de  distance d e  la ligne d’intersection, 
ou Ieur axe placcf l’extrimiti de ces plan$; lcur distance mutuelle 
n’&tait donc que de pouce, 21 dix  pouces de distance. Supposons 
b Cgal 21 dix pouces anglaia. Un demi-millirnbtre de distanceentre 
deux plans verticaux et parallbles, corrcspondant, par le no prd- 
cedent, une tSlCvation de l’huile d’orange, Bgale ii 6mr,73S9 i 
on aura 

it &ant BvaluB en pouces anglaici. On a vu dans le no prMdent,  
que le poucc anglais renferme 2Pr,3918j on aura donc 

l?  

(n5,3918)’ 3n 
- .@I7389 ,, !a = - . ?I? j 

cc qui donne 

La formule prCcCdente devient ainsi 
SUPPL. LIV. x. 1. I 
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16.6,7389 loo 

10. (05,3918)' a' ' sin* y = - , ~ 

u Ctarit dvaln6 en pouces anglais. 
L'angle form6 par les deux plans de verre, dans I'expCriencc, 

cet angle est de 10'44". Le  plan id&- ayant pour sinus 16.20pj 

rieur ayant 6tB place horizontalement au commencement de l'ex- 
perience; il est clair que pour avoir l'inclinaison Y du plan in- 
termddiaire, i1 faut dittiinuer de 5' 22' toutes les inclinaivons de 
la table d'i-lauksbbe. I1 faut ensuite retrancher de aop , les nombres 
de pouces de la mQme table, pour avoir les valeurs successive8 
de a. Cela p o d ,  on aura la table suivante : 

1P 

Distances en poaccs, 
du milieu clc la ~ o u r i c ,  

A 1'in~rsect.dcu~llani. 

l a p  . . . . . . .  
1 6 . .  . . . . . .  
I 4  . . . . . . . .  
l a . .  . . . . . .  

8 ........ 
6 .  . . . . . . .  
5 ........ 
4. .  ...... 
3. . . . . . . .  
a .  ....... 

IO....... . 

Difftircnrc tlc: la  v : h  
calcnlce L la vnlcu 

forniule pricitlcnte. aliquocea cell 

Valeurs ot)servdes de y, 

sexagL:simaux. 

Vnlours ca,role'cs pnr 
el l  tlc!glL:Y <JhUI?l'V<:C 7 en [BUI'iC 

dsmibrc valeitr 

.... . .i-' .9'38". . . . . . . . . .  .17'44"..  . . . . . . . . .  

. . .  .39 38. . . . . . . . . . .  .39 55. . . . . . . . . . . . . .  ;,, . 

. . .  .54 38. . . . . . . . . . .  .57 ag . . . . . . . . . . . . . .  &. 

..... i o  39' 38" . . . . . . . .  .io ag' 53" . . . . . .  ... i%* 

. . . .  .!A 39 38. . . . . . . . .  . 2  39 4 5 .  . . . . . . . . .  .+. 

. . . . .  3 54 38 . . . . . . . . . .  3 50 6 . . . . .  . . . . .  . &. 

. . . .  .5 54 3 8 . .  . . . . . . .  . 5  59 58.. . . . . . . . . .  1-. 

. . . .  .9  54 38 . .  . . . . . .  .IO 4a 3 1 . .  . . . . . . . . .  A 
54 3 8 . .  . . . . . .  .r4 4% 49. .  ....... ..et. 

' , a *  

..... 19 38 . . . . . . . . . . . .  aa 27 . . . . . . . . . . . . . . .  3. 

... .a9 38. . . . . . . . . . .  .2g so. . . . . . . . . . . . . .  yly. - 
I 

t i "  

l a *  

. . .  

Les valenrs calculCes de Y s'accordent avec les valeurs ohser- 
d e s ,  aussi bien qu'on doit l'attendre d'une formule qui n'est 
qu'approchke, et d 'observations dans lesquelles les fractions d'un 
quart de degr6 n'6taient qu'estimbes. C'est vers leu limites de la 
plus petite et de la plus grande distance de la goutte Q la ligna 
d'intersection des plans, que les di!Erences sont les plus consid6 
rables; et il est visible, par l'aaalyse du n o  LO, qiie cela doit 
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&re; parceque dans la plus grande distance, la goutte n’a pas 
encore assez de largeur, relativemeni Q son dpaisseur; et  dam 
la plus petite distance, sa largeur a un trop grand rapport A sa 
distance de la ligne d’intersection. 

C’est ‘ A  celte experience d’HauksbCe, que se rapporte le passage 
uirivant de Newton , dans son Optique (question 31 ) : Si I’on 
Y prend deux plaques de verre planes et poiies , de troie ou quatre 
P pouces de large, et  de  ao ou 25 polices de long; qu’on les 
P couche, l’une parallele Q l’horizon , et l’autre sur celle-18, de 
B telle manikre qu’en se touchant par une de leurs extrdmiths, 
P elles formentun angle d’environ 10 ou 15 niinutes; qu’auparavat~t 
s on ait mouill6 leurs plans iiitdrieurs avec un linge net trempk 
1) dans de l’huile d’orange ou dans de l’esprit do tbrdbenthine , et  
D qu’on ait fait tomber une ou deux gouttes de cette huile ou d e  
P cet esprit sur l’extre‘mitd du verre infdrieur , la plus 6loignBe de 
P I’angle susdit : aussit6t que la plaque superieure aura et6 placee 
3 sur I’infdrieure desorte que ( comme on vient de le dire),  elle 
)) la touche par un bout, et qu’elle touche la goutte par l’autre 
F bout , leu deux plaques faisarit un angle d’environ IO ou 15 
Y minutes : dCs-lors la goutte cornmencera de se rnoiivoir vers lea 
Y deux plaque!, de verre, et continuers Q se mouvoir d’un mow 
8 vementaccdldrd , jusqu’A ce qu’elle y soit parvenue; carler deux 
9 verres attirent la goritte, et la font courir du c8tB vers lequel 
I) les attractions inclinent. Et si, dam le temps que la goutte est 
9 en mouvement, vous levez en haut l’ertrdmitf: des verres par 
1) oh ils se touchent, et vers oh la goutte s’avance ; la goutte 
P montera entre les deux verres , et parconsequent elle est attide. 
9 A mesure que vous leverez plus haut cette extrdmite des verres , 
B la goutte montcra toujours plus lentement; et  ~’arr€?tant enfin, 
P ella sera autant entrainee en bas par son propre poids, qu’elle 
B Btait ernportie en haut par attraction. F a r  ce moyen, vous 
3 pouvez connailre par que1 degd de force la goutte eet attirda 
R A toutes les distances du concours des verres. 

I) Or par quelques experiences de cc genre kites par feu 
B M. HauksbCe, l’on a trouvk que l’attraction est ptesquc r8ci- 
D proquernent en raison doubl6e de la distance du milieu de la 
P goutte I au concours des verres j snvoir rhciproquernent ea 

H a  
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)) proportion simple, B raison de ce que la goutte se repand davan- 
Y tage , et touche chaque verre par une pIus grande surface j et 
)I encore rEciproquement en proportion simple, Q raison de ce que 
Y les attractions deviennent plus fortes, la qtrantitd des surfaces 
P restont la mihe.  Uonc l’attraction qui  se fait dans la m&me 
8 quantitd de surface attirante, est rt5ciproquement comme Ia 
x distance entre les verres; ct parconsCqnent oh la distance est 
)t excessivenierit petite, l’attraction doit &lre excessivementgrande 9. 

Les explications que Newton donne des ph6nomCnes capillaires , 
dans ce passage e t  dans celui qiie nous avons prdcedemment rap- 
port&, sont bien proprev Q faire ressortic les avantages de  la thdorie 
iuathdmatique et precise , expos& dam la prernikre section. 

r5. On a vu que l’eau s’6lEve dans un tube capillaire, par l’effct 
(IC la concavit6 de sa surface intdrieure. L’effet de la convexit4 
des surfaces dcvient sensible dam 1es expdriences suivarrtelr. 

line petite profondeilr , ut1 tube 
capillaire; qu’ensuite , ayant f‘erm6 avec le doigt, l’extrdmiti. iofts- 
rieure du tube, on le retire de I’eau. En &ant le doigt, on voit le 
fliiide s’abaisser dans le tube,  et former une gout(e d’eau A sa 
base infkrieure. Maiv lorsqu’il a cess6 de clescciidre , la liariteur 
de la colonne rcste toujours plus grande que I’dlevation (le I’eau 
dam le tube au-dessus du niveau , lorsqu’il etait plongd dans ce 
fluide. Cet excbs est dh ti  l’action de la goutte d’eaii sur la colonne; 
car il est visible que dam cette expdrience, la concavitB de la sur- 
face intdrieure de la colonne , et la convexit6 tie sa surface extb- 
rleure au tube, et qui est c e b  de ia goutte e k ~ ~ ? r n e  , COntribUCnt 
4 Blcver l’eau dam le tube. 

A B  C ( j g .  I I ) est un tube capillaire recoiirbt.? , dont lrs 
branches sont d’indgale longueur. E n  le plongeant vertical’ement 
dans l’eau , de maniere que sa branche la plus courte A B ,  y soit, 
entikrement plongCe; l’eau s’dlevera dans la branche BC au-desaus 
du  niveau, h une hauteur que nous representerms par  FG. Ih 
retirant le tube de l’eau , il se forme b l’extrdmitd A , une goutte 
A N O ;  et Iorsque le fluide est stationnaire dans le tobe, on ohservr~ 
qu’cn menant par le Rommet N de la goutte , l’horizontale Nl‘, 
la hauteur 1‘6‘‘ de l’eau dam la plus longue branclie, surpassc FC. 

si l’on enfonce dans l’eau , 
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Si avec le doigt on Ote successivement lcs gouttes qui se formellt 
en A ,  cette liauteur diminue graduelleriient; et lorscjue 1’011 est 
:i<iisi  parveriu A rendre l a  surface de l’eau A ce point, plane e t  
ct  horizontale ; alors 1’616vation de I’eau datis la branche n~;, 
an-dessus de l’liorizontale A l  , est &$e h FG. Enfin, si 1’011 

rcstitue succcssivenicnt de nouvellcs gouttes d’eau B l’extrbmitd A; 
la surface de l’eau h cette extrdmitb redcvient coiivexe, e t  le fluitle 
~’6lBve de plus en plus dans la braiiclle B C ,  ensorte que leu 
p116nonikaes pr6ckdens se rcproduisent clam un ordre inverse. 
L’excks de In hauteur de la aolonne d a m  la branche B C ,  sur la 
Iinuteur E’<;, pnrait daas ces expdriences , rdpondre h la convexit6 
(le la stirfice A N O  : i l  faudrait, pour s’assurer de I’cxacto corres- 
pondance , mesurer la largeur et  la fl6che de cette surlace. Mais 
In grande difficult6 de ces mesures n’a pas perniis de les faire. 

L’cffet tl’unc surface plus ou moiris convexe est encorc? sensible 
dam I’exp8rience suivante. AB C (.$g. 1 2 )  est ui i  syphoii cap& 
laire qu i  renferme uiic colonne ABC de mercurc.. On inclinc le 
tlibe dti cot6 A :  le inerciire alors parvient jusqu’en A‘ dans la 
branche AB,  et se rctire jusqu’en C” dam la brariche BC’. I‘n 
relevant lcntement le tube, le mercure de la branche AB revielit 
vers A ,  tandis que celui do la brauche RC revietit vers C. Otl 
observe alors que la  surface du mercure, clans lit brmclie A B  , 
est nioint; coiivexe que celle du  mercure dans la branclie B C ;  et 
si par le sommet de la preniihre de ces deux surfaces, on c o n p i t  
tin plan liorizontal, le somtnet de la secotide surface est au-dessoua 
de ce plan. Cette diffirence daiis la eonvexitd des dcux  ourt‘iices, 
tierit au  frottemeut t l u  triercure contre 1 ~ s  parois d i i  tube : les parties 
de la surface dans l a  braiiclie AB, qui se relirent vers A ,  et qui  
touchent le tube, sont i i ~ i  peu nrr&hs par ce frottenient , tandis 
que leu parties (la milieu de  cette surface n’Cprouvent poilit In 
m$me ol)stacle ; e t  de I A  doit r8r;ulter uiie surface moiiis coiivcvc; 
au lien q ~ i e  le m h i e  frottemcnt doi t protluire un eKct coiitraice 
stlr la surface tiu iiieccuce de la brarlche Bt:. Or (le ce ~ I I C  la 
preniibre de ces surfaces est moins convexe qiic la secontlc, il en  
rdsulte que le mercure dproiive par son action sur l u i - i i i h b  , iiiic 

moindre pression dans la  branclie B A  que daus la branclic B C ,  
et qii’ainsi sa hauteur daw la prernitre de ces deux LrallcIlt‘s 
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doit surpasser un peu sa hauteur dans la seconde, ce qui  est con- 
forme 8 l’expdrience. Un effet semblable s’observe dam un baro- 
mktre, lorscju’il monte ou lorsqu’il descend. 

I 5. Les syphons capillaires offrent quelques phdnomhes qqi  
sont encore un resultat de la thCorie. 11s ptuvent &re ramenCs 
A ce phenom&ne general donnd par l’expdrience. Si l’on plonge 
dans nn vase d’eau, un syphon quelconque ABC (fig. 1 3 ) ,  
dont Ies deux branches soient d’bgale ou d’inbgale largeur, et 
qu’ensuite on le retire; l’eau ne s’6coulera pas de la branche la 
plus longue BC, si la diff6rence des deux branches du syphon 
est moindre que la  hauteur E’G 21 laquelle le fluide s’kleverait 
dans un tube de meme largeur que celle de la branche AB. Pour 
faire voir q u e  ce rdsultat est une suite de notre theorie; suppo- 
sons que le fluide, en s’dcoulant par la branche C, ait pris la  
position oiuBC, le point a Gtant trhs-voisin de l’extrCmit6 A. Soit 
alors 7 la hauteur de B au-dcssus de la surfacc aio; la pression 
q u e  le fluide dprouve en i milieu de la surface d o ,  scra & d e ,  
1.. A la pression de I’atmosphkre, que nom ddsignerons par P ;  
ao. i l’action du fluide sur lui-m&me, et qui est Bgalc Q K--g.FG, 
g &ant la pesanteur ; 30.21 la pression de la colonne 4, prise avec 
le signe - , ou a -gq. Ainsi un canal infiniment Etroit passant 
en i par l’axe du syphon, sera press6 de bas en haut par lo 
force 

y‘ &ant la hauteur du point B au-dessus du point C; le fluide 
au point C sera pareillement pressi de bas en haut, par la force 
P+K-gq’, si la surface du fluide est plane en C’, ou par une 
force plus grande, si cette surface est convexe; et l’un ou l’autre 
de ces deux cas doit avoir lieu , pour que le fluide code  en C, 
ou tende h couler. Dans cette supposition cette seconde force 
doit &re moindre que la prkcddente; la diffdrence 

P+K-g.FG-gq. 

doit Qtre m e  quantite positive, et parconsbqueat l’excb 9’1-9 
de la brancbe la plus longue sur la  plus courte, doit &re Egal 
ou plus grand que ECj ce qui est le resultat meme de l’erpd.: 
rience. 
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En gCnCral, si l'on compare Q notre thdorie, les divers phd- 

n o m h e s  capillaires observCs avec soin par les physiciens ; on 
vena  qu'ils en sout autant de corollaires. 

16. I1 nous reste prdscntemeot B rapporter les expkriences que 
l'on a faites pour dktcrrniner la coucavitd ou la convexilt! des 
siirFaces des Auides , clans les tubes capillaires. Les pliysiciens 
n'ayaiit jusqn'ici eotisid&ld la coiirbure des surfaces, clue comme 
un efGt  secondaire, et  non conime la cause principaie des phd- 
nomimes capillaires; ils ae sont peu occiipds de fa dkterminer. 
MM. Naiiy et TI.chiwy oot bien voulu, A ma prikre, ddtermiticr 
celle de la surface de I'ettn. 11s oiit iutroduit dam tin tube A B  
(Jig. 14) de deux miliimi:lres de diarubtre intdrieur, une colonnu 
d'eau MnznN; et aprks avoir fermt? le tube Q ses deux e x t r h i -  
I C s ,  its I'ont tenu vertiralerrient, et i l u  ont meuurd avec beau- 
coup de soin les deux longueurs Mrn et Ii, I et i &ant les points 
les plus bas des deux suifaccs JIIN et ntin. La diffJcence Mti-Ii 
leur a donut? la sonime des deux flbchc-s 213 et ip, et ils ont trouvB 
cette sonime &gale B t i . M N .  Suivaiit I'analyse du  11' 5, cette 
sornme serait Bgale B MN, si I'angle que nous avons ddsigiit? par 6' 
dans ce numhro , dtait un  angle droit, 011 si Ics surfaces de I'eau 
&taient tangentes aux par& du tube. Mais on doit considdrer 
qu'en les supposant tangentea, on ne peut pas observer cxacte- 
ment les points de contiugence. Ce qne \'on n pris pour Io point M, 
est un point o i  la surface de I'eau commence cluilter sensible- 
nient les parois du tube; et il est facile de s'assurer que pour 
troiiver I I ' + I ' ~ = S . M N ,  il sufit d'nvoir prig pour ill et n z  des 
points qui ne s'hcartent du tube , que de O ' ~ ~ , O ~ ! ~ C ; ,  ce qui n'est 
point invraisemblable. L'exphrience prkckdciite parait dime indi- 
quer que l'angle 8' est droit ,  pour l'eau relativetnent a11 verre : 
l ine experience semblable , faite sur l'huile d'oraiige, conduit au  
mQriie rhsultat. Airisi I'm peut croire avec vraiaemblatice, que les 
surfaces de l'enu, de l'hnile , et g6nCralcment des fluides qui 
moiiillent le verre, aont B trbs-pew-pr&s demi-sph8ric~iies dam lcs 
tubes capillaires. 

En determinant de la meme mnni iw,  la surface convexe d i i  

mercure dans un tube de verre trbs-dtroit; on rl observC qu'elle 
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est A-peu-prks celle d’une demi-sphkre. Si 1’011 rapproche ce re‘- 
sultat de celiii que nous m o n s  donne ci-dessus, sur l’abaissement 
du  niercure au-dessous du niveau,  dans les tubes de oerre, trbs- 
Ctroitu; on pourra corriger de I’effet de la capillarild, les bau- 
teurs du barodtre .  Cet effet est nu l  dans les baronittres Q tleiix 

branches d’dgale largeur; rnais dans les baromh1res tbrmCs d’un 
tube plongear~t d a m  une large cuvette, I’efJet capjllaire devient 
d’autant plus sensible, que le tube est plus Ctroit. La hauteur 
baromdtrique cornptde du somniet tle la colonne cst toajours 
moindre que celle q u i  est d u e  Q la pression de I’atmosph~re; ainsi 
I’on voit combien est faative la mPthoda de quelyues observa- 
teurs qui  mevurent la hariteur du  baromktre, tfepuis le niveau 
jusqu’aux points oh la surface supdrieure de  la colonne touche le 
tube. Pour  ramener les hauteurs d a  barombtre, ir celles qui r4- 
sultent de la pression de l’atmosphbre, et  pour rendre ainsi les 
divers bnromCtres cornparables entre eux; il faut corriger ces hau- 
teurs, de I’effet capillaire; et l’on y parviendra en intdgrant par 
approximation, l’dquation diffdrentielle (L) du n* 4. Cctte &quit- 
tion donne en l’intdgrant, 

dz 

les z &ant ici compt6s du haut en bas, dcpuis le sommet de la 
surface de la colonnc. - est l’effet capillaire, ou ce qu’il faut 
ajouter A la hauteur du hrom&trc,  pour avoir la hauteur due h 
la pression de l’atmosphbre. On a par ce qui prdcbde, 

II  

gh 

2.ZI.ain.8’ 
-7 =g. 7 m i , 3 3 3 ,  

1 

Soit d ,  le demi-diambtre du  tube, Cvalud en millimktrcs, Aux 
CEZ - 
dU points oh u=Z, on a - -- --- - - sin.& j la valeur de ’isera 1 / 1  +g; l+ 

donc 
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done 
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I’intdgrale &ant prise depuis U = O ,  jusqu’g u c  1. 
II faudrait connaftre z en fonction de u ,  pour avoir cette in- 

tCgrale. On peut la dbterminer par l’exptSrieiice, en observant 
que ~ J i u d u  est l’espace cornpriv entre la surface du inercure B 
l’extrkrnitb supbrieiire de la colonne, la surface du tube, et 1111 

plan horizontal men6 par le sommet de la colonne; espace que  
l’on peut mesurer avec prdcision , par le poids du merciirc nC- 
cessaire pour le remplir. 0 1 1  pourra donc former, soit par l’ana- 
lyse, soit par I’expCrience, une table de correction de l’effet ca- 
pillaire dans les bnrombtres, relative aux divers diamhtres de Icurs 
tubes. Cela suppose que ces tubes sont de la meme nature; niais 
la diffdrence entre leurs matikres est peu considdrable; et d’ail- 
h r s ,  l’action des tubes sur le mercure, devant &re trhs-petite , 
pour que la surface de ce fluide dam les tubes trks-dtroits, soit 
A-peu-pr8s celle d’une demi-sphkre; cette diff6rence ne peut pa3 
avoir d’influence sensible Bur les hauteurs du barombtre, 

F I N. 

EUPPL. LIV. x. 
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S U P P L E M E N T  

A LA TH&ORIE 

DE L’ACTION CAPILLAIRE. 

L’OBTBT de ce Supplhent  est de perfectionner la theorie qua 
j’ai donnh, des phdnombnes capillaires ; d’en &endre les appli- 
cations; de la confirmer par de nouvelles cornparairons de 
resultats avec I’expdriencc ; et en prdseniant, sous un nouveau 
point-de-vue lea cffets de l’action capillaire dc mettra de plur 
en plus en Bvidence l’identitd des forces attractives dont catte actioq 
dOpead avec celles qui produisent les affinitdr. 

L’bquation aux diff6rences partielles du ne 4 de ma ThCorie de 
l’action capillaire a BtB conclue Ctu principe de 1’6quilibre des 
canaux. Ce principc consiate en ce qu’une masse fluide homogbne, 
animh par des forces attractive8 cat en Lquilibre ; si l’bquilibre 
a lieu danr un canal quelconque aboutissant par ses extr6mitee B 
la surface du fluide. On peut le ddmontrer facilement de cette 
manitwe. Imaginons dans l’intbricur du fluide, un caual rentrant, 
d’une largeur iafiniment petite et uniforme. Si d’un point attitant 
pris colgrne centre, et d’un rayon quelconque on ddcrit uno 

a* ~ U P P L .  LIV. x. A 
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surface sphdrique qui coupe ce canal; si du mCtne centre , et 
cl’un rayon infiniment peu diffdrent d u  premier, on ddcrit Line 
secondc surface j chacune de ces surfaces rmcontrera le canid, au 
moins en deux points, et elles intercepteront au nio in~ deux por- 
tions infiniment petites de ce canal. I1 est visible que les deux 
colonnes de fluide , comprises dam ces portions , seront animBes 
d’dgales forces attractivm; e t  comrne elles ont la  m5me hauteur 
dans la direction dbe ces forces, elles se feront mutucilement &pi-  
libre. O n  voit donc que le canal entier sera en Bquilibre par l’action 
tlu point attirant ; d’oh ii rhsulte que l’dquilibre aura lieu, que1 que 
mit Je norhbre de osc p i n t s .  Imaginom maintenant , qu’iine por- 
tion du wad s’dBve jwqu’i la surface d ~ . f l t t i d t ,  aiiivant latiiielle 
i l  soit plie j l’dquilibrc aura encore lieu clans ce canal. En suppo- 
sant donc qu’il ai t  lieu skpa rhen t  dans la partie intbrieure du  
canal,  i l  aura lieu sbparkment dam la portion situde A la surface. 
Ce dernier Cquilibre ne peut sahsister qrie de deux milrdxes; ou 
parce qu’Q chiique point d u  canal,  la force dont le fluide est 
aaimd, est perpendiculaire A ses ca t&;  ou parce que le fluide 
pressant d a m  un sens, & une des extr&mitBs, cette pression est 
dBtruite par une pression contraire da fluide siiuC vers i’azitre 
cxtrdmit6. Mais dans ce clernier cas, il n’y autait point Cquilit)re 
d a m  la partie du canal, plidc sur la surface, si les deux extrd- 
mitis dece canal aboutissaient dans la partie du fluide de la surface, 
qui presse dans le m&me sens. Ainsi, dans la supposition qu’il y a 
gdndraleinent Cquilibre dans un canal in tbrieur aboutissant p x  ses 
extr6mitCs it la surface; si l’on conqoit un canal quelconque ren- 
trant en lui-m6me, et  dont une portion soit plibe sur la surface 
du  fluide j l a  resultante des forces qui anjment le fluide dans cette 
portion , doit Ctre perpendiculaire aux cbtdo du canal. Or cela ne 
peut avoir lieu, quelle qiie soit la direction d u  canal qu’autant 
que cette resultante est perpendiculaire A la surface; car en la 
JBcornposant en deux, l’une perpendiculaire, et  l’autre parallele 
i la surface, cette dernikre force ne serait point ddtruite par les 
cBt& d’un canal qui  mivrait sa direction. L’dquilibre clans un canal 
quelconque intdi5eur dont les extremitks aboutissent A la surface, 
est donc nkcessairement lib A l a  condition de la perpendicularif6 
de la force A la stirface, condition qui ,  si elle est satisfaite , tlb- 
tcrmine l’dquilibre de toute In masse fluide, cornmc on l’a C L L  
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clans le premier livre de la Mdcanique Cdesto, Les &io R t’ ions 
conches, soit de 1’bquilibi.a des canaux, soit de la perpentlicn- 
larit6 de la force B la surface, doivent donc &re identiques, ou 
du moins, la differentielle l’une de l’autiw; et il est facile de voir 
qne la seconde est une diff6rentielle de la premiere. Car 1’6qnation 
donnee par l’bquilibre des canaux, ne renferme que des diffdrences 
du second ordre; au lieu que la force tarigentielle A une surface 
capillaire, &ant produite, ainsi qu’on 1 ’ ~  vu dans le no 4 de la 
ThCorie citde, par la pesanteur dCcornposCe paraIl&lernent Q cette 
Swface, et par l’attraction de la difirence de la masse fluide Q 
celle de l’ellipsoi’dc osculateur , diffdrence q u i  depend des diffd- 
rences d u  t r o i s i h e  ordre ; I’bquation resultante de la condition 
de la force tangentielle nulle, on, ce qui revient au mbme, de la 
perpendicularit6 des forces A la surface, renferme des diffirnces 
du troisikme ordre , et par consQuent, e l k  est la diffdrentielle cia 
1’Cquation donnCe par I’c?quilibre des canaux. Mais il est int4ressant 
de s’en assurer it posteriori. C’eat co que je vais faire ic i ,  et il 
en rbsullera line coilfirmation de l’dquatiou fondamentale de ma 
Thdorie, et  un moyen simple d’y parvenir, 

Prenons pour origine des coordonndes , un point quelconque (?e 
la surface, que nous ddsignerons par 0; et pour axe des x , la 
perpendiculaire B la surface Q ce point. La valeur de z donnde par 
l’dquation A la surface, et d6vdopprSe-suivmt les puissances et k s  
produits des deux autres coordonnies rcctangulaires, x et y sera-tls 
cet te forme, 

z c A .  x‘ $- h . z y 3 - B .  y‘ 
+ C .z3 +d .z#y,-+- E .zy* += F e y 3  
+- etc. 

Les trois premiers termes decette expression de z ,  sont relatifs Bl’el- 
lipsoi’dc osculateur de la surface, ou plus exactement, BU paraboloyde 
osculateur ; or l’attraction* ds ce solid6 sur le *point 0 , est &videtu- 
ment dirig6e suivaat Pax8 de z ,  puisque le sdide est syrnetri(1ua 
des cBtt?s O P ~ O S ~ S ,  autour de cet axe j la force tangeatielle du 
point 0 ,  due Q l’action de la masse ent ihe,  ne peut donc rdsulter 
que de l’attraction du eolide dont l’dquation de la surface est 

z F= c .  5 3  +- D . x y  + E xy’+ Fey? + etc, 8 
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stllide qui n’est que la diffirence de la masse entiere, au paraboz 
loi’de osculateur. Pour determiner la force tangentielle due B l’at- 
traction de ce solide diffdrentiel, sur le point 0 ; nommons f , la 
distance d’un des616rnensdeceBolide, h ce point. Nommons encore 8, 
l’angle que cette droite forme avec l’axe des 3. Les attractions sur 
le point 0, n’etant sensibles que dam un trbs-petit espace ; on peut 
considdrer ici les trois droites x, y ,  e t f ,  cotnme &ant dam un 
mbme plan tangent Q la surface au point 0; et l’on peut ndgliger 
les puissances e t  les produits de x et de y , supdrieures au troisieme 
ordre. On aura ainsi pour l’dliment du solide difft-rentiel, 

fdf. d e .  { C. x3 + D .  x’y + E .  xys+ F .y3} .  

Si I’on dCsigne la loi de l’attraction , par Q (f); l’attraclion de 
cat bh&nent sur le point 0, decomposee parallelement ii l’axe des zs 
sera 

f a f  . o ( f )  . ad . cop .  B ~7 - = ~ 3  .+D.  LLy -E E .  XY* + F .yy; 

et parallbtement A l’axe deay e l k  sera 

f df. Q (f) . de. sin. 6 .  { C . x3 + D x:”y + E .  xyn -f- F . ys }. 

O n  aura de plus 
X=f.cos.Oj y;=f . s in .0 ;  

la force tangenticlle du point 0, due & l’attraction de la masse 
fluide , sera donc parallelement aux ~ 1 :  

f . ~ d f .  00. de. { C. cod. e+D. COS?. 0. sin.0+ E .  cosi. 4. sina. e+ F.  COS.^. ~ i ~ 3 . 4 )  ; 

et parallClemeat aux y, elle sera 
jlf4df. 9 (SI. de. { C .  COS?. 0 .  sin. B + D .  coal. 4 .  sinn.8 + E .  cos. 0 .  sin3. e+F. sin4. e), 

Les intdgrales relatives A 6 ,  doivent btre prises depuis 8- o 
jusqu’h 0 = a?r , ?r &ant la demi-circonference dont le rayon 
est l’ianit6 : les deux intdgrales prCc6dentes deviennent 

‘x ( 3 C 3 - x )  - f f ’ n f - Q ( f ) ;  7 ‘  
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L’intkgrale relative B.fpeut &re prise depuisf= o jusqu’bfinfini ; 
ensorte qu’elle est independante des dimensions de la masse atti- 
rante, C‘est 18 ce qu i  caractCrise ce genre d’attractions qui n’dtant 
sensibles qu’Q des distances imperceptibles , permettent d’ajonter 
ou de ndgliger B volontd, les attraction8 des corps, B des distances 
pliis grandes que le rayon de leur sphkre d’activitc? sensible. DBsi- 
gnons cornme dans le  no I de ma ThCoria de l’action capillaire, 
par  c - ll (f), l’int6graleJlJ. 9 (f) prise depuis f = 0; ’  c &ant 
la  valeur de cette intdgrale , Iorsqne f est infini. n (f) sera une 
qnantith positive dkcroissante avec une extrbme rapidit6 j e t  l’on 
aura, en prenant les intdgrdes depuis f= 0 8 

ff‘(!/ES. Q (f 1 = -f4* (f) 3- 4ff ”f n (f)* 
- f4 .n (f) est nul, lorsque f est infini; car,  quoique f4devienne 
alors infini , I ’ex t rhe  rapidit6 avec laquelle Il (f ] est supposci dd- 
croitre, rend f 4 . n (f) nul. Ides fonctions cp ($) et ll ( J )  ne 
peuvent &re mieux conipardes qu’b des exponentielles telles que 
c-~f, c &ant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’iinit&, 
e t  i &ant un trEs-grand nombre. En  effet c-’f cst f i n i  lorsque f 
est nul,  et deviont nul lorsquef est infini ; de‘ plus, il d&r$t 
avec une extreme rapidit4 , et le produit-f. c-l-feet tonjours nu], 
que1 que soit l’exposant n lorsquefest infini. Soit encore, c o m e  
d a m  le no I de la Thhorie cit&e, 

c’ &ant la valeur de cette inthgrale, lorsquefest infini. 9 ( f )  
sera encore une quantit6 positive decroissarito w e c  une extr@me 
rapiditt5; et  l’on aura 

4.SSSnS..n(f>=-4$..en(f)+8.SSAS.*(f). 
dans le cas d e f  infini ,f’* ( f )  devient nul; on a donc en prenant 
l’intdgralc depuis /’= o , j usqu’ir f in f in i  

4 . j -  a j .  n (1) = 8 . j - q .  * (fj. 
H 
a?  

&fin si l’on d6sigae cornme dans le a. citP par - l’intdgralc 
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ffiif, 9 ( f )  prive depuis J’ nul , jusqu’a f’ i r i f i i i i ;  ah aura 

/i I t  f f  4df 8 cp (f 1 = €3 *fJdS* * (f) = < 
Les deux forces tangentielles pr6cddentes yarallbles aux axes des x 
e t  des y deviendront ainsi : 

( 3 C + E )  . H ;  ( 3 P + D ) . T i .  

R&tig#enant, si l’on observe que I’axe des x &ant perpendicu- 
laire il, la  surface, on a au point 0 

( $ ) = o ;  ( $ ) = o ;  

l’expression de .z developpde dans utle sdrie ordonnee par rapport 
aux puissances et  aux produits de x et d e y  , sera par les th6orhics 
connus 

$- (G) . $ + (&) . + (e2) . + (e{) d y  .x 6 ’  
+ etc. ; 

ce qui donne 

Les forces tangentielles pricedentes deviendront par constSqiient 

NDrnmons g la peF;)n$wr et ,T? a% 1’6Mqwpt dex sa direction, 
La condition de la perpyndicularite5 de#, forpc& h lg surface, 011, 

ce qui revient au meme, de la rdsultante des forces tangentielles, 
nulle , se r6duit , cornme on l’a vu, dqns.le premier livre de la 
Mdcanique Celeste, ii ce quc la sornrne des produits de chaque 
force. par 1’816mept de sa direction, soit nulle. En multipliant 
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donc par dx,  la force parallble h l’axe des %; par dy, la kick ’pa: 
ralikle iL l’axe des y ,  et la pbsanteur . . _, . 7 .par - du ; la somme de 
ces produits, 6gaMe’i zero, 4onnera ’8qnation 

011  a par le no 4 .&&a T b h r i o  dcJ’actioh capillaire, au point 0 

R et R‘ &ant IC plus g r d  et le plus petit des rayons osculateuru 
a ce poiht i wa clma donc 

&l1iation qui est dvidemment la diff&rentiek dk I’kqaation fondkk 
mcntale du no 4 de ma Thdorie de l’aclion capillaire. 
On peut clbterniiner de la mcmd manibre, ]’action perpendi- 

culaire b la. rurhask?. “Cefte actiyn depend de l i  partie A. x 8 ,  +A ..!rf 
+ B.ys ,  de l’expression de z. Soit r la distance d’un point ijri& 
conque de l’axc des z , situ6 an cSed8ns Bit solide, i l’origine des 2; 
e t j ‘  la distance de ce point Q une inolhule de I’inl6vieur d u  wrps, 
dont Ies coorddndes sont x y , ,zb 011 aura 

$’ I xm + y’ -+ [ x  +)“ 

l’d1Lhcnt du-s&dt! M.s .&I. d.z , 8 dfctnt l ’ l i~~ot&ni~$i?  du frianglo 
rectangle dont x et y sont lcs cbtds , et par coristiyuent &ant Cgal 
A \ / z a + y * ;  8 est I’angle que s forme avec I’axe des x.  Reprd- 
sentons cotnme ci-dessus, par q (f), la loi de ]’attraction. L’at- 
traction de 1’8ldment solide sur le-pint  dent il s’agit, dkcbmpi>ate 
suivant l’axe des x ,  sera 

- 

Nommons encore comrne prlSc&iemrrtenb, e - n (JJ I’inggrale 
JJf.9 (j’) prive depuis J’= 0 ,  La dig6relitielle prdcddente poui*rcr 
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Qtre mise SOUS la forme 

L’attraction du solide entier sur le point que nous 
sera donc suivant l’axe des z, 

d’oir l’on tire pour cette attraction pcise depuis z 
z infinij ce qui rend n (f) nul, 

j j S a s  . ae . n (f 1; 

consid4rons ; 

L z‘ jusqu’k 

f’ &ant la valeur defrelative aux points de la surface et z‘ &ant 
la valeur de x relative B ces points. Or on a 

2 ’ - - A  + + A . x y  -1 23.Y’) 

on a de plus, lt fort peu-prbs 

f” i x* +y* j- r* - am‘,  

en negligeant le carre de z‘, par rapport b a* 3-r’ + r’; on aura 
donc f a ?  I sds - rdd, 

Si l’on substitue pour d sa valeur et si l’on observe que. , , 
z= s . COS. 8 ;  y c s .sin. 8 ;  1’6quation B la surface donnera , en 
regardant 6 comme constant a 

rtx’ a S ~ E .  ( A  COS*. 0 -+ A .  sin. 8 .  cos. e + B .sin*. 8) .  

A i d  r &ant extdmement petit tant que ll (f’) a une vaIeuc 
sensible 

sds=f’a?f’,{ I + aAr.cos’. O+a h.r.sin,O.cos. 8+nBr.sinn. e}. 
L’intdgrale ffsds. de. ll . (f’ ) se tranoforme ainsi dam la suivante I 

fffdf’. d8 . { I + n A i .  COB’. 6 +  PA^ . sin. 8 . cos. 6 + P Br . a i d .  8 )  . n cf’). 
D’aprbs lea principeo connus IUC la transformation des doubles 

in tdgralas a 

on pourra suppoaer h trks-peu-prks 
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inttrgralcs , on peiit inti.grcr ici , cl’abord par rapport ;1 0 ,  et 
eiisuitc par rapport ii f’. L’intBgrale relative t 0 , doit u’8tcndra 
depuis 8 0 ,  juuqu’Le = 3 H; la double integrale prCc6dente 56 
d d u i t  airisi B cette intdgrale simple 

II 7r .Js’ds’. { I + (A + B )  . I‘} . n (s’). 
Reprtrsentons , comme ci-dessus, par c’ - ( f ” )  I’int6grnle 

ff’ct’f’. II (f), prise depuis f ’ nul , c’ 6taiit st valeur entibro 
depuis f’= o jiisqu’ii j‘’ infini. L’iiitdgrale prdcddente devaiit 8tro 
prise depuis y = = r  j u s q i i ’ ~ ~ ‘  imfini , erle c~evient~ra 

2 ~ .  { I +(A+ B ) .  r ]  . “k(r).  

Maintenant, si l’on nomme R le rayon osctilateur de la section 
de la surface, par un plan passant par 1es axes des ;r ct des x j 
on aura 

.A - 

Si I’on norntne pnreillernent R’ le rayon osculateirr de la section 
de la stdace, par un plan passant par les axes des y et 3cs z j 
4x1 aura 

I 
2 11- 

on aura donc pour Tattraction d u  corps, sur nn point placd d a m  
ocan iutdrie:uc , suioant la direction du rayoii osculnteur 4 la sur- 
face, et & la distance r de cettc surhce, 

Pour aroir l’action cntikce du corps, sur un ff uide renfcrmd dans 
un canal infiniment Ctroit perpendiculaice h la surface, et dont 
la base est privc pour unit&; il faut multiplier l’expression p d -  
cedente par dr , et l’intdgrer depuis 7- L o jusqu.8. r infini. Soit 
alors 

a # . J € r . * ( r ) = K ;  a ? r . f r d r . * ( r ) = H i  

l’action du corps sur le canal, sera 

0. SUPPL. LXV. x. B 
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ce qui est conforme 8 ce que I'on a vu dans le no 3 de ilia Th6orie 
sur i'action capillaire. Cette expression est relative aux corps ter- 
tninCs par des snrfaces convexcs : lorsqu'elles son t conoaves , ou 
convexes clans un sens et  concaves dans l'autre , il faut supposer 
PCgatif, le rayon de courbure relatiF B la concavith. 

Considdrons maintenant, uii fltiide renfernd dans iin tube ca- 
pillaire et prismalique, plongeant vert icalenieiit par son cxtremit6 
infirieare, d a m  un vase d'ane Ctcnduc jndifiuie ; et suppo~~xis  la 
surface du fluide , concave. Rapportons nn point quelcoique de 
cctte surfacc, k trois coordonnCes orthogonalce, TX:,  y ,  z ,  dont 
les deux premikres snient liorizontalcs, e t  dont l a  troisihme soit 
rerticaie et nulle rclatiremcnt au poiiit le plus bas de cet tc sur- 
face. Nommons It I ' k l h t i o n  de cc dcriiier po in t ,  au-rlesuns du 
niveaii tlu fluide dn vase. Si l'on irnngine 1111 canal infiiiirncrit 
$troit passant par un point qiielconqr~e de la surfacc, se recour- 
liant SOLIS le tubti, pt almiitiucint k In fiurfncc de niveau du  fluide 
c l ~ i  vase ; h + z sera la liaiitciir d u  p o i n t ,  au-desrlus du niveau; 
an nominaiit dnnc D, la densit6 t111 flnitle; la coiidilion dc son 
&pilibre dans le canal, donnera 1'6quation , 

un aura clonc 

Cqiiation qni  est visihIemcnt I n  mCme que 1'4quaIion ( t l )  du 110 4 ,  
JR. la Thdorie citde. 
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Z n  multipliant cette Gquation pttr dxf&, et on I'intdgrant en- 
suite par rapport h dz et dy ; en observant de plus # qne la fonctioa 
rnultiplide par f . ~ ,  peut h e  mise sous la forme 

on aura 

T.cs doubles integrales doiven t &re prises dam toute I'dtendue de 
la section intCrieure horizontale du prisme; la doul>le int6gcale 
gD:lr/'( /z-+z).dx.dy est donc le poidu d u  fliiitle dlevc! par I'action 
capitlaire, au-dcssys du nivaau. Ainsi,  en nommntit Y le volume 
de ee fluide; OD aura 

gD. ffdx-.dy.(l t  3-2) = gD-. Y. 
La double intbgrale 

deoient en l'intCgmnt par rnpport 

( p )  ct ( q )  &ant ce que deviennent p ot 4,  a l'origine de Pin- 
tegrale. Parcillcnient , la double iutegrale 

devient en l'integrant par rapport B y , 
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Pour avoir une idee prdcise de ces intdgrales et de leuwlimites, 
nom observerons qiie ces liinites sont la section horisontale de la 
surface intdrieure du tube, et  que cette section est une courbe 
renfrante. Prenons l’orjgine des x et des y ,  mi dehors de cetfe 
courbe, de maniEre qu’elle soit comprise toute entihe dans l’angle 
droit form4 par les axes des x et des y. Dans ce cas ,  les valeurs 
de dx et de dy sont dvidemrnent positives dans les doubles intC- 
grales prdcddentes , lorsque g D  ..fl( h + z )  , dxdy exprime le poids 
du fluide soulevd, comrne nous le snpposons ici; ces diffdrentielles 
doicent donc aussi &e snpposbes positives clans les intdgrales sim- 
ples. Cela pose, 

i l l .  (q).dJ2 

VTTFF+ (4)‘ 
L’Cldmcnt -- se rapporte Q la branche de la sec- 

lion, convexe vers l’axe des x ;  et l’dldmeat --- se rap- 

porte Q la Lranche concilvc vers le m h e  axe. L’blbment 
- _---e= se rapporte L la branche de la section, con- 

vexe vers l’axe des y ;  et I’kldment 

hranclic concave.vers le meme CU(C j en supposant donc (/ne Ics 
C.l&mens 

; .H.qdx 
v m T 7  

: .H. (11). dy 

vr+ (r’) 4 (4)’ 
“ ‘ * p d L  se rspporte A v m + - p  

: . N. (P ) . {y 
v 1 4 QJY +Ti?) 

; . N. ( ‘1 ) . d I. 

V I  +(PI’+ (crx’ 
----- - --? - ------ - c---.-L 

$e rapportrnt a n  m&me point de la secfion; cc poin t  appartiendra 
h la partie de In  section, convexe i - la-fois  vers I’axe des x, et vc r s  
]’axe des y. naris cette partie, les valeurs de dx: et de dy rapper- 
tees la courbe, sont de signe contraire; en aupposant donc dx 
toujoiirs positif, dy sera. nCglrfif, et la soinme des deux dldrnenv 
prdcidcns sera 

; . I I :  { (1,) .dy - (‘I) .dx: } 
r/ y-+-Cr,jY &- <(r j< 

? 

Zes diff~rcii~ic:llcs dx et  dy dtant ici c e l l i ~  dc la sectinn. 
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portent au mbme point de la section; ce point sera clans une par- 
tie de la courbe , concave Q-la-Fois refs l’axe des a et vers l’axe 
des y.  Dans cette partie, les diffdrentielles da et dy ,  rappor- 
t4es A la courbe, sont do signe contraire; la sornme des deux 616- 
mens prdcddeus sera danc, en supposant dx positif, 

f . H .  (p{y  - qdx] . 
> c 

VT+pa + q’ 
les diffdrcntielles dx et’ dy &ant ici celles de la section. 

mi meme point; ils se rapportcront A la partie de la courhe, 
convexe vers I’nxe des x, et concave vers l’axe dcs y j et alors. 
dx et dy sont de mCme signe. 

Enf in  , si les Qle‘mens - : . Ilqdr: 
v 1 +pa + 4‘ I_ -_- se rap- 

portent au mQme poiat, ils appartiendront h la partie de la courbe, 
qiii est convexe vers l’axe des y , et concave v a s  l’axc des x; 
alors dx ct dy sont de meme aigrie. 

f . N ( P )  dxf et 
V~+73TG)*  

:. FZ.lJ+ 
vi + p a + ‘ ; ;  

On voit ainsi qu’en elvprimant gdn&r.alernent par 

VT+-p= ces 6ldmens, eoit qu’ils se rnpporlent A l’originc et  ---- 
011 ii la fin des int4graIes relatives h x et R y; ils ont un signe 
contraire dans leu mCmes points de la courbe lorsque les cliff&- 
rcntielles dx et dy sont celles de la courbe elle - mbme; leur 
s o m e  sera donc, en regardant toujours dx comme positif,. 

+ . . q Ar 

; . rf. Tpdy - qdx; , 
2 r/T-qqq+-q * 

le signe + ayant.lieu dans la parlie! de la courbe, conrexe verb. 
l’axe des 5, et  le signe - ayant lieu dans la. partie concave. 

Maintenant, il-est facile de s?assurer pari In thdorie des surfaccu, 
courbes, que si I’on nomme cto I’angle que IC plan tangent B la 
surfice clu fluid@ intdrieiir au tube, b rme  avec lcs pnrois du  tuba 



q4 M 
toujours suppos6 
sible ; ,on a 
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vertical h l’extrdmit6 de ga sphere d’gctiuit; yen- 

ds Btant l ’d lhent  de la section; on a donc en observant qiie 
]’angle ar est constant, cpmme je l’ai fait voir dans la thCorio 
citde, 

c & a n t  le contour entier de la secliqn; pnrtant 

ce qui donne 

g u  . t‘ $. I l C  . cos, ‘4 j Io) 
ainsi IC volume de fluide, &lev& au-dessus dii niveau par Paction 
eapillaire, est praportionnel au contour de la oectiori de la m r -  
,face intkrieure du  tube. On peut parvenir B cette Cqii~tion remar- 
quable, en consid6rant tious le pgj@ dq vue suiyaot , le9 effcto 
de Paction capillaire. 

La  manikre Jont nous avons epvisagC jusqu’8 pr6sent les phd- 
nomimes capillaires, est fondde sur la considdration de la surfaoe 
.clu fluide renfermk dans un espace capillaire, et sur les condi- 
tions de I’Equilibre de ce fliiide, dans un canal iniiniment dtroit, 
aboutissant par une de ses extrkmitis, A cette s~irf‘ace, et. par 
l’nutre extrkrnith, Q la sprface du niveau du fluide inddf in i  dana 
leqiiel les parois de I’espace capillaire sont plongdes. NOUS allons 
ici considCrer directerrrent les fwces qui souli?vent ou d6primen.t 
IC fluicle dam cet espace. Catte rndtbode V B  nous condvire Q plu- 
6 i e w  risultats g8n1.raux gu’il serait d S c i l e  d’abteair directanent 
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par ]a pr6cddeste, et lu rapprochenlent do ces deux tne’thodcu 
nous donnera le moyen de cornparer exactemcnt les afiinitds dco 
difErcns corps nvec’ ies fluidcs, 

Jmaginons un tube quelconque privmatiqiie dont les cat& soieut 
perpendiculaires A la base; supposorls quc par sou extrdmitd in- 
fdrieare, il plonge verticaletnent dam le fluide, et que le fluide 
s’81Bve dans ce tube au-drssus du uiveilu. 11 est clair que cela 
n’n licu que par l’action des parois du tube sur le fluide, et du 
fluide sur l u i - m h c :  une premi6ce lame de h i d o  contiguC aux 
pnrois, est soulcvke par cette aciiori; w t l u  lalire en soillhe uno 
seconde, c:r~lle-ci une troisibme, et ainai dc suite, jusqu’h ce que 
le poids du volume de ffuidc soulerd, balance les forces attrac- 
t ires qui tendent ii I’Clever clavantagc. Pour dbtcrmiiicr ce volume 
tlatis 1’8tat d’&IuiIibrc, concevons h I’cstrhit6 tlu tnhe, 1111 su- 
c m d  tube iddnl  clont les pnrois infiniment rtiiiices soient le pro- 
longemstit (le In snrface intCrieiire dit pw:nier tribe, et qui ii’ajrlant 
nucune aclioti stir le floide , n’empbcl~c~it poitit l’action r4ciproque- 
des mol6ruIes dtr premier tube et cla flnide. Supposons que CG 

sccorid tube soit d’abord vertical , (p’ciisiiitc i l  se rrcoutbe ho- 
rizontalcmcrit, et qu’enfin $1 reprenne sa direction verricale, en 
conscrrant dans toate sou citenduc , la tnCnic. figuw et la n 1 h e  
largcur. I1 est visible que dans 1’Btat d’6quiliLrc dr1 fiuide, la pres- 
sion doit Oire la m h e  dans les denx branches verticalcs (111 ca- 
nal compost3 du premier et  du second tube. MaisMcomme il y a 
pins clc fliiide dnns la premihrc lmmche verticale formc‘e du pre- 
mier tube et  d’une partie d u  second, qric datis l’nutre branche ver- 
ticale; il faut que l’excbs de pression quf en rgsulte, soit dlSZrtiit 
par les attractions verticdes du prisme,et du fluidc, sur le fluide 
contenu clans cct te preinikre branch .  Annlysoiis avec soin ces 
attractions diocrses, et considbrons cl’abord C d F s  qui ont lieu 
vecs la partis iiif6rieiire du premier tube.. 

Lo prisnie etatit supposb vertical et droit, sa base est horizon- 
tale. Le fluide cantenu dam le second tule est attird verticale- 
mciit vers le bas, io. par l u i - m h e ;  20; pur la Iliiide environ- 
m n t  cc scvwnd tribe. Mais ces denx attrac1ion3.son~ ddtruites par 
les attractions aeriiblaLles qu’4proiwe le M d e  contcnu dam la sen. 
cotitle brwclc vcrticale du c a d ,  prtal.dc la surfuoe de iiiveau- 

A U ?Ie I, I V R E. 
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d u  fluide ; on peiit donc en Faire abstraction ici. L e  fluide de In pre- 
miere branche verticale d a  second tube est encore attire vertica- 
lement en haut, par le fluide du promier tube. Mais cette attraction 
est ddtruite par I’attraction qu’il exerce sur ce derriier fluide; on 
peut donc encore ici faire abstraction de ces deux attractions r6- 
ciproques. Enfin, le fluide du second tube est attire verticalement 
en haut par  le premier tube,  et il  en rdsulte dans ce fluide, 
une force \:erticale que nous dEsignerons par Q, et q u i  contribue 
b ddtruire 1’excEs de pressioa d6 ti l’dlivation du fluide dans le 
premier tube. 

Examinons prdsenfement les forces dont le fluide du premier 
tube est a n i d .  I1 C-prouve d a m  sa partie infirieure, les attractions 
svivantes. I O .  I1 est attir6 par l u i - n i h e  ; mais les attractions rtki-  
proques d’un COPPI ne lui impriment aucun monvemen~, * ‘ i t  est 
solide, et I’on pent, tuns troubler l’&quilibre, concevoix le fluide 
tfu premier tube, consolidd. 20. Ce fluide est attird par le fluide 
iutdrieur d u  second tube; iliais on vient de voir que les attrac- 
tions reciproqiies de ces derix fluides se ddlruisent, e t  qii’il n’en 
faut point tenir compte, 3”. 11 est atlire par le fluide extdrieur 
q u i  enviconne le second tube, et  de cette attrw-tion, il rdsulis 
vne force verticale dirigde vers le bas, at que rious ddsignerotic 
par - Q’. Nous lui  dsnnons le signe - e pour indiqtiec que sa 
direction est contraire a celle d e  la force Q .  Nous abserverono 
ici que  si les lois d’attraction , relatives B la distance, sont ler 
triemes pour les molicules du premier tube et  pour cellcs du fluide, 
ensorte qu’elles ne diffbrent que gar lerirs intensitds; en notnmant 
p et p‘ ces intensilt% B volume &gal, les forces Q et Q’ sont pro- 
poctionnelles B p et p‘; car la surface intdrieure du fluide qui en- 
vironne le second tube, est la meme que la surface int6rieure d u  
premier tube; les deux masses ne diffkrent donc clue par leur hpais- 
seur; mais l’attraction des masses devenant insensible h des distances 
sensibles , la diffdrence de leur dpaiuseur n’en produit aiiciine dans 
leurs attractions , pourvu que ces gpaisseurs soient sensibles. 
4. EnSn,  le fluide du premier tube est attir6 verticalement en 
haut par ce tube. En effet, concevons ce fluide partag6 dans une 
infinit6 de petites colonnes verticales; si par l’extrdmitci sup6rieure 
S’une de ces colonnes, on mkne wn plap horizontal j la partie du 



S U P P L ~ U T N T  A U  XI LIVRE. ’7 
tube infdrieure A ce plan , ne produira sucune force verticale 
dans la colonne; i l  n’y aura donc de force verticale produite, qiie 
cella qui sera due h la partie du tube, suphrieure au ‘plan; et il 
est visible que l’attraction verticale ;le cette partic! du tube sur la 
coloiine, sera la m&me que celle du tube entier sur une colonne 
&ale et semblablement placke dam le second tube. La force vertie 
cale ent ihe produite par l’attraction du premier tube sur le fluide 
qu’il renferme, sera dopc Bgale Q celle que produit l’attraction 
de ce tube, sur le fliiide renfermt? dans le second ’ >  tube; cette forcz 
sera donc &ale B (9. 

En rdunissant toutes les attractions verticales qii’Cpcouve le fluide 
renfermd dans la premiere brancbe verticale du canal; on aura utle 

force verticale dirigde de bas en haut , et Bgale b 3Q - Q‘. Cette: 
force doit balancw l’excbs da pression dil au poids du fluide dlevi 
au-dessus du niveau. Soit wMme &df?SSU6 , Vson  volume L) sa 
densite, et g la peoanteur ; g D P  Oera son poids ; on wra dodc 

gD. W k  3 4  - Q‘. 
Maintenant , Paction n’btant sensible qu’8 des distances imper- 
ceptibles, le pretnier tube n’agit sensiblenient que sur des co1onnr.s 
extremement voisines de ses parois ; on peut donc faire abstraction 
de la courbuce de ces pavois , et les considdrer comme Ctant d tb  
veloppdee dur un plan. La force Q sera proportionnelle Q la, largeuc 
de ce plan , ou cc qu i  revient au rnQmq, au contour de la b w  
inthrieure du prisme. Ainsi, en nommant c ,  ce contour ; on aura 
Q = P.C , p &ant une constante qui peut representer l’intensit8 
da l’attraction de la matibre du premier tube wc lo Ruide, dana 
le cas oh leu attractions des diffirens corps sont erprinldes pw-la 
m&me fonction de la distance; mais qui, dans tous lescasq exprinie; 
uae quantitd dependante de l’attraction de la rnatikre du  lube , Ft 
indCpendante de sa figure et de sa grandeur. Ou aura pareillellielit 
Q’= p’.c, p‘ exprimatit, par rapport ti I’attraction du fluide sur lui- 
mbme, ce que nous venom de designer par p , par rapport A I’atq 
traction du tube sur le. fluide; on apra donc 

(PI  i 
ce qui dcvient l’bquation ( 0 )  trouvde ci-dessus en faisant 

gD V c (3 p e p‘) 0 i 

2p - p‘ = f L H I cos, m, 
9. SUPPL, LIV. x, G 
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On a vu dam le no 12 de ma Th&or,ie sur l’action capillaire, 
que m est nul, lorsque p = p‘ ; l’bquation prbcbdente donne par 
cons6quent 

ainsi, dans le cas g6nCral oh p diffkre de p‘ 

p k i  .”; 
on a 

part ant 

la connaissance de l’angle m clonnera donc celre du ‘rapport (le 
p A p‘, et rdciproquement. On peut dhnorqtrer directenrent l’tiyuation 
p‘ = 4 ;Ti, de la maidre suivante. 

Imaginons un plan vertical d’une dpaisseur &ens! ble, et dont la  
base infdrieure ooit horizontale. Concevone & ‘  l a  distance n de ce 
plan , une ligne druite verticale infinie parcrl‘lble 3i ce plaii attirde 
par lui, et dont l!extr6rrritti aup6rieure soit an niveau de la’ base 
infdrieure du plan, Fixons A cekte extr6mit6 , l’origine des coordon- 
d e s  x ,  y, z d’un point qiielconque du plan solide; I’axe des CI: 

&ant sur la ligne a de €a phis courte distance de l’extrdrnitd de Is 
droite au plan ,’ et l’a%e ‘des y &ant horizontal coyime l’axe dqs x* 
En d6iignant’Fdr‘ z”l’ad’aidskment, audessoys de ikighe * .  des coor- 
donrrCis’,’ d’un ’#kid que!conciue’ de l a  . .  ljgnb fittide ; l’attraction 
verticale da plgn solide sur, ce poipt sera , 

I1 I *  

cp ( 8 )  &ant la €oi de l’attraction & la distance s , et s &ant la dib 
tance d’un- point attirant du plan, au point attire de 1s ligne; 
ensorte que l’on a 

Pout avoir l’nttraition*verticale du plan solide, sur la l igd entidre; 
il  faut multiplier la triple intkgrale prdckdentc. par A?, et l’intc‘grer 
par rapport A z‘ depuis x‘ = o jusqu’h z’ infini. En dhsiknant ’donc 
cornme dam le no I de ma Thdoric de l’action capillaire, par 
c - II (s) , I’iptdgrale Jd8.p (s) prise depuis s =.o , I& constante 
c &ant l’iatbgrale entikre prise depuis s nul jusqu’h s infini; on 

,s* = 5. + y’ + ( 2  + 4‘)’. 
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! anra 

s 6tanh qms le eecond me’mbrti de cette bquafhat), ce qde devient s, 
A l’origine des coordonnbes, 011 lorsqiie z’ eat nul. L’attraction du 
plan solide SUE la Iigne eiitihre sera ddric 

f.fJdx .I dy . d.k . O(d). 

Soit maintenapt rcp l’illlgk que s forme av.ec le plan horizohtal 
men6 par 1’or.igine d e s  coordoxw6es ; et 8 lfangle que la projection 
d;t s sur ce plan forme avec l’axe des y, On ayra 

a=-s.sin.O.cos.m; y = s  . c ~ ~ . ~ c ~ s ( c P .  

On poiirra, au lieu de 1’81dmtmt dxd’ydx, substituer l’blbmenf 
s’cts. de .  rim. cos. m ; la triple intcSgrale prdcddente devient ainsi a 

It est indiffhrent par 16 nature de ce genre d’attractions, de supposer 
aa: plan, une dpaiiseur fjnie ou M n i e  j*dlrs-]ors qw‘catte dpaisseur 
est sensible; nous k supposerons donc ’infinie. Soit bomme danr 
le no I de la ThBorie..cit&e , 

C’ dtaiit la vaieuc de l’intdgrale , lorsque s est inCni;l on’aura 

I 

‘ t  . 

I t  
I *  

jjp. as . ae . & . cos. .n ( 8 ) .  
0 .  . .  

I .  . 
. /  

fsds . Il (s) II G’ - ?P ($1; 

fit. ds . n (9) - s . S (SI +fit$. * (s) + constante. 

- Rpw .d&tem$inerr la mn&mb*, nous ~obsewtirbuulqireeiIes d e ~ a  
intdgrales de cette dernihre Bquation , sont pris‘ee.de$tais 6 4 -  dahq 
jnsqw’;8 s infini ; d’ailleurg s*(s) devient nul , lorsquo s est infini , 
parce que l‘attraction decroft avec une extrbme rapiditd; on a 
donc ici, 

constante = s . *($) j 

et par consdquent 

f S b .  d8 . n(S) = s . * ( S >  ’ I f  +f&, 9 (7). 
DISsig+ns encorefiis.*cs) pa; ce -r (si), l’iadgrtilu dtant+riw 
ici  depuis s ~ a o ,  et c“ &taut sa d e w r  lorque s 88t infinid e t t e  

I ,  
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intdgrale prise depuis s .I- s jiisqu’ii s infini, sera donc r(s). Oa 
aura ainsi, 

&,a triple intdgrale prbcbdente se rdduit donc B la double intdgrale 

ffde. dm . c0s.m. { s . *(s) + r (3)). 
Tmaginons prdsentement une surface plane verticale i n  finie ; 

paasant par la ligne at t ide,  et rencontrant perpendiculqirement 
le plan solide attirant ; et dkterminoas l’attraction verticale de ce 
plan sur cette surface. I1 est clair qu’il Faut multiplier la fonction 
prdcddente par du, et l’intigrer par. rapport ii u , depuis a = o’ 
jusqu’h a i n b i  i or on a 

1~ c s . sin. 8 .  cos. m j 

p r t ~ .  n ( ~ )  c 6 . 9  ( 8 )  + r (5 ) .  

ce qui donne en faisant get  m constans, 

ria z= da e in .6 .  c o s . r ~ j  

]a double ietagrale prdcbdente multipliCe par cette expression de 
da ,  et ensuite int6grCe par rapport ir s 

J ~ S .  d e .  dw . sin. 8 .  cosw 1 { s ’ .  * (s)  + r ( 8 ) ) .  

Z’intdgrale devant &re ici prise depuis s’= 0 ,  jusqu’h s infini, 
on a dans CB cas, 

deviendra donc 

, .  
. \  
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donc l'attraction entihre verticale du plan solide sur la iurface 
plane, est Bgale Q 4.H.  Cette attraction est ce que naus' avoar 
&sign6 ci-dessus par p, 011 par p' 8iJo: plan. est de la meme na- 
ture que IC fluide; on a donc . 

P';Ob$Hj 
i 

commP nnm l'avnnq trniiv4 pr&.ddprppq~ut, par la ,cotpRRTajsgi des, 
rdsultate des d e q  mdtbodes. On, voit , a  qlairemqut par l'une et 
l'autre , non-seulement Pidentit6 .de8 fohep p et f ,  dont &?pendent 
les phhombnes capillaires ; mais' &core 'lesur ddrlvation des forces 
attractives dds molBcules des' c6k$S, qui broduiserit Id4 affinitt5s. 
Leo forces capillaires ne sont que 'les m6difickt'i'c)d'de ces forces' 
attractives , duCs i& la courbure' des stirfaces fluidkes dam la pre- 
miere mdthode, et &,la position des planslattiranypdeiis la elecoilde 
mbthode ; au lieu q w  le6 afkitdes XW pa@ssent :&re les forceo 
attractives elles-mbmis agissantes avec t o w  leur hergie. I 

at; Qbservons que dens 
un tube iylindrique daat lp,,ra$ n .'.b?&iwr W J ,  s i  POP nomme 

du niveau; le vdurne dy flpids,.devd sera, ~ d ' g , ,  et ,IC contour u 
de la base sera a M l j  l'bquation ( p )  donnera donc dans oq casq 

a p - p' s igD. 4 ;  

Reprenons rnaiptenant, Mquation ( p )  

Q la hauteur rnoyenne h laqye \ 10 ,le fluide ~'414~43 rpu - deusw, 

8 particulier I. 



tdrieur;  on aura Y =  hb; partant 
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lbctiort capillaire; le volume de mdnisque est donc $e,P, et 
W r  consequent le volume entier de la colonne est ? c P . ( g + f  z). 
Wais ‘ce,ryuolume doit &re par ce qui prbckda proportionnel au 
CbntOUr m Z ,  de la base;’ i . ( g + $ Z )  est adanc une quantit6 
constante daqs le, divers tubes wpillaires ; tiinsi pour avoir des 
qpaatitdp.gtkiproques aux diarnbtres des tubes capiliaires , il feut 
qiputer,jl la hauteur Ju-point le. plus bas de la surface fluide le 
tiers durayon d~ tqba, ou le sikibrne du diambtre, 

Imalginons presentement un tube de s e r e  recomb6 , dont la 
@tu courte brinche soit capilfaire, e t  don’tqla plus longue branch0 
bait trbs-l!cir& et furme un vase &ne grande capacite. Ea per- 
sant’k.46 l’alcohol dans ce +ase ce fluide s’6lbvera dans la  brancho 
wpillaitat, ,au=dessub d e t m  niveau dans le vase. E n  continuant 
de verser de l’alsohol3 J, e%Ihvera de plus e a  plus dans la branche 
capillaire; mais dam 1’6tat d’dquilibre de ce ffuide I la diB6rence 
de son niveau dam les deux branchw sera toujours la d i n e ,  jus- 
qu’h ce que le flnidb soit parvenu A l’extr6rnitG.de la hranchc ca- 
pillaire. Alors, si l’on con t ime de verser de l’alcohol dads le vase y 

IP surface dans la branche capillaire ,devient de tttoias en mbins 
concave, et Jorsque sa surfkce: dans lelvase, est der niveau avea 
l’extrthit8 de 4aabranche capillairoi j ~ l l l  SlICfaC6dW6 cette branche, 
est i horjmatnlc, 
9 M L r  UVWJ obst3rv6 dan$ Ia*Th6o& de l’a%tion’capflt~ire,‘qua 
si l’acr;i&‘dtr-verre. Sur un fluide bukbds~b & d e  du’ fluide dur hi- 
meme, uaa couche de ce fluide adhere aux parois du verre, et 
forme avec ces par0iq.m nquveau corps dont Paction sur le fliiido 
egt .la arbme que celle du  fluide 13ur lui-meme; on pout donc , 
rebtivemwt ,ayr flufdes qui muUlllen* wmterncnt le verre, sup- 
poser que gqn,,actioo sur eux, ,est86gale A leur action sur eux- 
mi3mefii,; Ainsi,, ’dgns le cag prdc6deda Il’alcohol est dans. 1’8tat 
ob il serait, ,dam la supposition ,oh . w e  masse ioddfinie de cc, 
Puide, CP qquilibse daqo nq .vase, viendrait A se oonsolider en 
pprtia, de mgnibra h former up tube. oapillaire communiquant 
avec {e flni& non congel& I1 est .vitkJde. que oette suppodtion ne 
change poi@ l’dquilibre, et qu’ainsi la eurfaue d a  fliiide d a n e h  
tube cgRillaira rcstejhorizon tale comme auparavan t. I1 n’est donc 
pas eract de dire g6n6rulement que la surf4ce d’un fluide coupe 

tou jour8 

, . ,.. .. I. * , I  . 9.. ,. ! , 
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toujoura sous le m8me angle, les parois qui IC renfermeiif; cela 
n’est plus vrai, lorsque le fluide est parvenu anx extrdiiiitbu de 
ces parois; en efbt, il est visible qu’alors l’action des parois sur 
le fluide n’est plus la meme. 

En continuant encore de verser de l’alcohol dam le tube pr&- 
ckdent, ce fluide forme 8 l’extr6mitd de la branche capillaire, une 
goulte exterieure q u i  devient de plus en plus convexe, jiisqu’lr CB 
qn’elle sait une demi-sphbre. A cette limite le fluide est autant 
&lev6 dans le vase, au-dessus de l’extrdmit6 de la braache capil- 
laire, qu’il ktait abaissc? au-dcssous de son niveau dans cette 
branche, lorsqu’il n’dtait point encore parvenu h cette extrdinitc?; 
car la pression due B la Goxivexit6 de la goutte dans le premier 
cas, est Bgale di la succion due 8 la concavitd de la surface dans 
le second cas. Enfin un peu d’alcohol ajoiit6 i celui du  vase, 
friit disparafrre la goutte qui , on s’alongeant doit clever dam 
ies points de sa surFace ou le rayoil de courbure ciimiriue par 
c c t a1 o n g c. rn en t . 

Des rEsultata oemblables ont lieu lorsque l’on tient une colonne 
d’alcohol suspendue vert icalement dans un tube capillaim de verre. 
Ce fluide forme B l’extrdmitd infdrieure du tube, une goutte qui 
devient de plus en plus convcxe, iiiesure que l’on augmente la 
Ionguc~ir de la colonne; et lorsque celte goutte est m e  demi- 
spllbre, la longuenr de la colonne est Bgale au double de l’tild- 
vation du fluide dam cc tube lorsqu’il plouge par son extrtjmite 
dans un vase retnpli du niernc fluide. Si l’on augmente la longueur 
de ]a colonne, la gontte c c h c  et se r8pand sur la base itifcCrieure 
du tube, oh e lk  forme une nouvello gouttc q u i  devient de plus 
en pius convexe, jusqu’h ce qu’clle forme une denii-sphCre dont 
] e  diambtrc est le diambtre extdrieur du tube. Alors si la colonne 
est en Bquilibre, sa lo~16ucnr est &ale h la sonime des Blhations 
du fluitle dans deux nouvcaiix tubes de verre plongezrnt dans un 
vase par leur ertrdmitd infdrieure, et dont ICS diamktres i d -  
rieurs seraient , l’un , IC diambtre intCricur du proxnier tube, et  
l’autre, son diatnktre exthrieur. Enfin par tine plus grade lon- 
gueur dans la colonne , le liquidc sc ddtaclie en partie , du tube. 
Tous ces rhvultats de la theoric ont 6tC confirmth par l’exp4rieace. 

Consitldrons maintenant, uu vase inddfini rempli d’nn nombra 
30 SUFPZ,* L I V *  X. n 



a8 M $ C A N f Q U E  C f i L E S T E ;  
quelconqae de fluides places horizontolement les tins an-deasus: 
des antres. E( Si l’on y plonge verticalcment , l’extrdmitd infdrieure 
ZI d’un tube priamatique droit, l’exchs du poids des fluides conte- 
3 ntis dans le tube ,  sur le poids dcs fluides qu’it edt renFerm6s 
3 sans l’action capillaire, est le menie que le poirl5 du fluide qui 
B s’bleverait au-desaus d ~ i  niveau, dans le cas oil il n’y aurait dans 
B l e  vase, que le fluide d a m  lequel plonge I’extrdmit& infdrieure 
9, du tube. n En effet, l’action du prisme et de ce fluide, sur le 
mQme flDide renferm6 clans le tube, est bvidemment In n&me clue 
dans ce dcrnier cas. Les autres fluides cantenus dans le prisme, 
&ant Blevds sensiblement au-dessus de sa base infdrieure; l’action 
du prisme sur chacun d’eux, ne peut ni  les Blever n i  1es abnisser. 
Quan t  21 l’action rbciproque de ccs fluides les uns sur les autres, 
elle se ddtruirait &viclemrnent, s’ils formaient ensemble une mawe 
mlide; ce que l’on peut supposer sans troubler 1’8quilibre. 

11 suit de I &  que  si I’nn plonge par son extrimit6 infdriedre, 
un tube prismatique dans un fluide, et qu’ensuite on VCIJO dans 
ae tube, un aufre fluide qui resfc mi-dessiis du premier ; le poi& 
des deux fluides contenus dans le tube,  sera le meme que celiii 
du fluide qu’il rcnfcrrnait auparavanb. II eat visible par la pre- 
mikre, &tho& ,4 que la surface du fluide siipdrieur sera la mQme 
q u e  dans le cas oh, l’cxtrdmitd inferieure du tube plongerait dans 
ae fluide, Aux paints de contact des deux fluides, ils auront une 
surFace oommune; mais cette surface sera diffbrentc de celles 
qu’anraient sdpardment les deux fluides, et il est intkessant d’en 
ddtertniner la nature.. 

Pour  cela c o ~ ~ c o v o ~ ~ s  que la siirface inlBrieure du prisme , soit 
celle d’iin cylindre droit, vertical et  tr&s-&roit, Dans ce cas, i l  
est facile de voir par ce qui  a btd dit dans la Thdorie de l’ac- 
tion capillaire I que la surface commune des deux fluides, et 
celles qu’ils aiiraient sdparbrnent daib ce tube, seront des surfaces 
sphbriques, de rayons diffdrens. Nomhons pour le fluide supdrieur, 
air l’angle que sa surface forme avec la eiirf‘ace infdrieurc du tube, 
e t  m’ le meme angle pour le fluide infdrieur, s’il Ctait sed. 
Nommons encore 8 l’angle que la surFace commune des deux fluides 
fprrne avec la siirface infbrieure du tubc. O n  doit observer que 
ees angles ne sont pas ceux que ces diverse8 surFaces forment aux  
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!points de leur contact avec le tube; ce sout les angles formds par 
l e a  plans tangens de ces surfaces A la limite de la sphkre d'acti- 
Tit& sensible cla tube, comme nous l'avoiis dit plusieurs fois. 
Nommons K et H pour le h i d e  suphieur, oe qce POUS avons 
dcSsign6 par ces lettres, dans le no I de In Thdorie c i t h  Nom- 
mons K' et H', les inbrnes quautitds pour le flilidc infhrieur. D 6  
uignons encore par K., et F3, ce que deviennent ZZ et I€, l o w  
qu'au lieu de considdrer l'action du fliiide supCrieur sur lui-meme, 
on considbre I'action de ae fluide sur le flriide infdrieur. L'action 
&ant toujours Bgale i 1s rhction,  K, et 31, seront eaoore ce que 
deviennent K' et H', lorsque 1'011 coiisidbre l'action du & d e  in- 
firieur sur le fluide supCrieirr. Cela pod, imaginoas un canal 
infiniment 6troi.t passant par l'axe du tube, et sc recourbniit au- 
~ ~ S S O L I S ,  pour aboutir ir la surface de niveau du divide du vase. 
Le fluida oupdrieur renferrne dans cc canal, sera sollicit6 vers 

, Z&aat, 

l e  rayon du c1'cux Ju tube. (Tht?oric cit&, nor I et 1.1 
A la surface commune, b fluidc du canal sera sollicit6 vt?rB 

If cos 8 !e haut, par la force K 4- +, en vertu de Paction 811r lui- 
inhne, du fluidc suphiern d w  tube ; il sera sollicit6 vms le 

en vertu de Paction dii Buicie bas, par la force K, + -, 
infdrieur du tube; Ie fluide sup6rieur du canal Sera douc sol. 
licit6 verslo bas,  par la force 

H. cos. . 1 ~  

L ae bas ii sa Surface sup6rieure, par In force K - 

N, . C o d  

'5 

( s , . - H )  .cos. e 11 . cos. a 
J '  

K ,  $- ----1 --- 
Le fliiide infdrieur du canal sera sullicitd vcrs le bas en 
vertu de I'action du fluide infkrieur du tube, par UIIC force &gale 

; et par Paction du fluide supdrieur dit tube, il r I f ,  COS. d 
1 4 K'- 

H, . cos.0 
j il8eC8 1 6em sollicit6 vers IC haut par la force K,- 

donc sollicit6 vera le bas, par la force 

Aiaei h force tot& des fluides du canal, due l'action r h i r  
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proque des fluides du tube sera vers le bas, 

( 2 ~ ,  - H -a). cn3. e 12 . a, --c* K'+ I! 

Si Ie fluide infddeur exisfait s e d ,  cette force serait 

K' - HI.  cm. .m' , 
1 '  

le poids des fluides contenus clans le canal devant donc Cfre le 
mQme clans ces deux cas , conime on vient de le voir, ces deux 
forces doivent Qtre 6gales; on a par cons6quent 

ce qui donne 
ji'.cos. T ' - T I . C O ~ . ~ .  - - r g 7 = z E  cos. 0 = 

On peut dliminer de c p t t p  exproscion do cos.8, les angles m 
et 6, au rnoyen des t5quations suivantes qu'il est facile de con- 
chre de ce qui prdckde s - 

2H - H I H.cos.cm; 
212"- 12' I HI, cos, mr; 

Z ~ t a n t  ce que devient H ,  Iorsyw Pon considere Paction ~ l u  
guide supdrieur SIW la matikre dtz tube, et 2 &ant ce que de- 
vient l€', lorsque l'on coiisidkre Paction du Nuide infbrieur sur la 
mbme miltibre. On aura ainsi. 

- 

- -  
211' - a N  f FI - w 

ri + 411' - 211, * cos. e 
L'angle 4 &ant supposd connu, on aura facilement par l'analyse 
de  la ThtSorie de l'action capillaire, l'dquation difE3rentielle de 
la surface commune des deux fluides, qiielle que soit la largeur 
du tube et sa figure. On doit observer que cet angle est celui 
que l a  plans taligens ii cctte surface, aux limites de la sphere 
d'activi t l  sensible des parois du tube, forment avec ces parois. 

Les formules pr&cCdeiitc.s sapposent q m  ies fluides ne mouillent 
@as parfaitement le8 parois du tube. Nous avons observ6 d a m  le 
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n* 12 de la Thdorie de l’action capillaire, que si I’action du 
tube sur le flaide, surpasse cellt! du fluide sur hi-meme, nlorr 
une lame extremement mince du  fluicle tapisse les pwois dii tube 
et forme‘un nouvcaii tube dam lequel les fluides s’CICvent ou 
s’abaissent; ainsi dans le cas o h  le tube cotttient plusicurs fluides 
qui le mouillent exactenlent, ils forment dans son intdrieur, line 
suite de tubes diffdrens auxquels on 110 peut, par cmst5yuent. 
appliquer les formules lxdcddentes. Ne considdrone ici que deux 
fluides, l’eaii et le mercure; et supposoiis que le tube soit de 
verre, c t  qu’ayant 8t(! fort humectb , ses ,parois soietit tapissees 
cl’une lame cl’eaii t rh-mince adlihreuto au verre. Dans ce cas, 
on pourra considerer le tube comme &ant iqucux, et l’on aura 

L on aura donc cos. 8 =- I , ct  par conskqaent 8 -  x. La surF,nce 
dii rnercure est donc alors convexe, et ir tr&s-peu-prb; celle d’une 
dcmi-splibre, si le tube est fort Btroit. O n  pent d’nilleurs s’en 
assurer, en appliquont A ce cas, le raiaorinement par lequcl j’ai 
proin4 danv le no 1 3  de ma ThSoric de I’action capillaire, (itlo 
la surface du liquida, dam ua tube trbs-ittroit dont I’action est 
insensible, est convexe et celle d’une demi-sphbre. 

--He. cm. d La ddpression dn merctlre est par ce qui  prkckde, 
.d I 

II I-- 3 II, en n’ayant point Bgard B la petite coloime d’em qui 
pkse siir le sommet de sa surface. 6 dtant la hauteur de cettc co- 
Ionne, et D exprhnant la densit& tlu merciire, celle de I’eau &an6 
prim pour uiiitd j il est visible que la depressioa du mercwo m a  

W-SiH, 6 

OU 7’ 

-t- 5. -- 
l# 

Maintenant, si I’on conqoit le mCme tube hrimectt! par de I’alcohol;. 
cn nomtnatit ’I$ l’action de I’alcohol sur le mercure, ‘L la liaiiteuo 
de In coloniie tl’alcoliol qui s’tilbve awdesszrs; de s i  surfxe, et 
’D le rapport de la pesanteur sp6cifique du, mercme a cella do 
l’alcohol j la depression du mercure devient: alms, 

F S - ~ ~  .vi trp 3- t z b  d 
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L’action de l’eau sur d e -  merne &ant beawcoup plus grade 
cine celle de l’alcohol sur lui-m&me, comme on le verra bientbt; 
i l  est trks-vraisemblable que l’action de l’eau siir le mercure sur- 
passe celle de l’alcohol sur Ie meme liquide , ensorte que ‘&? est 
rnoindre que H,; cette difference doit donc &re sensible par l’ex- 
perience, 
M. Gay-Lussac a bien voulu la ddterminer. AprEs avoir fort 

humect6 tin tube de verre, dont le diambtre intdrieur mesur6 
avec une grande precision 811 moyen du poids d’une colonne de 
mercwe qui remplissait le tube, Ctait Cgale h 1~,ag4&1 ; il a 
plongd dane nn vase plein de rnerctire , I’extrCniitd infdriewe de 
ce tube. 31 a trouvd par un milieu entre dix expdriences qui diffd- 
raient peu ent te  elles, la ddpression du mercure kgale Q 7”‘,4148. 
L e  mercure en s’inrinuant dans le tube, avait 6leve au-dessus de 
aa surface, une partie de l‘eau q u i  s’6tait attachBe aux parois dit 
tube cn l’humectnnt, 6 k  la longueiir de la colonne d’eau , Formcic 
de cette rnanikre, dtalz de 7m1,730. La tempkratnre Btait de 1 7 0 5  

pendant les expkriences. La ddpression tlu mercure, diminude d u  
poids de cette colonnc d’eau, est donc Bgalc A @(,8464; c’est 
relativcincnt h CB liquide, la valeur de 

E f  - d r ,  
& I 

En humectant le metne tube avec de l’alcohol dont la pesanteur 
sp6cifique comparEe Q celle de l’eau, h i t  0,81971, M. Gay-L,nssac 
a trouve par un milieu entre dix exp6ciences trks-peu differentes 
entre elles, la de‘pression du mcrciire Bgale b Q’”‘,0261, et la lon- 
gueur de la cnlonne d’alcohol qu i  pesait ail-dessus tlu merciire, 
tgale 7 m i , 4 7 3 5 .  La temphrature Ctait encore 170~5 pendant cer 
experiences. De l i  on conclot 

-- 

Cette valenr est donc, comme on l’avait pdvi i ,  sensiblerncnt 
H‘-!aaH, plus grande que celle de -. 

Is1 
M. Gny~Lusnac a de plus observ6 la flkche de la  convexitt? clu 

mercure dans le tubo pr6otjdent, et i l  l’a trouvde la m&me qua 
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cclle de la concavite de la stirface superieure des colonnes d’eau 
et d’alcohol; toutes ces surfaces sont donc &gales entre clles et A. 
celle d’une demi-sphhe dont le diariittre est celui du tube, con- 
formdmcnt h la thdorie prdcklente. 

K Un vase indBfini &ant suppose ne rcnfermer +e ‘tlenx fluides; 
concevons que I’on *y ploiigc entikrement nn pisme droit vcr- 
tical, de manibre q d i l  p b g e  tfaiis l’un par sa partie snpdrieure: , 
et dam l’autre par sa partie iiifLrieure; le poids du Iluide infd- 
rieiir ClevC dans le prisrne par l’action capillaire au-dessus de. 
son niveau dans le vase , sera (go1 au poids d’uii pareil voliirne 
dii  fluide supirieur, plus au poids du fliiide infbrieur qui s’dle- 
vcmit dans le p r i m e  an-dessus dii niveau,  s’il n’y wait que 
ce fluide dam le vase, nioins au poids du fluide supdricur qui 
s’6leverait dans le nicrne prisme , au-clessus dn nireau , si co 
flitide existant s e d  dam le vase, le prisme trempait dam ce. 
fliiide par son extrdtnitti infdrieure. B 
Poiir le d&montrer, on observera que l’action dti prisrne et du 

fliiide infdricnr stir la partie du fluide infdrieur qu’il contierit, est 
la merne que si ce fluide existait s e d  tlans le vase ; ce fluit~e est; 
donc dam ces deux cas-, sollicit6 vertiealement vcrs le Lnut, 
de la m h c  m a n h e ;  et  il est dvident qiie lcs forces qui le solli- 
citent dans le dernier cos ,. Cquivalent au poids-du volume. de cc 
fluide qui s’dlevcrrtit alore. sa-deseus du-nivcarir Pareilleincnt , le. 
fluide supdrieur contcnu dans la partie supkrieure du privme , est 
sollicit6 verticalement vers le bas , pnrz I’aetion- db prisme et 
du fluide qui environno cette partie, cotlime il’ scrait sollicit&- 
vers le haut per lcs m2mcs actions, si le vase ne ranferninnt qnc‘ 
IC fluide siipCrieur , le prisme treiiipait dons ce fluide par son estrd-. 
mitt? iiif6rieure ; et clans cc cas, la rduriion tfcs actions Cquivnat 
au poids du fliiide sup6rieuc qui s’6leverait dans le prisme , au- 
dessus de son niveau dans le vase.. Enfin,. la oalonne des fluidcs, 
intdrieurs a11 pismo, qui  est au-deasus duj uiveau du  lliride itifd- 
rieur dans le vase,  est sollicittje v-erticalemeaa were le bas par 
8011 propre poids , et  vers le hatit’, par. 18. poid&d’une ooloune 
Cgale du fluide supdrieur. En  reunisstlntr toutes: CBS. forces qtii- 
doivent se faire Jqiiilibre; on aura lo. thC.bri?hjs. que nous venalis. 
d’thoucer. On determitiera par les m b e v  Rriucipub,  ce q t i  h i t :  
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avoir lieu , lorsqu’u~i prisme creux est enfikrement ploagd dam un 
vasa rempli d’im nombre qiidconque de fluides, 

Noixs avons supposd dam tout ce qui  prdcbde, la base infdrieure 
du prisrne , horizontale. Mais quelles que soieiit son inclinaison 
et la figure de l’extr6mit8 infhrieure clu tube, dam le sens vertical, 
I’attraction vcr t icah d u  tube ,  et celle du fluidc exterieur sur le 
fluide qu’il renferme, seront les mQtries qiie si la base dtait hori- 
zonfale, e t  par constkliient le volume dn flnide 6levA an-dessas du  
iiivcau , sera le rnQnie dam ces deux cas. Pour le  faire voir,  irna- 
ginons, comnie ci-dessus, la surface iiil6rieure du tube prismatique, 
prolong& dans le fliiide , de  manibre Q former un tube additionnel 
don t les parois iafitiiruent minces n’altkrent point l’action d u  fluida 
environnnnt sur le fluide du  tube. I1 est cJair que si l’on d6com- 
pose IC premier tube en colonnes verticales infioiment petites ; 
I’action de chacunc de ces colonnes , pour dlever le fluide intdrieur 
aux deux prisines ,  era la m8me que si Is base Etait horizontale; 
la sornnie de ccs nctiotic cor& JOHO encorc Egalo i 2pc. 

a Si le priswe qui, par sa partie infdrieure , trempe dam le fluida 
F d’un vase inddfini, est oblique i l’horizon; le volume du  fluida 
B 6lwQ dans le prisme, au-dcssus clu niveau d u  fluide du  vase , 
P rnultipli4 par le siniis de l’inclinaison des cbtka d u  ‘prisme B 
r, l’horizon, est constninment le rn2aie quellc que soit cette in- 
w c’linaison. )> 

En effet, ce produit exprime le poids d u  volume tlu fluide &lev& 
au-dessos du niveau , e t  ddcornpose parall&lemcnt aux c6& du 
prisme. Ce poids ainsi d6compos6, doit balancer l’nction du prisme 
et d ~ i  fluide exfhrieur, sur le fluide qu’il renferrne; action qui  est 
hvidemment la m6mc , quelle que soit l’inclinaison d u  prisme ; la 
hauteur verticale moyenne ail-dessus du niveau , est donc cons- 
tamment la mQrne. 

(( Si l’on place verticalement iin prisme d a m  im autre prisme 
B creux et vertical ,  de la m Q m e  mstihre, et que I’m p l o ~ g e  d a m  
P un fluidc leiirs extrdmitks inf6ricures; en nommant Y le volume 
1) fluide ElcvQ au-dessus dii niveau, dano l’cspace cornpris entre 
y ces deux prismes; 011 aura 
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9 c Ctant le contour de la base int6rieiire du plus g r a d  p r i m e ,  
Y et c’ &ant le contour de la base extdrieure du pliis petit. B 

Ce t h h b m e  est facile Q ddmontrcr, a11 moycn des principcs 
espoetSs ci-dessus. Si les basts des deux prisines sont des polygones 
seinblnbles, tlont les ~ 0 1 4 s  homologues soient parallklcs et plach 
la m h e  distance; en nommant I cctte distance, In base de l’els- 

pace que les deux pr imes  laissent entre ciix, sera ; ainsi 

IL itant la hauteur rnoyeiiiic du fluide soulev6 

I . ( C + C ’ )  

on aura 
9 

I l l .  ( c  + 8 )  
8 a 

et par cons6quent 

c’est-&-dire que In  hauteur moyennc dii fluide ;levi:, est la mPwe 
que celle du  fliiitle 6 1 ~ ~ 6  ( h i s  un tube cylindriquc dont le rayon 
csl &gal B I’intervaIIe des deux prismes. h i  s i i p i ~ o s a ~ i ~  quc les ~ ~ r i s u i c ~ s  
soiit des cylitirlrcs , on anra IC tll8nri.ine du no 7 ile la Tl16oric 
sur I’actina capillairc. On peut de‘tcrtnincr encorc par Ics ni6mc.s 
principcs, ce qui doit nvoir licu clans I C  cas oil les prisnies sont 
pfongds, en tout ou en partic, dans un vase ivinpli rl’on n o m l m  
qiirlconqiie de fluidcs , eu s u l p s a n t  riifiiiic ccs prisiucs iiiclinL!s 
i I’horizon. 

G Lcs iiiemes choses Gtmt posEes comme clans le  il1EorE111c pr6- 
y cddent, si Ics dcux prisiiics sont de cliffirentcs matihrea; ct1 xlonl- 
n inant p pour lo plus graiid, et p, p o w  le plus pctit , cc que iious 
> avms disignd pri.c&lemment par p , 011 aura 

7L = 9 ;  

M ensorte que a i  l’on nomme q et q, ,  les C.l&vations du  fluidc d n i i ~  
1) deux tubes cylindriqnes trhs-dtroits, du mQnie rayon inthicur I ,  
B formes rcspectivement de ces matibres j on aura 

y- ; J * ( q c + q d ) ,  
)> ct par cons6quent 

. n  qc 4- q,(“ 
1 + LI 

JL 
Y SUPPI, .  LIV.  x. l? 
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Ce thCorEme se ddmontre encore facilemen t par les principes pr& 
ckdens. On  doib observer de faim q c t  q, ndgatifs , si les matibres 
auxquelles ils se rapportent, depriment IC fluide, ai1 lieu de  l’dlever. 
On obtiendra par les memes principes, le  volumc du fluides &lev6 
ail-dessus rlu niveau, dans un espace renfermd par un nombre yuel- 
conque de plans verticaux dc diffdrentes matibres. 

11 risulte d u  thkorhrne pr&c&dent, que le: volume Y du fluide 
&lev6 par I’action capillaire, A l’exterieur d’un prisme plein, plon- 
geant d a w u n  fluide par son extremitd infdrieure est 

p &ant le  contour horizontal dtl prisme. Ce volutne exprirne l’aug- 
menfalion d u  poi& du prisrne, dne ?I l’action capillaire. a Eo 
B giu&al, l’augmcntation du poids d’un corps de figure quel- 
B conque, due A cette action , est +ale ail poids du volume de 
> fluide q,i’i[ d l&vc  par ~ G [ ( G  ar;Lf(Jfl ttU-deSSUS du niveau ; et si le 
)p flqide eJt dBprim6 ail-dessotis, l’aiigrnenlntion se change en di- 
Y, Iniautian de poids; et la diminution entiere d u  poids d n  corps 
p est &gale aLti poids d’iin volume de fluide pareil A celui que IC 
2 corps ddplace, soit par l’espace qii’jl occupe ail-dessous t l u  niveau, 
> soit par I’cspace q!i*il Iaisse vide, en Bcartarit le ff uide par I’action 
9 capiilaire. x, 

C e  principc emhsse  le principe connu d’hydrosfnliquc, stir la 
diminution dti poitls t l ’un corps plongcant clans un fluide; i l  suffit 
d’en supprimer ce q{i i  est relatit? & l’action capillaire qui disparait 
totalement , lorsqne le corps est entikrernent Rlongd danv le fluide 
an-dessous du niveau.. 

Pour dbmontrer le principe que noli9 venons d’knoncer; consi- 
ddroris uii~canal vertical aswz large pour ernbrasser le corps et tout 
le vo2ume sensible de fluitle qn’il soulEve , ou de l’espace qu’il 
laivse vide par J’action capillaire. Concevons que cc canal., aprhs 
avoir p6netrd danr le fliiitle, sc recourhe hnrizon1alement, et qu’en- 
suite il se relkve verticalement, en conservant clans toute son 
Btendue la m81iie lilrgcur. J l  est clair qiie d a w  l’dtat cl’C.quilibre, 
les poids contrmus clans les ctc?ux hranches vtrticales de ce canal, 
doivcnt etre dgaux; il h u t  donc que le corps par son poitls, c o w  
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pense le vide qii’il produit par l’action capillaire; ou , s’il soukve 
par cette action le fluide , i l  faut que par sa ldgeretd spCcifique, il 
compense le poids du fliiide &lev& Dans le premier cas, cette action 
soulhve le corps qui petit &re par l i  maintenu A la surface, quoique 
plus pesant sp6cifiquement que le fluide. Dans  le second cas ,  elle 
tend h faire plonger 4e corps dans le fluide. 

Consid6runs tin prisme solide rectangle trks-8troit , dont ,? soit la 
largeur , h la hauteur, c t  a la  longueur. Ttnaginons qu’il soit p l a d  
horizontalement siir a n  fluide, de nianikre que son plus grand c0t6 tz 

soit horizontal, e t  supposons qn’il dcZprime antour de  lui le fluide, 
que 9 soit l a  ddpression moyenne au -dessons du niveau , daris 
un tube cylindrique de la mafibre d u  prisme, et  dont le rayon 
est 1. Nommons iD, la densitd du  prisnic , cclle du fliiide dtctnt L), 
et dbsigtions par ce , la profondeur dont i l  s’abaisse au-dessous da 
niveau. O n  aura par les thdorbtnes prdcddeas dans l’dtat d’dqiii- 
l ibre,  

gD . aZx+gD. 2 4 .  ( a  + i) L i g D .  ald, 

1 - 1  
En lrapposant donc k moindre que 

gera point en entier dans le fluide, quoique i surpasse h n i t d ,  c’est- 
Q-dire , quoique le p r i m e  soit PIUS dense que le fluide. C’est ainsi 
qu’un cylindre d’acier , tr&s-dCliC, dont le contact avec l’enu est 
cmpkchd , soit par  un vernis , soit par une petite coaclie (Pair q u i  
l’enveloppe, est. soutenu i la surface d e  ce fluide. Si l’on place ainsi 
horizontalerncnt sur l’eau , deux cylindres 8gaux et parallbles, qu i  
se touchcnt de manibre qu’ils se ddpassent mutuelleinent ; on ob- 
serve qu’8 l’instant , ils glissent l’un siir l’autre, pour se mettre d e  
niveau par leiirs extremitds, Le fluide &ant plus dCprim6 par l’action 
capillaire , l’extrbmitd de chacun d’eux , q u i  est e n  contact aveo 
I’autre aylindre , qn’8 i’extrt5mitC opposee; la bare de cette dernibra 
extrdmitd est plus presshe que l’autre base; chaquo cylindrc lend 
en consCquence R se rdunir de  plus en plus avec I’aatre; et comnie 
I e s  fOTCCS accdkat r ices  portent toujours un systbme de corps, d6- 
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rang4 de l’6tat d’dquilibre, au-del& de cette situation ; les deux 
cylindres cloivent se depasser alternativement en faisant des oscil- 
lations qui , diiniriuant sans cesse par les risisiances qu’elles 
dprouvent , finissent par &re a n h t i e s .  Ces cyliridrcs, alors par- 
venus  B 1’Ctat d’t’qiiilibre , sorit de niveau par lciirs extrdmitdu. 

On voit par ce qui  prkbdc ,  quc la innnikre clotit noiis venons 
d’envisagcr l’action capillaire , conduit fort sirnplcinetit arix prin- 
sipaux r h l t a t s  de ma TtiCorie sur cet objet. Mais la m6tliode 
e x p o s h  dnns wtte Thdorie ,  a des avantages qoi l u i  sotit propres. 
3511e fait corinajlrc la nature dc la surt‘iicc des fluideu rent‘ermds 
d a m  les espaces cnpillaires , et montre avec Lvirlence, que dans 
des tubes cylindriqncss trku4troits , cet te burlace est A trbs-peu-prks 
sptidrique , et qu’ainui les hauteurs de scs divers points au-tlessus 
d u  niveau,  sont trbs-peu diffirentes. 0 1 1  peut encore en conclure, 
q~ie  dans divcrs tuhes de la mernc rnatikre , plongeant par lcurs 
cxtri.mitfi3 inf6rieurea dans le meme fliiicle; si leur figure clans la 
p n l t i ( >  oil le fltri<Iu e’LlLvo, c a t  la i i i e i i i c ,  I C  tlrrlde s’clevcra dans 
I ~ I I . Y ,  I;L merne bnute~rr  , quclle q ~ i c  soit d’aillciirs In figire d c ~  
aiitres parties. Cela rbsultc kvidemmcnt de I’hquilibre dri fluide dans 
un carial inliriimciit btroit passant par I’axe de cliaquc tube, ~111- 

dcssous O u q u c ~ l  il sc xcourbe ,  poiir aboutir h la siirFace de nivcau 
(1~1 QkiitIc. t:nr i l  est c la ir  qiie si la figure des tubes csl In m8mc 
dans les particts oh le f i i i i c l t :  s’y C.l&vc; IR surface t lu  fluidc y sera 
]:a me“me, et  p:ir coris&qiient aussi l’action du fluide du  tube sur 
celui c l u  caiial scra la mdmts dnns ces tubes; l’un des cana i~x  Btant 
supposC e n  dqiii lj  h e ,  les aiilr’es le seront donc pareillement. 

NOUS olmrverons i c i  clu’il prill y avoir plusieurs btats d’ticlui- 
libre daris u t i  rnCirie 1i1I.w , si sa largcar n’est pas unif‘orine. Airisi 
011 snpposant tleiix t u t m  capilltiires coriirniiniquant entre eiix, et 
dont le plus petit w i t  plac6 verlionienieiit au-tlessus du pliis grand ; 
on peut concevoir Ic*urs diatiii‘Ire4 et It:urs Iongneurs, telsque le iluitlc 
soit d’abord en t5qtiiiil)w a i i - h s u s  (111 rliveau datls le plus grand, 
et yu’en versant cirsrir~e c l u  :i&rw fluide, jusqu’k ce qu’il alteigix 
IC plus petit tube, et t a i l  rtsrnplisue une partie, le h i t l e  s’y main- 
tienne encore en Lqiii i ihre.  I ,orsque la figure d’un tube capillniro 
dimintie par riiiances inseiiui t)les, les divers dtats d’dynilibre sont 
afteruativetrient stables et lion stables. U’abord, le fliiide tend 4 
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s’dlever clans lo tube, et cette tcndance en diminuant, devient 
nulle clans I’dtat tl’dquilibre j au-del& elle devient nc!gative, et , 
par cunsciquent le flairle tend & s’alaisscr; ainsi ce premier &qui- 
libre est stable, puisque le fluide &ant U I I  pcu &art& de cet &at, 
teiid h y revenir. En continnnnt tl’4cvcr le fldide, sa telldance h 
s’abaisscr diminue , et reclcvient nulle dam 11: scconci ([,it tl’6qiii-  

libre ; ai-rlclh , elle devicnt positive, e t  I C  fluide t t ~ t ~ d  ;i s’<lc\ c lr ,  
et par cons6qiieiit A s’i.loigiier de cct dtnt qui 11’cst poiiit s~r?b!e. 
En continuant aiiisi, 011 voit qne le troisihic: tiat sera stable, le 
quatribnie, won stable, e t  aiiivi de suite. 

Enfin, la cornparaison des dcux mdihodcs nous n h i t  connailre 
le rapport dcs quantitds p ct p ‘ ,  011, c e  q.:i rcvicnt a11 iii&iic, CIrs 

quanlilds - et - , au nioyen de l’angle m qne formcut avec le3 

parois du tube,  les plans tangrns A la snrfnce c l u  fluide inthrieiir , 
aux liruitos de  la sphere d’activitd sensiLle du tube. Ces ~ p a n t i 1 6 y  
rcpr6sc1i1cnt les forces dont &pendent leu phr5nombneo capillaires: 
elleu dPrivent des forces attractives des moldcules des corps ~ O I I  t 
clles ne son t qiie des modifications; niais dies sont iricoiiipnraLIe- 
mcnt plus petites que ccs forces attractives qui , 1orscli~’elles 
agissent n v e c  toiitc leur dnergie , sont les a f h i ~ d s  cllimiqnes elics- 
rni.nies. Si la loi cl’clttraction, relative B la distance,  Q t n i t  la 
m h e  pour lcs cliffcircus corps ; les valeurs de p et de pE’ sereient, 
comrtic iiouu I’avons tli.ja observi., proportiounelles aiix intensitds r‘cs- 
pec~ivcs (le l rnrs  nttrnctioris , c’est-ircliir, atix cocfBcians constaus 
q i i i  mult iplit*raieiit la f’onctio~i coiiimiine de la distaticc, par IacpeIIo 
la Ioi de ce~attrac~ioiisserait reprdsantde. Lesvalaursdc p ct de p‘ sc 
rapprterit nlors & des volumes Qgaux, et 11011 des masse9 Cg,dcs. 
J’o~lr le Faire v o i r ,  coiicevons deux. tubes capillaires de riie~i~c 

dianlbire,  et de subsiance difI6rcnte;. innis danslesquela u i i  fluitla 
s’clli.ve a la m h e  118LlteUr. I1 est alair. pnc ce clai prQcittle, clue 
si I’OII  prentf dans ces tubes, deux volumos & p a x l &  infininlent pe- 
t i t q ,  scnlblnblrnwiit placds re\ativement* auc fl%de intdrietir, Icur 
action sur ce fluide , sera.la n i h e  ,.et 1’011 pourraisubstituor 1’1iii A 
I’nu~re;  il fnut c h c ,  pour avoir l e a T m p ~ o t t s ~  do lenre. attractions. 
B Pgillitt! de niasses , tliviser les valeusdk p;,, pxr les denuitth 
respeclives des dilF4rens carp. 

IT 11’ 
2 a 



5 8  M E C A N I Q V E  C I ~ L E S T E ;  
I1 suit de 18, que les valeurs de p ,  p‘ e t  de IP doivent varier avec 

‘la tempdrature. Consid6rons , par exempk , un fluide qui mouilla 
<exactement le verre , tel que l’alcohol ; t% concevons un tube de  
werre, capillaire , plongeant par son extrdmiit6 infdrieure dans Pale 
cohol; BLIPPOSOUS qu’h zQro de temperature, ce fluide s”y c5lhve 
nu-dessus du niveau , de la haiiteiir Q. Concevons ensuite que la 
temperature croissant, la densit6 du  4liiide diitiiniie dam le rapport 
de I - u A E’unit6; si l’on imagine, cornme dam le no 1 de la 
”r.heorie citee, un canal jnfiniment dtroit passant par I’axe da 
%tube; I’action du mdaisque fltiide form6 par un plan horizontal 
men6 par le point le plus bas de la surface ffuide dam le tube 
sera diminude par les deux causes suivantes. 1’. Sa densite deve- 
nant maindre, son attraction sera plus petite dans le m&me rapport; 
.car il est nature1 de penrer que ce gence d’attractione suit la raison 
de ladensit6 pour la m&me subotance; et cela sc vdrific 4 I’dgard 
de l’action des gaz sur la lumikre, action qui,  cornme on l’a reconnu 
par des ,exp&rienceo ~ ~ S C - ~ Y ~ C L C ~ O G ,  oet. petre IC merne gaz , proportion- 
iielle-Q mi depsitt5. a’. L’action du mCnisque fluide sur le canal, 
diminue enoore Bvidernment avec la densit6 d u  fluide du canal. 
P a r  ces deux causes dunies,  la valeur de H est dimiriuie en raison 
du quarr6 de la densit4 du fluid&, at par consCqiient dans le rap- 
port de ( I - a>* B l’mit6. &ie la valeur de H, divisde par le 
rayon Z du tube, qui exprime l’action du  mBnisque sur le canal, 
doit balances le poids d u  fluida Blev6 dam ce canal, et ce poidsest 
8gal au produit de I’el6vation du fluide par sa densite et par la pe- 
santeur. En reprcisentaat donc par 9’ cette &l&vation, et par I’unitB, 
la densite du  fluide Q zero de temperature et nommant g la pesan- 
,teurj OB aura les deux Bquations 

&oh L’on tire 
Q ‘ = Q , ( I  -a). 

Ainsi 1’616vation du fluide dam un nibme tube, 2i diversea tempt$ 
patuceg, est ea raison de sa densite, Nous faisons abstraction ici, 
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de la. dilatation du tube, qui en augmentant mn diam&tre intdrieur, 
diniiniie son Blhation. En y ayant dgard , on aura ce theoreme 
qui doit amir  lieu rt!lativemsn t aux liquides qui,  te lo  que l’alcohol, 
paraissent jouir d’une parfaile fluiditd. a L’ClBvation d’un fluide qui 
s mouille exactement les parois d’un tube capillaire, est, Q dib 
3 verses fernphatures , en raison directe de la densit6 dw fluide , 

et  en raison inverse du. diambtrs intdricur du tube. N 

J’ai eoumis h I’analgse, dam le no I I de ma Tht?arie de I’action 
capillaire, l’attraction mutuelle apparente de deux plans homogenes 
verticaiix et paralkles d’une 6paisseur semi ble et plongeant par 
leurs extdrnitth infdrieures, dam un fliiide. J’ai fait voir qm l’action 
capillaire tend toujours h les rapprocher , soit que le flufde s’818va, 
soit qu’il s’abaisse entre eux. Chaque plan dprouve a h ,  Pun vers 
I’autre , une pression Cgale an poids d’un prisme du mbnie fluide, 
dont le- hauteur serait la demi-somme des &&vations audessus du  
niveaii , 011 des abaissemens au-dessous, des points cxtrkmes de 
contact des snrfaces intdrieure et extdrieure du fluide avec le plan, 
et dont la base serait la partie du plan I comprise entre4 les deux 
lignes horizontales mendes par ces points. Ce thkor&mo renferme 
la vrnie cause dc l’nttraction apparente des corps qui aagent sur 
n n  fluide, lorsqu’il e’dlbvc ou s’abaisse pres d’eux, Mais l’expbrience 
fait connaftre que le8 deux corps ae*repoussent, lorsqua le fluide 
e’Clbve p r h  de l’un cl’ewr., tandis qn’il s’abaisse prksde l’autre. Ponr 

ie vaie-consid6rer ici g6n6ra- 
Iement la rCpulsion apparente dc deiix plans vecticanx et paralldes 
de matihres diffihenteo et plongcant parl leurs e!xtr6mit& inf& 
rieureq, dans un m h e  fluide.. 

Supposons qne le fluitle s’abaisse prbs du premier plan, et qu!il 
s’blbve prbs da eeconcl; la section de la snrfrice da flaide cornpris 
entre eux , aura d’abortl un point d’inflexion, si les dmx! plaas 
sont fort distans l’uri de ]’autre ; ce point est au niveati de: la1 
surface du fluide indCfini dans lequcl oil suppose qqe lcs plansj 

endre raiuon de m phhornhne 
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trempent; car si I’on conqoft un canal infiniment 6troit pasaant 
par ce point, et Le recourbant ensuite au-dessous de l’un des plans 
pour aboutir loin d’eux, Q la surface du fluide extdrieur; les rayons 
de courbure de la surface fluide &ant infinis aux deux extremitds de 
cc canal, il doit Qtre de niveau dans ses deux branches. Cela pos6. 

Nommons z l’dlc?vation au-Jessas d u  niveau , d‘un point quel- 
conque de la section de la surface du  fluide interieur; et y la 
distance horizontale de ce point au premier plan; z &ant n4gatif 
pour les points au-dessous d u  niveau, On aura par le no 4 de ma 
Th6orie de l’action capillaire 

ddz 

Cette Equation rnultiplide par ds , et intdgr6a donna 
I 

I__--_- 1 -- = constante - az’. 

Pour determiner la constante nommons m l’angle aigu que forme 
avec un plan vertical 9 la  tangente A un point de la section, 
place B Ita limite de la sphere d’activitd sensible du premier plan. 
On aura 

Soit q la dkpression de ce point au-dessous du niveaa; on airra 
b ce point, uz’ &gal i uq”; donc 

constante c sinm+uq*, 
et  par cons6qtient 

1 - = sin rn -f- aqn - c a n .  
1 / 1  +g 

Soit 

on aura 
Z = sin. w + uq’- uz’; 

Soi t 
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.Soit d l’arJ%te aigu que hrme avcbc un plan vertical, la tangents 
h un pQbt de la motion, plact! di In limite de la ophiqo d‘acti- 
vitd searible du second phnj on eura B ce point 

+ 

En nommcyrt donc q‘ la valeur de z relative au m k a  point, OR 
ama 

j n .  crd- r io .a+rq* -~ ;  
paktant 

Z ne p u t  jamais surpasser I’unit8, et si la section a un point 
d’inflexion, z est nul B ce point; alors Z est Cgal h nin.e+-ag’; 
donc sin.m+uq’ est Bgal ou moindre que l’unitd. S’il &a& %a1 
& l’usnitd, on ruroit 

2- I - U P ;  

sin, ctir - sins d.= ad* - uq’. ( r )  

par cansbquent 
(l-~&z*).cEz -- 

dy = s . vz. v a s  
L’intCgralc de cette Bquation , prise dans deo limiks ebfre les- 

quellar z crt nul, donne povrg e& par consCquent pour la dietanoe 
mutuelle des plaus, une valeur infinie ; ainsi lorsque cette dietance 
est finia , et lorsqu’il g a un poiat d’iaflexion daus la section de 
la surface du fluide intdrieur, sin.m+aq’ est moindre que I’unitd; 
gin. +w‘+q“ dom panrilkrtlaeut en vertu de 1’Bquation ( r ) ,  
moindre que l’unitd. 

Lorsque les plans sont i une dintanae infinie l’un do hutre,  
y doit &tre irifini, ce qui exige que Z soit &gal B l’unitd, lors- 
que z est nul ; en nommoat donc Q, la .ddpreasion d a  fluide dam 
ce can, ou) ce qui revient q * L  m6me,,Ia ddprerbion du fluids, B 
l’ewtdrieur du premier plan; on aura 

u.9: + sin. m z CI I. 

n nt,  ri l’oa applique ici 
B iio ~ I P ;  Paction oapiHaile, 

I? 
! 9 est dono moindee que Q, 

!e5 raisonnemear du Q* x x  de 
II* SUPPL, LIVI x. 
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on r e m  que le premier plan est press6 du dedans 0n dehors; 
par une force dgale a u  poide d’un prisme fluide dont la harrtcur 
est i . ( q + q , ) ,  dont l a  profondeur est qI-q ,  et dont la largeur 
est celle du plan. 

L’Bquation ( r )  donne sin. d+ap moiudre que l’unit6. Lors- 
que leu plans sont A une distance infinie, elle donne cette fonc- 
tion dgale A l’unitd. Soit q‘, ce que derient alors 9’; 9: sera donc 
plus grand que 4’; et il r6sulte encore du n* X I  de la  Thdorie 
citde, que le second plan sera press6 du dedans en dehors, par 
UJlC force Bgale ai1 poids d’un prisme fluide, dont la  hauteur est 
$ (q’+q‘,), dont la profoncleur est 9:-9’, et dont la largeur 
est celle d u  second plan, que nous supposons ici la mCme q u e  
celle du premier. On peut en conclure que les pressions que les 
deux plans t5prouvent pour s’dcarter I’un de l’autre , sont &gales ; 
en eEet, le produit cle t .(q’,+f) par q’,-q‘, est &gal au pro- 
duit de +.(q,+ q )  par yr - Q. Ces produits sont : (q’,’ -q”> 
et ;*(q;-q’jj 0~ 

1 1 
- . (I-  sin. a’ - - ~ 9 ’ ~ )  j z. (I .I sin. m-1#9*) ; 
aa 

et  ces deux dcrnihres yuantit6s sont 6gales en v a t u  de I’c!qu~- 
tion ( r ) .  
I1 y aura toujours inflexion PU milieu de la surface d u  flt i idc 

compris entre les plans, s i  a est Bgal Q d, que1 qtic soit leur 
rapprochement; ces plans se repousseront donc A toutes les dis- 
tances. Mais si a est diffdrent de m‘, la  ligne cf’inflexian de la 
surface, se rapprochera du premier ou clu second plan, lorsqn’on 
diminue leur distance, suivant que GT sera plus grand ou plus 
petit que m’. Siipposons ici rn >a’; dans ce easy, sera moindrs 
que q’,, c’est-A-dire qire le fluitle sera moins ddprirn6 A I’extBrieur 
du premier plan, qu’il ne’ sera Blevd & l’extdrieur clu second. En 
rapprochant les plans, la ligne d’inflexion de la surface finira pas 
coincider avec le premier plan. En &et 1’6quation 

sin. a- sin. m‘ = ~ 9 ’ ~  - uqs 

nous moatre que u9” Silrpa8Se tXGjours sin,m- sin. ‘~d; et cepe* 
dant il est visible par l’dquation (i), que s’il y a inflexion d a m  
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la surface du iu ide  intdrieur, 9’ est de l’ordre de la distance 
mutuelle des plans qui par leur rapprochement, peut devenir 
plus petite qu’aucune grandeur donn8e. I) y a donc uno limite de 
rapprochernen t ,  oh cef te inflexion ccsse , et oh par consequent 
la Iigne d’inflexion coi‘ncide avec le premier plan. En des& de 
cette Iimite , lorsque l’on continue dc rapprocher les plans ; i la 
coofinuent de ac repousser jiisqii’h ce que le fluide soit aatant 
dleve! au-dessus du iiiveau Q I’intdricur du preniicr plan qu’il 
est abaiss6 au-dessous A l’extbricur, comme on peut a’en assurer 
par le no I I de la ThBorie de l’action capillaire. nails ce cas, 
9 &ant l’dldvation du fluide prBs dti premier plan Q l’intdrieur, 
on a 

4 q . i  a.q,*= I -sin, ‘lo; 

1’8quation ( r )  qui siibsiste toujours , donne aloro 

uq” u9’; = I --. sin. a’ ; 
et il rksulte encore du n* I I cit6, que le second $an cesse alms 
d’btrs repoued par le premier ; easorte que la rkpulsion se change 
en attraction au mQme instant, ponr les deux plans, 
I1 est f a d e  de dc4tarmiacr. la dirtance mutuelle des plans, 

lorsque ce changernent a lieu. En effet, u.g* &ant alms Cgal A 
I -sia.m, on a 

Z =  I - U P ,  

et 1’8quation diffdrentielle (i) devient 

d’oh 1’0~1 tire en intdgcant 

Pour ddtcrminer la constante , on observera que y elant nul 
z cst Cgal A q ,  et par consrSqucnt 

’ *  uz’ e I - a1n. a; 

si. 1’011 nomme ensiiitc a1 la distanco mutuelle des plans, on aura, 
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z &gal Ir q‘, loreque y esc 6gal A 31; on aura donc alorb 

Soient 
I -s in,d.  

9 rx @=;-ee; d=--v; a 

8 et 8’ exprimeront les inclinaisons de8 deux cbt& extr8mej de 
la. section, A l’horizon; alors on aura 

on doit observer que le logarithme est hyperbolique. Si 8 est 
infiniment peti t ,  le fluide ne s’abaissera qu’infinimcnt peii I’ex- 
tdrieur du premier plan : l’expression prkcddcnte de  n/ devient 
alors infioie; les deux plans s’attirent donc akm B totiles lcs 
distances. Ainai la supposition (le 6 nil1 , est la limite oh leu 
deux plans coinmencent, 5 pouvoir se repoiisser. Si 0 croissant 
devient &gal ir 6; a’tors 31 devient nul; les deux plans se re- 
poussent donc alors B toutes les disfances. Entrc ces deux liniites, 
les plans, aprks s’&tre repousse‘s, s’attirent, lorsque l’expression prk- 
cbdente est moindre que 22, On ddtsrminera leur attraclion 
au leur dpulbiotr , au rnoyen du thdarhmc mivan t ,  qu’il est facile 
de conclure d u  no X I  de la Thhorie citde. 

(< Qurlles que soient les substances dont les plans sont forme’s, 
)D la tendance de chacun d’eux vere I’autre, est &gale au poids 
P d’un prisme fluide dont la hauteur est l’dldvation au-dessus d u  
I, niveau, des points extremes de contact du ffuide interieur avec 
)D le plan, moins cette &vation B I’extCricur; dont la profon- 
ID deurest la demi-soinme de ces dldvations, e t  dont la largeur 
)P est celle des plans d a m  le s w s  horizontal. On doit supposer 
> l’ildvation , nbgativc, lorsqu’elle se change cn abaissement au- 
B dcsvous du niveau. Si le produit dcs trois dimensions prdcd- 
P dentes, est adgatif; la tendance devient repulsion. B 

Noas observerons ici quc cette tendance est l a  mQme, e t  de 
m&me signe pour Its deux plans. Car  les deux premiers facteurs 
&ant q-q ,  et +.(q + q , )  pour le premier plan ; leur produit 
est I.(q’-q:). Le produit analogue pour le seeond plan est 
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3 .  (9”-9‘9:’); ainai la largeur des deux plane &ant suppode la mQme, 
ies deux prismes fluides dont lea poids dgalent leurs tendancer Pun 
vers I’autre , sont Bgaux si 9’--4: est Cgale Q p-  9:; or cette 
Bgdite r6sulte de l’dquation (r) , qui en suhstituant pour sin.mr 
et sin, ~m’ leurs valeurs L - a9: et I - aq’,’ a dovient 

a (4’ - 9 3  = a (9’’ - 9;). 
‘Xinsi, qnoique les deux plans n’agissent l’un sur l’autre que par 
Paction capillaire d’un fluide intermbdiaire; cependant cette action 
mkiproque est telle que l’aotioa eat dgale Q la rdaction. 

Lorsque les deux plans sont trks-rapprochds, z est tds-peu 
diffdrent de q ,  ensorte que si l’on fait 

z - 9 = z‘, 

2‘ Berid unc tds-petite quantite dont on pourra ndgliger le carr& 
On aura ainoi 

Z II- sin .ar - aaqz’, 
e t  parcons6quenb 

CEZ dZ=ddS=--* 
aaq ’ 

l’bquation (i) deviendra ainsi 
ZdZ 

i. dy .LI - - 
nag, r/ I-D . .  

ce qui donne en i d g r a n t ,  
r/l-z. y = constante $- ---,. 

Pour determiner la conetantc, on obssrvera qua y est nul avetr 
z‘, et qu’ators Z a s i n .  cm; on a donc 

9 “4 

CO8. e?? constante -.- --. 
aeq 

ne plus, ad &ant la distance mutuelle des plans; on a ,  lorsque 
y = a c t  z B g ~ l  A 9’, et par consdyuent 2 L sia.m’; douo 

(‘0.9. Tat - C06. w .  
? d --- - 

=ag 

c o s . d - C 0 8 . . m  
et par con s6quen t 

q=-- e 4a1- - 
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La hauteur du fluide entre les plans est donc en raison inverse 
de leur distance mutuelle. On peut conclure de cette anulyse , le 
tliCorbme suivant : 

<I Lorsque les plans sont trks-rapprochds; ‘1’616vation du fluide 
9 entre eux, est en raison inverse de leur distance mutuelle, et 
3 elle est &ale A la demi-somme des elhations qui auraient lieu, 
B si l’ou supposait d’abord, le premier plan de la mCme matiere 
1) que le second, et ensuite, le second de la meme matiere que 
B le premier. On doit observer de supposer l’rilkvation nkgative, 
N lnrsqu’elle se change en abaissement. 8 Ce theorbme est un co- 
roliaire de celui que nous avons donne precddemment sur 1’816va- 
tion du fluitle entre deux surfaces prismatiques de matibres diBF8- 
rentes , et dont l’une est comprise dam l’autre. 

On voit par ce thiorbme et  par celui que nous avoni Bnonc6 
ci-dessus, que la force repulsive des plans est beaucoup plus faible 
que la force attractive qui se ddveloppe, lorsque les plans sont 
trb-rapprochds , et qui doit les porter l’un vera l’autre, d’un mow 
vement acc816r8. Dans ce cas, 1’616vation du fluide entre les plans, 
est trCs-grande relativement ri son BlCvation pres des m8mes plans 
Q leur extkrieur; en negligeant donc le carrd de cette dernibre CIB- 
vation, par rapport au carre de la premikre; le prisme fluide dont 
le poids exprime la tendance d’un des plans vers l’autre, en vertu 
du premier des deux thBorBmes prdcidens, sera &gal au produit 
d u  carre de l’dl6vation du fluide interieur , par la demi-largeur 
des plans dans le sens horizontal. Cette Blivation &ant, par le 
second de ces thdorkmes, reciproque it la distance mutuelle des 
plans ; le prisme sera proportionnel A leur largeur horizontals I 
divide par le carrk de cette distance; la tendance des deux plans 
l’un vers l’autre sera donc en raison inverse du card de leur 
distance, et par consiquent, elle siiivra la loi de l’attraction uni- 
verselle , loi que paraissent suivre toutes les attractions et les rB- 
pulsions qui s’exercent B des distances senuibles, t e h  que 1’6lec- 
iricitd et le magnetisme. 

Deuirant de reconnajtre par I’expBrience , le ph6nomEne singu- 
lier de la rCpulsion des plans, qui se change en attraction par lcur 
rapprochement ; j’ai prid M, Haiiy de fairc quelques expdriences 
pur un rhultat auasi curieux de la TbBorie de l’action capillaire. 
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11 en fait pluaicurs en employant des plans d’ivoire qui, cornme 
on sait, est mouilld par l’cau, et des plans de talc laminaim, 
corps dans lequel le ioucher indique une sorte d’onctuositd qui 
I’empbche de se motiiller. Ce8 experiences ont confirm6 plaine- 
ment le rdsultat de la ThBorie, cornme on fa voit par la note 
suivante qu’il rn’a communiqur5e. 

O n  a suspendu A un fil trbs-ddi6 , une petite feuiIle Carrie 
3 dc talc lamineire, de manibre qu’elle ffit plongde dam l’eau par le 
P bas. On a plongd dans la meme eau , et b la distance de quelques 

Centim&treB, lo partie infdrieure d’un parallblipip&de d’ivoire , 
ensorte qu’une de ses faces fdl parallble B la feuille de talc, en 

P la maintenant toujours dans tine situation parallble A cette feuille, 
p et  en arretant le paralldipipkde par intervulles, afin (]’&re assurci 
p que l’e&t dumouvement quY1 pouvltit imprimer au fluide, etait 
1~ insensible dans l’expt5rience. Alors cette fcuille s’est Cloignt?e du  
y parall61ipipbde ; et lorsqu’en continuant de faire mouvoir celui- 

ci , toujours avec uric extreme lenteur , il ii’y a plus e11 qu’tlna 
trh-petite distance entre les deux corps; la feuille de tal0 osest 
appro&& tout A coup du paralldlipipbde, et s’est mise en contact 

a avec hi. En separant alors les denx corps, on a trouvi le paral- 
2, 1Clipipbde d’ivoire , moui116 jusqu’8 une certainc hauteur au. 
)D dessus du niveau de l’eau; et en recommenqant I’expbrienca avan8 
I, de l’avoir essuy8, l’attraction a commencd plus tdt, ct clnelqueFois 

ello a eu lieu dig le premier instant , SC?IIY elre pl&&Ide d’u~le  
ripulsion sensible. Ces expkriences rip6tdes plusieurs his et avec 

a soin, ont toujours donntS les memev r h l t a t s ,  N 
Loreque le plan d’ivoire est trb~-hurnuctt!; l’erm qwi recollvl*e 9 8  

surface, forme un nouveau plan qui attire la lamc de talc, et  re/&. 
tivement aiiquel l’anglc 6’ de la formulo ( t )  est le plus grand pes- 
sible et dgd par IC no 1 3  dc la ‘rh8orie dt: ]’action capillaire, atl 
quart dc la circoaf6rence. La valcur dc r l ,  donnt?e plir cettc?. 
formule, valeur qui  exprime la distance des plans oh I’attraction 
commence, devient donc plus grande , conformdnient h I’cxpts- 
rience, De plur, il pout arrlver que  par l’cffet d u  f?roftement du 
fluide contre la lame de talc, lorsqu’il redesceud alw&s s’$tre &lev& 
entre les plans trts-prks du contact , l’anglc 8 devienne t1n1 ow in- 
sensible, de meme que l’on observe l’angle semblable relatif 
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mercure diminuer dans le baromktre, lorsqu’il descend; l’expre6 
sion de a Z devient alors infiaie, et l’attraction n’est prdcdd6e d’au- 
cune rdpulsion sensible. 

Sur PadIi6sz’on des disqzAes h la surface desjuides. 

Lorsqu’on applique un disque m r  la surFace d’un fluide stagnant 
dans un vase d’une grande &endue; on Cprouvcl pour I’en ddta- 
cher mQme dam le vide, une r6sistance d’autant plus considdrable 
que la surface du disque est plus grande. L e  disque, en s’klevant 
soulhe une colonne fluide qui le siiit jusqu’it une certaine limite 
oh elle s’en sdpare pour retomber dans le vase. A cette limite la 
colonne pourrait &re maintenue en Gquilibre, si la force qui SOU- 
lkve le disque Btait exactement celle qui convient B cet dtat 
d’dquilibre; et il est visible que cette force doit pour cela , dgaler 
1es poids d u  disque et de la colonne dlevde. L’adhdsion du disque 
au fluide, est ainsi un phhombnc capillaire. Mais pow I’dtablir in -  
contesfablernent, je vais dhterrniner cette force par I’analyse , et la 
cornparer h l’expdrience. 

Considdronsune section dela surfacedelacolonne, par un plan ver- 
tical passant parle centre du disque suppod circulaire. Cette eection 
sera la courbe gdndratrice dela surface produite par la r~volution de 
la courbe autour de la verticale passant par le centre du disque. Soit Z 
le rayon du disque, et  Z+y la diatame B cette verticale, d’un point 
quelconque de la section dont z est la hauteur au-dessus d u  niveau 
d u  fluide. L’Bquilibre de la colonne donnera, par la Theorie de 
l’action capillaire (no 4),  en observant qu’ici est nul, 

dz 

Pour intdgrer cette dquation, nommons m I’angle que le c6t6 de 
la section g6nCratrice forme avec la ligne horizoritale menCe de 
I’extrdmitB infirieure de  ce ct i6 ,  & la verticale qui passe pax Is 
centre du disque. On aura 

dz- 

1’6yuation 3 - - tang* 
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l'4quahii prdcddente deviendra ainsi, 

11 T sin. 8 7  -  cos.'^----^ 2az j (s) 9 '+Y 

(en l a  ~ ~ ~ a l t i p l i a n t  par dz ou par - dy.tang.rCJ., et en I'iotCgrant ; 
0x1 aura 

rJz . sin. r r ~  - - constantc -az*. 
'+Y 

cos.*+ f 
Srlpposons qne I'intCgrale coninience nvec z , et observons q11" z 
6taiit n u l ,  le oOf4 de la section coi'ncidc avec la srirface de ni- 
v e w  , ce q i i i  relit\ m r i d ,  et par cwisdquwt,  COS.^^ I j nous 
QUI'OJ'IS COLlStilnkC= I ; ClonC 

s";+ym az'= I -COS.  (a- - - - ~ .  ( t )  

Lorsque le disque est fort large, t est utle quanti16 considkrablc 
par rapport A 1. on aiica aitisi une prernikre raleur approcIdc 

de z , t i l  iii.gligemt dniis '1'6quahn prCcCdcntc , I'intdgralc 
VZ' 
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tiplit! dam I’intJgrale prkckdente, par ~ ~ . ( I - c o s ~ . :  m), le coef- 
ficient de dm dans ce produit, n’est jamais iiifirii. En negligeant 
les termes divises par ( Z+y)’, relativeinent aux termes divisdo 
par J +y, on aura 

SI /E. (1-co83. tm) 

3.(l+y). v; ’ 
-$””;;; a -- - -- 

L’intkgrale doit &re prise depuis m= 0 ,  jusqw’8 m=#-d, 
m‘ &ant l’angle que le cGtC extreme de la section gdnEratrice 
forme avec la ligne nier16e s i n  la surface inf4rieure du disque, 
jusqu’au centre de cette siirficc. En nommant donc z’ la  valeur 
extr8me de z ,  oil la hanteur entiere de la colonne soulevde par 
le disque; 1’Cqwation (t) donnera 

d’oh l’on tire iz fort peu-prbs 

( 1  - sin3. :a‘) 
3L.a.cos.f.a’ 
- 

Pour aroir le volume entier de la colonne SoulevEc, il faut d’abord 
multiplier cette valeur de z’ par la surface inferieure du discpie, 
011 par e,i’; ajouter ensuite B ce proclnit, le fluide q u i  envi- 
ronne le cylindre fluitle dont  la base superieiire est la surface 
infirieure du discpe. Ce dernier volume est dgal k l’intdgrale 
-mr .s(Z+ y )  . zdy , prise depuis m = o jusqu’h m= .7c - m‘; on 
aura ainsi pour l’expression du volume eaticr de la coloniie 
soulev6e ? 

On peu t diterminer rigoureusement cette dernikre intigrnlc, da 
la mani&re suivante. 

L’dquation ($1 rnultipliie par (1 +y)?y, donnc en l’intdgrant 

-2a.S(Z+y).zt?y i (Z+y).sin,~-t.constante. 
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Your dtiterminer la constante nous observetons que l'int6gralc 
doit Gtre prise depuis W=O, jusqu'ii =~-ar', et que (Z+y).sinm 
est nul avec m, En effet, C+y devient infini lorsque (o est nul; 
en rdduisant donc son expression, dam une s6rie ascendante par 
rapport i a, lo premier terme de cette sdrie sera de la forme 
A.a-r. De plus, z &ant nul w e c  m,  si l'on rdduit pareillement 
son expression , dam iine s6rie ascendante en 'D; le premier terme 
sera de la forme A',&', r et I' &ant positifs, L'equation 

donnera donc en n'ayant Bgard qu'ii ces premiers termes, et ob- 
oervant que tmg. rn devient cco, dam le cas de ca trhs-petit, 

d'oh I'on tire, en comparant les exposans 

x-rG=#; 

de Q; 

( ~ + y ) .  sin,@, deviendra done A. dY en substittiant Am* poury, 
et ezr pour sinem; (Z+y).sin.m, est doac nul avec m ,  et par 
consequent la constante de I'intCgrale prdcddente est nulle. On 
aura donc, en observant qu'Q la fin de 1'intBgrale rn devient 
*mar', et qwoy est nul, 

-mt.S(l+y).n~=- v .t.sin.IrJ/. 
d 

L e  volume onticr de la colonne soulevdo sera par condquent, 

1 On aura la valeur de z 9  au moyen de l'dquation suivante, donnde 
par le no 5 de ma Theorie, 

h c5tant ici IC dianiittre iatdrieur dw tubel c t  Q itant la hawtern 
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i laquelle le point le plus bas d u  fluide intdrieur s’dlkve ail-dessus 
du niveau : dam le cas 021 le h i d e  s’abaisse au-dessous du niveau, 
q devient nCgatif, et cxprime la dhpression du point le plus &lev6 
du fluide intdrieur. Cettc iquation donne k fort peu-prbs, 

’Ainsi, pour avoir des Bldvations riciproques aiix diainbtres intC- 
rieiirs des tubes;  il Faut ajouter aiix dldvatioas observdcs 9 ,  le 
sixihne du  diamktre multiplie par le facteur 

( I  - a i n . m f ) e .  ( I  + a.rin. m’) 
- 0   COY^. .@‘ t 

facfeur q u i  se rdduit A l’unitd, lorsque I’angle m’ est nul, Cefte 
corrcct ion est nkcessairc dans des expkriemes firi tes avec une grandc 
prdcision, cornme celles que nous allons rapporter. M. Gay-Lussac 
a bien voulu les entreprendre H ma pribre; il a irnagink poiw nie- 
surer les ascencionn et Ier cT6pi~eeions d c s  fhides dans les tubes 
capilhircs transparens, un moycn qui donne A scs expdricnces, 
la prkcision des observations astronomiqiies ; ensorfe que I’on peut 
en adopter les rdsultats avec conliance. Lee tubes ont e‘t6 choisis 
bien calibrgs ). et Ienrs diamhtres intdrieurs ont C t B  niesm6s au 
rnoyea d u  poids d’une colonne de rnercure qui les rernplissait ; ce 
qui erit le moycn le @us exact de &terminer ces diami:treo. 

Les physiciens ne son8 pas d’accord sur 1’6ldvation de I’eau dans 
les lubes eapillaires de vaee, d‘un dianriitre donnC. : leurs rdsultats 
4 cet &gad,  different au moins du simple au  double. Ces (\iff& 
reiices tiennent principalemerit au plus OIL mains d’hutriidit8 des 
parois des tubes : quand i l u  sont tr&s-humect&, coinme ils I’ont 
toujours dt4 dans les exphriences suivsutes , I’eeu s’klbae towjours 
h fort. peu-priis Q la meme hautelir dans im n&me tube. M. Gay- 
Lussac a obuervr8 dnns un tybe de verre b l a n c ,  dont le diami.tre 
iatkrieur &it de imf, 29441 , I’CiCvation du  point Ir J ~ I I I S  bas de la 
swface int6rieure de  l’eau , nu-deqnus d r r  nivean clo ce Iiquide 
dnncl un vase ir&s -large dans lequel le tiihe plongeait par son 
e x t r h i t h  infdrieure, I1 l’a trouvde par plusieirrs expkrjences qui 
fi’aCCOrdaieI\t entre elles, kgale 8 23”’’, 1634, la tempdrclture 6ta11t 
de @‘,5 environ, du tbermometra centigrade, I c i  , l’angle d eat 

i 
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n d  I'eau mouillant parfaitement les parois du tube. En augtnen- 
tant cette &levation, du sixibme du  diambtre du tube ; on aura 
2Pi, 3791.' Cotte quantitt? multipli8e par le diarnktre du tube, 

donnera par ee qui prdc&de la valeur de 3; et  l'on trouvera 

Dans un second luhe tlc vcrrc, tlont Te dinm8trc: inte'ricur &nit 
de 1"",i~o581 ; M. (';ay-l,iissnc a observ6, B IA n A n e  ~crii~~c!r;iturc, 
1'616vation d a  point le plus bas de la surface intdrielire an-dcsstis 
c l u  niveau, de rP",  5861 ; ce qni  donne IP', 9054, en l i i i  ajoutant 
le sixiltme du cliamhlre r l u  tube. L'4lt5vation du premier tube 
corrigee, donne pour l'&lkvation corrigee second tnbe, xC;nli,8$; 
cc qui rliffbre trbs-peu de l'i.1Cvation qtii rthilte tlc I'observation , et 
ce qui prouve, 10. que les &&vations corrigdes sont ii trCs-pcu-prPs 
rkiproques aux diambtres des tubes ; 20. qne c h i s  des expdriences 
Irku-pr4cises, la correction faite par l'aclditiou du s i x i h e  du dia- 
m&trc des tubes, est indispensable. 

O n  pourrait encore de'terminer la rnlcur de a ,  811 moyen de 
l 'd ldva~ion du point le plus bas de la snrface dc l'cnu qui  s'dICve 
lentre deux lanies de verre E verticales et parallbles, tr&a-rapprach&ea 
l'une de I'autre, et plongeant par leiirs e x t r h i t d s  iiif4rieiirt.s, tlmls 
un vase pleiii de ce liquiide. M. Gay-I4ossnc a trouvB par IC rdmltat 
moyen de cinq exphicuccs pen difKrcii8rs entre e lks ,  cette dld- 
vation Cgalc i IW, 574 , la distance miiluelle (lev lanies &ant de 
I ~ ' ,  0%. Cette distance &ait exnctcmcnt Ogale nu tliamiitre d'u11 

fil de Fer passd A la filibre; et pour inesurer ce diamibtre, 011 a 
placd lus m e s  h cot& d e n  aiitrcts, plwieiirs portions d t i  inerne fil , 
qui par la soinme de leiirs tliarnbtres, formaien t line I i irg~ur con- 
siderable que l'on a mesurCe avec soiii, t*t clue I'on a erisiiitc di- 
vide pqr le nombre de ces ciiain6tres. Lcs letiics parfiitcarncnt 
platies, avaieut 61: t r ~ s - l i r i i n c ~ c . ~ i l ~ ~ ~  : la tetnp8rattire &nit (IC ]Go 
penclant leu expdriences. Si I*on ajoiite B I'dl&vation observtSe, le 
produit de la demi-distance des lames par I - - 4 ,  f l  itant la* 

demi-circonfdrence dont le rayon est l'unitd et s i  I'on rnultiplie. 

v 
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la somme par la distance x n t z , o G ~ ;  on aura par le n. 8 de ma 
Thdorie de l’action capillaire , la valeur de  1 On trouve ainsi 

1 - = 14“) 534, a 

Ce resultat doit &re un peu augment&, pour le rehire  tr la tern- 
pbrature de * , E ; ;  car on n vu pricddernment que 1’618vation croit 
avec la densitk du liquide. 11 diffire peu d u  rdsultat 15””, 13 
~ L I C  donne l’dldvation de l’eau dans un tiibe de verre; ce qui  fournit 
une confirmation nouvelle de la  ThCorie suivant laquelle l’dlkva- 
tion entre des plans pamll&les, doit &re environ la moitid de 
1’6ldvation dans les tubes capillaires d’un diamktre 6gal & la dis- 
tance des plans. Nous adopterons ic i  , de  pr6Fdrence , la valeur de 
- conclue des expkriences sur le tubc le plus dtroit, et  nous sup- 
poserons ainsi Zi la tempirature de @,5,  

a 
a 

2 - - 3 0 m ~ . m i  ,2621. 

Cela posC:. La formule prEcEdente qui  ddtermine le volume du 
liquide Clevci , donne en ayant Cgard A ses deux terines, et en 
prenant pour unit6 le cenfirnhtre cube, le volnme du liquide &lev& 
par un disque de verre blanc circulaire, et  dont le diambtre est 
de  I 1 8 ~ ~ )  366, Bgal k 

60,5327 - 0 ,  9378 ; 

le poids du centimhtrc cube d’eau A son maximum de densite, est 
le  gramme. Mnis les exphiences prdcbdentes ayant  Btd faites Q la 
temperature d’environ hui t  degrds et demi , le cenlimitre cube 
cl’eau pkse un peu moins que I C  gramme. E n  ayant Cgard A cette 
correction, on trouve le poids de la  colonne d’eau soulevde, au 
moment oh elle est prkte A se dCtachw, &gal Q 5 9 ~ ‘ ~ ~ ~ ~ ~ ~ , 5 8 7 3 .  M. Gay- 
Lussac a trouv6 par plusieurs exphriences q u i  diffhrcnt trhs - peu 
entre elles, ce  poids 6gal A 5ygrdm, 40; cc ( p i  s’accorde aussi bien 
cju’on peut le desircr , avec le rdsultat de l’nnalyse. 

De l’alcohol dout la pesanieur sp6cifique A huit  degrCs de tem- 
p h t u r e  ) cornparkc & celle de l’eau & la weme tempirature ? Btajt 

U 
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o,8rc~Gr , s’est &lev6 dam le premier des deux tubes prCc6dens , k 
la hauteur de  gm‘, 18235, la fempdrature &ant toujours de hui t  
dcgrJs. L’alcohol mouillant parf‘aitement le verre , il faut ajouter 
A cette hauteur, le sixibme d u  diambtre du  tube; elle devient 
alors &gale &grnr,  39808. Ce notnbre multipli6 par le  diamhtre d u  
tube,  donnera la valeur de relative A cet alcohol, et  l’on aura 2 

Au m o p n  de cette valeur, on aiira I’tSltSvation de l’alcohol dans 
le second tube ,  corrig6e par l’acldilion du  s i x i h e  d u  diamktre 
du tube, en divivaiit par IC diaiiibtre de ce tube; ce qui donne 

Gmi, 58976 pour cettc Bldvalion que M. Gay-tussac a trowvde par 
I’exp&ience, &gale h. 6n1i,40r37. t e  peu de diEdrcnce deces deux va- 
leurs prouve que les Cldvatioiis corrigdev de I’alcohol tlaas divers 
tnbes capillaires trbs-dtroits , sont rJciproqncs aux diamhtres de 

ces tnbcs. En employant la valeur prdctSdcnta de ;, on trotwe 

le volume d’alcohol &lev& par le disqoc de verre de la premikrr 
expdrieiice, dgal S 

a 

88, 5.733 .I 0, 3 7 7 0 . p  

le centimbtte cube etant pria pour unite. Cette raleur multipli& 
par la pevaiiteiir spJciSquc 0,819G1 (le cet alcohol, doanc le poi& 
de ce volume tl’alcohol, dgal celui de ?iI,r/t(icc) centimbtres cubes 
d’cau h. la tempt5ratui.o de huit  degrds; et  ce dertiier poidv est &gal & 
3lernm,x435. T e l  est donc le poids nrScessaire poiir dCtaclier (le l’alco- 
1101, le clique (le verre prCcdden t ,  la tempdrature dtant de  huitdegrds. 
M. Gay-Lussac a. trourd par l’expdricnce, cc poitls &gal A 5ifirdm,081 
A la riieme temphalure  ; ce qui diffi?re Irks-peu du rdsuhat de 
l’analyse. 

De l’alcohol dontln pesantenr spdcifiquc h d i x  degrks de ternpdrature, 
et coiiipar&e b cello de I’eau h. la tneme temp&raturc, Ctait 0,8595, 
s’est dlevc’ dam le premier tribe , & CJ’”’, 30079, ce qui dontie 
yi, 51G(tg pour son Bldvatiou corrigee. 1 J ’ o i  l’on concliit la valeiir 

de relaiivc A cet alcollol, dg;ile B 5r!-~o5, Ce(te valeur tlo. $ 4  
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a .- dame le poids adcessaire pour ddlacher le disque prEddent, de 
la surface de cet alcohol, Cgal h 32tram,860 , et  l’empirience a donne 
A M. Gay-Lussac 336rtrm,87; ce qui s’accorde exactement avec le 
c a1 c ti 1. 

IStifin, de l’alcohol dont la densitd h i t  0,94153 41 hiiit clcgr8r 
de temp&raturc, s’est &lev6 dans le tube prkcddent , A 9w‘1,~9727 ; 

ce qui  donne a = 1 3 m 2 ~ m r , a ~ g 8 ,  et  par conskquent I’adhCsion d u  
disque prdcddent , dgitle A 37fran’, 283.  M. Gay-Lussac a t r o w 6  par 
I’expErience , A la ul2nie temperature, cette a d h h i o n  &de h 

De l’huile de tbrdbenthine dont la pesanteur spdcifique B huit 
degrds de teiiipdrature , et cornpark  k I’eau B la riic21~ie temp6rn- 
lure ,  etait 0,869458, s’cst dlevke dans le premier tube, k 9’””,(3515g; 
ce qui  donne 1 0 ~ ’ .  16720  our son & I t : v a ~ L ~ n  cclrrigie, et - &gal 
8 r 3 m l  mi , rGoG. De I A  011 conclut I’adhkuion d 11 tlisqitc prLe6tlent 
k la surface de cc liquide, 6gale h 5/tqram, 350. M. Gay-Lussac a 
troixvd B la m6nie tcmpdraturc cle hrtit degrds , cette atlhbsion &gale 
li 34gmm, 104, cc clui cliffhe tri.s-pcu du resultat prdcddei~t. 

Ill, Gay-Lussac a f i i f  plnsiciirs csxpdriences sur l’adhktiion d u  
Aisquc prbc&leiil, ail niercure. Mais potir k s  coaiparcr BlaThCorie, 
il falit conna?jtrc I * .  l’dldvn~ion du  rriercurc: tlnns uti tube de verre, 
d’an d i a m h e  donn6  j 2’. l’nngleqne la surface dii niercure forme 
tlvec le verrc, RU point de contact. J,’uae ct l’aatre de ccs donndes 
cgt trbu-(lifficile h (!&terminer par I’expJrirncc, Q cause du frotte- 
iiient d u  inercure coiltre la siirface t l u  vcrrc’, frottcinent qu i  met 
obstacle 21 I’ClCvation 011 A la tl+ression de ce liquidc dans Irs 
tithes capillairea, et  qu i  peut changer considdrablement I’anglo 
cl’incli~iaison (12 sa siirfjce ii celle du vcrre. Ida cornparaison 
de pIusieurs phdiiomhes capillaires ohcrvbs,  avec la Thdorie,  m’a 
donnb par un risuIiat moycn,  la valeut de relative ail ntercnre, 

la tempc‘rafure de dix degrds , &gale & 1 3 ” ’ ~ ’ ” ~ ;  et l’angle aigu 
form6 par Ics parois d u  verre,  et par iin plan tangent A la siirfitcc! 
dn ~ f i c i * c u c e ~  A l’extrdmit6 de la sphere d’activitd sensible de ces 

parois, 

3, 

37fir<’m, 152. 

a 
U 
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parois &gal A 48". Je ferai donc usage de ces donn8as que der 
experiences plus nornbreuses peuvent rectifier encore, Elles donnent 
m' c 1530, et 4 m' = 760. On trouve ainsi par la formule prdcti- 
deufe, que le poids de la colonne de mercure soulevde par le disque 
de verre prdcbdent, est de 207grum, 0. M. Gay-Lussac a trouv6 de 
trku-grandes diffkrences entre ICS rdsultats de ses expbrienccs sur 
cct objet, Dans ses expkriences SUP l'adl~&on d'un disqne de verm 
a la surface des liquides , il suspendait le disquc, nu fldau d'une 
balance trbs - exacte qui I'enlevait verticalement au imyen d e  
poicla trls-petits ajoutds successivement et avec lentenr, dam le 
plateau de I'agtre f lhu  de la balauce. La sonime de ces petite 
paitls, au tnotnent oh le disque se dCtnchait d u  liqwide, indiquait 
IC poids de la colonne ent ihe soulev6e. En opBraqt ainsi sur la 
merciire, il a observe que cette somme Btait plus ou moins grande, 
suivant la lenteur avec laqwlfc il ajoutait ces poids successifs ; 
et en leo ajonlanl B de trbs-grands intervalles il est parvoxiu 8 
Blcver leiir eonme, de I 58frommrr A 2g66mmmr1. Elle depend comme on 
le voit par la formule prdcddente , de l'angle aigu que la surfaca 
du  mercure forme avec celle du verrc, et elle est & fort peu-pres 
proportionnelle au sinus de la moitie de cet angle; or on sait par 
I'expdrience journalikre du baromktre , que cet angle peut aug- 
rneiiter considdrablement , lorsquo IC mercure descend avec una 
grande lenteur; le frottement du  liquide centre les parois du 
tube,  cmptkhant la descente des parties de ce liquide contigu'ds 
A ces parois. Le frottement rrnpeche 6galement la colonne de mer- 
cure, de se detacher du disqurt, Lorsqu'clle s'en d6taclie e110 
commence 8 qiiitter le bord du disqne , ensuite elle se rdtrdcit de  
plus en plus, prBs du disque jusqu'S ce qu'elle le quitte. Le froto 
tement d u  niercrire contre la stirface infdrieure dit disque doit donc 
empecher cet effet et diminuer , comme dans la descente du ba- 
romhtre , l'angle aigu du contact dc la surface du discluc avec 
cells da mercure ; et si toutes les niolCculea de la colonne liquide, 
ont le temps ndcessaire pour s'accommoder au nouvel &tat d'6qui- 
libre qui en rdsiilte; on conqoit que 1'011 peut accroitre considb- 
rablement IC poids entier iiCcessaire pour JBtaclier le disqae de 
la surface du  mercure, Ce poids s'bleverait Q prbv de quiltre cent, 
gramme$, si I'angle de contact etait droit. 
3" S U P P L .  LIV. x. IT 
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Les disqiies des diverses substances qui son t parfaifement mouiI- 

I$es par un liquide , doivent opposer la meme rGsistance b l e w  
separation de ce liquide, si leurs diambtres sont Cgaux; car alors, 
cette resistance est produite par I’adbCsion du liquide avec lui- 
mQme , c’est-&-dire avec la  couche d u  liquide qui tapisse la sur- 
face inferieure du disque. Pour vC.rifier ce r&sultat, M. Gay-Lussac 
a mis en contacl avec l’eau , un disque de cuivre dont le diamktre 
4tait de I ~ G n l l ,  604; et il a trouvB A la ternFCrature de 180,5, le 
poids necessaire pour I’en ddtactier , Cgal A 576fam, 945. 

est la 
mQme que relativement au  verre, c’est-&-dire Bgale j, 3 0 ~ ’ ~ ~ ~ , 2 6 a x  ; 
011 trouve par la formule prdcedente, le poids de I’eari soulevde par 
le disque , &gal A 57frum, 757; ce qui difftre extrt3mement peu du 
resultat de l’exp6rience. 

Les expdriences sur I’ad hdsion des disques de diverses substances 
& la surface d’un memo liquide, peuvent Gterruiner le8 rapports 
de leurs forces attractives sur cc liquide. E n  effct , si l’on eniplois 
des disques circulaires d’an Jiambtre trks-large ; cette adh6sion 
sera €t trbs-peu-prb, par ce qui prCc&de , &ale A 

.II I. /;. cos. t ‘ t i l .  LY 
r /z  

D’ Ctant la demit6 du  liquide; en nommant donc p IC poids n6- 
cessaire pour shpart-r le disque, de la surface d u  liquide; la quan- 
titi precCdente sera &gale k p .  Lea quatitit& D’ et a &ant unique- 
ment relatives au liquide ) les valeurs de cos. + =‘ relatives arix dis- 
ques d’un meme diamktre et de diverses substances, sont proportioii- 
nelles au poidsp; COS’. 5 a’ est donc proportionnel tl p’ j mais on a ,  
par ce qui pricbde, p=p‘.cos’. m’; aimi p‘etant relatif au liquide, 
les valeurs de p correspontlantes aux divers disqiies sont proportion- 
nelles aiix cards  despoids correspondansp. Ces valeurs sont , con1ni0 
on l’a v u ,  relatives h des volumes Cgaux : il faut les diviser par 
1es densit& respectives des substances, pour avoir les valeurs rela- 
tives h des masses &gales. Elles seraicnt proportionnelles aux  forces 
attractives, si la loi d’attraction dtait la mQme pour les diverses 
substances, Dam ce cas) les attractions respectivcs de ces 

Si ]’on suppose que, relativement au cuivre, la valeur 

-’ 
9 
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aubslances sur le liquide, sont, B dgalitd de volume, comme le8 
carrds des poids ndcessaires pour ddtacher les disques, de sa surface. 

Lorsqu’un liquide mouille parfaitement les disques ; les expd- 
riences sur leur adL6sion h sa surface, n’indiquent , comme on 
vient de le voi r ,  que l’attraction du liquide sur hi-mCme. Mais 
quand il ne mouille pas parfaiternent les disquev , son frottement 
contre leur surface infdrieure produit de gcandes varititds dans les r& 
sultats des expdriences d’adh6sion, aiiisi qu’on l’a vu relativement 
aux dikpcs de verre, nppliqu& Q la surface d u  mercure. 11 devient 
alors difficile de distinguer le resultat qui aurait lieu sans cette 
cause d’anornalie , et par consdquent d’avoir l’attraction dit disque 
our ce liquide. 

On a vu prdc6clcmment que l’angle de contact du mercure avec 
Ie verre dans I’eau Ctait nul,  ensorte que la surface de mercure 
recouverte d’eau dam un tube capillaire de verre , forme une denii- 
sphbre convexe. 11 suit de l i  que si l’on applique un disque de 
verre h h eiirfaco du mercure, et qtl’enauite 621 recouvre d’une 
couche d’eau, le disquo et le mercure du  va-, on aura a’ = ?c ; 
ce qui  rend nulle l’expression prdckdentc de la colonne de mer- 
cure dlevt5e par le disque qui ne doit par consdquent, opposer au- 
cline rksistance A sa s6paratibn du mercure. C’est, en effut, ce 
que M. Gay-Lussac a reconnu par l’expkrience. 

Imaginons sur un plan do verre horizontal line goiitte de 
tnercure, large et circulaire. La section de: sa surface, par un 
plan vertical met16 par son centre sera trbs-peu courbe B son 
sommet. En s’dloignant de cc point, sa cdurbure augmerjtera de 
plris en plus, jnsqn’h ce que sa tangente soxt verticale. A ce point, 
la courbure et la largeur de la section seront. B leur maxinzum. 
Au-dessous de ce point, clle se rapprochera de son axe, et coi’ti- 
cidera enfin avcc le plan de vcrre , en forinant avcc lui ULI angle 
aigu. Dt! tcrminons l’t5luation de cette courbe. 
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Nommons 8 le rayon osculateur de la  courbe au  sommet ; z l’or- 

donn6e verticale d’un deses points, l’origine desz &ant Ace sommet ; 
nommons encore, u ,  l’ordonnke horizontale, 011 la distance de ce 
point A I’axe desz, passant par le sommet ; on aura par le PO 4 de 
ma Thdorie sur I’action capillaire , 

Lorsque la goutte est fort large; on peut , dam une g r a d e  Ctenduc 
de sa surface, nbgliger les troisiemes puissances de z, et alors 
l’dquation prCcCdente se rCduit i 

dz 

ddz dz 2TL - u . - +z - 3 a. LIZ - - 0. ( s )  dua 

Cette Cquation r!iff&entieIle , q t l O i q l l G  beaucoup p1U6 simple que 
I’dquation (r), ne paraft pas cependant integrable par les mt9hodes 
connues j mais je trouve que l’on y satisfait , en Faisant 

1’jntCgrale &ant prise depuis 9 nul 
circonf‘irence ‘lr. En eget, on a alors 

jusqu’li Q kgal 5 la demi- 

ddZ 1 t ‘ ~ Z O ( . 0 8 . c p *  z=&ba *ji?Q, . 2 u . cos’. Q, . c 9 

le premier menibre de 1’Gquiltion (s) clevient ainsi 

1 u r/z 9 coq. 9. &bT. fap . { 25cu . cosa. q + V‘G. cos. (p - 2 uu} . c 9 

et en integrant, il devient 

L’int6grale devant &re prive depuis Q == o , la coavtantc est nulle, 
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De plus , l'intdgrafe devant s'dtendre depuis Q i o jusqu'Q Q I e, 
elle est encore nulle B cette seconde limite; ainsi 1'Cquation (8 )  

est satisfaile. IJn valeur pr6cddente de z n'est pas l'intbgrale com- 
plbte de cette dquation ; mais elle suffit dans le cas pr6sent oh z 
et - sent niih avec u. dz 

du 

Cos. Q est &gal Q I - a . sin.. 5 cp ; ce qui  cliaiige l'exprcssion 
de z en celle-ci, 

Lorsque g u t / Z  est un nombre considdrable, ce qui a lieu 
vers les bords d'une large goutte , la valeur de 
devient trh-petite et insensible, dans IC cas oil 9 a uiie valeur 

cette Forme 

- 

sensible; en mettant donc alors l'iut6graleJiiq . c-atlv';; * s i t l * . i 9  sous 

on 
en 

on 

T,'ilitdgrale relativc ii f ,  doit &rc prisc depuis P = O ,  jnsqti'H 

tit6 illsensible, on peut preridce cette int6gralc, depriis I GO 

jiisqti'8 l'lnlini, e t  alors on a 

P = X L .  fi; mnis c - , r rk 'L  ttant, ( par In supposition, line (pian- 

- 
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Rcprenons maintenant l'hquation diffirentieile ( r )  , et faisons 

z r = q - z ,  ' q &atit la valeur entibre de z ;  l'dquation ( r )  de- 
viendra 

ddz' i dz' 
dU% 

1 +- 
2 ,+ aaq--auz'z=- i? 

-- 
3 +  

Nommons, comme pr&c&lemtnent, m l'angle que la fangente A la 
courbe, forme avec le rayon u ;  on aura 

l'dquation prdcedente devient ainsi 

en multipliant les termes de cette bqilation 
par dz', on aura 

par --. du tang, tru ou 

ad a - dm. sin. m $- I. sin. m = aaq . dz' $- z.  ad- aaz'dd; 

et en intkgrant 

z'.sin. m= ( a) nu9 + 6 .2- az" + constante. cos. cir +$" U 

Pour dkterminer la constante nomnions m' ce que devient m, 
lorsque z' est mil; d sera ]'angle obtiis form6 par. la surface 
de  la goutte avec le plan. En faisant commencer l'intdgrale de  
1'8quation prdcddente avec z', on aura constante =  COS.^'. Nous 
ndgligerons d'abord cette intdgrale, el le tcrme g.2'; nous au- 
rons ainsi, 

cos. cir = 2uqd - ads + cos. a'. 

Nous pouvons, dans une premiEre approximation, supposer z'=q, 
lorsque la tangente est horizontale, ou lorsque  COS.^ = I ; nom 
aurons ainsi, 

I[ - C 0 5 . d  C 6.4', 
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QU 

q= I / i . s i n .  fa+; 

'I- i - l / . s i n . ~ a r = s ;  - a 

partant 
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ce qui donns 

devient ainsi Ild , sin. l'int+pale J II 

- v: ,fdm.sin. l m . c o ~ ' . + a  -. 
tb 

L'int&gcale pr8cddente est insensible, lorsque l'angle m est Ires- 
petit ; car quoiqu'alors le ddnominateur de la difbkentielle 

puisse &re trbs-petit e l  merne nul ,  cependant la diff'- 
renticlle elle-meme est trbs-pctite et beaucoup moindre que dam 
It: cas oh l'angle rn n'est pas trhs-petit, comrrie il est facile d e  
$'en assurer. Dam ce cas, la valeur de u est Q fort pen pds Cgala 
au demi-diamktre tle la section circulairs de contact dn mercure 
avcc ie plan. DBsignons par I ce dcmi-diamhtre; on poiirra donc 
sans erreur sensible, siipposer u =-C dans l*int&grale prCcCdente, 
et alors en la prenEnt depuis m z d ,  on aura 

&'.sin. m 
U 

Par constkpcnt, 011 aura 

en subutituant pour 2' sa valeur Q - z ;  on aura 

Maintenittit, z ktant nul avec art on aiira m' B g a l  H une sPrie 
asccndtlti!e des pui.ssances (le z : en la subatitue~~t dans I'&q,~ation 
pr6cCdente, et cornparant eutre eux les coeflicielld de ces puis- 



64 ’ M k C A N T Q U E  ClkLESTE; 
fiances ; le coef€icient inddpendant de z, donnera 

est une trks-petite fraction dont on p u t  ndgliger le card;  f; 
lorsque la  goutte a une grande largeur, et alors l’dquation pr& 
cedente d o m e  A fort peu-pr&s 

1 

Determinons prisentement la constniite i. Reprenons pour cels 
les ~5qoations 

dz’ c - du . tang. m= - 5 . vi. a?*. cos. f a r ;  

on aura 

ce qui d o m e  en intbgrant 

u . \/2. =log. tang. rp + 2 . COS. f ar + constante. 1 

Pour determiner la  constante, on observera que m &ant m‘, 
u est &gal Q Z, ce qui. donne 

1 constante I I \/3a - log. tang. art- a .  cos. + m’; 

on aura donc 
- 

1 1 - - ~ ) . V ~ ~ - - . C O I I . : ~ ~ + . C ~ I . ~ ~ O ‘  tang. - m = tang. -. m’.dU P 4 4 

c 6tant le nombre dont le logarithme liyperbolique est l’unitt?. 
Cetfe Bquation donne trks-peu-prb, lorsque l’angle m est trks- 
petit, 

- 1 j . r/Z - . sin*. t rgr taug, m 4. tang. !- P’. c(“ 4 e 

Maintenant, si l’on diffdrentie l’expression de z trouvde ci-dessus, 
dans 
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dam le cas de ar trks-petit j on a 
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on peut dans cette expression, nigliger, lorsque Z est fort grand, 
3 - et -6- vis-&vis de l’unitd, et sup- 

1 u=.a) les ierines - 
poser dans le dbnominateur, u = Z ,  ce q u i  revient h nggliger, 
comrnc on I’a fait dam l’expression prdcddente de tangem ou 

de &, les puissances de 7; et alors on a 

3 
8u.  r / s a  

1 L l -U  
t 

E n  comparant cette expression de tang.m, i~ la prbcddente; 09 
aura 

Cette valeur de 5 donne par le ne 4 de ma Thdorie, la dCpres- 
oion due A la capillarite dans un barornetre dont le tube est fort 
large. En effet , il est visible que la surface du mercure dans Ie 
tube,  est Is tn8mc que celle de la goutte que nous venons de 
considdrer; inais au pc>int oh cette surface se termine, elle fait 
avec les parois du tube , un angle dont m‘ est le compl8ment, 

Lorsqu’il s’agit d’un liquide qui , cornme I’eau ow l’alcohol; 
mouille exactement les parois d’un tube de verre ; 2 exprime dam 
un semblable tube, 1’818vation du point le plus bas de la surface; 

1 

‘x 
au-dessus du  niveau, et. l’on a d== ;; ce qui donne pour 
&vation, 

cettcP 

s* SUFPL* LIV, x* I 
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ou 

j 3,63476*t/J. q 2 x . c  - - 2 . c a  

Vd 
Comparons les r6sultots prticCdens , 

M. Gay-Lussac a observi B la temp&nture de sao, 8, I’Cpaisoeor 
d’rine large goutte de merciire, circolnire et d’un ddciin&tre de 
diamktre , s’appiiyant siir u n  plan de verre blanc, parfaiternent 
horizontal. 11 a trouv8 au moyen d’un micrornbtre !res-exact , 
cette dpaisseiw &gale h 3”lr, 378, Cette valeur diffhre trhs-peu de 
celle que Segricr a frouvtre par 1111 moyen semblable, et q i i i  , 
rdduite en millimktres , est &gale b 3m1,40674. En calculant cette 

hpaisveur , d’clprks l’expression precddente de 7 + z, et faisant, 

comms prc!c&?emrnen t , a 3=1 I 3mr.Jnni , en supposant de plus, I’angle 
aigii form6 par la surface du mercure et. par celle dii verre au 
contact, &gal il 4R“, re qiii dnnne dane l’cxpcssiuri tiit&?, m‘= 152’; 

enfin, en ndgligeant le tecme a, qui devieat insensjblc relative- 
rnent tr. w e  goutte d’un d6cimbtre de diamktre; cette expression 
doanera pour l’dpaisueur q de la goutte, 

l’experience. 

1 

, 
2 

1 

9 = 3“’, 39664; 

qe qui differe peu de l’expbrience. 
M, Gay-Eussac a observC encore clans un vase de verrc, f l &  

b r g e ,  ct dont le3 parois diaient serticales, la distance du point 
de contact de ?a surface du merciirc avcc les parois ai1 point le 
plus 6levG de cette surface; et i l  I’a trouvee de z m r ,  455, Celte 

distance est par ce qui pr&chde, &gale B I/’. d sin. 5 ad. Ici , 
m‘ est kgal 53”, et elore on a par le C S ~ X . ~ ,  E*’, 432 pour cella 
distance ; ce qui s’dloigiie peu dri rksultat de l’observation. 

Pour cornparer I’analyse , 4 I’ewpdrience relalivement A la dd- 
pression d u  mcrcure darrv des tubes do verre fort larges; je choi- 
sirai les expdrknces faites. par M. Charles Cavendisk , et rappor- 
tdes dam les Transactions philosophiques pour l’ande I 776. Ellea 



S U P P t l ? M E N T  AIJ XI t IVR113 ,  87 
donnent on powes anglais,!sette depression dgale A cinq milli&rnes 
de potices, dam un tube de verre de six dixibmes de pouce en 
d i a d t r e ;  &gale B sept millibmes de pouce, dans un tube d’un 
demi-poucecle diambtre, et Bgalc ai quinpe rnillikmes de pouce, dans 
un tube de quatre dixibmes de pouce de diambtre. L’expression prd- 
c8denle de 3, donne en observant qu’ioi ad= &a9, et en r&fuhnt 
ies resulttits en pouceo anglais , In dipression dgale B 0,0038 dans le 
premier tube ; Bgale h 0,0069 dans le second tube , et kgale 0,Ox 2 6  

d a m  IC troisibme tube; ce qui s’accorde avec l’expdrience , rutant 
qu’on peut I’atiendre de ccs observations dans lesyuelles on ap- 
prBcie d’auosi petites qnantitdv. 

M. Gay-Lussac a t row6 par un milieu entre cinq expCriences, 
3’818vation du point le plus bas de la surface de  l’alcohol, dans uu 
tube de verre dont le diambtre Btait de Iomi, 508, Cgale h o“‘, 3835. 
L a  tcmpirature h i t  de I@ pendant les experiericcs, et la pesan- 
{eiir spdcifiquo de l’alcohol Qtait 0,815467 , h cettc tkrnp6rature. 
Le point le plus bas de la surface du m & ~ e  liqtiide, s’6levait A, 
la meme temp6rajure, de 7“’, 07850, dam tin tube de verre dont 
le diatnbtre &ai: de xmr,  3944; cl’oi~ l’on tire 

I 

r , ~  formtile pr6cddcnte donne ainsi om‘, 3378 pour l’hldvation de 
l’alcohol dans le large tube dans lcquel l’exphrience a donnd cette 
dldvation dgale B ami, 3835,La diffdrence ani, 0457 est dans lcs 
limites des erreurs , soit de 1’expCrienca soit de la formule elle- 
meme qui n’est qu’approchh 

ON voit par ce qui prdcCde , I’accord qui existe entre les phb- 
fiombnes capillaires , et les rdsultats de la loi d’attraction des 
molbcules des corps, ddcroissante avec une extreme rapidit6 , de 
manibre A devenir insensible aux plus petites distances percep- 
tiblev A nos sens. Cette loi de la nature est fa source des affinitb 
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chimiques: semblable B la pesanteur, elle ne s’srrhte point A la 
superficie des corps; mais elle les pCni3tre en agissant au-deli du  
contact, Q des distances imperceptibles. D e  l i  dBpend l’influence 
des masses dans les phCnombnes chimiques, ou cette capacitci de 
saturation, dont M. Rerthotlet a si heureusement ddvelopp0 les 
effets. Ainsi deux acides, en agissant sur line mQme base, se la 
partagent en raison de leurs af€init& avec elIe ; ce qui n’aurait point 
lieu, si l’affinit6 n’agissait qu’au contact; car alors l’acide le plus 
puissant retiendrait la base entihe. La figure des moldcules 616- 
mentaires, la chaleur et d’autres causes, en se combinant avec 
cette loi genCrale, en modifient les effets. La discussion de ces 
causes et des circonstances q u i  les dbveloppent , est la partie la 
plus dilicate de la chimie, et constitue la philosophie de cette 
science, en nous faisant connailre autant qu’il est possible, la 
naiiire intime des corps, la loi des attractioiis de Ieurs moMcuIes, 
e t  celle des forces btrangbres qui Ics animent. 

Leo moI&~~Ies d’un corps solicle , ont la position dans laqt~110 
leur resistance ia un chaiigernent d’dtat , estla plus grande. Chaque 
moldcule , lorsqu’ou la derange irifinimeot peii de cette position, 
tend & y revenir eii vertu des forces yni  la sollicitent. C’est 1A ce qui 
constitue l’dlasticit6 dont on peut supposer tous les corps doaCs , 
lor~qu’on ne change qu’extrC?mement peu leur figtire. Mais qiifin“d 
l’etat respectif des mol6ciiles Lprouve 1111 changetncnt cnnaitldrable; 
ces molCcules retrouvent de nouveaiix dtats d’bqiiilibre stable, 
Cornme il arrive aux metaux Bcrouis, et  gdndralement aux corps 
qui par Ienr mollesse , sont siisceptiblev de conservcr tootes les 
formes qii’on leur donne en lcs pressant. La duret& tles corps et 
jeur viscositt? ne me paraissent 6tre que la risjslance des mol& 
cules , A ces changemens d’btat d’bciuilibre. La fime expansive (le 
Ja  chaleur &ant opposde A la force attractive des molCcules, elle 
diminire de plus en plus leur viscosft6 ou leur adh6rence mutiielle 
par ses accroisseinens successifs ; et lorsqrie les rnol4ciileu d’nn 
corps n’opposent plus qu’une trls-ldghre rhistance A leurs ddpla- 
ceiricns respectif5 dans son intdrienr et h sa surface, il dcvictit 
liquide. Mais sa viscosifC, quoique irhs-offniblie, subsiute encorc 
jusqii’ii ce que ,  par une aiigiritntation de tempdrature , elle tle- 
vienne nulle ow insensible. Mors) cliayuc mol6cule retrowant dour 
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toutes Be8 positions les mQrnes forces attractives et In meme force 
rt?pulsive de la chaleur; e l k  cede A la pression la plus It?gBre, et 
le liquide j w i t  d’une BuidittS parfaite. On peut  conjecture^ avec 
vraisernblance , que cela B lieu pour les liquides qui, comme 1 8 1 -  
cohol, ont une tempdratirre fort superieure ii celle oh ils comnien- 
cent Q se congeler. Cette influence de la figure des molCculcs est 
trb-sensiblc clans les phdnombnes de la coag6lation et de la cristnl- 
lisation que l’on rend beaucoup plus promptes, en ploogcant d a m  
le liquide un rnorceau de glace, ou uti crista1 formti dii meme 
liquide ; les niolt?cules de la surface de ce solide se pr6sentant 
aux moldculcs liquides qui ICs  touchcnt , dans la situation ! A  plus 
favorable B leur union avec ellee. On coqoit que l’inffucnce de 
la  iigure , q u a d  la distance aogmente, doit ddcroitre bieii p l ~ s  
rapidement que l’attraction elle-mhe. C’cst ainsi que clnris Ies 
ph6nornbnes celestes qui ddpendent de la figure des plankttq, tels 
que la pr6cession des Bquinoxes, cette influence ddcroft en raison 
du cube tle la distance, tandis que l’attraction ne dirninue qu’en 
raison du carre de la distance. 

J I  parait donc que Petat solide JtSpcnd (le I’attraction des mow 
]Ccnlcs, combinlc avec leur figure; ensorte qu’un acide , qnoj(lue 
excrpnt sur line base, uiie moindrc: attraction B distaiico , qtie sur 
line autre base, se combine et cristallise de pr&Fdrence avrc elle, 
si par la forme de ses mol8cule~, 9011 coiltact avec celte base est 
P I U S  inliine. L’influcnce de la figurc , srnsible encore clans Ies 
fluides visquetix, est nulle clans ceux qui jooissent tl’une fluidit8 
parfaite. Iinfin , tout porte rroirc clue d a m  1’6tnt gazeiix, lion- 
seulenient l’inflnenca de la figure c l a ~  rnolciculea # niais eacore celle 
do leurv forces attractives est insensible par rapport la force r4- 
pulsive de la clialeur. Ces inoldcules ne paraissent &re alnrs (111’1111 

&utacle B l’expansion de cet te force ; car on peiit, sails cliar~ger la 
tension d’un volume donne d’nn gnz quelconque, substitner A plu- 
aieurs de ses mdCcules dies6rninCe.s d n n s  ce vohme,un parci 1 tiatnbre 
de tnolthnles d’iin autre gaz. C’cst la raieon poiw laqiielle divers 
gr7z mis en contact, finissent h la lotil;tic, par sc m&lcr d’tme ma- 
nihre uniforme; car cc n’eut qu’a10i~s cpi’ih sont d a m  un &at stable 
&&pilibre. Si l’nn de  ces gnz est de la oapetic ; 1’6quilibre n’est 
stable que dam le cas ou cette vapeur clis&niinbe est en quantitd 
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bgale OU moinclre que celle de la mQme vapeur qui se’dpandrait 
ir la m&me tempkrature, dans un espace vide Bgat B celiii qu’oc- 
cupe le melange. Si la vapeur est en plus grande quantitd j l’excd- 
rlant doit , pour la stabilit6 de 1’Cquilibre , se condenser sous forme 
Iiquide. 

La considkration de la stabilitt- de l’kquilibre d’un systhrne de 
molkcules rdagisrant les unes sur les autres, egt trbs-utile pour 
l’explication de beaucoup de phknomhes. D e  meme que dans un 
systbme de corps solides et  fluidcs anirnCs par la pesanteur, la 
m6canique nons montre plusieurs &tats d’kquilibre stable; la chimio 
nous offre dans la combinaison des mBmev principes, divers 6tats 
permanens. Qiielquefobis , deux principes s’unissent ensemble , et 
lcs rnoldcnles formdes de leur union, s’iinissent ii celles d’un tcoi- 
s i h e  principe. Telle est, selon toute apparence , la combinaison 
des principes constituans d’un acide a v e c  une base. D’autres foiu, 
les principes d’une substance, sans &trc unis ensemble, comme ils 
le sent dans IR uubotanoo m6mo, dulllasent B d’autres principes , 
et forment avec eux, de8 combinairaons triples ou quadruples, en- 
sorte que cette substance retiree par l’analgse chimique , est alors 
un produit de cette opdralion. Les moldcules integrantea peuvent 
encore s’unir par diverses faces, et produire airisi des cristniix 
diff6rens par la forme, la duretC, la pesanteur qxMiclue et leur 
action sur la lumibre, F : n h  , la condition d’un 6quilibre stable 
me paralt Ctre ce qui ddtermine les proportions fixes suivant les- 
quelles divers principes se combinent dam tin grand nombre de  
circonstances. Tous ces phenombnes dbpendent de la forme des 
molCcules elbmentaires, des lois de leurs forces attractives, de la 
force repulsive de l a  chaleiir, e t  peut-&re , d’autres forces encore 
inconnues. L’ignorance oh nous sommes de cos donnhes, et leur 
complication extreme ne permettent pas d’en sournettre les resilltats 
B l’analyse mathdmatique. Mais on suppldc h ce grand avatitage, 
par le rapprochement des faits hien observhs, en tirant de leur 
comparaison , des rapports g6nQraiix qui  liaiit enaemble un grand 
nombre de phenomknes, sont la base des thdories chirniques dont 
ils 6tsndent et  perfectionnent les applications aux arts. 

A la surface des liquides, l’attraction molt5culaire modifit% par 
la courbure des surfaces et des parois qui les renfermeat, produit 
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res phhombnes capillaires. Ainai ces phdnombnes et toils ceux qua 
la chimie, nous prdsente se rattachent A une iiiCtrne loi que l’on 
ne peut maintenant rdvoquer en donte. Quelques Physiciens ont 
attribud les phd~~opbnes capillaires A l’adhdsion des moldcules li- 
quides, soit entre elles, soit aux parois qui les contiennent; mais 
cetle cause est inSufisante pour leu produire. 11:n eret  , si l’on sup- 
pose la stirface de I’em contenue dans un tube de verre , hori- 
zontale et de niveau avec celle de l’eau du vase dans lequel le 
tube plonge par son exlri.mit& iofthieure; la riscosith Jli liquide, 
et son adhhence au tobe, ne doivent point courber ccttc stirface, 
e t  la rendre concave. Poar ccla , il est IiCcessitire d’adtiiet~re una 
attraction de la partie supdrieure tfu tube, qui n’est poilit imnid- 
diatement an contact wcc le liquide. ll’aillenrs, la surface da 
liquide ret~fermC dans le tube ,  serait, lorsqu’clle est concave, 
i irde verticalement en bas, par leu colonncs verticales du liquide. 
qui lui sont adldrenles j et lorsque cette surface cst convexe 
comme celle d u  nierciire dans u n  tube de verre, et d’une gontta 
d’ean h l’extr6mit6 d’un tube ; elle serait presvde perpendiculaire- 
ment , dans clinciin de scs points par le poids des colonnes SII- 

pirieures du Iiqiiide. Cette surtace ne serait donc pas la+ m$me 
dnns ces deux cas, et les phCnom8nes capillaises ne siiivraient p a s  
leu ni&nics lois; ce q u i  est contraire B l’expirience. 11 Eaut dono 
recmnaitre que ces pliCtionibnes ne &pendent pas seulement de 
l’nction au coiitnct , rrinis tl’une atlrnction qui s’6tend auFdelap 
en dBcroissant avec une cxi&rne rapiditd. 

La  viscositd des liquides, loin d’btre la cause des ph&norn&n+P 
capillaires , en est une cause perturbatrice. Ilane sont rigoureuse- 
Irneiit confwmcs ii la theorie ,  que dans les liquides qui jouissenb 
rl’tllle f l l i i t l i td  parfaile ; car lcs forces (font ces pldnomlncs dd- 
pcndent, sont si petites, que lr plus I4ger obstacle peut en modifier. 
Ics c*ffrts d’tinc manibre sensible. C’est B la viscositd de l’eau, que 
I’on cloit tltlribtier les diffrSrences considCrablee observdes par les 
Physiciens, entre leu Clhations de ce liquide , dam des tubes 
capillaires de verre d’im mdme diamktre. LR seconde nianikre dont 
nom avons envisagC prdcCdemment l’action capillaire, nous montre. 
que la siirfaco intbrierire du tube,  &ve d’abord line premihru. 
lame d’eaa; celle-ci en dl&re une seconde qui en Cslbvc une trob 
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sikme, e t  ainsi de suite jusqu’b l’axe du tube. L’existence de ces 
lames peut &re rendue sensible, au moyen de quelques grains de 
poussikre adh6rens aux parois du verre : on voit ces petits corps 
agitds par l’impulsion de ces lames, avant que d’&re atteints par 
l a  surface du liquide. L’al traction mutuelle des lames est obliqiie 
A la surFace des parois , et tend A faire pdnttrer les moldcules do 
la erconde lame dans l’int6rieur de la premibre, ce qu’elles ne 
peuvent faire sans la soulever ou la rompre. Lorsque le tube est 
fort peu humectt? j cette premiCre lame alors trks-mince rksiste 
Q ces efforts, par son adhdrence BU verrc et par la viscosit6 de ses 
parties. C’est , si je ne me trompe, la raison pour laquelle Newton 
et M. Haiiy n’ont observd que treize millimktres environ , d’as- 
cen,sion de l’eau dans un tube de verre clont le dianiktre est cl’un 
millimktre; tandis que dam un tube semblable fort humect6, l’eau 
s’dkve au-dessns de trente millimktres. 

A I’extrbmit6 d’un tube de vecre, les premikres lames d’eau 
ne peuvent plus s’&lever, sans c h n n g ~ r  do figuic h lour surface su- 
perieure; et du moment oh cette surface devient convexe , elle 
tend h ddpriiner le Iiquide infdrieur, et oppose aiiisi un obstacle 
Q son ascension. Cette cause, jointe Q la viscosifc? du liquide e6 
B son adhkrence a u  verre , explique la petite rdsistance que l’eau 
Bprouve i s’klever, lorsqn’elle parvient pres de I’extrdmitbd’cn tube, 
resistance qui  doit &re nulle et qui Pest en efl‘et , dans les liquider 
qui,  comme l’alcohol , sont par€aitement fluides. 

Le frottement du liquide contre la surface des parois, et 1’adhCd 
sioii de l’air A la surface des corps, sont encore des causes d’ano- 
malie dans les phdnomhnes capillaires. 11 est ndcessaire d’y avoir 
Qard dans la cornparaison de l’cxpdrience avec la thdorie q u i  
s’accorde d’autant mieux avec ellc, que ces diverses causes ont 
moins d’influence. 

l’in- 
tensit6 de la force attractive des molbcules des corps : nous 
savons seulement qu’elle est incomparablement supdrieure h l’action 
capillaire. On a vu  pr6c&demmcntj que l’eau se tnaintieut 4evCe 
dans l’axe d’im tube capillaire par la diffdrence des actions du 
)icpide sur lui-mbme , B la surface du liquida du vase dans lequel 

le 

J1 est presqiie impossible de ddterminer par l’expdrience 



S U P P L g X E N T  A U  XI L I V R E .  73 
le tube est plong6 , et h la surface du liquide intbrienr du tube, 
Cctte ditF6renca est l’action du rnknisque liquide que retranclie- 
rait un plan horizontal mend par le point le plus bas de cette der- 
nibre surface; et cette action est mesurde par la hauteur de la 
colonne tslevde. Pour avoir l’action de la masse entiere du liquide, 
imaginons dans une masse inddfiuie d’eau stegnante, un canal 
vertioal infinimant (s troit abautivsan t B sa surface, et. dont les pcrroip 
infiniment minces n’empbchent point l’action des moldcwies ex& 
rieures 4 ce <;+ti.al, sur la colontie d’eau qu’il contient. DBtermi- 
nons la pression de cette colonne, aur une base pcrpendiculairs aus 
c b t h  du canal, et placde uiie distance sensible au-dessous de 
la surface Iiqi.de, cette base &ant prise pour unitd. I1 est facile 
de s’assurer que si l’on a plusieurs canaux semblables de m&ma 
largenr, mais de Iougueuru diffdrcntes, dans lesquels l’ean aoit 
animtSe par des forcks digdrentes pour chaciin d’eux , et  variables 
suivaht des lois cpelconques ; les pressions de ce liquid@ sur’ ICS 
bases des cantinr , sobt cntra elles , conime les c a d s  des vttesses 
acyuises par des corps primitivemtnt en repos, et qui mus dctnv 
toute la longueur de ces canaux sufrpost4s vides, deraient ani- 
m8s & chaque point, des xrMhrs Ahrcee qnb lee rnoldcules cor- 
respondantes de l’eau qui rkmplit k s  canttux. Si I’action de l’eau 
sur elle-metne Btait Bgala ‘B 4611 doflon I& la lurnihz ; il suit du 
no 3 du dixitme livre de ia Mtkanique celeste, que la carre de la 
vitesse acqiiise dans le canal dont ~ O U S  venons de p a r k  , serait &gal 
a a K ,  la denaiti de l’eau &ant priw pour iinit6. Dam un canal 
dout la hauteur est s, et  clans leque1 la force est constante e t  
Cgale ti la pesanteur; le c a r d  de la vitesse acquise est ~gs, g 
&tmt  la pesanteur, ow le double de l’espaco que. la pesanteur fait 
dicrire peiidant la preniibre unit6 de temps que nous oupposerons 
&re tine seconde ddcimale. Lee pressioris des colonnes d’eau sue 
Ies bases des deux canaux seront donc entre elles conime 3K cot 
h 2 p ,  et par consdqueat si elles eont Bgales on aura 

Co sera dans cette hypothbse , la hautciir d’un canal dam %que1 
l’eau &ant soumiae h l’action seule de la peiantet#r supposde pnr- 
tout la n i h e  qii’h la surface de In terre, la pression de In colonne 

1’ S U P P L ,  LIV.  X. I< ‘ 
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de ‘ce liquide sur Ia ‘base de ce c a b 1  , exprime l’action entiem 
de la masse indefinie d’eau , sur l’eau d u  premier canal, 
On a par le  no cit6 d u  dixihme Iivre, 

YZ &ant I’espace ddcrit par la l u m i h e ,  dans l’unit6 de temps on 
dans une sec~nde ,  et K &ant le rapport du sinus d’incidence au 
.sinus de rdfhction, dam le passage d’un rayon lumineux) du vide 
dans I’eau; on aura domc 

/ <  (R’- I ) .  n’ s=r--. 
4s 

En pqrfant des valeiirs les plus exactes de la parallaxe du solei1 
et de la vitesse de la lumiitre ; O H  trouve c p  s surpasse dix mille 
fois,la distance du solei1 A la tcrre. Uoe aussi prodigieuse voleur de 
]’action del’eau sur e l le-rnhe r i c a  p e ~ t  pas &re adniise avec vraisem- 
blame; .il par+it dono que cettc sic tiuu C ~ L  beaucoup rnoindre que 
l’action de l’eau sur l a  Iumi&re; mais elle est extremerncnt granda 
t.elativernen.t ir l’action cap‘illaire, ct il en rbhu~tce une tr;s-forte 
conipr+aa dans les couches des liquitlea. En effet , si dans tine 
masse inddfinie- d’em btagnnnte , on imagine un canal intdrieur 
infinirnent 6troit dont les parois soient infiniment minces, et  dont 
les extrdrnitds aboiitis.rent Q la surface de l’eau ; leu couches liquides 
du canal, placdes B m e  Jisfance sensible au-dessous de cetle stirface, 
dproiiveront par l’action de l’eau vers l’une des e x t r h i t b v ,  line 
pression K qui sera balancde par urie pression &gale et contraire, 
produite par l’action de I’eaa vers I’autre extrdmitd ; chaque couchs 
dn liquide i n t h i e u r  est donc comprirnde par ces deux forces oppo- 
d e s .  A la surface du liqtiide, cette compression est dvidemment 
nulle : eile croit avec une extreme rapidit6 depuis cette surface, et 
devient constar\te h la plus petite distance sensible au-desclous. 

Cecl grandes variations de compression peuvent faire varier sen- 
siblemerit la denaitd (lea couches d’iiii liquide, trbs-pr&s de sa sur- 
face; et dam les mblangcis de deux liquides, tels que I’alcohol et 
l’eau ; elks petivvnt hi re  varier nun-setdement la densiti des 
couches liqiiides vxtrhietrien t voidnee de la surface, niais encore 
la proportioa des deux liquides qne renfermerit ces c o u c h  et les 
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lames liquides adbdrentes aux parois des tubes. Cer var ia t iys  n’ont 
aucune influence sur la rdfraction qui , €orsque le rayon li~mineux 
est parvenu une distance sensible au-dessous de Ia surface, est 
la  meme que si la naiure et  la dcnsitd dit liqaide n’dpquvaient 
auciin changement ; niais elles peuvent avoir sur les phbnomhes 
capil laires , unc influence trhs-sensible que semblent indiquer plum 
sieurs expCriences de M. Gay-Lussac , sur 1’61dvation de divers 
mdanges tl’alcobol et d’eau dacs les tubes capillaires. 

Une lame d’eau isolde et d’un0 epaisseur plus petite que le rayon 
de la sphbre d’activitk sensible de ses moldcules, kprouvant donc 
une compression beaucoup moindre qu’une pareille lame situde au 
milieu d’une masse considerable dc ce liquide; il est nature1 d’en 
conclurc que sa densit6 est trks-infdrieure Q In densit6 de cette masse. 
Est - il iuvraisernblable de supposer que c’est le cas de l’enrcloppe 
aqueiise des vapeurs vksiculaires qui par lh,‘ seraient plus legeres 
et dans an Btat rnoyesl entre 1’6tat liquide et cctlui de vspurs? 
Je n’ei ou Bgard dam ma Thborie, n i  i la pression de l’atrnor= 

phkre , ni A la f h c e  rbpulsive de la chaleur. La considdration de 
ces forces estaut i le ;  parce qu’dtant les mbrnei sur toute la surface 
du liquide, clles sont inddpcndantes de sa courbure. La chaleur 
n’inflme donc sur les pli6riomEnes capillaires , qu’en diminuant la 
densit6 des liquides; e t  l’erpdrience a fait voir que dans ]es 11- 
quides parfaitement fluidee, les variations de ces phdnom&nes , 
produites par l’accroissement de la temperature, sont exactement 
celles que donne la thCorie. 

t e s  effets de l’action capilhire &ant ramends B tine thBorie mad 
thkmatique; i l  ne ninnquait plus Q cette brancho iutdressante de 
la physique, qu’une suite d’expCriences trhs-exactes 8u moyen dew 
quelles on pfit comparer les rdsultats de cctte thdorie , avcc la 
nature. Le besoin de semblablcs experiences se fait santir ii mesure 
que la physique en se perfectionnant , rentre dans le dopaina 
de I’analyse. O n  peut dors  obtenir aveo uno grande prdcision , 
les rdsultats des theories; et en lee comparant 4 dcs expdriencer 
trbs-prkcises, 011 61he ces theories pu plus haut degrd de certitude 
don t les sciences naturelles soient susceptibles. Hcureusement, lea 
experiences que MM, Rumford et  Gay-Lussac viennent de faira’ 
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sur les ph6nomEnes de la capillaritd, laissent peu de choses A de- 
sirer sur cet objet ; et I’on a vu l’accord de ma ThCorie avec les 
r6sultats de M. Gay-Lussac qui a in.troduit dans ce genre d’expC- 
riences , l’exactitude des observations astronomiques. 

Quand on est parvenu h la vdritable cause des phdnomhes; il 
est  curieux de porter ses regards en arrihre , et de voir jusqu’ir que1 
point les hypothbses imaginies pour les expliquer , s’en rapproz 
chent. L’une des opinions les plus anciennes et les plus accrddithes, 
que l’on ait  donndes des phdnombnes capillaires, est celle de Jurin. 
Cet  Auteur attribue 1’BJdvation de l’eau dans tin tube capillaire 
de  verre , A l’attraction de la partie annullaire du tube, Q laquelle 
la surface de l’eau est contigu6 et adhdrente ; G c a r ,  dit-il, c’est 
B seulement de cette partie du tube,  que I’eau doit s’dloigner en 
B s’abaissant, e t  par consbqucnt , elle est la seiile qni  par la force 
s de son attraction, s’oppose A sa descente. Cette caiise eut pro- 
>) portionnelle dL l’efhet ; puisque cette circoriF4rence et  la colonne 
a t\’eau aspendue eont toutes deux proportionnellrs n u  d\embtre 
3 du tube: )) (Transactions philosophiqnes, .” 563). A cela , 
Clakaut, dans son Trait6 de la Figure de la Terrepobjectc cjii’on 
ne $aurait employer IC principe que les effets sont proportioniiels 
aux causes, que lorsqu’on remoiite A une cause preinibre , et  
non ,quand on examine un effet r4sultant de la conibitiai~on 
de pliidieurs causes pnrticulikres que l’on n’dvalue pas chacune 
sdpardment. Ainsi, quand n i h e  on admettrait qiic le seul anneau 
de verre, qni est adlidrent Q la surface de I’eau , serait la cause 
de 1’616vation de ce liquide, on ne devrait pas en conclure que 
le  poitls Blevd doit &re proportionnel h son d i a m h e  ; parce qu’on 
ne  peut connattre la force de cet anneau, qu’en sommant cellcs 
de toutes ses parties. Clairaut siibstitiie donc B l’hypothhse de 
Jiirin, une analyse exacte de toutes les forces qui tiennent une 
colonne d’eau, auspendue en Bqiiilibre dans un canal infiniment 
Btroit passant par I’axe du tube. Mais ce grand G6omttre n’a pas 
expliqud le principal ’phhnombne capillaire , celui de l’asccnsion 
et de la dbpression des liquides dans des tubes trks-itroits, en 
raison inverse du diamhtre de ces tubes : il se conteiite d’observer, 
sans en donner la preuve , qu’une infinite de lois d’aitraction 
peuvent produire ce phdnornkne. La SUpp08itiOn qu’il fait, de 
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f’action du  verre, sensiblc jusque sur les nioldcules de l’eau situdes 
dana l’axe du tube,  devait l’dloigner de la veritable explication d u  
phhombne;  mais i l  est remarquable que s’il fitt parti de l’hypo- 
thhse d’une attraction insensible des distances sensibles, e t  s’il 
ebt  appliqu6 aux moldcules situdes dans la sphere d’activith des 
parois du tube , l’analysc des forces dont il a fait usage pour le8 
moldcules de  l’axe ; il aurait  et4 conduit, non-seulement au  rtSsiiltat 
d e  Jurin, mais encore A ceux que nous nvons obtenus par la se- 
c o d e  man ike  dont nous avotis envisagd l’action capillaire. On 
voit par cctte methode , que si le liquide monille parfaitetnent le 
tube ; on peut concevoir que la  partie seule du tube,  superieure ti I R  
surface liqiiide, d’une quantitd imperceptible, le sollicife B s’dlever, 
et le tient auspendii en  c5quilibre, lorsque le poids de  la colonne 
&levee balance I’attraction de cet anneau du tube; ce qui  se rap- 
proche extiemement des iddes de Juriti , et ce qu i  conduit h sa 
conclusion, savoir que le poitls do la colonne est proportionnel 
au  contour de IA base intdricure du t u b e ,  conclusion que l’on doit 
t;tendre gdndralenient B un tube prioiiraLique, q u r l s  que d e n t  sa 
forme iritdrieure e t  le rapport de l’attraction de ses inolCcules sur 
.le Iiquide , h I’attraction des moldcules liquides stir elles-memes. 

L a  resseiriblance de la stirface des gouttes liquides, et des fluide’s 
cotitcnus daus les espaces capillaires , avec les surfaces dont lcs 
Woir1i:tres u’occupiirent A I’origirie tfu calciil i t i f i t i i t~simal  , 900s 
les noms de / i n f e L r e ,  d’dlmriyne, etc. , porta n a t i i r e l l e ~ n r ~ t  
plnsieurs Physicicns a considBrer les licluides , comme dtnnt en- 
vclopp6s de semblables surfaces qui ) par leiir tciisiori e t  leiir Clas- 
ticit6, dotinaie~it aux liquides leu formes indiqudes par I’espdricnce. 
Segner , 1’un des premiers qui  aient eu  cette idde, srntit bieti 
qu’elle n’btait qu’une iiction propre & repr6seu ter leu ph&om&nes, 
mnis que 1’011 ne devait admettre qu’autant qu’elle se rattaclinit ii  

la loi d’une attractiorl iiisrtisible $. des distances sensiblev : ( tom. I 

des anciens Mdmoires de la SociCtk royale de Gottingue). 11 essnya 
donc d’htablir ccttc d(5pcntiiitlce ; mais en suivant son raisonne- 
ment ,  il cst facile d’en reconnaftre l’inexactitude ; et I P S  rtSsultats 
aiixquels il parvient, en sorit la prenve. TI trouve, par exemple, 
qu’il ne faut avoir dgml  (pi’& la coiirburc de la section verticirla 
d’une goutte, et nullcment B la courburc de la section horizontale 



73 M f i C A N I Q U E  C f i L E S T E ;  
cc qui n’est pas exact. D’ailleurs, il n’a pas vu que la tension de 
la surface est la mQme , quelle que soit la grandeur de la goutte; 
ce qu’un raisonnement juste lui eOt fait connaftre. A u  reste, on 
voit par la note qui termine ses recherches, qu’il n’en a pas B t B  
content lui-mbrne. Lorsque je m’occupais de cet objet , M. Thomas 
Young en faisait pareillement le sujet de  recherches ingCnieuses 
qw’il a ins4rdes dans les Transactions philosophiyues , pour l’an- 
nee 1805. En cornparalit avec Segner, la force capillaire, a la 
tension d’une surface qui enveloppurait les liyuides, et  en appli- 
quaot i cette force, lea rksultats connus sur la tension des surfaces ; 
il a recoanu qu’il fallait avoir tlgard A la courbure des surfacer 
liquides , dans deux directions perpendiculairev entre elks ; il a 
de plus, suppos6 que ces surfaces, pour un meme liquide; coupetit 
BOUS le m&me angle les parois des tubes formes de la m4me ma- 
tikre, quelle que soit d’ailleurs leur figure; ce qui,  comtne on 
1% v u ,  cesse d’etre exact aux extrtSmitCs de ces parois. Mais il n’a 
pas tent6 , cornme Segner , de deriver ces hypothkses, de la loi  
de l’attraction des mnlLrnlsc, d6onoiooantc av ec unc extreme rapi- 
Jitd; ce qui Btait indispensablo pour les rhaliser. Elles ne pouvaient 
l’$tre que par une dhonstration rigoureuse , pareille ir celles qua 
nous avons donndes d a m  la premibre mbthode B laquelle les expli- 
cations de Segner et de M. Thomas Young se rattachent, commo 
oells de Jurin rre rattache A la aeconde mdthodc, 

F I N. 
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