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A SON ALTESSE SERENISSIME

LE PRINCE ALEXANDRE;

.VICE-CONNÉTABLE DE ЬЪМРШЕ FRANÇAIS, «Sec.

MONSEIGNEUB.,;

7 En accueillant ГоFFrA «з« premier volume de mon
Traité de Géodésie, vous avez bien voulu accepter en
même temps la dédicace de tout l'Ouvrage , dans
lequel j'ai tâché de réunir en corps de doctrine les
principes de calculs et les méthodes pratiques qui
concernent les grandes opérations Trigonométriques
et les travaux Topographiques, matières que l'on ne
trouvait qu'éparses dans les écrits de quelques Géomètres
modernes, ou dans divers Mémoires relatifs aux opé-
rations des Ingénieurs-Géographes. Je n'ai entrepris
ce travail qu'après une suite d'études et d'observations
auxquelles je me suis livré tout entier quand j'étais
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attaché au^Dépót général de la Guerre et aux armées.
L'espoir d'être titile m'a fait commencer ce Traité ,
et l'ambition d'en faire hommage à VOTRE ALTESSE ? a
soutenu mon zèle jusqu'au terme. Le succès me semble
garanti par votre honorable suffrage : car, quoique ce
soit l'un de vos moindres mérites, peut-on ignorer
combien vous êtes bon juge en ces matières , vous,
MONSEIGNEUR , qui, par vos lumières, avez porté le
Dépôt de la Guerre au plus haut degré de prospérité,
et qui daignez accorder une bienveillance spéciale à
tous les corps d'Ingénieurs ! Mon hommage ne s'adresse
donc pas seulement au Prince qui fut le digne Mi-
nistre du plus grand des Héros, à l'Administrateur
actif et vigilant dont le génie embrasse l'ensemble et
les détails des plus vastes desseins , mais encore au
juge éclairé des sciences, au juste appréciateur des
ressources.qu'elles offrent à l'art de la guerre, qui,
n'étant étranger à rien, recueille tout et dirige tout,
pour tout faire concourir au succès des conceptions
les plus sublimes et des entrepiiaco les plus glorieuses.

Je suis,

M O N S E I G N E U R ,

DE VOTHE ALTESSE SÉBJÉNISSIME ,

Le très-respectueux serviteur,

L. PUISSANT.



AVANT-PROPOS.

•«•••*'—чг-

'вт Ouvrage, annoncé à la fin de mon Traité de
Géodésie, et auquel j'ai donné plus d'étendue que je ne
me l'étais proposé d'abord, en est, à proprement parler,
la seconde partie. J'y ai, en conséquence, réuni quelques
théories importantes que j'avais omises; mais j'ai surtout
parlé des applications de la Géométrie sur le terrain et
des opérations graphiques de cabinet, en mettant à profit
tout ce que l'étude et une longue expérience ont pu m'ap-
prendre. Ainsi, après avoir donné le type complet des cal-
culs trigonométriques qu'il s'agit d'effectuer pour obtenir
les premiers élémens d'une carte, exposé ri ans le plus
g-r-oncLuLitiui_.in. oozaohructlun de celles qu'on nomme géo-
graphiques et particulières, je passe au figuré géométrique
du terrain ou au levé des plans, à l'aide de la planchette
et d'autres instrumens ; aux opérations de l'Arpentage en
ce qui concerne le calcul des superficies et la division des
terres; à la théorie et à la pratique du Nivellement; au
calcul des, terrasses ; enfin à la réduction des cartes et à
la confection des mémoires descriptifs. D'où Ton voit que
cette seconde partie comprend, entre autres choses, tout
ce qui a rapport à la Topographie , tandis que la pre-
mière partie est principalement consacrée au développe-
ment des théories sur lesquelles sont fondées les grandes
opérations géodésiques.
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La plupart des matières qui sont traitées dans ce volume,

peuvent l'être d'une manière simple et élémentaire ; aussi
n'ai-je employé l'analyse transcendante que lorsqu'elle ren-
dait les théories plus générales et les démonstrations plus
concises et plus élégantes, ou bien quand cela devenait
absolument indispensable. Mais le lecteur qui ne veut
connaître que les théories simples, la pratique des calculs
faciles et la Topographie, peut passer, sans inconvénient,
tout ce qui est imprimé en petits caractères.
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LIVRE PREIMTEBT

EXEMPLES DE CALCULS GÉODÉSIQUES.

J ' O M E T T R A I , dans ce livre, les démonstrations delà plupart
des formules que j'ai déjà publiées -, mais j'en donnerai de nou-
velles applications pour présenter par ordre tous les calculs d'une
chaîne de triangles dont quelques-uns des côtés peuvent servir de
bases aux opérations topographiques. Je simplifierai même diverses
méthodes théoriques et pratiques connues, et afin de n'employer



з T O P O G R A P H I E , A R P E N T A G E
aucun nombre fictif, je choisirai plusieurs des observations géode-
siques que M. Moynet et moi avons faites, en notre qualité
d'Ingénieurs du Dépôt général de la Guerre , pour déterminer la
position géographique et l'étendue de l'île d'Elbe. Celles-ci, quoi-
qu'en petit nombre, étant réunies aux observations astronomiques
rapportées dans le Traité de Géodésie , formeront un sjstème
complet de triangulation , très-propre, ce me semble, à servir de
modèle aux jeunes Ingénieurs qui pourraient être chargés de travaux
de ce genre.

Comme les observations du pendule mettent en évidence plusieurs
phénomènes naturels , et qu'elles entrent dans le domaine de la
haute Géodésie, je donnerai en outre, pour ne laisser rien à désirer/
sur ce snjet , une théorie très-développée de cet instrument, et
i'en ferai une application à la Recherche de la Figure de la Terre.
Ensuite je n'aurai plus à m'occuper que d'objets purement relatifs
à cet Ouvrage.
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CHAPITRE PREMIER.

Récapitulation des principales formules employées dans
les calculs géodésiques , et dont quelques-unes sont

démontrées d'ime manière nouvelle*

Correction relative à Vexcentricité des lunettes du cercle
répétiteur.

ï. JLJES lunettes du premier cercle construit d'après les dessins
du célèbre Borda, étaient toutes deux excentriques, niais de
differens côtés, comme on peut le voir par les planches 3 et
suivantes du Traité de Géodésie T1 «t remarquable que quand
les excefftficTtes sont egales et de signes contraires, leur effet sur
l'angle mesuré est nul. Pour le prouver, soit en général CE=.e , Fig.
l'excentricité de la lunette supérieure, CD= ë', l'excentricité de
•la lunette inférieure, D la distance de l'objet à droite, G celle
de l'objet à gauche , et supposons que les degrés du limbe se lisent
de gauche à droite.

Lors de la première observation d'un angle entre deux objets ,
la lunette supérieure fixée sur zéro a la position AE, et la lunette
inférieure est dirigée suivant BD. Pour faire la deuxième observation
conjuguée, on amène cette lunette inférieure sur l'objet à droite,
en faisant tourner tout l 'instrument sur son pivot, et l'on dirige
la lunette supérieure rendue libre, sur l'objet à gauche , de sorte
qu'elle prend la position BE'; or il est visible que cette lunet te ,
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à la fin de la seconde observation , a décrit une quantité angu-
laire égale à la somme des angles ECE' , DCD'. (*).
. Cela posé, si l'on désigne par x l'angle ^cherché ВСЛ,'е1 par
m l'arc parcouru sur le limbe , la mesure de l'angle DGF sera

y s= ACE + BCD. + x :

elle sera encore
y = £C£' -f. y?CD' — ж + m ;

mais vu la petitesse des angles л, a!, ß , ß' ,

ЛСЕ=ю&' — л, SCD^ioot' — ß, ВСЕ' =. юо?г — -.

= 100 - ^, =100 - '£:, ACD'= 100 - — .i/ o u

Ainsi, après avoir égalé les deux valeurs dej, simplifié et réduit
en secondes , on aura pour la correction cherchée

m e — e a — e'
sD.sln. S aG'.sin. 7'-

Cette formule, qui est très - générale , nous apprend.!0, que
si les deux excentricités sont égales et disposées comme dans la
ligure, la correction est nulle ; 2°. que si les deux excentricités sont

(*) Voici un autre procédé pour mesurer un angle avec le cercle répétiteur.
Au Heu de faire des observations croisées, comme ci-dessus, on fixe d'abord in
lunette supérieure à zéro, et on ]a dirige de même sur l'objet à droite, puis
on y amène la lunette inférieure, qui ne sert plus alors que de repère , et sans
faire tourner le limbe, on pointe la lunette supérieure , rendue mobile sur
l'objet à gauche ; de. cette manière , l'angle est mesuré exactement par l'arc
que cette lunette a parcouru, lorsqu'elle n'a point d'excentricité. Si l'on veut
continuer d'observer le même angle, afin d'atténuer les erreurs du pointé et
celles des divisions du limbe, on fera tourner l'instrument sur son pivot, pour
ramener la lunette supérieure sur l'objet à droite; on.y ram'ènera de même ia
lunette inférieure, pour la faire servir de repère, et ensuite on dirigera, comme
la première fois, la lunette supérieure, rendue libre, sur l'objet à gauche. Alors
la ligne de foi de cette lunette marquera le double de l'angle observé. On peut
continuer d'opérer de la même manière pour avoir le triple, le quadruple, etc.
de cet angle -, mais ce procédé exige plus de temps que par les observations
croisées, lorsque l'on veut atteindre le même degré de précision.
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égales et du même côté , cette correction est le double de celle
qui a lieu quand la Innette supérieure n'est point excentrique.

On a rarement besoin de faire usage de la formule précédente.
M. Delainbre qui ne l'a donnée que pour le cas où e^=o, l'a
réduite eu table, en supposant successivement e' = — 16, = — 18,
= — 20 lignes. (Voyez à ce sujet la page 102 de la Base dit
Système métrique décimal.}

Quant à la mesure des distances au zénit ', elle ne subit aucune
correction malgré l'excentricité de la lunette supérieure) c'est un.
fait dont il est aisé de s'assurer, et qui tient à ce que la correction,
lors de la deuxième observation conjuguée, est égale et de signe
contraire à celle qui se manifeste pendant la première observation.
Mais lorsque l'on vise à une grande précision, il importe de ne
pas cacher le point de mire avec le fil horizontal du réticule ,
parce que autrement on n'est presque jamais siîr que ce point est
précisément dans l'axe optique, c'est-à-dire au milieu même du
fil. Pour éviter toute erreur à cet égard , on met'successivement
les deux bords du fil en contact avec le point de mire. De cette
manière, on est dispensé de connaître l'épaisseur du fil, à laquelle
au reste il est inutile d'avoir égard dans les observations réci-
proques (art. 108. Géod.)-, mais dans ce cas, il faut toujours
mettre le même bord du fil à la hauteur du sommet du signal.

Formules pour la réduction au centre de la station.

a. S'il y a impossibilité d'observer au centre de la station , on
y réduit l'angle de position mesuré, en ajoutant à celui-ci la
valeur de

r sin y
D.smi" G . sin i " *

efant la distance au centre , С l'angle réduit au centre de la
station О l'angle de position,/ celui de direction, D la distance
de l'objet à droite , et G celle de l'obfet à gauche. La détermi-

ation de r et de j présente souvent des difficultés ; mais nous
avons prévu les principales (art. 60 et 61. Géod.). Nous observe-
rons seulement dans cette circonstance, que si la lunette supérieure
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était excentrique , il serait nécessaire de faire une correction à
l'anele de direction observé; mais c'est précisément pour rendre
cette correction nulle que l'on ne donne plus d'excentricité à la
lunette supérieure.

La réduction au centre s'obtient aussi à l'aide d'un seul terme;
en effet la formule précédente pouvant s'écrire ainsi,

r ft rG . sm(O + y) — r.D smy
c u— Z?TG '

et le triangle ABC donnant

_, D.sinA
sin (Л! + 6') '

on a , a. cause de О = С, du' moins à peu de chose près ,

sin (.Л-f- O)'

et par suite

n „ rsin^.sin (О-f-y)—rs iny. s in(Â -f- О)
(_, U OU 6 = >TT—: j i

L». sm Л

puis développant et réduisant en secondes

r sin O. sin {A—у)
6 ^"ö. sin Л. sin i" '

Quoique cette formule soit moins rigoureuse que celle dont elle
dérive, elle est cependant d'une exactitude suffisante. Il faut bien
remarquer que le sommet de l'angle A est l'objet à droite.

S'il était nécessaire d'avoir égard aux réductions dues à la phase
des signaux, on emploierait l'une des formules des art. 62 et
65. Géod.

Formules pour la réduction à l'horizon.

3. Les angles réduits au centre de la station se réduisent ensuite
si l'horizon. Toutes les fois que les distances au zénit diffèrent de
l'angle droit de plus de з ou 3 grades, il est commode et exact
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d'employer à cet effet la formule suivante

/. / c+ f+ î ' л . /c+^+J' л

sin ' * = X / C " * ) ' * Л Z ' , »

z dénotant l'angle réduit à l 'horizon, С l'angle au centre, J\
et À' les distances au zénit des deux objets observés.

Si les hauteurs ou les dépressions sont plus petites que deux ou
trois grades, on a recours aux tables que j'ai données, ou bien
l'on se sert de la formule

dans laquelle ï9 désigne un quadrant, c'est-à-dire ioojrou 90 degrés»

Excès spliéricjue.

/. La connaissance de l'excès sphérique est nécessaire pour
calculer par la méthode de M. Legendre, les parties de la méri-
dienne et de sa perpendiculaire, (art. 72. Géod. ) ; elle est utile
aussi pour juger du degré d'exactitude des observations j enfin elle
donne le moyen de conclure le troisième angle d'un triangle ,
quand les circonstances n'ont point été favorables à la mesure de
cet angle, comme lorsqu'il s'agit, par exemple, de fixer la position
des points secondaires inaccessibles, ou de quelques sommets es-
carpés.

Cet excès étant e = ~£, et l'aire du triangle ayant рощ: va-Fig-a.

leur /?= i be • sin Л, on a

t = s(^\bc.AuA (art. 3g. Géod.)

Cela posé, si on abaisse la perpendiculaire BD, on aura Ь=л,-}-^^

et alors

ê _ 5! c (л + ï) sin-4 == ̂  яс sin A + ̂  cy sin A.

Mais les deux triangles rectangles qui sont à peu-près rectiligne»,
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donnent

«, = a cos С , ^ =
donc

De même le triangle ABC qui est lui-même très-peu courbe
donne

с sin A ;= a sin С ;
donc enfin

e = «' »in

Telle est la forme qu'il convient de donner à la valeur de e
pour calculer une table qui donne l'excès sphérique en deux parties.
On entrera dans cette table avec chacun des deux côtés en mètres
et l'angle adjacent. M. Delambre l'a donnée en toises (Base du
Système métrique décimal ) -, il a même formé une table , à l'aide
de laquelle on a tout d'un coup l'excès sphérique. J'en ai calculé
une pareille en nouvelles mesures \ on la trouvera à la fia de cet
Ouvrage. Pour s'en servir on cherche sur la carte des triangles ,
et au moyen de l'échelle , les nombres de mètres contenus dans
leur base et dans leur hauteur, et avec ces deux nombres pris pour
argumens, on enfre dans la table , comme dans toutes celles qui
sont à double entrée. Quoique cette table s'arrête aux nombres
loooo.et SOOOQ ,:xm voit Мед .qu'elle peut servir pour des nombres
multiples.

Désignant par b la base , et par h la hauteur d'un triangle ,'
он a évidemment

IVeut-on faire usage des anciennes mesures ? Dans ce cas

•DU

log — = 1,98627 , ou bien € = o*, ooooo 00096 6G . bh.

Weut-on au contraire faire usage des nouvelles mesures? Ou a

-;j3=s 1,89609, ou bien e = o", ooooo 00078 54. bh.
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Dans l'application de ces formules, il est suffisant d'exprimer
les longueurs en unités de mille toises ou de mille mètres-, ainsi
l'on a en secondes sexagésimales.

í = о",009666 . bh.t

et en secondes centésimales

e = о", 007854.^«

C'est d'après cette valeur que j'ai calculé la table en question«

Formules pour calculer les latitudes, longitudes et azimuts des
sommets des triangles»

5. J'ai .donné, dans le chapitre XII du Traité de Géodésie, des démonstra-
tions très-élémentaires de ces formules ; mais ceux qui connaissent le calcul
différentiel préféreront sans doute la méthode suivante , à cause de son élégance
et de sa généralité, et parce qu'elle conduit beaucoup plus rapidement aux mêmes
résultats.

Soit P A le premier méridien, P la longitude et L la latitude du point M ; r'ß- 3-
P' la longitude et Z/ la latitude du point M', sur une sphère dont le rayon est
pris pour unité. Enfin, soit 5 l'arc MM' ou la plus courte distance du point M
au point M' ; on aura, en vertu de la formule de Néper, démontrée я l'art. 29 ,--
Géod.

S

ou simplement
sin(

Difierentiant cette équation par rapport à S, V et Z/, et cherchant ce que devient

le coefficient différentiel à l'origine de S, où U =L et F' =Г, on trouvera

plus, le triangle sphérique MPM ' donne «n7r.»nS=cosZ/.sm(.P'— P).
Si l'on différentie et que l'on cherche ce que devient le rapport -g lorsque



IQ T O P O G R A P H I E , A R P E N T A G E
5 = o, on obtiendra

/ № \ _ sin V
\dS )~~ cosL'

dP' représentant la différentielle de l'angle P' . Enfin le triangle P MM' don-
nant la relation sin L-=cosSs'mL' — an 5 cos 11 cos f", ( art. 18, Géod. ) , on a à
l'origine de S

Cela posé, puisqu'il est évident que

L' =/(5) , Г1 =/(5) , P1 =/(5) ,

У étant le signe d'une fonction indéterminée de l'arc de grand cercle S , ou
d'une ligne géodésique ; le théorème de Taylor donnera , en prenant le point M
pour origine de l'arc 5,

mais, par ce qui précède, les valeurs des coelîiciens différentiels qui doivent se
rapporter au point où S = о , sont

. „
^*. tangi;

. . ,„

Si l'on compte les azimuts et les longitudes du sud à l'ouest, il faudra, sui-
vant la notation de la figure, changer V en aoo — Z et V en 4°° — -Z', et pour
lors les séries (A~) deviendront,

£/ — L — cosZ.S — i sin1. Z tan g L. S3 .................
..

— ismsZ^. — — jr-. .................. , , „.cosZ/ cosZ, > ( -S ).
-)-Z— sinZ.tangL .S-f-isinsZCatan

= 200 +2Г— sinZ.tangZ-'.S— isinaZ.S1

Pour faire à la première de ces formules la correction due à l'ellipticité de la
terre, nous développerons d'abord en série ordonnée, suivant les puissances de

=£— Z,', la valeur de C7V (fig. 28, Gtod.)- Or, soit , pour abr'éger , CM=K,
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CN=K', on aura, par le théorème de Taylor,

et parce que A = eVsinL (page 160, Géod.), les differentiations successives
donneront, en ne conservant toute fois que les termes de l'ordre ea,

dK

II suit de là, et à cause que K' diminue quand ЛЬ augmente, que

A — К = ДА= eVcosi. Д£ + £ ear sin L. Д£Л

D'un autre côté, l'angle Л^Л/ ou 4 =

Géod.) , est la correction de latitude; ainsi substituant dans cette expression ,
pour ДК sa valeur, et faisant attention que cos L' =. cos L -f- sin L sin AL ,
il viendra ,

4-3= e" cos* L.AL -f- f e" sin Z, cos L. AL. sin AL.

Enfin, puisque la latitude exacte de B — L — &L -- í- (page 160, Géod. ) 5
on aura

Z/= £ — (5 . cos Z + 1 5a . sina . Z tang L) (i +ejcos2 . L+ 1 e1 sin£ cosZ sin^Z,) .

Telles sont les formules dont M. Delambre s'est servi à l'occasion de la nou-
velle mesure d'un arc du méridien , et pour l'application desquelles nous avon»
donné des tables très-étendues. On déduit aisément des mêmes séries (Л) les
formules de M. Legendre, en y supposant V= юо«", et comptant les azimut«
du nord. La première hypothèse donne d'abord

AU dP'
dS^°

d*L'_ =

d3L' d3P' _ atang'.L d?y
~ ~ ° ~ " ' = —

et les séries dont il s'agit donnent ensuite , en y mettant aoof — a' pour
afin de se conformer à la notation du n° 80 , Géod.

L '=L— -i- 5". tang Z, ............... .................
p,— p, _£ __ , ça tang'. Z

^ cos/, 5° ' cosZ, ...... .................. >, (C1).

= 100 —S.tangL'— ^S3.tangL'(i
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II faut maintenant adapter à la première de ces formules le termo dépendant

de l'aplatissement de la terre (page i5o, Géod. ). Pour cet effet, faisant
comme ci-dessus CM = К , CN=K', et de plus AB — S (fig. 28, Géod.) :
ou aura, à cause de K' =f(S~) , et prenant le point A pour origine de la
Ijgne gépdésique S,

mais K'= e'r sin L', par conséquent, en rapportant les valeurs des coefficiens
différentiels au point où 5 = o, on a

dli' TdL'
-TX- = eV cos L -j-- = e V cos L cos rcio aj

r= — eV sin Z, cos 7^-7- -- eVcosZ. sin 7^— f— --7~r= — , -7- -- e c o s . sn — f—«6 a 5 AS

= — eVsinZiCos".^ — e2?- cos L sin3. 7^ rang Z, -,

et puisque dans le cas actuel f" •=. loof, on a simplement

partant МЛТ , ou
K — Ä' = i

_ ', , . (A— A')cosL , . ...
eniln , a. cause de ф = - - -^ - x du moins sensiblement , on a

Lf = L— i 5a. tangi — £ e" sin L cos L. S1

= L— i5a.tang L (i -f e2 coss.L).

Dans toutes les formules ci-dessus , les termes en fonction de la ligne géo-
désique S, ou d'un côté de triangle, doivent être convertis en secondes, et à
cet effet être multipliés par R" ou divisés par sin ï". De plus, comme S est

censé un arc dont le rayon — ï , il faut au lieu de S écrire — ou -ï, Б ou y

étant la longueur de cet arc exprimé en mètres, et r tan rayon de courbure
exprimé en même mesure. Il importe donc de connaître la valeur de r pour
une ligne géodésique quelconque. Nous nous occuperons bientôt de cette re-
cherche.

6. Comme les formules ( С ) , n* précédent, dépendent de la
lati tude L du pie de la perpendiculaire abaissée d'un point quel-
conque sur le méridien principal de la carte, proposons-nous
de déterminer cette latitude, connaissant la distance a? de ce. pie
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au lieu principal dont la latitude connue est l. Or il est clair ,
d'après ce qui précède, que l'on a en général

et l'on sait, page i3i, Géod., que

dl _ (ï — es sin2 . /) = _ ï
3x a(i—e^~~ r'

r étant le rayon de courbure de l'arc du méridien à la latitude l'}
ainsi l'on a

A4' 3e* . (ï — e'siu*./)^ dl 3e* sin. /.cos./
т-; = -- -. sin. l cos. 1.- -- L. — -- . - -- .
d-r2 i—e* a dx ï — e1 n'

dans cette expression 7-'= - - -- 7 est la normale du point/:
(i — es sin2./)2

on a donc, en substituant ces valeurs dans celle de L ci-dessus,
et réduisant eu secondes,

L— ./=Д*-—
ï —

x doit être pris positivement ou négativement, selon que cet arc
se trouve au nord ou au sud du lieu principal. On peut presque

toujours, dans la pratique, se contenter du terme R"~; d'ailleurs

il est aisé de calculer le second ferme en faisant usage des va-
leurs numériques données pages i35 et i36, Géod., ainsi que de
celles de r et r rapportées plus bas; et il j a cela de remarquable,
que les coefficiens de x et x* sont constailS pour toute l'étendue
de la carte (*).

(*) J'ai observé, page 164, Géod., que pour réduire en parties de grade
un arc x du méridien, l'on pouvait faire usage de la formule L—/ ou

?— ( ï — i e2sin". L~) ; mais elle ne convient réellement que pour les arcs

situés dans des plans normaux et perpendiculaires au méridien, et n'est sufïi-
saniment exacte que pour la réduction des angles horizontaux aux angles des
cordes (page 85, Géod.), ou pour convertir dans les formules (5) , n° 5 , l'arc S
en an^le. Lorn donc qu'il s'agira de trouver la latitude du pie de la perpen-
diculaire a ц méridienne, il sera plus rigoureux d'employer la formule ci-dessus-
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Je viens d'exprimer en fonction de l'abscisse x la latitude du

pie de la perpendiculaire à la méridienne ; il n'est pas moins
important de connaître le développement d'un arc de cette per-
pendiculaire , suivant les puissances ascendantes de cette même
variable. Soit donc <p l'amplitude de l'arc y dont il s'agit; on a
à la latitude / du centre de la carte

<P = $, (art- 79 > Géod.),

et à une distance x de ce lieu,

, , ï V 0 — e'sïn'.J)* ,mais par ce qui precede , J-j =y - -- , par conséquent,

,1 ( y \ _____ ..i...8"13* r'y .a\i> .dx)~- ^ a* • ~ '

de là et en se bornant à la première puissance de oc,

0)

II est rare, dans la pratique, que l'on ait besoin d'un plus
grand nombre de termes j cependant un ingénieur-géographe, de
mes amis, M. Plessis, qui s'est occupé des mêmes recherches,
a jugé à propos de continuer le développement des séries (ï) et
(2), en rejetant toutefois les termes de l'ordre e4 : voici le ré-
sultat de ses calculs:

. _ x ( £ x e" sin al t x
% c*cos zl , x? ea sin 2/ ) ,

Д / _ _ Д - | 1 — j-. 1_e»gin,^— ï— • 1_e"Bm» ./T"* r1 'i— e« sia'. /J (l 3

_ у Г , д1 e" sin 2/ , a^ e'cos ц/ t ar3 e" sin и/
— « l— s • ~"5 -' ""'

Si l'on designe toujours par / Ia latitude du lieu central, par
/> et L' lês latitudes respectives du pie et de l'extrémité de Ia
perpendiculaire y, par P la différence de longitude de ces points,
ou aura ensuite
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sin (Zi — • L') =.sinL sin <ptang— (i -f- e2 cos" L ) >

ou

sin (L — Z/)=sinl/tang(ptang— (i -f- e3 cos" L').

Ces trois dernières formules sont exactes et doivent, par cette
raison, être substituées à celles (C), lorsque les points de la
carte sont très-éloignés du méridien principal -, j'en. donnerai
plus loin les démonstrations.

M. Plessis observe que quelque longues et compliquées que
paraissent les équations (ï') (2'), on peut cependant en abréger
beaucoup l'application, en calculant d'avance les coefficiens des ,
différentes puissances de л; et y: c'est ce qu'il a fait pour Paris,
où /= 48° . 5o' . 1 4" = o',5426358o. Les équations citées prennent
alors la forme

A/ — x(A—Bx + 6V

et l'on a

bg.^ = 7,2896626 bg. .4'= 7,2884^24
log . В — Тб,4245о5д log . Б' = Í6,a/f7a845

log . С = 54,8бЗб294 log . С' s= 2^86^4Q93

log.Z>= 30,9187494 log. D' = 29,04-25580.

Les deux premiers ternies suffiro.nt pour la France. Ces logarithmes
appartenant à des fractions, leurs caractéristiques sont négatives.
Je fais cette remarque, parce que je n'emploie, dans tout le
cours de cet ouvrage , que des logarithmes entièrement positifs.

л; et y, dans ces expressions, doivent être évaluées en toises ;
jl est facile de modifier les coefficiens Л , В, etc., ^4', В', etc.
pour le cas où a? et y seraient données en mètres.

Д/ et <p expriment des parties décimales du quart de cercle,
c'est-à-dive que les angles qu'ils représentent sont évalués en
angle dro i t , parce que Ton a pris .R:=o%6366ig77 (art. Si, Géod.).
Quant aux angles P et L — L', leur évaluation dépendra de l'es-
pèce de table trigonométrique dont on fera usage.
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Cet habile ingénieur se propose de publier, dans un des nu-

méros du Mémorial du Dépôt général delà Guerre, d'autres for-
mules utiles en Géodésie.

Formules plus exactes que les précédentes > ou résolution des
triangles sphéroïdiques.

7. Lorsqu'on examine avec attention le principe de la méthode employée
dans les deux articles précédens, on reconnaît bientôt qu'il repose sur une con-
sidération dont l'exactitude n'est pas rigoureuse. En effet, par rapport au sphé-
roïde elliptique de révolution, la ligne tracée sur sa surface par les opérations
géodésiques, ou celle que l'on considère comme la route d'un rayon de lumière
qui va d'un point à un autre , est une ligne de plus courte distance et à double cour-
bure,, à moins qu'elle ne coïncide avec le méridien on l'équateur (art. y i jGéod.) .
ties deux élémens extrêmes de cette ligne ne sont donc pas en général dans le
même plan. Cependant nous avons supposé jusqu'à, présent que la perpendicu-
laire à la méridienne, on qu'une ligne géodésique quelconque était située toute
pntière dans le plan vertical passant par ses deux extrémités. A la vérité, l'er-
reur provenant de cette hypothèse est presque nulle dans la pratique; mais pour
détruire le doute que l'on pourrait former à cet égard, M. Legendre a donné
récemment une anatyse complète des triangles sphéroïdiques. Les principaux ré-
sultats auxquels ses savantes recherches l'ont conduit sont, que dans tous les
cas où le réseau triangulaire s'étend sur une surface quelconque, mais peu.
différente de celle d'une sphère , son théorème, relatif aux triangles sphériques très-
petits, a lieu (art. Зд , Géntl.), et que les formules (A) (C) donnent assez exac-
tement la grandeur de la ligne la plus courte qui joint les points extrêmes de
ce réseau, ainsi que la direction azimutale de cette ligne à l'égard des côtés
du dernier triangle. Afin que les géomètres qui ne seraient pas à même de
pouvoir consulter le mémoire de M. Legendre, puissent vérifier eux-mêmes ces
résultats, nous allons donner les formules qui conviennent exactement au sphé-
roïde de révolution , et qui sont analogues à celles (C).

. Si, dans le triangle sphéroïdique РАМ rectangle en A, et dont le sommet P
représente le pôle , oa appelle, comme ci-dessus,

L la latitude vraie du point A ,

il celle du point M,

P l'angle АРМ qui mesure la différence de longitude,

Д/ l'azimut AMP ,
s la plus courte distance AM;

<jco l'on prenne les deux variables auxiliairei л, л' nommées latitudes rcduitct
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des points respectifs A> M, et deux autres variables x, y; que l'on design*
en outre par

a le rayon de l'Equateur,1

b le demi-axe;

enfin que l'on fasse

on aura

aa = ia(i -f e), ou ~— ï = ;t

tang >/ r= - tang L' ,

réciproquement

et sîn л' = sîn л cos o;

cos л. (è')ч J

P —y — x cos л ( { í —

"f- ïSi rf sa sin'.bcosx). .(e')

— -^ é' sin4. л)

enfin (Л

sin M =•

Ces formules renferment les solutions des difíerens problèmes que l'on peut
se proposer sur le triangle sphéroïdique rectangle АРМ, et peuvent servir á
vérifier celles (C) qu'elles remplacent. Supposons, par exemple) qu'étant con-
nues la latitude L, du point A et la perpendiculaire j = AM , il s'agisse de
trouver, d'après ces deux élémens et l'angle droit A, les trois autres élémeng
du triangle, savoir, la longitude P = APM, la latitude L' du point M et l'azi-
mut M —AMP.

On déterminera x à l'aide de la formule (/'), qui donne

x = (ï — jisina.\-f ~бавт*.л)

— sina f í j (|е sin3, л— -j s1 sin*.
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x étant connu, on aura y par l'équation (b' ), et de là la longitude P par
l'équation (?'}, ensuite l'azimut M, c'est-à-dire l'angle que la courbe AM fait
avec le méridien du point M, se déduira de l'équation (h").

Voici par quelle voie analytique on parvient à ces formules. On sait,
page 192, Géod., que si une surface courbe a pour équation u=o, l'une
des équations de la plus courte distance sur cette surface est

Or l'équation du sphéroïde terrestre supposé de révolution est, en prenant l'axe
des z, pour celui de rotation ,

и = я?+у* +^— ï — 2*(— ï 4.^+^) — o, (page 1^2, note, Géod.)

d'où l'on tire

du /du

De là l'équation de la plus courte distance devient

xddy — yddx = o.

Intégrant et désignant par с la constante, par í la ligne que l'on considère „
on obtient

xdy — ydoc = cds.

D'ailleurs, nous avons trouvé (page ig3, Géod.) que

xdy — ydjE = r1 sina erfip ;

si donc on fait CT—t, TM=q et CM =. r, on aura, en égalant les deux
valeurs de xdy— ydx ,

q*d<p = cds ,

p désignant la différence des méridiens, différence que nous avons représentée
plus haut par P.

Pour trouver maintenant le si^us de l'angle azimutal M , on remarquera que
puisque l'arc Am est une portion d'un parallèle àl'équateur, les élémens sem-
blables de ces courbes sont entre eux comme leurs rayons TA ou TM , et CF=i :.
on a donc

ï : q t; dç : rf.(^m)

De plus, le triangle élémentaire m'aM pouvant être considéré comme rectiligne
et rectangle en m', on a

as
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On voit, par ce résultat, que la propriété de la ligne la plus courte est de
rendre q smM constant : or au point A t on a. M •= IQQ& et sinM= ï ; ainsi
la constante с est égale à AI , valeur initiale de q,

D'un autre côté, il est facile de voir que

Substituant ici pour ds sa valeur — - , ou a

— c° У
et par suite

-

Avant d'intégrer ces équations, il faudra en éliminer Tune de» variables
t, q, à. l'aide de l'équation

qui est celle .du méridien. Maïs pour parvenir aux résultats les plus simples ,
il conviendra d'employer une nouvelle variable л", telle qu'on ait CT on
t = b sin ;/ ; il en résultera évidemment q = a cos Д/ , et la substitution de сев
valeurs donnera, parce que cp augmente quand л' diminue,

, _
~

- ^ ^ ̂  sin° л "*" &a cos°
a cos л" ̂ / (a2 cos3 л' -^с2 )

. COS Л' ^(fl" зш°

(na cos2 л'— с2)

La variable auxiliaire л.' se déduit immédiatement de la latitude JJ du point M ;
car à cause de TM=acos*.' et de CT=bsm^') on a pour la SOUS-normale
de ce point

et de là
TO

donc réciproquement

^=-

M. Legendre appelle Л.' la latitude réduite, parce que sur le sphéroïde aplati
elle est en général moindre que U.

Si l'on nomme pareillement л la latitude réduite qui correspond à la latitude L
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du point A, on aura AI ou c=a COSA, et les équations (£') deviendront

— cos^ <fo' V/( Д1 sin" . *'+ &° cos2 . h' )
^ ~~ a cos//l/(cos2.A' — cos2. л)

, __ M . cos ̂ .y/(a° sin2 . г/ 4- b' cos" ̂  )
Л"^ \/Ccos s .V— cos2./.)

On voit par ces équations que ?/ est compris entre +*-et — A. x et qu'ainsi
on peut introduire une nouvelle variable x telle que

sin к' = sin к cos x..

Substituant cette valeur, et faisant de plus

«n aura les deux transformées

-f- s sin4 . x cosa .
i — sin2 . к cos1 . x

ds = bí/л^/ (l + s sin" . л cos2 ..а:> .
j«,,

Il reste à déterminer les intégrales approchées de ces deux équations ; or la
seconde s'intègre aisément après avoir développé le radical jusqu'aux quantités
de l'ordre e* inclusivement, et tout calcul fait, on trouve la formule (/').
Quanta la première équation, elle se trouve dans son état actuel, plus diffi-
cile à traiter; mais M. Legendre fait voir, par une méthode fort ingénieuse,
qu'elle peut être ramenée à une forme plus simple et plus facile à évaluer de
même par approximation. En effet, si on l'écrit ainsi :

b. cos x Cd'x
Ф õ ' i—sin2, л cos2.o;

Z).cos л dx\_\/(i->r i si n2, x cos", д?) — C]
a i — sina. л cos2. x ''

il s'ensuivra que la quantité С, qui est introduite dans cette équation, sera,
arbitraire et pourra Être prise de manière qu'on ait

ï + e sin1.л cos».x — С1 •=. (_i — С2) . (ï — sina.к cos2.ж),,

ce qui donne

""" U2'' b'

Ainsi le premier terme de la valeur hypothétique de dq> se réduit à.

dx cos \
ï. —. sin2. Л со*2. за '
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eu cottune le second terme prend la forme

c?.r cos л. [a — b \/( ï + e sin" л cos" x)]
a. (i — sin". л cosa7^) *

on а, en multipliant haut et bas par a+ b 1/0- + « sin* .л cos1. a;), et faisant
attention que a2 — Ь2= b*e,

fir
-f- esiu-.

donc la valeur de d<p devient

tir cos. л й ае.созл

^""

Enfin prenant l'angle y, d'après la formule

tanga?
tang v = — 2— ,:OJ cos л

, j rf'.tana.y ,, , j etc cos. л
e t s e rappelant q u e ф = l , d o u =

sn. . л cos, .

Remplaçant maintenant a par sa valeur bf / i - f -g , développant jusqu'aux ternies
de l'ordre r inclusivement, et intégrant par loc motliodoo connues -, ou parvient
à la formule (e' ) rapportée plus haut..

M. Legendrea donné d'autres formules analogues et relatives à un triangle sphé-
roïdique quelconque : sur quoi voyez les Mémoires de /a Classe des sciences
physiques et mathématiques de l'Institut, premier semestre de 1806, pa<re i3o.

8. On parviendrait à conclure des formules de со savant géomètre , que la
différence entre les angles sphériques et sphéroïdiques est moindre de 4- de se-
conde sexagésimale dans le plus grind des triangles qui ont servi à la nouvelle
mesure du méridien , et que la double courbure n'altère pas d'un centimètre ,.
à beaucoup près; la longueur du plus grand de tous les côtés de ces triangles.
M. Delambre est aussi parvenu aux mêmes résultats, par des considérations- 'fort
simples et tout élémentaires. Yoyez à ce sujet, dans le second volume de 1»
Méridienne, l'article Calcul des triangles.

On pourrait trouver, d'ailleurs , dans les théories que j'ai exposées, le moyen
de vérifier ce fait. Par exemple , en supposant que l'on ait observé les latitudes
des extrémités d'une ligne géodésique et soa azimut ,. l'équation (ç) (page 197*
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Géod.), qui est celle de la plus courue distance sur le globe, fera connaître,
après les intégrations nécessaires, la longueur s de cette ligne. Si ensuite on.
calcule cette même distance par la première des formules (B) n° 5 ; la diffé-
rence des deux résultats sera l'effet de la double courbure, en supposant toute-
fois que s soit fort petit par rapport aux dimensions de la terre. Cette méthode
serait sans doute très-directe et très-élégante ; mais en voici une autre qui est
élémentaire, et me paraît devoir remplir le même but.

Soit К une ligne de plus courte distance, divisée en n parties k , k', k" . . .
égales si on veut, et supposons qut ^ soit do icooo""''' au plus, afin que la double
courbure ait un effet insensible sur cette longueur. Soit en outre /, la latitude
de la première extrémité de К, et Z l'azimut du premier coté k de cette ligne.
On calculera d'abord de proche en proche les latitudes l', l", l"... des extré-
mités de k, k', A".... et les azimuts a', =,"... de ces. lignes partielles. On obtiendra
par ce moyen la latitude Z/ de la seconde extrémité de K, sans avoir pour
cela négligé les petites déviations causées par la double courbure de la ligne
géodésique que l'on concidère, puisqu'elles résultent des valeurs de z, z"
Ensuite Ton prendra, comme ci-dessus, pour inconnue la longueur K, que l'on
calculera à l'aide de la première des formules (B~) n° 5, et en prenant pour
données L, L' et Z. On connaîtra donc encore par cette méthode l'effet de la
double courbure sur les longueurs.

Quant à son effet sur les angles, on pourrait, ce me semble, pour l'évaluer,
calculer l'angle rectiligne compris entre deux cordes du sphéroïde, puis réduire
l'angle sphérique correepcncJant à. l'angle des cordes de la sphère, par le pro-
cédé de l'art. 55 , Géod. ; cela mettrait en évidence la très-petite différence
d'un angle à l'autre, et donnerait la conviction que les formules ( В ) ( С )
n°.5, sont suffisantes dans le cas où le sphéroïde terrestre est peu différent
d'une sphère.

S'il est donc permis, dang les opérations délicates de la mesure de la terre,
de traiter les triangles comme sphéviqueâ , et de ramener même leur résolution
à celle des triangles rectilignes, à l'aide du théorème de Legendre (art. Зд ,
Géod.), il l'est davantage relativement aux opérations ordinaires de Géodésie.
Cependant, afin de pouvoir déduire de celles-ci des résultats précieux pour la
Géographie, il importe qu'elles soient appuyées sur les mêmes théories que les
travaux de la méridienne de France. Aussi tous les grands levés trigonométriques
dirigés par le Dépôt général de la Guerre sont-ils, depuis quelques années, exé-
cutés dans cette vue. Tous se rattachent aux triangles des méridiennes me-
surées en Europe, et il y a lieu d'espérer qu'ils produiront dans peu assez de
données exactes pour que les savans puissent déterminer d'une manière satisfai-
sante la figure de la terre, pour toute l'éteadue qu'embrasse cette immense
ramification.
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Expressio?is de divers rayons de courbure relatifs
à ^ellipsoïde de révolution.

g. Quelle que soit la surface courbe que l'on considère, lei
rayons de plus grande et de plus petite courbure sont toujours,
à un point donné, dans la commune seetion de deux plans nor-
maux perpendiculaires entre eux. Relativement à la terre, con-
sidérée comme un ellipsoïde aplati, le plus petit rayon de cour-
bure est dans le plan de la génératrice, c'est-à-dire dans celui
d'un méridien , et le plus grand rayon de courbure appartient
alors à Гаге perpendiculaire à ce méridien. Le premier de ces
deux rayons est, pour la latitude L,

r=a{i— a(2— 5sinm.£)} = ú[fi .— í— —cos ai
*• ч J \ 2 2

et le plus grand rayon est >(art. 74,Géod.)r

; = a l 4 — — .-COS2.L

a étant le rayon de l'équateur, et a l'aplatissement.
Ces valeurs s'obtiennent aussi fort élégamment par l'analyse

de l'art. loo (Géod.). D'abord dans le sem du méridien le rayon;
osculateur est en général

/ddu'

É
Or l'équation, de cette courbe génératrice éta

on a

Zsin'.X,

Si l'on différentie deux fois de suite it et qu'on néglige les termes
eu e* , on trouvera

'"'"'"' ^«-aain./icoe./i,
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donc

r=i — a. (a — Ззш'.Л)

En second lieu , à l'origine de l'arc perpendiculaire au méridien

/ss ï H- eui\ — *

substituant pour u\ et -) iaugZt leurs valeurs précédentes ,

on a, comme ci-dessus,

= ï

On sait, par l'analyse du même article, que le rayon oscula-
teur d'une ligne géodésique faisant l'angle V avec celle qui est
perpendiculaire au méridien, a pour longueur

Л r+'"' ï l'
K~ H—

ou bien en désignant par V l'inclinaison du premier côté de
la ligne géodésique sur le méridien,

a 2

Ainsi en vertu des valeurs precedentes de r et r' cette longueur
devient

fî = a[ i— ret(coS2.£— -cos1. L cos 2

ou autrement ^^

Д = я [ï — a (cos aL -f- cos* . £ cos 2 V'^\.

Quoique les déterminations précédentes ne soient qu'approxima-
tives , elles sont presque toujours suffisantes dans la pratique.

L'expression rigoureuse du rayon osculateur du méridien ,"
c'est-à-dire ,

étant développée par la méthode de l'art, 78 (Géod.), fournit
cette série
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log r = 6,80587 7927 — o,ooig5 3548o cos iL

-f- o, ooooo 1464^ cos 4^
— о, ooooo 000144 cos 6Z/,

laquelle sert principalement pour réduire en minutes ou en se-
condes un petit arc du méridien exprimé en mètres, comme nous
l'avons déjà observé n° 6, et comme nous le ferons voir plus
particulièrement par la suite.

L'expression du rayon de courbure de l'arc perpendiculaire au
méridien , réduite de même en série, conduit à la formule

Iogr'=6,8o5i8 n 363 — o,ooo65 11160 cossL)

-f- 0,0000004881 cos4b (art. 81, Géod.)-
— 0,00000 000048 cos 6Zr J

Quant à la valeur exacte du rayon osculateur d'une ligne géo-
désique quelconque, elle est, ( Cale. diff. de Lacroix, page
tome I),

D

"~

et peut aisément se mettre sous la forme

75 _ _ ЗГ/ __ -

•" /•-+-/ — tf— r) cos ъУ

là on tirerait assez exactement

^pression qin ne diffère de celle donnée plus haut que par le

facteur 4-?r , dont la valeur est à peu de chose près égale à

l'unité , relativement au sphéroïde terrestre.

On a, souvent besoin de connaître, pour un point donné sur la
terre , le rayon de la sphère dont la surface en ce point s'écarte
A& m<3ins possible de celle du sphéroïde. Or ce rayon , dont nous
désignerons la longueur par p', doit elre normal à l'horizon du

4
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lieu dont il s'agit, et en môme temps le moyen entre ceux de
toutes les sections normales qu'il est possible de faire par le
centre de ce môme lieu ; si donc L est la latitude du centre de
la surface que l'on considère r on aura en général pour l'expres-
sion du rajon de courbure d'une section quelconque passant par
ce point

Tj r+i-' I1 Г T r,
R = — cos 2F .

2 a

La section serait particularisée en assignant une valeur àl'angle V'\
mais puisque l'on a en vue de connaître l'expression moyenne
de p', on l'obtiendra en multipliant le second membre de l'équa-
tion précédente par dV, puis intégrant entre les limites ̂ '=0-
et У—^сю°>', et divisant cette intégrale définie par 4°o£r.

En effet, on a d'abord

et pour intégrale indéfinie ,

m V — - .
'

laquelle s'évanouit lorsque V-=.Q j mais en y faisant У'=4оо!'.
et divisant par 4°°5r> °n obtient

et en nombres on trouve

lüg p'= 6, 8o452Q55l 6 - O, OOJDO 32530 COS 2 Ъ

-f- o, ooooo 097^2 cos

Ainsi le rayon cherché est mojen arithmétique entre ceux de
plus grande et de plus petite courbure.

Si, au lieu d'employer la valeur approchée de R, on faisait
usage de sa valeur exacte donnée ci-dessus, on trouverait au
contraire que p' est moyen géométrique entre r et r'j mais ces
deux résultats, yu la très-petite différence qui existe entre les
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rayons de plus grande et de plus petite courbure, peuvent être
considérés comme identiques.

Lorsque l'on dénote par IG la longueur du grade sur une
sphère dont le rayon = ï et la demi-circonférence =/7f , l'ex-
pression iG.p' est celle du grade sur la sphère dont p' désigne le
rayon. Or à cause de ic = —, on a pour le grade d'un des

grands cercles de la sphère dont il s'agit,

— .p' = — .aCi — acos.ai) ,
200 ' 200 ч

ou plus exactement et en nombres,

log d'un grade = 5, 00064 94086 — o, ooi3o 22^20 cos.aL
-f- o, ooooo 09762 cos.4^'

M. Hachette s'est occupé de la recherche de quelques propriétés
des rayons de courbure des surfaces, comme on peut le voir
dans le n° 7 de la Correspondance sur l'Ecole Impériale Poly-
technique,

Formules de vérification et de correction.

io. Les éléraens des calculs frigonométriques sont oi multipliés
lorsque l'on a une longue suite de triangles à résoudre, qu'il n'est
pas rare de commettre quelque erreur sur la longueur des coor-
données des extrémités des côtés. Cependant , comme c'est de
l'exactitude de ces mômes coordonnées que dépend celle des lati-
tudes, longitudes et azimuts des objets terrestres, et réciproque-
ment, il est important d'avoir des formules de vérification et de
connaître les relations qui existent entre les variations de ces quan-
tités, afin que si l'on se. trouve dans la nécessité d'altérer quelques-
unes d'entre elles, on puisse, de la manière la plus simple , évaluer
Jes corrections qui leur sont propres. Je vais rappeler et démontrer
à cette occasion deux formules fort simples, obtenues par M. Proiry,
pour calculer rigoureusement, et dans tous les cas, l'excès de l'hy-
poténuse d'un triangle sphérique sur un des côtés de l'angle droit.

Je désignerai, comme à l'ordinaire, par A,B, С les angles
Un triajigle sphérique supposé rectangle en A, et par a, l, o
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les côtés opposés à ces angles. Cela posé, puisque ce triangle?
donne, d'une part,

s in .Z» . , -,, , „ tanz • с x*\8ш.л=-—Б, et de lautre, cosB= т—2—, ( )sm. В ' tang . а ' ч '

on a, en changeant les tangentes en sinus et cosinus,

r> • T, Sin. 6sin c.cos. л = cos. B cos.c sin.а ~ cos. Б cos.c.-.—-;

ainsi substituant pour sin.íi et sin.ccos.o- leurs valeurs, dausla
formule connue

sin (я— с) = sin.я cos.c — cos.a sin.с,
. , . . , , •> l—cos Л , Вil viendra, a cause de —.-•„ ' = tang —,

sin (л—с) = sin Ъ cos с tang — , CO

résultat qui, en 7 mettant au lieu de cos.c sa valeur ^pj *• se
change en celui-ci:

sin (а — c) =tang ícos a tang—. (2)

Considérant В comme le pôle, с comme le méridien principal, et
dénotant par L, L' les latitudes respectives des points A, С ;
par P l'angle В et par y le côté Ъ, les deux formules précédentes,
rendues d'ailleurs applicables au sphéroïde terrestre , n° 5,
prennent respectivement la forme

sin (L—Z/) = sin y s'mL tang-(i-j-eacosä.Z/)

sin (L—L') = tangjr sinZi'taug—(i-f-e'cos1. L').

M. Prony , qui les a publiées sans démonstration dans la Connais-
sance des Temps pour l'an 1808 , en a fait usage pour la construc-
tion d'une carte du cours du Pô ; on les obtient encore en par-

(*) II est remarquable qu'à l'aide de ces deux équations on résoudrait faci-
lement ce problème: Étant donnces la latitude et la longitude d'un point,
p-ouver ses coordonnées par rapport à la méridienne et à la perpendiculaire de tout
nutrc point connu.
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f an t de la propriété du triangle ABC, dont le supplément d'un
des angles obliques serait divisé en deux parties égales par un
arc de grand cercle.

Des formules (ï) et (2) l'on conclut sur-le-champ, en y chart-,
géant les b en с et vice versa,

sin (a—Z») = sin c cos Ъ fang —

sin (a—F) = tang c cos a tang — ;

puis en vertu de la notation adoptée, l'on a

„ï
cos (L -}-y) = cos L cos v tans —N •* ' J o n

z

cos (ТУ-j-j) = cot L sin Z/ tang — r

et de cette dernière on tire

cos

sin Z/

z' étant l'azimut de la perpendiculaire y , ou l'angle ACB. Cette-
formule comporte toutes les valeurs possibles de z', et s'applique-
sans aucun changement au sphéroïde terrestre , par la raison don-
née à J'art. 79, Géod. On pourra l'employer concurremment avec
les deux précédentes, pour vérifier les résultats fournis par la mé-
thode de M. Legendre. Dans chacune de ces formules on a
besoin de réduire en angle Гаге у de la perpendiculaire à la mé-
ridienne; or c'est ce qui se pratique à l'aide de la formulfe

<p = ^r, r' étant le rayon osculateur de y , n° g. La latitude L

du pie de la perpendiculaire s'obtient au moyen de la formule
donnée, n° 6, et l'angle P à l'aide de l'équation

démontrée, art. 79, Géod.
Trouver la distance des parallèles passant par les extré-

Tnités d'un arc perpendiculaire au méridien.
Soit MN le parallèle du point M, et Mm=y la perpendicu-Fig.a

laire au méridien P A : il s'agit de déterminer mN, Pour cet effet,
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dénotons pai- L la Ja f i tude de m , par L' celle de M ou de N,
et par (ж) l'arc mN; cet .arc, qui est toujours fort petit, sera
,-donné par Ja formule

•(a?) = iooooom"Î£— L'— ̂ Asin(X— L') cos(L+L')\ ,

;démontrée page i5y, Géod. Si les latitudes étaient exprimées en
, degrés, ou aurait au contraire,

O) = LU ï il""1 ÎL—L f—^& sin (L—L') cos(Z+L')}.

•Dans le premier cas, le dernier terme de la première formule sera
réduit en grades ou en secondes de grades, en y faisant

log -^ a = 9, 4562249, ou =3,45622495

dans le second cas, le dernier terme de la deuxième formule sera
.réduit .en degrés ou en secondes de degrés, en y faisant

log ^j£ et = 9, 4104674 , ou .= -2, 9667699.

Pour ce qui est de la différence L — L' , il est nécessaire qu'elle soit
toujours exprimée en grades ou degrés.

Soit, pour exemple , L=Soer, 1090; L' =.^ge', 7966 ; on
.en vertu de la première formule ci-dessus ,

l.sin (L — L') = 7, 6922

1 . cos (L-+-L') = 7, 1 760

8, 3244 ==: O*, 02l

( ï" terme L—L' ......... o '̂, 3i34ff
me facteur < ^

( 2e terme ............. — о

valeur du ame facteur =osr, 3i33", 979,
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Donc

(x) = гооооо"1 x o, 3i55979 = 5 155g"1, 79.

Dans les opérations -géodésiques, la perpendiculaire y n'est jamais
assez grande pour donner une valeur de (a;) aussi considérable.

Ce problème est principalement utile pour connaître les lon-
gueurs des arcs du méridien, compris entre les parallèles des points
dont on a observé les latitudes (art. 72 et 76, Géod.). Supposons,
par exemple, que l'on connaisse par l'observation les lati-
tudes des points M , M' peu éloignés de la méridienne РЛ , et
que le point M' soit méridional par rapport à M. En concevant
clés parallèles MN , M'N' à l 'équateur, menés par ces points,.
3'arc NN' du méridien intercepté entre ces parallèles , sera évi-
demment

' — (a:) + (*,);'

les quantités (#)• et (л-,) désignant respectivement les petits arcs-
mN , m'N'. Quant à la longueur de l'arc mm', elle dérive né-
cessairement des distances des points M, M' à la perpendicu-
laire du point Л ou de tout autre point donné sur la méri-
dienne РЛ.

La valeur de l'expression mm' — (cr) 4- (л;,) — NN'' s'obtient
aussi par la méthode de M. Delambre , exposée à la note de la
page 160, Géod.: voilà donc un moyen Ле vérification.

Trouver l'effet que produit sur la, latitude, la longitude et
l'azimut , une petite variation dans les dislances d'un point
à la méridienne et à sa perpendiculaire.

Supposant L constante dans la valeur de (a:) ci-dessus, et fai-
sant abstraction du signe de U ' , on a par la différenciation

d(x) = lOOOQOdL'i d'où dU':=—-—-,4 ' looooo

i/Z/ serait ici exprimée en grades ; pour l'avoir en secondes cen-
tésimales, il est évident qu'il faut écrire

10

Si, dans l'hémisphère boréal, l'arc (x) augmente ou diminue ver*
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le nord, dL! sera positive ou négative ; mais si cet arc augmente
•ou diminue vers 1-е sud , dll sera négative ou positive. Il serait en-
core plus exact d'employer à cette conversion la formule.

TO*)«-,
Cl LI =

]Г étant le rayon de courbure du petit arc d(x}.
Maintenant, si l'on différencie la première équation (C) , ne 5,

par rapport à r seulement, on aura, en négligeant le dernier
terme relatif .à l'excentricité de la terre ,

Ja correction de la latitude du sommet de la perpendiculaire est
:Jonc négative quand la variation de cette perpendiculaire est
positive.

La deuxième équation (C) fournit par la même méthode

et la troisième .équation donne
, ,. R"dy . Tdz = -- -H- tang L.

On trouverait avec non moins de facilité des relations entre dy
et chacune des variations dLÎ, dP , dz', dan» le cas où la lati-
tude L serait elle-même variable j mais il serait plus commode,
alors, de refaire en entier le calcul des formules
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C H A P I T R E I L

Formules pour calculer les difféj-enc&s de niveau.

Methode tngonomctrique,

II. JLJES chapitres XV et XVI du livre III du Traité de Géodésie ne laissant
rien à désirer sur le calcul des petites différences de niveau, par les méthodes
géométriques, je me bornerai en ce moment à donner une démonstration élé-
mentaire de l'une des formules dues à M. Laplace , pour déterminer trigonomé-
triquement les hauteurs des montagnes très-élevées au-dessus de l'horizon de
l'observateur, ou du niveau de la mer. J'ai donné (art. i36, Géod.) quelques
détails utiles sur l'application de ces formules; ainsi, pour éviter les redites à
cet égard, j'y renverrai le lecteur-

Soit ZAB' = $ la distance au zénit observée , 'Б'ГЛД == \£ l'angle de ré-Fig. 5.
fraction, et DD' = 2. la liauto-ur de l'objet au-dessus de l'horizon de l'observa-
teur, et calculée sans avoir égard à la réfraction. BD = z — BB' -z^z— Az
sera la hauteur vraie cherchée, et par l'art. 106 (Géod.) on aura

z = K cot (<f — i <p) ,

К étant, au niveau de l a m e r , l'arc de grand cercle compris entre les deux
verticales ZA , B'D faisant l'angle ç.

Cela posé, comme pour des hauteurs au-dessus de \tf' ou des distances au
zéuit moindres que 88fr, la valeur de la réfraction terrestre , aussi bien que celle
de la réfraction astronomique, ne dépend que des hauteurs du baromètre et de
thermomètre dans le lieu de l'observation, l'on a à fort peu-près

ДсГ=сб tang^, (art. 118, Géod.)

AtS4 étant la réfraction pour une distance au zénit apparente J\ et л un coeflï-
cient constant que l'expérience fait connaître. ( Consultez aussi sur ce sujet
{'Astronomie pltysique de Biot, page i54-)
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D'un autre côté, le triangle AB' D , qui peut-être supposé rectangle en D dans

la détermination de Да, fournissant l'équation

et le triangle B' AB donnant la proportion

sinß' : AB :: ún в' Aß : BE' }
ou assez exactement

д >
s i n c T ; /<: : — : да,

il s'ensuit que l'on a

puis après avoir substitué pour Д^-sa valeur précédente,

R" étant le rayon réduit en secondes.
Il résulte d'un grand nombre d'observations astronomiques comparées par

Delanjbre , qu'à la température de la glace fondante et sous la pression om,jG
de l'atmosphère , la réfraction à 5o?r de hauteur apparente , est

division centésimale (Aslron. physiq. de Biot, pag. i56 et iSy), et en parties
du rayon

л = о, 00029 ^876;

partant , pour cette température et cette pression

. o,
A = -i-

Mais le coefficient л doit éprouver une correction due à tout autre état de l'air; car
suivant l'expérience, les réfractions, toutes choses égales d'ailleurs, -sont pro-
portionnelles à la densité de l'air , laquelle , à température égale , est elle-
même proportionnelle à la pression de l'atmosphère ou à la hauteur du baro-
mètre-, de plus, à masses égales, le rapport des densités est inverse de celui
des volumes. Donc si J représente un volume d'air à zéro de température, ce
volume deviendra ï +0, oooSyo.t à la température t, la quantité о, ооЗуб
étant la dilatation de l'air pour un degré du thermomètre centigrade -, et l'on
aura pour la densité D de l'air à cette température , celle qui répond au terme
de la glace fondante étant désignée par £>(o), on aura, dis-je,

ï +0,00375.t
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ensuite, si l'on fait la correction due à la hauteur h du baromètre, on obtiendra,
eu ayant en outre égard à la dilatation du mercure du baromètre (art. i36, Géod.)

D —

, 76(1+0,00375.0(1+5^)

Concluons de là que pour l'état actuel de l'air

о, ооозд 5876 . h _

S

Tel e?t un des résultats auxquels l'illustre auteur de la Mécanique céleste a
été conduit par une savante analyse , et après de profondes recherches sur la
théorie des réfractions atmosphériques. ( Livre X, page 280.)

Méthode barométrique.

13. La rapidité avec laquelle j'ai été obligé de rédiger l'art, m de la pre-
mière partie de cet Ouvrage , ne m'a pas permis de donner à la théorie du ba-
romètre qui y est exposée, tout le développement élémentaire dont elle est
susceptible; aussi vais-je la reprendre en entier, en suivant la marche qui me
paraît la plus simple; mais pour tout ce qui a rapport à ses applications, l'on
pourra consulter l'article cité.

Considérons une colonne verticale d'air à la température de la glace fondante,
et une molécule d'une densité — D, , située à une distance a+ z du centre de
la terre , a étant Ja distance du même centre à la Station inférieure de l'ob™
servateur. Nommons g la pesanteur et p la pression de l'atmosphère dans le
lieu de la molécule , exercée sur l'unité de surface. On aura pour, la condition
de l'équilibre du fluide pesant et élastique dont il s'agit

dp •=. — gD,dz. ( Théorie du Nivel. )

La pression p varie proportionnellement à la densité Dl de la molécule , multi-
pliée par sa chaleur , que nous désignerons par Z, / exprimant dans l'hypothèse
actuelle la température de la glace ; ainsi l'on a

P = KD tl,

A" étant un coefficient constant donné par l'expérience.
Divisant ces deux équations l'une par l'autre, il vien

et intégrant l'on

vient

K L '
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La constante Q se détermine en faisant z — o, et connue, à cette origine, la
pression de l'atmosphère est p' ', il s'ensuit que

partant ,

(0

L'intensité de la pesanteur étant réciproque au quarre des distances, si l'oit
désigne par g' la pesanteur à la station inférieure,, on aura à fort peu-près

_ , cf _ ,( __2£"\
S — S(a + z r — S \ l a)'1

et si l'on fait z ' — z ( i -- j, d'où dz!=dz(\ -- V le premier membre

de l'équation (ï) deviendra, en y substituant d'ailleurs pour g- sa valeur précédente.,,

De là, et prenant le logarithme tabulaire ou de Briggs,.

Kl , ,

М= о, 4э4и945 étant le module.

On voit , par cette formule , que — ,— est un coeMîcient constant répondant á

la température de la glace. On peut lui donner une forme dépendante du rap-
port entre les densités de l'air et du mercure, qui ont lieu à l'origine des z, où
la pesanteur est g et la densité de l'air =.D. En effet, on a par ce qui précède,

p' = KDl.

D'un autre côté, si à ce point Д exprime la densité du mercure au même degré
de température et lorsque la hauteur du baromètre est /iM, l'équilibre entre la
pression de l'air et le poids du mercure, rapporté à l'unité de surface , est

'

sa valeur z,

ainsi / = -, et la formule (2) devient, en y mettant d'ailleurs pour a'

f i -- J ,

w
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La colonne d'air comprise entre les deux baromètres vient d'être supposée à
la température de la glace; mais quelle que soit la loi du décroissement de la
chaleur dans l'atmosphère, il suffira , pour tenir compte du changement de
température , de la considérer comme constante et égale à la temptrature
moyenne entre les deux extrêmes. Cela pos 2 , puisque le volume d'une masse d'air
déterminée s'accroît environ de -^ par chaque degré du thermomètre centi-
grade (*), la valeur ci-dessus de z, pour convenir à la température moyenne
í + í'
- , t et î' étant les températures de l'air aux stations supérieure et inférieure

indiquées par les thermomètres libres, devra être multipliée par le facteur

Ï+ÏTS- —'— - = ï + — - -• En effets augmente dans le même rapport que la

densité de l'air diminue , et suivant le n° précédent , D= D" ( ï -f- -^ ~*~ \

Ü" étant la densité de l'air à la température moyenne dont il s'agit; donc

rf _L X' + ONl P' ( . 2\= С ( i + -i - - ) logt- . ( i + - ).
\ IODO / °p \ a}

A la même température et à la même force accélératrice de la pesanteur ,
les pressions p, p' sont proportionnelles aux hauteurs correspondantes h, h' des

baromètres. On devrait donc écrire log -r- à la place de log — ; mais pour avoir

égard à la condensation du mercure , qui a dû s'opérer dans la station la plus
froide et où la colonne de ce fluide métallique a dû paraître un peu plus courte que
si on l'avait observée dans une station inférieure sous la même pression , il faut
augmenter cette colonne à raison de Wj-j par chaque degré contenu dans la
différence entre les températures du mercure, observées aux deux stations ex-
trêmes , à l'aide de thermomètres enchâssés dans la monture même des baro-

mètres. Ainsi on aura h -f- h ( —g- - ) au lieu de A, T et T exprimant les

températures respectives du mercure des baromètres dans les stations supérieure
et inférieure.

Ensuite , pour réduire Içs hauteurs observées du baromètre à la même pesanteur
g' relative à la station inférieure , on fera attention que la pesanteur à la station

la plus haute est g = g -• ' = g' . - - -— ; en nommant donc h' et Я

(*) Cet accroissement est plus exactement de 0,00875, lorsque l'air est parfaitement sec; mais
M. Lapbce observe que l'on lient compte, en partie, de l'c'lat liygronicuifiuc de l'air, си le por-
tant à 0,004.
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les hauteurs observées des baromètres aux deux stations, et réduites à la même

/ 7" _ 74
température , auquel cas H=h + Л ( — -,—. -- ) , ces hauteurs réduites u la même

Г*Ъф,Ч,9*Л~*~*Г \ Э412 У

pesanteur et étant .proportionnelles à g , seront h' et -- -, on a ainsi

/ £ \ f 5 22 l x
mais log ( ï -) — ) = M\ ---- ; + . • . \ , et puisque - est une très-petite frac-

\ Cl/ \.(l 2>Q> 3 il

tion, on a à fort peu-près pour son logarithme tabulaire

ïlog

par conséquent

Io5^ = log^+i.o, 86858g.,

et la formule (i) devient

II reste à faire connaître le changement que le coefficient C—- — . — doit

éprouver sous une latitude autre que celle à laquelle on le suppose avoir été
déterminé. Or la pesanteur diminuant A mesure que l'on s'approche de l'équa-
teur et cette diminution étant indiquée par le raccourcissement du pendule à
secondes , il est clair que la correction actuelle dépend de l'effet de cette cause.
Da plus, comme les longueurs du pendule à secondes sont proportionnelles aux
pesanteurs , on a f f

;.' et ;.* étant les longueurs que doit avoir сз pendule aux pointa de la terre
où les pesanteurs sont respectivement g' et g" : mais en général

к' = om, 709502 -j- o"1, 004.208 siiia 4 . (n0 17-)

.1 étant la latitude du lieu où est placé ce pendule. Si donc £f" est la pesanteur
tous le parallèle de 5o?r-, et g-' celle qui a lieu ;ош la latitude 4., on aura, ;i

cause de sin^-l =————-> etde siu2 5o^=:^ ,

0,002104 __ _ L_„ _
~o, 73c)5oa -h o, 004208 3ina~4- ï — о, ооаЗЗу со»



ET NIVELLEMENT, LIVRE I. j9
et de là

g' = g" (i—o, 002867 cos 24) = g" (ï — /3 cos 24) ,

Cela posé, le Coefficient -лт--;т — ^ étant évidemment réciproque à la den-

sité de l'air ou à la pesanteur, et se rapportant à la latitude 4> il est nécessaire
pour le ramener à ce qu'il serait sous le parallèle de 5os' et en désignant alors
ta valeur par C", que

C" = C(i — 0 cosa- .{.);

partant, la formule (c) devient

î.o, 86858s . 00

II existe deux méthodes pour obtenir la valeur numérique du coefficient C".
La première consiste à niveler la hauteur comprise entre les deux stations, ou
à la déterminer géométriquement par l'un des procédés que j'ai exposés, et a
prendre pour inconnue dans l'équation (d~) ce même coefficient. Cette méthode
a été employée avec beaucoup de succès par M. Ramond, et il résulte d'un
grand nombre d'observations barométriques de ce savant naturaliste , faites dans
les temps les plus favorables et sur plusieurs montagnes des Pyrénées, dont la
hauteur est bien connue , que

C" = i8336""".

La seconde méthode , qui est plus directe , consiste à déduire ce dernier coef-
ficient du rapport même des densités du mercure et de l'air. Or , suivant un ré-
sultat d'expériences très-précises faites à Paris, par MM. Biot et Arago, le rap-

port — =io463.,o, l'air parfaitement sec étant à zéro de température et la

pression de l'atmosphère étant équivalente à om, 76 (Mém. de la classe des sciences
maili. et pliys. de l'Institut, premier semestre de 1806, page 385). Mais lorsque
l'air est saturé d'eau , il faut, pour avoir égard à cette circonstance, augmenter
ce rapport d'environ -^ de sa valeur actuelle. On a donc, dans le cas d'hu-

midité extrême, — = 10480,08, et pour valeur moyenne répondant à-peu-près

au terme où se font les observations barométriques ,

en a d'ailleurs ÄW — om, 76 , 4= 54sr> 2^358 ; ainsi la substitution de ces
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nombres dans l'équation C":=C(i — /Зсоза-ф) donne

— o,ooa857cos24) _
/a ' ' — * оэод 3 1- — . • ...... ~ — — — -=— /a0,4342945

Les expériences immédiates qui conduisent à cette valeur , confirment donc le coeffi-
cient de M. Ramond , que l'on doit parconséquent regarder comme un résultat
définitif.

Enfin l'on pourra supposer, sans erreur sensible, a = GoGfugS"1'1, et employer
pour valeur de z dans le second membre de la formule (c?) , celle que l'on
obtient en faisant z^=:O dans ce même membre. D'après toutes ces considéra-
tions, l'on aura pour la différence de niveau des deux stations,

C'est cette formule que M. Laplace a publiée dans le livre X de la Méca-
nique céleste. Quoique l'hypothèse que nous avons faite d'une température
constante entre les deux stations ne soit pas rigoureusement exacte, l'on ne doit
former aucun doute sur la précision dont il est possible d'approcher , lorsque
les élémens variables de cette formule sont recueillis au milieu d'un air tranquille,
et avec tous les soins qu'exigé ce genre d'observations.

Dans le supplément à sa Mécanique céleste , M. Laplace donne гте formule
pour corriger de l'effet capillaire les hauteurs du baromètre. Il résulte de sa
savante théorie, que cet effet est nul dans les baromètres à deux branches d'égale
largeur, mais qu'il devient d'autant plus sensible dans les baromètres à large
cuvette , que le tube de ces baromètres est plus útroit. H y a plus, la hauteur
barométrique , qui doit être comptée depuis le niveau inférieur jusqu'au sommet
de la convexité terminale , est toujours moindre que la hauteur qui aurait lieu
si le tube perdait sa propriété capillaire. Je m'étais proposé de donner ici cette
formule de correction, dont le but est de rendre les divers baromètres compa-
rables entre eux ; mais los dépressions du mercure pouvant Être déterminées d'une
manière fort exacte, et beaucoup plus facilement par l'expérience, je vais,
d'après le conseil même de M. Laplace, en rapporter une table, en faveur de
ceux qui aiment à mettre une grande précision dans les observations baromé-
triques -, elle est due à Cavendish le pure , et se trouve insérée dans les
Transactions philosophiques. Les diamètres intérieurs des tubes y sont exprimés
en décimales de pouce anglais, mais j'ai réduit tous les nombres en millimètres.
Cette table suppose, comme je viens de le dire, que la hauteur du mercure a
été prise du point le plus haut de la colonne; alors la dépression du mercure
pst ce qu'il faut ajouter à la hauteur ainsi observée, pour avoir la hauteur qui
aurait lieu daus un tube fort large et où l'effet capillaire serait nul..
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Diamètres inté

en pouce anglais.

Qf 6

о 5

Ü À-

о 35
о 3

О , 2

о , i5
о , i

rieurs du tube

en millimètres.

i5ra-m, a35i

ia , 6969

IQ , 1667
8 , 8871

7 > 6i75
6 , 3479

5 , 0-784

3 , 8088

a , SJga

Dépressions du mercure

en pouce anglais.

cf, oo5
О , OO7 . ...

о , oi5
о , оз5

о , оЗб. . . .

о о5о

о обт

О , I/O.

eniuilliuièlres.

О"1'"1, laSgS

о , 17774
о , 38о88

о , 6347.9
о , g i ^ i Q

ï , aSg5g

L , 7°'25

а , 336о5
3 , 55485

Les réductions dont il s'agit sont calculées d'après cette valeur, savoir que le
pouce anglais = а51"^/п-)3э18; ainsi log. 25mi"im-,3gi8 = 1,4046942.
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C H A P I T R E III.

Détermination d& la ßgurs de la Terre, par les observations
du pendule.

Théorie du pendule simple oscillant dans le vide.

i3. (3l on attache un corps, une sphère de métal, par exemple, à l'extrémité
inférieure d'un fil ou d'iuie verge mobile autour d'un point fixe placé à l'autre
extrémité, et qu'on l'écarté un peu de sa situation verticale, il fera ; étant
ensuite abandonné à l'action de la pesanteur, de petites oscillations qui seront
à très-peu-près isochrones ou de la même durée , malgré la différence d'ampli-
tude des arcs décrits. I-.es oscillations, c'est-à-dire les allées et les venues alter-
natives du pendule , se nomment aussi vibrations .- elles se perpétueraient, sans
la résistance que l'air oppose au mouvement du corps oscil lant , et sans celle
que !e pendule éprouve au point de suspension. On nomme ainsi le point autour
duquel le mouvement a lieu.

La durée des oscillations dépend de la grandeur et de la figure du corps sus-
pendu , de la masse et de la longueur de la verge, ainsi que de la densité du
milieu dans lequel se fait l'expérience. Il ne sera question, pour le moment,
que du pendule simple oscillant dans le vide ; c'est celui dont la masse de la
verge est supposée nulle relativement à celle du corps considéré comme un point
infiniment dense. J'enseignerai ensuite comment on détermine la longueur de ce
pendule idéal, dont les oscillations se feraient dans le même temps que celles
du pendule compose, et qui aurait par conséquent pour longueur la distance du
point de suspension au contre d'oscillation, c'est-à-dire au lieu où l'on conçoit
réunie toute la masse du corps en mouvement.

Les mesures géodésiques combinées avec les observations célestes, font con-
naître assez exactement l'ellipticité de la Terre ; c'est aussi à quoi conduisent
les mesures observées du pendule à secondes, dont on a reconnu que la lon-
gueur augmentait de l'équateur aux pôles, proportionnellement au quarre du sinus
de la latitude. Je pense donc qu'on lira avec intérêt la théorie qui fait le sujet
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de ce chapitre, et par laquelle j'ai cru devoir terminer tout ce qui a rapport
à la haute Géodésie.

Richer remarqua Je premier cet accroissement de la longueur du pendule ,
dans le voyage qu'il fit en Amérique, en 1672; il trouva que son horloge, ré-
glée à Paris sur le temps moyen (art. 120, Géod.), retardait chaque jour , à
Cayenne, d'une quantité sensible. Environ soixante ans après lui, Bouguer fit des
expériences du même genre au Petit-Goaye dans l'île Saint-Domingue , à Quito,
sur le mont Pichincha et dans d'autres lieux de la terre , et il s'assura par ce
moyen, que l'intensité de la pesanteur, l'un des phénomènes les plus singuliers
du système du monde , décroît en outre dans le sens de la verticale en s'éloignant
du niveau des mers.

Pour examiner de la manière la plus simple les circonstances du mouvement
du pendule , dont les excursions sont censées faites daas un plan vertical ie
partirai de ces principes connus , savoir :

1°. Que lorsqu'un corps descend, par la seule action de la pesanteur, le long
d'une courbe , il a en chaque point la même vitesse que s'il était tombé libre-
ment depuis le niveau du point de départ jusqu'à celui d'arrivée, quelle que soit
la courbe décrite.

2°. Que l'équation du mouvement d'un point matériel assujéti à parcourir une

courbe est -j— = ç, ou -y- — <p, <p étant la force continue estimée dans le sens

de la tangente à cette courbe , s l'arc décrit au bout du temps t , et v •=. ~

la vitesse acquise. (Mécanique de F rancœur, n° 164.)

Cela posé, soit g la force accélératrice de la pesanteur qui anime le point fig.
matériel M suspendu à l'extrémité du fil CM supposé sans pesanteur et inex-
tensible; С le point de suspension; АР=з: l'abscisse verticale, et PM=.y
l'ordonnée du centre d'oscillation; AC=a la longueur du pendule; AD~b
la flèche de l'arc Б AB' ; В le point de départ du mobile ; s l'arc AM dans
lequel il se meut ; enfin v la vitesse qu'il a acquise au point M après le temps
écoulé t.

La vitesse v étant due à la hauteur DP, on a, à cause de DP—Ь — x,

v=~

Mais l'arc s décroissant à mesure que le temps t augmente , on doit écrire

H faut exprimer ds en fonction de dx , afin de pouvoir intégrer cette équa-
tion; ce qui est facile, car le quarre de l'élément de l'arc í ayant pour
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expression _

Л* = dx* + dy* , d'où ds =dx\/ ï

et l'équation de la trajectoire ЛМБ étant

:ca -f-y — 2С.Г = o,

on trouve de suite, par la differentiation, que

, _ adx _ adx
~ ~~

У
et de là

— д:2) ( за — ce)

Multipliant et divisant respectivement par aa les facteurs sous le radical , puis
indiquant l'intégration, on a

A ~djc

j r
- / X \"~ ^

Le développement du facteur - . "^l1 -- ) par la
I / X N 2a/

formule du

binôme conduisant à une série convergente , l'expression de t se change en
celle-ci :

—et pour lors l'intégration est réduite à celle des termes de la forme , - — :

on l'effectuera au moyen de la formule

—x"dx *"-' . ,, am— ï r-x"-<dx ,
m

qTii résulte de la théorie exposée à la page 178 de la deuxième édition du
Calcul intégral èlëm. de Lacroix; mais comme on doit ici intégrer entre les
limites jc=o, x=zb , afin d'obtenir le temps de la demi-oscillation, son pre-
mier terme devient nul par l'une de ces suppositions. Si donc on fait successi-
YemeDt m:=i, m = at m = 3...., on aura

f — xdx _ Ъ_ f — dx _ b
J ^(bx—x^ ~Hj V(bx—x*) ~s,

/ — x*dx _3br —xdx
J V\bx—^ —

_

~ '
Г — x3dx _ 56 Г — x*dx _ Ъ^&_

J v(bx—x?~) — çj у(Ъл—х*-) ~~ 2.4.6
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ainsi de suite.

TV * . . , Г —dx Г — zd.c
-U un autre cote , a cause de / —7-7 - — = / — -- -=та — '

J V(bx — x?} J y//,* — (a* — by

arc Г cos = ^7" J , on obtient , en substituant ces valeurs ,

A la limite oc=b on a fc=o; mais à celle ж=о, il vient arc f cos =—7 — ;='Я',

ou Зт, 5я-, у* ..... "» * étant la demi-circonférence pour le rayon =1. Donc
en désignant par Т la valeur de t résultant de l'intégrale définie, on a

!> KO' Хт)'- АЧ
c'est le temps que le mobile met à descendre du point B de départ au point A
le plus bas où la vitesse, en vertu du premier principe énoncé précédemment,
est V/2g-i. Arrivé à ce point, le mobile ne pouvant ni s'arrêter, ni rétrograder,
puisqu'il n'y rencontre aucun obstacle, continuera à se mouvoir dans le même
sens, et fera la demi-oscillation ascendante parfaitement égale à la première;
ce qui est manifeste, car lorsque vz=o on a o: = i. Après cela il descendra ,
par le seul effet de la pesanteur, pour faire une seconde oscillation, et ainsi
de suite; ensorte que la durée de chaque oscillation sera ^=zT (*).

Si l'on suppose que b soit très-petit, ou, ce qui est de même, que l'arc

décrit ait très-peu d'amplitude, l'équation (O «• réduira à Т =:~чг\1/' -,

.et l'oscillation entière sera

flT* = тг l/'- ; СЮ

or comme ce résultat est indépendant de b, il s'ensuit que, quelle que soit
l'amplitude de l'arc BAB', pourvu cependant qu'elle soit très-petite, le temps de
l'oscillation entière sera le même.

Il résulte encore de cette hypothèse, que pour un autre pendule a oscillant
dans un autre lieu où la gravité est g', on a

(*) La valeur de T7 donnée par l'c'quntion (ï) se déduit d'une formule plut gdncïalc obtenue
ï1«' M. Laplace ( Mécanique céleste, tome I, n° n ). Cet illustre géomètre y considère le cas
dos oscillations coniques (Voyez aussi a ce sujet la Mécanique île Fruncœur); mais dans lie
«ïjx'ncnces du pendule on dispose l'appareil de inanicrc que les oscillatious soient circulaire».
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Donc lorsque les temps des oscillations respectives de deux pendules sont synchronst
ou égaux,

' °u

c'est-à-dire que les longueurs dp, deux pendules battant les secondes, par exemple,
sont entre elles comme les forces accélératrices de la pesanteur.

Si l'on supposait au contraire un pendule invariable, ou les longueurs des pen-
dules égales, on aurait

ainsi les temps seraient réciproques aux racines quarrées des forces accélératrices.

Dans le même lieu on a g — g', et alors les équations (2) et (3) donnent,
pour deux pendules de différentes longueurs,

zT __ y1 a

ÏT'~~\73'

c'est-à-dire que les durées des oscillations sont entre elles comme les racines
quarrées des longueurs dus pendules.

De l'équation (ï) l'on tire, en désignant 2 T par т, et en supposant b ex-
trêmement petit,

telle est la valeur de la pesanteur g, qui, comme l'on sait, représente le double
de l'espace qu'un corps, tombant dans le vide, parcourrait dans la première
seconde de sa chute. Elle se détermine avec la plus grande exactitude , par
les observations du pendule , comme nous le ferons voir par la suite. Nous re-
marquerons seulement pour le moment , que si un. pendule simple d'une longueur a

Т
f esait N oscillations dans T secondes , on aurait d'abord т = —, , et ensuite

g = —=7- ; de même g' = ;

чг exprimant la demi-circonférence d'un cercle dont le rayon = ï. Lorsque
a = a', et Т=У, on a

ff — ЛГ'_ .

donc les quarrés des nombres d'oscillations faites en même temps par deux
pendules de même longueur sont comme les forces accélératrices.

On conçoit maintenant crue les observations du pendule doivent faire connaître
la figure de la terre , puisqu'il existe une relation entre la pesanteur et la longueur
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du pendule qui bat }es secondes. La Mécanique céleste contient, sur cette ma-
tière, des développemens importai» que ne comporte pas cet Ouvrage; cepen-
dant nous donnerons au n° 17 une formule pour déterminer l'aplatissement du
sphéroïde terrestre, d'après les résultats d'expériences fondées sur la théorie
actuelle.

Mouvement du pendule dans un milieu résistant.

i4- Puisqu'un corps plongé dans un fluide perd une partie de son poids égala
au poids du volume de fluide qu'il déplace } il est clair que le pendule qui os-
cille dans l'air, fait moins de vibrations que s'il était mis en mouvement dans le
vide, toutes choses égales d'ailleurs. Si donc un pendule battait successivement
la seconde dans difVérens milieux, sa longueur augmenterait à mesure que la
densité des milieux dim'mueiait , pur la raison que celte diminution de densité
produirait une augmentation dans la pesanteur du pendule. Un autre fait digne
de remarque, c'est que, quelle que sait la résistance du, milieu, les oscillations
du pendule se font toujours dans le même temps. Cette résistance diminue seu-
lement l'amplitude de l'oscillation et finit par l'anéantir. Bouguer .est le premier
qui ait publié ce théorème (Figure de la Terre, p. 34l.); mais il n'a pas fait
connaître les calculs qui ont pu servir d'appui à ses raisonnemens. Borda; au
contraire, en a consigné une démonstration dans son Mémoire inédit sur le pen-
dule. J'aurab plus de regrets de n'avoir pu consulter cet intéressant Mémoire,
si M. Poisson ne m'eût pas fait l'amitié de me communiquer l'élégante démons-
tration à laquelle il est parvenu de son côté; la voici, à quelques développemens
de calculs près.

Soit g, la gravité relative au milieu uù se font les oscillations, et comme pré- Tig' 8.
cédemment AP = x, AM=^s, AB^=K, CM=Csl = a, et prenons pour

unité la masse du pendule réunie à son centre d'oscillation; £1-7- sera la gravité

décomposée suivant la tangente à la courbe.

Supposons la résistance du milieu proportionnelle au quarre de la vitesse

comme on le fait le plus généralement, et représentons-la par 7?i~- m étant
dia '

un coefficient constant donné par l'expérience et qui dépend de la densité du
milieu et de la figure du corps oscillant. L'équation du mouvement du centre
d'oscillation sera, pendant la première demi-oscillation,

d*s dx , ds*
3F = -S'37+mA« ; C0

en observant que la composante g,~ de la gravité tend à diminuer l'arc s tandis

que la résistance du milieu tend à l'augmenter, puisqu'elle s'exerce toujours en
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sens contraire du mouvement, qui se fait ici de M vers A, On a en outre

et par conséquent
dx .s s l í3 ,
-j- = sm — = — — — ç — 3 т"
<fc a a a. à a'

En négligeant d'abord les puissances de s et de -j- supérieure» à la première ,

l'équation (ï) devient

£* __ g. . ,
df "~ a ' '

et intégrant par la méthode du a° 2,7 4 (Ca/cuZ miegr. e/em; de Lacroix), on a

e, ,=

en mettant le signe —devant le radical, parce que í augmentant, s diminue.
Les constantes arbitraires se déterminent par la condition qu'on ait en même

temps t=o, s — K, -r- = o, K étant l'amplitude de la première demi-oscil-

lation supposée très-petite, et -j- = о la vitesse au point de départ. On trou-

vera d'abord

-:А*. d'où с = к > ,at r a a

et par conséquent
— ds

SsY l/A'—f
- a /

D'ailleurs, à cause de

/"* —2í
Г —ds I Ж / s \ ,
/ — — = I , — =5 arc I cos = — 1 ,

J VК*—? l t y S_ \ Kj
\J l/ 1~~ кя

il vient

On détermine ensuite la constance С en faisant dans celte dernière équation
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==o, í = A, et alors on a C"==o; donc

donc enfin

í =s K cos.tf >ХёХ

Pour avoir une valeur plus exacte de 5, soit

í = A COS. f l^ í'",

en substituant cette valeur dans l'équation (ï), puis négligeant les puissances
ds'
-г-
ds'de К supérieures à la seconde , ainsi que les produits Ks' , К -г- , on aura ,

pour déterminer la correction s', l'équation

Cette équation , qu'il s'agit d'intégrer , ayant la forme de celle-ci

de laquelle oa tire

y = p cos . Ах Ч- q sin . Ax

sin . AxfRdx ens . Лот — со» . AxfRdx sin .

(Ca/cuZ infegr. é/em. de Lacroix, n° 282) , on trouvera avec un peu d'attentioa
et en faisant

que l'intégrale cherchée est

s' —p cos и + q sin и -| -- ^(i + ycos.au).

Les constantes p, et q se déterminent de manière qu'on ait ù-la-fois f =:o;

7
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з'=^о, -^-=o; or dans ce cas on a и =;o, et l'équation précédente domre

P= Г'з ;

ensuite j si on la différentie par rapport à s' et и , pour obtenir le rapport -7-,

ou -T-=:O, on trouvera, après avoir fait u = o, que la constante q çst nulle.

On a donc

et enfin

Ainsi, en supposant К assez petit pour qu'on en puisse négliger la troisième
puissance, cette formule représentera la valeur de í pendant toute la durée de
la première demi-oscillation.

Si l'on désigne par T le temps de cette demi-oscillation, on aura, pour le
déterminer, l'équation s = o, ou

en négligeant le terme multiplié par К, on tirerait de cette équation

T\ / — =-, я étant la demi-circonférence pour le rayon =1; faisant

donc T \ j r & - = — f - í' et négligeant les puissances de í'supérieures à la ï"',

on aura
ï /&<• if j • it j
^f а, а а """"

rp | /ë* y/ •

substituant ces valeurs dans l'équation précédente , et négligeant le produit t'A,

en obtiendra t' = — - ; partant

ainsi le temps de la première demi-oscillation est augmenté par l'effet de la
résistance du milieu.-



ET NIVELLEMENT. LIVRE I. 5i
:•' Pour avoir la vitesse au point le plus bas, difiërentions la valeur trouvée

pour s, et substituons dans -,- la valeur de T, nous aurons, en appelant V

cette vitesse et en rejetant les puissances de К supérieures à la seconde ,

V~—-K(\ — ̂ r- \ \ /^- ', ou &en en faisant abotractiou du signe qui

indique seulement le sens du mouvement,

il suit de là que la vitesse acquise au point le plus bas est diminuée par la ré-
sistance du milieu.

Déterminons maintenant le temps de la seconde demi-oscillation. A est alor»
le point de départ où la vitesse est égale à celle acquise pendant la première
demi-oscillation.

Faisant ici AP' -=.x, AM' — s, CM' = CA = a, l'équation du mouvement
pendant la seconde demi-oscillation sera

d*s dx Л"
2F—~~ &dJ~~mdT*'

dx
parce que, dans cette circonstance, la composante g-, -т- de la pesanteur et la

résistance du milieu sont deux forces tendantes à diminuer l'arc s, compté da
point A le plus bas, qui est maintenant le point de départ. En. faisant de
approximations successives, comme dans le calcul précédent, on a d'abord

et en intégrant,
dï ~~ a S '

les d&ux constantes arbitraires étant déterminées par la condition qu'au point

de départ A on ait (=0, s = o, ~= f= K (i — ̂ - J I /&- . Ensuite

posant s — KÎi— ̂ - Jsin.tl/ —+s r, on trouve

donc en ne conservant que les premières et secondes puissances de К
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Telle est la formule qui représente par approximation la valeur de s pendant
la durée de la seconde demi-oscillation.

Le mobile s'élevant jusqu'à ce qu'on ait -r-=o) si l'on désigne par J* le

temps delà seconde demi-oscillation, on aura, pour le déterminer, l'équation т-= о ,

ou

(, --

Faisant T"\ / — Z= -- h *"» et omettant les puissances de tr supérieures à lai
IS a a

première , ainsi que le produit t'K , il vient í = -- =- , et de là

= : _ , o u 7 _ - .
2 3 ' \2 3 /l/^ g,

Donc le temps de la demi-oscillation ascendante est diminué par l'effet de la ré-
sistance du milieu, de la même quantité que celui de l'oscillation descendante
tst augmenté. D'où il résulte ce théorème, que le temps de l'oscillation entière
est le même que si le mouvement avait lieu dans le vide.

Pour déterminer l'amplitude K de la seconde demi-oscillation, il faudra faire
í = T' dans la valeur de s relative à cette demi-oscillation , alors en ne conser-
vant que les deux premières puissances de К , on trouvera

De même, si K", K'", etc. représentent les amplitudes de la troisième, qua-
trième, etc. demi-oscillation, on. aura

, 4mK*_
7v = Л -- = — ( etc. ,

ce qui fait voir que ces amplitudes diminuent successivement et avec d'autant
plus de rapidité que le coefficient m de la résistance est plus grand.

M. Poisson considère en outre le cas où la fonction qui exprime la résistance
renfermerait un terme proportionnel à la simple vitesse et représenté par

n -p. ic II est, dit ce géomètre, facile de s'assurer que le temps de l'oscilla-
nt

51 tion entière resterait encore le même que dans le vide , pourvu toutefois que la
» résistance du milieu fût une force très-petite par rapport au poids de la len-
» tille, et que l'on négligeât, dans le calcul, le quarre de n et le produit de
» и et de m. En effet l'équation du mouvement serait alors

ifs dx ds its"
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» en prenant le signe -f- pour la première demi-oscillation, et le signe — pour

я la seconde, et en observant que le terme — n -r- change de signe de lui-

ds
» mêrne, à cause du facteur -7-, en passant d'une demi-oscillation à l'autre.

df

Г „». 41,„1„„„Л„ _-" , , dx
" Or si l'on fait s=Sie 2 , que l'on mette à la place de -y- sa valeur appro-

11 chée - , et qu'après les substitutions faites on supprime les termes multipliés

» par n3 ou par mn , l'équation précédente deviendra

к, --_L- „,= — oii.e a ±. те~"' —-.
a \df

_nf nt

Divisant tous les termes par e * , et remplaçant le facteur me" par m, ce
qui est permis , puisque le temps t ne saurait devenir très-grand pendant la
durée d'une seule demi-oscillation , on aura

11 équation d'où l'on tirera sans peine les mêmes conséquences que ci-dessus , re-
11 lativement à la durée de chacune des deux demi-oscillations.

« Quelle que soit la loi de la résistance, la supposition que cette résistance
11 est une force très-petite relativement au poids de la lentille, est conforme à
11 ce qui a lieu dans la pratique où la densité du milieu est très-petite et OÙ
n l'on a soin de prendre , pour former la lentille , une matière très-dense ; mais
л on doit observer que cette supposition n'est plus nécessaire, quand la résis-
» tance est proportionnelle au quarre de la vitesse; ensorte qu'alors cette résis-
11 tance peut être гте force comparable au poids de la lentille. Il suffit dans
?» ce cas que l'amplitude de l'oscillation soit très-petite , pour que le temps de
» cette oscillation ne soit point altéré par la résistance; car dans le calcul que
11 nous venons de faire , l'approximation n'a point eu lieu par rapport au coeffi-
)i cient m, mais bien par rapport aux puissances de K. n

Comme il importe , dan» la pratique , de connaître la valeur de g, , soit M
la masse du corps oscillant , g sa pesanteur dans le vide , p, son poids dans le
milieu où se fait l'expérience, p son poids dans le vide, on aura

Piffp = gM, p t—frM; donc £:,=--;

c'est cette dernière valeur qu'il faudrait substituer dans toutes les formules pré-
cédentes.
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Mouvement du pendule dans la supposition d'unfd extensible.

i5. Jusqu'à présent le fil qui supporte la masse oscillante a été supposé inex*
tensible, et en effet cette hypothèse peut être admise dans la pratique, sans er-
reur appréciable, surtout lorsque le pendule n'est mis en mouvement que quelque
temps après avoir été suspendu. Cependant, comme dans les expériences délicates,
on ne doit négliger aucune des circonstances physiques qui sont de nature à
influer sur les résultats ou les conséquences qu'on en veut déduire , le jeune sa-
vant auquel appartient l'analyse du n° précédent a cherché en outre la correc-
tion due à l'élasticité du fil.

Je vais rapporter textuellement les calculs qu'il a encore eu la complaisance de
nie communiquer à ce sujet : ils font maintenant partie d'un Mémoire que son
auteur a lu , au mois de mars de cette année, dans une des séances de la
Société Philomathique.

Fîg.8. « Soient, à un instant quelconque, fl l'angle MCA formé par le fil et la
я verticale, /' la longueur variable du pendule, c'est-à-dire la distance du centre
5) d'oscillation au point de suspension ; í le temps écoulé depuis l'origine du
» mouvement; g la gravité.

» L'élasticité du fil est une force qu'on peut regarder comme appliquée au
n centre d'oscillation, qui est dirigée suivant la longueur du fil, et qui ne
r> peut être fonction que de cette longueur ; je la désignerai par <pr, et l'on
» aura pour l'une des équations du mouvement du centre d'oscillation, en pre-
ji nant pour unité la masse du pendule réunie à ce centre,

dlr aj. = g cos 8 — fr.

л Il faut, dans le cas qui nous occupe, une seconde équation, puisqu'on a
n. deux variables r et 9 à'déterminer en fonction de t; je prendrai pour cette
« seconde équation celle que fournit le principe des aires savoir,

(*) M. Poisson n'indiquant pas précisément la rouie qu'il a suivie pour arriver 4 cette équa-
tion, je vais la tracer en faveur de «juclqucs lecteurs. Ou a en gcuéral par le principe des aiies
(Mécan. de Francœur, n° i83)

d. (xdf —ydx] = (xY—yX) df. (m)

Mais dans le cas de la pesanteur, Y=o, X=g. De plus r t4aiu le rayon vecteur et 0 l'angle
qu'il fait avec СЛ (fig. 8 ) pris pour »xe des abscisses, on a, en comptant les x du point Je
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» dans laquelle n'entre pas la force <pr, parce que cette force est constamment
» dirigée vers l'origine des rayons vecteurs.

" La forme de la fonction <pr est inconnue ; mais comme r varie peu pen-
« dant tout le mouvement , si on appelle a sa valeur à l'origine , et qu'on fasse
я généralement r = a— и, и sera une très-petite quantité dont nous néglige-
il rons les puissances supérieures à la première ; alors nous aurons

<pr = A + J3u,

•n A et B étant des constantes données par l'expérience. Pour les déterminer,
n soit b la -longueur du fil avant qu'il ait subi aucune extension ; supposons
» qu'après l'avoir ainsi mesuré, on le suspende verticalement en attachant la
n lentille à son extrémité inférieure , et soit л (*) l'extension que le fil prend
я en vertu du poids de ce corps, de sorte qu'on ait b -\-л = a. Il faudra donc
я que la force çr soit nulle pour z = b, et qu'elle soit égale à la gravité g,
т pour т = a; ainsi l'on aura <pb=<p (a — л) = Л — /?л=:о , et уат=А =g', d'où

fi l'on tire 4 = g, ß=- , et généralement

ФГ - S — — U.r ° л

n Cela posé, les équations du mouvement deviennent, en négligeant les puissances
" de и supérieures à la première ,

. d*u du, dû . .
(a1 — zau)-^ — 2C_._ = — gasmô+gusmâ. (2)

v> Pour les intégrer par approximation , négligeons d'abord dans l'équation (2)

suspension С,
se = г сое 5 f y = rsin d t

par suite
dx = — rsinô.ííS -t- drcosB, dy = rcosô.rfô -f-

puis
ardy = r3 cosaô.dô -b nfrsiní cosa, j-ffo = — r=> sm«9.Jâ -ь rar sina coso.

Donc arJy — yrfx = r» Já.

Donc enfin IVqnation (то) prend, i l'aide <le ces valeurs, la forme de celle qne j'avais en vne
de trouviT. Il faut bien faire attention que dans tout ce numéro, g a la même signification que g-,
dans le numéro prece'dent.

(*) L'extension * est beaucoup trop petite pour pouvoir сЧге observée directement sur la
longueur du fil même ; on la conclut de l'extension mesurée sur tm Ш beaucoup plus long cl d<
"•*•"- mature que celui qu'on emploie,
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» les termes de seconde dimension , par rapport à 8 et à и , ce qui la réduit à

**=_««dp a '
« dont l'intégrale est

ô = A sin. í l v' ë;

n en supposant que le pendule soit parti de la poiition verticale et en désignant

51 par /il / a la valeur de -т- à l'origine. Substituons cette valeur de 9 dans

и l'équation (ï) , et ne conservons que le quarre de h, nous aurons

» dont l'intégrale complète est

. (3)

•n C, C étant les constantes arbitraires. Nous les déterminerons par la con-

7i dition qu'on ait à l'origine u=o , -5^ = 0, et comme la fraction —doit être

я négligée, parce que les termes renfermés dans les parenthèses sont déjà mul-
11 tipliés par л , nous aurons

u Maintenant si l'on fait fl =: h sin.il/ ^ -(- 6', que l'on substitue cette valeur

л et celle de u dans l'équation (2) , que l'on néglige les puissance« de h supé-
« rieures à la troisième, que l'on néglige de même celles de 6' supérieures à la

11 première , et enfin les produits h'ô', h* -j-; on aura, pour déterminer la cor-

» rection ô', l'équation

ou bien en développant les puissances et les produits de sinus et de cosinus
que cette équation renferme , afin de faciliter l'intégration ,
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n en intégrant et en déterminant les constantes arbitraires , de manière qu'on

de'
n ait à-la-fois t = o, 6' = o, -,- = o, on aura la valeur de Vt et par suite

" celle de fl , savoir , .

n Si l'on demande l'instant où le pendule sera revenu à la position verticale ,
•fi il faudra égaler à zéro cette valeur de fl pour le déterminer. Or en négligeant

11 le terme multiplié par h3, l'équation 9 = o donnerait il / ^-•=чг) en ap-

11 pelant it la demi-circonférence pour le rayon \\ faisant donc í \/- £-=тг+1?,

n substituant dans l'équation fl = о , et négligeant les puissances de ( supérieures
» à la première , ainsi que le produit A'Î', il vient

» d'où il suit

» En substituant cette valeur de 'I/' ^ dans celles de и, -j-, -т-, il e§t

ч facile de vérifier que ces valeurs deviennent

_ du_ Ë!-___A
' dt ' dt

я en négligeant toutefois les puissances de Л supérieures à la troisième à laquelle
л nous avons borné notre approximation. Le pendule revenu à la position ver-
11 ticale , se trouvera donc dans les mêmes circonstances que quand il en est.parti,

я au signe près de la vitesse -j- ; d'où l'on peut conclure qu'il fera de part et

» d'autre de la verticale une suite infinie d'oscillations égales et d'égale durée-.
11 Le temps de ces oscillations sera donné par l'équation (4) , et cette équation
71 servira aussi à déterminer la longueur du pendule qui fait ses oscillations dans
» l'unité de temps. On eu tire, en y faisant t = ï et en négligeant la qua-
n trième puissance de h,

8
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» Cette analyse fait voir que les petites oscillations d'un pendule extensible

л suivent la même loi que celles d'un pendule non extensible •, seulement Vex-
51 tensibilité du fil donne lieu à une légère correction dans la durée de l'oscil-
11 lation et dans la longueur du pendule, qui fait ses oscillations dans l'unité
« de temps, et cette correction se confond avec celle qui est due à la grandeur
» de l'amplitude, dont elle ne fait qu'augmenter le coefficient. Cependant il
л est bon d'observer que ce résultat suppose, comme nous l'avons fait plus
i> haut, que le pendule part de la position verticale après que le fil a pris toute
r> son extension, et. qu'on le dérange de cette position en lui communiquant
n une vitesse horizontale -, de manière qu'à l'origine du mouvement le raccour-

» cissement и et la vitesse -s- sont regardés comme nuls. Sans cela les termes

» C c o i . t \ j T s, C'sin.tl,/ '- resteraient danal'équation(3), et les oscillations

n du pendule extensible dépendraient des deux angles 11 / £ et í I/ -', en-

i sorte qu'elles suivraient une loi très-compliquée et différente de celles que
n suivent les oscillations du pendule ' ordinaire, n

Quoique l'extensibilité du fil .ait une influence presque nulle sur la durée des
o?cillations, quand on emploie pour former la longueur du pendule une matière
très-peu extensible, comme le platine, par exemple, c'est toujours un problème
curieux de trouver quel peut être le degré de cette influence ; u et l'on conçoit,
n dit M. Poisson, que si l'on en demandait une solution rigoureuse, on aurait
n à résoudre le problème très-connu du mouvement d'un point attiré vers deux
ii centres fixes, qui seraient ici le point de suspension et le centre d'action de la
n pesanteur. i>

Précis des expériences et des réductions à faire pour determiner la longueur
du pendule à secondes.

iS. Après avoir exposé la théorie dn pendule, il nous reste à expliquer la
manière de déterminer par expérience la longueur de cet instrument, lorsqu'on
veut Fassujétir à battre les secondes.

Le pendule d'expérience dont Bouguer Gt usage en Amérique, était un petit
poids de cuivre formé de deux cônes tronqués opposés base à base et suspendu
à l'extrémité inférieure d'un fil de pitte très-mince, d'un mètre environ de lon-
gueur (*) ; ce fil était saisi par une pince à son extrémité supérieure, mais de

(*) La pitié, on espèce d'alocs, est une plante irès-commnne en Amérique, et dom les fibres
ont beaucoup de force cl de flcsibilhc. Bonguer s'est assure, en formant des hygromètres avec
ces fibres, qu'elles se ressentent très-peu de l'humidité de l'air, et рад consequent qu'elles cou-
tervent assez exactement leur longueur.
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manière cependant qu'il y conservait toute sa souplesse. Maupertuis et les
autres académiciens français qui mesurèrent les premiers un arc du méridien au
cercle polaire, firent aussi de semblables expériences à Pello ; mais ils se ser-
virent de petits globes de différons métaux, traversés chacun par une verge de
cuivre, qu'ils adaptaient ensuite à leur horloge. Dans ces derniers temps, les ex-
périences du pendule ont été répétées à Paris, avec une précision extrême et par
des procédés en partie nouveaux. Borda, l'un des membres de la Commission deg
poids et mesures, conçut l'idée de faire osciller une boule de platine à l'ex-
trémité d'un fil de quatre mètres de longueur, attaché à une suspension à cou-
teaux qui posait sur des plans de diamant. Quel que soit l'appareil que l'on emploie
à cet effet, la longueur du pendule est, comme nous l'avons dit, la dis-
tance du point de suspension au centre d'oscillation, centre qu'il ne faut pas
confondre avec le centre de gravité du système. {Cours de Mécan. de Prony
n° 34, ou Mécan. de Francœur, n° 249.)

Je supposerai ici une, sphère oscillante suspendue à un fil très-mince et très-
peu extensible. Cela posé, en nommant /, r", i, t" les distances de l'axe de
rotation aux centres de gravité et d'oscillation du fil et de la sphère, dont les
masses respectives sont M', M"; on aura, en désignant en outre par e la lon-
gueur du pendule ou la distance du point de suspension au centre d'oscillation
du sjstèjpe, .

MV'e'-f- M"rV' ,,., , „
g= ,,, , . ,,„ j,- , (Mccan. de Francœur, n° a5a.)

ou bien, si on multiplie les deux termes de cette. fraction par la pesanteur g,;
(n'i4), et que l'on nomme P1 ' , P" les poids respectifs du fil et de la sphère

or par la théorie du centre d'oscillation, développée au n° a5i de la Méca-
nique citée, on a

É' — - a/É - 3 • -íí f

ß étant le rayon de la sphère, ar7 la longueur du El après qu'il a éprouvé
toute sa dilatation, et r" la distance du centre de la sphère au point de sus-
pension. Lorsque l'on prend ces mesures, on observe la température, afin de
pouvoir les réduire exactement en mètres. Si, par exemple, on les comparait
à l'étalon de platine, qui ne représente la longueur réelle du mètre qu'au terme
de la glace fondante, et que pendant l'expérience du pendule la température
au-dessus de zéro fût de i5a centigrades, la longueur de l'étalon ou module
serait plus longue que le mètre, de i5 fois o, ooooo 8565, parce que la dilata-
tion du platine est de o, ooooo 8565 pour une variation de id du thermomètre
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centigrade (art. 64, Géod.). Chaque loftgueur observée du module serait donc
= 1""'' + i5Xo>ooooo 8565, et l'on aurait en général,

2 = s(! -f x 0*

en nommant x les degrés du thermomètre , i1 la dilatation du métal dont
l'étalon est composé , e la longueur du pendule estimée en modules, et 2 sa lon-
gueur en mètres.

Supposons présentement que l'on ait réglé une horloge à secondes sur le temps
moyen (art. 122, Géod.), et que le pendule d'expérience, dont la longueur,
eu égard à la température, est S, oscille de manière à parcourir d'abord un
arc de 5 centimètres environ , et fasse N vibrations dans T secondes ; alors la

T
durée d'une de ces vibrations sera •%, et pour déterminer la force accélératrice g-

qui a lieu dans le vide, il faudra, dans la formule T + Т" = т1 >/ — obte-
g' т

nue n° i^, mettre à la place de a, T-\-T' et g, leurs valeurs respectives 2 , -^ et

,, ,d o u ' =

<-'•£• ; on aura par ce moyen

p, et p désignant ici le poids du pendule dans l'air et dans le vide; l'équation
(ï) n° i3, donne le même résultat en -y écrivant g-, au lieu de g et ne conservant
que le premier ternie du second membre ; mais il convient de pousser au moins
l'exactitude jusqu'au deuxième terme, et d'évaluer pour cet effet le sinus verse
b de l'arc décrit.

Le rapport de p à p, dépendant de la densité actuelle de l'air, il est impor-
tant , pour la déterminer, d'observer la hauteur du baromètre en même temps
que celle du thermomètre. Si, par exemple, i> exprime, à la température de
x degrés centésimaux, le volume d'air déplacé par le pendule, et que Д soit la
pesanteur spécifique de l'air , au ternie de la glace fondante et à om,jS de hau-
teur du baromètre , on aura (n° u) pour la pesanteur spécifique д, à la tempé-
rature x et sous la pression h de l'atmosphère,

+ о, ооЗубх) (ï-f-g—

et par suite le poids de l'air déplacé, ou n = A,v. Donc, le poids du .pendule
dans le vide est

prrp.-f-n.

Les expériences de Borda, faites à l'Observatoire de Paris, ont donné pour
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résultat

g = 9
mil, 80879 6248, log g = o, 99161 66690 ,

en prenant pour unité de temps la seconde sexagésimale Ou la 86400* partie dû
jour moyeu. Dans la nouvelle division du temps, où la seconde est la 100000'
partie du jour moyen , on a

g = 7m,322i4, logg == o, 864638l.

Pour connaître ensuite la longueur c, du pendule simple battant les secondes
dans le lieu même de l'expérience, mais dans le vide, on emploiera la formula

ainsi à Paris l'on a, par rapport à 'l'ancienne division du temps,

a, = o»", 99383 87446 , log с, = g, 99731 59а36 ,

et par rapport à la nouvelle ,

c,= 6*"", 7*1887, Iog^o1 =

Afin de pouvoir comparer entre. elles les longueurs du pendule à. secondes,
soit pour en déduire la loi de leurs variations ; soit pour en conclure l'apla-
tissement de la Terre , il importe de ramener ces longueurs au niveau des mers ;
c'est ce qui se pratique de la manière suivante.

Soit z la hauteur du lieu de l'expérience au-d,essns du niveau dé la щег, la.

pesanteur au pie de la verticale z sera, n° 12 , égale à g f * = g fi + — J ,

r désignant le rayon de la terre et en vertu de l'un des principes de ce numéro ,
on aura

a exprimant la longueur cherchée. On voit par là que le pendule- à secondes
est un peu plus long au bas des hautes montagnes qu'à leur somtnet. En effet
l'intensité de la pesanteur augmentant à mesure qu'on s'approche du centre 'de
la Terre , les oscillations d'un même pendule deviennent de plus en plus ra-
pides, il faut donc alonger le pendule à secondes pour retarder ses oscillations.

•application de la théorie précédente à la recherche de l'aplatissement de la Terré.

J7- C'est par des expériences précises et des considérations analytiques sem-
blables aux précédentes, que plusieurs savans ont déterminé les longueurs ail
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pendule à secondes, en différens lieux de la Terre. Voici les rapports de ce»
longueurs, tels qu'on les trouve dans la Mécanique céleste (tome II, n° 42) ,
la longueur du pendule observée à Paris., par Bouguer, étant prise pour unité.

L I E U X

des

Observations.

Le Pérou. . . .

Porto-Bello

Pondichéry

Petit -Goave

Le cap de Bonne-Espér

Toulouse • .

Vienne en Autriche

Paris

Gotha . .....

Londres

Pétersbourff

Ponoi

Pello , en Laponie. . .•. .

LATITUDES.

. . огг,оо. .

. IO 6l ..

..i3 .25..

20 oo

. .20 . 5o. .

. . 07 . 60 .

..48 .44..

..53 .67..
54 .26

.56 63 .
. . 67 .22.

. . 64 . 72 . .

..66 .60..

7/ 22. .jn .44..

..74 .53..

LONGUEURS DU P E N D U L E

à secondes centésimales

de temps moyen.

0,00660

w jyy"wy

0,00728

0,09877

o, 00087 ....

1 OOOOO

•. 1 00006

1 00018

1 , 00074

1 ,00101

1 00148

N O M S

dçs

Observateurs.

3ou£fuer

3ou£uer,

Le Gentil.

Bouguer.

La Caille.

Darquier.

Bouclier.

Zach.

Mallet.

Mallet.

Griscîiow.

iMaupertuis. etc.

Toutes ces mesures, qui sont réduites au vide et à la même température,
peuvent être considérées comme ayant été prises au niveau des mers ; les neuf
premières ont été trouvées par la méthode même que Bouguer a employée au
Pérou.. Toutes les autres ont été conclues de la comparaison des oscillations
d'un pendule invariable. Quand bien même il y aurait quelque incertitude sur
toutes, l'uniformité de la méthode, comme l'observe l'auteur de la Mécanique
céleste, doit donner, avec assez de précision, la loi de leurs variations, l'un
des. principaux objets, à .connaître.

Avant de déterminer, à l'aide de ces données, l'ellipse la plus probable qui
représente la génératrice du sphéroïde terrestre, je vais donner le précis d'une
méthode exposée par M. Laplace, pour remplir, relativement à cette ellipse,
les conditions suivantes, savoir, 1° que la somme des erreurs commises dans les
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mesures du pendule à secondes soit nulle ; a° que la somme de ces erreurs,
prises toutes positivement, soit un minimum (*).

Pour cet effet, soient aW } aW } a(?)... les longueurs du pendule à secondes;
faisons /£(0} AÇO, &C3). .. les quarrés des sinus des latitudes correspondante»,
et supposons que ces longueurs soient exprimées par la formule z + ky. En
nommant атС'Э, а*а), я*3)... les erreurs des observations, on aura les équations
suivantes,

aCO _ а — feC'îy = a*

eCO _ z — /tW = a:

Si on ajoute ces équations, et que l'on divise leur somme par leur nombre, n
on trouvera, en égalant le quotient à zéro, un résultat de :la forme-

о = A — z — Ky • (S)

c'est la condition à laquelle il faut satisfaire pour que la somme dès erreurs
soit nulle.

Maintenant;, si l'on retranche cette équation de chacune des équations (À) '
on aura de nouvelles équations de la forme suivante :

etc.

£0) 2,00 £C3>
Formons la suite des quotiens -^, -^, -£%,••• et disposons-les suivant leur

ordre de grandeur, abstraction faite des signes, en commençant par les plus
grands. Désignons ces quotiens, ainsi rangés, par

ЙСО, ÄW, ÃC3) . . . . (/>)

et observons dans quel ordre leur correspondent les premiers membres des
équations (O).

(*) Ce problème a d'abord dté proposé et rcsolu par le P. Boscovicli, et sa solution est rapportée
4 la fin de l'ouvrage qui a pour titre : Foyagé astronomique et géographique dans l'État
& f Église-, mais M. Laplace л ensuite singulièrement simplifié et gcacijtlij« les consideration!
que ce »avant italien д employee».
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Cela posé, pour avoir la valeur de y, qui rend un minimum la somme de»

erreurs prises toutes positivement, on ajoutera les quantités ACO ; A C 2 ) . . . . jus-
qu'à ce que leur somme commence à surpasser la demi-somme de toutes ce»
quantités; ainsi, en nommant F cette somme, on déterminera r de manière
que l'on ait

AÇO 4. AW + AC3) . . .+ AÇO > l F Y
AÇO + A« + AC3) AC'-0< i F J '' W

alors on aura y = AÇO t parce que, suivant la méthode actuelle, il faut faire nulle
l'erreur relative à la longueur même du pendule qui correspond à celle des
équations ( О ), dont le premier membre, égalé à zéro, donne cette valeur
de y. Ensuite on aura z, au moyen de l'équation

L'analyse précédente étant fondée sur la variation de la longueur du pendule
à secondes, proportionnelle au quarre du sinus de la latitude, et cette loi de
variation se manifestant également pour les grades de l'équateur aux pôles, il est
clair qu'elle s'applique aux mesures de ces grades (art. 76, Géod.) ; voyez
d'ailleurs sur cet objet la Mécanique céleste, tome II, nos 40 et suivans.

Appliquons cette analyse aux mesures fournies par le tableau précédent. D'abord
les équations (A) seront

0,99669 — z —^.0,00000 = o;CO

0,90689 — z -—V.0,02762 = хС'Э

°,997l° — z — .y-o,04270 = 0*3)
O,99745 — Z —y. 0,09649 = a.-CO

0,99728 — a —y. o, 10016 = a;C5)
0,99877 — z — у-о,3и4з == а?С6Э

0,99960 — z —y. 0,47661 = xC')

0,99987 '— * — У-o,555g6 = Л.-С8)
1,00000 — z —^.0,66673 =

1,00006 — z— ^.0,67624 =

1,00018 — z — ̂ .0,61244 =

1,00101 — z —.y.o,74909 =

1,00137 — z —^,0,84478 =
1,00148 — z —^.0,84829 =

Si cm lea ajoute et qu'on les divise par i5, on aura

о = «



.̂0,39269

.̂o,33g8o

.̂0,12387

_y.o, 04022

.y. 0,12067

_y.o,

= я*0
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et alors les équations (O) deviendront

— 0,00254 + ^.0,43529 = .rCO

o,ooai3

0,00178 +
0,00196 -J-
0,000^6 +

0,00027 —

0,00064 —
0,00077 —
o,ooo83 —

0,00096 —

0,ooi5i —

0,00178 —

0,00214 —
0, 00225 -

De là il est aisé de conclure que les quotiens -r-j, -^y, etc., disposés Comme

il est dit ci-dessus , offrent cette suite ,

0,0067131; o, 0068886; o;oo58586; o,oo5835a; o,oo58i85;

0,0066724; o,oo54479; o,oo54a55; 0,0063627;

^.0,17716

^.0,28778

analogue à celle (P) , et dans laquelle le premier terme ACO représente -рг Г

le second terme ftCO = . :. ., le troisième terme AC'î=-7-r, etc. Les équa-
q^- J q(£J

tions (O') correspondent donc aux termes de cette suite, dans l'ordre 7, 10/
q, i , 5, 2, i3, i5, 3, 11, 8, 12, 4> i4, 6. La somme des six première
est plus petite que la demi-somme de tous ces termes ; ainsi dans les inéga-
lités (O) on a r=7", et la septième des quantités ACO t AC a) . . . répond à la
treizième des équations ((?')• De ^ r"ulte ж('3)=о, et pour lors cette trei-.
zième équation donne

y = 0,0066724»
et l'équation (5') fournit

я = о, 99676.

И est démontré au n° 34 de la Mécanique céleste , tome II , que l'aplatis-
sement de la Terre est égal à cinq demi du rapport de la force centrifuge à
la pesanteur, moins la valeur de_y, or. ce rapport étant 3^, il s'ensuit que

9
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l'aplatissement a. cherché est, en prenant le petit axe de la terre pour unité,

„«= о,оо865 -y = g~,

résultat qui s'accorde d'une manière remarquable avec l'ellipticité déduite des
mesures de France et de l'équateur (art. y5, Géod.). L'expression de la lon-
gueur du pendule â secondes centésimales est alors

o, 99676 +o, 0066724 sin°4 » (e)

4- étant la latitude du lieu où ce pendule oscille. Si on multipliait cette ex-
pression par la longueur absolue du pendule à l'équateur , on aurait sa longueur
absolue dans tout autre lieu dont la latitude =; 4- ; mais les expériences, déjà
citées, que Borda et d'autres savans de l'Institut ont faites, il y a peu d'années ,
à l'Observatoire de Paris, étant plus exactes que celles de Bouguer, il con-
vient de faire choix des premières. Si donc л. désigne, la longueur du pendule
à l'équateur, et л' sa longueur à Ja latitude L de Paris, on aura

*' = л. (о,39676 -f- o,0066724sin1 Z,) ,
,, „ \'

d ou 1 on tire л = =-jî—• •=-£— . .
о, 99076 -(- о, 0006724 sin2 L

Mais suivant Borda, кг=.от, 741887, et l'on sait que L = 54e',̂ ; par conséquent

л —o'",741905.

Multipliant la formule (e) par ce facteur, on aura pour la longueur absolue du
pendule , dans un lieu quelconque ,

Om, 739602 + om, 004208 sin24.

Le pendule, dans l'état de repos, donne exactement la direction de la pe-
santeur ; cependant il s'écarte un peu de la ligne -verticale dans le voisinage des
hautes montagnes, par l'effet de leur attraction, ainsi que Bouguer l'a observé
près du -Chimboraço. Ce célèbre géomètre a donné aussi le moyen d'évaluer
l'angle de deviation, et de conclure par suite le rapport de la force attractive
des montagnes à celle de la terre entière (Figure de la Terre, page 364); niais
les observations les plus exactes de ce genre, sont celles que Maskeline fit ед
Ecosse , l'ann-ée 1774. Vu l'invariabilité -de la longueur du pendule à secondes
oscillant dans un même lieu, et la facilité de la retrouver dans tous les temps
plusieurs savans l'avaient proposée comme me«ure universelle; néanmoins lalongueur
du mètre, déduite des dimensions mêmes de notre globe (art. 76, Géod.), e.t
maintenant en usage dans tout l'Empire français, est un type qui pourra être
adopté aussi par les autres nations policées , lorsqu'elles sentiront toute l'im-
portance de d'unité de système des poids et mesures.
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C H A P I T R E I Y .

Observations géodésiques.

18. JLjEs deux cercles répétiteurs dont nous nous sommes servis
à l'île d'Elbe étaient divisés en 4oosr. Le plus grand avait 35 cen-
timètres de diamètre et était garai de quatre verniers disposés
à angles droits. Cependant nous n'avons pu profiter de tous les
avantages de la division décimale, parce que nous étions privés
de tables trigonométriques calculées dans ce système ; et c'est
pour cette raison qne nous avons réduit en degrés sexagésimaux
tous les angles observés. Voici la règle que nous avons suivie à
ce sujet.

Soit proposé de convertir en degrés sexagésimaux
l'angle de ioifr,66g5o
on retranche le dixième ю , iG6g5o

on a pour reste en degrés et décimales. Qi°,5oa55o
mutipliant la fraction par 60, on obtient gi.3o',,i55
multipliant encore la fraction décimale par 60, —
il vient enfin en degrés, minutes, etc .......... д^.Зо'.д', i8.

S'il s'agissait de résoudre le problème inverse, on s'y pren-
drait de la manière suivante. Pour convertir en grades, par
exemple, l'angle de gi°.3o'.g",i8, on réduit, les secondes en
fraction décimale de minute, en divisant g",i8 par 60, et il
vient ........................................ gi°.5o',i55

On réduit les minutes en fraction décimale de
, en divisant de même par 6p,, et l'on trouve 9i°,5o:>55

on ajoute le neuvième ......... ............... 10 , i66g5

et l'on a en grades. . . ..... • ................. • ioier,66c)5o



CS TOPOGRAPHIE , A R P E N T A G E
Ces deux règles sont évidemment fondées sur ce que le grade est
au degré :: ю : 9.

Nous n'avons рсяз eu égard à l'excentricité de la lunette infé-
rieure , parce q'ie nous avons reconnu que son effet était insensible-,
et lorsque nous étions privés de Ja lunette d'épreuve , nous em-
ployons le procédé suivant , pour disposer l'axe optique paral-
lèlement au plan du limbe. Quand ce plan était vertical et
que le cercle azimutal était horizontal , nous amenions les deux
lunettes sur un objet éloigné , ensuite nous faisions faire exacte-
ment une demi-révolution à l ' instrument, puis nous ramenions
ces lunet tes sur l'objet-, alors si les fils n'avaient point de paral-
laxe (art. 49» Géod.), leur intersection couvrait précisément le
point de mire-, autrement nous établissions la coïncidence,
moitié à l'aille des vis de rappel des réticules , moitié au moyen,
de la vis d'engrenage de l'alidade du cercle azimutal. Ce procédé ,
dont il est facile de sentir la raison , serait exact sans les im-
perfections peut être inévitables de l ' instrument-, aussi vaut-il
mieux , en pareil cas , recourir à la lunette d'épreuve.

STATION A POPOLQNIA ( Tour près de la mer ).

A N G L E

entre le signal de Capane et celui de la Calamité.

- Après vingt observations ..... l'angle simple = 32°. 20'. iS",o6,

D I S T A N C E S A U Z É N I T .

Signal de Capane.

Après six observations ...... l'angle simple = 88°. 49'.! 5^6.

Signal de Calamité.

Après six observations ...... l'angle simple = 89°.4i'.54*,6.

Nota. Toutes les distances au zénit ont été conclues de six ou de quatre
observations; ce qui était suffisant, -yu la petitesse de доз triangles.
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Elémens de la. réduction des angles au centre et au sommet
du signaL

Distance de l'horizon de la mer au zénit de latour = go°.25'.6'7J6.
Hauteur du signal au-dessus de l'instrument , dH= 8^4.
Distance du centre de l'instrument au centre

du signal ............................ r = o'",g.
Angle de direction ...................... У = ioi°.i5'.52*,4«

Nota. Pendant toutes les observations , le centre de l'instrument était élevé
de ï"1 environ au-dessus du sol.

STATION A M O N T E - C A P A N E (Ile d'Elbe").

A N G L E

entre le signal de Calamité et la tour de fopoZonial

Dix observations ............ angle simple = 56°. 9'. 34", 2.'

Nota. Le temps n'a pas permis de prolonger davantage cette série.

D I S T A N C E S A U Z É N I T .

Signal de Calamité.

Angle simple .......................... . . .-; д^.зб'.Зо*.

Signal de Popolonia.

Angle simple ........ . ................ :..-.. gie.5o'.5oV

Elémens de la réduction des angles.

A N G L E

entre le fanal de Porto-Ferraïo et le signal de Calamité»

Douze observations ......... • • • • angle simple 33°. 45'.
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D I S T A N C E S A U Z Ë N I T .

Fanal de Porto-Ferraw.

Angle simple ........ . ..................... g3°.44'-3of.

Signal de Calamité.

Angle simple .............................. 91° .48' . 3of.

Élémens de la. re'duction des angles.

S T A T I O N A MONTE-CALAMITE.

A N G L E

entre Capane et Popolonia.

Vingt observations .............. angle simple 91°. So'. 9",i8.

D I S T A N C E S ATI Z E N I T .

Signal de Capane.

Angle simple .............................. 88'. i5'.5o', 6.

Signal de Popolonia.

Angle simple ......... ...... ---- . . .......... 90* . 3o'.53',a8.

Élémens de la, réduction des, angles.

c?H=2m; r= i m , o i ; у = zy.^i'.zfß.

A N G L E

entre Capane et le fanal de Porto-Ferraïo.

Dix observations .............. angle simple 480.3i/.4gff,548.

D I S T A N C E S A U ZÉNI.T.

Signal de Capane.

Angle simple ............................. 88e.ï5'.3o';6.
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Fanal.

Angle simple gi'.Si'.So*,

JLlémens des réductions.

dH=im; r=im,o5; <y = 28°.53'. if,$2.

A N G L E

entre le Fanal et Loretta.

Seize observations angle simple 20°. i'.5o*.

D I S T A N C E S A u ZÉNIT.

Fanal.

Angle simple gi°.5i'.5o".

Signal de Lorello.
Angle simple 90°. 14'-

Elémens des réductions.

dH^2m; r = i m ; y = 7о
в.з'.4о'.

A N G L E

entre Castello et Lorello (observations faites au centre.)

Seize observations angle simple 44°. 20'. 2 \" 88.

D I S T A N C E S AU Z Ë N I T.

Signal de Castello.

Angle simple 89" • 9'-

Signal de Lorello.

Angle simple go'.i5'.3f,5.

Hauteur du signal au-dessus de l'instrument, (1Н=лл.

A N G L E

entre Castello et Monte-Arco.

Dix observatioAS angle simple 22°. 5g'. 56'.
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D I S T A N C E S A U ZËNIT.
Signal de Castello.

Angle simple. v ........................... 890.9'.

Signal de Monte- Arco.

Angle simple ............................. 91° . 10'.

Elêmens des réductions.

STATION A PORTO-FERRAIO (Fanal).

A N G L E

entre Calamité et Capane.

Vingt observations ............ angle simple 97*.4^'-53''

D I S T A N C E S AU ZÉNIT.

Signal de Calamité.

Angle simple ............................. 88°. 9'. 18".

Signal de Capane.
Angle simple ..... -. ....................... 86°. i5'. 1 i",88.

Ele'mens des reductions.

dH = 7m,8 ; r = з",65 ; jr = 97° • 48' - 59',4.

Nota. Nous avons pris pour sommet du fanal le centre de la boule qui cou-
ronne la lanterne et qui est surmontée d'une petite croix. Ce sommet , ou
point de mire , est élevé de 68m,5 au-dessus du niveau de la mer , ainsi que
M. Moynet l'a trouvé par une mesure directe.

A N G L E

entre Lorello et Calamité. .

Quatorze observations ......... angle simple 42°. 4°' -55", 84.

D I S T A N C E S A U ZËNIT.

Signal de Lorello.
Angle simple ...... ........ ; .............. 85°.36'.3o'.
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Signal de Calamité.

Angle simple ......... ............. ....... 88° . 9' . i8f.

Elémens des réductions.

A N G L E

entre Castello et Lorello.

Seize observations ......... ------ angle simple 77°. 8'. 54*.

D I S T A N C E S ATJ Z Ë N I T .

Signal de Castello.

Angle simple . . ..... ...................... 84° . 3y'.

Signal de jLorello..

Angle simple .......... ----------- ..... ........ 85°. 36'. Зо1,

Elémcns des réductions.

dH = 7'%8 5 ?• = a",45.; j = 64° . 43'.

S T A T I O N A MONTE-LORELLO.

A N G L E

entre le Fanal et Castello.

Quatorze observations ......... angle simple '5g° . 24' . 20*.

D I S T A N C E S A U ZÉNIT.

Fanal de l'île d'Elbe.

Angle simple ............................. 94°- i6'.4off.

Signal de Castello.

Angle simple ............................. 88°.36'.5off,

Elémens des réductions.

.du— 2n.;8 ; ,- = ï -,66 -, jr = 1 44» .28'.
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A N G L E

entre Calamité et Castello. ( Observations faites au centre. )

Quatorze observations angle simple 58°.n'.54",52.

D I S T A N C E S A U ZËNIT.

Signal de Calamité.
Angle simple 89°.46'.

Signal de Castello.

Angle simple 88°.56'.5o"".

Hauteur du signal au-dessus de l'instrument, (iH=2'"}8.

A N G L E

entre le Fanal et Calamité.

Vingt observations angle simple 117". i8'.3o"".

D I S T A N C E S A U Z Ë N I T .

Fanal.
Angle simple g4°- *5'.

Signal de Calamité.

Angle simple бд'^'.Зо*.

Ele'niens des réductions.

dff=:2m
t8; r=i'",52-, y = 5^°. 27'.

S T A T I O N A M O N T E - C A S T E L L O .
A N G L E

entre le Fanal et Lorello.

Douze observations angle simple 45° .27'. 10".

D I S T A N C E S A U Z E N I T .

Fanal.
Angle simple g4°. SQ'.

Signal de Lorello.
Angle simple 91°. 22'. 3o*.
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Elémcns des réductions.

o^c, г = im -, y = 154". 19'.

A N G L E

л2 Calamité et Lorello. (Observations faites au centre.)

Quatorze observations angle simple yy'.ay'.Si^aS.

D I S T A N C E S A U Z Ë N I T .

Signal de Calamité.

Angle simple 90°.48'.

Signal de Lorello.

Angle simple gi'.ai'.So*.
Hauteur du signal au-dessus du cercle dH. = 2m,6.

A N G L E

entre Calamité et A?-co.

Seize observations angle simple 66e. 2'.

D I S T A N C E S A U Z Ë N I T .

Signal de Calamité.
Angle simple go°. 5o'.

Signal de Monte-Arco.

Angle simple 94°. 52
f.

Jïlémens des réductions.

dH = з"',6 j /• = im 5 j = 196°. 43'.

A N G L E

entre Monte-Arco et le clocher de la citadelle de Porto-Longone.

Douze observations angle simple 52°.2i'.3o*.

D I S T A N C E S A U Z É N I T .

Signal de Monte-Arco.

Angle simple 94'.5a'.
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Clocher de la citadelle de Lono-one.

Angle simple yy-. y.

Elémens des réductions.

dH=2m,6; r;=im; ^ = 37". 54,

S T A T I O N A M O N T E - A R C O .

A N G L E

entre Castello et le clocher de la citadelle de Longone.

Dix-huit observations angle simple 76°. i4'-i5*.

D I S T A N C E S AU ZEN IT,

Signal de Castello.

Angle simple 85°. 3'.aa',5.

Signal de Longone.

Angle simple g5°.54'.

Elémens des réductions.

<#f=am ,3j r = 2m ,6j y—123°. 43'.

A N G L E

entre Calamité et Castello.

Vinat observations angle simple 91*.

D I S T A N C E S AU Z É N I T.

Signal de Calamité.

Angle simple., 88°.47'. 7',5.

Signal de Castello.

Angle simple 85°. i'.5o*.

Elémens des réductions.

a-7,3 r ~ 2 m , ; ^=5 96°.56..
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STATION A PORTO-LONGONE. ( Clocher de la Citadelle.}

A TV c, r. tt

entre Castello et Monte-Лгсо.

Dix observations. angle simple 5i'.a/.i5".

D I S T A N C E S A U Z Ë N I T .

Signal de Castello.

Angle simple 82°.44'. i5".

Signal de Monte-Arco.

Angle simple 86°.

Elémens des réductions.

Nota. Pour abréger, je supprime toutes les observations relatives aux autres
triangles secondaires qui complètent la géodésie de l'île d'Elbe ; mais la plupart
de ces triangles sont tracés sur la petite carte comprise sous le n° q de la pre-
mière planche de cet Ouvrage, afin que l'on puisse connaître la liaison qui existe
entre eux.

On sera sans doute surpris de voir, par le registre précédent, que nous ayons
aussi souvent changé de place l'instrument. à-une même station. Nous'aurions
pu, il est vrai, éviter ce déplacement, dans certains cas, et diminuer un peu par
ce moyen la longueur des calculs de réductions; mais aussi dans beaucoup d'autres
cas cela devenait indispensable, soit pour mieux appercevoir les signaux, soit
parce que le mauvais temps nous forçait d'abandonner subitement le lieu de l'ob-
servation , soit enfin parce que ayant acquis une connaissance plus exacte du
terrain, nous étions dans la nécessité de retourner à plusieurs stations pour y
relever des angles de quelques triangles qu'il était nécessaire d'ajouter au
ïéseau.
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C H A P I T R E Y.

Calcul approximatif des distances.

19. vJ N ne peut réduire aux centres des stations les angles
observés , qu'après avoir calculé tous les côtés des triangle«. Ce
calcul préliminaire et approximatif s'effectue par la méthode ex-
pliquée à l'art. 55 (Géod.), et en supposant que les angles de
position ou les distances angulaires entre les signaux ont été
pris aux centres mêmes des stations.

Les vestiges du signal que M. Tranchot établit sur le som-
met de Monte-Capane , à l'époque où il fît la tr iangulation de
la Corse, nous mirent à même de rétablir ce signal précisément
à la place qu'il occupait -, et comme il résulte des calculs de cet in-
génieur , et de ceux de Méchain, que la distance de ce signal à
la tour de Popolonia est, au niveau de Ja mer, de 18091 """''', oG5 ;
ce côié, réduit en mèlres et pris pour base, a pour logarithme

е>ал*е 4. 5544 2^8. Cela posé, on £ , ainsi qu'il sui t , pour déterminer
les dislances horizontales comprises entre les stalions.

Le côié connu élant celui Capaue-Popolonia, c'est par la ré-
solution du triangle Calamite-Popolonia-Capane qu'il s'agit de
commencer ; ainsi, en vertu de l'article cité, on a ces deux
proportions :

l". Sin. angle Calamité '. sin. angle Popalonia
'.'. côté Capane Popolonia '. côté Calami te- Capane ;

2°. Sin. angle Calamité '. sin. angle Capane
;; côté Capnne-Popolonia '. côté Popolonia-Calamite.

I-es calculs relatifs à ce tr iangle et aux six autres qui forment
le réseau pris pour exemple, sont renfermés dans le tableau
suivant.
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NOMS
des

S I G N A U X .

Calamité . .
Popoloma.
Capane . . .

Calamité . .
Fanal
Capane . . •

Calamité. .
Fanal

• Lorello • . .

Calamité . .

Саыс1!о . . .
ч Lorcllo . .

•Casltüo . .
Lorello . .

("Calamité .
] Arco . . . .
( Castcllo . .

(•Longonc .
) Aico . . . .
(.Castello..

ANGLES

О В 5 E n VE S .

9i°.3(A 9", 18
32 -20 . iS ,OG

5G . 9 .34 ,20

80». o'. i",44

97 ./p .53 ,5.j í
33 ./|5 . o

8,0". o'.43",(4)2

20°. l'.3o"

42 .4" -.r>o ,84
17 .18 3o

So°. o'.55",Si

4i°.2o'.2l",8S

77 .27 .5i ,25
53 .11 .54 >5з

180». o'. 7",G5

43°.27'.io"
5g .24 .20
„ . 8.34

180°. o'. 4"

22°. 5p'. 56"
91 . o . o

60 . t . 0

180°. ï'. 56"

52 .21 .30

180". 3'. o"

CALCUL APPROXIMATIF DES COTÉS-

Cote Calamitc-Cjpane. Cate Popolonia-Calamitc.

Г P 1 ' 'V"''" ' Г5Л/3
Sin. Popolonia 9,72839 sin.Capanc 9,9'9^9

4,28287 4>47397

Côté Fanal - Capane. Côté Fanal-Calamité.

Cahmiite-Capanc 4, 28287 4 °S'S7
Sin. Calamité 9,87466 sin. Capane 9,744/4

4, iGi5o 4,o3i58

Co'iu Fanal-Lorcllo. Côté Calamitc-Lorcllo.

C. sin. Lofello o,o5i32 o,o5i3a
Fanal-Calamitc 4 o3i5S 4,o3i5S

Sin. Calamité 9,53457 sin. Fanal g.S3n8

3,6i747 3,91408

Cote Calamitc-Cablcllo. Cute Castcllo-Lorcllo.

С. b in .Cas lcüo o.oio.jS 0,01048

Sin. Lorcllo 9,9'->y35 sin. Calun^ite 9,S4/(4a

3.8S3.,. 3.7G8a6

Côté Fanal-Casti-llo. Gute Fanal-Loicllo.

C. sin. Fanal 0,01 io3 o 01 io3
Castcllo-Loi-ello 3 -№98 3 -GSgS

Sin. Lorcllo 9,93489 sin. Castcllo 9,83-43

3,7149» 3,61744 j ?ommo 1
? Cl-llcbSlIS. \

Côte Areo-CastcIJo- Cuit: CnJainJcc-Arco-

Г l-m'l^ra i ' l l o sV^ni ч'е'Я '

Sin. Calamité 9,59i?G sin. Caslello д,<)(ю84

3,44584 3,Si482

Cote Longonc-Casiello. Cute Lorigonc-Aico.

Arco-Cas°cllo 3Í.4Í584 3,,j jaS^
Sin. Arco 9,98-35 sin. Castcllo 9,89864

3,53992 345i2i
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C H A P I T R E V I .

Réductions au centre et à l'horizon, calcul .de Vexcès
.spliérique.

•20. JUES angles observés se réduisent au centre de la s ta t ion ,
à l'aide de l'une des formules du n° 2. Par la première, par
exemple, on a, en faisant usage des élémens recueillis à la sta-
tion Popolonia, et rapportés au 'n° .i8 , et de ceux obtenus
,au n° 19.

Réduction au centre.

Angle de position, О == 32°.2o'. i8",o6
angle de direction., y = ioi .i5 .За ,4

distance an centre, r=o" l,f)
log. de la distance de l'objet à droite, D = 4, 55443

log. de la distance de l'objet à gauche, G = 4,47^97•

i"terme de la correction. 2e terme.

,R" = 5,3i44S
log. r —

+ 5,26867. — 5
log. sin (O-hr) + 9,85g86 log. sin y -f- g.ggiSö
сотр. log. D.. . . 5,44557 сотр.log. G. .. . 5,52бо5

3",75o + o,574io — 6 f f,n3 -, 0,78626
H- 3 ,75o

réduction, — 2", 363
angle observé 52°.20'. 18 ,060

angle réduit au centre 3a°.20 .15^69,7 =
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On n'a qu'un terme à calculer, quand on se sert de la seconde
formule du n° 2 : en effet, elle donne, à cause de sin ̂  = sin. angle
Capane~ 9,9 1969, (n° 19),

Log. R' = 5,3 1443
log. r =s 9,95424
sin. O r= 9,72829

sin (Л — у} = — 9>85о24
сотр. sin ̂  = о,о8об-1

с. log D ;= 5,4455/

— о,3,7338 = — а',3б2б.

Ainsi la réduction est la même que ci-dessus. Quant à la règle
des signes, voyez ce qui est dit à la page 91 (Géod.).

L'Instruction du Dépôt général de la Guerre, sur la disposi-
tion et la tenue des registres de calculs géodésiques, renferme
des Tables qui, relativement aux triangles secondaires, tiennent
lieu des calculs précédons; cependant je pense qu'il est presque
aussi expédilif de les effectuer , vu le très - petit nombre de
logarithmes à chercher.

Réduction à l'horizon,

J'ai employé, selon le besoin, l'une des formules du n" '5,
pour réduire à l'horizon les angles de nos triangles. Mais en pa-
reil cas on épargnera beaucoup de tems , en faisant usage de
la division du cercle en 4°°г% et des Tables I et II du Traité
de Géodésie. La seconde formule du numéro cité donne pour
l'angle précédent Зз'.зо'. iS",/ , une réduction == — Si^ySj en.
efíet, on a

£ — 89°.4i'.54",6
J'= 88.49 .i5,6

= 0.44-24,9
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ier terme positif. 2e terme négatif»

e.logA",ousini* = 4,68557 ................. 4,G8557

logp* = 6,85i56 log <7ä = 6.39704
1. tangi С = 9/16аа8 ï- cot. i С = o,53764

-f- о,99921 = 9>9 — i

— 41 ,7х

réduction • — 3i",75

angle réduit au centre,
ou С ............. =52°.2o'.i5'';70

angle réduit àl'horiz. , • - • --
ou angle sphériquc-^52 .19.43 >97*

Après avoir réduit à l'horizon les trois angles d'un même
triangle , on les corrige chacun du tiers de l'excès de leur somme
sur deux angles droits (art. 68, Géocl.). Les angles moyens qui
résultent de cette opération, sont ceux don! on fait usage pour ré-
soudre derechef les triangles. C'est en procédant de ceîle manière,
que j'ai formé le Tableau suivant.
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№'.

• 1

2
1

ч :ï

« ï
5 ,

6 .

7

N O M S
des

S I G N A U X .

Popolonia. .
Capane. . . .

^ Calar.iite. . .

• Calamité . . .
Fanal
Capane. . . .

- Calamité. . .
Fanal. . . .

. Lorello. . . .

• Calamité . . .
Castello. . . .
Lorello. . . .

Fanal
Ca, te l lo . . . .
Lorello. . . .

. Calamité. . .
Castello
Arco

• Castello, . . .
) Arco
(. Lou gone. .

AN G

AU CENTRE.

52°.2o'.i5",7o
56 . 9 .57 ,38
91 .3o . 9 ,78

48°. За'. 3",у5
от . As . 55 ,08
53 .44.60 ,5S

20°. i'.a5",55
/2 /ï iS t>5

117 .17 .56 ,67

44°. 20'. ai ",88
77 .27 .5i ,25
58 .11 .54,5a

77°. S'.2i",3o
43 .36 .40 ,42
5g .23 . 7 ,3g

22°.5g'.44",84
66 . ï .5з ,60
90 .58 . 7 ,76

52*.2i'.54",3g
76 .10 ,5i ,53
5i .27 .3i ,60

L E S

A L'HORIZON.

32МЭ'.43",97
56 . ii . 3 ,oi
91 .29 .16 ,i5

180°. o'. 3",i3

48°.24'.3i",5o
97 .5i .26 ,55
oo .44 . 5 ,5o

180°. o'. i",55

ig°.57'.42",72
/2 /il A /íí

117 .21 .1Э ,42

180°. o'. o",58

44M9'.37",64
77 .28.43,84
58 .11 .3g ,72

l8o°- o', l",20

77°. 28'. 3",66
43 . 22 . 5.4 ,74
5g . 9 .33,74

180°. o'. a", 14

22°.54'.3l",10

66 . о . 5o ,60
91 . 4 -43 >4°

180°. o'. 4", 10

5a°.07'.48",42
75 .44 .29 ,58
5i .37 .47 ,5a

180". o'. 5", 5a

A N G L E S

M O Y E N S .

32°.19'.42",Э2

56 .11 - 1 ,g8

91 .29 . i5 ,10

180°. o'. o"

48°. 24'. 3i"
97 .5i .26
33 .44 • 3

180°. o'. o"

í g°. 5/. 42", ю
42 .41 . 4 ,55

117 .ai . i3 ,3з

i8o*. o'. o"

44°.i9'.37'
;,24

77 .28.43,44
58 .11 .39 ,52

180°.. o'. o"

77°. л8'. 3",5а
4o .22 .23 ,54
5.9 • 9 -3a »94

180°. o'. o"

22°.54'.3o"
66 . о .49
9 1 . 4 - 4 1

180°. o'. o"

52°. 3/. 46", 58
76 .44 -27 ,74
5i .37 .45 ,68

18o°. o'. o*
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ai. Maintenant, pour juger du degré d'exactitude des angles,
il faudrait déterminer l'excès sphérique dé chaque triangle-, mais
le seul triangle qui ait réellement une courbure un peu sensible
étant celui compris sous le n° i;, je me bornerai à donner le cal-
cul de son excès sphérique , et j'adopterai en conséquence la mé-
thode de la page 116 (Géod.).

Log. o,5 = 9,6990
log. Popolonia-Capane = 4.5544

log. PopoIonia-CaJamile = 4>47^9
sin. angle à Popoloiûa = Q>728i

log; aire du triangle = 8,^554
log. constant = 1,7066

log. excès sphérique = 0,1620 = i",/|5;

ainsi l'excès sphérique = i",45 de la division nonagésimale. On
pourrait de même le déterminer, au moyen de la Table qui
se trouve à la fin de cet Ouvrage. Pour cet effet , on mesurera
avec im compas la plus courte distance du sommet Calamité au
côté Popvlonia - Сарлпе, pris pour base, eL portant cette lon-
gueur sur l 'échelle, on la trouvera de 16000""' environ ; on me-
surera de même la base dont il s'agit, et on la trouvera de
обооо"1; ensuite la table donnera

i°. Pour Збооо de base et 10000 de hauteur 2° ,82.
2°, Pour 06000 de base et 6000 de hauteur ï ,Gg.

D'où il suit que l'excès sphérique = 4V
;5i

de la division centésimale; c'est-à-dire le môme qne ci-dessus.
La somme des I rois angles du premier t r i ang le surpasse 180°,

de 5'7, i5 5 et l'excès sphérique n'est que de ï".,4^j donc la
somme-des erreurs i=-f-i",G8. Otant alors sur chaque angle le tiers
de celle dernière somme, les angles sphériques seront dégagés dû.
l'erreur de l 'observation) ainsi l'angle-

à Popolonia = 5:?°. iQ'.45",4i
à Cahmile = 91 . 2 9 . i G , 5 c )
à C a a u e = 50 .11 . a ,4^
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Telles seraient les valeurs à employer si l'on voulait résoudre lès-
triangles comme sphériques (art. 19., Géod.).

La méthode précédente ne fait pas connaître la différence de
l'angle sphérique à l'angle des cordes correspondant. Get excès
se trouve par l'un des procédés de l'art. 55 (Géod.), et quand
on a bien opéré, la somme des trois excès s'accorde avec l'excès
sphérique du même triangle. Si les angles sphériques précédens
étaient réduits aux angles des cordes, il est évident que leur
somme serait exactement de 180°. Ce seraient ces derniers que
l'on emploierait pour résoudre les triangles rectilignes formés
par les cordes qui joignent les stations. M. Delambre a calculé
tous les triangles de la méridienne établie depuis Dunkerque jus-
qu'à Mout-Joui, non-seulement par ces deux méthodes, mais en-
core par celle de M. Legendre, dont nous faisons exclusivement
usage dans ce Traité. Ces triples calculs, qui se servent mutuel-
lement de preuve, se font avec assez de facilité. ( Base du
lerne métrique, ptfge 5ia; Tom, I, )
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C H A P I T R E У I L

Détermination exacte des distances.

за. JLjES réductions précédentes sont les seules que nous ayons
eu à faire; parce que nos signaux, pour la plupart, formés de
petits mâts ou de longues perches bien droites enveloppées de
feuillages, n'offraient aucune phase qui. pût donner lieu à de
nouvelles corrections. Il ne restait donc qu'à déterminer rigou-
reusement les longueurs des côtés des triangles , à l'aide do la
base connue et des angles moyens horizontaux calculés ci-dessus*

II est important, dans ces derniers calculs, d'employer les
logarithmes avec sept décimales au moyis ; et lorsque la carie
comprend un grand espace, il faut avoir soin de déterminer les
côtés du réseau triangulaire qui sont éloignés des bases mesurées
ou des ligues qui en tiennent lieu , au moyeu de plusieurs chaînes
dont les extrémités sont ces bases elles-mêmes et ces côtés; afin
que les résultats obtenus de celte manière puissent se servir de
preuve mutuellement (art. 69, Géod.). Si ces résultais ne diffèrent
entre eux que dans les décimèlres, ou divise leur somme parleur
nombre, pour avoir ce que l'on appelle une longueur moyenne.
Voici corameut ou procède aux calculs dont il s'agit.
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X"».

• 1
• 1

• •
í

5 ,

6

1

К 0 M S
il«

STATIONS.

Calamité. . .
Popolouia . .
Capang . . . .

Calamité. . .
Fanal

. Сарацс . . . .

' Fanal
Lui'ello

. Calamité . . .

Calamité . . .

Castello. . . .

. Loicllo

Castello . . .
ч. Lorcllo... .

- Calami (c . .

[ Castcllo...

f Casicllo. . .
S I jOllgonO . .

Arco

A N G L E S

M O Y E N S .

91°. 29'. i5",io
За .ig .42 ,92
5tí . 1 1 . ï ,98

180". o'. o"

48«.24'.3i"
97 ^5i .26
33 .44 . 3

180°. o'. o"

4*-.4i'. 4",55
117 .21 ,i3 ,3a

19 .57 .42,13

180°. o'. o"

4i'.iî)'.37",a4

" .a8 .41, í4
58 -ii .3Q ,3a

180= . о', о"

77°. îS'. 3",5з
43 .22 .23 ,5^

SQ. • 9 -32 '9Í

iSo*1. о', о"

21°. 5:}'. 3.,"

m . /, . ' j i

(iiï . о . j;-)

180°. f/, ü"

b°.3;'..-ifi",55
n i .37 .45 ,fis
:!> -Vi •-': ..:-í

ioo°. o', o''

CALCUL EXACT DES COTÉS.

CW<e Culnniilc-Capanc. Cale Popolonia-Cal.-.railc.

Г .-P t '- /''-.f.".'r8 /'г-.'/^гч

Sin. Popoloilia 9,728170.3 sin. i^apanc 9,91961 u

igi75"',3G = 4,282-435 3979o'»,9G = 4.4:^8.-|3

Cate Fan:J-Capíine. Cote Fanai-CaJamitc.

Calamilc-Capauc 4i'J^1>r435 . 4 <>R^-'í'í í '

Sin. Calamité 9,87384^3 sin. Capane 9,7Í-i5%3

i4477"',i2 = 4,i6o6823 ior49»,78 = 4.o3i3gg3

Cutv Ir'anul-LorcHo. Côté Calamilc-Lorello.

Fanal-Calamité 4 o3i3gg3 ^,o3i'ií}()í
Sin. Calamité д,533з53а sin. Fnnal g.83i2n5.j

4i3i",S8 = 3,Gi6'i40i 82o5'",4i == 3,9i4iooj

Cote Cahmitc-Ca.stcllo. Cote Castcllo-Lorcllo.

C'tlinjile-Loiello 3ûi i ioo3 . 3-9i4IO°^
Siu. Lorcllo 9,9293371 sin. CaJauiilc 9,8:|43a33

7i-í3-,io = 3,ö535gi7 .I7fi7j'"1,;!'í =; 3,70.^8779

C' d; C'^sU'ïio-Loi'i'llfi Icommc c;'-Jc;.4w.O. (Ai/c'F'.mnl-Ciisli'ün.

r.nnal-Lorello 3Gi(íi'|Si ... . .. 3,f>i(ii/ í í5i
Sin. Fanal (^цвдЗ'ауо bin. Lorcllo 9,<)'53"88a

587'™, 2} = J.. 7688:79 5]Gõ",82 = 3,7ijiJ;)i

C'ïtc Calaniile-Arco. Cale Cnsicllo-Arco.

Cab.iuilc-Ca.slcllo !!,;'.:x;''i|i7 3:S"'jSi)i"

bin. t ' u t l s l lo (),i;(i. 177(11 ми. C.'ilainilc 9,59i)2!>;5

G.TJ7'«,',; = 3,8i47/|í(5 a7Si™,o. ; = 3,.|í42<>(x>

Cote Longonc-Cítsii-llu. C6'/cLniïiiOIll '-Areo.

i Lon IL ,1 ^^ y/ ^ ^ ̂  //

.Sin. Arco 9.f)bC.íioo s in . Cuiicllo <vi-,fi'.)'.M8-

3-í3;",0 = .',53G2(;33 aPu^.oS — 3,'|.^ноа
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C H A P I T R E VIII.

Calcul des distances à la méridienne et à la -perpendiculaire*
détermination des latitudes, longitudes et azimuts.

зЗ. Jr o u R orienter nos triangles , nous avons observé, sur le
fanal de Porto-Ferraïo, l'angle entre le soleil levant et le signai
de Monte-Capane , et par un milieu pris enlre les résul la ts de
trois observations de ce genre, faites avec le cercle répétiteur,
l'azimut du côté Fanal -Capane , compté du sud à l'ouest, ou,
ce qui est de même, l'inclinaison de ce col é sur le méridien du
fanal s'est trouvé de 69°.54' • 2",6^. Le tableau ci-dessous renferme
la série des calculs que j'ai effectués de mon col é pour déterminer
les distances des stations à la méridienne et à la perpendiculaire
du fanal. Dans ce calcul j'ai pu faire abstraction du très-petit
excès sphérique des triangles -, ainsi je me suis conformé en cela
à la méthode de l'art. y3 , (Géod.). Quant aux signes de ces
coordonnées, j'ai suivi cette règle de convention, savoir, ï", que
les distances à la méridienne sont positives lorsque les stations
sont à l'est du fanal, et négatives quand les stations sont à l'ouest;
2°. que les distances à la perpendiculaire sont positives quand
les stations sont au nord du fanal , et négatives lorsque ces
mêmes stations sont au sud. Il en est de même à l'égard de
toute station comparée avec un lieu autre que le fanal.
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KÖMS

des

bTVTioHS-

Capane

Calamité. J

Lorcllo . . • •

Castello...;.

Arco ,

Longone. ..

T*opolonia.

COORDONNÉES RELATIVES,
ou

D I S T A N C E S

h la méridienne

du F

côté Fanal -Capane 4,1606823
Sin. inclinaison 9,9727113

h la perpendiculaire

anal.

4 1606823
cos. g,536n3i

— 1 3595»,45 = 4,1 333936 — 4975",o3 = 3,6ijö:954

du I

Calamité - Fanal 4,o3i3gg3

Sin. 27".5í'.23",8G 9,6709904

+ йоЗд-'.ЗЗ = 3,7оз3897

du F

Fanal - Lorello 3,6i6i48i
Sia. i4°.43'.4o",G99,4o53269

— loSo1"^ = 3,оз 13760

du 1
Fanal - Casiello 3,7i3i39i

Sin. e2«.44'.aa",97 3,9488699

+ 4592™ ,08 = 3 6620090

de Cal

Arco - Calamité 3,8i47l46
Sin. I9«.i8'.59",55 9.5ig54S3

4- 21 Sg'v = 3,3342919

d
Longone - Arco 3,45ojO23

Sin. 34°.39'.i2",37 9,;54Si54

— 1602™, g4 = 3,2049176

de С

f Popolonia - Calamité 4,474°643
1 Sin. i5°.7'.ao",79 д,4'04451

| -*- ГЛ1"М = 3,89°5зЭ4

anal.

^O^l^nni
cos. 9,9461096

-94g5»,3 =3,9775o89

anal.
. . . 3,Gi6i/f8r

cos. 9,985485?:

— 3gg6™,oS = 3,6oi 6336

\inal,

3"i3i3gi
cos. 9,6Go8(;;3

— 3363»,13 = 3,37:'|0364

amiic.
. 3 8147440

cos 9,97483(4

+ GiGom,e». = 3,78;pS-,o

Arco.

cos. 9)9l5if;2i

— 23i8",96 ="3^3652gp

ilamitc.

4 4740843
cos. 9,984094

+ з8759",3о= 4,4587784

COORDC
abeol

OU DIS!

. ' - l , , - " •

a la nieríd. |

du f

У

— 13595-,45

-f 5o3g ,53

— iò5o ,4,3

+ 4591 ,08

+ 719» Г,3

+ 55g5 ,79

+12811 ,4;

raíiÉEs
nos,

fANCES
•-^__^— — -
íi la perpend.

mal.

ж

~ 4975",o3

— 94g5 ,3o

- 3996 .,08

— 236G ,12

- 3334 ,29

— 5C53 ,з5

+ 19264 ,o.
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Voici comment on obtient les coordonnées des sommets des

triangles, parrapport àla méridienne étala perpendiculaire dePorto-
Ferraïo. Si l'on connaît, par exemple, les coordonnées absolues de
Monte-Calamité, on aura celles de Monte-Arco, en calculant d'a-
bord les coordonnées de cette station par rapport à deux lignes pas-
sant par Monte-Calamité, et respectivement parallèles à la méri-
dienne et à la perpendiculaire du fanal; on aura ensuite les coor-
données absolues dont il est question, en ajoutant celles de Monte-
Calamité avec les coordonnées relatives de Monte - Arco : bien
entendu que les coordonnées de même dénomination doivent être
combinées ensemble et prises chacune avec son signe. Vojez
d'ailleurs à ce sujet l'article cité du Traité de Géodésie , et
le tableau précédent.

Il faut bien remarquer, que, d'ans- ce tableau, j'ai désigné,
pour abréger, par méridienne et perpendiculaire de Calamité,
d'Arco, etc., des ligues seulement parallèles à la méridienne et
ц la perpendiculaire de Porto-Ferraïo, et qui,, par cette raison,
convergent avec les véritables méridiennes et perpendiculaires de
ces lieux; ainsi les inclinaisons 19°. 18'.5g"1,55; 34°.3g'. 1.2" ĵ, etc.
ne sont que des azimuts approchés. Je ferai voir ci-dessous com-
ment ou déduit les azimuts vrais.

24. Nous n'avons point observé de latitude a l'île d'Elbe ;
mais nous avons pu conclure très-exactement l'a latitude du Fanal
de Porto-Ftrraïo , d'après ses distances à la méridienne et à la
perpendiculaire de Tolare (île de Corse). Yoici toutes les données
qui nous ont servi à ce sujet.

Suivant M. Tranchot,,

la lat i tude observée de Tolare =430.0'.54"= L.

La différence des méridiens entre
cette t ou*, et l'Observatoire de Paris =7?.2'.33",6(compt,versl'Est).

La distance du fanal de l ' î le d'Elbe à la
méridienne de Toiare. =397За'0"-,16=+/, Est.

et sa distance à la perpendiculaire du
meine lieu .=10664 >o4=—^> Sud.

Pour avoir ces distances ед mètres, il faut , aux logarithme*
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des distances actuelles , ajouter le logarithme constant 0,2898199 :
ainsi - _

log. 39732',! 6 = 4,5991422 log. 10664^04 s= 4*0279217
log. constant ....... 0,2898199 ........ "...",... 0,2898199

log. y en mètres = 4» 88896215 log. л: en mètres == 4,3177416.

Calcul de la. latitude de Porto-Ferraïo*
(i«e formule (C) n° S).

Le logarithme du rayon de courbure r de l'arc ,du méridien,
est, à la latitude de Tolare, = 6,8o374i3 (n° 9)-, on fera donfi
ce calcul pour trouver l'amplitude <p de la distance ce ,

log R' = 5,3i443
log x = — 4,3 1 774

сотр. log r = 3,19626

— 2,82843 = 673",64 = 1 i'. i3',64=<p;

Delà L — ф=42°.49'-2<Л56-, telle est la latitude du pie de
la perpendiculaire y : on aura celle de son sommet par le calcul
suivant-, sachant d'ailleurs que le log. du rayon de courbure f
de l'arc perpendiculaire au méridien de Tolare =
(n° 9).

log/ = 4/8889621
c. log/ = 3,1948641

log %• = 8,о8382ба

log-^si; 6,1676524

i*r terme. 2e terme.'

log - =9, 6989700 cos(L— ip) — 9,86538

Iogfí" = 5,3i4425i idem ..... . . . g,86538

log£ = 6,1676604 1о§е'

tong(i — ip) =9,9669653 log. du ï" terme. . . —
— 1,1480028=— i4",o6 ......... "— 8,65539=: —of,o5

— о ,o5

Correction — 14V1-
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Donc la latitude de Porto-Ferraïo =L'z=(L — <p) — i4"> i l '
;=42°'49''6"j25i Voici maintenant le calcul de la longitude de ce
lieu.

Calcul de la longitude absolue de Porlo-Ferraïo.
( ae formule (C) n° 5 ).

1er terme. 2e terme.

log R"=5,3i 44^1 • logi = 9)52288

]0g L— 8,0808262 log . du ï " terme .. 3,5328/

oomp.cosQL — ip)— o,i346ao6 logÍT = 6,16766

34io")92 tang=(Z,— 9) =9,933.9-1

=56'.5o",92 —9,i5731 =—o",i4
— Q, '4

Differ, des mérid., ou P'—P z=5S'.5o",78.

Mais longitude absolue de Tolare = 7°. 2'.33",6o Est,,
et différence des méridiens = -f- 56 .5o ,78.

Donc, longitude de Porto-Ferraïo. = -f- 7°.59'.24",38 Est.

Ge- résultat est plus grand de 4">38 que celui qui est inséré dans
la Connaissance des Temps.

A la latitude de Porto-Ferraïo on a r = б.воЗуадЗ et
r'= 6,8o5i3a5-, ainsi opérant comme ci-dessus, on trouvera pour
la latitude de Popolonia, 42°-59'-3o",i8; pour celle de Porto--
Longone, 4^0-^'-2")9'i et Pour IES longitudes respectives de ces deux,
villes (*) 8°.8'.5о"аЗ et 8».3'.3<Д63, comptées du sud à l'est.

Calcul de l'azimut du côté Popolonia-Calamité sur l'horizon
de Popolonia.
( 3» formule (С) л° б ).

26. La distance de Popolonia à la méridienne du fanal de l'île
d'Elbe est j= i28nm,47> el sa distance à la perpendiculaire est

(*) Le petit Fort qui nous a servi de station est le seul monument restant
de l'ancienne ville de Popolonia.
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x = 19264'". Si doue (A) désigne la latitude du pie de cède per-
pendiculaire, on trouvera, par la méthode du n° précédent,
(A)=Z-f-.2;=:42e.59'.3o",57, L étant la latitude du fanal j et
l'on aura ensuite

= 4, i07599° log- taugs Сл) —
c. log r' = 3,i 948685 o,5... 777

tai3g2 (л) = o,86goß72
Ç = 1,3690873-

terme de la correction. 3e terme.

106=7,5004675-

l o ..

— 2,6864243 = 385",8S
-т-6'.а5",85'

Ол a dono

ier terme — 6'.25",85
2e terme +

90°. о', о'
5'*85'\ г к як-} = — 0.6 .25 ,85
0,00 J

z' Ä 89°.53'.34",i5'•;.

ainsi la correction d'azimut, ou l'angle de convergence des mé--
ridiens de Porto-Ferraïo et de Popolonia est = 6'.a5",85. Or
nous avons trouvé pour l'inclinaison du côté Popolonia-Calamite,.
15°.7'.20",79-, donc l'azimut cherché', compté du sud à l'ouest
et du méridien de Popolonia, est de 15°.7'.20",79 + 6'.з5'','85==.
i5°. i3'.46";64. Tel est le résultat auquel devrait conduire l'ob-
servation, abstraction faite de toute erreur, et si la Terre avait
réellement la figure d'un ellipsoïde de révolution.

Nous pourrions nous assurer dé l'exactitude des résultats pré-
cédens, à l'aide des formules données au commencement du n° 10;
mais nous nous contenterons de vérifier l'azimut z au
de la formule

z' cos(Z/-f-y)tang<»tang- = -£inZ/
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Dans le cas actuel Lf = 42°.5g' .5o",i8 ; (л) = ^a'.Sg'.So^Sy, et

. Il faut convertir y en minutes ainsi qu'il suit:

= 4I07599°
с. log г' = 3,i 948685

" = 5,3 1 4425 1

2,6168926= 4i5',9
par conséquent y réduit en minutes = 6'.53",g.

Ensuite on a

log. cos (Z/+jO = 9,.86337i9
log. lang (л) = g 96953l7
с. log. sin IJ = 0,1662842

log. tang^- = 9>999l878 = №

z' est donc, comme ci-dessus, de 89° . 53' . 34",a.
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C H A P I T R E IX .

Calcul des différences de niveau des points trigonométriqiies.-

26. JLj 'ART de déterminer les différences de niveau de plusieur-s
points fort éloignés les uns des autres , constitue le nivellement
géographique; c'est de celui-ci qu'il s'agit lorsque .l'on se propose1

de calculer les hauteurs des sommets des triangles formés dans-
toute l'élendue du pays levé, comme je vais le faire voir rela-
tivement à la carte de l'île d'Elbe. Quant au nivellement topo-
grapliùjue,. il n'en sera nullement question dans ce chapitre j,
parce qu'il sera l'objet du LivreIV.

Les formules

H = Äcot («Г+/—le) 0»,}'

•) (5)

Vf-go«) С 7)

démontrées aux-art. 106 et 107, Géod. (*)', sontlès seules donunoits1

avons fait usage pour déterminer les hauteurs de nos stations à
l'île d'Elbe. La (5mt) suppose des observations simultanées et ré-
ciproques; les (2me) et (7""), une seule observation de distance
an zénit-, cette dernière donnant la hauteur absolue du lieu de
l'observateur au-dessus du niveau de la mer. Ges formules suffisent

(*) M. Lacroix, dans la 4e édition de so.n Traité élémentaire de Trigonométrie,.
e & t 'parvenu d'une manière fort simple à deux séries très-convergentes dont les
Premiers termes donneraient les mêmes valeurs numériques que l'es formules cir~
dessus Q2) et (5) : voyez sa Note sur le Nivellement, page 54,



.96 T O P O G R A P H I E , ARPENTAGT:
presque toujours dans les triangulations primaires : celles de M. La-
place, art. i36, Géod. , et n° n, pourraient s'employer de préfé-
rence, toutes les fois qu'il faudrait déterminer des hauteurs très-
élevées et peu éloignées de l'observateur.

Les distances au .zénit observées entrent immédiatement dans
le calcul de la réduction des angles à l'horizon ; mais il est néces-
saire de les réduire aux sommets ou aux pies des signaux, pour
calculer la formule (5) et le coefficient n de la réfraction
(art. io3, Géod.). On évite des réductions trop forles , en rédui-
sant ces angles au point le plus près du centre du cercle répéti-
teur : ces réductions s'obtiennent par la formule

dà = R"~^— (page 226, Géod.),

Д étant l'angle observé, dH la hauteur du signal au-dessus de
•l ' instrument, ou la distance verticale de ce point au pie du signal,
Л la ligne géoclésique comprise entre les deux stations dont on
.cherche la différence de hauteur e.t rt'duiie au niveau de ki mer.
La valeur <le a.b. .est additive ou soustractive, selon que l'on
д-éduit A au sommet ou au pied du signal, c'est-à-dire que l'on a

au sommet du signal, cT = Д -f-^A

au pie du signal, cT = A — i/A.

-On ne peut pas toujours mesurer dH directement; mais il est fa-
cile de connaîlre cetle hauteur par les méthodes de l'art. 104, Géod.,

•.ou par toute autre, si les circonstances l'exigent.

Déterminons maintenant la hauteur de Monte-Capane au-dessus
,de la mer, en prenant le fanal pour s ta t ion correspondante.
D'après le registre des observations, n° 18, on a

au fanal, A = 86°. i5'. n",88, dH = 7"V8,

à Ça pane, A' = дЪ°.^.Ъо", JH'=8m,8,

•et pour distance du fanal à Capane, К = i4477V2; d'où
•Jog K =.
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Réduction au sommet Réduction au sommet
du Fanal. du signal de Capane.

log tlH~ 0,89209 log<&r'=o,94448
1. sin Д =9,99907 1. sin Д' = д,99907

log Я" = 5,3i443 . log fí" —5,31443
с. Ing к = 5,8393l с. log Ä=5,83.93l

log í/Д =2,0449° = + °°- i'-5o",go. log dA '=12,09729 = + 0°. 2'. 5",n
л— 8 G . i 5 . i i , 8 8 д '= 9 3 .44-3o

distance réduite 3— 86°. i7'7 ^',78 ^= g3°.46'.35",u

Difference de niueau, (Formulo (5)}.

log A: ̂  4,1606823
log. tang-(«Г—«f) = 8;8i6o827

log // = 3,9767660 = 947m.9r

hauteur du fanal au-dessus de la mer -f- 68 ,5o

hauteur du signal Capane au - dessus
de l ' ins t rument — 8"',8o \

h a u t e u r de l ' i n s t r u m e n t . . . . — ï /
hauteur absolue de Capane ........ .. ioo6m,6i.

Les angles Д et A' n'ont pas été observés au même instant,
mais а-peu-près dans les mêmes circojisfancesj ainsi le résultat
précédent doit être regardé comme exact.

La hauteur de la tour de Popolonia au-dessus de la mer peut
se déterminer de plusieurs manières , et entre autres à l'aide de
la formule (7). Or, par une observation faite sur la tour même,
la distance J' de l'horizon de la mer au zénit =9O°.25'.6",6-, et ce
jou r - l à , n qui est le coefficient de la réfraction, était, à peu de
chose près =0,08- l'on sait d'ailleurs que log f = 6,8o453 -, on
a donc

log o,5 .= 9,69897
log (1,08)* = o,o6685

log p = 6,8о453
log. tanga(^— 90°) _=_

log Л' = 2}зс)Щ =
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ainsi la hauteur du centre de l'instrument au-dessus de la Médi-
terranée était de 199" ', et comme la hauteur du signal, à par-
tir de ce centre, =8'",4, n" 18, il s'ensuit que le sommet du
même signal était élevé «.le 207^,4 au-dessus de la mer.

Si les différences de niveau devaient être déterminées dans
toute )a rigueur possible , et qu'elles fussent plus considérables que
les précédentes, il conviendrai t d'employer les logarithmes avec
sept décimales, de prendre au lieu du rajron p de l 'équateur, le
rayon ,•/ déterminé dans le n" 9, enfin de substituer aux for-
mules (2), (5), (7) celles pins exactes dont elles dérivent , et d y
employer an lieu de la ligne géodésique K, la corde même Je cette
conrbe ( )« Voyez sur cet objet, et pour ce qui concerne la réfrac-
tion, les chapitres XV et XVI du Traité de Géodésie. On y
trouvera aussi des applications de la formule (2), dont M. Moynet
a fait usage pour calculer les hauteurs relatives d'un grand nombre
de poinls secondaires de la carte topographique de l'île d'Elbe.
Il existe maintenant de celte île intéressante un très-beau relief
exécuté par M. Clerc, et quelques vues artisteraent peintes par
M, Morel, d'après mes dessins.

С*) II n'est peut-être pas inutile d'observer que ]'on peut rendre la formule
(5) fonction des distances au zénit et du rayon de la Terre seulement : en effet,
à cause de A = 2p sini C, p étant le rayon de la Terre correspondant au
milieu de la corde К, et С l'amplitude de l'arc soutendu par cette corde ,
on a

H = 2p an- С tang- ( J''—. J).

Quant à la valeur de l'angle ^ C, elle est

5=r + jCJ+J" —a»)- (pageaaS, Géod.)

Si on négligeait la réfraction г, on aurait simplement, mais d'une manière
un peu moins exacte,

H=~2p cosl (J -f «f ' ) tang 1 (F— J ) ;

formule qui trouve naturellement son application dans la solution du problème
de l'art, u.3 (Géod.), et qui simplifie même cette solution.
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L I T R E I L

ANALYSE DES PROJECTIONS DE LA SPHÈRE,

ET C O N S T R U C T I O N

DES CARTES GÉOGRAPHIQUES.

J_jE principal objet d'une grande triangulation, est de fournie
les élémens d'une carte géographique : c'est à montrer la manière
d'en construire le canevas, que je vais surtout m'attacher dans ce
livre. M. Lacroix a donné sur cette matière d'excellens préceptes
qui se trouvent dans son Précis Astronomique servant d'intro-
duction à la Géographie de M. Piukerfon; ouvrage que je me
suis plu à consulter, et qui m'a fait.naître le désir de retrouver,
à l'aide de l'analyse élémentaire, diverses propriétés des projec-
tions énoncées par ce savant auteur. La simplicité des résultats
que j 'ai obtenus à cet égard, m'engage à faire connaître les cons-
tructions déduites de mes formules. Par ce moyen la théorie des
nos 4a et suivans du Traité de Géodésie se trouvera complétée.
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C H A P I T R E P R E M I E R »

Recherche des propriétés des projections sténo graphique
et orthographique des cercles de la sphère.

Notions générales Sur les projections.

27. ö i les globes de grandes dimensions étaient faciles à construire
et à transporter , et qu'il fût possible de les consulter aisément ,
ils formeraient sans doute les meilleures représentations de la
Terre; parce que les configurations des di f férentes parties de sa
surface conserveraient sur ces globes leurs rapports de grandeur
et de situation. Le relief des hantes montagnes et les antres ac-
cidens du terrain pourraient en. outre y être rendus sensibles -,
mais jusqu'à présent de pareils détails n'ont été exprimés que sui-
des reliefs d 'une très-petite région , construits même sur une grande;
échelle. Obligé par conséquent de renoncera l'usage f réquent des
globes, on a imaginé de représenter sur une surface plane lu
situation respective des divers lieux d e l à terre, et l'on es! темп«
parvenu au point de figurer avec exact i tude t o u t e s les p a r l i e s des
contrées de peu d'étendue. C'est en cela que consiste la méthode
des projections géographiques.

Parmi les surfaces courbes, celles des cônes et des cylindres
sont dévelbppables, c'est-à-dire, peuvent s'étendre sur un plan
sans qu' i l en résulte déchirure ni duplicature ; mais le conlra i re a
lieu relativement aux surfaces de la sphère et des sphéroïdes. Ainsi
pour le globe on est contraint d'altérer sur un p lan certains rap-
ports de grandeur plutôt que d'autres, selon le besoin, ou bien
de représenter tous ces rapports par approximation.

On ne considère, à proprement parler, que deux sortes de
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projections j les unes, qu'on appelle projections stéroograpJizqzies „
sont des représentations du globe ou des parties de sa surface,
soumises aux lois ordinaires de la perspective. Les autres, que
l'on nomme projections par développement, sont en eilet des
espèces de déyeloppemens assortis aux rapports qtie-l'on vêtit con-
server ou n'altérer que le moins possible.

Concevons, par exemple, des droites menées d 'nn point pris
dans l'espace à ions les poinls de la surface de la Torre convide-
rée comme sphériqne, et coupons ce système de lignes par un plan
mené d'iiHe manière quelconque ; fous les points d ' intersection
seront sur ce piaules projections des points correspondaiis de la,
surface du globe.

Lorsque le plan de projection passe par le centre de laspbère,-
et que le point de vue est à l'extrémité dir rayon mené perpen-
diculairement à ce plan, ce rayon se nomme ü.r<? opJicjue. Si,,
au contraire, le point de vue est supposé à une distance infinie
du tableau, on pour mieux dire, si toni,es-les lígrres jî'fojelanles lui
sont perpendiculaires, alors la projection est dile orthographique,.

La projection sléréographique a surtout été adoptée pour re-
présenter un hémisphère tout entier. Les deux hémisphères du
globe terrestre réunis composent, une Mappemonde. Sur celle-ci
l'on n'indique que les positions des lieux les pins remarquables du
globe, le cours des fleuves et des principales rivières , les lacs,,
les plus grandes chaînes de montagnes > etc;

Quant aux autres cartes représentant une moindre étendue de-
pays et plus d 'objets, leur construction est assi i jé t ie aux méthodes
de développement, ou à la projection o r thograph ique . Telles sont
les curies générales ou géographiques stir lesquelles sont figurées
les quatre pailies du monde; les cartes particulières, on • choro-
graphiques, qui ne comprennent que les grands ou les pe l i t s El aïs;
enfin les cartes topograplùqucs, qui présentent tous les 'déta i ls
du terrain.

Pour projeter un hémisphère en total i té ou en part ie , d'après
la première loi que l'on vient d'énoncer, on peuf- 'supposer,
!"• l'œil à l'un des pôles de la Terre; д°. sur j ' é q u a f e n r ; 5'J. e ; i l re
le pûle et l 'équafeur; 49..:enfin, au centre même- de la Terre.
Dans le premier cas, la projection est dite ро/ыге ou éinialo~-
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riale ; dans le second cas, on la 'nomme projection sur le
ridien; dans le troisième, on l'appelle projection horizontale ;
et dans le quatrième , on la nomme projection centrale.

De la projection stéréograplùque , l'œil étant à un point
quelconque de l'axe des z.

(ücod) 28. L'équation de la sphère est , en plaçant l'origine des coor-
données au centre,

aj'-f-y-f-s'ssr1;
celle d'un plan est

z = Л х -\-By-\-D.

De plus, les deux projections verticale et orthographique de la
génératrice du cône optique sont en général

y — r b — n ( z — c") , x — iz=m (z — c}\

mais comme dans le cas que l'on considère maintenant, le som-
met S du cône a pour coordonnées a = o, &;=o et — cf on
a simplement

y = n (z -f- с) , x = т (z -f- <?) ?

ainsi l'équation du plan qui coupe la sphère devient

z = Am (z -f- c) -f- B n (z -l- c) H- D ,

et l'on trouve aisément que

m (D -f- c) _ 7i (D -f- c) _ Amc + Bnc + D
— i — A m — B n ' У~~1—Лт—Вп> Z ~~ \~Am-Bn *

Substituant ces valeurs dans l'équation de la sphère, et éliminant
m et n , on a enfin

(Лсд; + Bcy -f I>сд; cy - z c ^ (2+ c—Ax — ВуГ , n/r ̂

**-hy4 -- (o+^ - ~~= - (/?+c)- - • >c M^-

Telle est l'équation de la surface conique qui a pour base ua
uelcocercle quelconque de la sphère
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L'œil étant sur la surface de la sphère,

29. En faisant c = r, on exprime analytiquement que le point
de vue est à la surface de Ja sphère ; ainsi l'équation (M) devient

Si l'on fait en outre dans celle-ci z = o, on aura l'équation
de la courbe suivant laquelle la surface conique rencontre le plan
des xy; savoir

= (0

Jl résulte de là que les projections stéréograpbiques des cercles
de la sphère, l'œil étant à sa surface , sont elles-mêmes des cercles 5
propriété connue dès le temps de Ptolémée. {Ptolemœi Planis-
phœrium, etc... i558.)

L'équation des projections des parallèles perpendiculaires au
plan -rz, résulte de la précédente, en y faisant Jj = o-, parce que
dans ce cas celle delà base du cône eat seulement z~
од a donc

,
r '

On peut donner â cette expression une forme plus simple; car
si on désigne d'abord par p le rayon de la projeclion stéréogra-
pliique d'un parallèle, et par et l'abscisse du centre de cette pro-
jection', qu'ensuite l'on fasse j"= o, dans l'équation (2), et que
l'on en, représente les racines par x', x", on obtiendra en dernière-
analjse

ра — aa. (2')

Soit Ji la hauteur du pôle, et Z/ la latitude du point N' par
passe le parallèle, on a (page 54, Géod. )

cos h % cos L
'

_ _

. /L'+h\ ~7L'—h\> — . fL-+k\ (L!
asiQ(tiJL_)cos( - ) a s m i — -— ) .cos( -

\ Л / \ 2 } \ 2 / \
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et par suite ce rapport très-simple,

a, cos h
~ cos /У '

c'est-à-dire que l'abscisse ducenlre de la projection stéréographique
d 'un parallèle est à son rayon , comme le cosinus de la hauteur
du pôle est au cosinus de la la t i tude de ce parallèle.

O'.iantanx grands cercles de !a sphère, 1er. r plan a pour équa-
t i o n z •=• six -f- By ; ainsi celle (ï) devient, à cause de D = o f

da.is le cas actuel, et en y faisant d'ailleurs r = i , pour abréger ,

a* _f j° .4. 2^lr 4- iBy = ï .

.Si clans celte équation , qui est celle de la projection d'un grand
cercle , on fait (я\ — Л} = .r , {/, — Б) =у , pour faire dispa-
raître les premières puissances des variables, ou aura

Les coordonnées du centre de celte projection sont donc A et
B. De plus , si l'on désigne par (p l'angle que la trace hori-
zontale du !p!an de ce grand cercle fait avec l'axe des xt од
aura, abs.'raclion faite des- signes, (art. 44 > Géod.)

, • . ' • ' - 7 ' ' -r, tan^'A fée li
Л = tang /г, B^t —

 >2— = - ,0 tans; ç tang/j

et le rayon de cette même projection

p exprimant en outre la longi tude du méridien que l'on considère,
on l'angle qu'il fait avec le plan xz.

Il résulte de là que les centres des méridiens de la carte sont
Ions sur une même droite perpendiculaire à l'axe des x , puisque
l 'ordonnée В d'un de ces points est seule variable. On verra
bien tô t comment on obtient la trace horizontale d'un méridien
quelconque.

La distance AC (fig. 8, Géod.) du centre de la carte au centre
de la projeclion d'un méridien est

sinip '

cela est une suite de la propriété du triangle rectangle ADC.
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Pour avoir les projections p et p' des pôles P , P' (fig' 7,

Géod.), il ne s'agit que de connaître les distances Ap , Ap' • Or
en prenant le rayon de la sphère pour celui des tables, il est vi-
sible que ces distances sont respectivement les tangentes des angles
NSP, NSP', et que parcouséquent

de là

Mais l'on peut donner à cette expression une forme très-simple;
en effet,

, SÎn £ A

. /V ï /zS cos^/г cos' h dr sin i /г
tans ( 5o± - j = HS- = —h H4 ;D \ 2 / sin -J- я cos £ Л zp sin 5 я

multipliant haut et bas par le numérateur, on a

tang ( 5o =fc - ) = —-— :0 \ 2 / cos h '

donc la valeur de pp' se réduit à

ppr = a sec A.

Les formules précédentes se modifient lorsque l'on projette les ri?-°-
cercles de la sphère sur un méridien ou sur l'équateur ', car dans
le premier cas l'on a h=.o , et les valeurs de«, et p deviennent

2 Sin COS
£ 2

COS Т' гпч Т'

p = ТТ~Т> == 'т1 == с0^ ̂  == ̂ g631^6 distance au pôle}
2 Sin ~COS— S1

2 2

Ц
т/ rt

* 4- P =; х?/г" 5= cot — , а — p = ^«' = tang —
3
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Voilà fout ce qui concerne les parallèles ; quant aux méridiens,
leur rayon

•»-. s é c A l , , ,Л === - — =-- — = cosec p = sec p ,' sm p sin p " " '

et les coordonnées de leur centre sont

Л z=z о , jf? = cot /7 = t-ang p't

p' étant la longitude comptée du méridien sur lequel on projette.
Lorsque p' = o, on a.sécp'=.i, c'est-à-dire que dans cette cir-
constance le rajon Jde projection du premier méridien est égal
au rayon de la sphère , ce qui est d'ailleurs évident.

Dans le cas où /z=ioo?r, il s'agit de la projection équ a to-
nale, et l'on a d'une part

cos

de l'autre

Ces expressions signifient que tous les méridiens de la carie se
changent alors en ligne droite. De plus, la relation iangp— tang/jsin/z
(page 5, Géod.) se réduisant à tang<p=tang p , on doit ел con-
clure que les méridiens font avec l'axe des x im angle égal à
leur longitude comptée depuis cet axe : ils passent en outre par
l'origine des coordonnées ou le centre de la carte , puisque dans
l'hypothèse actuelle Лр—о, Лр'=ю.

La seule inspection de la figure 8 (Géòd.) fait voir que dans

le triangle CpD on a la relation Cp — CD ̂ =.Dp , ou bien , en.
vertu de la notation adoptée ,

On peut découvrir une relation semblable entre le rayon d'un
parallèle et la distance de son centre au point D} ou à la droite
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CD qui contient les centres des projections de tous les méri-
diens. Pour cet effet, si l'on reprend les valeurs générales de

« et p, et qu'on les combine entre elles, on aura

. - .
= cot --), a —f>;=tang

ou bien
ï , fL'-\-h\ t /L'—h\

— i — = tangi - ), л — p = tangi - ).
ci + f & \ 2 / ' r & V , a y

Soustrayant ces deux dernières équations Гиие de l'autre, et ré-
duisant au même dénominateur, il viendra

,
= tang -- _ tang

,» . . sL'±h\ s inL ' r t s in/г ,
Mais tang ( - )= — -J-T-. - -ту par conséquent° \ a / cos£, + cosft7 г т

a. -f- o ' cosj6'+ cos/z"

D 'un autre côté , cos L' + cos /2 = 2 cos (— ̂ - J cos Г^̂ - ) , donc

- *a +P*= . x/y+jK .z/_/7vs4-T-)c4~r-y
et à cause de la valeur de a, ci-dessus, il s'ensuit que

l — «? +
Set

-== tang h.

Maintenant, si dans cette équation on met pour a sa valeur
a- — tang/z (*), et que l'on réduise, on obtiendra

x'* — p* = sec" h.

(*) Le point В (fig. 8, Géod.) étant sur la carte le centre d'un parallèle quel-
conque , et CD étant la ligne des centres des méridiens, on a, à cause de
-*D =. tang //, et de AD := л ,

BD —•- x'= * 4- tang Л ;
partant,

л := x' — tang Â.
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nClIO- Cette équation et son analogue R* • — y* = séc°/i conduisent à

une propriété très-remarquable. En effet, si В et С sont respec-
tivement sur la carte les centres du parallèle RR' et du méridien
МЫ', p étant le pôle, on aura, en vertu des relations précédentes,

;= R* ;== JK' + sec" h , Б M'' ;= p* = x'* — séca h ,

et ajoutant, on obtiendra

Donc le triangle CBM' est rectangle en M'\ donc les parallèles
et les méridiens forment sur la carte les mêmes angles que sur
le slobe. On démontre aisément, par la Géométrie élémentaire,
que, dans la projection de PtoLémée que nous anal/sons main-
tenant , cette propriété n'est qu'un cas particulier d'une autre plus
générale. Nous aurons occasion de revenir sur cet objet.

Le point de vue étant au centre de la sphère.

3o. Pour trouver les formules relatives à la projection cen-
trale, soit fait dans l'équation (M) n° 28, c = o et 2=/-, on
aura

(4);

c'est la projection stéiéograpbique d'un cercle quelconque sur un
plan tangent à la sphère et par conséquent perpendiculaire à l'axe
optique.

ne.ii. Présentons maintenant cette équation en fonction de la hauteur
dn pôle et de la la t i tude d'un parallèle quelconque-, et pour sim-
plifier les calculs, supposons, ce. qui est permis , que l'axe de la
Terre PP' soit dans le plan même des xz. Daus ce cas, le plan
d'un parallèle lui sera perpendiculaire ; ainsi l'on aura pour équa-
tioA de sa trace horizontale RM,
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dans laquelle

et pour celle de sa trace verticale RN',

Dans ces équations , Л. est la tangente trigonométrique de
l'angle N'RXj par conséquent ^ = — <• cot 7z; et à cause du
triangle rectangle AOii ' , on a évidemment ЛО^=.г coso, en dé-
notant par â Гаге Pn' ou le complément de la latitude U du

point Nf. D'un autre côté, <i4Rz= -- - ; et puisque le triangle

rAOR est rectangle, on a en outre ^Л = ^1_; donc
0 COS/! '

D ?• соэ о
A ~~ cos h '

donc
_. _ ;• cos í cot li _ r côa в

~~~ cos h "~ sin h

Cela posé, si l'on substitue dans l'équation (4) pour A, В
«t D leurs valeurs, on aura

4- r" = - (r + cot h . xY-,I COSJ b V I У У

développant et chassant le dénominateur, on obtiendra

puis fa isant passer tous les termes dans un même membre, chan-
geant tous les signes et divisant par sina /z, on trouvera enfin

— cosaícoséc'/;)— -yu.cosfî'coséc;1A+27-jr.cotA — r^coa^coséc^+r'^o. .(4'}

Les projections des parallèles sur un horizon quelconque se dé-
termmenl par le moyen de cette dernière équation, qui, selon que
le premier terme est positif, négatif ou nul , appartient à l'hy-
perbole, à l'ellipse ou à la parabole.

Si l'on fait 6=1% l'équation dont il s'agit se réduira à

cot h. x -|-7- = o.

Telle çst l'équation de la projection de l'équateur,
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Dans la supposition que le coefficient de x* est nul , on a

cot* h — cosa 9 cosécaA= о,

<l'où l'on tire aisément

cos h = cos 9, ou h =; 0.

Concluons de là que le parallèle d'un lieu dont le complément
de la latitude égale la hauteur du pôle est représenté par une
parabole sur le plan de projection.

L'équation (4')> lorsqu'on j fait / — °> donne les abscisses
des points où les projections des parallèles coupent l'axe des x.
On pourrait croire d'abord que les valeurs de x tirées de cette
équation sont irèá-compliquées ; cependant avec un peu d'atten-
tion on verra que ces valeurs sont susceptibles d'une expression
fort simple. En effet, la supposition de y = o donne, après
avoir converti les coefficiens eu sinus et cosinus ,

(cos* h — cosa 9) л* -f- zr sin h cos h . x -f- r* (sin3 h — cos1 9) =; о ,

et par suite
E 2V sin ah . x 7Л cos (A + O cos (/г — í) _

X ~~ sm(A+f i ) s in ( / z— fl) ~*~ sin (./г + ô) sin (/í— ô) " ° J

équation dont les racines sont

xj = cot (/z -f- ô) r ; xa = cot (h — ô) r.

Le lieu des méridiens de la carte est donné de même par la
formule (4) ', mais pour ce cas l'on a nécessairement jD = o,
et partant

о. (5)

On particularisera la projection du méridien que l'on a en vue
de représenter, en introduisant dans son équation l'expression de
l'angle que le plan de ce méridien fait avec celui des xz. Or le
Cosinus de cet angle est

— В ï . - ï— .. __ = COS p ;== cos. longitude.
V/i+^ + tf*

Ici A est constant, et c'est maintenant la tangente de la Jati-
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fude du Heu placé au centre de l'horizon,- ou, si l'on veut, la
tangente de la hauteur du pôle ; puisque la trace verticale AP dn
plan d'un méridien quelconque est z~Ax. Pour la quantité p,
elle varie d'un méridien à l'autre : on a donc

£* KSCOS'P (ï +^2). + cos'u.^V' ч ' ' л '1 ou

COS /2*

D'après cela, l'équation r — ^д:—'Byz=Q devient w

r—•ta.ns.ïi.x—^-Çv = o.
D r*nc Л >/cos l

Ainsi toutes les droites qui représentent les méridiens dans la pro-
jection sur l'horizon , se coupent au même point et sur l'axe
des x , à une distance de l'origine ou du centre de la carte

/•
;a; =•tang/i'

Lorsque ,0 = 0, on a cot/7 = oo ; alors il reste de l'équation-
précédente

cot p
- j r z=O, OU V =3 0.
cos // ̂  ' J

C'est le lieu de la projection du premier méridien de la carte.
Cette projection coïncide donc avec l'axe des ce, ce qui est d'ail-
leurs de toute évidenee.-

Les formules précédentes acquièrent une nouvelle forme lorsque
A=o ou /z:=i9. Dans le premier cas, qui se rapporte à la pro-
jection sur un méridien, l'équation (4') devient } à cause de-
cot h 5= со et de coséc" h s= ï -f- cola h ,

»

*
ou bien

Les parallèles à l'équateur sont donc des hyperboles dont les
branches sont symétriques par rapport à l'axe des abscisses-, puisque
l'ordonnée r n'entre ici qu'à la seconde puissance et qu'elle. est
PerPeQdiculair.e à l'axe des x. Les sommets de ces courbes s'ob-
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tiennent en faisant dans ce résultat y = о , et l'on a

1 """tang 8"

On détermine la projection de l'équateur en faisant dans ce
même résultat 6 = i?; alors il reste fang1 ô.œ'sro 5 quelle que soit
donc y , on a

x = o \

ainsi la projection de l'équateur est perpendiculaire à celle du
premier méridien, et coïncide avec l'axe des y.

Les projections des méridiens s'obtiennent avec non moins de
facilité. Pour cela, on fait Л=о dans l'équation (5), et l'on a
simplement, en faisant attention que Л = соЕ/з,

y 5= — . r tang/7.

Quelle que soit x, la valeur de y est donc constante pour un
même méridien« II suit de là que les projections des méridiens
sont toutes des droites parallèles aux x, ou, ce qui revient [au
même, perpendiculaires à la projection de l'équateur.

Le cas où h = ï' convient à la projection équatoriale. Cette
circonstance réduit l'équation (4') à

Les projections des parallèles sont donc des cercles dont le rayon
= г tango; et si l'on faisait ici Q= ioo?r, ce rayon serait in f in i :
on ne peut donc pas, dans le cas ac tue l , représenter l 'équateur.
On voit par là pourquoi il est impossible de figurer un hémis-
phère entier dans la projection cenlraîe .

Il nous reste à déterminer, dans la même hypothèse, les pro-
jections des méridiens. Or c'est à quoi nous parviendrons en fai-
sant Л^=.В^х> dans l'équation (5), ce qui la réduit à

Ax -f- By = о.

Mais en général Л = -—т , В = ~£ : donc dans le cas dont il
° cos Л cos Л '

s'agit,
у = — х sin h tang p*
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Ainsi les projections des méridiens sont des droites passant par
l'origine des coordonnées ou par la projection du pôle. Ou voit
en outre que l'axe des oc est le premier méridien de Ja carte.

1 Si au Heu de supposer le Tableau tangent à la sphère , on le
faisait passer par le centre ou par l'origine des axes, ce qui est le
cas que l'on considère en Gnomonique , toutes les formules pré-
cédentes, modifiées convenablement, se rapporteraient au cadran
horizontal ; et l'on en déduirait aisément les équations des lignes
horaires ou des projections des méridiens ; celles des courbes de
déclinaisons du soleil , etc. ; par suite même , toutes les équations
relatives aux cadrans verticaux inclinés , déclinans , etc. , et , ce
qui est fort remarquable , tant les procédés graphiques que les
formules trigonométriques employées ordinairement en pareille
circonstance. Ces diverses recherches peuvent exercer utilement
la sagacité des jeunes lecteurs.

De la projection orthographique.

3i. Les lignes projetantes , au lieu de concourir à tin point dé-
terminé , comme dans les projections précédentes , sont mainte-
nant parallèles entre elles et perpendiculaires au tableau respectif,
ou ce qui est de même , le point de vue et le tableau sont sup-
posés à une distance infinie l'un de l'autre. C'est à ce cas particu-
lier de la projection stéréographiqiie qpe l'on a donné le nom de
projection orthographique , ainsi que nous l'avons déjà observé.
Ces lignes projetantes menées par tous les points d'une courbe
quelconque , forment donc par leur ensemble une surface cylin-
drique dont l'intersection avec l'un des plans de projection est ,
sur ce plan, l'image de cette même courbe. En vertu de cette loi,
l'équation de projection d'un cercle de "la sphère résulte de l'équa-
tion (M) n° 28 , dans laquelle с = со ; ainsi l'on a

-z'+j* + (Ax + By + D? ;= r", (6)

ou si l'on voulait, pour plus de sjmélrie ,

en prenant ах-\-Ъу -\-cz~d pour l'équation du plan d'un cercle
*
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de Ja sphère. Il est facile de s'assurer que les projections verti-
cales de ce cercle seraient de même

Ces équations appartiennent en général à des ellipses: elles donnent
des cercles lorsque le plan sécant est parallèle à l'un des plans
de projection, pourvu toutefois que la perpendiculaire abaissée
du centre de la sphère sur ce plan soit moindre que le rajou.de
cette sphère.

Ne voulant traiter que le cas le plus général de la projection
orthographique, vu son peu d'utilité en géographie, nous allons
examiner les formes diverses que prend l'équation (6) dans la
projection sur l'horizon. . D'abord cette équation donne la projec-
tion d'un parallèle, en y faisant, comme dans le n° Зо, Л^=. — cot h,

B=o, Д — rCQ5..., l'axe de la terre étant alors supposé dans le

plan xz ; de sorte que l'on a

-o. (7)
" h ч ' '

Si dans cette équation l'on faitj = o, il restera

X* — 2Г COS ô COS h , X -f- r* (cos* 9 — r sina h") = o.

Le coefficient du second terme de celle-ci est la somme des
racines prises avec un signe contraire , et le dernier terme
r* (cosao — sina/z ) = r cos (ô + /z) . r cos (â — /z ) , est le produit
de ces racines. Donc en désignant l'une par xf, l'autre par X , oïl
aura

ж/=сов(04.А),г, xt = cos (ô — /г). г.

et l'expression du petit axe sera.

x — xt == z r sin 9 cos и.

Quant au demi-grand axe de l'ellipse, on l'obtient en faisant

x=z.?'+x" dans l'équation (7); et l'on trouve, après toutes les

opérations convenables ,

• ss ífc r sin 9.
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Pour les projections des méridiens, leur équation est

/ 7 tang A чa

л;* H- y* -f- ( tang Л, ж -f--—£—.У )=г ,i J i \^ о ï tang <р -^ /

c'est ce que devient l'équation (б), en y substituant pour A ,

П et D leurs valeurs respectives tang/z> . "° - et D=o (n° 29).

Développant et ordonnant, on a

Le moyen de rapporter cette courbe à ses axes principaux,
est de changer la direction actuelle des coordonnées, à l'aide des
formules connues, {App. de l'A/g, à la Géom., par Lacroix,
u° 124. )

ïcz=mt—-nu, y=.nt-

afin de pouvoir ensuite faire disparaître le terme en tu. On trouve
d'abord

(/тгТ -f- n'u* — 2mntu) (ï -f-fang*/г)"

Ч- («»í14- msíia H- amraíií) (ï +

stang1

Ч • tang" <p / - = Г". (z)

. '4-mV«— 7i*tu —tangp- ч '

Achevant les opérations indiquées, ordonnant et égalant à zéro
le coefficient de tu, sa valeur sera ••

lang <p (m1 — ?za) — (taug1 (p — ï) mn = o.

Soit n = sinj3, m = cos/3j il vient, par la substitution de ces
valeurs dans l'équation précédente,

л sin siS /tang5 (p — A
COS 2 И -- -° - ^

/
( ,Ч tangç

d ou

et D;"- conséquent
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Le grand axe de l'ellipse de projection d'un méridien coïncide
donc avec la trace horizontale de ce méridien.

Le développement de la formule (z) , dégagé du terme en tu
est, après avoir réduit à l'aide de 1ц, relation m* -{- n* =^ \}

a tans" 7z -f-> n*— 1 —mn \t' .0 tang'p r tang<p J f

П + ^ tang" 7z
L. 6

ил

taug <p tang <p

faisant ici í-=o pour avoir l'expression du demir-petit axe u, il
vient.

и = ± —: r' . ••

tang1?); tangip

mais à cause de /3=,— - < p , on a TZ== — .sin<p., тл = соз<р; donc

I ^ I ^ | fy-"LL - üt" - — ̂  — "^" — — - — I — r* f*QC l/— ~ -
Jf é f an t l'inclinaison: du méridien sur le plan a-y..

On déterminerait de la même manière la valeur du demi-
grand axe de l'ellipse de projection, et l'on trouverait qu'elle
est égale à r , comme cela est évident.

Ceux qui possèdent bien les principes de là méthode analy-
tique dont nous venons de faire usage, pourront découvrir eux-
mêmes quelques autres propriétés des projections, et parvenir, par
des transformations heureuses, à des formules que l'on puisse
ensuite employer aisément pour résoudre divers problèmes rela-
tifs à la Géographie.

Plusieurs géomètres célèbres se sont occupés des deux espèces
de projections qui font le sujet de ce livre -, c'est ce que l'on peut
voir clans les Mémoires de l'^Académie de Pétersbourg, tome I ,
première partie; dans ceux de РЛ-cadémie de Berlin, année 17795

le tome V des Mémoires de l'Institut de France..
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C H A P I T R E I I .

'•^Application dô la théorie précédente au tracé des
Mappem ondes.

Tracé de la projection polaire.

3a. E N supposant l'œil à l'un des pôles, . le tableau sera le
plan même clé l 'équateur, les projections des méridiens seront
des droites, et les projections des cercles parallèles à l'équateur,
situés dans l'hémisphère opposé au point de vue, seront des cercles
concentriques.

PROJECTION DES MÉRIDIENS. Soit ЛР le rayon représen-Fig. ia.
tatif de la sphère terrestre, et ABCD un des grands cercles
de cette sphère. Le centre f étant pris pour la projection
de l'axe optique ou du point de vue placé au pôle, la cir-
conférence ABCD sera la projection de l'équateur. Or comme
les plans des méridiens se coupent tous suivant l'axe de la Terre,
qui est perpendiculaire à ABCD, la projection du premier mé-
ridien, le méridien de Paris, par exemple, pourra être repré-
senté par le diamètre AB.

Maintenant, si on divise la demi-circonférence ACE en vingt
parties égales, et que par tous les points de division l'on mène
des diamètres (i)(3o), (2) (4o) , ils seront les projections
«les méridiens correspondans aux longitudes Л(\), A(?y... La
différeûce de longitude de deux méridiens consécutifs sur la carte
sera donc de ю grades-, puisque Гаге АС, qui est le quadrant

est divisé en dix. parties égales..
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PROJECTION DES P A R A L L È L E S . Pour avoir les projections des

parallèles à l'éqiialeur , espacés de 10 grades en ю grades, on
élèvera le diamètre CD 'perpendiculaire à AB , et l'on tirera
les droites £>(i), D(z), £>(3)... qui couperont respectivement
AB aux points d ', d", d'" ____ Puis du point P, comme centre
commun, et avec les rayons P(f, Pd", Pd1" . . . , on décrira des
cercles qui seront les projections cherchées. Ou voit bien que D
est pris pour le point de vue , et que les points d' ' , d" , d" . . . sont
les projections stéréographiques des points correspondais (ï), (2},
(3).,. appartenant aux parallèles des (ю), (20), (5o_)..."m" grades;
car si l'on conçoit que le cercle ABCD tourne autour du dia-
mètre AB jusqu'à ce qu'il fasse un angle droit avec le plan de
la Îigure , le rayon PD sera perpendiculaire a. ce plan, le point С
sera le pôle opposé au point de vue D , et les arcs -^(i), A(z),
,4(5)... seront les latitudes respectives des parallèles à l'équa-
l e u r j par conséquent les traces A, ci, cf.., des rayons visuels
DA , D(i}, о(з). . . seront, sur le plan perspectif, la représenta-
tion des points A, (ï) , (2), elc-

Pour déterminer par la Trigonométrie les rayons Pd' , Pd" t

Pd'" des proje'clions des parallèles, en prenant AP pour unité ,
il faudrait faire usage des formules

'

En général le rayon de projection d.'un parallèle = tang ^distance
au pôle =tang(5o?r — |laL du parallèle), n° 39.

Afin de donner un exemple de cette détermination, nous ob-
serverons que comme les Tables trigonométriques ne «enferment
pas ordinairement les sinus et tangentes naturels, mais bien leurs
logarithmes , il faut employer la formule

log. Pd' =

c'esl-à-dire chercher d'abord le logarithme langente 45«'r, lequel
d'après les nouvelles Tables de Callet ou de Borda, est éçal à
9,9314989-, ensuite voir à quoi ce logarilhme répond dans la Table
des nombres, et l'on trouvera 0,86408. Telle est la valeur de Pd'
en parties du rayon AP pris pour unité. Si l'on a formé une
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échelle de parties égales, et que ab, par exemple, soit égal à
•AP , on prendra sur cette échelle —^ depuis le milieu de la ligne
(8) (9) jusqu'à celui de la ligne xy. Cela est évident.

Voilà comment on construit la projection; polaire d'im hémi-
Sphère entier : il ne s'agit plus maintenant que 'd'y'marquer la
position des lieux, d'aprèa leur latitude et leur longitude con-
nues ; d'exprimer le contour des lacs et des mers, et de tracer
le cours des fleuves, d'après de pareilles données. On reconnaît
sur-le-champ que, dans cette projection , les méridiens et les pa-
rallèles se coupent à angles droits comme sur la sphère.

Tracé de la projection sur un méridien.

33. Dans la projection sur un méridien, le point de vue, fou-
jours placé au centre de l'hémisphère opposé à celui que l'ont
veut représenter, est sur la circonférence de l'équafeur 5 et la
projection de cette ligne est sur une droite perpendiculaire à l'axe-
des pôles de la Terre.

PROJECTION DES MÉRIDIENS. Soit AB la projection de l'équa-г;й. ;
f e n r , P P l'axe de la Terre, et С le centre .de la carte, ou la
projection du point de vue sur le tableau oif méridien A.PBP',
considéré comme le premier, 'si l'on veut. Tons les méridiens
ayant PP' pour commune section-, et leurs projections étant des
cercles (n° 2g) dont les circonférences passent nécessairement рас
P et P', il s'ensuit que leurs centres sont sur la droite AB.

Divisons comme précédemment l'arc AP en dix parties égales;
tirons le diap.iètre ( i ) (ai) , et par ses extrémités menons les droi tes
JP'(i), -F'(2i) qui couperont respectivement AB, prolongé, s'il
est nécessaire, aux points 771 et n'; ces points seront les project ions
ou les perpectives des extrémités du diamètre du méridien de Ja
carie, passant par le point dont la longitude, à l'égard du pre-
mier méridien AP', est de iogr. Si donc du milieu de mn' , comme

centre, et d'un rayon = —-, on décrit l'arc Pm'P', on aura la

Projection du méridien cherché..
la môme construction pour les points de division
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(a), (3) _____ , on aura évidemment les projections des autres mé-
ridiens ; et A cause de la symétrie de la figure , <;e qui sera
construit dans le .demi-cercle PAP' servira pour l'autre demi-
cercle PBP'. Quant au méridien dont le plan .est perpendicu-
laire au tableau APB , il y sera représenté par l'axe PP'. Si
l'on trouvait quelque difficulté pour comprendre la construction
actuelle, il n'y aurait qu'à concevoir, comme -dans le n° précé-
dent, que le cercle APBP' tourne autour de AB pour prendre
une position perpendiculaire au plan de la figure-, alors le rayon
CP' sera lui-même perpendiculaire à celte figure , P' représen-
tera le point de vue, et le cercle APBP' A. l'équateur divisé
en quarante parties égales. Or si par les points de division (ï),
(2),.. l'on imagine les rayons visuels jP'(i), .F ' (2)---> leurs
traces sur le tableau seront m', m" .. ., et elles y représenteront les
projections des points correspondans des méridiens.

On peut employer aussi les formules trigonoméfriques données
plus haut, pour déterminer sur la carte la position du centre et
la grandeur du rayon de projection d'un méridien quelconque }
car d'après le n° 29, on a

— -longit.") et Oz'=

£t enfin
m'»' t -, ..- - = sec. longil. j

ces équations sont d'ailleurs évidentes, à la seule inspection de
la figure. Ainsi pour trouver Cm' , on a

log Cm'= log. tang (5o— 5) = log. tang45fr = 9,93149895

partant, (77 '̂= o,854o8, le rayon de la sphère étant toujours pris
pour unité.

JJne table qui donnerait les valeurs des rayons des parallèles
dp la carte dans la projection polaire , fournirait donc en même
temps, pour la projection dont il s'agit, les distances Cm', Cm", etc.

Le rayon des méridiens, qui' est égal à -j- , a par conséquent
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pour logarilhme

log. sec. longit. =log. sec. ior=;o;oo538oi ;

ainsi le rayon cherché == i,oi25.
Les logarithmes sécantes se trouvent dans'a-es Tabléed^'iBottîá;

mais ils ne sont point insérés dans celles de Callet :1 si. "l'ion se
sert alors décès dernières Tables, il faudra, pour avoir les lo-;
garilhmes sécantes, prendre le complément arithmétique clés co-

sinus, et cela, à cause de —r~j:= s^c -^*

Pour peu que le rajon ЛС soit grand,, ceux des méridiens,
croîtront rapidement, à .mesure qu'ils s'approcheront de l'axe PP
et près de là il serait môme très-incommode de les décrire avec,
un compas, quelque grand qu'il fut, puisque les centres 'des .me-,
ridiens pourront être très-éloignés du centre de la carte. Ce qu'il
y a de mieux à faire dans ce cas, c'est de décrire les arcs Pm'P',
a l'aide de deux règles A'C, C'B' unies en C' par une char-
nière qui leur permet de former un angle quelconque. Vîoici
comment on se sert de cet instrument.

On place un crajon au centre C' du mouvement des deux règles
A'C', OB' (Ce crayon peut, étant bien arrondi, servir d'axe.)y
on fait coïncider le point C" avec.le point m'; après avoir bien
étendu et fixé la carte sur une table unie, on. fixe, aux,,poÍQte.
P, P'deux petites pointes de métal contre "lesquelles an applique
Jes bords des règles Л'С', С'Б', le point C' étant toujours sur
le point m'; puis, sans faire varier l'angle A'C'B', on fait mo.uvpir.
l'instrument ,de manière que les règles s'appuient sans cesse contre
les pointes P, P', Alors le crayon C' décrit l'arc de cercle
Pm'P, ainsi qu'il résulte des principes de Géométrie élémentaire..
On peut aussi décrire cet arc par points, comme nous l'enseigne^
rons dans l'un des numéros suivans.

PROJECTION DES PARALLÈLES. Occupons-nous maintenant de
la projection des parallèles à l'équateur. Ces courbés circulaires
devant passer par les points de division correspondäns (i)(ig),
(2X*8), (3)(i7)..., et leurs centres étant nécessairement'situés
sur le prolongement de l'axe PP, on déterminera, par exemple/
le centre de la projection du parallèle (9)(n) ainsi qu'il suit :

16
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On mènera les droites B(g), ^(u); la première coupera

au point r', la seconde au. point r,. et rr' sera le diamètre du pa-
rallèle : d'ailleurs, puisque les trois points (g), /•', (n) sont sur
le parallèle (gX11), on a tout ce qu'il faut pour le décrire. Ainsi
du milieu' de rr', comme centre, et d'un rayon =0(9), on dé-
crira l'arc (9)/(n) qui sera, sur l'a carte, le parallèle passant
par la latitude de go«r. On effectuera la même construction pour
tous les autres parallèles•, mais lorsque leurs rayons seront trop
grands, l'on emploiera à cet effet l 'instrument décrit ci-dessus.

Il résulte du n° 29, que le rajon or' d'un parallèle est, dans
cette projection, égal à: cot. Iaf.de ее parallèle; que la distance
Со = coséc'. lat., et que СУ = tang ? lat. ; on aura donc, soit par
une opération graphique, soit par lé calcul, la graduation du mé-
ridien dû milieu de la carte et celle de l'équateur.

Tracé de la projection horizontale.

; 34. C.'esf l'horizon rationnel qui sert maintenant de plan de
projection : alors le point de vue est le pôle de cet horizon , et le
méridien qui passe par ce lieu est une ligne droite; celui-ci se
nomme ordinairement méridien principal^

fis. ,4.. ; PROJECTION DES MERIDIENS. Soit ADBE l'horizon d'un lieu,
so'n-cènfre С sera la projection du point de vue ou du pôle de
cet-horizon.1 Soit en outre AB le diamètre qui représente le mé-
ridien du milieu de la carte. Si Fangb PCA est égal à la hau-
fëùr du'pôiev et que DE soit perpendiculaire à AB, la droite
PÈ cou'per'a (-dB en^un point p qui sera la projection du pôle su-
périeur.'"Si l'on tire de'tnême EP' prolongé ' jusques en p'', ce
point sera la projection du' pôle inférieur. Les projections des mé-
fidièris'y qui pdssei'ont toutes par les points/?, p'\ auront en même
temps leurs centres sur la droite SS' perpendiculaire sor le mi-
Ijeu .de.,pp'] (n° 39); et il est remarqwable que CF-=.AT-=. tang.
dj?. laj(hauteur./du. p,ôle.'
. .••.Afin.de se rendre raison de celte construction , l'on, imaginera ,.
cornmVdans les nos précédens, que le cercje ЛПВЕ tournant
autour de AB affecte la position perpendiculaire à celle qu'il
avait primitivement. Dans cet état ,.PP' représentera l'axe, de lau
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Terre , le rayon CE sera perpendiculaire au plan de la figure ,
et le point JE, considéré comme le point de vue, sera projeté
'ei C; de plus, les rayons visuels EP , JSP' rencontreront le
•tableau perspectif en p , p',

Pour achever de déterminer les projections dont il s'agit, il
Suffit d'en trouver un troisième point. Or Je méridien dont le
plan est perpendiculaire au méridien principal AB , coupe l'ho-
rizon suivant la droite DE perpendiculaire à AB\ donc si du
point F t comme centre , et d'un rayon FD , on décrit l'arc DpEj
cet arc sera la projection du méridien passant par la longitude
de ioo?r, comptée depuis le méridien principal AB*

La ligne S& perpendiculaire à AB et passant par F, milieu
de pp'y se nomme ligne des centre-s des méridiens.

Le tracé de la projection de l'équateur ne présente pas plus
de difficultés 5 car si on élève le .diamètre QQ' perpendiculaire-
ment à PP', ce diamètre sera celui de l'équateur, et sa projec-
tion sur la carte sera qq '. Par conséqueot si du milieu/ qq', comme
centre, et d'un rayon =~, ou = cosécante lat. du centre de la

carte, n°29, on décrit l'arc DqE , ce sera la projection de la
moitié de l'équateur,

Voici maintenant le moyen de trouver le centre d^un méridien
quelconque , déduit d'une propriété remarquable de la projection
stéréographique. On sait par ié ri" 39, que si ce' est le centre
d'un des méridiens de la carte , on a pF = 'sec. lat. , et

/ss-**0',— -^; la tangente de l'angle Fpx' sera donc égale à
Fx' ï <•= COt.- i -f p tang.long.

Donc l'angle Fpx' est le complément de la longitude du mé-
ridien que l'on considère, et qui a pour rayon px' \ donc l'angle
formé par la projection de ce méridien et par celle du méridien
principal AB, est égal à l'angle que ces mêmes méridiens font
entre eux sur le globej donc enfin les projections stéréographiques
de deux grands cercles de la sphère font les mêmes angles que les
plaus de ces cercles. De là dérive naturellement cette construe l ioa i
Du point p, comme centre, et d'un rayon arbitraire, d'un rayon
égal à PF f pai. exempie ; од décrira иде circonféreflce que Го»
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divisera en quarante parties égales, à partir de AB, si l'on ne
vent tracei', comme précédemment, que quarante méridiens-, et
par tous les points de division, l'on mènera des rayons dont les
prolongement rencontreront la ligne SS' des centres en dififéïens
points x', x"... qui seront les centres des projections des méri-
diens. Il est visible que puisque la figure est symétrique, il suffira
de tirer les rayons dans le premier quart de cercle. Il arrivera
cependant, dans la pratique, qu'il faudra renoncer à ce procédé,
lorsque le rayon R de ces méridiens deviendra trop grand : dans
ce cas, on déterminera de la manière suivante les points où les
méridiens rencontrent le plan de projection.

Soit <p l'angle m'CB que forme avec la droite AB l'intersec-
tion pfm' du plan du méridien avec celui du tableau j on aura
(art.-44, Géod.)

tang <p = fang, longiti x sin. lat, — fang;? x sin L.

Cette formule se calcule si facilement par les logarithmes, que
nous n'en ferons aucune application numérique5 mais nous allons
montrée comment elle donne lieu à une construction élégante.

D'un point quelconque pris sur AB pu sur son prolongement,
du point F, par exemple, on abaisse une perpendiculaire Fk sur
la ligue PP', faisant, comme l'on sait, un angle PC A égal à
la hauteur du pôle, et l'on porte la longueur Fk de F en A';
puis de ce dernier point, comme centre, et avec im rayon
— Fk' ou avec tout autre rayon pris à volonté, mais un peu grand,
on décrit une circonférence que l'on divise de même en quarante
parties égales (*). Enfin l'on mène des sécantes k'n.k'n"... par
tous les points de divisions, et les extrémités ri', n". . . de ces
sécantes terminées à la droite SS', sont sur les traces mêmes des
plans des méridiens-, tirant donc les droites n'Cp, ifCjj,".. ., les
diamètres /dm', f*,*m" seront les traces cherchées, et l'on aura par
conséquent trois points, tels que ум.', p, m', de chaque méridien
de la carte-, après quoi on décrira ces méridiens par l'un des
procédés expliqués plus haut.

(*) On conçoit que l'on abrège beaucoup les opérations, en choisissant le
rayon d'un cercle déjà diviso.
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Afin de ne laisser dans l'esprit des jeunes lecteurs aucun doute
sur l'exactitude de cette construction , nous allons leur démontrer
que Ja tangente de l'angle rí C F est, en effet, égale à la tangente
de la longitude multipliée par le sinus delà latitude du point C,
et par conséquent que l'équation précédente est satisfaite.

Le triangle CFk rectangle en A- donne, à cause de C.i==tang.lat.

r? r

et comme la tangente de l'angle Fk'n' = —j-, = tang.p, par cons-

truction, il est clair alors que le triangle Fk'n' donne lui-même
KFZ**

FIL = tan g /7 s ini tangL;
donc

F'1' tans, p sin L tanz L=;- ^ *-

les longitudes étant comptées du méridien principal
Ceux qui connaissent les procédés de la Géométrie descriptive ,

reconnaîtront aussitôt que la méthode précédente en dérive: car
il s'agit dans celte circonstance de trouver la trace horizontale
d'un plan, lorsque la trace verticale PP' est donnée, ainsi que
l'angle que ce plan fait avec celui des ocz. (Voyez sur ce point
la Geometrie descriptive de Monge, on le Complém, de Géom.
de Lacroix, )

Dans le cas où l'on n'aurait pas d'espace autour de la carte
pour effectuer la construction précédente , on porterait Fk de F
en A* pour avoir ce que l'on nomme le centre diviseur \J : du
reste, la méthode est absolument la même que ci-dessus.

PROJECTION DES PARALLÈLE*. Il est très-facile de décrire les
parallèles à l'équateur , dans la projection qui nous occupe ; car
leurs plans étant perpendiculaires au méridien principal ЛВ , on
obtiendra les diamètres de leurs projections , comme pour l'équa-
teur lui-même; c'est-à-dire qu'après avoir divisé la circonférence
~4BDE en quarante parties égales, à partir du point P, од
mènera, de deux en deux, des droites ( i~)E> (*')&> et l'inter-
valle vj/, intercepté entre ces drohes et pris sur le méridien ABy

sera le diamètre d'un parallèle, Dans le cas présent, vv' appsgr-
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íient évidemment an parallèle mené par la latitude de 8o?r, puisque
J'arc AP mesure la hauteur du pôle.

Pour les parallèles qui sont très-éloignés du pôle supérieur P,
la construction que nous venons d'indiquer à leur égard ne peut
plus être mise en pratique; parce que le point v est alors trop
loin du centre de la carte. On pourra, pour obvier à cet incon-
vénient , tracer les intersections des plans des parallèles avec le
plan de projection ADBE; intersections qui sont nécessairement
parallèles au diamètre DE, et distantes.de lui de

sin. lat. du parallèle / „ - s* = r 3 r- (n" 3o).cos. baut, du pole N '

'Lorsque la latitude est australe , la valeur de x devient négative 9
ainsi, au lieu de la porter du côté de ЛС} on la portera du côté
de СВ..

. Il suit de là que si, à une distance x de la droite DE, on
lui mène la parallèle de, les poinfs d, e communs à cette pa-
rallèle et à la circonférence ADBE, appartieudroiit au parallèle
cherché-, mais ее parallèle passe en même temps par un point
tel que y' déterminé ainsi qu'il a été dit précédemment ; dojae
on a tout ce qu'il faut pour le décrire.

Enfin, si au lieu de toutes ces constructions, on voulait déter-
miner, par le calcul, le centre et la grandeur du rayon de la pro-
yection d'un parallèle mené par la latitude l} on aurait recours
дих formules

cos h . cos Z

. /l+h\ fl—h\ *
ã sm I ) cos { 1

42/ \ 2 /

rapportées au n° 29.

Il ne faut pas oublier de prendre / négativement pour les la-
litudes australes. Si on voulait trouver la valeur du rayon p ,par
«ne opération graphique , il serait commode d'employer la formule

, (page 53, Géod.)

a lieu pour les latitudes boréale?,
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35. Pour terminer ce que je me suis proposé de dire concer-

nant la projection stéréographique de la sphère, l'œil étant sup-
posé à l'un des points de sa surface, je vais montrer d'abord'
comment on peut tracer la projection de la plus courte distance
entre deux points donnés sur la carte ; ensuite j'enseignerai la ma-
nière de tracer, un méridien et un parallèle par un point donné.

i°. Tracer sur une mappemonde la plus courte distance de'
deux points donnés..

Si l'un des points donnés est le centre de la carte, OHFig . ic r .
aura de suite la projection stéréographique de la plus courte dis-
tance , en joignant le centre et le second point donné. Cela est
de toute évidence ; puisque tout grand cercle qui passe par l'axe'
optique, a pour projection ou perspective une ligne droite. Ainsi
Cg est projection de la plus courte distance de C k g. Reste à
savoir combien cette distance contient de grades : pour cet effet,
ou portera Cg- de С en g', et l'on mènera la droile -Eg"G y le
nombre de grades contenus dans l'arc L>G sera celui qu'il s'agis-
sait de trouver, parce que Cg' est la projection de-l'arc de grand'
cercle DG..

On voit bien que l'échelle des plus courtes distances dît centre*
de la carte à tous les autres points, doit présenter une gra-
duation semblable à celle que l'on effeclue sur l'équateur des
mappemondes construites sur le plan du méridien. Mais voici la1-
question actuelle prise daus toute sa généralité.-

Soit Z le zénit d'un lien , С le centre dé l'horizon ou la pro-ïig- ;-.
jection de z, et ZMB, ZMB' les verticaux respectifs des deux
points M, M'' donnés sur le globe par leurs longitudes et leurs
latitudes. Ces points auront évidemment pour perspectives ou
traces, m, m', en supposant l'œil en E. Or si l'on prolonge les
droites MM', mm', elles se rencontreront en un point quelconque
R , et la droite COR sera, sur l'horizon ou plan de projection
CBB', la trace du plan MCM' du grand cercle à projeter. Donc
les quatre points m, m', О, О' seront sur la projection du grand
cercle qui passe par MM'; donc cette projection , qui est elle-
même цп cercle } géra entièrement déterminée.

Cela.posé., on tracera, sur la.carte la plus courte distance, ainsi:
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rig. iS.qu'il suit. On portera Cm de С en p, et Cm de C eu u.'; on

tirera les droites Е/лп , Е/л'/г ; ensuite sur m?n' on construira le
triangle m'E'm de manière que 77iE'=iu,E, et que m'£'=•;*•'E ;
puis sur les prolongemeus de E'iri et de Em on portera respec-
tivement ц,п de m en /г", et /лгг' de т?/ en я'"-, enfin l'on cher-
chera la commune section R des deux droites ni in, n"n", et
l'on mènera la droite RCO', qui sera la trace cherchée : après
quoi l'on tracera l'arc de cercle nivm par la méthode ordinaire.

1% "7-11 n'est pas douteux que si les droites MM' et nnri étaient pa-
rallèles, la trace dont il s'agit serait aussi parallèle à mm.

On trouvera le nombre de grades contenus dans la plus courte
distance inivm, en considérant la droite п"11г"= MM' (fig. 17 et 18)
comme corde de la circonférence ЛОВ. Le nombre de grades
trouvé se convertira ensuite en mjriamèfres, à raison de dix
niyriamètres par grade.

Il résulte de ce qui précède, que toutes les fois que deux points
donnés sur une mappemonde et son centre ne sont pas en ligne
droite, on peut décrire la projection stéréographique d'un grand
cercle de la sphère; si ces deux points sont les perspectives de
leurs correspondans sur la circonférence de ce cercle. La. Trieo-
nométrie fournit aussi une solution de ce problème ; car puisque

Fig.,-.dans Je triangle sphérique Z MM' on connaît Jes deux côtés ZM,
ZM' et l'angle compris Z ou mCm', la question est réduite à
trouver le côté MM' au mojen de ces données. Mais voici une
méthode tirée des principes mêmes de la Géométrie descriptive.

rig. 19. Des points 72, ri déterminés par la méthode précédente, abais-
sez sur AB les perpendiculaires ni, n'k; prolongez Cm de
7пу"=/&t; prolongez de même Cm' de m'z*=ufk. Les points y"
et z" seront les projections orthographiques horizontales des points
donnés m, ?rí.

Mainlenant menez z'DM panullèle à AB . et des points y", zr

abaissez sur z'DM les perpendiculaires у"Г, z Z; puis faites
y'Y-=.nl etz'Z = ra'/cj les points Y, Z seront les projections
orthographiques verticales des mêmes points mm!. Enfin menez

îa droite ZTM; menez en outre MR parallèle à DE, jusqu'à la
rencontre de la droite z"y", et le point R sera sur la trace du
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plan du méridien dont on cherche la projection. Donc O'CO sera
celte trace elle-même. Tel est le procédé employé en Géométrie
descriptive, pour mener un plan par trois points dont on a les
projections orthographiques. (Voyez la Géométrie descriptive de
Monge, ou celle de Lacroix.)

On remarquera que l'on vient de passer de la projection slé-
réographique d'un point à sa projection orthographique. On a
souvent besoin d'obtenir ainsi l'une par l'autre, pour résoudre des
problèmes de l'espèce de ceux dont nous nous occupons en ce
•moment.

2*. Par un point donné sur la carte, comme projection $té-
Téographique d'un point du globe, mener un méridien et un-
parallèle.

Le point donné m, le centre delà carte C, et la projection p rig. ig.
du pôle, sont trois points qui déterminent la position du méri-
dien dont on cherche la projection : voici le moj^en de détermi-
ner sa trace horizontale.

Après avoir obtenu la ligne des centres SSf, • on élèvera une
perpendiculaire sur le milieu de la corde pin, et cette perpen-
diculaire rencontrera la ligne SS' en un point S'; alors de ce
point, comme centre, et d'un rajon égal à S'p on décrira l'arc
pm, lequel sera la projection du méridien demandée.

Tous les parallèles de la carie ayant leurs cenlres sur la droite F;s-ao»
DE, et celui que l'on considère devant passer par le point m >
il est clair que si l'on pouvait trouver un autre point par lequel
il dût passer encore , le problème serait résolu. Pour cet effet,
cherchons le point où ce parallèle coupe le méridien principal.

On conçoit aisément qne si l'on avait en grades la distance du
point donné au pôle, et que le méridien p r inc ipa l DE fiit era-
dué comme nous l'avons enseigné, le point pris sur ce méridien
et dont la distance angulaire au pôlt serait la même, appartien-
drait au parallèle cherché : or , pour déterminer cette distance
angulaire, on cherchera par l'une des méthodes précédentes, la
corde de l'arc du méridien qui , sur le globe, joint le pô]e et
le point dont il s'agit. Cette corde étant trouvée, on la portera
sur la circonférence ADB, supposée divisée, et l'on connaîtra
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alors le nombre de grades de l'arc qu'elle soutend. Le resfe de la
construction s'effectue sans difficulté.

Ce problème se résout plus élégamment par la Géométrie des-
criptive : il consiste alors à trouver la trace verticale du plan du
parallèle sur celui du méridien principal, connaissant et l'angle
que ce parallèle fait avec le plan horizontal de projection, et les
projections orthographiques du point par lequel il doit passer.

Supposons toujours, pour exemple, que le point m soit sur le
parallèle en question : on cherchera, comme ci-devant, sa projec-
tion orthographique y". De ce dernier point l'on abaissera sur DE
la perpendiculaire y'n', et l'on prendra n'ï •=• ni. Par le point /',
projection verticale orthographique de m, on tirera la droite
(iX(i') parallèle au diamètre QQ' de l'équateur, et menant en-
suite la ligne projetante ^(i), Je point v sera en même temps
sur le parallèle cherché et sur le méridien principal de la carte :
élevant donc une perpendiculaire sur la corde vm, son intersec-
tion avec DE sera le centre du parallèle à décrire.

Dans cette construction l'on prend le demi-cercle DBE pour
]e plan vertical de projection, que l'on conçoit ensuite rabattu sur
]e plan horizontal -, ce qui ne change rien ni à la grandeur, ni
à' la position respective des lignes que ce plan vertical contient,

Tracé de la projection orthographique.

36. J'insisterai peu sur ce qui a rapport à la projection ortho-
graphique des cercles de la sphère, par la raison que j'ai donnée
au n° 3i. D'ailleurs ceux qui entendent bien la Géométrie des
plans et des surfaces courbes, n'éprouveront aucun embarras
pour résoudre toutes les questions qu'ils pourraient se proposer à
ce sujet : voici la plus générale.

PROJECTION SUR L'HOBIZON.

ТПАСЕ DES MÉRIDIENS. Dans la projection actuelle, les mé-
«ïieus sont des ellipses dont les grands axes coïncident avec les
traces mêmes des plans de ces méridiens. Ces traces se détermi-
nant par la méthode exposée au n" 34, je donnerai seulement
le moyen d'obtenir les petits axes.
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Soit, comme précédemment, l'angle DCP égal à la hauteur d u

pôle-, soient en outre ?п"/л? la trace d'un méridien , et DE la pro^
jection du méridien principal. Pour avoir la projection orthogra-
phique du pôle P élevé, on abaissera sur CD Ja perpendiculaire
Pp t et le point p sera cette projection.

Maintenant, pour avoir l'angle que le plan du méridien fjfpm".
fait avec celui du tableau ou avec le plan horizontal, on abaissera du
point p la droite pR perpendiculaire sur /*"т*', on fera pR'z=pR
et l'on mènera la droite R'P qui formera alors avec DE l'angle
cherché. En effet, d'une part pC = cos h, Pp=sin 7i; de l'autre,
à cause du triangle rectangle RpC dans lequel l'angle
ou trouve aisément que

pR = sin <p COS/г}

mais le triangle PpK reclangle en p donne

í -n-nr sin u tans htang PRp=z-. - r= • .
° r sin <p cos я sin ç

et comme d'ailleurs

il s'ensuit que

_

expression qui, d'après le n* 3i , exprime le cosinus de l'angle Pf,
que le méridien fait avec l'horizon.

Il suit de là, que si l'on mène Cn parallèle à RP, et du point n
la droite nt parallèle à.Pp; que du point Cet d'un rayon =Ct
on décrive un arc trí terminé à la rencontre de Cn' mené perpen-
diculairement à la trace ou au grand axe ̂ "m", la ligne Cn' sera la
projection orthographique du rayon Cn, ou, ce qui est de même,
le demi-petit axe demandé. La question est donc réduite à décrire
une ellipse dont les axes sont donnés. Je n'indiquerai à cet effet
Чч'ип seul procédé, pour ceux qui n'auraient que de faibles
notions des lignes du second degré •, le voici :

l'extrémité n' du demi-petit axe; et avec un rayon égal au
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demi-grand axe Cm", on décrira deux petits arcs qui couperont
fjJ't/i" aux p in ts f, f, lesquels seront les foyers de l'ellipse. Ensuite
du point/', comme centre , et avec un rajon arbitraire, mais plus
grand que fin" et plus peti t que ./AI", on décrira deux arcs, l'un
a droite, l 'autre à gauche de DE ; enfin, du second foyer f et
avec un rayon égal à l'excès du grand axe ///«", sur le premier
rayon choisi à volonté, on décrira des arcs dont les intersections
avec les précédons seront deux points de l'ellipse à décrire. En.
répétant cette opération, l'on obtiendra autant de points que l'on
voudra de celte courbe, et on la tracera ensuite librement à la
main, ou mieux encore avec une règle élastique, à laquelle on
donnera la courbure convenable par le moyen des vis qui y sont
adaptées.

TRACÉ DES PARALLÈLES. Supposons que l'on veuille tracer
la projection du parallèle dont la distance au pôle élevé est me-
surée par l'arc Pb on Pa. Des points a, b on abaissera sur le
méridien principal DE les perpendiculaires aa', bb', et la ligne
a'b' sera le pet i t axe de projection du parallèle à décrire. Comme
le grand axe de cette projection est le diamètre même du paral-
lèle, lequel est égal à nb •=. zaO, il est clair alors qu'après avoir,
déterminé la projection O' de son centre, il fatidra prendre sur
OU', et de pari et d 'autre de DE, deux distances O'H, O'H',
égales chacune au rayon aO du parallèle; ainsi HH' sera le grand
axe de la projection à tracer. En vertu des calculs et de la nota-
tion du n° 3i, le petit axe de cette projection = 2rsin 9 sin /z,
et le grand axe =2/-sin 9-, ces valeurs s'obtiennent d'ailleurs im-
médiatement par la Trigonométrie rectiligne et par cette consi-
dérat ion, que la corde ab a pour projection, sur la droite DE,
sa longueur même multipliée par le cosinus de l'angle qu'elle fait
avec cette droite.

Maintenant que les deux axes sont déterminés, il ne reste plus
de di f f icu l té pour tracer le parallèle. J'observerai cependant qu'au
lieu de procéder comme ci-dessus pour décrire l'ellipse Ha'H'b't
on peut la déterminer par points, de l à manière suivante. On di-
visera en parlies égales et en nombre pair la corde ab, on cher-
chera sur D£les projections de tous les points de division, comme
од Га fait pour les pointe a, b, etc., et après avoir mené par
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ces mêmes points des ordonnées dans le demi-cercle axb, on por-
tera sur les ordonnées correspondantes de l'ellipse à tracer, les
longueurs des premières; on aura par ce moyen des points de
cette ellipse ou de la projection que l'on avait en vue de trouver.

Зу. En comparant entre elles les projections stéréographique et
orthographique des cercles de la sphère, on s'appercoit d'abord
que dans la première les espaces comprenant le même nombre
de grades, s'accroissent du centre à la circonférence, tandis que
le contraire a lieu dans la projection orthographique. Ces deux
défauts opposés peuvent être évités en grande partie , en plaçant,
comme Га proposé Labire, le point de vue hors de la sphère et
à une distance égale au sinus de 5osr. Car par ce moyen l'obli-
quité des rajons visuels, qui tend à agrandir les espaces, de-
vient moindre, et est à-peu-près compensée par celle des surfaces
projetées, qui tend à les diminuer. Malgré les avantages que cette
projection a sur celle de Ptolémée, il ne paraît pas. qu'elle ait
été adoptée par aucun géographe, sans doute parce que les mé-
ridiens et les parallèles y étant représentés par des ellipses, sont
en. général moins commodes à tracer que des arcs de cercle-, mais,
comme l'observe avec raison M. Lacroix (Introduct. à la Géograp»
de Pinkerton, page cxj ), « Le dessin de la projection est tou-
» jours pour un géographe instruit la moindre des difficultés que
y présente l'exécution d'une carte. » Ceux qui voudront adopter
la projection de Lahire , pourront déduire de l'équation (M\ et
par une analyse semblable à celle du n° SQ, toutes les formules
qui conviennent à cette projection. Quant aux procédés graphiques,
ils dérivent essentiellement des lois de la perspective et sont ana-
logues à ceux qui sont l'objet des numéros précédons. Il en est de
même relativement à la projection centrale (*).

(*) On a exécuté, cette année, au Dépôt des fortifications, une mappe-
monde dont la projection n'est aucunement assujétie aux principes de pers-
pective. M. Bayart, capitaine du génie, auquel est due cette nouvelle carte, a
trouvé plus avantageux de diviser les deux axes et la circonférence en un même
^°nibre de parties égales; parce que les grades, dans le sens de ces lignes, sont
égaux 3ur la carte comme sur le globe.
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C H A P I T R E III.

Projections par développement 9 des caries particulières.

Du développement conique,

38. JL A projection de Ptolémée a rarement servi de base à la
construction des cartes particulières; parce que les rayons des
méridiens et des parallèles auraient une longueur trop considé-
rable, pour qu'il fût aisé de faire usage de cette projection, et
que d'ailleurs les distances et les espaces n'y éprouveraient pas
une altération moindre que dans d'autres projections dont le tracé
est plus facile à exécuter. C'est par cette raison que les géographes
préfèrent dans ce cas les projections par développement. Celles-ci
sont de deux espèces, Jes unes se nomment de'veloppemens coniques,
et les autres s'appellent développemens cylindriques. Nous par-
lerons d'abord de la première espèce, et nous ferons part des chan-
gemens importans qu'on y a faits pour la rendre même applicable
aux cartes semi-topographiques.

Pour représenter sur un plan une zone sphérique d'une très-
petite largeur, on peut la considérer comme se confondant sen-
siblement avec la surface d'un cône tronqué. Alors dans le dé-
veloppement de cette surface, les parallèles deviennent des cercles
décrits du sommet du cône pris pour centre, et les méridiens
sont des droites passant toutes par ce point. Ici se présente une
question assez facile à résoudre. Le cône doit-il être tangent à
la zone que l'on considère, ou lui être inscrit, ou enfin lui être
en partie inscrit et circonscrit? et dans l'un de ces cas, quels
sont les espaces qui éprouvent de l'extension ou de la contraction?
,0 'abord lorsque les parallèles qui bordent la zone sont fort
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près l'un de l'autre, on peut prendre le cône tangent au parallèle f
moyen de cette zone , et alors le développement de ce parallèle a
évidemment pour rayon la cotangente MO de sa latitude EM,
et pour amplitude l'arc qui est égal à la circonférence dont MR
est le rajon. Il suit en outre de là que les parallèles de la carte,
tant supérieurs qu'inférieurs au parallèle moyeu, excèdent ceux
du globe dont ils sont les projections.

Afin de mieux fixer les idées à cet égard , soit CP le rayon
de la sphère, Mie Heu situé à la latitude EM, et OMla co-
tangeute de cette latitude. Du point 0, comme centre, et avec le
rayon OM, on décrira un arc indéfini NN', et prenant OG pour
le méridien du milieu de la carte , on fera l'angle NOM égal à
la moitié du nombre de grades contenus dans le parallèle moyen.
Par exemple, si ce parallèle comprend 25gr sur le globe, et que
la différence de latitude des parallèles extrêmes soit de 3o?r, le
parallèle moyen en aura sur la carte un nombre exprimé par

-Ulf'

Telle est l'amplitude de cet arc. En effet , les nombres de grades
contenus dans deux arcs de même longueur, sont entre eux réci-
proquement comme leurs rayons. Ainsi' l"angl'e -MC?j?V";= 77=^. - — - 1

et il est évident que les projections des méridiens feront entre
eux des angles moindres que sur le globe,, puisque MO est toujours
plus grand que MR.

Le parallèle moyen étant décrit, on prendra sur l'axe OG de
la carte deux parties Ma, Mb, égales chacune à la moitié de
la différence de latitude des parallèles extrêmes, c'est-à-dire égales
à la longueur de i5?r, prise sur l'échelle de cette carte. Ces pa-
rallèles seront représentés par les arcs DD', ЕЕ'. Si l'on veut-que
les méridiens et les parallèles soient décrits de 5 en 5e', on par-
tagera NN' en cinq parties égales , et ab en six parties. La plu-
part des cartes particulières des Empires sont construites d'après
cetle méthode. Je donnerai bientôt plus de détails à ce sujet,
en parlant de la projection de Flamstéed.

En supposant toujours que l'arc ab soit petit, il n'y aurait pas
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d'inconvénient à prendre sa corde pour le côlé du cône fronqué

Fig.a3. à développer. Daus ce cas , les rayons des projections des parallèles
extrêmes seraient respectivement ЛО et ВО, et la carte aurait une
exactitude rigoureuse sur ces parallèles-, mais ceux qui seraient
intermédiaires pécheraient un peu par défaut. Voici le moyen de
déterminer la droite AO. p

f , , ~ f /JÍPf i'+lat.A /Bb il—L angle О ayant pour mesure ( -- = — - ) — ( — -*-=й ^r ^ 2 a J \ a

— — -- , et le triangle rectangle AOm , donnant
/

ï • ЛО - sin cos 1аЬ4 on a АО—ï . AU .. sin ^ - j. cos.iar.rf, on a ^ro_ -j-

On pourrait aussi , comme l'a proposé le géomètre anglais
Murdoch , substituer au cône tangent un cône en partie inscrit et
tel que son aire comprise dans la carte fût équivalente à celle de la
zone sphérique qu'elle représente.

Quelques géographes, et entre autres l'astronome Delisle , prirent
pour surface conique représentative d'une zone , celle qui la
coupait suivant deux parallèles placés chacun à égale distance
du parallèle moyen, et de l'un des deux parallèles extrêmes. Il
résultait de là que les dimensions des parallèles communs à la
carte et au globe, n'étaient point altérés, et que l'étendue totale
de la carte différait peu de celle de la région terrestre corres-
pondante', parce que la dilatation-odes parties méridionales et
septentrionales se trouvait à-peu-près compensée par le rétrécis-
sement de la partie du milieu. Sur la carte générale de l'Empire
.de Russie, construite de cette manière par Delisle, et embrassant
une latitude de 3o degrés , le parallèle moyen répondait à 55* ,
et les parallèles communs avec la sphère passaient par les latitudes^

de 47°.3o'et62«.3o'. En vertu de la formule °Л^&™^+1

trouvée ci-dessus , le rayon de la projection, du plus grand de ces
deux parallèles était

cos(47°-5o'): — /r-„. — .
sm (5 5°) '

celui de la sphère étant pris pour unité.

Mais si au lieu de la corde AB, on eût employé l'arc qu'elle
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soutend, afin que les degrés de latitude sur la carie eussent été
égaux à ceux du méridien de la terre supposée sphérique , on au-
rait eu d'abord, à cause des triangles semblables ABx, AOrn»

Am

puis, pour satisfaire à la condition énoncée;

arc ABy^Am
~Ax ' соз.ЬЫ — cos. lato

__ arc AB X cos. lat A
— a sin i ( latA -f- latfí) sin £ ( latff —

et
i arc AB— are (i 5a)

=tangi50—5tang3i50+gtang5i59--.. .(Ge'om. deLegendre, page 355.)

Le savant Euler, qui , de son côté , s'est occupé avec succès de la
recherche des propriétés des projections de la sphère et de celles du
développement conique précédent, s'imposa pour condition , qu'ans
extrémités méridionales et septentrionales de cette dernière projec-
tion, les erreurs soient égales, chacune à la plus grande de celles
qui ont lieu vers le parallèle moyen de la carte. Il trouva, en consé-
quence, que le centre commun des parallèles doit être extérieur à
la sphère et distant du pôle de 5° de latitude ; que l'angle de deux
méridiens formant sur la terre un angle de4°, est réduit sur la carte
à 48'-44'í et enfin que la différence entre l'arc de grand cercla
qui mesure sur le globe la plus courte distance de deux pointa ,'
et la ligne droite qu'on lui substitue sur la carte, est telle,
qu'un arc de 90" a sur la carte une longueur de оо'ло) quan-»
tité exacte à moins d'un centième près.

De la projection de Flamstêed.

3g. Dans Y Atlas céleste de Flamstêed , le méridien du milieu
de la carte et les parallèles sont représentés par des lignes droites.
Ces parallèles, perpendiculaires au méridien dont il s'agit, sont
espacés comme sur le globe, et leurs degrés décroissent aussi
proportionnellement au cosinus de la latitude. Mais cette sortg

18
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de projection, dont Ja figure з4 offre le modèle, quoique n'al-
térant point les distances mesurées dans le sens des parallèles ,
et jouissant de la propriété de représenter, par des quadrilatères
équivalens, chaque quadrilatère correspondant formé sur la surface
du globe par deux méridiens et deux parallèles quelconques, a le dé-
faut d'altérer considérablement la configuration des parties situées
vers les limites de la carte, par l'obliquité qu'y prennent les
méridiens à l'égard des parallèles. Alors, pour obvier le plus
qu'il est possible à cet inconvénient, on assujétit d'abord le pa-
rallèle raojen de la carte à être coupé perpendiculairement par
tousles méridiens; et pour cela, il suffit os substituer un arc
de cercle à la droite qui représente ce parallèle , et de prendre
pour son rayon la cotangente de sa latitude (*) ; ensuite on rend
tous les autres parallèles concentriques à celui-là. Cette modifi-
cation faite à la projection de Flamstéed établit, comme l'on
Voit, beaucoup d'analogie entre ce.tte projection et le développe-
ment conique.

Proposons-nous pour application , de développer un demi-fuseau
spnérique dont l'angle est de io.o*r. Ce développement sera la
projection d'un triangle tri^rectangle, ou de la huitième partie
de la surface de la sphère.

Fig. з5. Soit £fei Je rajon représentatif de la sphère proposée, et aO
perpendiculaire et égal à Ça. Si du point a on abaisse sur Co
la perpendiculaire aè, elle sera le rayon du parallèle à la lati-
tude de 5of% en prenant P pour le pèle, et О pour un point
de l'équateur.

Cela posé , on pourra considérer aO comme le côté d'un cône
tangent à la sphère, et alors la surface près du cercle de contact
coïncidera sensiblement avec la surface sphérique. Or, comme
d'une part il s'agit de développer seulement ie quart de la cir-

(*) Lorsque l'on veut avoir égard à l'aplatissement de la Terre, on fait ce

rayon = — - --- т > parce que dans l'ellipse ( fig. 27 Géod. ) on a
( ï— easins£)a

Al
= cot L = -J^T) -At , qui est le rayon dont il s agit, représentant la

tangente au pointé, tenuinte au petit axe MP-
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conférence dont ae est Je rayon, ou, ce qui est de même . le

quart de la surface courbe du cône droit qui a Oa pour côté ;
que, d'une autre part, ae est le sinus de 5o?r, lorsque le rayon
aCest pris pour celui des Tables-, on aura log. sin 5o?r=9,849485o

et sin5o*r = 0,70711. Ensuite ^ cire ae= 1,1101627; enfin, puis-
que l'arc aMb décrit d'un rayon aO s= ï doit avoir pour lon-
gueur 1,1101637, on trouvera le nombre de grades de cet arc
par cette proportion

3,i4 : zoo*' :: 1,1101627 :x= 70^71.

Telle est la valeur de l'angle aOk, ou l'amplitude de l'arc ab.
Maintenant, si l'on veut avoir les grades de longitude de 5

en 5, on divisera l'arc ab en vingt parties égales, et le milieu M
de cet arc sera sur l'axe OM de la carte. Mais comme il n'est
pas possible de déterminer la position des autres parallèles, ainsi
que la longueur de leurs grades respectifs, sans avoir une échelle-
de parties égales, construite d'après le nombre de mètres conte-
nus dans le rayon moyen aC de la Terre , rayon qui , comme
l'on sait, =^6366ig8in, il est nécessaire de procéder préalablement
à la construction de cette échelle.

Pour cet effet, on portera sur une ligne indéfinie mC? (fig. 37)
636'и",т%1 de ^ en "*» et 1'°" prena<ra a'C' égal au rayon aC
(fig. aS)', puis, par tousles points de division de la ligne mC', on
mènera parallèlement à a'm les droites xx', yf..., la ligne
a'C' étant par ce moyen divisée en parties proportionnelles à mC^
on formera sur ce module l'échelle de la figure 26.

L'échelle de la carte étant ainsi construite, on y prendra une
longueur de бо/""'" ou myriamètres pour la valeur des grades du
méridien , pris de 5 en 5, et l'on portera cette longueur sur l'axe
de la carte, dix fois au-dessus et dix fois au-dessous du parallèle
moyen ab (fig. 26). Ensuite, du point 0, comme centre, on
décrira des arcs indéfinis, passant par tous les points de division
de l'axe OM; alors on aura les parallèles de 5 en 5 grades. Enfin,
sur chaque parallèle on prendra des distances égales chacune à cinq
fois la valeur du grade de longitude donné par la Table III.
Ainsi, sur ie parallèle de 55sr, la longueur du grade de longitude
í= 6т.ип,49 j parconséquent il faudra, à partir de l'axe de la,
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carie et de part et d ' auf re de cet axe, porfer dix fois l'intervalle
6,4g x 5 = 32ra>r""",45 pris sur l'échelle. Lorsque tous les points
par où doivent passer les méridiens auront été déterminés de cette
manière, on tracera les méridiens comme il a déjà été dit, et
comme on le voit d'ailleurs par la figure (*).

II est à remarquer que l'amplitude de l'arc d'un parallèle quel-
conque, déterminée par celle mélhode, sera un peu plus grande
qu'elle ne devrait être, puisque l'on donne à la corde d'un arc
de 5fr la longueur même de cet arc-, mais l'erreur qui résulte de
cette construction est d'autant moindre que la courbure des
parallèles est plus petite. D'ailleurs on pourrait, comme pour le
parallèle moyeu, déterminer l'amplitude de tout autre parallèle,
par l'angle que forment les deux rajons menés aux extrémités de
ce parallèle.

Au lieu de se donfaer arbitrairement, comme ci-dessus, le
rajon de la sphère, on en fixe le plus souvent la longueur, à
l'aide d'une échelle conslruite d'avance et dont les parties sont
dans un rapport déterminé avec le mètre. Par exemple, suivant
le Tableau V des échelles métriques adoptées par le Dépôt
général de la Guerre , l'échelle pour le dessin et la gravure de

la carte de chacune des quatre parties du monde, est de —î—.l цосороо
c'est-à-dire que 2000000 mètres pris sur le terrain seront repré-
sentés sur la carte par une longueur réelle de ï mètre. D'après
cela, le rajon de la Terre , qui est de 6366ig8m, sera seule-

T 6"', 366iu8 ' ' „ • о ...
meut, sur la carte, de —2-=3m,i8. Ainsi, pouv que l'é-

chelle de cette carte soit divisée de ю en-io rayriamètres ou
de looooo en 100000 mètres, il faut que ю myriamètres aient pour
longueur 5 centimètres. Dans ce cas, la figure 27 et l'observation
qui y est relative deviennent inutiles.

Une difficulté se présente dans cette circonstance, comme au
n° 53, c'est de décrire des arcs avec des rajons qui excèdent

(*) Cette figure est construite à l'échelle de 70ao
l
ao-^ '• elle est donc, en raison

des longueurs, trente-cinq fois plus petite que la figure réelle, qui doit être
à l'échelle de a9,ù»75, comme on le verra plus bas.
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clé beaucoup les dimensions de la carte et les ouvertures des plus
grands compas, armés même de leurs pointes de rallonge , ou
bien la longueur du compas à" verge; mais quand ce moyeu
ne peut plus être mis en usage , on , construit les arcs par
points. Voici alors un des procédés que l'on peut suivre : ceux
à qui la Géométrie est familière pourront en imaginer d'autres.

On calcule, comme on l'a dit précédemment, l'angle aOb
(fig. 26)5 ensuite le triangle rectangle aOp< donne

ï : r :: cos.aOp : Op==rcos.aOp.
et ï : г :: sin . аОр :. ар == r sin. aOp.

lua distance Op, que nous désignerons par d, étant trouvée, il
sera facile de déterminer autant de points que l'on voudra de
l'arc aMb , en les rapportant a. sa corde ab; car l'équation du
cercle, en comptant les coordonnées du centre О , étant

=7-а, d'où, x = \/r* — y*,

x et y désignant respectivement les coordonnées Op' } p'n' , on.
aura pp', ou

nn' =ix' — d=^ V/O-f-yX'-— J>O — d.
Donc si, pour plus de facilité, on divisé la corde ab en un
nombre pair de parties égales , la formule précédente donnera
les distances hrí correspondantes au* points de division de cette
corde-, et la cotirbe qui passera par tous les .points obtenus de
Cette manière , sera Je parallèle demandé.

On peut avoir en outre à tracer plusieurs droites concourant
toutes en un même point situé hors de la carte. Voici pour lors
le moyen de se passer de ce point. Soient les droites a£ et
concourant au point o, et supposons qu'il s'agisse de mener par
]e point e une troisième droite ef, de manière 'que son prolon-
gement passe aussi par le point o. Pour cet efívt , l'on joindra
les points a, e; on mènera les droites ac , bd parallèles entre
e^és, et Ton tirera la droite indéf in ie 6/' parallèlement à ae j
abrs les triangles semblables aco , bdo fourniront la proportion

ас : bd ;: ao : bo*
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Les triangles semblables aeo, bfo donneront de 'même

ae : bf :: ao : bo^

et à cause du rapport commun, on aura

ac : bd :: ae : bf,

c'est-à-dire que pour connaître bf il faudra chercher une qua-
trième proportionnelle aux lignes act bd, ae.

Ce procédé est surtout utile lorsque, dans le développement
conique (n° 58), les méridiens se rencontrent fort loin du centre
de la carte. Le même problème peut être résolu avec la règle
seulement, et cela', de plusieurs manières. Voyez sur ce sujet
le Numéro 8 de la Correspondance sur l'Ecole Polytechnique.

4o. La méthode de projection que je viens d'exposer s'applique
aussi avec avantage à la construction des cartes chorographiques.
Si l'on voulait, par exemple, former la carte de France ou celle
d'Italie, en faisant usage de la projection actuelle, on pourrait
prendre pour parallèle mojen celui qui partage à-peu-près en deux
parties égales la hauteur de cette carte, tel que le parallèle
du So""" grade. Alors le rayon du développement de ce parallèle
étant en général représenté par Ja cotangente de sa latitude, se-
rait égal au rayon de la sphère. Or, puisque l'échelle de cette
projection doit, suivant le Tableau des échelles métriques, être

égal à , c'est-à-dire au double de celle qui est adoptéeD loooooo r

pour les cartes géographiques, on pourrait, pour former le ca-
nevas de la carte des deux Empires, profiter du développement
que l'on aurait effectué de l'une des quatre parties du monde ,
ou réciproquement.

Le Dépôt général de la Guerre a adopté exclusivement cette
projection pour le tracé des cartes chorographiques qui repré-
sentent l'ensemble des feuilles de détail. La courbure des paral-
lèles et des méridiens y est réglée d'après celle que prend le 5о""" ра-
ralïële, dont le centre est situé sur le méridien rectiligne de Paris,
pris pour axe principal-, parce que c'est non-seulement à la lati-
tude de ce moyen parallèle que le grade vaut looooo171", mais
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c'est encore à cause -de la facilité d'assembler avec justesse les cartes
construites sur la même échelle, d'après la même projection, et
qui out à leurs bords des points communs. Cependant il me semble
Ч u il serait plus avantageux d'abandonner ce parti pour les cartes
chorégraphiques fort éloignées des deux axes principaux dont it
est question , et que l'on est obligé de consulter séparément ;
afin d'en revenir à prendre pour rayon du parallèle moyen de
la partie de zone à figurer, la cotangente de la lalitude de ce
parallèle, et pour méridien principal, celui qui divise aussi la carte
en deux parties égales; car autrement c'çst retomber dans des dé-
fauts qu'il importe d'éviter quand од ne veut pas nuire à l'exacti-
tude des configurations.

Jusqu'à présent je n'ai pas eu égard à l'aplatissement de la Terre;
cependant cette omission peut, dans les cartes particulières, et
surtout dans les cartes semi-topographiques occasionner des erreurs
sensibles ; ainsi , pour atteindre tout le degré de précision pos-
sible et suivre une méthode uniforme dans .Je tracé de ces cartes,
ou doit considérer la Terre comme un spheroj'dß de révolution.
Voici donc la solution rigoureuse d'un problème relatif à la
projection de Flamstéed.

Etant données la lalitude et la longitude d'un point, trouver
sur 1л carte assiíjétie aj*. Ja^j^Joppcrfi^nt 'de Flamstéed , les
coordonnées rectangles de ce point.

Soit AC le premier méridien, ЛК le moyen parallèle, M le
point dont on demande les distances aux axes rectangles € X, CF.
Soit en outre BM le parallèle de ce point, С son centre, Л la
latitude du point A situé sur le moyen parallèle, ц l'arc AB rec-
tifié, et L la latitude du point B.

En vertu de ce qui précède, le rayon СЛ?=р de la projection
du parallèle moyen sera exactement

« cot л
p= -- 1>

(i — e2 sina л) я

et celui CB—R de la projection d'un parallèle quelconque MB,
aura pour expression

г - / A , o u
(ï— e'sinV)"
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le rayon de l'équateur étant désigné par a, et l'arc /t* du méri-
dien étant exprimé en même mesure que ce rajon.

Si l'on dénote par p la longitude du point du sphéroïde dont
M est la représentation sur la carte , et par ф l'angle que les
deux rayons CM, ÇA font entre eux j on aura d'abord la lon-
gueur de Гаге МБ par la formule

arc ou „—

it étant la demi-circonférence d'un cercle qui a l'unité pour rayon;
En effet, sur le globe considéré comme un ellipsoïde de révo-
lution, le гауод d'un parallèle passant par la latitude L est

~°OS T» (art' I26, Géod.)
(l— e'ein'Z,)»

et les arcs d'un même rayon sont entre eux comme les nombres
de grades qu'ils contiennent.

D'un autre côté, les amplitudes de deux arcs de même lon-
gueur étant entre elles réciproquement comme les rayons de ces
arcs , il s'ensuit que

(ï — е"8ша£)»
d'où

ap cos L
<P= - - - : — -.

Pour une différence de longitude p' autre que p, on a de même;
en désignant par <p', R', x', y et L' ce que deviennent respec-
tivement <p, R, x, y et L,

_, ap' cos L'
<P = - - - T-

A'.(!

Dans cette hypothèse,
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Ainsi Ton pourra, à l'aide de: ces formules, calculer les coor-
données rectangles de tant de points que l'on voudra, par exemple,
celles des sommets des angles des quadrilatères curvilignes formés
par les méridiens et les parallèles de la carte. Afin de facilitée
les constructions, il sera, très-souvent nécessaire de rapporter ces
points à d'autres axes parallèles aux primitifs CX , CJT; ce
qui, au surplus, ne présente aucune difficulté.

Si ц était exprimé en grades, et qu'on voulût le rectifier, on
emploierait pour cela la formule (0) du n° 76, Géod.; si, a\i
-contraire , jt*. était donné en mètres,,: on .aurait l'amplitude de cçt
arc par la formule (ï') du n° 6 de ce Traité.

Dans les cartes gravées ou construites à l'échelle de — î— on
5oorooo '

se contente de tracer les méridiens et les parallèles de ï déci-
grade en ï décigrade; et comme la courbure des côtés des qua-
drilatères y est presque insensible, on considère ces côtés comme
des ligués droites, ou mieux encore , l'on se sert pour ièracer ces
courbes de 'la règle élastique dont L nous avons parlé au 41° 36.
Pour établir ensuite le cadre d'une feuille, l'on forme un rec-
tangle dont les côtés sont parallèles aux axes principáu*, c'est-
à-dire au méridien de Paris et à sa perpendiculaire tangente au
5о""" parallèle ; de sorte que la basé et la hauteur de ce rectangle
peuvent être pris pour axes des coordonnées delà carte. Les méridiens
et les parallèles forment alors avec le cadrejdes intersections don^ il
importe de calculer aussi les coordonnées. Enfin l'on donne à chaque
feuille huit parties de long sur cinq parties de haut, et on la divise
en autant de rectangles qu'il y a de bandes ou feuilles de détail.

J'ai déjà observé que la surface terminée par deux méridiens et
deux parallèles quelconques sur le développement, est équivalente
à.sa correspondante sur le sphéroïde, renfermée entre .les mêmes
méridiens et les mêmes parallèles. Cette propriété se prouvp ai-
sément . ; car l'expression élémentaire de la surface 2 , comprise
eur la carte entre l'équateur , le, parallèle dont la la t i tude est L,
le méridien principal et un autre quelconque faisant avec ce-

: jbi-çi un angle p, est, en appelant fr. Je deiiu-ßCliL axe de; 1g,
Terre ' ' '" ' '

O U • < = ( 1 - и « 1 Г «

»9
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c'est aussi visiblement l'expression élémentaire, de la surface ana-
logue sur le ,sphéroïde elliptique : les aires de ces deux surfaces
sont donc égales. .Si l'on intégrait entre les limites L.et.L'f et cela
est facile, on aurait l'expression de la surface comprise, soit sur
le sphéroïde, soit sur le développement, entre deux méridiens dont
Ja différence de longitude serait p, et entre deux parallèles dont
la différence de latitude serait 1/ — L.

M. Henry, astronome du Dépôt général de la Guerre, doit
publier,' dans le Mémorial de cet établissement, un Mémoire sur
les propriétés et l'usage de la projection actuelle. Outre les for-
mules précédentes qu'il a xibtenùes de son côté, et réduites en
Tables, -il est parvenu,; ^par une analyse élégante» à d'autres
formules non moins utiles. Je vais en faire connaître quelques-
unes, sans toutefois !en donner les démonstrations.,

Pour déterminer l'angle 4es .méridiens jet .des parallèles, on ob-
servera que celui a que .forme un méridien avec le rayon CM. qui
passe par la commune section de cette courbe et d'un parallèle
quelconque, est la différence de Tangle cherché, à Uangle droit.
D'après, .cette considération., .Год trouvera ̂ ee.tte formule très-
simple. . , . .-. , . ; . . • ; .

.tang * == ф — ï- p sin Z, j

on trouvera- aussi чуие 4a tangente' à- la courbe ti u méridien surîe
'développement^' "a- pour expression'

. . -
Sin f Ç; - л) '

que la ' soutangente ! ,-
•' -Л L— T> ' '

' *

que la distance du centre 'des parallèles à Ла commune section
de la tangente et du méridien .principal

•!!.-,';. ЗШЛ

Sin

M. Henry trouve en outre, pour l'expression de la nbrmale de. la
даете courbe,
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pour celle de la sous-normale ,

n =: Я sio 0tang(p — A') ;

pour la distance du cepfre des parallèles à la commune section
de la normale et du -méridien principal,

cos**cos (<p—«) '

enfin, pour l'expression du rayon y de courbure déè méridiens ,

•y ̂ =i-^ . . ,..

a(i—eä) sin3 A— Rp ços3 л cos L (i—e1 siu1 L) »

L'angle a étant nul pour tous les points du parallèle moyen,
la formule précédente se simplifie et devient, attendu qu'alors1

r
*. ' p cos л '

г étant le rayon, osculateur du méridien elliptique à la latitude Л.

(*• 9)-
4i» Quoique la projection de FIamstéed serve maintenant pour

la réunion des détails, J'orUuagrapbiqui? est généralement adoptée

pour les figurer. Dans celle-ci, ce sont les pies des perpendicu-
laires abaissées de tous les points du terrain, sur un plan paral-
lèle à,l'horizon, qui sont les projections de ces points. Cepen-
dant , mathématiquement parlant, la position du tableau varie
pour chaque point* de .la Terre; mais l'on Conçoit que quand les
cartes topographiques ne représentent pas une trop.grande" étendue-
de terrain, la configuration du ppys suivant la projection orthö-
erapbique s'accorde assez bien avec celle à laquelle le dévelop-
pement de Flamstéed donne lieu.

Il me resterait à parler de la projection de Cassini, dont ou
a long-temps fa4t usage pour^li-réunion des levés j'-meií^f'**•''"^
dans le chapitre XIII du Traité de Géodésie, 'tout •c'e'éfu'il ira.
porte le plus de s'avoir.'à cet égard. Néanmoins, :si'l'qri désire
connaître d'autres propriétés remarquables de cetië projection ,
ainsi que les équations des méridieas et dçs parallèles que l'on.
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voudrait y tracer, on pourra consulter le Traité analytique des
mouvemens apparens des Corps célestes, par Dionis-Duséjour.

Projection de Lorgna.

42. II existe une autre projection représentant exactement les
aires, sur laquelle M. Lorgna a publié un ouvrage fort intéres-
sant et qtii a pour titre : (Princip. di Geografia Astronomico-Geo-
metrica, in-4°, Verona, 1789). Cette projection consiste ^repré-
senter des espaces égaux par des régions d'égale étendue. Lorsqu'il
s'agit, par exemple, de construire la projection d'un hémisphère
sur l'équateur, on prend les rayons des parallèles, égaux chacun
à la corde du complément de la latitude. Dans cette projection
polaire, les parallèles sont des cercles concentriques , mais les mé-
ridiens sont des droites partant du centre de la carte, et ter-
minée« aux points de division de la projection de l'équateur
partagé en parties égales. Les quadrilatères compris entre les
méridiens et les parallèles sont égaux et rectangles comme sur la
sphère, et le figuré des régions, ainsi que les distances, sont
très-peu altérées, comme on peut s'en assurer aisément.

On représente .de la même manière un hémisphère bordé par
l'horizon -, mais au. lieu des méridiens et des parallèles, il faut
employer des cercles azimutaux et des almicantarais (*). Les
uns, comme l'on sait, sont'perpendiculaires, et les autres sont
parallèles д Vhorizon dû Ueti, "projeté 'au centre de la carte: On
trouvera dans l'ouvrage cité,'de M. Lacroix, plus de détails sur
ce sujet ;' et surtout un examen ïn'téreSsant 'des avantages et des
défauts de toutes les autres projections _, par rapport aux diffé-
rentes conditions que l'on se propose de remplir.

(*Л Oit iregretf e: que ce cas, qui est le plu» général et le .plus important,
ле 'soit .pas • .traité dans l'ouvrage de M. Lorgna,, Aussi M. Henry se prppose-t-il
<de .publier.un ; Mémoire sur cette matière, et dan* lequel, selon ce qu'il m'a
'dit, il analysera là question dans toute sa génér.ajitéV
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Idée de la construction des cartes, marines.

Des cartes plaies. \.

43. Les rumbs de vent que suivent les marins, ouïes direction^
indiquées par la boussole, ayant la propriété de couper sous
le même angle tous les méridiens qu'ils traversent, et par consé-
quent de former sur le globe une espèce de spirale, ne peuvent
être représentés sur une carte où les méridiens ne sont pas pa-
rallèles, que par des courbes de cette nature: aussi de là vient
la difficulté de tracer commodément sur ces cartes le chemin
parcouru, ou mesurer celui qui reste à faire. Pour parer à cet
inconvénient, les navigateurs ont imaginé une projection de
cartes, dans laquelle les méridiens sont des droites parallèles. Le
premier moyen qui se présente à l'esprit pour satisfaire à cette
condition, est d'employer le développement cylindrique. Conce-
vons en effet qu'une zftne très-peu étendue en latitude soit ins-
crite ou circonscrite à un cylindre droit dont l'axe coïncide avec
celui de rotation du globe, les plans des méridiens couperont la
surface courbe du cylindre, suivant des lignes parallèles à cet
axe. I.^es plans des parallèles Formeront au contraire sur la sur-

face dont il s'agit des cercles parallèles et égaux cbacun à celui
de la base du cylindre ; mais en concevant que la surface de
ce corps soit développée, ces parallèles seront eux-mêmes des
lignes droites parallèles entre elles et perpendiculaires aux mé-
ridiens. C'est à ce développement que l'on a donné Je нога de
carte plate. Sur cette carte, dont l'invention est attribuée à
Don Henri, infant de Portugal, les grades des parallèles n'ont
Jeur longueur réelle, relaliveuient aux grades de lat i tude, que
sur le parallèle commun avec le cylindre et la sphère. Dans le
développement du cylindre circonscrit à la sphère entière, l'aire
de la carte est égale à celle de la zone sphérique correspondante.
On pourrait obtenir de même cette égalité dans tout aiilre cas,
eb déterminant convenablement le rayon du parallèle qui servirait
^e base au cylindre. Cependant il existerait toujours un défaut
essentiel daes ce développement, c'est que les grades des parallèle!
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seraient trop grands vers le nord et trop petits vers le sud du
parallèle moyen adopté pour base de la surface cylindrique re-
présentative.

Des cartes réduites.

44- Les cartes dont le but de la construction est non-seule-
ment de rendre les méridiens .parallèles, mais encore de con-
server les rapports entre .les parties des méridiens et celles des
parallèles, se nomment cartes réduites. Elles ont été imaginées
рдг Mercator et Edward Wright, et sont les seules dont les ma-
rins fassent. usage pour résoudre des problèmes de navigation.
Elles jouissent de la propriété énoncée, lorsque les méridiens
sont équidistans et quand les parallèles perpendiculaires à ces
méridiens croissent à-mesure que la latitude augmente suivant
un rapport que je vais déterminer, du moins par approximation.

On sait, par les principes de Géométrie élémentaire, que
lès longueurs de deux arcs d'un même nombre de grades, sont
Centre elles comme leurs rayons respectifs: ainsi pour le cas de
la Terré supposée sphérique, on a, le rayon étant = 1,

irr de parai. : iffrderéquat. :: cos. lat.du parai. : ï :: ï :séc.lat.,

d'où
i*r 3û méridien = tr du parai, x sec. L ;

on a de même

0^,01 du méridien í=oíf,oi du parai, x sec. L.

Il résulte de ;là qu?en faisant constamment sur la carte réduite
la minute centésimale d'un parallèle quelconque égale ä celle
de l'équateur , l'intervalle entre deux parallèles consécutifs, ou
la différence de leur latitude répondant à une minute, =i 'du
parai. X séc.Jjj ainsi une plus grande différence sera égale à la
somme des sécantes, faite de minute en minute, depuis la plus
petite latitude jusqu'à la plus grande.

Ce procédé, que j'indique pour calculer les accroissemçns des
parties du méridien , n'est pas rigoureux, puisque l'arc d'une
minute diffère еисоге sensiblement d'une ligne droite-, il faudrait
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donc, pour plus de précision, diviser ce petit espace en secondes
centésimales; mais l'on se jetterait alors dans un calcul long et
fastidieux, que l'on peut éviter en déterminant la différence de
latitude des parallèles, à l'aide des formules que procure le cal-
cul intégral, ou en ayant recours aux Tables des latitudes crois-
santes, publiées dan^-tous les ;cçurs/d'Hydrographie. Mon but
n'étant que de donner une idée de la construction des cartes
marines dont les ingénieurs-géographes ne font d'ailleurs aucun
usage1, je terminerai, iei^etie рагиеДе^т^^Оцт-ва^е, en obser-
vant toutefois qu'il existe, ainsi que M. Lagrange l'a démontré,
dans les Mémoires de Berlin, année ,1779 , une manière très-
générale d'envisager les projections des cartes, et de laquelle il
résulte la possibilité mathématique d'obtenin to.ules les relations
géographiques que l'on veut connaître. Mais les calculs de cet
illustre géomètre sont fondés sur une analyse si délicate, qu'il
paraît bien difficifè d'en déduire des formules et des constructions
commodes pour la pratique.
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L I V R E III.

OPERATIONS GËODÉSIQUES DE DÉTAIL,

ET QUESTIONS

RELATIVES A L'ARPENTAGE.

la matière qui fait le sujet de ce Livre puîssedonner
lieu à un ouvrage très-étendu , l'on ne trouvera ici que l'exposé
des méthodes les plus générales et les plus faciles à mettre en
pratique. Il me paraît, en effet, inutile de s'astreindre à déve-
lopper une foule de procédés particuliers que chacun peut trouvée
soi-même, et que l'expérience apprend à employer à propos.

Je n'ai pas non plus parlé des levés à vue, parce que l'ingé-
nieur ou l'officier, chargé de faire rapidement des reconnaissances £
n'a besoin d'aucun éclaircissement à cet égard, dès-lors qu'il
a acquis l'habitude de figurer le terrain à l'aide des instrumens ,
et qu'il connaît les préceptes de l'art militaire; mais j'ai jugé con-
venable de réunir un assez grand nombre de problèmes relatifs
à la mesure et à la division des surfaces, afin de rendre cet Ou-
vrage d'une utilité plus générale, et de suppléer à ce qui manque
dans la plupart des Traités 'd'arpentage.
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C H A P I T R E P R E M I E R :

Manière de remplir ïe canevas d'une carte, ou de leper
des plans de peu, d'étendue, et description des prin*
cipaux înstrumens employés pour cet effet.

45. JLJA TOPOGRAPHIE est l'art de représenter toutes les partie«
d'un terrain, suivant les rapports de leur étendue et de leur po-
sition. Comme géomètre, on détermine ces rapports en se confor-
mant en même temps à la loi de la projection orthographique;
et comme dessinateur, on donne aux objets de la carte que l'on
veut laver avec soin, les couleurs et les ombres que la nature
indique, ou seulement, pour les .cartes, expédiées, l'on applique
aux masses et aux détails les signes et teintes conventionnels qui
leur sont propres.

L'ingénieur chargé de la triangulation d'un pays ne doit pas
négliger de relever autant de points qu'il est possible-, il faut qu'il
les choisisse de manière que ceux qui doivent figurer les détails
puissent établir facilement leurs opérations sur des bases connues et
de peu de longueur, et former tous les-raccordemens nécessaires^
dans le cas où l'étendue du terrain exigerait que la carte fût
composée de plusieurs feuilles.

De tous les înstrumens dont on peut se servir pour lever les
plans, la planchette, Ja boussole et l'équerre d'arpenteur sont
les seuls qui fixeront en ce moment notre attention. Nous en in-
diquerons même rapidement l'usage , parce que sans la pratique
il est impossible d'acquérir des connaissances exactes à ce sujet}

ÄO
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mais avant tout, il convient de dire un mot sur la manière dé
шезигег les lignes qui concourent au figuré du terrain.

De l'usage de la chaîne métrique.

46. Quoique les bases fournies par la triangulation secondaire
soient souvent frès-multipliées, on n'est pas pour cela dispensé
d'en mesurer d'autres. D'ailleurs,, lorsqu'il s'agit de représenter
toutes les propriétés particulières, ou les différens objets qui
composent un même domaine, on est obligé de se servir de la
chaîne ou du double mètre, afin de connaître la longueur des
lignes d'opérations qu'on élablit à cet effet. La chaîne est ordi-
nairement de cinq ou de dix mètres, et chaque longueur de mètre
est composée de cinq parties dont chacune représente le double
décimètre. Cette seconde- mesure est préférable à la première,
pour mesurer avec plus de célérité une grande longueur. Il faut,
avant de s'en servir, la vérifier sur un étalon, et lui donner environ
deux centimètres de plus que dix mètres , vu qu'il est impossible
de la tendre rigoureusement en ligne droite. D'ailleurs on ris-
querait, en voulant atteindre cette limite, de rompre les anneaux..
Il est mutile d'avertir que l'on doit toujours employer des chat-
ве-игз intellig-ehs,. parce que c'est de la précision de leurs opéra~
tions que' dépend en grande partie la justesse du plan.

Lorsque l'on mesure sur une ligne droite tracée par le moyen!
de jalons ou de piquets garnis chacun à son extrémité supérieure
«l'un petit qiaarré de papier blanc pour servir de point de mire, le
ebaîneur qui marche en avant, dans la direction de ces jalons,.
porte dix fiches de fer qu'il plante en terre les unes après les^
autres, lorsque la chaîne est suffisamment tendue et quand ses ex-
trémités sont dans une même ligne horizontale, quelles que soient
d'ailleurs les inflexions du terrain. Ensuite le chaîneur qui
vient après enlève ces fiches à fur et mesure. Si la ligne
que l'on parcourt est de plus d'une portée, c'est-à-dire si elle est
plus longue que dix fois la chaîne, on continue la même opé-
ration, en retenant ou en écrivant sur un livret le nombre de-
portées et de mètres que contient la ligue mesurée,.
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Quand les lignes d'opérations traversent un terrain qui offre -une '

'OU plusieurs pentes fort longues , alors au lieu de disposer la
chaîne horizontalement, ce qui serait trop gênant et peu exact,
•on mesure la longueur même de chaque pente •, et apvès avoir
eslimé l'inclinaison de chacune, soit avec le cercle répétiteur,
Soit par d'aufres moyens que nous expliquerons par la suite, on
réduit les mesures à l'horizon à l'aide de la formule suivante.

Soit k la longueur de la ligne droite mesurée, i son inclinai-
son et x sa longueur réduite à l'horizon, on aura évidemment,
pour la propriété du triangle rectangle ,

CE = Л cos z.

Mais comme le plus souvent l'angle i est fort petit, il est plus
commode de calculer l'excès de k sur x } alors on a

h — jc=7c(i — cosz^rr^

Ainsi la quantité qu'il faut ôter de la longueur mesurée pour la
réduire à l'horizon, est égale à deux fois cette longueur multi-
pliée par le quarre du sinus de la moitié de l'angle d'inclinaison.

C'est de cette dermère,..fqrm.ule..que- 1?оп ее sert -pour réduire
de même à l'horizon les longueurs des règles employées dans la
mesure des bases (art. 64 , Géod.) , mais il faut l'avouer, oo peut
se dispenser d'effectuer cet te correction dans les opérations géodé-
siques de détail ; surtout si celle relative à la longueur mesurée
est jugée être moindre que l'erreur commise dans cette mesure.

Le double mètre remplace avantageusement la chaîne , quand
on doit mesurer de petites distances, ou bien quand on opère
dans des lieux rétrécis.

Des levés à la plancliette*

4?. Cet instrument, Pun des plus utiles pour figurer de suiie
le terrain, est composé d'une tablette quarrée, plus ou moins
g1 ande, portant sur un genou que soutient un pie à trois branches,
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1 et ayant la liberté de se mouvoir en tout sens. Ce genou doit
être d'une construction telle que l'on puisse imprimer à la ta-
blette un mouvement de rotation lent et doux, sans toutefois que
ce mouvement la dérange de la position horizontale qu'elle doit
avoir pendant la durée des observalions. Les planchettes à la
Cugnot sont en général celles préférées, parce qu'elles remplissent
cette condition, et qu'elles sont en outre assez légères et peu sus-
ceptibles de se voiler, quand on les expose à l'ardeur du soleil ;
au lieu que celles dont le genou est à coquille, comme aux gra-
phomètres, ont l'inconvénient de se rabattre souvent, quand on ne
serre pas assez la vis du genou, ou d'acquérir un mouvement de
trépidation par le moindre vent.

Aux deux côtés opposés de la tablette sont adaptés deux rou-
leaux dont l'axe, soutenu par deux crapaudines, porte un rochet
ou pignon denté à l'un de ses bouts. Ces rouleaux servent à tendre
et à rouler à fur et mesure le papier sur lequel on trace les
opérations. Les ingénieurs du Dépôt général de la Guerre sont
"dans l'usage de coller ce papier sur de la mousseline ou de la toile
fine et légère, afin que leurs dessins-minutes se conservent plus
long-temps et n'éprouvent aucune détérioration pendant la durée
de leurs travaux sur le terrain..

On donne la position horizontale à la plancl ieffe , au mojen
d'un niveau, à bulle d'air, ou d'un niveaiv à perpendicule (Voyez
le Nivellement, Livre IV ). Le premier, pour l'usage de cet ins-
trument, a enviEon deux décimètres de longueur et deux centimètres
de largeur.

M. Tédenat, proviseur au Lycée de Nîmes et correspondant
de l'Institut, propose, dans son Précis des Leçons de Géomé-
trie appliquée à V Arpentage, de'substituer à ]a planchet le ordi-
naire une autre qui, à la solidité et à la justesse, joint la sim'-
plicité et la précision dans tous les róròuvemens convenables pour
établir le parallélisme des rayons visuels. Cette planchetle est posée
sur un parallélogramme ou quarre de bois qui peut glisser libre-
ment entre deux coulisses attachées à la planchette, et ce parallé-
logramme porte à son centre un plateau ou une pièce de bois
circulaire, tournant très-facilement sur son axe placé au centre
de la planchette. Au-dessous de cette pièce circulaire il en est
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ime autre de forme tr iangulaire, qu'on nomme tréclioir, porlani
à chaque angle une vis mobile, et sur ces trois vis repose la
pièce circulaire dont il s'agit. Ce triangle, uni à trois branches
mebiles, forme le pie de l'instrument.

Celte planchette, construite de la sorte, est susceptible de tons
les mouvemens,, sans avoir à craindre qu'elle se dérange-, et ell«
a cela de commode, q.ue pour lui donner un pe t i t mouvement
de droite à gauche ou de gauche à droi te , après qu'elle a élu
à-peu-près orientée, il ne s'agit que de la faire glisser entre les
coulisses. Ensuite si l'on vent faire avancer ou reculer les lignes
déjà tracées sur le papier, ondéroule la feuille de dessus un cylindre
et on la roule sur l'autre cylindre; ensorte que par ces deux mou-
vemens on parvient à faire correspondre le point de la station
avec celui du plan qui le représente. On communique à la plan-
chette un mouvement de rotation au moyen de la pièce circulaire,
et cela sans que l 'horizontalité en soit affectée. On la met de
niveau à- l'aide des trois vis attachées- aux angles du tréclwir'.
Enfin on lui imprime un très - petit mouvement, par le moyen
d'une vis de rappel ou d'une vis sans fin adaptée aux pièces de
dessous, et on l'assujétit dans une position fixe, en faisant usage'
d'une ou de deux.vis de pression..

Il faudrait, роит prendre une idée plus exacte de cette planchette,
l'a voirUExécutée. Cependant,, au moyen de cette simple descrir.--
tkm, on pourra la faire construire par un artiste intelligent J'ob-
serverai d'ailleurs que chez les ingénieurs en instnnnens de ma-
thématiques, résiclans à Paris, il existe des planchettes construites
dans cet esprit; il en est même'qui sont douées d'un petit mou-
vement horizontal dans tous les sens, et dont le mécanisme, fort
simple, est de l'invention de M. Savart, artiste attaché à l'Ecole
d'Artillerie et du Génie de Metz. Mais c'est à Pingénieur-
topographe déjà exercé aux levés, à choisir la forme de planchette
qui lui convient le mieux ; parce qu'alors il opérera ceriainemeut
avec plus de célérité, et n.'obtiendra pas moins de précision,
qu'avec tout autre instrument de ce genre.

Gomme la planchette ne doit pas servir uniquement de petite
table à dessiner,. ou- se sert? d'une règle de cuivre surmontée à;
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•ses deux extrémités de deux pinnules qui lui sont perpendiculaires,"
cl dont le milieu des ouvertures forme avec l'un des bords de la
règle une seule et même ligne, que l'on nomme de collimation.
A l'aide de celte règle, dite alidade , l'on determine sur le pa-
pier adapta à la planchette la direction des rayons visuels, partant
du point où l'on est et aboutissant aux objets environnans Lalignede
colliinafion s'indique par un trait au crayon , lorsque la planchette
et l'alidade ont été placées convenablement.

Au lieu d'une alidade à pinnules, qui n'est bonne que pour de
petites distances, ou a recours à une alidade à lunette suppor-
tée en son milieu par une petite colonne de cuivre fixée à une
règle de même métal. La lunette et la règle sont par ce moyen
Jsr-lées l 'une de l ' au t re ; et il résulte de celte disposition, que l'on
peut incliner à volonté le canon de cette lunette, pour viser aux
objets qui sont an-dessus ou au-dessous du plan horizontal de la
s ta t ion, et que la ligne de collimatiou représente précisément la
projection, orlliogonale des rayons visuels. Quant à la manière
de faire disparaître la parallaxe des fils du réticule, voyez le
Traité de Géodésie.

48. En général, il y a deux méthodes de lever les détails, quel
que soit l'instrument que l'on adopte. La première ooiiciatu à
tracer au tour de l'espace à figurer un polygone quelconque-, ,
d'en relever exactement les angles et d'en mesurer les cûiés-, puis
d'abaisser des petites perpendiculaires de toutes les sinuosi-
tés du terrain sur ces côtés pris pour bases, ainsi qu'on le voit
(fig. 3o ).

Si l'espace 4.BCDE était.un bois fouTré et impénétrable
on l'inscrirait entièrement dans un polygone. Les lignes d'opéra-
tions se traceraient, au contraire, dans l 'intérieur, si cet espace
était une île ou un champ entouré de bois ou de marais.

La seconde méthode, qui ne s'emploie ordinairement que quand !
rue seule ligne ou base est accessible, consiste à relever tous les
angles que forment avec cette base connue les rayons visuels di-
rigés de ses deux extrémités à tous les points visibles qui sont tant
Д sa droite qu'à sa gauche ; mais l'on conçoit qu'il importe d'évi-
icr, les angles trop aigus et trop obtus ; parce que la position d'ua
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point donnée par l'intersection de deux l ignes, est d 'autant plus
exacte que ces lignes se coupent moins obliquement.

L'emploi de cette méthode suppose que le contour du terrain
est composé d'an assemblage de lignes droites-, car s'il était
courbe et ondulé, on ne pourrait souvent en déterminer qu'un petit
nombre de points , et il faudrait , dans ce cas , en dessiner
à vue les parties qui n'auraient pas été déterminées avec l'ins-
trument.

4g. APPLIGATON DE LA PREMIÈRE MÉTHODE. Supposons-FÍ?
que les points A, H extrémités d'un eu lé da triangle secondaire,
soient, sur la planchette, représentés respectivement par a et \\,
on propose de lever le terrain accessible ABCD... et de
l'orienter par rapport à la base AH.

On placera la planchette horizontalement au point A, et de
manière que a lui corresponde le plus exactement possible; ce k
quoi l'on parviendra au moyen d'un compas d'épaisseur dont lcs>
pointes sont recourbées et assez longues pour atteindre presque
jusqu'au centre de la planchette. A la pointe inférieure est sus-
pendu un fil à plomb qui indique la direction de la verticale'
du point д, lorsque la pointe supérieure couvre ce point; mais
avec un peu d'habitude, l'œil supplée à l'emploi de cet instrument»

Cetté^isposition faite, on place l'alidade sur la planchette, en-
faisant coïncider la ligne de collimation avec la droite ah tracée-
suv le papier, et l'on fait tournée la planchette sur son pivot,
jusqu'à ce que Taxe de la lunette soit dans la direction de la
base AH : alors la planchette est orientée et ne doit plus être-
dérangée tant que l'on observe à, la même station- On pique en-
suite une aiguille verticalement au point a; et pour relever l'angle
BsîH ou fait tourner légèrement l'alidade autour de celle ai-
guille, jusqu'à ce que l'on apperçoive dans la lunet te le jalon В
ou tout autre placé dans l'alignement AB. Enfin traçant au crayon/
une lig-ne indéfinie, le long de la règle et du côté de l 'aiguille,.
©n a-,..sur le papier, la ligne ab faisant avec-ah Ysmç^zbah
pourvu cependant qu'après cette seconde opération la ligne
Goïackle avec AH,, ce qu'il est important de vérifier...
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Avant de quitter la station A, on fera mesurer la distance

AB, on prendra sur l'échelle du plan le nombre de mètres trouvés,
«t l'on portera la longueur obtenue de cette manière de a en b.
On fera en outre mesurer les parties de la ligne AB, ainsi que
les petites perpendiculaires abaissées des points de la courbe sur
cette ligne, et on les rSpportera sur le plan comme on a rapporté
la ligne entière AB. Si l'on a bien opéré, il faudra que toutes
les distances partielles Ax , xy.., soient égales à AD. Lorsque
la courbe АЭС у'...В serpente beaucoup, il est nécessaire de
multiplier autant qu'il est possible les perpendiculaires xx', yy''...,
et il esi commode, dans ce cas, de les rendre equidistantes.
Pour abaisser ces perpendiculaires , on se sert de la boussole ou
de l'équerre d'arpenteur (nos suivons)-, d'ailleurs quand elles sont
fort courtes, on juge assez bien à l'œil simple de leur direction-,
mais quand les points x', y'... sont fort éloignés de la ligne AB,
on peut les déterminer à la planchette, par le deuxième procédé,
en prenant AB pour base.

En quittant la station A, on j plantera nn jalon et l'on ira
placer la planchette horizontalement au point JB; en ayant soin,
après avoir «té le jalon В , de faire contenir le point b du
plan avec celui dont il s'agit. On orientera derechef l'instru-
ment, ou, .ce qui est de теше, on rendra sa nouvelle position
parallèle à Ja première ; et à cet effet on mettra, comme pré-
cédemment, le bord de la règle qui supporte la lunette^6 sur la
ligne ab; puis l'on fera tourner la planchette jusqu'à ce que l'axe
opfique de la lunette passe par le jalon A. Dans cet é t a t , la
planchette sera orientée. Ensuite pour relever l'angle ABC on fera
tourner l'alidade autour de l'aiguille b ; et lorsque le rayon VÍ-
suel passera par le jalon С, on aura sur le plan la direction bC
correspondante à BC; par conséquent abc sera, égal à ABC.

Il est de la plus grande importance de vérifier ses opérations
à chaque station; ainsi, sans déranger la planchette, on mettra
le bord de l'alidade sur la ligne bh, et si l'on ne s'est pas trompa
sur la mesure de AB, ou en. orientant l 'instrument, il faudra
que l'axe optique de la lunet te passe en même temps par le
point H" du terrain. Dans le cas où ce point serait invisible,
pu dirigerait des rayons visuels sur d'autres points connus et déjà
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représentés sur le .plan. On continuera de la môme manure pour
lever le reste du contour de la figure ЛВС...; et ce sera une
dernière preuve delà justesse de toute.l'opération, si, après avoir
orienté la planchette en E, le rayon visuel eb coïncide exacte-
ment avec l'alignement EB,

50. Nous avons prescrit de mesurer tous les côtés du polygone 7
et cela est indispensable pour bien figurer le contour Лы'х'...В;
mais lorsque les lignes ЛВ, BC,... sont les limites mêmes du
terrain , et que l'on peut sans inconvénient sacrifier quelque chose
île la .précision géométrique, la mesure d'une seule base suffit.

En effet, si après avoir déterminé d'une part la longueur de
la ligne^, et de l'autre l'angle abc •= ABC, on зе transporte
en C-j que l'on, fasse correspondre la l igne^ bc du plan avec la
ligne BCâu terrain , pour orienter la planchelte; et qu'ayant placé
une,aiguille en a, l'on fasse mouvoir autour d'elle une alidade
jusqu'à ce que.le^ayon visuel aboutisse au jalon Л, la ligne
de collimation coupera la droite indéfinie bc en un point с qui
sera sur la carte la projection de la station C.

Pour déterminer maintenant le point d, faites d'abord convenir
le point с avec celui qu'occupait le jalon С , et voyez si la plan-
chette est bien orientée; ensuite «ЪегсЬея «vee l'alidade la di-
rection de l'alignement cd, en visant en D ; puis après vous être
transporté en D et y avoir orienté l'instrument, faites, comme
ci-dessus, tourner l'alidade autour du point д; lorsque le rayon
visuel passera par le pointé, le bord de la règle coupera la ligne
cd en un point dt qui sera celui que l'on cherche, et ainsi de
suite.

Nous avons supposé, dans сб qui précède , qu'il était nécessaire
de rattacher les détails à des points donnés d'avance par une
triangulation et rapportés déjà sur le papier ; mais quand on a
seulement pour but de figurer isolément une petite étendue de
terrain, le premier point a, peut être pris arbitrairement sur la
planchette ; et si l'on veut après orienter le plan, on fait usage
du déclinatoire, ainsi qu'il suit.

51. Du déclinatoire. Tout le monde sait que l'aiguille aiman-
tée ejltmise ед équilibre sur un pivot, se dirige constamment

3l
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vers le pôle nord. Les géomètres ont conçu l'idée de faire
usage de cette propriété pour disposer toujours la planchette pa-
rallèlement à elle-même, et connaître l'angle qu'une ligne quel-
conque tracée sur le terrain, fait avec le méridien magnétique.
Cette aiguille est renfermée dans une boîte rectangulaire pins
longue que large , et au fond de laquelle ou a tracé, dans le sens
de la longueur, une ligne appelée nord-sud parallèle à l'un de
ses côtés. C'est à cet instrument que l'on a donné le nom de
déclinatoire. On verra bientôt en quoi il diffère de la boussole.

Maintenant, supposons qu'il faille marquer sur un plan la di-
rection de la méridienne terrestre. On orientera d'abord la plan-
chette comme il a été dit précédemment ; c'est-à-dire que l'on
fera, par exemple, convenir la ligne ab du plan avec sa corres-
pondante AB. Ensuite on posera le déclinatoire sur la planchette
rendue fixe, et on le fera tourner jusqu'à ce que les deux pointes
de l'aiguille aimantée tombent sur la ligne nord-sud. Celte coïn-
cidence étant obtenue, on tirera une ligne au crayon le long d'un
des plus grands côtés du déclinatoire, ligne qui sera par conséquent
parallèle au méridien magnétique. Pour avoir ensuite le véritable
méridien terrestre, il ne s'agira que de tracer une nouvelle ligne
qui fasse avec la première ггп angle égal à la déclinaison de
l'aiguille (Traité, de Physique de Haiiy, n° 781 .).j, mais si l'on
a seulement pour but de rendre toutes les positions de la plan-
chette parallèles entre elles, ец ;quelque point, du plan que l'on
opère, Oïl voit bien qu'il faudra, faire tourner \a. planchette sur
son pivot, afin que-l'aiguille du déclinatoire couvre de nouveau
Ja ligne nord-sud supposée d'abord parallèle à la ligne représen-
tant sur la carte le méridien magnétique. A la rigueur, ce pa-
rallélisme ne sera jamais parfait, non-seulement parce que la
déclinaison de l'aiguille aimantée varie souvent d'un lieu à un
autre ï et quelquefois aussi dans le même lieu, à.différentes heures
delà journée, mais en outre, parce que les méridiens magné-
tiques sont des ligues concourant vers le pôle. La proximité des
matières ferrugineuses est aussi une des causes qui fout dévier
J'aiguille..Ainsi, quoiqu'on accélère de beaucoup les levés en
orientant la planchette avec le déclinatoire, il vaut mieux l'orien-
ter par alignement, comme nous l'avons enseigné plus haut.
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Voici comment on détermine la déclinaison dont il s'agit.

A l'époque des solstices, on trace sur une surface horizontale
plusieurs cercles concentriques; on y élève un suie ou gnomon
terminé en pointe, ou mieux encore par une petite plaque percée
circulairernent et de manière que le trou de cette plaque réponde
perpendiculairement au centre commun des cercles. On observe
l'ombre de la plaque quelques heures avant -et après midi, afin
de marquer sur les cercles les .passages du spectre lumineux qui
occupe le centre de cette ombre. Divisant ensuite en deux parties
égales les arcs compris entre deux points correspondans, les lignes
tirées du centre des cercles au milieu de chacun de ces arcs se-
ront des méridiennes qui devront toutes se confondre , si l'on
a bien fait les observations, ainsi que les opérations graphiques,
Dans le cas contraire, il conviendra de prendre un milieu entre
tous les résultats.

Maintenant, si l'on place le plus long côté du déclinatoire sut
la ligne méridienne' que l'on vient de déterminer; l'aiguille ,
après ses oscillations, formera constamment avec la ligne nord-sud,
un angle qui sera la mesure de sa déclinaison. En 1802 cette
déclinaison était, â Paris, de 22° 3' vers l'ouest»

Ce procédé, mis en pratique, ai ties époques éloignées des sol-
•stices, ne sera pas rigoureusement exact, surtout au moment des
equinoxes, parce qu'alors la déclinaison du soleil varie sensible-
ment pendant l'intervalle des observations correspondantes. Ce-
pendant la petite correction qu'il faudrait faire à la détermination
précédente est toujours négligeable lorsque l'on se sert du gnomon.

62. APPLICATION DE LA SECONDE MÉTHODE. Il serait su-
perflu d'entrer dans beaucoup de développement, relativement
à la manière de fixer les points d'un plan par intersections ,
puisqu'elle ne diffère presque en rien de celle adoptée dans la
triangulation. Nous nous bornerons donc à observer que si l'on
ne pouvait mesurer que la ligne AE, et qu'il fallût cependant rele-FIG.32.
ver les points environnans BCD F , on se placerait en A pour
y orienter la planchette, s'il était nécessaire, ou l'on tirerait sur
Ь papier qui couvre l'instrument une ligne ae à laquelle on donne-
rait autant de parties de l'échelle que AE contient de mètres. Ou
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ferait correspondre respectivement le point a et cette ligne avec
la station A et la base AE, et l'on dirigerait successivement
l'alidade tournant autour de a sur les différent objets В, C, F...,
afin d'obtenir les rayons ab, ac> af... Ensuite on irait au
point E répéter les mêmes opérations qu'on a faites au pointé,
c'est-à-dire que l'on déterminerait les rayons eb, ec, ef... , qui,
par leur intersection avec les premiers, achèveraient de déter-
miner les points b, c, f-t alors le plan abcf serait semblable
à la figure'du terrain ALBCF,-o\i pour parler plus exactement,
abcf serait la projection orthogonale de ABCF, Quant au point
D, qui se trouve presque dans la direction de AE, on le déter-
minerait de même par intersection, mais en prenant ec pour base,

II serait très-facile, par ce moyen, d'établir le canevas d'un
plan et d'en figurer même tous les détails, indépendamment d'au-
cun réseau trigonométrique; mais il y aurait beaucoup d'incon-
véniens à accorder trop de confiance à.la planchette, dont la
justesse * dans aucun cas, ne peut égaler celle des ïhstrumens em-
ployés pour la détermination géométrique des points fondamentaux
d'une carte..

53, L'un des problèmes import ans qui se présentent fréquemment
dans, les levés de détail, consiste à déterminer sur un plan la
position de tel point qu'on voudra du terrain, pourvu toutefois
que de ce point l'on voie des objets dont la position soit déjà
connue. Nous avons donné une solution trigonométrique de ce
problème ( art. 86 , GéocL )., voiei maintenant comment on peut
le résoudre à l'aide de la planchette.

Fig 33. ier CAS. Supposons gîte les trois pohits A, В , С soient Jonne's
suj- le plan qui couvre lu planchette ; on- demands d'y ßxer la,
position du point D.

On attachera sur la planchette un papier verni et très-trans-
parent, et autour du point d, pris à volonté, mais correspondant
aZ>, on fera tourner l'alidade pour la pincer successivement dans
la direciion des trois pointa A, В , С. Les droites indéfinies da,
db, de, tracées sur le papier 'verni', formeront entre elles les mêmes-
angles qne les droites DA, DB, DC.

Cela fait, on détachera ce papier et on le disposera sur le
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plan de manière qu'il ne gode pas, et que les trois droites da,
db, de passent respectivement par les points a, Ъ, с donnés
sur ce plan. Lorsque cette circonstance aura Heu, le point d sera
placé, à l'égard des autres a, Ъ, с, comme le point D du ter-
rain l'est à l'égard de Л, В, С; il faudra donc décalquer le
point d sur le plan dont il s'agit.

Si l'on n'a point de papier transparent, alors sur ab et ber

comme cordes , on décrira des arcs de cercle respectivement ca-
pables des angles observés adb, bdc, et ces arcs se couperont
en un point d qui sera le point demandé (Géom. de Legendre ,
liv. II,prob. 16.). Dans le cas, cependant, où les quatre points
a, b, c, d seraient sur une même circonférence, celte détermination
ne pourrait plus avoir lieu à l'aide des seuls points Л, В, С,
puisque les deux arcs se confondraient : ainsi il faudrai t , pour
parer à cet inconvénient, combiner deux des points Л, В, С
avec un quatrième point connu.

Le premier procédé est à-la-fois plus simple et plus exact que-
celui-ci, vu qu'il n'exige aucun emploi de la règle ni du com-
pas. Il est même, à quelques égards, préférable à la mélhode à-
laquelle donne lieu l ' instrument à trois branches dont quelques'
ingénieurs se servent pour résoudre le probJàme dont il s'agifv

2e CAS. Supposons maintenant que du point de station D l'on-
rfapperçoive que les deux points A, В,, donnas sur le plan ;
en demande de déterminer la position du point D..

Pour cet effe t , on orientera la planchette à l'aide du décli-
natoire, ce qui ne présentera aucune difficulté si l'on connaît déjà-
la direction du méridien magnétique à l'égard de la droite ab,
Apres cette opération préliminaire,, on visera-successivement sur
les points Л, В, en-faisant passer l'alidade par les points cor-
respondans a, b, du plan, et le point cherché d sera l'inter-
section des deux rayons da, db, si toutefois la déclinaison de
l'aiguille aimantée est constante, ее qui est évident ; mais vu sa
variabilité , cette solution., quoiqu'exlrêmement simple , est rare-
ment aussi -exacte que l'une des précédentes;, aussi voilà pour-
qxioi, les ingénieurs n'emploient le déclinatoire que le moins pes->
iible, pour déterminer la position des point s-d'un plan.
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Des Levés à la boussole*

54. La boussole est un instrument qui, malgré son imperfection ;
présente à l'ingénieur plus d'avantages que tout autre, pour lever
avec promptitude tous les objets destinés à remplir et orner les petites
masses figurées à la planchette, ou pour faire des reconnaissances
militaires. ,

Cet instrument est composé, comme le déclinatoîre, d'une ai-
guille aimantée posée en équilibre sur un pivot extrêmement délié,
et enfermée dans une boîte quarrée dont l'intérieur est garni tl'im
cercle/divise en 56o degrés ou en 4°° grades ; il est même utile
que ce cercle soit divisé en demi-grades. Au fond de la boussole
«ont marqués les quatre points cardinaux, de manière que la
ligne nord-sud, numérotée ое',ъаоег est parallèle à l'un des côtés
de la boîte. A l'un de ces mêmes côtés est adaptée une alidade
à visière ou à lunette, laquelle peut prendre toutes les inclinai-
sons possibles à l'égard de l'horizon, sans cependant se mouvoir
dans un plan autre que celui qui est perpendiculaire au con-
tour gradué. La boussole est aussi mobile sur un genou réuni à
un pie à trois branches, et que l'on peut détacher de la boîte
pour faire servir la boussole au même usage que le déclinatoire.

Lorsque l'on observe avec cet instrument, il faut lui donner
la position horizontale et pointer constamment du même côté,
pour éviter toute méprise; c'est-à-dire, amener toujours l'alidade
à sa gauche ou à sa droite. On compte ensuite les grades con-
sécutivement depuis о jusqu'à 4°°ir«

Nous aurions peu de choses à dire sur l'usage de la boussole,
parce que tout ce qui précède trouve ici ses applications. Il suf-
firait même, à la rigueur, d'enseigner la manière de mesurer
l'inclinaison qu'une ligne quelconque du terrain fait avec le mé-
ridien magnétique; mais comme nous desirons de rendre cet Ou-
vrage utile à ceux qui n'ont aucune notion de l'art de lever les
plans, nous résoudrons de nouveau deux des problèmes précédons.

Lever le plan du polygone ABCDEF, dont tous les points
sont accessibles.
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On placera horizontalement la boussole au point A , et on la

fera tourner sur son pivot, jusqu'à ce que le point В soit dans
]a direction de la visière ou de l'axe optique de la lunette. L'ai-
guille, après son mouvement oscillatoire , prendra la direction
nord: ainsi, en comptant , suivant l'ordre naturel des numéros de
division , le nombre de degrés ou de grades compris depuis le
rayon visuel AB , ou, ce qui est de même, depuis le zéro de
la ligne nord -sud jusqu'à la pointe boréale de l'aiguille, on
aura la mesure de l'angle observé.

Lorsque l'on ne rapporte pas de suite les mesures prises sur
le terrain , on forme un brouillon ou registre sur lequel on trace
les opérations de la boussole: on écrira donc le nombre de grades
trouvés au point A, comme on le voit (fig. Зф), et en supposant
que la ligne ab représente sur le brouillon l'alignement AB, ou
écrira sur cette ligne le nombre de mètres contenus dans AB*
On placera de même la boussole horizontalement an point В ,
et l'on observera l'inclinaison de la droite BC , en ayant soin de
l'écrire au point b du brouillon. L'on continuera de la même
manière, jusqu'à ce que l'on soit revenu à la première station Л*

Un des- mqy-ens de s'aeeurer qu'il Tie s'est pas glissé d'erreur
notable dans la mesure des angles, est de voir si ceux intérieurs
du polygone forment ensemble autant de fois deux angles droits qu'il
y a de côtés moins deux (Géom. de Legendre, //V. /, prop. ,2-1 _);
mais comment connaître chacun de ces angles, puisqu'ils n'ont pas
été observés immédiatement? La réponse à celle question est facile.
Les directions de l'aiguille aimantée étant censées parallèles pour
tous les points du plan, l'angle abc, par exemple, sera égal à
riab-^sbc; mais nab—^oo — 355=45?r, et í'Z?c=3og — 200=iog?rj
donc я£с = 45-г-109= i54?r, ainsi des autres angles*

Pour ce qui concerne la vérification des côtés, on ne pourra
la faire qu'en construisant le poljgone au moyen d'un rapporteur
et d'une échelle. Oii verra alors si. la figure se ferme bien.

La même méthode s'emploie arec succès pour lever le cours-
dés rivières, les sinuosités des- ohemins-,. lès contours des petites
propriétés, les îles de maisons^,, en- un. mot tous les détails mb-
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milieux qui ne pourraient être pris que difficilement ou fort len-
tement avec la planchette; mais à mesure que l'on figure à vue
et au mojen de la boussole , il faut rapporter sur la planchette les
détails qne l'on a obtenus, pour être à même de faire les véri-
fications nécessaires et de mieux exprimer la forme de terrain
que l'on a encore sous les yeux, ou dont on conserve parfaite-
ment le souvenir. On fera bien, même, d'arrêter tous les soirs
son dessin, à l'encre de la Chine , afin que le travail du len-
demain n'efface rien de celui des jours précédens.

De ce que tous les méridiens magnétiques peuvent, dans un
petit espace, être regardés comme parallèles, il s'ensuit qu'il n'est
pas absolument nécessaire de faire des stations au sommet de
chaque angle du polygone. Par exemple, on peut se dispenser
d'observer en В, parce que, connaissant l'inclinaison de BC sur
le méridien s"n", on aura celle de ce même côté par rapport au
méridien de B. En effet , puisque les angles intérieurs du même
eôté sont supplément l'un de l'autre, Je nombre de grades trouvé
au point С eseäde celui que l'on aurait obtenu au point B de
aoo?r; ainsi, lorsque dans la construction de la figure on veuf,
au point Ъ, déterminer la direction de Ъс au moyeu de l'ob-
servation faite en с, il faut prendre sur le rapporteur le numéro
diamétralement opposé à celui que l'on a trouvé en С : de cette
manière, on diminue de beaucoup le nombre des stations.

Il résulte encore de la propriété énoncée , que l'on peut mener
d'un point quelconque В une parallèle à la ligne AC. Pour cet
effet on observera en Л l'inclinaison de la ligne ЛС, et l'on
mettra ensuite la boussole au point В absolument dans la même
position qu'au point A. Alors l'alidade Bx sera parallèle à la
ligne ЛС. On voit bien aussi comment il faudrait s'y prendre
pour élever ou abaisser une perpendiculaire à une ligne, d'un point
donné sur elle ou ailleurs; c'est pourquoi nous ne donnerons point
les solutions de ces sortes de problèmes.

Deux points A, B da terrain étant donnés sur la carte en
a et b, et de plus la direction de l'aiguille aimantée étant
connue relativement à là droite ab, déterminer sur cette carte
la station M.
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mesurera en M les inclinaisons des rayons visuels MA,
par rapport au méridien magnétique, et sur la carte ab on

tracera les lignes méridiennes sn, s'n'.... Cela fait, pour fixer
l'inclinaison de am à l'égard de sn, on prendra, comme ci-dessus,
Ь numéro diamétralement opposé à celui que l'on a trouvé en M.
On en fera de même relativement à la ligne nb, et l'intersec-
tion m de ces deux lignes sera le point demandé.

Si l'on connaissait plus de deux points , il conviendrait, pour
vérifier l'opération, de mener d'autres rayons visuels, et d'en
déterminer de même la direction sur la carte j ces nouveaux rajons
passeraient aussi par le point m, à moins qu'il n'y eût erreur dans
la première opération ou dans l'une de celles-ci.

55. Entre autres procédés, celui que je viens d'exposer peut
servir pour indiquer sur un plan plusieurs points de la crête des
montagnes, la position des plateaux , la naissance et la fin des
pentes, etc. Cependant ces déterminations géométriques ne suffisent
pas, il faut encore indiquer, par des hachures légères, le sens des
lignes de plus grande pente , c'est-à-dire des courbes que tracent,
sur les versans des montagnes, les eaux et en général tous les
graves obéissant à la loi de la pesanteur-, lier les grands mouve-
niens du terrain avec ses plus faibles ondulations-, saisir le carac-
tère distinctif de chaque objet ; en un mot, exécuter avec goût
et netteté tout ce que la Topographie emprunte du dessin d'imitation,
ou de convention (4) Mais ce serait sortir des bornes de mon sujet
que de parler en ce moment du dessin et du lavis des plans. Cette
matière, d'ailleurs, pour être présentée dans tous ses détails ,
doit être l'objet d'un Traité séparé. Je donnerai seulement à 1%
fin de cet Ouvrage le Tableau des teintes conventionnelles adop-
tées par le Dépôt général de la Guerre , relativement aux minutes
exécutées sur le terrain. Il serait à désirer que ceux qui sont ap-
pelés pour enseigner la Topographie, et qui l'ont peu cultivée,
les adoptassent eux-mêmes, comme une loi fixe et propre à éta-
blir des rapports communs entre tous les travaux de cette nature.
Il faudrait aussi qu'ils fissent copier à leurs élèves, non des des-

C*) La figure 9 donne une idée de la manière d'exprimer les montagnes à
la plutne dans les carteâ à petit point et même dans les cartes topographiques.
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sins composés dans le cabinet et presque toujours mal conçus ,.
mais des cartes faites d'après de bons levés, ou extraites des meil-
leurs modèles (*).

Des Levés à Vêquerre d'arpenteur*

56. Il n'y a guère que les arpenteurs qui fassent usage de l'équerrer
pour lever les plans de peu d'étendue, et surtout les petites pièces
de terre isolées ; encore ceux qui ont quelques connaissances de
Trigonométrie préfèrent-ils avec juste raison le graphomètre ou
le petit cercle répétiteur de i8c'"'im- de diamètre. L'instrument
dont il s'agit maintenant est ordinairement un cercle de cuivre-
dé 9 à io centimètres de rayon, divisé en quatre parties égales
par deux lignes qui se coupent au centre à angles droits, et aux
extrémités desquelles s'élèvent, perpendiculairement au limbe,
quatre pinnules rivées ou assujéties par des vis. Une des pinnules
qui se correspondent est fendue par le haut et ouverte par le bas;
l'autre, au contraire, est fendue par le bas et ouverte par le
haut. Les grandes ouvertures sont traversées en leur milieu par un,
crin on une lame de cuivre extrêmement mince : elles sont prati-
quées exprès, comme ùans les alidades des planchettes, afin que
l'observateur distingue plus facilement les objets sur lesquels il
pointe. Get instrument s'ajuste de même que Ja boussole, sur un
pie à trois branches, mais il est seulement soutenu par une douille
destinée à recevoir l'extrémité arrondie du pie.

On s'assure de la justesse d'une équerre , en visant un objet éloi-
gné à travers les pïnnùles, ayant soin de prendre pour oculaire

(*) M. Clerc ,.capitaine de sapeurs, ingénieur-géographe du Dépôt général de
la Guerre , chef de la Topographie à l'École. Polytechnique , qui réunit à
un talent émineht pour le figuré'du terràrh et lé dessin de la carte , beaucoup
d'habileté dans un "genre de gravure particulier et "très-propre à la Topographie ,
lève, dessine et grave eh ce moment âés modèles 3e cartes d'après nature, et
construit'en ;mêmè'temps-, aussi.d'après nature, des reliefs-modèles propres à
guider les commençans dans les opérations géométriques de détail et le dessin
d'imitation. Ces modèles sont destinés à l'instruction des élèves de l'École Poly-
technique et des élèves ingénieurs-géographes du Dépôt général de la Guerre.
C'est cet Ingénieur qui a bien voulu graver la première planche de cet Ouvrage,
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Ja fente de l 'une, et pour objectif le fil de l'autre. On vise de
même un objet éloigné, par les deux autres pinnules, et l'on fait
•tourner l'instrument perpendiculairement sur son pie rendu stable/
jusqu'à ce que l'on voie le premier objet à travers les secondes
pinnules; ensuite l'on regarde si le second objet est juste dans la
direction des deux premières pinnules. Lorsque cette coïncidence
a lieu, les quatre pinnules sont exactement disposées-, bien, en-
tendu que toutes les fois qu'on observe avec cet insti'uraeut, les
pinnules doivent être toutes quatre perpendiculaires à l'horizon.'
Il .est d'autant plus important de les mettre dans cette position *
que sans cela la droite que l'on, ferait tracer sur un terrain, en
pente, dans l'alignement de deux pinnules obliques, aurait uno
fausse direction, ainsi qu'il est aisé de s'en convaincre.

Aucune des équerres en usage n'est rectifiable; mais il serait
facile de les rendre telles, en faisant pratiquer une des fentes dans
n ne petite pièce, mobile entre deux coulisses placées horizonta-
lement et attachées à l'une des pinnules , afin de pouvoir corriger
le défaut de coïncidence que l'on aurait remarqué en faisant la
vérification dont il vient d'être parlé.

Quand on lève un champ à l'équerre, on mène dans l'intérieur
et dans le sens de la longueur, une droite que l'on nomme base
ou directrice. On abaisse, de tous les angles du périmètre, des
perpendiculaires sur cette base, et l'on mesure °à la chaîne ou au
double mètre ces mêmes perpendiculaires ainsi que tous les seg-
mens qu'elles forment sur la base. Il résulte de là que le terrain
est décomposé en triangles, trapèzes ou rectangles, et que l'on
peut aisément le figurer et en déterminer l'étendue superficielle.
Toutes les mesures prises se placent ,en leur lieu, sur un croquis
figuratif, comme le représente la figure 4°-

S'il s'agissait de mesurer un terrain dont l'intérieur Ш inac-
cessible, mais dont le pourtour fût libre, on lui circonscrirait un
triangle (fig. 36), un rectangle (fig. 27)., ou bien un trapèze
(fig. 38), ou enfin toute autre figure réductible à un triangle
(fig. 3g). On abaisserait de même de tous les angles de la figure
des perpendiculaires sur les lignes d'opérations prises pour bases,
afin de parvenir à la décomposition précédente. C'est ce que l'on
voit à l'inspection des figures.
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Fis 40. Voici maintenant comment on trouve avec l'équerre le pie des

perpendiculaires que l'on veut abaisser. Supposons que l'on veuille
déterminer le point b où tomberait la perpendiculaire abaissée du
sommet de l'angle В sur la base ЛИ. On placera le centre.de
l'instrument aux environs de b, ou, comme le disent les arpen-
teurs, on y donnera un coup d'équerre, en dirigeant deux des
pinnules dans l'alignement ЛХ et voyant si le point В se trouve
dans la direction des deux autres pinnules ; mais à moins d'un
hasard singulier, ce point sera à gauche ou à droite de cette di-
rection. S'il est à gauche, par exemple, l'on reculera, par estime,
l'instrument vers le point A, et l'on recommencera la vérification.
Après quelques essais pareils, le centre de l'instrument se trou-
vera en b. On metfra d'aufant moins de temps à obtenir ce
point, que l'on sera plus exercé à ce genre d'opération.

On peut, à l'aide de l'équerre, juste ou fausse, résoudre sur
le terrain un grand nombre de problèmes utiles, comme l'a fait
voir M. Servois, professeur aux Ecoles d'Artillerie à Metz, dans un
petit Ouvrage ayant pour titre : Solutions peu connues de divers
problèmes de Géométrie-pratique. Ceux qui auront lu aussi avec
attention la Géométrie de position de M. Carnot, et sa Théorie
des transversales , pourront faire eux - mêmes des applications
de quelques-uns des principes qui y sont développés et qui n'exige-
raient, dans beaucoup de cas, l'usage d'aucun instrument.

lime resterait à parler des levés à vue j mais comme on ne
peut acquérir du tact en ce genre que par un long usage des instru-
mens , il serait superflu d'entrer dans des détails à cet égard. C'est
Surtout lorsque l'on doit être chargé de faire des reconnaissances
militaires, qu'il est essentiel de s'exercer à figurer le terrain à
l'aide du seul coup-d'œil. Voyez d'ailleurs sur ce sujet, dans le 4l

numéro du Mémorial du Dépôt général de la Guerre, l'article
Essai sur les reconnaissances militaires, par M. Allent, chef
de bataillon du Génie.
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C H A P I T R E I I .

Solutions de divers Problèmes relatifs à

Evaluation des surfaces agraires.

67. O N a vu dans le Traité de Géodésie , que quand tous les
points d'une carte levée trigonométriquement sont rapportés à une
méridienne et à sa perpendiculaire, on peut concevoir tous ceux
qui sont sur les limites du terrain, comme les sommets des angles
du polygone dont l'aire embrasse la plus grande partie de celle
qu'il s'agit d'évaluer. Si, comme nous le supposerons ici, l'on,
peut faire abstraction de la courbure des côtés de ce polygone ,
on calculera les aires des triangles et des trapèzes rectangles dont
il est composé, ел multipliant pour les premiers leur base par la
moitié de leur hauteur, et pour les seconds la demi-somme de
leurs bases parallèles par leur hauteur. Quant aux petites parties
additionnelles ou spusfractives, s'il y en a, on les déterminera
par la même méthode, après les avoir toutefois décomposées par
le procédé indiqué au n° précédent. Cette décomposition doit s'ef-
fectuer avec beaucoup de soin sur les feuilles de détail', et pour
avoir les longueurs des lignes de construction que l'on établit
à cet effet, on les compare à l'échelle de ces feuilles.

Il ne s'agit pas toujours de chercher uniquement la superficie de
l'a contrée dont on a levé la carte; il faut souvent évaluer en par-
ticulier celle des terres, des prés, des bois, des marais, des
landes , elc.. . qui font la richesse ou la pauvreté du pays. Cette
évaluation ne peut se faire qu'à l'aide d'opérations graphiques
analogues à celles dont il vient d'être question, lorsque les dé-
tails out été levés à la planchette et à la boussole^ aiasi l'on
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pourra décomposer en triangles chaque masse en particulier,
comme on le voit par la figure 41 » et pour abréger le travail,
ФП—calculera deux'tr iangles à-la-fois, en leur donnant, s'il est
possible, une base commune1, par exemple, l'aire du quadrila-
tère ЛВЕР, composée de celle des deux triangles ABF, BEF ,
est égale à la diagonale BF multipliée par la demi-somme de»
perpendiculaires Aa} Ее abaissées sur cette diagonale*

II est clair que par ce moyen on déterminera avec assez de
promptitude et de justesse toutes les aires partielles de la carte-,
•ei donc Ton a calculé, par la méthode rigoureuse précédente,
toute son étendue superficielle, il sera facile de .vérifier une opé-
ration par l'autre. Ou fera bien, dans cette circonstance, d'adopter
différons modes de décomposition, et de calculer plusieurs fois
l'aire des mêmes surfaces; parce qu'en prenant un milieu'entre
.tous les résultats, on diminue les erreurs provenant des mesures
prises avec le compas. 11 est même utile, afin 'de compléter la
description géométrique d'une.contrée , d'estimer l'espace occupé
par les rivières, les grandes routes, les chemins vicinaux, etc.;
pour cela l'on considère ordinaicement chacun de .ces espaces

.comme un rectangle dornt la .base est égale à la longueur dévelop-
pée delà rivière où de la route , et dont la hauteur est la moyenne

..arithmétique enfreies diflérentes largeurs que peut,avoir l'espace
à mesurer. Cette exactitude est suffisante dans presque tous les cas.

í V-oilà eh peu de mots la marche à suivre relativement aux
plans d'une certaine étendue-, mais si l'on se proposait de calcu-
ler ia. superficie des propriétés de chaque particulier, enclavées
dans îles -différentes masses figurées à la planchette, la méthode
graphique que nous venons d'exposer jetterait souvent dans des
erreurs considérables, quelque soin qu'on eût pris d'ailleurs pour fixer
sur le plaa les limites respectives de ces pet i ts domaines, d'après
Jes renseignemens des meilleurs indicateurs du pays. Aussi l'in-
génieur chargé de la confection du cadastre d'une commune ou
d'un, grand ten-itoire, doit-il employer la méthode même des ar-
penteurs t c'est-à-dire , lever les détails à l'équerre., ou mieux en-
core, au cercle répétiteur, pour pouvoir ensuite déduire les aires
avec plus d'exactitude. Telles sont les opérations qui sont-du res-
lort de l'Arpentage. Nous allons, en faveur des jeunes gens qui
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entrent dans la carrière topographique, donner quelques exemples
de calculs relatifs à ce sujet, et ensuite nous exposerons le сргш--
cipe de la division des champs;

P R O B L È M E S F O N D A M E N T A U X . '

58. PROB. L Mesurer l'aire d'un rectangle et d'un parallélo-
gramme..

Soient AB =A'B' =$$",& les bases, et ЛС=С'&я±57»,о5'
les hauteurs du rectangle ABCD et du parallélogramme Л'В'С'&\
L'aire S de chacune de ces deux figures étant égale au produit
de ses deux dimensions, il est clair que l'on a pour lerïectangle~
comme pour le parallélogramme-,

S = 5g""",8 x 57mA,o5 = aaiS^Sg = за"". i5m-<,59,

PROB. II. Mesurer l'aire d'un triangle rectiligne*.

T.". Connaissant la, base et la hauteur.

Soient ^£ = дт,6 la base, et CJDs=5m la hauteur du tri
rectiligne ACB. L'aire d'un triangle quelconque étant égale a-
la moitié du produit de sa base par sa hauteur, on a

2". Comîaissant les trois cotes..
Il arrive souvent qu'il est impossible de pénétrer dans Pin

rieur d'un triangle, et de parcourir même l'espace qui l'envi--
ronne. Alors on mesure les trois côtés de cette figure, et, Pou
fait' usage de là formule suivante,

S = l£ (l - fl) g —.*) (E - с) , .(.СЛ»п. de Legendrc, p. 296- ) :

dans laquelle »S1 désigne Paire dû triangle, a, b, c ses trois côtés ;,,
et ^ son périmètre = a -f- b +•€.

« = 25m, ^ = зот, c=i5m, on trouvera que

—a5).(3o—до;.(5о—i5).=
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On pourrait en général effectuer ce calcul à l'aide des Tables
de logarithmes; mais dans ce cas particulier on détermine plus
simplement l'aire cherchée, puisque le triangle ABC est rec-
tangle. En effet le quarre du plus grand côté a étant égal à la
somme des quarrés des deux autres côtés bt с, on a

с b-c 20X15 r
"" a "~ 2 "~"

Ce problème est un des plus utiles de la Géométrie-pratique.
On peut, à son moyen, évaluer l'aire de quelque polygone que
ce soit, sans employer d'autre instrument qu'une chaîne métrique
ou le mètre lui-même-, puisqu'en mesurant les trois côtés de chaque
triangle en lesquels ce polygone sera décomposé, la formule pré-
cédente recevra immédiatement son application -, mais cette mé-
thode est beaucoup plus longue que celle que j'exposerai bientôt.

5°. Connaissant deux côtés et l'angle compris.

Si dans un triangle dont Л, В, С sont les angles, et a, b,
с les côtés respectivement opposés , on connaît les deux côtés b, с
et l'angle Л. compris, et que l'on nomme h la perpendiculaire
Со, on aura, à cause du triangle rectangle ACD,

h = Ъ sin Л ,

en supposant le rayon des Tables =i', mais l'aire ЛСВ =
CD

Л.В x — = s> donc
Ъс . .,

s = — sin A ,

c'est-à-dire que l'aire d'un triangle est égale à la moitié du produit
des deux côtés connus, multiplié par le sinus de l'angle compris.

Soient £ = 25m,4, с = 3ош,2, Л—^'лУ, on aura

log Ъ = i, 4048537
l og^c = 1,1789769

log. sin A = 9,7887106

log s = 2,3726212

ainsi l'aire du triangle, ou í =
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4*. Connaissant un côté et les deux angles adjacens.
Daus le triangle ABC, l'on a, comme l'on sait,

sin B sin В Ъ
sin s

De là tirant la valeur de b et la substituant dans la formule
bcs =5 — sin A obtenue ci-dessus , on trouve

expression qu'il est facile de calculer de même par les logarithmes.

PROB. III. Trouver l'aire d'un quadrilatère dont on connaître-
les deux diagonales et l'angle qu'elle forment»

En vertu de l'une des solutions précédentes, on a

aire BEC = sin E

ГАВЕ = - sin E
z

rAED = -s

DEC = 2£ sin E :
a '

done A BCD = ̂ z ^ ^ s iu E __

II Suit de là que l'aire d'un quadrilatère est égale à la moitié
du produit de ses deux diagonales, multiplié par le sinus de
l'angle compris.

Quoique dans l'Arpentage on ait rarement besoin d'évaluer
l'aire des figures régulières, je vais donner quelques exemples de
calculs à ce sujet.

PROB. IV. Mesurer l'aire d'un polygone régulier. Fie. 47.

Si l'on connaît le côté К d'un polygone régulier et le nombre
n de ses côtés, son aire j s'obtiendra à l'aide de la formule

5 s= -. nK* cot H
4 »

25
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q désignant le quadrant. L'angle au centre С du polygone étant

:= — , sa moitié = — j et comme le triangle ACD est rectangle

en D} on a
-
2

Or l'aire de tont polygone régulier est égale au produit de son
périmètre riK par la moitié de son apothème CD; donc, etc.

Pour appliquer la formule actuelle à un exemple, soit K=.\z^f

et « = 8 ; on aura
log K = 1,0791812

idem = 1,0791812

log - = о, ЗоюЗоо

1 . 2CO _-. _
Jog. cot. —g— = 0,3827757

log 5 := 2,8421681 ;

l'aire cherchée est donc égale à s^=6()5m^,3g.

PROB. V. Trouver l'aire d'un cercle dont on connaît le rayon.

L'aire d 'un cercle est égale au quarre de son rayon multiplié
par le rapport de la circonférence an diamètre, c'est-à-dire par
-л- = 3,14159266 : ainsi appelant r le rayon d'un cercle, et s son

L'approximation sera presque toujours suff isante, en supposant
seulement тг = 3 ;i4-

Soit pour exemple, r=i6m; on aura

Si l'on voulait opérer par les logarithmes, au double tin logarithme
du rayon on ajouterait celui de -rr , lequel ï=o,497i499 '> et la
somme serait le logarithme de l'aire demandée.

, II est évident que l'on peut aussi déterminer le rayon d'un cercle
dont l'aire est connue.
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PROB. VI. Déterminer l'aire d'un secteur dont Гаге est de

n grades , et dont le rayon = r.

La longueur de l'arc du secteur se déterminera à l'aide de celle
proportion :

ITT200 : iír :: n : arc=/z. — ,200

et puisque l'aire cherchée est égale au produit de cet arc par la
moitié du rayon, on a

ЯТ I . . ЭТ*s = n . — . - r = n . -j— ;
200 a 4ÛO

par conséquent

log. surf, d u secteur = log. n +2 log. r -f- 7,89608988.

PROB. VII. Trouver l'aire du segment dont l'arc comprend Fig.4s,
n grades.

L'aire du segment AnB est égale à celle du secteur ACBnA ,
moins l'aire du triangle ABC. Or, par ce qui précède,

J , Tl*aire du secteur =72.7—,
4°o

et celle du triangle Л.СВ = —sin «}

donc

aire du segment = r* •- (n . — — sin n}\0 a \ 200 ) '
donc

log. aire du segment =r 2 log /• + log. - Г/z . — — sin /z\

Si l'on fait az=n. — , on aura log a=lpg«4- 8,196119877 \
partant,

log. aire du segment = 2 log г -f- log. - (a =p sin я),
ítíZtt

le signe — ayant^orsque n < 200, et le signe -fr lorsque ?г>зоо.

PROB. VIII. Déterminer l'aire d'une ellipse dont on connaît
les deux axes.
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II est démontré dans tous les Traités de calcul intégral, que

l'aire d'une ellipse est équivalente à celle d'un cercle dont le rayon
serait moyen proportionnel entre les deux demi-axes. Cela posé,
soient a et b ces deux demi-axes, et s l'aire cherchée j oa aura

s =

Supposons que я = 12 et que £=io, on trouvera

s = 3,i4x ï2 x io = 3,14 x 120

Si au lieu du petit axe zb on connaissait l'excentricité e ou la
distance du centre à l'un des foyers de l'ellipse , on aurait

Voici maintenant quelques problèmes qui trouvent leur appli-
cation en Géographie et complètent l'art. 90, Géod.

PROB. IX. Déterminer l'aire d'une sphère dont le rayon est
connu.

Soit p le rayon d'une sphère, et 2 l'aire de sa surface; on aura
(Géom. de Legendre. Liv. VIII, Prop. 18.)

2 =

En supposant que la Terre soit sphérique, logp=6J8o388oi et
pour lors

log 4 === 0,6020600
log-тг = 0,4971499

alog p = 13,6077602

log 2 = 14,70697015 d'où 2 s= 5oc)2C)5c)myr!am'i-

La surface de la Terre comprend donc environ ce nombre de my-
ria mètres quarrés.

PROB. X, Mesurer faire d'une zone bordée par deux paral-
lèles dont les 'latitudes , supposées de même dénomination ,
sont L et I/.

L'aire d'une zone sphérique étant égale au produit de sa hau-
ieur par la circonférence de la sphère , et cette hauteur étant
visiblement égale à sinZ/ — sinZ, lorsque le rayon de la sphère
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î= ï ) on a pour une sphère du rayon p

2 = 2>7ff>* (sin U — sin L)
L'—L\ /L'+L\

Si l'une des latitudes, L, par exemple, était australe, et que
l'autre, L', fût boréale, il faudrait, dans cette formule f faire
sin L négatif, et l'on aurait en conséquence

2 = 2. Tfp* (sin Z/ -f- sin L)

PROB. XI. Déterminer l'aire d'un quadrilatère spliérique for-
mé par deux méridiens et deux parallèles connus.

Soient /7 et p' les longitudes des sommets des angles du qua-
drilalère dont il s'agit, L, et //les latitudes respectives des deux
parallèles. Cela posé, si la zone élait entière elle aurait pour
mesure Ja valeur de 2 obtenue dans le problème précédent', mais
comme celîe q«e l'on considère est terminée latéralement par
deux méridiens faisant entre eux l'angle p' — p, et que dans ce
cas Ja zone entière est à sa partie dans le rapport de quatre angles
droits à l'angle p — p, on a

J/— sin L)

A fLr+L
•)СЧ— ,

ç désignant le quadrant.
On a vu, n" 4° > Яие 1'апз 'а projection de Flamstéed les qua-

drilatères formés par les méridiens et les parallèles de la carte
sont éijuivalens à leurs correspondans sur le globe. Donc la for-
mule actuelle doil aussi servir à mesurer les espaces que ces qua-
drilatères occupent réellement sur la carte. Mais pour avoir égard
à l'excentricité de la Terre, il convient d'intégrer la valeur de
d^ donnée au n° cité. Toute opération faite, on a, en s'arrêtant
aux termes en e*, et en faisant L — L s= /c ,

l-s e* sin - k cos - f Z/ -f-- A ) f •ò 2 a.\ ' я /Л
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DE LA MESURE DES POLYGONES IRRÉGULIERS.

rig-К 5g. Déterminer l'aire du polygone irrégulier ABCD... levé
à Véquerre.

Ce polygone étant, par suite de l'opération faite avec Péquerre,
décomposé en triangles et eu trapèzes rectangles, on aura sa su-
perficie ainsi qu'il suit :

Сл) = (ii, 6) (4, 2) = 48m<î,73

du triangle (Z>) — (21, 4^) (6> 5) i3g ,42

du trapèze (c) = (21) (7, 5) 167 ,5o
du trapèze (d) = (i3, 7) X 7 g5 ,90
du triangle (e~) = (19, 4) (5, 2) 62 ,08
du triangle ( /") =5.5 a5 ,00
du trapèze (g) = (i3, 5) (26, 85) 35y ,10
du trapèze (A) = (n, ï) (n, 4) 126 >^4
du trapèze (AT) = 9x4 36 ,00

Somme
triangle ( / ) soustractif = 4 x 2 8

aire effective du polygone io4o'"'9,26j

ainsi l'aire du polygone est de ю ares 40 mètres quarrés ~^.

Si le terrain à mesurer était terminé par une ligne courbe ,
comme le représente la figure 46, on multiplierait le plus qu'il se-
rait, possible le nombre des perpendiculaires aa, bb', ce'... afin
de pouvoir considérer sans erreur sensible le périmètre abcd. . .
comme un assemblage' de petites lignes droites-, et le calcul de
la superficie se simplifierait singulièrement en rendant toutes ses
perpendiculaires equidistantes. En effet, supposons que les inter-
valles mx, xy , yz , zt, tn soient égaux -, les aires respectives des
trapèzes ab', be'.... dont la hauteur commune est mxt seront

/ce'4.//Л.
—^Jl- ) xmx;

aire aatf'fss (—• + bb'+ ce'.. .. f-Ç ) X mx,
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c'est-à-dire que l'aire d'un polygone décomposé en trapèzes à
bases parallèles equidistantes est égale au produit de la hauteur
commune, par la somme faite de la demi-somme des bases ou
perpendiculaires extrêmes, et de la somme des perpendiculaires
intermédiaires.

Si le poljgone curviligne se terminait en pointe aux extrémités
m et n de la base mn, les perpendiculaires extrêmes seraient
nulles-, ensorte qu'il suffirait de multiplier la somme des perpen-
diculaires intérieures par leur distance , pour avoir lu mesure de
la surface du poljgone.

60. Mesurer à Véquerre et déterminer Г aire cie chacun des Fig 47.
quadrilatères (x), (y), (/) gui composent l'enceinte A BCD.

Soit pris ЛО pour base: on mesurera, i°. les i n t e r v a l l e s Л/',
f g', g'ß supposés perpendiculaires à AD; 2°. celte base; 5°. les
segmens Df", f "g", g"E formés par les perpendiculaires ff, gg",
abaissées sur DE; 4°- ces mêmes perpendiculaires, ainsi que CE*
Pour avoir maintenant les aires des quadrilatères (.r) , (j), (z}1

on procédera de la manière suivante :

trapèze Af'ff* = (8, 5).(38) = 5a3-',
triangle Dff'" soustractif = gx ï 9

aire (#) ЗЦ"1"

trapèze s4g'gg"=(2i X 35) . .........
triangle Dgg sonstraclif = (21 x 3) ... 63

quadrilatère (^)-f-(j) ........ 672

moms (x~) ........ 3i4
aire - .......... 358m-i*

trapèze ЛВСЕ = 5i x 22 ............
triangle D CE soustractif = 4 X 26 ............ 104

quadrilatère ЛВСО = (>)+(.Г)-К~) ioi8m ' '
moins (-t)4-( >") 672

aire (z)

Au lieu de mesurer les bases et les hauteurs des triangles ree-
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tangles Dff, Dgg", il est plus simple de mesurer les intervalles
Df, fg, gC\ mais pour pouvoir effectuer le calcul précédent, il
faut préalablement déterminer ces bases et ces hauteurs. Or c'est
à quoi l'on parvient par la théorie des lignes proportionnelles,
c'est-à-dire que l'on a , par exemple ,

DC : CE : DE :: Df'.ff : Df-,
d'où

ff°_
JJ — DC

et ainsi du reste.
« 61. Mesurer au graphomètre ou au cercle répétiteur un po-
lygone rectiligne quelconque, et déterminer son aire.

Soit le polygone ABCDE dont il s'agit d'évaluer la superficie.
On mesurera tous les angles intérieurs et tous les côtés de ce po-
lygone, et la vérification des angles devra se faire sur le terrain
même, afin que si l'on découvre une erreur on puisse la recti-
fier sur-le-champ. Cette vérification s'effectue à l'aide de ce prin-
cipe connu , savoir , que la somme des angles intérieurs d'un
polygone est égale à autant de fois deux angles droits qu'il j a
de côtés , moins deux.

Dans l'exemple actuel, on a par l'observation,

angle Л = i2or
В = 1 5a
С = 86 ,ю
D = 118 ,i5
E = i43 ,j5

somme =; 600,

laquelle est eu effet égale à celle des angles du pentagone ABCDE,
puisque 200er x (5—a) = 6oo?r.

Dans le cas où l'on aurait une faible erreur en plus ou en
moins, et cela est très-ordinaire, on diminuerait ou l'on aug-
menterait chaque angle de cette erreur divisée par le nombre des
côtés du polygone. On suppose ici toutefois que les angles sont
tous observés dans le même plan et aux sommets des angles du
polygone, ce qui peut presque toujours se pratiquer ainsi dans
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les opérations de détail, et quand le graphomèti-e est muni de
lunettes plongeantes; auquel cas son limbe se dispose toujours
horizontalement.

Il est nécessaire aussi de vérifier sur le terrain si les longueurs
des côtés de ia figure sont exactes. Pour cet effet, on inscrit le
polygone dans le rectangle xyzt, dont on détermine les quatre
côtés en résolvant les triangles rectangles Б Cx, CDy, EDz, Л Et,
dans chacun desquels on connaît l'hypoténuse et les angles. On est
certain, alors, qu'il ne s'est glissé aucune erreur dans la mesure
des côtés du polygone, lorsque ceux opposés du rectangle cir-
conscrit sont égaux. Voici le calcul des côtés des triangles dont
il est question.

triangle
ВСх

1,9860211 = 96m,83 = Bxt

s= 9,6828260
= 2,3o3ig6i

2,2468622 =

triangle
DCy

triangle
EDz

triangle
EAt

log. sin
log2Ol

1. cos 3.2

log. sin i8^,io = (
log 335'" = :

1. cos i8?r, io == 9,9822063
2,6072601

2,0937867

176 ,i4 = C x

93 ,97 = Су

За ï ,55 = Dy

124 > lu ==
log. sin

Iog
1. cos 36^,25

log. Sin 20s'.

log 8om,og
1. COS20fr,

9,7017002
2,3620866
9,9354241

2,2876106

1,3935725 =5

9,4899824
1,9035901
9,9782063

1,8817964 =3

i93 ,87 = Ez

34 ,76 s= At

76 ,17 = Ef.

24



186 TOPOGRAPHIE, ARPENTAGE
Comme chaque côté de l'angle droit d'un triangle rectangle est

égal à l'hypoténuse multipliée par le sinus de l'angle opposé à
ce côté, en supposant toutefois le rayon des tables égal à l'unité,
il est clair que pour avoir, i°. le logarithme du côté Bx du
triangle BCx, il faut au logarithme de 20im ajouter le logarithme
sinus de $2er; 2". que pour obtenir le logarithme du côté Cx ,
il faut de même au logarithme de 20i ajouter celui du cosinus
de %2S', et ainsi pareillement pour tous les autres triangles dont
il est d'ailleurs très-facile de déterminer les angles aigus.

Il résulte de ce calcul que

xt =5 445m,68, y z = 445m,65,

xy = 270 ,11 , zt = 270 ,04.

On peut donc conclure que les mesures ont été assez bien prises.

Pour déterminer maintenant l'aire du polygone ЛВСВЕ, on
calculera celle du rectangle xyzt} et on en retranchera les aires
des quatre triangles BCx, CDy, DEz, Л Et; le reste sera l'aire
cherchée. Mais auparavant il faut faire disparaître les petites er-
reurs qui existent entre les longueurs xt, yz, et xy, zt. On pren-

dra donc pour longueur réduite du rectangle î—1>— — 445"',66,
. , va: -f-zf ._

et pour largeur moyenne, J-—•— = 27O"',O7. On pourra ensuite

augmenter zE de om,o3 et diminuer Cx de om,o4, parce qu'il
est plus convenable de faire porter la correction sur les pins longues
lignes. Quant à la correction relative à la longueur du reclangle,
elle est si faible qu'il est inutile d'y avoir égard dans je cal-
cul des tr iangles dont il s'agit. Cela posé, on aura, en opérant
par les logarithmes, pour abréger,
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Log. des aires. Aires.

rectangle xyzt
Base 2,6490037

Hauteur 2,4314763

5,0804800.

triangle DCy.
в- *>9729764
H. 2,5072601

С. log. 2 = 9,6989700

triangle EDz.
B. 2,0957836
H. 2,2876778

C. log. a = 9,6989700

triangle AEt.
в. 1,3935725
H. 1,8817964

C. log. a = 9,6989700

triangle BCx
B. 1,9860211
H. 2,2457694

Comp, log. 2 = 9,6989700

.... 8526n-',i

4,1791966 !5ю7 ,6

4,o8o33i4 iao3i ,8

2,9743389 942 ,6

366o8mv — 566o8

aire du polygone 8375im">, 3.

Quoiqu'il faille mesurer tous les angles et tous les côtés d'un poly-
gone, celui ABCDJL n'en serait pas moins déterminé si l'on connais-
sait seulement tous les angles moins un et tous le? côtés moins
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deux, ou bien tous les côiés et seulement tous les ancles moins
trois, etc.} mais l'on manquerait alors de moyens de vérification,
et Ja détermination des parties inconnues serait du ressort de Ta
Poljgonométrie, science dont je vais donner quelques notions.
Cependant j'observerai auparavant que, sans recourir à une nou-
velle théorie, l'on peut dans tous les cas résoudre les problèmes
de ce genre parla simple Trigonométrie. Si, par exemple, dans
le poljgone ABCDE on connaît tous les angles, mais seulement
les côtés ЛВ у В С, CD; on déterminera les deux autres côtés
AE, ED, ainsi qu'il suit.

Après avoir calculé par la méthode précédente Ax et Dy,
on résoudra le triangle rectangle ADm, pour connaître la dia-
gonale AD, l'angle D Am et par suite l'angle E AD. Ainsi dans
le triangle AED, on connaîtra non-seulement les angles, mais
encore le côté AD ; il sera donc facile de déterminer les deux
autres cotés ЛЕ, ED.

Principes de Polygonométrie ,

ou Recherches des relations entre les côtés , les angles et l'aire
d'un polygone rectiligne.

. 43. 62. La méthode que je viens d'exposer comporte le calcul des
triangles auxiliaires; mais par les formules de la Polygonométrie
on obtient immédiatement les quantités cherchées. Afin de donner
une idée de ces formules , }e vais déterminer CD à l'aide des
trois côtés AB, BC j AD , et des deux angles A, B-, pour cet
effet,

Soient АБ = а, BC=b, CD = c,

soient en outre désignés par (ab) , (ас) , (ad) les angles inté-
rieurs du poljgone ou ceux que les côtés b, c , d font respective-
meut avec le côté a. 11 est clair que l'on aura AB=Bc+cd-\-dA,
ou en vertu de la propriété du triangle rectangle,

a =5 b cos (ab) -f-- c cos (ас) -f- d cos (ad) j
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pareillement

Ъ = a cos (ab) -f- c cos (Z>c) -j- d cos (Z"0
c = a cos (<zc) -f- Ъ cos (£c) -f- ^ cos (cd)
d = д cos (W) -f- ô cos (b d) -f- c cos (c^f).

Multipliant par a la première de ces équations, par Ъ la seconde,
parc la troisième, et par d la quatrième; ensuite ôtant les trois
derniers produits du premier, il viendra,

a2 = Ъ* -f- ca -f- d* — • 2 {£<? . cos (óc) -f- ZK/, cos (bd) -f- £í/. cos (cd)},

Mais, angle (Z>c) = C7, angle (6í/)=C+£) — 200% aogle
(cif) = Z> • donc

<г2 = b1 4- c3 -f- d1 — 2 [Z>c.cosC — W.cos (C -f- D)-f- cr/, cos Z)]-,

par la même raison ,

cs = a2 + Ь1 ~\- d* — 2 [ub . cos Б — M. cos (A -\-B) -+- «f/, cos ̂  ].

La même méthode, appliquée au pentagone ЛВСОЕ, don-Fig.^8.
nerait

ic. cos C— Í£/.cos(C+/>)+ie.cosCC+D+£)-j., л , . , , c . c o s — £ . c o s e . c s .
-H/ -К — 2|__ +cd.cos7?_ce.COíCD+jE)+de.cos.jB. J»-

formule qui a encore lieu pour un polygone d'un plus grand nombre
de côtés, et qui s'énonce ainsi : Le quarré d'un côte quelconque
d'un polygone plan est égal à la somme des quarrés de tous
les autres côtés , moins deux fois les produits de tous /Tes autres f C
cotés multipliés deux à deux et par /e cosinus de l'angle qu'ils
comprennent. La propriété connue du triangle obliquangle est
donc un cas particulier de ce principe général.

On Voit sur-le-champ que dans le quadrilatère ABCD (fig. 48)

Ъ . sin (ab) = с .sin (ас) -f- d. sin (ad) ,
ou bien que

— с. sin

On, a pareillement dans le pentagone ABCDE (fig. 4д)

b.siuB =е.8

et ainsi de suite.
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De cette dernière formule on tirerait immédiatement la valeur

de l'angle Б ; mais s'il fallait en déduire l'angle A, on serait
obligé de développer les facteurs dans lesquels cet angle se trouve
engagé. On aurait, par exemple ,

— d. sin A cos E-^d. cos A sin E
-f- с . sin A cos (D + £) + с .cos A sin

et après avoir substitué pour cosA sa valeur \Л — sina^á! , on
verrait que l'inconnue únA serait donnée par une équation du
second degré.

Si dans l'équation précédente on avait Z> = o, le pentagone se
changerait en quadrilatère, et pour iors on aurait

_ d. sin E— -с. sin
tang Л — e^.— e^.d.cos£ + c.cos(D + £')

employant la notation qui convient au quadrilatère ABCD,

4Я П Р 4— с.™/?— 6.sin(C+fl)
b d — c.anD+b.ù& (C + D~)'

- <$• ou en

4—
— c . .

"f "f
Telle serait la formule dont il faudrait faire usage pour détermi-
ner le troisième angle d'un quadrilatère, si l'on connaissait trois
de ses côtés et les angles compris entre les côtés connus.

63. L'aire d'un polygone peut s'exprimer aussi en fonction de
ses côtés et de ses angles. Par exemple, l'aire S du quadrilatère
AB CD a. pour valeur, en conservant la notation ci-dessus,

S = - [iid.sinA — ас.ъ\п(Л + Z>) -f-Ci/.sinZ)]. (ï)

Pour le prouver, on prolongera CD et AB jusqu'à leur ren-
contre en O, et Ton aura

aire ABCD, ou S = OCB—

Or si l'on fait OA=&, OD^=y , l'un des principes du ne 58 donnera

ОСЛ = - ( с + >) (a -f- a) sin O

ODA= - &y sin O ;
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pour lors

S = 1 (с -4-^) (a 4- a.) sin О — -et}- sin O

= -ac smO4--a>9Ín O + -AC sin O.
2 ' 2 ' 2

D'ailleurs le triangle ОВЛ donnant

7 . -r. . s\в. : а :: зш D : sin O
on aura

et la valeur de 5 deviendra

S = - ac sin O -í — ая? sin Л -4- - Cif sin D ;
2 , ' 2 * 2

enfin à cause de O— .,4-f-Z) — .'200, il est visible que cette va-
leur de S prendra la forme de celle (ï).

Un procédé analogue donnerait pour l'aire du pentagone ABC DE Fig.49-

1_Г
2 L

а Ъ . ь \ п В — ас. sin (Л -f- C) + tfrf. sin (£
-f- 6c. sin C— W. sin (C -f Z?) + cd. sin D '

et ainsi de même pour tous les autres polygones.

Il ne faut pas oublier, en appliquant ces formules , qu'il s'agit
des angles intérieurs du poljgone. Quant au choix des signes qui
doivent affecter les sinus et cosinus ; voyez l'observation de la
page 89 du Traité de Géodésie.

Le principal avantage de ces formules sur la méthode du n° 61,
c'est qu'elles dispensent de construire une figure. Elles se présen-
teraient sous une forme plus sjmétriqne, relativement aux signes,
si au lieu des angles intérieurs du polygone on employait les
angles extérieurs, c'est-à-dire ceux qui sont formés par un côfé
de la figure et le prolongement du côté suivant.

64- Il n'est pas toujours possible de mesurer tous les côfés et
tous les angles d'un polygone; souvent même on n'a d'antre parti
à prendre que de choisir pour base unique un de ses côtés, et de
déterminer les sommets des angles par intersection, ainsi qu'il
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a été enseigné au n° 5э. Voyons donc comment on peut, dans
ce cas, en évaluer la surface.

. Soit ABCDE le polygone convexe proposé, AB=a la base
mesurée-, soient en outre EAB=e, DAB = <P, СЛВ —y les
angles observés au point A, et EBAz=è, DBA=J", CBAz=y'
les angles observés au point B,

On remarquera que l'aire polygonale pourrait s'évaluer en cal-
culant d'abord les coordonnées des points JE, D, C, et chercbant
ensuite les aires des triangles et des trapèzes en lesquels le po-
lygone AEDCB se trouverait décomposé. Mais mon but dans
cette circonstance étant d'obtenir l'expression analytique de l'aire
de ce polygone en fonction des seules quantités prises sur le ter-
rain, je concevrai ce même polygone divisé en triangles qui aient
leurs sommets à l'une des extrémités de la base AB; tels sont, par
exemple, les triangles EAD, VAC, CAB. Or, d'après ce que l'on
a vu au n" 58 , chacun a pour mesure la moitié du produit de deux
de ses côtés, multiplié par le sinus de l'angle compris; ainsi

surf. E AD = AE^AD sin E AD ;
z '

mais dans le triangle ЛЕВ on a

sin (£-K) : а :: sine' : AE=z-.a,*in?,.;4 ' ' sm (í +e )

Dans le triangle DAB on a pareillement

sîn (cP -f- J'_) : а :: sin гГ : AD = . °!'" ,,s.

Introduisant ces valeurs dans l'expression précédente, on obtient

Г 7-1 A-n <£ Sini'sintf ' . , лч/. E AD = - • , . ,s - fs. . ,,... sîn Ce -— J4.J a sm(e-f-e')sm (<f-f-d j ч '

Concluons de là que
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par conséquent l'aire cherchée ou

sîner sin cT sin (g — J)

sin S' sin y sin (cf — y)

sin y sin y
*" einöH-з/)

prenant le point Л pour sommet commun des triangles qui com-
posent la surface du polygone, on a de môme

f.AEDCB,

sin y sin S sin ( y' — J1')

sin ^sin y sin (J''

sin e sin e'
,/)sm f s-

On trouverait, par une méthode absolument semblable, l'ex-
pression de l'aire de tout autre polygone. Daps la pratique , il
conviendra de se servir des deux expressions de la même surface,
afin de pouvoir constater l'exactitude des résultats numériques.
Je laisse aux jeunes arpenteurs le soin d'appliquer eux-mêmes toutes
les formules précédentes: il me suffisait de leur donner une idea
de la Poljgonométrie; mais c'est dans les écrits de M. Lhuillier,
de Genève, et dans ceux de M. Carnot, qu'ils pourront puiser
des connaissances plus étendues sur cette matière.
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C H A P I T R E I I I .

Suite de Problème» j-elatifs à l'Arpentage.

Division des surfaces,

65. J JÂ. plupart des auteurs qui ont traité de la .division des
surfaces, se sont plutôt attachés à résoudre un grand nombre de
problèmes de pure curiosité, et à en donner des solutions gra-
phiques, qu'à faire connaître la méthode de calcul qu'il est pré-
férable d'employer dans la pratique de l'arpentage. C'est cette
méthode que je vais développer le plus brièvement possible et en
m'attachant aux cas qui se présentent le plus souvent.

Fig. 5o. Diviser an triangle en deux parties qui soient entre elles
dans un rapport donné, i°. par une ligné partant du sommet}
a", par une ligne parallèle à l-un des côtés dit triangle.

3La première condition sera évidemment satisfaite, si l'on db-
vise la base du triangle eu parties proportionnelles aux deux
nombres qui expriment le rapport donné, puisque les trianeles
qui ont même hauteur, sont entre eux comme leurs bases. Si ce
rapport est comme m : n, et que la base du triangle Suit Ь, on
aura AD=-x par la proportion

m : n : : x : b — x, d'où x = ~— ;
m-(-/i7

faisant, par exemple, m =5, /2 = 9 et Ъ = 56'"'', on aura

5.36

Fig. Si. S* on voulait partager le triangle ABC en trois parties qui
fussent entre elles :: m ' . n ' . p , on aurait visiblement, en dési-
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gnant AD par x et DE par y ,

mb nb

Ainsi, en supposant que les triangles partiels dussent être égaux
en surface, les parties AD, DE , ЕС seront elles-mêmes égales.

Pour remplir la seconde condition , on remarquera que les deux Fig. 5?..
triangles ABC t DBE sont semblables, et que par conséquent
leurs aires sont entre elles comme le.s quarrés des côtés homo-
logues/ On a donc en général

ABC : DBE :: AB ; B D .

Mais par hypothèse , ABC : DBE :: m l n;

donc Aß': BD :: m : n;

donc

ce qui signifie que B D est mojea proportionnel entre —.AB et
AB.

Soit m : n :: z : ï et AB = i5m, on trouvera que

= i5l/ i = i5 xBD

S'il s'agissait de diviser le triangle ABC en cinq parties égalesrig. 53.
€n surface, par des lignes parallèles à A C, on aurait évidemment

On voit par là qu'il est inutile de connaître la surface d'un triangle,
pour le partager ainsi qu'il précède.

66. Partager le triangle ABC en trois parties équivalentes}Т1&54.
par des lignes partant d'un point D donné sur la base AÇ.

Puisque les bases AD, DC des triangles AeD, De'C sont
connues, on aura leurs hauteurs respectives en divisant leurs aires
par la moitié de ces bases. S'il arrivait qnel'un des quotiensfût
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plus grand que la hauteur BH du triangle proposé , cela indi-
querait que les deux lignes De , De' doivent couper le même
côté AB ou BC. -La figure 55 offre l'exemple de ce cas, pour
lequel on a alors

, j_ ARC a _ a ABCek — - .- —

ABC

Dans la pratique, il est plus commode d'employer ATi} Ali ';
pour connaître ces abscisses , on fera la proportion

BH : АН :: e k \ A h t d'où Ak = —^- ,

on aura de même AK ~ DJ• ".
jDZÍ

FI-.56/ Cette question se résout élégamment et avec beaucoup de sim-
plicité, par le principe,de Ja Iransformation des figures. En effet,
si on partage AC eu trois parties égales, et que par 1еь points
de division F, F', où mène à BD les parallèles eF, e'i', les
droites eD, e'D diviseront le triangle proposé en trois parties
équivalentes, ce qui est évident j car d'une partie triangle BCF' est
le tiers de ABC, et de l'autre, le triangle С e'D est équivalent

ЛВС
à BCF'. On voit de même que AeD = ABF = —^-.

Lorsque l'on opère sur le terrain, on mesure AD et ^5, ,et
l'on partage le côté AB en parties proportionnelles aux deux par-
ties AF', F D, c'es't-à-dire que l'on établit la proportion

AT
AD: AB ::~:Ae.

о

Par ce moyen Ton obtient le point e avec facilité. On détermine
de la même manière le point в'.

Quoique le triangle ABC ne soit divisé qu'en trois parties équiva-
lentes, on conçoit bien que la mélhode que je viens d'exposer est
également, applicable à ladivision du triangle en un plus grand nom-
bre de parties , et qu'il serait inut i le d'évaluer Г-àire du triangle à
diviser, ai cette évaluation n'intéressait pas les co-partageans..
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Ce problème trouve son application lorsque l'on veut pratiquer

des sentiers De, De' aboutissant à un puits commun D. Si le
centre de ce puits était donné dans l'intérieur du triangle , par
les coordonnées ou distances Af, fD, et que la droite f D fut Fig. 57-
ипе ligne de division, on aurait Df, Df", ainsi qu'il suit.

,-, . i j f Af=. a, D f'== Ъ,
Faisons les données \ J J '

( AH^= с , BHz= d,

et les inconnues -̂ '̂= x> fgf== У*

On aura, à cause des triangles semblables ABH, Af'g,

de plus, l'aire du trapèze f'g'fD est 2^— (a — ж), celle du

triangle Af'g = ^ j et comme l'aire du quadrilatère

est connue , est égale à —^— = m", on a l'équation

Subsf i fuan t dans celle-ci pour y sa valeur déduite de l'équation
(ï) , il vient

s / dx b \ bx
TOS = ( -- \-- }a -- ;

\ ас ' a / a '
partant

_ (аот° — я6)с

formule qui est générale, quel que soit même le rapport de l'aire
rrf à celle du triangle ABC, Pour que le point /' soit sur AB ,
on voit bien que x doit être plus petit que c. Si ce point devait
être situé sur BC , sa détermination ne présenterait pas pour cela
plus de difficulté.

Au lieu de considérer Df comme une ligne de division, pve-Fíg. 5S.
nons pour |e]]e la droite Bu menée du point D au sommet du
triangle 4 diviser, et déterminons la position des deux autres
ligues Df'}
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Après avoir calculé l'aire ABC et mesuré sur le terrain la

perpendiculaire Dh abaissée du point donné sur le côté AB , on
divisera le tiers de ABC par la moitié de Dh , et le quotient
sera la distance Bf. On mesurera pareillement la droite Dh'
perpendiculaire à BC , et s'il arrive, comme dans le cas de la

ЛВСfigure 55, que le triangle BDC soit moindre que — ̂ — , on divi-

sera la différence ÇDf" par la moitié de la perpendiculaire Df
pour avoir la base Cf.

Il existe de ce problème une solution analogue à celle du n° 66.
ACFig. 5g. Voici •en quoi elle consiste. On fait CE=.^- , et l'on joint D, E,

puis l'on mène Bf parallèle à DE. Cela fait, on prend

BM—--Ç-, et l'on mène Mf parallèle à AD : alors les droites

Dj', Df" sont les deux autres lignes de division cherchées. Il
est facile de trouver la raison de cette construction, qui serait
d'ailleurs peu commode à exécuter sur le terrain.

rig. GO. 67. Partager un triangle en deux parties proportionnelles à,
m et n par une ligne EF perpendiculaire à sa base.

Soient 'AE=x, EF=y, AD = a, АВ—Ъ, CD=h,

l'aire du triangle ACB est -^=5, et à cause que

AEF : EFCB :: m i n,
on a

л zr -n т< m-s ХУAEF ou T= - =-^.

De plus, les triangles semblables ACD , AFE donnent

a\ h:: x '. y , d'où y=.—.

Substituant cette valeur dans celle de T, on obtient

II résulte de là que ж est moyen proportionnel entre b et -̂ -.
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Si l'on avait m = nf auquel cas le triangle AFE serait la moi-
tié de ЛСВ, on aurait

ainsi on obtiendrait x en prenant une moyenne proportionnelle
entre la base ЛВ et la moitié du segment AD. .11 pourrait arri-
ver que AE fût plus grand que AD, alors on désignerait eB
par x et .5 D par я.

68. Diviser un quadrilatère en deux parlies qui soient entre
elles dans un rapport donné, et de manière que la ligne de di-
vision soit parallèle à l'un des côtés de ce quadrilatère,

Ce problème se résout très-simplement par la Géométrie élé-
mentaire. En effet, si l'on connaissait les coordonnées Ar, rR
du point d'intersection des deux droites AC, BD, on détermi-
nerait aisément l'aire cln triangle ARB, et celle du triangle /Rf.
Ensuite, à cause de Ja similitude de ces deux triangles, on aurait

ARB -.fRf :: Rr: Rk,
et de là

ARB '

Un exemple numérique fixera entièrement les idées à cet égard,

Soient doue
Ac = 6, Bd = 8, cd = 24,
Ce = 9, Dd = i3,

et les inconnues Ar—oc, Rr^=y.
Les triangles semblables ARr , ACc donneront

les triangles semblables RrB , DdB , donneront de même et à
cause de rB~AB — Ar = 58 — x,

éliminant x entre ces deux équations, l'on trouvera

3q . 38 _ л ,
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Cela posé, on aura

triangle ACc = ay™-».
trapèze CcdD = 264
triangle dDB ;= 62

aire ACDB =

et si l'on suppose queff doive diviser le quadrilatère
en deux parties équivalentes, on aura

aire

D'ailleurs, i'aire du triangle ARB étant = x щ, 64=565™ *,i б,

on a
aire fRf = 563, 16 — i7i,5 = 5gi»-<,Gô.

Delà lequaiion (ï) devient

д£ __ 5Я1.66х(аЯ.64)'_
563, i S *

ou en prenant la racine cjuarrée de part et d'autre;

Si l'on effectue cette opération par les logarithmes, pour plus de
promptitude, on aura

log 391,66 = 2,6929092
сотр. log 563, 16 = 7,2495682

somme =19,8422774

demi-somme = 9,9211387
log 29,64 = 1,4718782

log Rk = 1,3950169 = 24m,yi8.

' L,a distance Rk élant = з4п>12> on trouvera que rk , ou
— JR/c = 4m,92. Comme je suppose que l'on doit lever
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le plan ACDB avec l'équerre, il faudra, pour déterminer les points
ft f, calculer les abscisses Ag, Bg', à l'aide des proportions

Ce : cA :: fg : gA et Dd : dB :: fg : gB,
ou g : 6 :: 4,92 : Ag i3 : 8 ::4,92- S'B>

desquelles on déduira

Ag = 5«,a8, Bg' = 3m,o3.

Ainsi l'on fera, sur le terrain, Ag = 3m,28 et Bg = 3m,o3, et l'on
élèvera aux points g, g' les perpendiculairesgf, g'f pour obte-
nir les points y,/v, extrémités de la ligne de division ff.

Si l'on connaissait les angles A et B et les côtés AC,BD,
on calculerait par la trigonométrie la ligne A R, puis l'on aurait
JR/1 par la formule qui est analogue à celle (0> savoir,

Cette Formule servirait encore pour diviser le quadrilatère proposé
'ACDB en n parties équivalentes par des parallèles au côté AB,
En effet, soit aire ACDB = Q, CRD — T, et Rf=z f

=.z' . . .etc. On aurait

% /T^s
= ̂  V ?T|, *=

6q. Diviser un quadrilatère en deux parties qui soient entre Fig.
a/zi un rapport donné, et par une droite perpendiculaire

à l'un de ses calés.
Lorsque l'on aura déterminé l'aire du quadrilatère ABDC ,

on cherchera chacune de ses parties ACk'h, hh'DB supposées
entre elles dans le rapport de m:n, et l'on aura

лтг. m. ACDBACh'h = - j -- .
m-(- TI

De celle-ci on ôtera le triangle ACc, et le reste sera l'aire Cchh'.
La question sera donc réduite à diviser par la méthode précédente

26
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le frapèze CcdD en deux parties qui soient entre elles dans un'
rapport connu.

Au moyen- des .solutions île ces deux derniejrs problèmes , il n'est
aucun polygone que l 'on ne puisse partager en parties équivalentes,
on dans d'autres rapports tiennes , comme je le ferai voir bientôt.

fi;.. GJ. 70- Partager le. qnadr'laière ABCD par une ligne DE partant
au sommet de l'angle D, et de telle sorte que les deux parlies
ACDE, EDB söhnt dans le rapport de m : n.

Puisque l'aire EDB sera connue et égale à — , on aura,

la base BE demandée , en divisant celle aire par la moitié de
la hauteur Drf.

Fixo/j. У1- Partager le quadrilatère ACDB en deux parties qui soient
entre elles :: m : n, et de manière que la ligne de division MN
parle du point M donné sur le côté AB.

L'aire AMNC est censée connue , ainsi que celle ACM; on
connaîtra donc aussi et l'espace triangulaire CMN et la droite
"CM. Ainsi la hauteur cherchée du triangle CMN sera

On obtiendra le point N sur le terrain comme sur le papier,
en menant à CM la parallèle NN' , ensorte que ces deux droites
aient PN pour distance 5 alors la seconde droite NN' coupera CD
en un point N, qui sera le point demandé.

FÍC. 05. " 72- Diviser le polygone ABGDEF par une droite R.R' pa^
rallèle à ia base xf.

.L'aire P du polygone ayant été calculée par la méthode du
•iï°" 69, sa moitié sera l'espace RCDER'. Or si l'aire BCDEG
était égale à celle BAFG , la base BG serait la ligne de di-

vision cherchée; mais dans le cas de la figure, on a BCDEG> — -}

on pourra donc connaître l'aire BRR'G. Ensuite on appliquera
la méthode du n° 68 pour diviser le quadrilatère BCEG en deux
parties BRR'G, RCER' qui soient entre elles dans un rapport
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connu. Ce calcul est trop facile à effectuer pour qu'il soit néces-
saire d'en donner un exemple.

On diviserait de même la figure en deux parties équivalentes par
une ligne SS' perpendiculaire à.Bf, en calculant l'espace ЛВ CDh,
pour connaître ensuite l'aire du quadrilatère hDSS' et pouvoir
diviser le trapèze DhkE comme il a été enseigné ci - dessus.
Quant aux longueurs dh, ek , elles peuvent être mesurées sur
le terrain, ou calculées par la théorie des lignes proportion-
nelles ; car par cette théorie on a, en concevant par le point F
une parallèle à Bf,

et de là

On obtiendrait de la même manière la ligne eh.

уЗ. L'angle BCA étant donné sur le terrain, mener
pendiculair-e à ÇA , ensorle que le triangle CMN soit équiva-
lent à une aire donnée.

Si l'on n'a d'autre instrument qu'une équerre , d'un point quel-
conque m on élèvera mn perpendiculaire à СЛ; on mesurera en-
suite les lignes Cm et mn , puis l'on calculera l'aire С/?шл е£
l'on aura, à cause des triangles semblables Cmn, CMNt

Cmn : CMN :: Cm : CM.

Soient, pour exemple, Cm—5om, mn=i2m et aire CMN—
on aura

Partant
CM = 35"', 22.

Ayant CM, on mènera la perpendiculaire MN , et l'aire du
triangle CMN sera =248m-'.

Pour vérifier l 'opérafion, on mesurera MN , que l'on devra

trouver égale à Iz— = i4mj<>8 à très-peu-près.
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g- 67- 74. Deux terrains étant séparés par la ligne ondulée AmnpqB,

on propose de remplacer cette ligne par une droite Ch, de
manière que ces deux terrains aient encore la même étendue
superficielle.

Qn mènera AC perpendiculaire à XY, et avec l'équerre d'ar-
penteur ou le graphomètre on abaissera, des points m, n, p,
q > B, les perpendiculaires mm, nn', pp', cjq', БЛ'. Par cette opéra-
tion , si l'espace rps est équivalent à la somme des deux antres
Amnr, sqBC, la droite A'C formera évidemment la nouvelle
limite. Mais si l'on a Amnr -f- sqBC> rps, l'on construira
un triangle AhC équivalent à l'excès de Amnr-\- sqBC sur
rps; c'est-à-dire qu'en désignant cet excès par t, il faudra que

l'on ait Ah =

Cette solution extrêmement simple est, comme l'on voit, indé-
pendante de la connaissance des deux surfaces contiguè's.

Si les deux terrains adjacens formaient ensemble un triangle ;
et que l'on demandât que la nouvelle limite fût en même temps
la plus courte possible, afin que les deux propriétaires, qui veulent
placer leurs habitations aux extrémités de cette ligne, eussent
moins de chemin à faire pour se visiter, il est clair que la ques-
tion serait réduite à celle-ci :

rig. 5з. Pariager un triangle en deux parties qui soient entre elles
dans un rapport donné, par une droite minimum.

Pour résoudre ce problème désignons, comme il est d'usa'ge,
•par A, В, С les angles d'un triangle, et par a, b, с les côtés
opposés à ces angles-, et représentons par a; la droite cherchée DE
laquelle, par hypothèse, doit diviser ABC en deux parties, de
manière que ABC soit à DBE :: n : ï.

Si du point ВVon abaisse sur DE la perpendiculaire BH, et
l'on nomme л l'angle DBH du triangle rectangle DHB',

l'angle D de ce triangle sera égal à ioosr — л, et l'angle E égal
à ioo«r—В-\-л. D'un autre côté, l'aire du triangle DBE est
(n° 58)

x1 sin (100 — CL) sin (юс— j
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et celle du triangle ABC étant =— sin 5, on a, en vertu de
l'énoncé du problème ,

n a

par conséquent de ces deux valeurs d'une même quantité l'on tire

ac siri» B
n cos « cos (л — ß~) '

Or, pour que x soit un minimum, il faut nécessairement que le
dénominateur cos*cos(*—JB) = u soit un maximum. Si donc
l'on égale à zéro la différentielle de ce dénominateur, c'est-à-dire,

si l'on fait •£• = о, on aura
dut, '

— =:— sina cos (a—В) — cosa sin (a—JB)=r—sin (act—J5)=o;

partant
В ,

Beste à savoir maintenant si cette valeur de a. répond réelle-
ment à un maximum. Pour cela, on cherchera l'expression de

•j— , et il viendra

££ = — acos(2a— £).

Cette expression, en y mettant pour « sa valeur — , devenant

D

et étant négative, il s'ensuit que «. = — donne le maximum de-

mandé. Donc enfin la valeur de x déduite de l'équation

sin B i /ас
X — ^ß\/ T'

est un minimum, et, ce qui est remarquable, la droite Z).£esfc
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perpendiculaire à Ja ligne BH qui divise. l'angle Б en deux par-
ties égales. Pour déterminer la position de cette droite, il. con-
vient plutôt d'avoir la longueur de DBz='BE — z.'Oc le triangle
DBE donnant

X 2

COS —
2

on a, à cause de l'équation précédent«,

I / OC .. nrr B\ S Q-Cz = l/ —, par suite Btf=cos-\/ — ;

c'est-à-dire que B D= B E est moyen proportionnel entre le côté ЛВ

et — . La droite cherchée est donc, par là, déterminée de position.

J'ai" voulu que la solution précédente fût une application de
la méthode des maximis et minimis; mais le calcul différentiel
n'est pas nécessaire ici. En effet, le dénomiuateur cos*cos(o. — B)
pouvant se mettre sous la forme

- cos (ал

^

Z

il est clair qu'il ne peut atteindre son maximum que quand
за — В = о.

Voici une autre solution non moins simple, que mon collègue .
M, Billy, a obtenue de son côté.

On a

= BH(coi D -J- cot JE);
ensuite

DE X Б H =s 2 surf. DBE = lm\cot D + cotE");

mais
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et

sin-D . ainfei cos(£>— JE)— - cos(£)+£>=: i cos(Z>— £)+ i ços#; .

parconséquent la base DE sera un minimum, ou, ce qui est de
môme, la hauteur Btf sera un maximum lorsque D — E = o,
pnisqu'alorscos (Z) — E~) sera le plus grand possible; donc le triangle
DBE doit être isoscèle.

Ce problème est un de ceux qui sont énoncés dans le 8e nu-
méro de la Correspondance sur l'Ecole Polytechnique.

Comme il est de règle, en Topographie, que toutes les surfaces
doivent se projeter sur un plan horizontal par des perpendiculaires
à ce plan , il faudrait avant de diviser un terrain , qui serait situé
en pente, en former la projection orthogonale (n° 45), ou, comme le
disent les arpenteurs, suivant la méthode de Oultellation. Les motifs
qui ont déterminé à choisir cette méthode de préférence à celle
que l'on nomme développement, sont, i°, parce qu'il serait ira»
possible de faire raccorder les parties d'un plan dont les unes au?
raient été mesurées dans le sens horizontal, et les autres dans \Q
sens des pentes du terrain; 2". parce qu'il est reconnu que le pro-
duit de la^ culture n'est pas toujours proportionnel 3. la. surface. ;
en effet un champ placé sur un coteau ne produit pas autant qu'un-
champ de même superficie et de piênie qualité situé en plaine.
Ainsi, pour faire légalement Je^ partage des terres, il faut ; au lieu
de les diviser en parties égales, les partager en parties qui soient
entre elles en raison inverse de leurs produits,
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L I V R E IY.

THÉORIE ET PRATIQUE DU NIVELLEMENT.

XJES principes du Nivellement reposant essentiellement sur les
lois de l'hydrostatique et la connaissance de la figure de la Terre,
et formant par conséquent гше des branches importantes de la
Géodésie, ainsi que l'on a eu occasion de le voir dans le cours
de ce Traité , il m'a paru nécessaire d'exposer plus particulière-
ment la théorie et la pratique de cette science, vu, d'ailleurs,'
qu'il existe peu d'Ouvrages où elle soit présentée avec assez
d'étendue.

J'ai donné dans ce Livre les démonstrations de quelques for-
mules énoncées dans l'intéressant Ouvrage de M. Busson-Descars,
lequel a pour titre: Essai sur le Nivellement, et j'ai, déplus,
fait l'application du Nivellement topographique au Calcul des
déblais et des remblais, en. suivant la méthode même employée
par les ingénieurs militaires et par ceux des ponts et chaussées.
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C H A P I T R E P R E M I E R .

Principes du Nivellement.

Équation d'équilibre d'une masse fluide.

76. JLjA science du Nivellement a pour objet de déterminer de
combien un point est plus près ou plus éloigné qu'un autre du
centre de la Terre : elle est fondée sur la connaissance des lois
de l'équilibre des fluides. Quoique ses premiers principes se trouvent
exposés d'une manière générale dans la plupart des Traités élé-
mentaires d'Hydrostatique, et que j'en aie déjà fait des applications
soit dans le Traité de Géodésie, soit dans ce qui précède, je
pense qu'il est à propõe de les rappeler ici, pour répandre plus
de jour sur le sujet actuel. Je me rapprocherai, à cet effet, de Ja
méthode analytique employée par l'illustre auteur de la Mécanique
Céleste.

La propriété caractéristique des fluides consiste en ce que toutes leurs molé-
cules sont parfaitement mobiles entre elles,.et qu'elles cèdent à la plus petite
force. Il résulte de là que l'équilibre d'une masse fluide ne peut avoir lieu à
moins qu'il n'existe pour chaque molécule, entre les forces qui la sollicitent et
Jes pressions que les autres molécules exercent sur elle.

Cela posé, considérons un petit parallélipipède rectangle composé d'une agré-
gation de molécules fluides. Soient x, y t z les coordonnées rectangles de l'angle
de ce parallélipipède, -le plus voisin de l'origine des axes, et Д.г, Д y, : A z
les longueurs des trois arêtes contiguës à cet angle. Soit p la pression qu'éprouvé
un des points de la face la plus voisine de l'origine des coordonnées , et p' la
pression relative à la face opposée et agissant en sens contraire de la pre-
mière. Si ces pressions étaient constantes dans toute l'étendue des faces sur
lesquelles elles agissent respectivement, le parallélipipède, en vertu de la pres-
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sion qu'il éprouverait, serait sollicité parallèlement à l'axe des x par une force
égale à (p— p') Av. Az,; mais la pression exercée sur une molécule étant né-
cessairement fonction dés" coordonnées x, y, z de'cette molécule , la pression p
qui agit dans le sens des x variera en même temps que cette coordonnée. Or p
est censée devenir p' lorsque x augmente de Д x ; donc, suivant le théorème
de Taylor,

ou

l'accroissement A .r pouvant être pris aussi petit qu'on voudra.

L'hypothèse de p et p' constantes n'est réellement pas permise ; mais elle
approchera d'autant plus d'avoiv lieu, que les dimensions Д.с, Д y , Дг, du
parallé^ipipède seront plus petites. Or, à la limite, &x = dx} Ay = dy ,
Да = dz, t et pour lors

*~, ' et" р'~р =

partant ,

'Supposons maintenant que. X, Y, Z soient les trois forces accélératrices qui
agissent d'ailléui's sur lés molécules fluides , paralíèlement aux trois axes x, y, z\
et daignons 'p-àíí p. la" 'densité dû parallélipipècíe élémentaire: son volume sera
dJcdydz ,} : sa masse; , F , ,dxdydz , et le- produit de la force X par cette masse,
c'est-à-dire, cXdxdydz,^. F, sera la force entière ou la force motrice qui tend.
à là faire mouvoir. Cette masse sera par conséquent sollicitée parallèlement à,
l'axe des or, par les deux forces

elle séria de même sollicitée parallèlement à l'axe des^', par les deux forces

í t par^llèlemept à l'axe des z, par

Or , en vertu du principe des vitesses virtuelles , si un point est sollicité par
un nombre quelconque de forces, et qu'il y ait néanmoins équilibre, la somme
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des produits de chaque force par l'élément ,dp sa »djrçq$i.Qn est од11е. -
puisque le parallélipipède élémentaire est en équilibre dans la çiasse fluide _, ;il
faut que

•(*•+/•) <b + (F" + Л Jy + C** -(-/") ̂  = o-

Substituant pour (_F -{-_/) , etc. leurs valeurs , et faisant attention que

on aura •
ï p — p (XS-x + Yfy + ZXz,). (ï)

Le premier membre de cette équation étant une variation exacte , le second
membre doit aussi en être une; -alors de 'cette condition résultent les equation!
suivantes aux différentielles partielles ,

\ dy ) ~ \ dx )> \ dz ) ~~\ 'djc •)' \Adz'). -.-ч\,я1у^'

Effectuant les differentiations'indiquées, puis multipliant "la"' preiniër'è^ de -'cei
équations par Z, la seconde par —Y, la troisième par iX1," ér1 ajoutaiit c'ôi pro-
duits , on aura

telle est la condition qui doit avoir lieu .entre les forces Д", Yj Z, родг ,gue
l'équilibre d'une masse fluide soit possible.

A la surface libre du fluide, la valeur de -p est nulle, et pxmr lore Sp = Q^
l'équation (ï), qui devient, en conséquence,

о = Xïx + YSy + Zïz, (3)

est donc celle de cette surface.

Pour ne donner que des applications relatives à 'notre objet, supposons que
les molécules fluides soient toutes animées de forces attractives dirigées vers un
point fixe pris pour origine ; et soit r la distance de ce point à la molécule qui
a pour coordonnées x ,y , z; on aura, comme l'on sait, r1 — хл + y1 + za,
et pour les cosinus des angles que cette distance r fait avec les trois axes rec-

tangles, — } JL) -, Si donc ф est la force qui sollicite la molécule que nou»

considérons, les composantes de cette force dans le /sens de ces mêmes axe«
seront
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nous prenons $ négativement , parce que cette force tend à diminuer les coor-
données ; de là

Substituant toutes ces valeurs dans l'équation (2) , on obtient , en effaçant le»
facteurs communs,

-[(£)-(£)> [(iD-(§)>KI HI)] =«
mais l'équation я;1 -\- у* + a2 =r" donnant

dx\— У
— >~~ y'

la précédente , ou , ce qui est de même , l'équation (з) est satisfaite ; donc
l'équilibre^est possible dans le système actuel.

Les valeurs ci-dessus de X, Y, Z étant de même introduites dans l'équa-
tion (3), on a, en simplifiant,

xdx -\-ydy -f- zdz •=• o t

dont l'intégrale est évidemment

я? + y* + z* = &.

Cette équation étant celle d'une sphère , il en résulte qu'une masse fluide dont
les molécules sont sollicitées par des forces ç dirigées vers un centre commun, doit
affecter la forme sphérique , pour que l'équilibre puisse exister. II est visible
que l'équation de chaque couche dont toutes les molécules éprouvent la- même
pression, est aussi celle d'une sphère, parce que pour l'une quelconque de ces
couches, on а<Гр = о, comme à la surface du fluide. Les couches qui jouissent
de cette propriété se nomment pour cela couches de niveau.

: SHa Terre était un fluide homogène, et qu'elle ne tournât pas autour de
son axe, les directions de la pesanteur, ou les verticales, concourraient toutes
au centre -, ainsi cette planète serait sphérique ; mais à cause de son mouvement
diurne de rotation et des différentes matières qui la composent, elle a réelle-
ment la figure d'un sphéroïde aplati vers les pôles et renflé vers J'équateur.
Cependant , vu la petitesse de cet aplatissement , on peut, clans les opérations
ordinaires du nivellement, supposer, sans erreur sensible, que Ja Terre est exac-
tement sphérique. Le seul cas où il soit nécessaire de rejeter cette hypothèse,
c'est lorsqu'il s'agit de déterminer les différences de niveau de points fort éloi-
gnés les uns des autres : alors les opérations trigonométriques sont les seules qu'il,
feule employer, pour plus de facilité et d'exactitude (art. 106, Géod.).
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Relativement à un fluide pesant de peu d'étendue, les directions de la pe-

santeur g sont à très-peu-près parallèles; ainsi, pour ce cas l'on a X = o ,
У =o, Z^=.—g. Ces valeurs rendant n u l l e premier membre de l'équation (2),
l'équilibre est possible. Quanta l'équation (3), elle se réduit à о = — gd:, et
en 1 intégrant on a z = const. , ce qui signifie que la surface supérieure du fluide
en équilibre est plane et parallèle au plan des jcy ou au plan horizontal. Les
mêmes valeurs de X, Y, Z changent l'équation (ï) en celle-ci :

J)? = — pgïz, , d'où p = — fpgdz,-

Telle est la valeur de la pression en un point quelconque du fluide. On voit par
ce résultat que, pour les fluides incompressibles et homogènes, toutes les molécules
qui sont sur un même plan horizontal, sont également pressées, et vice versa. Cette
propriété a également lieu lorsque la densité p ne varie qu'avec z, ce qui est
nécessaire pour l'équilibre des fluides hétérogènes.

Des points de niveau, du niveau apparent et du niveau vrai.

76. On pourrait tirer beaucoup de conséquences remarquables
de la théorie précédente ; mais ce serait nous écarter de notre
sujet, que d'entreprendre de les développer (*). Nous en dédui-
rons seulement la suivante, qui sert de base aux opérations du
nivellement; savoir, que deux ou plusieurs points sont de ni-
veau entre eux, lorsqu'ils appartiennent à une surface sem-
blable et concentrique à celle des eaux stagnantes.

On parvient immédiatement à connaître les différences de ni-
veau à l'aide des lignes horizontales auxquelles on rapporte les
élévations ou les dépressions des objets : ces lignes sont données
soit par la perpendiculaire au fil à plomb ; soit par le rayon
visuel rasant la surface d'un liquide contenu dans nn cy-lindre
recourbé et ouvert à ses extrémités y soit enfin par une ligne pa-
rallèle à l'axe d'un tube cylindrique de verre rempli en partie
d'alcohol ou d'éther, et disposé de manière que la bulle d'air dont
la pesanteur spécifique est moindre que cette liqueur, et qui, par
cette raison, tend toujours à occuper le point le plus haut de
ce tube, soit placée exactement en son milieu.

Un instrument qui donne une ligne horizontale s'appelle Niveau.'

(*) Voyez d'ailleurs, sur l'Hydrostatique, le Traité é/çm. de Mécanique }

par M. Francœur.
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on en distingue, par conséquent, de trois espèces différentes, savoir,
les Niveaux à perpendicule, les Niveaux d'eau et les Niveaux à
bulle d'air.

Un rayon visuel horizontal se nomme ligne de niveau appa-
rent, parce qu'il semble en effet que tous les points de cette droite
soient de niveau entre eux, quoique cela n'ait pas lieu.

Puisque tons les points de la surface des eaux tranquilles sont
à égale distance du centre de la Terre réputée sphérique, il s'en-
suit que si Je fond d'un canal était horizontal et représenté par
AB, les eaux d 'une source В couleraient: vers Л et formeraient
autour de ce point une portion de calotte sphérique.

Toute ligne courbe tracée sur la surface de la Terre supposée
sphérique, est dite une ligne de niveau vrai: tel est, par exemple,
l'arc terrestre AD.

Si au point Л l'on conçoit une tangente à l'arc AD, la par-
tie BD de la sécante CB sera la hauteur du niveau apparent AB
au-dessus du niveau vrai ./a.D. Il est important, dans la pratique
du nivellement, d'évaluer cette hauteur, lorsque l'on connaît la
longueur de la tangente AB. Or c'est à quoi l'on parvient aisé-
ment, en considérant qne toute tangente AB est moyenne pro-
portionnelle entre la sécante entière ВИ et sa partie extérieure BD;
on a donc

d'où
BH \AB :: AB : BD =^=

BD-\- 2 CD x BD = AB

Pour calculer rigoureusement BD , il faudrait résoudre une équa-
tion du second degré; mais la hauteur BD est toujours si petite
à l'égard du diamètre -2.CD de la Terre, que la formule précé-

-ßiiv£t% &* / dente peut, sans erreur, appraoiable être réduite à

ou> P°"r abréger, /г = 1.

Si on voulait trouver nue suite de valeurs approchées de B D ,
alternativement, trop grandes et trop petites, mais de plus en
plus exactes, on aurait évidemment, en désignant par /z,, hit
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. . . ces valeurs successives ,

аЛ
.

elC'

sachant que le rayon CD = R = 6366198"', ou que le logarithme
de %R = 7,1049101 , et connaissant la distance ЛВ-=т, il est
facàle de calculer la hauteur h dont il s'agit. Cherchons, par
exemple, les hauteurs du niveau apparent au-dessus du niveau
vrai, pour les distances 45o et iooom.

La hauteur correspondante à 45om s'obtiendra au moyen de la

formule h =а*=^1. de làzR 2.R '

log 45o = 2,65321

idem = 2,65321
сотр. log zR = 2,8g5og

log h = 8,2Oi5i ; donc 7z = om,oi6.

La hauteur /z étant déterminée, on aura celle qui convient à
la dislance a'= looo"1, par le quatrième terme de la proportion

a' : a"1 :: A : A',

OU en valeurs numériques,

(45o)a : (iooo)a :: om,oi6 : A'j

ainsi A'= o'n,O785. Si l'on devait effectuer d'autres calculs de
cette espèce, il strait plus simple de comparer à cette dernière
hauteur toutes celles à déterminer, parce que la division se
ferait sur-le-champ, en déplaçant convenablement la virgule dé-
cimale, comme ceia est évident.

De l'effet de la réfraction terrestre sur la différence de niveau.

77. On appelle point de visée ou point de mire , l'un des points
visibles d 'un corps vers lequel on dirige un rayon visuel. A une
distance un peu grande, le point de visée paraît dans un l ieu
autre que celui qu'il occupe vraiment 5 cette déviation de l'image
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de l'objet, qui est l'effet de la réfraction , se manifeste dans le
sens vertical et fait paraître cet objet plus élevé qu'il ne l'est
réellement. Quelquefois cependant les lieux appareils des objets
sont vus plus bas ou sont déplacés dans le sens latéral- , mais ce phé-
nomène est rare, et il a lieu d'ailleurs dans des momens que
l'on ne doit pas choisir pour observer (*).

Fig.G. И suit de là et de ce qui a été dit (art. io3, Géod.) , que si
В est un objet terrestre observé du point A, il sera vu en B'
dans la direction de la tangente à la courbe décrite par le rayon
lumineux AB , et que l'angle B'AB sera celui de la réfraction.

Il est nécessaire de connaître la valeur de la réfraction terrestre
à l'horizon, pour pouvoir déterminer la hauteur exacte du point
de mire au-dessus du niveau vrai; mais cette réfraction est si
variable près de la surface de la Terre, si inconstante dans
un même lieu , que l'on ne peut établir aucune règle bien
précise à cet égard. A la vérité, elle peut être déterminée im-
médiatement par l'observation (art. io5, Géod.); mais cela exi-
geant le concours de deux observateurs, il vaut mieux, pour
être dispensé d'en tenir compte, placer l'instrument à égale dis-
tance des deux points dont on cherche la différence de niveau.
Par ce moyen l'on sera même dispensé d'avoir égard à la diffé-

Fis.-4. rence du niveau apparent au niveau réel. Si, par exemple, OO'
est une ligne de niveau apparent, donnée par un instrument placé
en A, et que АО = АО' (la ligne ОАО' pouvant être brisée
en A à volonté); les points О, О', lieux apparens des points de
mire о, o', seront nécessairement à égale distance du centre С
de la Terre, ou seront de niveau, et l'effet de la réfraction en

(*) Dans le Traité de Géodésie, j'ai désigné par refraction à l'horizon, la
réfraction que les astronomes appellent horizontale, et j'ai appelé, au contraire,
réfraction horizontale celle qui résulte du déplacement de l'image de l'objet dans
le sens horizontal : ces nouvelles définitions me paraissent plus exactes. La théo-
rie des réfractions astronomiques et terrestres a été traitée avec beaucoup de
juccès par les plus grands analystes. Consultez principalement sur cette matière
l'Ouvrage de M. Kramp, le tome IV de la Mécanique céleste, et le Mémoire
de MM. Biot et Arago, sur les forces réfringentes des différens gaz. (J\lëm. da
l'Institut, premier semestre, 1806.)
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O, ainsi que la hauteur du niveau apparent au-dessus du niveau
vrai à ce point, seront respectivement les mêmes qu'en O'. Il
suit de là et à cause de oO = o'O1, que la différence de niveau des
deuxpoints5,.5'esten général représentée par O'B'—OB=.o'B'—oB.
Si o'B'=.oB, les deux points B', В seront de niveau-, si, au
contraire, o'B' est plus grand ou plus petit que oB, le premier
point B' sera plus bas ou plus baut que le second B. Cela est
clé toute évidence.

Dans le cas, cependant, où il est impossible de procéder de
celte manière, on calcule l'effet que la réfraction produit à une
distance donnée, en prenant les 8 centièmes de l'angle formé par
les verticales des extrémités de cette distance. C'est la valeur de
la réfraction moyenne dans notre climat (art. io3, Géod.).

Si on désigne par r l'angle de réfraction, et par С l'angle des
verticales dont il s'agit, ou l'amplitude de l'arc qui mesure leur
distance, ou aura par conséquent

r = (0,08) С.

Par cette formule, r serait donnée en parties de grade; mais il
sera plus commode de l'avoir en mètres. Pour cet effet l'on re-
uiarquera que l'angle OAB formé par une corde et une tangente,
a pour mesure la moitié de l'angle C. Or, à cause de la petitesse
de ОЛВ, O Ao, on a à très-peu de chose près,

В О : oO :: angle OAB : angle OAo f

ou en dénotant ВО par /z et oO par e,

Л : e :: £ : (o,o8K;
donc

É = (0,16) h ;

c'est-à-dire que l'excès de la hauteur ВО du niveau apparent au»
dessus du niveau vrai, sur l'abaissement oO causé par la réfrac-
tion, est égal à cette hauteur multipliée par le nombre constant
о, 16. La vraie hauteur du point de mire i? , au-dessus du niveau
ЛВ, est donc Во. C'est à l'aide de la méthode du 11° 76 et de
la formule précédente, que la Table IY a été calculée.

28
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C H A P I T R E I L

Description et théorie de quelques instrmnens en usage
dans le nivellement topographique.

Du niveau d'eau.

78. ÍN о и S avons donné dans le chapitre précédent toutela théorie
du nivellement, et nous allons passer maintenant à la descrip-
tion des instrumens Je plus en usage et les plus exacts.

Fig.68. Le plus simple de tous les niveaux est le niveau d'eau. Il
est composé d'un tuyau cylindrique MM' recourbé par les deux
bouts de manière à recevoir deux fioles F, F', percées l'une et
l'autre aux deux extrémités. Ce tuyau est monté, comme les gra-
phomètres, sur un genou placé au milieu de MM', ou sur une
douille P. Le tout est porté sur un pie à trois branches B,
В', В". A l'aide de cette disposition, on est libre d'incliner,
d'élever, d'abaisser et de faire tourner l'instrument à volonté.
La plupart de ces niveaux sont construits en fer blanc, mais les
plus solides et les plus commodes sont en cuivre et ont la forme
représentée par la figure.

Lorsque l'on doit se servir de cet instrument, on verse de l'eau
clans une des fioles : aussitôt elle se communique à l'autre par la
branche MM'; on en verse une quantité suffisante pour rem-
plir les deux fioles à-peu-près aux deux tiers. Alors quand les
deux surfaces de l'eau ne sont point agitées, elles sont de ni-
veau en vertu de la propriété des fluides, qui se mettent tou-
jours dans celte situation lorsqu'ils agissent librement, pourvu
toutefois qu'il n'y ait aucune bulle d'air dans l'inférieur de la
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branche ДО/'. On conçoit en effet que quoiqu'il y ait équi-
libre entre les deux colonnes FM , F' M', les deux surfaces g, g' ne
peuvent être de niveau entre elles , si ces colonnes n'ont pas la
même pesanteur spécifique, et c'est ce qui arrive lorsque quel-
ques bulles d'air sont renfermées dans la branche MM'. Pour
faire sortir ces bulles, on bouche l'une des fioles et l'on penche
l'instrument de manière que la colonne fluide soit à-pcu-près
verticale : alors tout l'air qui peut y êlre contenu s'élève et s'é-
chappe par l'autre fiole. L'instrument n'a pas besoin d'autre vé-
rification.

A parler rigoureusement } les deux surfaces dont il est question
ne sont pas parfaitement de niveau dans tous leurs points, comme
le prouve l'expérience. En effet si les fioles cylindriques ont un
petit diamètre, les molécules aqueuses en contact avec les parois
du verre sont, à la surface supérieure du fluide, plus élevées que
celles qui répondent à l'axe de la colonne fluide, et cette surface
paraît concave. Ce phénomène est une suite de l'action de la pe-
santeur et de ce que l'intensité de l'attraction du tube sur le fluide
surpasse celle de l'attraction du fluide sur lui-même. ( Voyez suc
sur ce sujet la Théorie des tubes capillaires par M. Laplace/
et le Traité de Physique de M Hauy, 2e édition).

Le mercure renfermé dans un tube de verre étroit présente un
effet tout contraire, mais MM. Laplace et Lavoisier ont reconnu,
dans des expériences qu'ils ont faites sur le baromètre , que la
surface intérieure du mercure pouvait perdre entièrement sa con-
vexilé , et même devenir concave, en faisant bouillir long-temps
ce fluide métallique pour débarrasser la paroi intérieure du tvibe
de la petite couche aqueuse qui la recouvre, et qui par son in-
terposition affaiblit l'action réciproque du verre et du mercure.

Concluons de là qu'un rayon visuel, pour être horizontal,
raser les bords des onglets ou ménisques mnp , m'n'p' formés par le
fluide et supposés égaux-, ou mieux encore être dans un plan passant
parles points n, ri les plus bas des extrémités des colonnes aqueuses.
A une petite distance de l'instrument les surfaces latérales des
onglets ne paraissent que comme des lignes noires tracées horizon-
talement sur le verre , et dans ce cas elles indiquent assez exac-
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temení la position d'un plan horizontal. Le uiveleur fera donc
bien de se placer à cette distance, en disposant son rayon visuel
tangentielleraent aux parois extérieures des fioles, et dans le plan
déterminé par les lignes dont il s'agit, ce qu'il peut évidemment
faire de quatre manières différentes.

Il est important que les fioles soient d'un verre bien transparent
el de mêmes dimensions 5 car si l'une était d'un diamètre intérieur
beaucoup plus petit que l'autre , les surfaces supérieures du fluide
ne seraient pas de niveau entre elles, et pour lors la ligne réputée
horizontale serait, en vertu de l'effet capillaire qui se manifeste-
rait sensiblement dans la fiole la plus étroite, un peu inclinée à
l'horizon. D'ailleurs les diverses lignes horizontales que l'on ob-
tiendrait en faisant tourner l'instrument sur son pie, ne seraient
pas toutes dans un même plan, si la tige n'était pas parfaitement
perpendiculaire au ravon visuel.

Pour se convaincre de cette dernière vérité", supposons premiè-
rement que le point Л soit à égale distance des axes des deux
fioles de mêmes dimensions-, que l'instrument incliné sur son pio
étant dirigé selon ab, donne l'horizontale if H1', et qu'étant di-
rigé ensuite suivant une autre ligne cd, il donne l'horizontale KK'.
Il est évident alors , que les portions de liquide comprises de
part et d'autre entre les deux sections elliptiques, auront toujours
même volume, et que quelle que soit la position de l'instrument
à l'égard des points de l'horizon , toutes les lignes, telles que HH',
KK' couperont la première au même point Л. situé sur l'axe de
rotation AP et sur l'horizontale HH'.

Mais si l'une des fioles, celle F" par exemple avait un diamètre
intérieur plus peti t que l'autre , les volumes résultant de la section
d'un plan KK' mené par le point en question, ne seraient plus
équivalons , et le plus petit appartiendrait visiblement au tube
]e plus étroit : ainsi, en supposant que dans celui-ci le niveau ait
baissé d'un millimètre mesuré sur l'axe F'M', il sera élevé d'une
moindre quantité dans le tube le plus large, puisqu'il doit j avoir
égalité de volume, et dans ce cas la ligne KK' coupera nécessai-
rement l'axe de rotation ЛР au-dessous du ppint^-, d'où l'on doit
conclure qu'à, moins que les deux tubes de verte n'aient le même
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diamètre intérieur, les surfaces horizontales que l'on obtient en
faisant tourner l'instrument sur son pie, ne sont pas toutes dans
un même plan. Au surplus, quand même il y aurait une iné-
galité sensible entre les diamètres des deux fioles, pourvu qu'elles
ne fussent pas capillaires, cela n'empêcherait pas qu'on pût se
servir de l'instrument en toute confiance -, il suffirait alors de le
placer sur la droite qui joint les deux points que l'on observe suc-
cessivement , et de le laisser dans cette position.

Il faut bien prendre garde que l'eau, durant l'observation, ne
s'échappe du niveau par les joinlures des pièces qui le composent;
et il est nécessaire, surtout pendant les grandes chaleurs ou pen-
dant les pluies, que l'observation soit de peu de durée à chaque
station, afin que l'eau n'ait pas le temps de s'évaporer ou d'aug-
menter de volume. Ordinairement on la colore pour la rendre plus
apparente..

Lorsque l'on transporte le niveau d'eau d'une station à une autre,
on bouche une de ses fioles, et on incline cet instrument pour que
l'eau ne puisse pas se répandre -, car si on est obligé d'en remettre
souvent, l'opération du nivellement se prolonge à cause de la né-
cessité de vérifier si le tuyau ne recèle pas quelques bulles d'air.
C'est aussi en bouchant par iuiervaJIe une des fioles avec le doigt,
et l'ôtant ensuite doucement, que l'on finit par diminuer le balan-
cement de la colonne aqueuse, occasionné parle mouvement donné-
à L'instrument pour le diriger sur le point de mire.

Description de la mire*

79. Pour savoir ou aboutit la ligne horizontale donnée par un n
niveau, on se sert ordinairement d'une mire. C'est un instrument
composé d'une perche bien droite, ou d'un linteau de bois divisé
en décimètres et centimètres, et le long duquel glisse à volonté
une plaque rectangulaire abcd, nommée voyant. Ou donne à cette
plaque faile de bois mince, ou de gros carton, ou encore mieux
de tôle, a5 centira. de largeur sur 16 cenlim. de hauteur en-
viron , et on la divise par compartimens, ainsi que le représente
la figure fòbis. Afin de pouvoir la faire mouler ou descendre le long)
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de Ja perche , on y attache une petite règle que le manœuvre tient
d'une main, et fait mouvoir ou arrête au gré du niveleur.

Quoique l'on soit dans l'usage de faire passer le rayon visuel
sur la ligne du milieu du voyant, cependant, lorsque l'on est placé
entre les deux points dont on cherche la différence de niveau ,
on peut prendre constamment pour hauteur, celle depuis le pie
de la mire jusqu'au bas du voyant; autrement il faudrait ajouter à
chaque hau teur la moitié de celle du voyant. Les mesures sont
données par la règle elle-même , qui est divisée ainsi qu'il suit,
lorsque l'on veut prendre le milieu du voyant pour la ligne de
mire.

En supposant que le voyant ait 16 centimètres de hauteur, le
pie de la mire doit être numéroté 8 centimètres, parce que quand
le bas du voyant affleure le bas de la perche contre laquelle il est
appuyé , la ligne de visée est plus haute précisément de la moitié
de la hauteur du voyant.

Il est encore plus simple de marquer sur la règle qui porte le
voyant, la ligne de mire , et de tourner les divisions de la perche
du côté opposé au niveleur. Le manœuvre , dans ce cas, fait glisser
le long de la face latérale de la perche la règle du voyant , tra-
versant deux anneaux de fil d'archal adaptés à la règle même pour
l'empêcher de vaciller. Alors la mesure de la hauteur cherchée
est donnée immédiatement par le nombre de centimètres compris
depxiis le pie marqué о jusqu'au centre du voyant. Cette mire est
d'une construction très-simple •, mais voici la description d'une autre
beaucoup plus commode à tous égards.

. 73. Le voyant de cette nouvelle mire, auquel on donne 2O centimèt.
de hauteur et 3o de largeur, est attaché à l 'extrémité d'une règle
de 2m", 16, assHJétie à couler dans une rainure faite dans la
longueur d'une autre règle de bois de sapin ou de noyer bien sec,
de 2 mètres de hauteur, et de z5 à 5o millimètres d'équarrissage.
L'une des faces latérales de celle-ci est divisée de bas en haut en
décimètres et centimètres, et la face opposée est divisée de même,
niais les numéros s'y lisent de haut en bas; enfin la règle ou lan-
guette qui porte le voyant, est divisée de même de haut en bas,
à partir de la ligne mn, et en commençant par le n° ao. C'est
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ce que l'on comprendra très-aisément à la seule inspection de la
figure.

Lorsque l'on se sert de cette mire, il peut arriver i°. que la ligne
de visée soit, à partir du pie , entre 2 et 4 roètres ; 2°. entre 20 et
19 centimètres ; 3°. au-dessous de 19 centimètres.

Dans le premier cas on haussera le voyant, et quand son milieu
sera à la hauteur du rayon visuel, on arrêtera la languette a«
moyen de la vis de pression P. Le nombre de centimètres mar-
qués par la ligne eg, sera la hauteur du point de mire au-dessus
du pie.

Dans le second cas, quand le milieu du vojant sera dans la
direction du rayon visuel, on serrera la vis de pression, et l'on,
fera usage des divisions latérales qui se lisent en montant.

Dans le troisième cas on retournera la mire de haut en bas, et
quand le milieu du voyant aura été amené à l'extrémité du rayon
visuel, on comptera les divisions latérales qui se liront de même
en montant.

Quoique nous supposions la mire divisée en centimètres , qui
sont des parties fort petites, il est utile de se servir quelquefois
du double décimètre pour estimée plus aisément les fractions de
centimètres, lorsque la ligne devisee tombe еЫге deux lignes de
division de la mire.

Nous n'entrerons pas dans d'autres détails relativement à cefc
instrument, parce que son usage ne présente aucune difficulté.
Cependant nous obséderons qu'il importe de le confier à un aide
intel l igent , lequel puisse, au besoin, écrire lui-même sur un ca-
lepin toutes les hauteurs ou cotes des points où il est chargé de
stationner loin du niveleur.

Du niveau à bulle d'air et à lunette, de Chézy.

80. Le niveau à bulle d'air, si ingénieusement perfectionné
par M. Chézy, a obtenu, par son exactitude et sa simplicité, ]&
prééminence sur tous les autres niveaux antérieurement connus,
et il est principalement en usage parmi les ingénieurs des ponts
et chaussées. C'est pour cette raison que nous ne parlerons point
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du niveau d'eau à réflexion, de Mariette ; de celui deLahire, à
lunet tes flottantes-, de ceux de Picard etRo'éoier, à perpendicule j
du niveau de Hujghens, etc. On trouvera d'ailleurs la description de
ces instrumens dans VEncyclopédie méthodique et dans le Traité
de Nivellement, de M. Lespinasse. L'estimable auteur du nouvel
Essai sur le Nivellement a aussi donné la description de deux
niveaux à bulle d'air et à lunettes, de son invention, lesquels
réunissent l'exactitude à la modicité du prix.

rig. 7o. Les principales pièces qui composent le niveau de Chézy sont :
un petit niveau à bulle d'air N suspendu à une lunette achro-
matique et à double tirage-, la règle AB, aux extrémités de la-
quelle s'élèvent deux supports traversés par la lunette ; la tige
TC surmontée de deux joues, entre lesquelles peut se mouvoir,
au tour du centre С, l'arc où se réunissent les branches qui sup-
portent toute la partie supérieure de l'instrument-, enfin le pla-
teau mp attaché au trépié de l'instrument, et au milieu duquel
s'implante la tige.

Voici maintenant la-description détaillée de chacune des pièces
que nous venons de nommer : nous la donnons en faveur de ceux
qui n'ont jamais fait usage du niveau actuel.

Du petit niveau à bulle d'air. Ce niveau est composé d'un
étui de métal recouvrant en partie un tube de verre fermé her-
métiquement et contenant, comme nous l'avons déjà dit, de l'al-
cohol ou de l'éther , et une petite quantité d'air qui prend vers
le milieu du tube une forme plus ou moins oblongue, suivant
la température de l'atmosphère. La justesse de cet instrument dé-
pend surtout de sa sensibilité. On entend par là la grande fa-
cilité avec laquelle la bulle d'air quitte le milieu du tube pour
se rendre à son extrémité la plus haute, lorsqu'on donne la plus
petite inclinaison à ce tube. M. Ché/y a remarqué le premier,
que l'instrument a beaucoup de sensibilité quand l'intérieur du
tube -est travaillé de manière que sa section longitudinale est in-
térieurement un are de cercle d'une légère courbure. Cette pro-
priété est une suite de la remarque faite au n° 76. Cependant
ce serait un grand inconvénient si la bulle était trop inconstante. On
juge qu'elle occupe exactement le milieu du tube, à l'aide des divi-
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«ions tracées arbitrairement, mais symétriquement, sur les bords
<3es deux ouvertures de l'étui ou sur le tube même.

Le niveau adapté à la lunette est assujéti à tourner autour de
la charnière d, et on peut l'approcher ou l'éloigner de cette lu-
nette, en faisant tourner dans le sens convenable le piton à vis
c. On se sert pour cet effet d'un tournevis.

De la lunette. Elle est achromatique, c'est-à-dire qu'elle fait
voir les objets nettement terminés et sans iris ou aucunes franges
de couleurs empruntées. L'objectif est le verre qui doit le pre-
mier être traversé parles rayons formant l'image de l 'objet, et
l'oculaire est le verre à travers lequel on regarde directement. On.
appelle champ de la lunette, tout l'espace circulaire que l'œil y
découvre.

L'endroit intérieur de la lunette, où viennent se peindre avec
beaucoup de netteté les objets extérieurs, se nomme le foyer.
Pour le déterminer par expérience , on ôte l'oculaire et l'on
place dans la lunette un verre dépoli, de manière qu'en regar-
dant un objet extérieur à travers le tube, sa petite image y soit
correcte, et alors c'est là le foyer.

L'objectif К est formé de deux verres de différente espèce; le
premier, de verre ordinaire ou de crown-glass, est convexe et
placé du côté de l'objet5 le second, de cristal d'Angleterre ou de

flint-glass, est concave et placé du côté de l'oculaire , de ma-
nière à emboîter la convexité du premier. Les lunettes les plus
parfaites sont celles dont l'objectif est composé d'un verre bi-
concave os flint-glass interposé entre deux verres bi-convexes de
crown-glass. (Traite de Phys. de Haù'y, page 3gi, tome II.)

L'oculaire H est formé de deux lentilles ou verres convexes ;
l'un est placé tout près de l'ouverture de l'oculaire, et l'autre
est à peu de distance de là. Ces deux verres sont entraînés par
un petit tuyau additionnel glissant dans un autre petit tuyau mo-
bile logé dans le canon de la lunette.

Le réticule R est un petit cercle de métal dont les diamètres
Rectangulaires sont représentés par deux fils de soie. Le réticule
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est construit de telle sorte, que le point R d'intersection décès
fils peut, dans le sens perpendiculaire à l'axe de la Innet te , chan-
ger de position à l'aide du tournevis. Le réticule lui-même peut
avancer ou reculer suffisamment dans le sens de cet axe, pour se
remettre au foyer de l'objectif, dans le cas où il en serait éloigné.

Quand on veut observer un objet avec la lunette, on tire d'abord
le petit tube antérieur HX, jusqu'à ce qu'on appercoive bien les
fils du réticule ; on tire ensuite le second tube de manière que
l'on appercoive nettement l'objet où l'on vise.

Dans les lunettes à un seul tirage et à deux verres convexes
seulement, les objets sont vus renversés et plus clairement que
dans celles où ils sont vus droits, à l'aide d'un plus grand
nombre de lentilles. Ce renversement de l'image a peu d'incon-
vénient, parce que l'on est bientôt accoutumé à discerner les
objets dans cette situation. L'objectif de ces lunettes est ordinai-
rement adapté à une petite pièce cylindrique mobile envelop-
pant l'extrémité du canon, tandis que le réticule est fixe dans
le sens de l'axe optique. Pour faire usage de cette lunette , on
tire le tube qui porte l'oculaire, jusqu'à ce que l'image de l'objet
soit bien distincte. Si la chose n'a pas lieu de même pour les fils,
ou bien s'ils présentent une parallaxe, c'est-à-dire si leur image
paraît éprouver du dérangement à l'égard de l'objet, lorsque l'œil
regarde par difFérens points de l'ouverture de l'oculaire, alors on.
fait mouvoir l'objectif comme il convient, pour en ramener le
foyer à l'endroit même des fils.

Des supports. Les supports ou montans Ae, Bfcmi les extrémités
tie leurs branches coupées circùlairement ou en forme de collet,
pour recevoir le canon delà limette. Il est essentiel que ces branches
et ce canon soient parfaitement calibrés, afin qu'en faisant tour-
ner la lunette sur elle-même, son axe reste toujours horizontal,

Fig 71 s'il a d'abord été mis dans cette position. Un collier ou demi-
anneau ug est assemblé à charnière à chacun des supports, et em-
brasse la lunette pour la retenir dans les collets. On l'attache
à l'une des branches du support, ou on l'en détache à volonté,,
an moyen de la vis g. La lunette, le niveau, les supports et la
règle forment un système assujéti à faire bascule ou à tourner *а.й-
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tour d'un axe horizontal, à l'aide de lavis sans fin S (fig. 70),
dont les filets s'engagent dans les deuts du râteau circulaire LU,

De la tige. Le bout de la tige traverse le centre P du pi a t eau Fië. 71.
fixé par trois vis sur le trépié. On peut faire tourner l ' instrument
avec la main, autour de la verticale, pour lui donner ce qu'on
appelle le mouvement prompt} mais on détruit ce mouvement
en serrant la vis de pression F qui pousse un petit collier Z contre
la tige et la rend immobile. L'instrument acquiert un mouvement
doux et lent en faisant tourner la vis tangente y, (fig. 70) qui
engrène avec les dents d'une espèce de bourJet qy creusé en gorge.

Vérification et rectification du niveau à bulle d'air et à lunette,
décrit précédemment.

81. La vérification du niveau à bulle d'air, dont nous venons
de donner la description, consiste, i°. à savoir si J'axe optique
passant par le centre de l'oculaire et la croisée des fils du réti-
cule , coïncide exactement avec l'axe du cylindre de la lunette;
2°. à s'assurer si cet axe optique est rigoureusement horizontal
et parallèle à la ligne de niveau du tube à bulle d'air.

Première partie de la vérification. L'instrument étant établi Fig-7».
d'une manière stable sur son trépié, et la vis Xf du réticule étant
supposée au-dessus de la lunette, on visera une ligne horizontale
quelconque éloignée de 3oo mètres, plus ou moins, et de
manière qu'elle soit couverte par le fil horizontal du rélicule.
Ensuite on fera faire une demi-révolution à la lunette; par ce
mouvement, la vis X' qui était en dessus se trouvera en dessous.
Alors si, en mirant la même ligne, le fil horizontal ne la couvre
pas, c'est une preuve qu'il est trop haut ou trop bas d'une cer-
taine quantité. Pour rectifier ce défaut, on fera parcourir la moi-
tié de l'espace au fil horizontal, à l'aide du tournevis introduit
dans la tête de la vis de rappel Xf, et l'on fera faire l'autre
moitié à tout l'instrument, en ramenant le fil horizontal sur la
ligne de mire dont il s'agit, ce à quoi l'on parvient en faisant
tourner convenablement la vis sans fin S. On ramènera la vis
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du réticule en dessus de Ja lunet te , et l'on répétera la correction
que l'on vient d'indiquer, jusqu'à ce que le fil horizontal cache
]a ligne de mire avant et après le retournement de la lunette. Dans
cette position , le fil sera dans un plan passant par tous les dia-
mètres horizontaux du canon de la lunette.

Si le fil vertical se meut indépendamment de l'autre fil, à
l'aide de la vis X, on le rectifiera de la même manière que le
fil horizontal, c'est-à-dire qu'après l'avoir fait coïncider d'abord
avec une ligne verticale, si lavis se trouve, par exemple, à la
droite du niveleur, on l'amènera à la gauche en faisant faire
une demi-révolution à la lunette. Il pourra arriver que dans cette
nouvelle position il y ait déviation, alors on fera la correction
moitié avec la vis de rappel X, moitié avec la vis tangente jy.
On répétera cette opération jusqu'à ce que la coïncidence de la
ligne verlicale et du fil soit parfaite. Dans cet état, ce fil sera
dans un plan passant par tous les diamètres verticaux du canon
de la lunette ; par conséquent l'axe optique ou le rayon visuel
passant par le centre de l'oculaire et l'intersection des fils du
réticule, se confondra avec l'axe même de la lunette.

Quelque soin que l'on prenne pour rectifier les fils de cette-
manière, il ne sera pas rare cependant d'observer encore une lé-
gère déviation de l'axe optique, quand, après avoir visé un point
à la croisée des fils, on aura fait tourner la lunet te sur ses sup-
porls. Cela lient nécessairement à quelques défauts inévitables
de l'instrument, au petit dérangement que la lunette éprouve en
la touchant, et à ce que les lignes de visée ne peuvent être ame-
nées exactement au milieu de l'épaisseur des fils. Ce qu'il y a de
mieux à faire dans cette circonstance , c'est, lorsqu'on nivelle,
de mettre toujours les fils dans la position qui établit la coïnci-
dence requise.

Deuxième partie de la vérification. H reste à vérifier si l'axe
optique de la lunette est horizontal lorsque la bulJe d'air est au
milieu du niveau. Pour cet effet on mirera un point après
avoir amené la bulle au milieu du tube de verre, au moyen de
la vis S du râteau. Ensuite on retournera l'instrument bout
pour bout г en. faisant faire une demi-révolution à tout l'instr»-
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went, on ouvrira les deux colliers pour ôter la lunette de dessus
ses supports: on la retournera elle-même bout pour bout, afin
de ramener l'oculaire à soi, et on la replacera sur l'instrument.
Cette disposition étant faite, on rappellera, s'il est nécessaire,
la bulle au milieu du tube, au moyen de la vis S, puis on
visera vers le point de mire. Si le rayon visuel de l'observateur
aboutit à ce point en même temps que la bulle occupe le milieu
du niveau, c'est une preuve que l'axe optique est horizontal ;
dans ce cas, l'instrument est juste et n'a pas besoin d'autre vé-
rification. Si au contraire le rayon visuel passe au-dessus ou au-
dessous du point de mire, on approchera ou l'on éloignera dou-
cement de la lunette l'extrémité с du niveau, à l'aide de la vis
à piton с , et après avoir rappelé la bulle au milieu du tube ,
au moyen de la vis S, on remarquera à quel point aboutit l'axe
optique, lequel deviendra le nouveau point de mire; ensuite on.
fera faire une demi-révolution à l'instrument, on retournera la
lunette bout pour bout et l'on observera si l'axe optique rencontre
le même point qu'avant le retournement, autrement on fera la
correction précédente, jusqu'à ce qu'enfin l'axe optique aboutisse
au même point dans les deux positiozis de l'instrument. Le lec-
teur intelligent appercevra aisément la raison de ce procédé.

82. L'instrument étant rectifié, on nfa autre chose á faire j
pour s'en servir, que de disposer le mieux possible le plateau mp
horizontalement, et de rappeler la bulle au milieu du tube, au
moyen de la vis S-} pour lors l'axe optique est horizontal. Mais
Ja question est de savoir si tous les rayons horizontaux que l'on
obtient en faisant faire successivement à l'instrument des fractions
de tour d'horizon, sont tous dans un même plan horizontal? Cette
circonstance aurait évidemment lieu si le plateau était parfaitement
horizontal, et si l'axe optique de la lunette lui était en même
temps parallèle, auquel cas la bulle serait stationnaire au milieu
du tube-, mais il ne paraît pas possible d'atteindre jamais ce de-
gré de perfection. M. Busson, dans son intéressant Ouvrage,
s'est proposé de son côté celte question, et il est le premier qui
ait publié cette remarque curieuse, savoir, que si le plateau est
incliné à l'horizon, les differens axes optiques horizontaux dont
jl s'agit ne sont pas tous dans un теше plan horizontal, et
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que leur abaissement ou leur haussement est en raison composée
de l'angle que le plateau fait avec l'horizon, et de la distance
du centre de relation С à chacun de ces axes optiques. (Page 72,
Essai sur le Nivellement.} En voici la démonstration.

Fig.So. Soit PQ le plan du plateau, QPHl'angle qu'il fait avec l'ho-
rizon HPH', et AB l'axe optique de la lunette, supposé hori-
zontal ou parallèle à PH. Si par le point С, centre du mouvement
verlical de rotation , on fait passer une droite DM perpendiculaire
aux horizontales PH', AB , cette droite sera la l igne de plus
grande pente du plan ЛВРН, et quelque inclinaison qu'on donne
à la lunet te , l'angle CDB sera toujours droit. S'upposons que
toute la partie supérieure de l'instrument ait ce plan vertical pour
position initiale , et qu'on l'amène ensuite dans la position CPH' t

en la faisant tourner autour de la tige CP. La droite CD sera
constante de grandeur, mais variera d'inclinaison à l'égard du
plan horizontal , et si on rétablit l'horizontalité de la lunette, la
ligne D'M' n'en sera pas moins la ligne de plus grande pente du
plan CPH'. Il s'agit donc d'avoir la hauteur h du point D' au-
dessus d'un plan parallèle à l'horizontal et passant par le point C.
Or il est évident qu'en désignant CD = C'D' par m, et l'incli-
naison du plan CPH' par 9, on aura h = m sin 6.

Cela posé, soit a. l'inclinaison QPH du plateau, et ß l'angle
que la trace PH' fait avec l'axe des x, c'est-à-dire avec PH•
l'équation du plan CPH' étant en général Ax -f- By -f-z = o ,
en prenant P pour origine des coordonnées, 011 aura pour l'équa-
tion de sa trace verticale CP

z = — Ax ,

et pour celle de sa trace horizontale PH'f

mais dans le cas actuel,

ainsi

tang л ' tangÄtang$"
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D'un autre côté, le cosinus de l'angle 0 cherché étant •

son sinus est

sin б = •

faisant la substitution des valeurs de A et B, on aura, après
les réductions,

sin 6= -, • - =, et h—

Lorsque /3r=20ogr ou r=:o, on a 7г = 7тг; si a = o seulement,
on a, quel que soit ß, 7z=wj enfin lorsque /3=ioo?rou Зоо?г,
on a /£=:wzcosa.

Il suit de là qu'il n'y a ni abaissement ni haussement de l'axe
optique horizontal pour deux positions diamétralement opposées,
et que le maximum de haussement ou d'abaissement de cet axe
r=m — m cos a=277z sina \ a. En supposant a= 33*г,33 et пг=^С>Ътш'т,
on aura à peu-près, pour le plus grand abaissement dont il s'agit,
8 millim. , et il sera d'autant moindre que m et a. seront plus
petits l'un et l'autre. Il est donc avantageux que la distance d u Fig- 7".
centre С de rotation à l'axe H K de la lunette eoit le plus petit
possible. Dans la pratique, il n'est pas absolument nécessaire de
tenir compte de cet abaissement, parce qu'il est souvent moindre
que les erreurs mêmes des observations; mais il faut avoir soin,
comme nous l'avons déjà present, de mettre la tige aussi ver-
ticalement qu'il est possible.

Description des niveaux de pente _, ou cHtomètres*

Du niveau à perpendicule

83. Tout le monde sait que les maçons disposent, dans la bâ-F; 63(

tisse , les pierres de taille par lits horizontaux , à l'aide du niveau à
perpendicule. Cet instrument est composé de trois principales règles,
dont deux seulement sont égales. On attache un fil à plomb CP
au point C f sommet du triangle ЛВС, et lorsque le niveau
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est posé sur une surface, on remarque à quel point de AB ré-
pond le fil vertical. Ensuite on retourne l'instrument de telle sorte
que l'extrémité A prenne la place de B, et réciproquement. Si,
dans cette nouvelle position , le fil à plomb passe par le même
point, l'instrument est exact, c'est-à-dire, les deux points A,
В sont de niveau. Si au contraire le fil s'écarte du point dont
il s'agit, on partagera l'intervalle en deux parties égales, et le milieu
sera l'endroit où devra battre le fil à plomb , pour que les points
soient de niveau.

Pig- 84- Cet instrument, monté sur un pie comme les graphomètres,
s'emploie aussi dans les levés de détail, pour déterminer la pente
d'une ligne ou d'une surface, et c'est pour cette raison qu'on le
nomme ordinairement niveau de pente , dénomination assez im-
propre et que l'on pourrait remplacer par celle de clitomètre. On
Je rend propre à cet usage, en adaptant aux extrémités Л, В
des pinnules, ou bien une alidade pareille à celle des boussoles
(n° 54), et en portant sur la ligne AB des parties égales à celles
de la perpendiculaire CD. Ordinairement on conçoit CD = 1000
parties, et l'on porte de ces parties de part et d'autre du milieu D
de la règle ЛВ, que l'on numérote ainsi qu'on le voit par la
figure.

Au lieu de graduer de cette manière la ligne AB, on adapte
à l'instrument une bande circulaire de métal qui ait 4o*r d'am-
plitude et dont С soit le centre. Il faut remarquer que la gra-
duation est numérotée pour donner immédiatement les distances
au zénit. En effet supposons que l'alidade AB étant dirigée sur
sur l'objet H, et que les divisions étant à la droite de l'obser-
vateur, le fil à plomb tombe sur le nombre 80, la distance ap-
parente de l'objet H au zénit, ou l'angle HAZ sera de 8o?r, puis-
que celui-ci est le complément de HAK ом de mCD=\OQ—20=80.
11 est évident, par conséquent, que l'objet H paraîtrait à l'ho-
rizon du lieu de l'observateur, si le fil à plomb battait sur
la ligne numérotée 100, et qu'il serait au-dessous de ce plan, si
cette ligne passait par un point de division compris entre 100
«t ião-, mais il n'est pas nécessaire, dans ce cas, d'indiquer si
'Vo'bjet est au-dessus ou au-dessous de l'horizon, parce que la me-
sure <äö la distance au zénit le fait toujours connaître,
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Les règles que l'on pose bout à bout pour mesurer les bases

sont presque toujours inclinées à l'horizon (art. 64, Géod.). Pour
réduire leurs longueurs au niveau de l'une de leurs extrémités,
il faut connaître l'inclinaison de chacune : l'équerre dont nous ve-
nons de parler la donne immédiatement-, mais alors on numérote les
divisions depuis о jusqu'à 4°sr> de sorte que le milieu de l'arc ré-
pond à 2osr; et au lieu d'un fil à plomb on adapte à une branche
mobile autour du point С, un petit niveau à bulle d'air, de
manière que quand cette bulle est au milieu du tube, la règle
soit verticale. Lorsque le niveau est posé sur la règle, on ob-
serve les grades marqués par l'index de la branche mobile , on re-
tourne le niveau bout pour bout, on observe de nouveau les
grades marqués par l'index, et la moitié de la différence des deux
nombres observés est la mesure de l'inclinaison de la règle. Par.
cette méthode , l'erreur qui affecte le résultat est moindre que si
on n'observait qu'une seule fois l'angle. On a soin d'indiquer par
le signe -f- ou le signe — l'angle d'élévation ou de dépression du
point B.

Du niveau de pente > de Chézy.

84. Cet instrument, ainsi que M. Chézy l'a fait construire, Fig. 75.
est composé d'une règle Л.В d'un pie de long, sur laquelle est
posé à demeure un niveau à bulle d'air nn'; et aux deux extré-
mités A, В s'élèvent perpendiculairement deux pinnules, l'une
ЛР de 48 lignes de hauteur, et l'autre BE de 21 lignes. Ce
sjstème est lié à une règle CD par une charnière C, à l'aide de
laquelle il est rendu mobile. Vers l'extrémité D de cette règle est un
écrou V qui, selon qu'on le fait tourner dans un sens ou dans
un autre, comprime ou laisse détendre le ressort à boudin H,
et oblige par ce moyen la règle AB de se rapprocher ou de
s'éloigner de la règle CD. Au milieu de CD est adaptée une tige
gli terminée par une boule qui s'emboîte dans un genou composé
de deux coquilles échancrées. En serrant la vis U, les deux co-
quilles s'appliquent fortement contre la boule, et alors l'instru-
ment ne peut tourner que sur le plan./g, ou autour de la tige du
trépié que recèle la douille S. Ce mécanisme est le même que
celui des graphomètres, et se conçoit à la seule vue de l'instrument«

3o
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«чГй. E» í re les mon tans de la grande pinnule AF se trouve un châs-
sis R'S que l'on rend mobile ou fixe selon le besoin. Ou le fait
monter ou descendre, à l'aide du bouton 77, et lorsque les pinces
sont desserrées au moyen de la vis P; mais si l'on voulait seu-
lement le faire mouvoir insensiblement, on serrerait les pinces A et
l'on tournerait dans le sens convenable la vis M. D'un côlé de
ce châssis sont deux soies ou crins à angles droits, et de l 'autre
côté, à même hauteur que la soie horizontale, est un petit trou
conique i évasé intérieurement, et par lequel le niveleur regarde
quand il opère.

F«f 79. La petite pinnule BE a aussi son châssis garni de deux fils en
croix et d'un petit trou L' placé en face de l'intersection des fils de
la grande pinnule. Ainsi quand on observe, la petite ouverture
dont il s'agit, l'intersection des fils et le point de mire doivent
être sur une même droite. On fait monter ou descendre ce châssis-
en tournant ]a vis de rappel E avec un tournevis.

F'cBi'-75. Division des montans de la grands pinnule. Il convient main--
tenant d'enseigner la manière de diviser les montans de la grande
piiinn!«, pour obtenir des divisions relatives aux pentes par pie
ou aux pentes par mètre. Nous observerons à cet égard que puis-
que la longueur de la règle AB a exactement un pie de long de-
puis la face extérieure de la petite pinnule jusqu 'à la face exté-
rieure de la grande, il ne s'agit que de prendre, à p a r i i r de /V,
des espaces de deux lignes en deux lignes. Ces espaces comme on.
le voit, sont partagés en demi-lignes, et les lignes de division
N',M', O'... sont numérotées о, .т, z, Ъ, 4, 5..., pour une
raison que nous expliquerons bientôt.

Quoique les plus petites parlies du montant XT ne représentent
que des demi-lignes, on peut estimer exactement des intervalles-
plus petits. Pour cet effet on construit un vernier on nonius
sur le châssis, c'est-à-dire que l'on y tract* d'aulrcs divisions,
de manière que douze parlies égales y formen l ensemble onze des
plus petites parties du montant; par ce moyen chaque partie du

vernier représente -^4^ de ligne. La première ligne -R de di-

vision marquée о se nomme ligne de foi. Lorsque cette ligne
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répond exactement à celle qui est de même marquée о sur le
limitant, il faut que le bord inférieur du châssis soit n n peu sé-
paré de la règle AB , parce que sans cela si l 'intervalle Л'Я ve-
nait à augmenter par l'effet de la dilatation du cuivre, et que
l'intervalle XN' n'augmentât pas de la même quantité, il ne se-
rait plus possible de faire coïncider les lignes Л7'о, Ro. Ц est
évident qu'en faisant tomber successivement chaque ligne de di-
vision du vernier sur une ligne de division du montant , la ligue
de fui oR , à compter du point de départ, parcourra -^, ~,
-^ ff du plus petit espace du montant.

Supposons maintenant que le côté CM du triangle reef angle F'S-6G>

CMN soit horizontal-, dans ce cas, si CM est d'une toise, et MN
d'un pouce, la pente de la droite indéfinie CB sera d'un ponce
par toise , et si Cm est d'un pie, mn sera la pente par pie de
cette même droite; or, à cause des triangles semblables GAIN,
Cmn, on a

CM : MN :: Cm : mn,
ou

72° : i° :: 144' : x;

donc x' = 2 lignes (*). Voilà pourquoi l'intervalle N'M' qui com- Fig. 76.
prend deux ligues n'est, marqué que du nombre ï. Ainsi l'intervalle
de quatre lignes numéroté л indique deux pouces de pente par foise ;
l'intervalle de six Jignes, trois pouces de pente, etc. Il suit de là

que le plus petit espace du montant donne le quart d'un pouce
ou trois lignes de pente par toise, ou, ce qui est de même,
lorsqu'il y a coïncidence entre la deuxième ligne de division
du vernier et l'une des lignes du montant, cette coïncidence in-
dique 7\ ou ~ de ligue de pente par toise. Si au contraire la
troisième ligne de division du vernier coïncidait, elle indique-
rait f de ligne de pente par toise, et ainsi de suite. Il est donc
utile de marquer d'une unité la quatrième division du ver-
nier, de deux unités la huitième division, etc., afin que ces

(*) Les ingénieurs, avant l'usage des nouvelles mesures , indiquaient les
par le signe °, les lignes par ' et les points par ".

pouces
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mêmes divisions annoncent respectivement par leur coïncidence>
ï , 2 ____ ligues de pente par toise.

Nous venons de supposer que les divisions de l'instrument sont
relatives aux anciennes mesures ; mais le même instrument peut
être gradué de manière à donner en outre la pente par mètre.

Fig. 75 Veut-on, par exemple, marquer sur le montant X'T' 5 millimètres'
el ' ' de pente par mètre , la règle AB ajant toujours un pie de long ,,

on fera cette proportion :

im : om,oo5 :: u4.Z? = om, 32484 : x z=,om ,0

Telle est la grandeur de chacune des plus petites divisions du;
montant X'T'. Comme il ne serait pas exact de commencer рак
tracer ces divisions, on multipliera la valeur de x par 64, et le
produit om,io39488 sera. la valeur absolue n'Tf. Ayant fixé cette
hauteur, on la partagera d'abord en seize parties égales, et l'on.
subdivisera chacune de ces parties en quatre autres ; alors ces
quatre dernières, prises ensemble, répondront à une pente de
4 X o^,oo5 =rom,O2 centimètres par mètre. C'est ce que marque-
le numéro 2. Par la même raison, 8 espaces répondront à 4 cen-
timètres de pente par mètre-, c'est encore ce qu'indiqué le u° 4,-
II en est de même des autres numéros. Quant au vernier, on voit
que puisque ses cinq divisions embrassent quatre divisions du
montant , chacune des premières comprend un espace Belauf à.

5-^ = 4 millimètres de pente par mètre;, ainsi la-différence d'une

division du vernier à' une division de la pinnule répond à un mil-
limètre de pente par mètre»

A présent que le système métrique est en vigueur, il convien-
dra, lorsque l'on construira un niveau de penle, de donner à
la règle ЛВ une longueur de trois ou quatre décimètres; plus cette
règle sera longue, plus l'instrument sera juste -, alors les grandes di-
visions de la pinnule étant formées de parties exactes-dû mètre
se traceront plus facilement. Pour les numéroter,, on se confor-
mera aux considérations précédentes. Si, par exemple , AB était
de trois decimetres, il faudrait, pour que les plus grandes divisions
du montant X'T donnassent! deux centimètres de pente par mètre ,-
que l'espace rim' fût de six millimètres; ainsi dans ce cas -l'on-:
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écrirait encore 2 sur la deuxième ligne de division zm', et le reste
<le la construction s'achèverait comme on le voit par l'inspection
de Ja figure.

Verißcation et rectification du ttiv&Hi de Chézy.

85. Lorsque l'instrument aura été placé sur son trépié et que Fig, 75.
Га tige sera verticale, on fera coïncider la ligne o du vernier avec
la ligne o de la grande pinnule. Ensuite on amènera la bulle d'air
au milieu du niveau nrí, au moyen de l'écrou f ', et l'on fixera
un point dans la direction du trou du châssis de cette pinnule
et de la croisée. des fils de la petite pinnule. Si, après avoir
retourné l'instrument bout роит bout et rappelé la bulle au milieu
du tube, le rajon visuel passant par le trou du châssis de la pe-
tite pinnule, et par l'intersection des fils de la grande, aboutit
au même point de mire qu'avant le retournement, ce rayon vi-
suel sera horizontal et l'instrument sera juste. Mais si ce même
rayon aboutit à un autre point, il faudra le ramener vers le
premier en faisant la correction moitié en inclinant la tige gli ,.
moitié en élevant ou en abaissant le châssis de la petite pinnule,.
au moyen de la vis E. On répétera cette opération jusqu'à ce.-
qu'il n'j ait plus de correction à faire.

L'instrument ayant été rectifié dé cette manière , orr pourra-
s'en servir, soit pour niveler un terrain, soit pour en déterminer
ou régler les pentes; mais alors on rendra mobile le châssis dè~
la grande pinnule, tandis qu'on laissera fixe celui de la petite
pinnule, et cela, afin de pouvoir incliner convenablement le rayon
visuel par rapport à Vhorizon de l?observateur. C'est ce que nous.
expliquerons plus amplement par la suite.
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C H A P I T R E III .

Pratique du Nivellement top о graphique.

•86. .1Ьл pratique du Nivellement ne présente aucune difficulté,
dès-lors que l'on en possède bien la théorie et que l'on s'esl rendu
familier l'instrument dont on veut faire usage. Cependant, pour
achever de remplir le but que nous nous sommes proposés à cet
égard, nous entrerons dans tous les détails qui sont de nature à
mettre les personnes les moins versées dans la Géométrie, à même
d'opérer avec toute l'exactitude possible.

Toutes les fois que par une seule station, oxi que par deux coups
de niveau donnés au même lieu, on peut déterminer la différence
de hauteur de deux points, celle détermina l i on est du ressort du
Nivellement simple; mais lorsque les deux points à niveler sont
placés au-delà des limites de l'étendue du rayon visuel, ou bien
quand le terrain présente beaucoup d'inégalités ou une pente con-
sidérable, on est obligé de lier les deux points proposés par une
suite de Nivellemens simples; c'est en cela que consiste le Ni-
vellement composé.

Le Nivellement topographique pourrait s'effectuer avec beau-
coup de précision, à l'aide du cercle répétiteur j mais il faudrait
comme on l'a vu précédemment, que les points extrêmes du Ni-
vellement fussent liés par un réseau triangulaire, et qu'un des
côtés de ce réseau, pris pour base, fût mesuré avec un soin tout
particulier, marche qui serait trop lente et trop compliquée
dans tous les cas où l'on a bien moins pour but de connaître les
distances itinéraires que les différences de niveau, ainsi qu'il ar-
rive dans la plupart des travaux militaires et civils.

Daus un pajs de montagnes et très-accidenté, il est souvent
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impossible de déterminer les différences de niveau autrement
qu'à l'aide du baromètre. C'est ainsi, par exemple, que M. Ramond,
dans les Pyrénées, et le P. Crysologue de Gj, dans les Alpes,
ont nivelé les sommités des montagnes les plus remarquables.
(Voyez, pour ce qui constitue la théorie et: la pratique du Ni-
vellement barométrique, le Traite de Géodésie et le n° 13 de
cet Ouvrage.).

Du, "Nivellement simple.

87. Déterminer la différence de niveau des deux points A В
au moyen du niveau d'eau ou du niveau à bulle d'air. ' '*

La méthode la plus simple et en même temps la pi u s exacte,
est de placer le niveau CP à-peu-près à égale distance de A et B',
afin d'éviter les corrections dues à la réfraction et à Ja différence
du niveau apparent au niveau vrai Cn° 77^- Mais Je point С de
station peut, sans inconvénient, être hors de Ja droite ab. Suppo-
sons donc que cefîe circonstance ait lieu, et que la mire soit
placée verticalement au point A. On fera, à l'aide de signes con-'
venus, monter ou descendre le voyant jusqu'à ce que le ravoir
visuel passe ехас(етел1-раг-лои--тШеи} .c'ësrce que l'on nommé'
coup de niveau d'arrière. Ensuite on lira sur la règle 'AM la hau--
leur Aa ou la cote du pointé, que l'on écrira sur le brouillon
du nivellement. Sans déranger le pie de l'instrument et sans perdre'
de temps, on fera transporter la mire au point В, et l'on répétera^
la même opération qu'au point A , c'est-à-dire que l'on donnera le
coup de niveau d'avant. Ayant obtenu la hauteur Bb ou la cote
du poinl ß> on l'enregistrera comme la précédente, afin de pou--
voir la n-1ronver au besoin. Si ces deux cotes sont égales, les
deux p . ' i n t sx / , B seront de niveau; mais si la première ente
_Aa-=- 1"',536, par exemple, et la deuxième cote .#£ = om,q5
le point Л sera plus ba* que le point B, de la quantité
A a — B b = i-.SSô — om,g5 = om,586. Jl est évident que le point
qui aura la plus grande cote sera le plus bas.

Dans le cas où il est impossible de placer le niveau ailleurs r Si
qu'en Л ou Ь , en A, par exemple, on mesure la h a u t e u r /3 du
point de mire b au-dessus du point B, ainsi que la distance
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AB' = k des deux termes du nivellement. On mesure de même
la hauteur a. du rayon visuel au-dessus du point A, Ensuite on
calcule ou l'on cherche dans la Table IV, et pour la distance
k, la différence h du niveau apparent au-dessus du niveau vrai,
et l'abaissement r du point de mire causé par la réfraction} puis
l'on a (n° 77), pour la différence de niveau cherchée,

сЦ.(А-/8-.г), (ï)
о

« -J- (g — /3), en faisant h — r = ej

Si cette quantité est positive, le point В est plus haut que le
point A-, mais si elle est négative, le point В est au-dessous du
niveau de A.

Lorsque les coups de niveau ne s'étendent pas au-delà de
3oo mèlres, h et г sont insensibles ; ainsi l'on a seulement (<x—/3)
pour la différence de niveau des deux points A, B.

Afin de fixer encore mieux les idées à cet égard., soit d'abord

a=im,585, /3=1и,2о8 et A=i566.

On trouve dans la Table IV que pour la distance 1660 la va-
. leur de Ê'=;o,i6o5;
or., pour la partie proportionnelle correspondante

à 6m on a x = o/ooi3 ;

donc e = o, i6i8.

et là formule (ï) devient

i,585+ (o,i6i8 — 1,208) =o'»,5588;

le point В est donc plus élevé que le point A, de la quantité
om,5388.

Soit pour second] exemple a = im,42 , /3 = 3m,54, A = 183o"1;
on trouvera dans la Table citée, que £=2209; partant, la for-
mule (ï) donne

1,42 + (om,2209 — 3m,54) = —1,8991.

,Ce résultat étant négatif, il faut en conclure que В est plus bas
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"que A de im,8g9i. Pour se passer de la Table dont nous ve-
nons de faire usage, on suivra le mode de calcul indiqué aux nos 76
et 77.

88. Lever le profil d'un terrain.
Quand le terrain est inégal enfreies points A} B, et qu'il est Fig. 33.

utile d'en avoir le profil , on fait placer successivement la mire
aux points A, C, D, E, Б pour en avoir les cotes , et l'on
mesure en outre la hauteur Pô de l'instrument supposé placé sur
la droite ab. Enfin on détermine les distances horizontales ac,
cd, do, oe, еЪ. Il est d'usage de faire ces distances égales entre
elles, lorsque le terrain est légèrement ondulé et que les plis des
différentes pentes sont peu sensibles.

Si on a un porte-mire intelligent, on le chargera d'écrire lui-
même les cotes sur le registre j on est obligé de prendre ce paru
quand on ne peut correspondre avec lui que par signes. Cependant
le niveleur ne doit point négliger de recueillir de son côlé toutes
les mesures; il doit même, s'il en a le temps, faire le figuré du
profil, afin de pouvoir s'assurer ensuite s'il règne un accord par-
fait entre ses notes et celles de son porte-mire.

Le levé d'un profil étant fait, on le rapporte d'après l'échelle
adoptée ; mais cftiand'TeSTcotes ou ordonnées verticales sont fort -
petites par rapport aux distances horizontales, on les augmente
toutes de la même quantité, afin que l'espace entre la ligne
horizontale et celle qui représente le terrain, permette d'écrire
plus aisément les hauteurs dont il s'agit, C'est aussi pour cela
que l'on rapporte souvent les hauteurs d'après une échelle plus
grande que celle dont on fait usage pour fixer les longueurs ho-
rizontales: ordinairement on prend l'échelle des hauteurs multiple
de celle des longueurs.

89. Déterminer la différence de niveau des deux points X, Y, ъ$.ц<
à l'aide du niveau à perpendicule.

En supposant que l'on emploie l'équerre décrite au n"83, on
posera cet instrument sur son trépié, en X, et l'on dirigera
l'alidade ЛВ fournée à la droite de l'observateur sur la mire
placée en J7"; lorsque le rayon visuel AH passera par le milieu
du voyant, et que le fil à plomb sera en repos, on comptera le
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»ombre de parlies marquées par ce fil. Ce nombre, diminué de
IODO , donnera la distance ED j ainsi le point H sera plus haut
que le point D, Si le fil balfait entre B et D, le nombre marqué
par ce fil, diminué de 1000, serait négatif, ce qui indiquerait
alors une dépression. On voit par là l'avantage que l'on tire ед
numérotant, comme on le voit, les divisions de l'alidade.

Il reste à déterminer la hauteur Нт„au-dessus de l'horizontale
dm. Soit, par exemple, ED = 38o parties, la distance horizon-
tale mesurée Dm = i5om. Les triangles ECD, mDH sont sem-
blables, car ils sont tous deux rectangles l'un en D , l'autre en m;
de plus, à cause des parallèles CF, H Г', les angles FED,
DHm sont aussi égaux. On a donc, en comparant les côtés ho-
mologues ,

CD : DE :: Dm : mH,
et en substituant les valeurs numériques

IODO : 58o :: i5om : x= i5o x o,38 = 57m,o.
Les deux lignes CF, II Y sont les verticales respectives de deux

stations différentes; ainsi, à Ja rigueur, ces lignes ne peuvent
ê Ire à-la-fois perpendiculaires à l'horizontale Fin menée par Je
point D-} mais la longueur du rayon visuel AH est toujours si
petite à l'égard du rayon de la Terre, que l'hypothèse du paral-
lélisme est admissible. Si on voulait tenir compte de la réfraction,
dans le cas où la distance Dm surpasse 3oom, on procéderait
comme on l'a vu précédemment.

On fait usage avec la même facilité, du niveau à perpendicule
servant à mesurer les distances au zénit. Supposons qu'avec cet

ig.6. instrument on ait trouvé 86°. 10' pour la distance au zénit ZAB
du point de mire В, observée du point A, et que la distance
horizontale AD = Заб"1 = К. L'angle В étant égal à la distance
au zénit cT, et le triangle ABD étant à très-peu-près rectangle
en D, on a

sincT•;: К .:; coscT : Z)5 = Ä—= Äcot«T;

lorsque,^ est moindre qu'un quadrant, SD est positif, et par
conséquent b point В est au-dessus de l'horizontale AD. Ce point
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est an contraire au-dessous de l'iiorizoa de Л } quand <P est plus
grand qu'un quadrant.

Quelque soin que l'on prenne pour mesurer avec exactitude la
distance au zénit avec le niveau à perpendicule, on est loin d'at-
teindre le degré de précision que procure le cercle répéti teur . Ce
n'est donc que dans le cas où l'on ne vise pas à une très-gramle
exactitude, qu'il est permis de faire usage de ce niveau. On s'en
sert quelquefois avec avantage, lorsque dans les levés de détail
on veut connaître à peu de chose près les hauteurs de plusieurs
points rapprochés et environnant ceux des stations, afin de pouvoir,
ensuite former le relief du terrain qu'on a figuré à l'aide de la
planchette ou de la boussole.

La formule précédente nous indique que la hauteur ou dépres-
sion cherchée est sensiblement égale à la distance horizontale,

"multipliée par la cotangente de la distance au zénit observée. Nous
disons sensiblement égale t parce qu'il faudrait, pour plus de pré-
cision, tenir compte de la réfraction (Géod. 107 )•, mais, nous
le répétons , il est inutile d'y avoir égard tant que la distance au
point de mire n'excède pas 3oomet que l'on n'emploie pas de bons
instrumens à lunettes, ou de préférenc_e_le_ cercle répétiteur.

Pour donnier"urr~ëxémple du calcul de cette formule , soit
Х=24бт, eT=86çr.3o'. . . on aura par logarithmes et en em-
ployant seulement cinq décimales, ce qui est suffisant,

log 246 s= 2,3gog3
1. cot («TssSoi'.So') = 9,33g6a

i573o55 = 53-)77i

ainsi la hauteur relative cherchée = 53m, 77; cette hauteur étant
celle du point de mire В au-dessus du niveau de A. Pour avoir
réellement la hauteur du sol du terrain au-dessus de celui de la
station, on diminuera BD de la hauteur de la mire , et l'on ajou-
tera au reste la hauteur de l'instrument. On ferait précisément
l'inverse si BD était une dépression.

Il faut bien faire 'attention que l'on entend par hauteur de la
ttife, celle depuis le point où aboutit le rayon visuel jusqu'au
niveau du, terrain , et par hauteur de l'instrument , celle depuis
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Fis- 84- le point D jusqu'à la ligne XF". Si l'on avait placé un signal

au point Y, ce serait la hauteur de ce signal qui représenterait
celle de la mire.

Fig. Sa. 90. Déterminer, au moyen du clitotnètre de Clie'zy, la pente
de la droite AB.

Tout niveau ordinaire pourrait être employé pour résoudre la
question actuelle; en effet, en le plaçant entre les points A, Б ,
et opérant comme au n° 87, on obtiendrait les hauteurs Aa, ВЪ,
dont la différence serait la pente correspondante à la longueur
horizontale ab. Donc, si l'on divisait cette différence parla lon-
gueur ab , le quotient serait la pente par mètre cherchée. Soit,
par exen-.ple, Játz =2m,45j Bb^=Qm

}^ et o&^Sy"1; on aura pour
la pente par mètre de la ligne AL <f

2,45 — 0.3
'

be niveau de pente de Chézy pourrait être employé de la même
manière , puisqu'il donne, si l'on veut , une ligne horizontale; mais
dans le cas où la ligne ЛВ serait beaucoup inclinée , il est plus
commode de procéder ainsi qu'il suit.

Après avoir vérifié et rectifié ce niveau de pente , comme il a
été dit n° 85, on le placera au point A le plus bas, et l'on tour-
nera la petite pinnule du côté de l'oeil , de manière que la face
extérieure de cette pinnule réponde au point A. On amènera la
bulle au milieu du niveau , au moyen de la vis à boudin V ,
et l'on placera verticalement la mire près de cette pinnule, de
manière que le milieu du voyant réponde juste au petit trou du
châssis. Cela fait, le manœuvre ira mettre le pie de la mire au
point В , et ensuite l'observateur dirigera son rayon visuel sur
la ligne du milieu du voyant fixé invariablement , comme il
vient d'être dit. Il sera nécessaire, pour cet effet, que celui-ci élève
îe châssis de la grande pinnule, afin que le trou de la petite pin-
nule, la croisée des fils de la grande et le milieu du voyant ne
fassent qu'une seule ligne droite. Ensuite il comptera le nombre
des divisions comprises entre la ligne marquée о sur le montant,
et la ligne de foi ou l'index du vernier, Si la ligne AB a la pente
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supposée précédemment, l'index du vernier marquera 24>7millim. ,
c'est-à-dire qu'il tombera au-dessus du n° 2 des grandes divisions
n'm' et que la ligne de division du vernier, numérotée 5, sera
près de coïncider avec la ligne du montant , située immédiate-
ment au-dessus du n° 4-

Pour voir plus aisément les divisions, on se sert d'une loupe
qui grossit les objets , et c'est ce qui donne le moyen de prendre
par estime les parties de millimètres.

Rien n'empêche de prendre pour station le point Б le plus élevé ,
mais alors le trou du châssis de la grande pinnule devient l'oculaire.

91. D'un point donne sur un plan incline', mener une droite
dans ce plan qui fasse avec l'horizon un angle donné,

Examinons d'abord la solution analjtique de cette question.
L'équation du plan est

Лас -f- By -f- Cz H- JD s= o,

celles de la droite assujétie à passer par le point donné x'} y' z't
sont

x — x' = a (z — z') (ï)
y — y-=&~<;X — zJ (2).

Or ces trois équations doivent avoir Heu en même temps, pour
que la droite et le plan coïncident; et comme l'angle que cette
droite fait avec le plan horizontal est connu, si on le désigne
par V on aura

siu F = -7=L=; (3)' ' V l '
de plus, la condition nécessaire pour que cette droite soit paral-
lèle au plan est

Aa + ВЪ H- С = о ; (4)

si donc on tirait de ces dernières équations les valeurs de a e£ Ъ >
et qu'on les substituât dans les équations (ï) et (2), on aurait
celles de la droite cherchée, exprimées en fonction de l'angle donné*

. mais il est plus élégant d'eflectuer le calcul suivant.
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L'équation (3) donne.

et devient, en mettant pour a et If leurs valeurs tirées des équa-
tions (ï) et (2),

Les mêmes substitutions étant faites dans l'équation (4)> on a

ou bien , eh chassant les dénominateurs et faisant passer tout dans
le même membre,

(x — xj + (y — yj — (z — zj cot» V = о , (То)

^ (л - У) + ̂  (/-У) + С (z — z) = o. (n)

La première équation de ce résultat est visiblement celle d'un
cône droit dont l'axe est vertical, le sommet au point donné x' t
y1 ', z' et le rajon de la base =(z — z') cot F"-, la seconde équa-
tion est celle d'un plan passant par le même point et coïncidant
avec le plan donné. Or l'une et l'autre équation devant s'accor-
der ensemble, il s'ensuit que la droite cherchée est l'interseciion
même du plan et du cône dont il s'agit. Le problème que l'on
considère est donc en général susceptible de deux solutions.

Passons maintenant aux constructions géométriques qui résultent
de cette conséquence.

Fig. 8o. Soit X/i-Fle plan de projection horizontal e^t Z^Xle plan
•de projection vertical, supposé rabattu sur le premier. Soient en
outre МБ , M' В les traces du plan donné sur chacun de%ces plans ,
et 5', S" les projections du point donné sur le plan M'BM , ou
celles du sommet du cône vertical dont GS"Gf est le plan par l'axe,
meué parallèlement au plan coordonné ZAX. Enfin soit RT la
trace, horizontale, de ce plan.

Cela posé , pour trouver les projections des deux droites d'in-
tersection du cône et du plan > on mènera d'abord à volonté un
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plan horizontal N"P" au-dessus du sommet S", et sa commune
section avec le plan donné MBM' aura pour projection horizon-
taie А-'Л7', projection que l'on obtient eu abaissant du point g une
perpendiculaire «7// à l'axe Л~К, et en menant j/JY" parallèle à

DM. Ensuite du point S' comme centre et d'un rayon 5'/=—,

on décrira un cercle xk'y qui sera la projection horizontale de
la base du cône. Enfin par le point k' où la droite p'N' coupe
la circonférence xk'y on mènera k'k" parallèle à ZJTet l'on tirera
les droites S'k't S"k" qui seront les projections des communes
sections cherchées. Il est évident que si ces deux projections se
confondaient, le cône serait tangent au plan , et alors la ligne
de contact serait en même temps la ligne de plus grande pente
du plan MBM'. Cette construction n'a rien de difficile pour
quiconqne s'est familiarisé avec les considérations de la Géomé-
trie descriptive.

La solution précédente, quoique très-simple en elle-même,
devient encore plus facile sur le terrain. Supposons, par exemple,
qu'un ingénieur militaire veuille tracer un chemin d'une seule
pente le long d'un glacis considérablement incliné, et que cette
pente soit de 55 millimètres par mètre. Il disposera le châssis da
la grande pinnule dir clirometfe 3e manière que l'index o du ver-
nier soit vis-à-vis la petite ligne de division, immédiatement au-
dessous du n° 4, et lorsque le milieu du vojant aura été, placé
invariablement à la hauteur du "petit trou de la petite pinnule ,
comme dans le problème précédent. L'ingénieur fera placer Ja
mire suffisamment loin de l'instrument et dans la direction du
rayon visuel passant par le trou de la petite pinnule et la croisée
des fils de la grande. Ensuite le manœuvre montera ou descenr

dra la mire le long du glacis, jusqu'à ce que le rayon visuel
tombe sur le milieu du voyant. Cette coïncidence obtenue, si par
le pie de l'instrument et par celui de la mire on tire une droite,
elle aura nécessairement la pente demandée (*). On conçoit aisé-
ment que quand la pente est ascendante, .le trou de la petite.pin,-

(*) On entend ici pav pic de l'instrument, le point dû terrain situé direc-
tement au-dessous du milieu du niveau à bulle d'air.
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nule doit toujours servir d'oculaire, et que lorsque la pente esf
descendante, c'est au contraire les fils de cette pinnule qui
servent d'objectif.

Le cercle répétiteur pourrait remplir le même but, et pour cet
effet on calculerait l'angle que la pente proposée fait avec l'ho-
rizon. Dans la supposition précédente, la pente ascendante par
mètre étant de om,o35, le logarithme de ce nombre = 8,544°68° »
est celui de la tangente de l'angle d'inclinaison cherchée ( n° 46 ) >
cet angle est donc de л^'.аа'.уЗ*. Ainsi, après avoir amené la lu-
nette supérieure au point de division marqué zéro sur le limbe ,
on fixera un point éloigné, on amènera l'axe de la lunette infé-
rieure au même point ; ensuite on disposera ce limbe verticale-
ment, on mettra l'index du vernier sur arr.22'.уЗ", et après avoir
calé le grand niveau, c'est-à-dire amené la bulle d'air au mi-
lieu du tube que supporte la lunette inférieure rendue fixe à
l'égard du limbe, on procédera comme ci-dessus pour faire placer
le milieu du voyant de la mire dans la direction du rayon visuel.
Cette méthode n'est cependant rigoureusement exacte que quand
l'axe optique de la lunette inférieure est parfaitement horizontal
en même temps que la bulle d'air est an milieu du tube,

Du Nivellement composé.

.87. 92. Les points A) G sont supposés si éloignés l'un de l'autre
qu'il faut, pour déterminer leur différence de niveau, faire plu-
sieurs stations intermédiaires Л/(0, MW) M(3)... Dans ce nivel-
lement composé, qui est censé se faire de gauche à droite, chaque
nivellement simple s'attache à celui qui le précède immédiate-
ment, par le coup d'arrière qui se donne sur le point auquel
on a visé pour donner le coup de niveau d'avant de la station
précédente. Par exemple, à la première station M^ du nivelle-
ment composé ABCD... le coup de niveau d'arrière fait con-
naître la cote Aa, celui d'avant donne la cote Bb. A la seconde
station l\fw, le coup de niveau d'arrière donné au point В où
l'on a laissé la mire détermine la cote Bb', et le coup de niveau
d'avant fait connaître la cote Ce'. Ainsi l'on voit que le second
nivellement simple est lié au premier par les deux cotes du point 27,
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Ц. eu est évidemment de même du iroisième à l'égard du secoud„,
et ainsi de suite. Cette manière de procéder établit par consé-
quent une relation de position en;tre tous les points^, B, C...*.G
du nivellement composé.

S'il n'était pas possible de placer l'instrument entre les deux
termes de chaque nivellement partiel, on opérerait comme il est
dit au n° 87-, et dans ce cas il faudrait prendre pour cole don-
née par le coup d'arrière, la hauteur de l'instrument, puis indi-
quer par la lettre J que le niveau a été plapé au point même dont
on donne la cote.

Lorsque l'on a seulement pour objet de connaître la différence de
niveau des termes extrêmes A, G du nivellement, on dirige de la
manière la plus commode la ligne ABCD... G qui peut être ou ne
pas être dans le même plan vertical, et les cotes verticales Ла>
Bb, BU,.. sont alors les seules qu'il importe de connaître. Mais si
la direction de la ligne du nivellement est commandée par la na-
ture de quelques travaux subséquens, on mesure fouies les distances
horizontales аЪ, Ъ'с', .... et les angles que ces lignes peuvent faire
entre elles. Ordinairement, en pareil cas, on commence par lever
le plan du terrain sur lequel on doit former un projet, et l'on
marque par des piquets enfoncés à fleur de terre, la direction de
la ligne A.BCD...G, comme lorsqu'il s'agit de construire une
route ou un canal. Ces piquets servent aussi de repère pour lier
au nivellement fait dans le sens de l'axe du projet, les divers nivel-
lemens en travers que l'on est obligé d'effectuer, afin de mieux
assigner la forme du terrain que l'on considère (n° g5).

03. Avant de Faire connaître comment on rapporte tous Tes nivel-
lemenS à un même plan horizontal, il convient de déterminer
réellement la différence de niveau des points A, G, en supposant
que l'on ait inseri t sur la minute du nivellement les cotes verticales
de gauche et de droite, ou les coups d'arrière et ceux d'avant.

D'abord, pour former cette minute, on lire au crayon une ligneFig.es,
droite que l'on divise en autant de parties qu'il doit y avoir de
stations dans l'étendue AG. On écrit aussi au crayon les cotes des
hauteurs, ayant soin de mettre celles données par les coups de niveau
d'arrière à la droite des perpendiculaires à la ligne ag, et de placer
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les cotes données par les coups de niveau d'avant à la gauche de
ces mêmes perpendiculaires. Par ce moyen, les perpendiculaires
extrêmes n'auront qu'une cofe, mais toutes les autres perpendi-
culaires en auront deux. Les distances d'une cote à l'autre
s'écrivent sur la ligne ag, ainsi qu'on le voit par la figure 3 et
aussitôt que l'on est de retour de dessus le terrain, on arrête la mi-
nufe à l'encre. Il est bon, comme nous l'avons déjà dit, que le
ïiiveleur et le porte-mire dessinent, chacun en particulier, la minute
du nivellement ; mais quand même les deux minutes s'accorde-
raient en entier, on ne serait pas pour cela en droit de conclure
que le nivellement est exact : il faut, pour en faire la vérification
complète, niveler derechef et en sens opposé, c'est-à-dire, partir
du point G pour arriver au point Л par une suite de nivellemens
simples, soit en plaçant successivement la mire aux mêmes points
intermédiaires F, E, D, С, В, A, s'il importe d'avoir le profil
du terrain , soit en la plaçant ailleurs dans le cas contraire. Le
second nivellement, fait pour servir de preuve au premier, est
nommé par quelques Auteurs nivellement réciproque, et le pre-
mier, par rapport au second, est appelé nivellement direct. Ces
dénominations sont inutiles, parce qu'il suffit d'écrire sur la mi-
nute, ier, 2™°. . . nivellement du point Л au point G, et de prendre
un milieu entre tous les résultats que chacun fournit, si l'on doit
avoir la même confiance dans chacun de ces nivellemens. Voici
maintenant la manière la plus simple d'obtenir ces résultats.

Sur la somme des coups d'arrière on ote celle des coups d'avant,'
et le reste est la quantité dont le deuxième terme du nivellement
se trouve plus haut ou plus bas que le premier terme, selon que
la somme des coups d'arrière est plus forte ou plus faible que
celle des coups d'avant. Lorsque ce reste est nul, les deux points
A, G sont de niveau entre eux. Dans le cas de la figure, par
exemple , on a
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coups d'arrière r coups d'avant.

2m, 126 in, g48
2 , Збо а , 445
ï , 588 о ,

a , 36
7
 о , 868

ï , 544 ï > 10°
о , 354 о > ?85

Somme io , 33g Somme 7 , i4&

Ainsi le point G est au-dessus du niveau du point A) de IQ*,
— 7m, 146= 3m, 193.

La raison de cette règle est facile à apercevoir; car soient a, ß
les coups d'arrière et d'avant de la première station , a', ß' Ь*
mêmes quantités relatives à la deuxième station, et ainsi de
suite ;4a hauteur du point В au-dessus du niveau de A sera «. — /2 j
la dépression du point С au-dessous du niveau de В sera ß' — • & •
on aura donc évidemment , pour la différence de niveau des point*
^,G,

dN = (a — /3) — Cßf — *') -f- C*' — ß") -i- C*"— F)
-h(a'T-/3")-(|3T-O,

ou

'dlfsss a H- *' -f- *' + *" + «•" ~ ß ~ /3' — /S' — /3* — /3'T — /ST;
résultat qui confirme la. règle énoncée ci-dessus.

g4« £л minute d'un nivellement composé étant faite , rapporter
ce nivellement à une seule ligne ou à une seule surface de
niveau.

Quoiqu'il semble d'abord que sur la minute du nivellement tppSFîg.8$
les points At Б, C, D ____ du profil du terrain soient rapportés
à une même ligne de niveau ; l'on s'apperçoit bientôt par les
doubles cotes qui accompagnent chaque verticale Bb , Ce ,
que ces points sont comparés à diverses horizontales , comme dans
la figure 87. Il résulte de là que pour trouver la différence de
niveau de deux points du profil , il faut, d'après le n° précédent,
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faire non - seulement usage des cotes de ces points , mais en-
core do toutes celles qui sont intermédiaires •, inconvénient qui
n'aurait pas lieu si le terrain était rapporté à une seule ligne de
niveau, puisqu'alors la différence de hauteur de deux points quel-
conques serait donnée par la différence même de leurs distances à
cette ligne. Pour ramener le nivellement à cet état, on prend une

rig 87 cote d'emprunt AX, telle qu'étant substituée à la première Ла,
* Ja ligne horizontale, XX' passe au-dessus du point le plus élevé du

profil', condition qu'il est toujours facile de remplir , et qui se
trouve satisfaite dans notre profil, en écrivant, par exemple, 5m, ooo
au-dessus de la première cote 2™, 126. Celle-ci se trouvant augmentée
de 5,ooo —= 2,126 = 2m,874, il faut nécessairement ajouter cet
excès à la cote ï, 948, afin de ne pas altérer l'a'différence de cette
dernière à la première. On écrira donc 4822 au-dessus de 1,948.

Maintenant, puisque la nouvelle cote du point В est 4m, 822,
sa correspondante 2m,36o reçoit une augmentation de 4m,462-, ainsi,
au-dessus de la cote 2"',44^ on écrira 4^907. La différence des
deux nouvelles cotes 4*822 et 4>9°7 sera donc la même que celle
de leurs correspondantes 2,36 et 3,445. Achevant d'opérer de même,
on trouvera respectivement pour nouvelles cotes des autres points
D, E, F, G les nombres

3,3igj 1,820; ï,Зуб ; 1,807.

Cette opération est très-simple; elle consiste, pour avoir la nou-
Telle cote du point В, à ôter de la cote d'emprunt le premier coup
d'arrière, et à ajouter au reste le premier coup d'avant ; ensuite,
pour avoir la nouvelle cote du point С, à ôfer de la nouvelle cote
de В le coup d'an'ière correspondant, et à ajouter au reste le coup
d'avant du point C; ainsi de suite.

Il est très-probable que le calcul ci-dessus fait de cette manière
est exact, parce que la différence des nouvelles cotes des points
extrêmes A, G est, comme par la première mélhode, 3n, igS.

Fig.89.- 96. Lorsqu'il est. nécessaire de connaître la forme du terrain dans
•le sens perpendiculaire an nivellement principal, on fait ce que
l'on appelle des nivellemens en travers. Par exemple, pour former
le projet d'une route, il importe de savoir comment le terrain se
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comporte à droite et à gauche de l'axe de cette roule-, et, dans qe
.cas , il suffit souvent de donner un seul coup de niveau pour dé-
•terminer les difFérens profils du terrain dans le sens-dont il s'agit.
Ces profils se lient au nivellement en long, 'en prenant les cotes
des points A, B, C, D qui entrent déjà dans ce nivellement, et
ils se rapportent à la même surface de niveau> en augmentant ou
en diminuant d'une même quantité toutes les cotes du même profil
en travers. Par exemple', dans le premier profil, la cote du pointé
est im,546 5 mais étant rapportée au même plan de comparaison
que le nivellement en long, elle doit -être de '5m,ooo. Oc comme
cette nouvelle coté*4excède Ja première de 3"',454, il faut augmen-
ter les autres cotes du même profil, de 3m,454; ainsi, au lieu de

1,855; i,45i ; 2,o65, on aura 5,3og j 4,906; 5,5ig.

Pareillement, dans le deuxième profil, le point В a pour cote
donnée par le coup de niveau , i,655 ; mais ce point rapporte
au plan de comparaison XX', doit avoir pour cote actuelle
4,822 -, les nouvelles cotes extrêmes de ce profil seront donc 5,oio:
5,122; ainsi du reste.

Si l'on voulait former une esplanade sur un terrain qui offrît
beaucoup d'inégalités, on serait obligé de faire plusieurs nivel-
lemens en long et en travers. Alors, pour rendre plus simple la.
décomposition et l'évaluation des solides qui pourraient constituer
les déblais et les remblais, on nivellerait suivant des droites pa-
rallèles et perpendiculaires entre elles, et l'on rapporterait ensuite
comme nous venons de l'enseigner, tous les nivellemc-ns à un même
plan horizontal : ensuite on les figurerait d'après l'échelle du plan.
Mais quelquefois afin de pouvoir coter plus à l'aise, on rapporte les
mesures verticales à une échelle plus grande , et l'on adopte
même une échelle double ou triple de celle des longueurs pour
représenter les cotes de hauteur. Tel est l'usage suivi par les ingé-
nieurs et les architectes.

L'auteur de Y Essai sur le Nivellement recommande aux nive-
leurs de faire servir de mire, lorsque la chose est possible, l'un,
des points visibles d'une tour, d'un arbre, d'un clocher, ou de



»54 TOPOGRAPHIE, ARPENTAGE
tout autre signal qne l'on puisse apercevoir de fort loin, afin que
le coup de niveau soit d'une grande étendue. En eflet, quoique ,
en général , les erreurs commises dans une longue suite de nivel-
lemens partiels se compensent en partie, parce que les unes se
manifestent en sens contraire des autres, on ne doit pas pour cela
négliger de diminuer le nombre des coups de niveau. Mais en
adoptant pour signaux les objets désignés ci-dessus, on est souvent
obligé de mesurer trigonométriquement les hauteurs du point de
mire au-dessus du terrain naturel. Lorsqu'on peut les déterminer
à l'aide d'un cordeau, il faut prendre toutes les précautions qui
«out indiquées dans l'ouvrage cité,
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C H A P I T R E I V .

Du Calcul des Terrasses.

Détermination des dimensions des solides dont se composent
les déblais et les remblais*

дб. WN entend par calcul des terrasses, l'évaluation <3es massifs
de terre qui se trouvent compris entre la surface du terrain et celle
du projet. On décompose d'abord ces massifs en corps plus réguliers,
et l'on en cherche les dimensions pour pouvoir ensuite en assigner
le volume. Ces dimensions se déduisent tant de la connaissance
de la figure du terrain indiquée par les divers nivellemens faits
en longueur et en largeur, <jue de celle des pentes et de la forme
du projet.

Dans les arts de construction l'on désigne par déblai les ferres
à enlever> et par remblai, celles qu'il s'agit de répandre sur les
parties du terrain à exhausser. Il sera seulement question dans
ce chapitre, du calcul des déblais et des remblais résultant d'un
projet de route ; et nous renverrons, pour ce qui concerne les prin-
cipes de sa construction, au Programme du Cours de Géométrie
descriptive , appliqué à ГЛП de l'Ingénieur des Ponts et Chaus-
sées, par M. Sganzin , inspecteur-général de cet établissement.

Le nivellement en longueur et dans le sens de l'axe de la rouie
est celui d'après lequel l'ingénieur règle les pentes et les parties
de niveau, de manière que les remblais compensent les déblais
autant qu'il est possible. On a soin de n'admettre que des rampes
douces pour la facilité du roulage-, mais dans un pays de plaine?
on établit presque toujours les routes en terrain
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Les parties constituantes d'une route sont une chaussée solide

au milieu, ou un encaissement j un accottement en terre de chaque
côté, un peu incliné, afin que les eaux puissent s'écouler vers les
bords de la route ; deux fossés pour recevoir ces eaux , ou quel-
quefois deux talus pour soutenir les accottemens.

Lorsque les pentes sont déterminées et tracées sur le profil en.
long , on dessine .le projet sur les profils en travers. Comme tous
ces profils sont rapportés à une même surface de niveau , il faut
y rapporter de même tous les points du projet. Ce sont les haute,urs
de ces points, comprises entre le terrain et leprojef,que l'on nomme
cotes rouges , parce qu'en effet les ingénieurs sont dans l'usage
de les écrire au carmin , et de tracer aussi en rouge toutes les lignes
de l'ouvrage à construire , afin de les mieux distinguer des lignes
du terrain mises en noir.

On appelle points de sujétion , ceux par lesquels l'ingénieur est
obligé de faire passer le projet , indépendamment de toute consi-
dération qui pourrait l'engager à adopter un autre système de tracé.
Les points où le projet rencontre le terrain naturel , se nomment
points de passage , ou points à zéro : c'est de leur recherche ,
ainsi que du calcul des pentes , que nous allons nous occuper.

t'ig-9°- 97' Connaissant la pente absolue PM d'une ligne AM, dé-
terminer sa pente par mètre.

Prenant Л pour origine des coordonnées rectangles, et ЛР
pour axe des abscisses , l'équation de la droite AM sera

У = px,

p étant la pente par mètre. Si donc l'on désigne par x', y' les
coordonnées ЛР , PM censées connues, on aura

c'esf-à-dire que la penle par mètre, ou en général la pente par
unité de mesure d'une rampe est égale à sa pente absolue divisée
par la projection ou la longueur horizontale de cette rampe.

Quand même la droite AM serait rapportée à toute autre
ligne Л'Р' parallèle à l'horizontale AP , cette conséquence n'en,
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serait pas moins vraie, puisque l'équation de la droite AM étant
alors de la forme

/. — /3 = p(V— a)
donnerait

résultat dans lequel / — /3 = PM , et x' — &=.ЛР. Ce problème
a déjà été résolu numériquement au n° 90.

On désigne les pentes ascendantes par -f-, et les pentes des-
cendantes par — , et l'on suppose alors qu'elles sont \parcourues
de gauche à droite, ou de droite à gauche, selon les cas, ainsi
qu'on le verra bientôt.

98. Connaissant une cote rouge ou hauteur verticale entre
une ligne de projet et une ligne de terrain, ainsi que la pente^
par mètre de f une et de l'autre ligne, déterminer, dans tous
les cas, ce que aérait cette hauteur à une -distance donnée de.
la première.

Soit P la pente absolue ou totale de la ligne de projet .̂SF
et pour une distance x connue , p sa pente par mètre , T la pente
absolue de la ligne de terre CD , pour la même distance , t sa*
pente par mètre; enfin, soit la distance horizontale НН'^=&\
la cote rouge ЛС=с.

Cela posé , si l'on prend pour origine des axes le point С du
terrain , l'équation de la ligue CD sera '

У = to, (i)

et celle de la rampe AB sera

y = px + с ; (a)

on aura donc pour valeur de la cote rouge BD

f—y = (p—t)x-\-c )
ou V (3)

y-j^P-r+И
ainsi /a cote rouge cherchée est égale à l'excès de la pentet

33
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absolue du projet sur celle du terrain , augmenté de la cote
rouge connue.

Pour donner des exemples de la formule (3) , soient, Ie.

on aura
JP=:i'%o5, T=4",5;

donc la cote cherchée

BD s= (p — ï)x •+• с = — 3,45 -f- 3,85 := om,4;

a°. soient

C= — 3m,2., ДГ=68т, /? = 0m,026, Î = - Om , l8>

on aura

P AJWCSS: 1^,768, Г==/#=— «i2m,24;

donc la cote cherchée

1Ш = P — T 4- с ==!., 768 -f- 1а,з4 — 3,2 = ют, 808,

o.u bien

5-D = (yp — f)x+ c •= 14,008 — 3,2=iom,8o8*
1 * ^ '' - ' , 't '

Dans la' formule précédente, qui est générale , nous avons sup-
posé d'abord que les penles étaient ascendantes et parcourues dans
le sens de la cote royge donnée à la £ote que l'on cherche; mais
si l 'une de ces pentes ou toutes deux étaient descendantes, il
faudrait les prendre négativement , et c'est ce que nous avons
fait dans le deuxième exemple ci-dessus. Nous avons supposé de
même d'abord que là cote rouge donnée était positive ou supé-
rieure à la ligne du terrain; mais dans le cas contraire, *4C .oux?
doit être prise négativement, et l'on sait toujours par le signe
du résultat de l'expression (p — t)x-\-c, si la cote rouge cher-
chée est positive ou négative. Suivant la figure 91 , celle-ci étant
positive, on doit en conclure que les deux droites AB , CD ne

-se rencontrent, pas daas l'intervaJle HH'; niais si ЛС étant po-,
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sitive, BD se trouvait négative, comme dans la figure 92 , on
serait certain qu'il y a point de passage. Lorsque cette circonstance
se mauifesfe, on détermine la cote de ce point, en supposant
dans l'équation (3) précédente, que y — y' : alors on en tire ris 9*-
HK, ou

et l'équation (ï), en vertu de cette valeur, devient

tC ,-*

donc

OK = НС— v =& — -—.J t — p

II suit de là que la distance horizontale de la cote donnée au
point de passage est égale à cette cote divisée par l'excès de
la pente par mètre du terrain sur celle du projet, en suppo-
sant toutes les quantités positive's.

Soient, comme dans le second exemple ci-dessus,

C = — 5V» yP=Om,026, Î=— Om ,l8,

on aura pour la distance cherchée'

Si l'on voulait trouver H' К par la même méthode, on aurait

0=10,808, p = — 0,026, í = o,i8,

et pour lors la formule (4) donnerait

rjt TT 10808
H Л = - гг-i - ==

0,10 + 0,020

Le plus souvent on connaît les cotes rouges extrêmes AC , ,
et la distance horizontale HH', et il s'agit seulement de déter-
miner HK. Pour cet effet, soient AC—c, BDz=—ce, fff/'=af

^b, HA~V, et l'on aura pour
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l'équation de CD ? l'origine étant au point Ct

„ * — *ry~-^rx>
pour celle de AB ,.

Or au point О l'on a x-z=.oc', y —y' ; égalant donc les seconds;
membres de ces équations et tirant la valeur de ce,, on trouver*

AC «С

c'est-à-dire que la somme des cotes rouges extrêmes , abstrac-
tion faite de leurs signes , est à la distance qui les sépare-
comme la première cote rouge est à sa distance au point de-
passage. C'est à quoi l'on parviendrait directement par la com-
paraison des triangles semblables ЛОС, DOB.

Supposons, pour application, que

с = 3>46, с' = 2,25, et a ou ЯЯ' = 53,.

on aura
TTV- _ 3,45.58 _ soo, 68 _ _- ,.
£1J.\. ^— • » — //**"ï - ? — "~r - •"" J-Jt *Qf3,4b + 2,z5 5,7.1. г;

 ; ^f

Toutes lés recherches de ce(te nature sont extrêmement aisées;
par Ja simple Géométrie; mais nous avons préféré, pour plus-
de généralité, déduire les règles précédentes des formules analy-
tiques résultantes de la combinaison des équations de deux droites.

S'il fallait déterminer la li^ne d_e section de deux surfaces dont
la génération fut connue, on aurait encore recours à la méthode
précédente, et pour cela on supposerait que les deux surfaces sont
coupées par plusieurs plans verticaux parallèles, puis l'on opé-
rerait pour chaque, section en particulier. De cette manière, il
suffit, pour déterminer la commune section de deux plans, d'en
trouver, deux points, puisque cette ligne est une droite. Cette
méthode est d'une application facile , et c'est celle que les in^
génieurs emploient dans le calcul des terrasses, quoiqu'elle soit

élégante que celle qui consisterait à trouver les équations.
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àe projection de la commune section de deux surfaces données
par leurs équations, si toutefois la forme du terrain et celle du
projet étaient telles qu'elles pussent être représentées chacune par
une équation à trois variables.

Observations sur les talus et les raccor démens des alignement
droits.

99. Les talus des terres sont nécessaires pour éviter leur ébou-
kraent; ils sont d'autant plus considérables que les terres sont
moins compactes ou plus légères. Cependant on les fait moindre
dans les déblais que dans les remblais , parce que les terres nou-
vellement rapportées sont beaucoup moins tassées que celles qui
forment le sol depuis longues années. On détermine leur talus ou
leur inclinaison après qu'elles ont été jetées au lieu du remblai et
abandonnées à elles-mêmes. Cette détermination peut s'effectuer
de plusieurs manières qu'il n'est pas difficile d'imaginer: ainsi,
en supposant que la bailleur CD des terres soit h et que leur talus

BD soit£, leur pente par unité de mesure sera ?, n° 97.

Ici se présentent les mêmes questions à résoudre que relative-
ment aux pentes combinées du projet et du terrain, parce que Jet
connaissance des points à zéro est utile pour évaluer les volumes
des déblais et des remblais. Il petit arriver différens cas repré-
sentés par les figures g5etg4; mais chacun a sa solution dans

l'équation x = -~-, en ayant égard aux signes des quantités..

Si l'on ne voulait faire usage que des valeurs absolues, on au-
rait pour la figure g5 & — — qr~t> pour la figure 94 x = -_£__ },

zoo. La direction o\\Valignement est la projection horizontale de
l'axe de la route-, les alignemens sont rarement droits en pays de mon-
tagnes; mais là, comme en plaine, quand deux alignemens droits
forment un angle, on les raccorde par une courbe dont on dé-
termine plusieurs points par les intersections d'alignemens droits.
On choisit ordinairement pour courbe de raccordement un arc de
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cercle ou de parabole. Voici la manière la plus simple de tracer
l'arrondissement parabolique.

' Soient AB , AC les deux alignemens à raccorder par une courbe
qui prenne naissance en В et qui s'arrête en C,

Divisez AB et AC en un même nombre de parties égales ,
et joignez successivement tous les points de la ligne AB en com-
mençant par В , avec tons les points de la ligne AC ' , en commen-
çant par le point de division ï de cette ligne -, alors les intersec-
tions de deux droites consécutives prises dans l'ordre du tracé ,
seront des points de la courbe de raccordement qui sera une pa-
rabole, ainsi que nous allons le prouver.

Prenons pour axe des x la droite AX, <jui divise en deux par-
ties égales la droite BC joignant les points donnés, et pour axe
des y la droite A Y parallèle à BC. Cela posé, si nous supposons
que les lignes Mm, M'm' soient deux droites consécutives quel-
conques, leur intersection N sera un point de la courbe de rac-
cordement. Soient dans ce cas, MM'=a, 7nni=.b, on aura»
d'après le système de tracé que l'on vient d'indiquer ,

za, МБ=(п — z>z, Am=(n— z-f-i)3, Cm = (z — 1)3,

n étant le nombre des parties égales de AB ou de AC. De plus,
si l'on fait AH=p , HB^=. g , on trouvera aisément que les coor-
données obliques des points M, m , M', ?n' sont

pour le point M , AP s= 2. , PM == î£,

pour le point m , Ap = £Î2=±±0 , pm = ?("-'*+0>

pour le point M', ЛР = £±l2e , P'M'= &±2î,

De là la droite Mm , assujétie à passer par les deux points M, m,
aura pour équation aux coordonnées obliques ,

v _ _ * g — <7(B + 0_/ »P\. f , \
J n p(zz — n — ï) \ nj} ^J
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l'équation de la droite M' ni sera pareillement

v.
•7

Maintenant, puisqu'au point d'intersection N les coordonnées
ce, y sont les mêmes pour les deux droites Mm, M'm', et que
les deux équations précédentes sont les seules qui existent entre
les trois inconnues л, y , z , il est évident que l'on obtiendra
l'équation de la courbe à laquelle appartiennent tous les points N,
en éliminant z entre ces deux équations. Afin d'effectuer plus
commodément cette élimination, l'on ordonnera par rapport à z
les équations dont il s'agit, et l'on aura, toutes réductions faites t

H-O , .
~ -4—

q

or en soustrayant ces deux résultats l'un de l'autre, on obtient

et en substituant cette valeur dans l'équation (V) on a

npy* — aç'(-a + i)se-hW(n -f- 2) = o. (3)

La courbe cherchée est donc une parabole dont le diamètre coïn-
cide avec l'axe des x. Si on prenait le point H pour origine des
coordonnées, et qu'on désignât par x' la nouvelle abscisse, on
aurait, à cause de хт=.р-±х',

Faisant ici j = o, l'abscisse de l'extrémité du diamètre serait

~V l 'J

La plus petite valeur admissible de n est 2 , auquel cas

#' = —§ , et n peut croître depuis ce terme jusqu'à l'infini. Oc
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à cette dernière limite on a œ' = — -; ainsi la parabole qui aie

plus grand paramètre répond à /2 = 2, et celle qui aurait le pins

petit paramètre répondrait à #';= — £, ou à TZ=:OO. Jamais,

par la méthode graphique exposée, on ne pourra obtenir cette
parabole-limite, mais on en approchera d'autant plus que AB et
ЛС contiendront plus de parties.

Voyons maintenant dans quel cas Л.В et ЛС sont réellement
tangentes à la courbe tracée. Pour cet effet, si l'on prend l'ex-

pression 3~- de la soutangente, l'équation (5') donnera, ед la

difFérentiant,
dx' _ npy

, T, "Ф '"" V(«+0'
de la

_ пру' >

*~~

et comme c'est la tangente qui passe par le point В que l'on con-
sidère , point dont l'ordonnée y^=.q} on a

soutaugente = -̂ -.

Donc pour que ЛВ et ЛС fussent eiFectivement tangentes à la
courbe, ou que l'on eût soutangente =^, il faudrait que n fût
infini. Cependant, lorsqu'on divisera ЛС en un grand nombre de
parties égales, la courbe ne formera pas de jarets sensibles aux
points В , С.

On arrondit aussi l'arête de deux pentes consécutives, afin que
le passage de l'une à l'autre ne soit point brusque ; mais dans le
calcul des terrasses, on tient rarement compte de ces petits tra-
vaux particuliers, qui ne consistent que dans le remuement de
quelques pelletées de terre.

Cubature des solides.

loi. Après avoir ramené toutes les cotes verticales d'un ni-
vellement composé , à un même plan horizontal , et déterminé
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la Forme et les dimensions des solides des déblais et remblais qui
naissent de la figure du terrain et de celle du projet/ il reste à
évaluer les volumes de ces solides.

Afia de rendre simples les opérations numériques , et d'obtenir
au moins par approximation les mesures qui ne peuvent être déter-
minées dans toute la rigueur géométrique, on est convenu de
considérer tous ces profils, tant en long qu'en travers d'une route,
comme des lignes polygonales, et les polyèdres dont se compose
le terrain , comme des corps à faces gauches engendrées par une
droite qui se ment parallèlement au plan vertical passant par l'axe
de la route, et assujétie à s'appuyer en même temps sur les lignes
du terrain, données par les profils en travers. 11 est des cas, ce-
pendant, où cette génération hypothétique serait d'un emploi peu
commode. Par exemple, le problème du défilement est de nature
à être résolu avec beaucoup plus de facilité, en représentant le
terrain par des sections horizontales qu'on imaginerait faites à dif-
férentes hauteurs au-dessus d'un plan de comparaison. ( Cours
de fortification, par M. Gay-Vernon, n° 181. ) On peut à ce
sujet se proposer cette question: Trouver sur le relief d'un ter-
rain y donné par des profils parallèles et perpendiculaires à
un axe , tant de points que Von voudra oui aient la même cote,
verticale -, mais ce n'est pas ici le lieu d'en donner la solution :
je reviens donc à mon objet.

Les solides d e terre compris entre deux profils en travers, se décom-
posent en solides plus réguliers, ayant chacun pour base un triangle,
ou un parallélogramme, ou un trapèze; et cette base est toujours
plane, parce que les solides sont tous appuyés au projet.

M E S U R E D U P R I S M E T R I A N G U L A I R E -

II est d'abord démontré dans tous les élémens de Géométrie, p;g. 95*
qu'un prisme triangulaire à trois hauteurs inégales a pour me-
sure le produit de sa base par le tiers de ses trois hauteurs.
(Géom. de Legendre, Prop. 21. Lip. VI".) Ainsi appelant В la base
de ce prisme, h, h', h'ses trois hauteurs et V son volume, on a
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11 arrive souvent, dans la pratique , que l'une et même que deux
des hauteurs sont nulles.

M E S U R E DU S O L I D E Л BASE T R A P É Z O Ï D A L E .

Fig. 97. Soit ABCD le trapèze servant de base au solide à mesurer;
et AB , DC les cotés parallèles. Si l'on suppose que la surface
ganche abed opposée à la base soit engendrée par le mouvement
d'une droile ab parallèle au plan vertical AabB et s'appuyant
constamment sur les lignes ad , bc , et que aA'=. bB , bB'= aA ;
cC = dD , dû' = cC , le solide AC' sera visiblement double du
solide proposé , et la base A'B'C'D' sera nécessairement plane. Par
conséquent si on mène les diagonales AC , A'C' , le plan AA'C'C

'divisera le solide AC' en deux troncs de prismes triangulaires
ABC A'B'O , ADCA'D'C'. Désignant donc respectivement par
В', Б" les triangles ЛВС , ADO , et par h, h' , h", h" les hauteurs
inégales Aa } Bb } Ce, Ddt on aura pour le volume v' du premier
prisme ,

3/ A /-^Л' + ДД' + CC\ B, __ / a f t + аУ + У + У ч ß,

et pour le volume v" du deuxième prisme

^ _ /СС' + РР' + АЛ\ в„ _ /зУ + а А Ч - А + Л ' ч

par conséquent le volume cherché du solide ABCDabcd est

, , ,
' Ca)

C'est-à-dire qu'après avoir partagé la base de ce solide en deux
triangles, par une diagonale quelconque , on prendra pour base
de chaque triangle une des bases mêmes du trapèze ABCD , puis
l'on ajoutera ensemble deux fois les hau teur s qui aboutissent à
cette base, et une fois les hauteurs qui aboutissent à l'autre base

,du f r iangie- , ensuite on prendra le sixième du f o u f , que l'on mul-
tipliera par l'aire du triangle choisi pour base, et le produit sena
le volume de chaque tronc de prisme t r iangulaire : enfin la somme
de ces deux prismes sera le volume du corps dont la base est un
trapèze.

g
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Ce solide peut avoir une, deux, trois on quatre hauteurs. Si les
quatre hauteurs étaient égales , ou que deux fussent égaies sur
les côtés parallèles, par exemple, siA* = A" et h = h', ou aurait
simplement

expression qui pourrait encore se simplifier d'après l 'une des hy-
pothèses, mais qu'il est tout aussi commode de laisser sous celle
forme.

MESURE DU CORPS A BASE PAR ALLÉLOGR AMMIQUE.

Lorsque les quatre hauteurs du solide précédent é tant inégales,
la base ABCD se change en parallélogramme , on a b' = £"t

et alors la formule (2) se réduit à

4
en désignant par В la base ABCD. Ainsi, dans ce cas, il faut
multiplier la base par le quart de la somme des quatre hauteurs.

Telles sont les formules employées, à cause de leur simplicité,
dans le calcul des déblais et de* remblais} mais il existe une mé-
thode plus générale et plus exacte pour mesurer les solides à faces
gauches -, c'est de quoi l'on peut se convaincre en lisant l'Appendice
au Calcul intégral de M. Bossut, où l'on trouve en outre des
solutions élégantes de plusieurs problèmes intéressans de stéréo-
tomie.

юз. Pour terminer par quelques applications , je donnerai ici
le tableau du calcul des terrasses d'un projet de route , que
M. Lomet, ancien ingénieur en chef des Ponts et Chaussées,
m'avait fait former autrefois pour ma propre instruction, lorsque
je me disposais à suivre cette carrière.

La figure 99 représente une partie du profil en long de ceffe
route, et la figure 100 quelques-uns des profils en travers Tous ces
profils sont, comme on le voit, rapportés à une même surface
horizontale (n° g4) > puisque les cotes des mêmes points du terrain,
prises sur l'axe AD de la route ont, dans l'une et l'autre figure,
la теше valeur. • • .
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L'épure too présente foutes les dimensions des solides compo-

sant le déblai et le remblai, de manière que toutes les cotes des
hauteurs ou des longueurs qui se lisent dans Je sens а&ЛВ, appar-
tiennent au terrain, et toutes celles qui se lisent dans le sens de
T)A sont les cotes rouges calculées d'après les règles exposées au
n* 98 et après avoir tracé les lignes du projet. Quant aux cotes
rouges qui représentent des distances aux points de passage , elles
sont écrites de gauche à droite. Par exemple, la cote rouge im,g5,
qui est à Pexlrémité du premier profil eu travers et à la gatiche
de la ronle, exprime la distance horizontale comprise entre Je pie
et Ja crête du talus du déblai ; de même la cote 2m, 61, qui est à
l'extrémité du troisième profil et à droite de l'axe de la route ,
désigne la largeur horizontale du talus du remblai, ayant 4m>01

de longueur, et commençant au point où finit le déblai.

La partie de route comprise entre le premier et le cinquième
profil est formée de deux alignemens droits unis par une courbe
BCD fig. 98 tracée selon la méthode da n° 100. Ordinairement
on prend pour distance de deux profils consécutifs en travers, le
développement même de la partie de cette courbe qu'ils inter-
ceptent. Alors les longueurs des solides situés tant à droite qu'à
gauche de l'axe AD sont de même des développemens de la courbe
de raccordement passant par le milieu de leurs largeurs , et c'est
pour cela que l'on nomme ces derniers développemens, longueurs
moyennes ou réduites. Cette méthode de déterminer les dimen-
sions des solides de terre est loin , sans doute, d'être rigoureuse,
mais elle est commode et d'une exactitude suffisante dans le calcul
des terrasses.

J'observerai encore, pour achever de donner une parfaite in-
telligence de la fig. юс, i°. que les profils en travers sont censés
rabattus sur le plan horizontal •, 2°. que les lignes entièrement
ponctuées forment la décomposition des bases des solides en paral-
lélogrammes , ou en triangles •, 3°. que les lignes à demi-pleines
et à demi-ponctuées représentent les intersections du projet avec
la surface du terrain-,4°- enfin que les fossés formés par quatre lignes
parallèles ne sont tracés que dans la partie du déblai : c'est ce que
l'on voit d'ailleurs parfaitement dans le plan de la route, fig. g$.
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d'inscription de divers solides, ou calcul des

terrasses d'une parue de route relative à l'épure, fig. too.
•г——

I N D I C A T I O N S . DIMENSIONS.

Dû PRFMIER AU DEUXIÈME PROFIL.

Première partie, à droite de l'axe de
la route.

SVTERFICIE. '

Encaissement. J l i au lenr£ , 2™,65> ,„„ „
parallélogramme. \ largeur, 3 ,go) '

Accotement. (hauteur i, a ,2ol o,
parallélogramme. "{largeur, 5,85) '"

Fosse.

talus ( п п ш с и г т , a ,()5Í q
| iniencnr. (largeur, о ,4g J '

o" i

~ '

1 1 D 1hauteur 5, 6 ,09). о
hr"cur о o-í *°°l i l I^LUl j U j j j y /

^ talus < bailleur i, 2 ,67) Q
ô- extérieur, (largeur, o ,4g) '

•í 'ге (hauteur í, i , т 4 ч j Зг
К 1 partie, (largeur i, i , i5/ '

f) »- J
*** ч partie.

hauteur í, о ,f}3\ o «3
largeur j, o ,08)

Deuxième partie, a candie de l'axe de
la roule.

Encaissement. jhatitettri, a ,-Л _
parallélogramme. \ largeur, 3 ,90) '"У

Accotement. i l i au lcnr j , a ,4i)\ / r
parallélogramme. (largeur, 5 ,«5/ * '°7

±Г. tal.as Я1а111еигЬ 3 '°6/ , .Я»

Fosse.

t l inli:nCLir.

tfc\
r2 / cuvette.
~ 1
^ f£ f tains
°-\ extérieur.

(largeur, о ,49» - '--

lautem -, 3 ,54» ,, ,,
(largeur, о ,97 ( D >*3

(haïucni-i, 3 ,04) .
1 largeur, ï , i5) ° '

. f ire 1 hauteur J, i ,aal 2O
Й 1 partie. )largcur ;, o ,98/ '

g j ac (hauteur i, i ,Ц\ о/
~ 1 partie, (largeur i, i ,37) ' "*

DU DEUXIÈME Au TROISIÈME PROFIT,.

Première partie, h droite de l'axe de
la route.

f jer
\parallclogr.

Encaissement. <
1 2«

[;>ariillélogr.

íhanteur^, 2 ,55
^largeur, о ,97

long. rta... .

(liaiiteui-ï , 2 ,23
(largeur, 2 ,rj3

long. réel. . . .

C U B E
en

IJÉBLAI.

?г, S }'2<8v3

- a ,47

19 ,5? J

> G, 53

'9 '95

:"48,34

[
• i3o ,37

1Ф6 ,74

D E M E L A I .

j

OBSERVATIONS.
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INDICATIONS. .

-
DBIENSIONS.

Fossé,

f ire Ihanlcurj , i",33i
g j panic, ^largeur j, a ,g3j

SUPERFÍCIE.

> 3«,go

g J ae f hauteur |, ï ,oa\
~ (. partie, \largcur i, l ,97) a 'OI

long, re'd ao ,8o J

triangle. /J iau teurÍ' ° '%} о ,5is ^largeur f, o ,yo) " >J

laïus /hauteur 5, ï ,27) r
intérieur, (largeur, о ,4g) ° '

cuvette. , iauleur-1, t ,74) „
largeur, о ,97 f '°9

talus ( hauteur^, г ,зЗ\ ..
extérieur, ^largeur, о ,49) ° >°°

triangle. •
hámeur-j, o ,4Ç)\
largeur j, о ,68J ° '

long. comm.. . .

Parties de r «hauteur;, о ,^3
l'accotement 1 triangle. <lal.„eur || 2 ,a6

Cl du talus. 1 v longueur

Deuxième partie , à gauche de l'axe de
la route.

Encaissement.

; Accotement.

!
1 Fossé. <

[hauteur J, 2 ,43'
, largeur, 3 ,901

long. red. . . .

hautcurj , i ,q6!
largeur, 5 ,85j

long, red '

C U B E
en

IIÉBLAI RKMBr.AI.

m

42,93

3 ,75 t 65 ,3a
17 ,4a J

o ,5a
4 , 0 1 J

• 9 ,4»
19 ,'6o

• " ,47 1
18 ,n J

talus íhauleurj, з ,4o) o
intérieur. "Ual-geur, о ,4g/ г > ö

Io4g. red. ... ri. ,т$9

cuvette.

talus
extérieur. '

hauteur?, a ,85l -
l largeur, о ,97> 3 >/u I

long, red....' 17 ,34 J

;hinteur-J, a ,33|
^largeur, p ,4g

long, red
> I ,14

»7 .'9 J

f irt ihauteur-J, ï , loï _
Sj partie. 'Jlargeuri, ï ,37/

 J >ai

a.(

** ( partie.
íháutcuri , ó ,73)
(largeur f, 9 ,3a/ ° >a3

ÏO 'Ч • :

DU TROISIEME AD QUATRIÈME PROFIT.',

etc. elc.

i ,74

— ̂ -^—

i...:....

l гВ5 ,8i

307 ,84

. ao ,64

• 47,86

• ig ,6o

39 ,67

'aiaG ,41

a™, 08

a ,08

.

OBSERVATIONS'
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L I V R E V.

RÉDUCTIONS DES CARTES ET DES DESSINS,

ET I D É E

DE LA CONFECTION DES MÉMOIRES DESCRIPTIFS.

IL n'est aucun ouvrage de Géométrie élémentaire qui ne ren-
ferme les principes de la réduction des cartes, puisque cette opé-
ration consiste à construire une figure semblable à une autre j
mais l'on n'y trouve pas la théorie et l'usage des instrumens propres
à faciliter ces réductions. Ce livre sera donc bien moins consacré
à rappeler des principes connus, qu'à expliquer la manière de se
.servir des instmmens dont il s'agit, et à l'aide desquels on agrandit
ou l'on diminue toutes sortes de dessins beaiicoup plus prompte-
ment et plus exactement que par Les moj-ens ordinaires que fournit
la Géométrie.'H sera terminé par 'la • série des questions relatives
à la rédaction des cahiers topographiques: questions <jùi -indiquent
en même temps quels sont les renseignemens à recueillir pour don-

•пег иле idée précise de la force et des ressources d'un État 'dont
-on serait chargé de former la Topographie.
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C H A P I T R E PREMIER.

Précis de quelques-unes des méthodes graphiques employées
pour copier ou réduire les plans.

юЗ. HIN supposant d'abord qu'il faille copier un plan de même
grandeur, on pourra, comme on l'enseigne dans tous les élémens
de Géométrie, et après avoir tracé les lignes - du cadre, déter-
miner par intersections les positions des principaux points, c'est-
à-dire construire sur la copie des triangles égaux à ceux que l'on,
imagine ou que l'on trace au crayon sur l'original. Ensuite, pour
figurer les ligues courbes, on emploiera la méthode expliquée au
nt 49- Lorsqu'il y a un grand nombre de lignes droites, on pourra
encore déterminer leurs positions en les concevant prolongées jus-
qu'aux ligues du cadre, et en marquant ensuite sur la copie les
points,d'intersection de ces mêmes lignes.

Au lieu d'employer ce moyen qui ne laisse pas d'être fort long/
..surtout lorsque le plan contient beaucoup de détails, on calque
le plan à la vitre , si cela est possible, ou bien l'on dessine d'abord

-.l'original sur d& papier verni ou builé , puis on calque à la V/tre
cette première copie sur une feuille mince de papier de Hollande,
.ayant soin: toutefois de rectifier au crayon les parties du second
dessin qui Auraient pu être altérées par celte dernière opération.
Mais lorsque les lignes dessinées à l'encre de la Chine sur le papier;
transparent, ne paraissent pas suffisamment au travers de la copie,
on réduit de la mine-de-plomb en poussière très-fine que l'on étale
sur le côté du papier transparent, opposé à celui sur lequel on a
dessiné, et l'on fixe cette poussière en frottant légèrement avec un
morceau de papier ou un petit tampon de linge, Од eteud sur le
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papier à dessiner cette feuille préparée de la sorte, en mettant la
partie plombée en contact avec le papier-, et enfin on suit avec
une pointe à calquer, tous les traits de la première copie , en ap-
puyant assez pour que la mine-de-plomb puisse se déposer snv le
papier de Hollande. Par ce moyen, l'on a très-exactement le second
calque de l'original.

Supposons maintenant, pour plus de généralité, que les lignes
de la copie doivent être à celles de l'original dans le rapport de
m : n. On construira sur l'original ABCD un grand nombre deF'S'l

petits quarrés tracés légèrement au crayon ; l'on formera un rec-
tangle abcd semblable au premier, c'est-à-dire de manière que AB
soit à ab :: AC : ас :: m : n. Et ensuite l'opération sera réduite
à figurer dans chaque petit quarre de la copie abcd, les objets
qui sont dans les quarrés corresnondans de l'original, et pour cet
effet l'on pourra adopter la méthode des intersections, en rédui-
sant, bien entendu, dans le rapport de m : n, toutes les dimensions
prises sur l'original. Pour effectuer'ces réductions, on fait ordi-
nairement usage de l'angle réducteur. Supposons , par exemple ,F'S-
que le triangle ADE soit isoscèle , et que l'on ait fait AD =s
AE •=. m, puis DE = n; alors si AB = AC est une ligne quel-
conque de l'original, sa réduction sera représentée par la ligne BC>
On pourrait aussi rapporter tous les points renfermés dans un
quarré y d'après leurs distances à deux des côtés de ce même
quarré.

Si l'original éfaic trop précieux pour qu'il fût permis d'y tracer
le treillis ABCD, on le couvrirait d'un papier verni ou d'une
glace sur laquelle on aurait tracé ce treillis.

Lorsque les aires des deux figures doivent être dans le rappprÊ
de p • 1' » Pour l°rs les quarrés de leurs côtés homologués sont pro-
portionnels à ces mêmes aires, et l'on a, en désignant par Л une
des lignes de l'original, par a la ligne homologue de la copie t

p : q :: A* : a», d'où a = L/^ -A*.

Ainsi a serait moyen proportionnel entre A. et - A*
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З Voici une construction géométrique qui résout cette dernière
question. Sur AB comme diamètre égal à p -f- q , on décrira une
demi-circonférence, et de l'extrémité F du segment AF'= p, on
élèvera F'D perpendiculaire à AB, puis l'on mènera les droites
indéfinies DAH^ DBK. Alors les quarrés des cordes AD, BD
étant dans le rapport des segmens AF, Б f ou de p : q (Géom.
de Legendre , Liv> III, Prub. 12) , il est clair que si l'on prend
ЮН égal à une ligne quelconque de l'original, et que par le point H
on mène HK parallèle à A.B, la droite DK sera la ligue ho-
mologue de la .copie..

Il est encore plus commode de construire d'avance l'échelle de
la copie, et d'en-faire usage dans les petits détails, pour réduire
les distances prises sur l'original et comparées avec son échelle.
Cette opération est d'autant plus facile pour les dessins relatifs
.aux services publics, que leurs échelles ont entre elles des corré-
lations fixes, ainsi qu'on le vpit par le cinquième tableau qui est à
Ja fin de cet Ouvrage; mais il n'arrive presque jamais alors que l'on
ait à réduire isolément des dessins , si ce n'est pour les réunir lors-
qu'ils représentent des objets qui sont de nature à pouvoir se grou-
per , comme les details de machines , -d'in.strumens, ou ceux qui

.forment la Topographie d'un pays représenté sur plusieurs feuilles
et d'après différentes échelles.

Ces diverses méthodes de copiei- тлз «lo ruduiro les cartes, et
qui sont simples en elles-mêmes, sont cependant à-peu-près im-

•(pratica.bles;pour les dessins qui présentent une .grande variété de
contours et d« nombreux détails, tant à cause de La multiplicité
des opérations qu'ils exigent, que par la longueur du temps
qu'il faut y sacrifier. Il est donc utile de faire connaître les moyens
de suppléer à ces méthodes graphiques: c'est à quoi nous allons
nous attacher dans le chapitre suivant, en nous bornant toujours
à parler du tracé'géométrique des lignes.
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C H A P I T R E I I .

Théorie et usage des înstrumens propres à copier ou à

réduire les dessins et les plans.

Du Pantographs,

l'i'g. io4
104. -LiE Pantograplie , comme l'indique Pétymologie grecque,
est ma instrument qui sert à tracer ou peindre foutes sortes de
dessins. Il est composé de quafire règles d'ébène EF , EK., AB^
JBD, égales deux à deux et assemblées sur leur plat par des tourillons
en cuivre A, B, D, E qui les traversent d'outre en outre, et
qui sont garnis de têtes à écrou, afin de pouvoir rendre le jeu
des règles aussi libre qu'on le désire. Cet assemblage est tel que li^
figure s4BDE forme toujours un losange, soit que l'on écarte ou que
l'on rapproche l'une de l'autre les plus grandes règles EF > EK.
L'instrument peut se mouvoir sur une table unie, avec une ex-.
trême facilité , à l'aide de petites roulettes placées en F, E , К.
Le long de la règle ЛВ est une ouverture qui permet de placer
un pivot P en un point quelconque de cette règle. Ordinaire-
ment ce pivot se' visse dans une plaque de plomb garnie à ses
quatre angles de pointes fines et courtes, lesquelles en s 'in si-*
nuant dans la table à dessiner, empêchent le système de se dé-
ranger quand la position du pivot est déterminée convenablement.
On conçoit bien que pour rendre aigu Je plus possible ]'angJie.£.,
le pivot ne peut approcher plus près du tourillon; B 'qu,e du
Point H. . , ; . . , . . ' . , , , . ,

On est dans l'usage de placer en A et à une distance EK=.iAH
du tourillon E, un calquoir adapté à une boîle mobile, mais
que l'on rend fixe au mojen d'une vis de pression. Alors
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on met en С un porte-crayon adapté de même à une boîte á
coulisse que l'on fait avancer ou reculer jusqu'à ce que le porte-
crayon C, le pivot P et le calquoir К soient en ligne droite. Telle
est la disposition qu'il faut toujours donner à ces trois pièces,
pour pouvoir se servir utilement du pantographe. Ce porte-crayon
est une petite tige cylindrique qui s'insinue dans une sorte de
gaine ou canon , et qui peut s'élever ou s'abaisser au gré du des-
sinateur, lequel, pour cet effet, tire ou lâche un fil attaché à
ce porte-crayon et passant dans la gorge d'une petite poulie su-
périeure dont l'axe répond en E.

Il est essentiel que le crayon soit bien centré ; or, c'est ce que
l'on reconnaît lorsqu'en le faisant tourner dans son canon il ne
trace qu'un point. On augmente ou l'on diminue sa pression sur
]e papier, en mettant ou en ôtant des grains de plomb dans le
peut vase qui sert de couronnement au porte-crayon.

Afin d'éviter au dessinateur la peine de chercher sur les règles
Л.Р, AB. les points où il faut fixer le pivot et le crayon, pour
obtenir de l 'instrument la réduction qu'il désire , le constructeur
divise les règles suivant les principes que nous allons exposer.

1 io5. Il résulte de la construction de l'instrument que, quelque
position qu'on lui donne, les trois points С , P , К. une fois dis-
posés ea ligne droi te restent constamment dans cet état; ainsi les
côtés des triangles ECK , ЛСР seront toujours proportionnels,
et à cause de cette proportionnalité, il est évident que les points
mobiles К , С décriront des figures semblables.

Cela posé, soient les constantes AE—a, ЕК=.зЛН—Ъ ,
et les variables ЛС=.х, ЛР^у, on aura, en vertu de la
propriété ci-dessus,

PC _ AC AP_EK f
PK ~AË> P~C CK'

et si l'on suppose que les traits de la copie dessinée par le crayon О
soient à ceux de l'original :: m : n :: PC : PK, ces équations
fourniront les deux valeurs suivantes :

am ; Ътп
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On conclut de là, i°. que pour que les traits de la copie soient
de même grandeur que ceux de l'original, auquel cas w=;/z, il
faut que

b
x~a, y~-',

2°. que pour que les traits de la copie en soient la moitié , on
doit avoir

a Ь
X = 2> У = Ъ >

3°. que pour que les traits de la copie en soient le tiers , il
faut que

a

et ainsi de suite.

Les nombres f , - f , }, etc. qui se trouvent marqués sur la plu-
part des pantographes, devraient donc exprimer naturellement ces
rapports entre la copie et l'original ; mais il est assez bizarre qu'ils
signifient au contraire que quand le pivot et le crayon sont sur
le même numéro de la graduation, les traits de la copie sont
égaux à ceux de l'original moins f , ou moins ^ , | , etc. c'est-
à-dire que les premiers sont les f , ou les f , f, etc. des seconds.

Pour faire la copie plus grande que l'original , on voit bien
qu'il n'y aurait qu'à placer le crayon en К et le calquoir en C.
'Alors si, sans changer cette nouvelle dißpositioii , ces deux ins-
trumens passaient successivement sur les nombres de la gradua-
tion naturelle ï, ±, |, ±f ! • • • • que nous venons d'obtenir, les
traits de la copie seraient égaux à ceux de l'original, ou 2, 3,
4 ,5 , etc. fois plus grands. Mais le pantographe ne procure des
copies vraiment bien fidèles, et ses mouvemens ne sont jamais
plus doux, que quand on réduit de grand en petit.

Si l'on plaçait le pivot en С et le crayon en P , et que m , ?z
eussent successivement les mêmes valeurs que ci-dessus, les lignes
de la copie seraient visiblement \, f , \, \.. . de celles de l'ori-
ginal -, ainsi , pour ce cas, il faudrait que les règles AF ', AH
portassent cette autre graduation; mais ces mêmes rapports sont
au contraire marqués 2, 3, 4, 5f etc, Од де sait trop pourquoi
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l'on n'a pas préféré, pour la commodité du dessinateur, de tracer
sur les règles AF, AB un grand nombre de parties égales, et de
marquer les graduations de manière qu'elles expriment naturelle-
ment les rapports qu'il a intérêt de connaître. C'est une perfection
que l'artiste devrait s'attacher à donner au pantographe.

Les mêmes règles portent aussi des divisions relatives aux sur-
faces, parce que l'on se propose quelquefois de faire la surface
de la copie dans un rapport donné avec celle de l'original j sup-
posons, par exemple, que ce rapport dût être comme p : g , on
aurait pour le cas de la première disposition du pivot et du crayon,
et à cause des triangles semblables ACP, ECK,

p : g :: CP : PK. :: AC\ ЛЕ ,
ou bien

et
yp : 1/P+ v/</ :: CP : CK :: ÄP : EK ;

d'où

Ces formules ne diffèrent donc des précédentes que par les signes
radicaux. Rien ne serait plus facile que de trouver les valeurs nu-
mériques de x et y , en at tr ibuant, comme ci-dessus, des va-
leurs à p et g f et en divisant, de plus, a et b en. un certain
nombre de parties égales (*). Nous allons parler d'un nouvel ins-
trument fort simple, qui a un rapport intime avec le pantographe,
et remplit le même but.

(*) II existe une manière plus générale 6t plus élégante d'envisager la théorie
du pantographe, ainsi que nous l'avons fait voir dans un petit Recueil da
propositions de Geometrie résolues par l'analyse, où nous avons donné les équa-
tions fondamentales du mouvement de cet instrument, et prouvé que l'on pou-
vait tracer des ellipses en faisant suivre une ligne droite au calquoir. Mais pour
pouvoir être compris des lecteurs qui s'occupent principalement du dessin, nous
avons préféré de n'employer, dans les recherches ci-dessus, que la simple
Géométrie.
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Du micrographe.

106. L'instrument dont il est question maintenant, a été inventé
en 1785, par Letellier, ingénieur en instrumens de mathématiques,
qui le vendait sous le nom de prosopographe; dénomination que
nous cr.oj.ons devoir remplacer par celle de micrographe, vu que
cet instrument sert principalement à réduire les dessins de grand
en petit. Ce n'est pas cependant, comme on le verra bientôt,
qu'on ne puisse également .en fake usage pour rapporter un dessin
de petit en grand, et même pour faire des copies de même gran-
deur que l'original 5 mais il réussit moins dans ces deux derniers
cas que le pantographe.

L'assemblage du micrograplie est fondé sur les mêmes prîncipesFig
que celui de ce dernier instrument} comme lui jl est composé do
quatre règles AC, AK, PE, PF, maintenues parallèlement deux
à deux par des tourillons JP, Л, В, D; mais il y a celte diffé-
rence caractéristique et remarquable, que dans le pantographe,
les tourillons qui attachent les règles y sont invariablement fixés,
et que le calquoir, le crayon, ainsi que le pivot, varient
de position, pour obtenir tel rapport .que l'on veut entre l'original
et la copie; tandis que .dans le micrographe, au contraire, .ces
dernières parties étant fixes sur les règles, ce sont les tourillons
•ß, Z> qu'il faut changer de place. Or c'est précisément de cette
disposition que résulte la grande simplicité de cet instrument,
pour lequel, d'ailleurs, on est dispensé de construire des règles bien
calibrées, des boîtes à coulisses, et diverses autres garnitures ajus-
tées, qui exigent une exécution parfaite. Le pantographe est sans
contredit un instrument précieux etcpmmode, mais i] est volumi-
neux et fort cher-, le micrographe, au contraire , n'est .ni lourd, ni
embarrassant: trois petits boulons, chacun de la grosseur d'une
forte épingle, une aiguille, quelques morceaux de liège et quatre
petites règles que l'on peut trouver partout, voilà tout ce qui
est nécessaire, à la rigueur, pour l'équiper et pour se débarrasser
de l 'ennui que donnent les réductions .opérées par des procédés
graphiques. Ce sont ces motifs qui nous engagent à développer la
•théorie de la composition de ce nouvel instrument, et à сош-
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pléter ce qui concerne la réduction mécanique des caries et des
dessins.

107. Puisque dans le micrographe, ABPD forme un paral-
lélogramme, que les trois points К , P , С sont toujours en ligne
droite, et que les lignes AB , BP sont variables; désignons res-
pectivement ces ligues par x et y ; supposons, comme dans la
théorie précédente, que К soit le calqnoir , P le pivot autour
duquel tourne tout l'instrument , et С le crayon ; faisons les
constantes AC=a, AK=.b, et nous aurons, par suite de cette
propriété et de celle des triangles semblables BPC , AK.C ,

АС СК БР _ AK
PC* PC CK'

Or comme on suppose que le rapport entre les traits de la copie
et ceux de l'original est :: m : n, il est clair que

ск_ .

partant
an , Ътп ,

x —Tn+n* У •— ~m+ '̂

On a coutume Je faire a = b, parce que de l'égalité des branches
</4C, AK résulte celle de leurs divisions; en effet, on a alors
'В С = BP = AD, ТУК, = Dl* = jíB, En supposant donc suc«
cessivement dans les formules

an _ am
~~ m-\-n* У "~~тп-^-п*

m c= TZ ; од а
S—±.; y—2,

a ' "^ a

7 7 Z = I í T Z = 5 2 í O n a

2a . a ,

77z=i, ra;=3, on а

pt aiftsi de suite,
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Dans ces deux séries de valeurs, aucune n'indique naturelle-

ment le rapport qui existe entre la copie et l'original, puisque
l'on Voit que AD =j- doit être la moitié , ou le tiers, le quart, etc.
de AK, pour que les lignes de la copie, tracées par le crayon C,
soient égales aux lignes de l'original parcourues par le calquoirA",
on en soient la moitié, le tiers, etc. Il ii'en serait pas de même
si le pivot était en С et le crayon en P: car alors les valeurs ci-
dessus de y indiqueraient précisément ce rapport ', et cela est évi-

dent, puisque quand, par exemple, AD serait égal à j, le era joa

P ferait moitié moins de chemin que le calquoir K. Au surplus;
soit que l'on mette le pivot en P , soit qu'on le mette en C, il
n'en faut pas moins marquer sur les quatre règles les rapports dont
on peut avoir besoin. Tous les petits trous que l'on perce aux
points de division , et qui reçoivent les boulons Б , D t ne doivent
pas être trop près les uns des autres, pour ne pas trop affaiblie les
règles. Cet inconvénient n'a pas lieu dans le pantographe, à cause
des boîtes à coulisses, et c'est principalement en cela que cet ins-
trument est supérieur au micrographe.

Il n'est pas difficile de conclure , d'après ce que l'on a vu au
n" io5, que si, pour la première disposition du pivot et du cal-
quoir, l'aire devait être à celle de l'original :: p \ q , l'on aurait
ceí nouvelles formules ,

à l'aide desquelles on trouverait sur les règles les points où il Fau-
drait placer les tourillons B, D, pour obtenir 'entre les surfaces
des deux dessins tel rapport que l'on voudrait.

Les règles intermédiaires PE, FF devant servir en diverses po-
sitions, on leur laisse assez de longueur pour qu'elles puissent
porter les tourillons dans tousles cas, et c'est pour cette raison,
que leurs abouts E, F dépassent plus ou moins les points^, D,
Cependant lorsque le point P est rapproché du point C, la règle
PE, qui ne serait employée que sur une petite longueur, aurait
un about extérieur qui surchargerait inutilement la' règle AC Í
«t теще occasionnerait par son poids un déversement jqui
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rait altérer la justesse de l 'instrument. Dans ce cas, on emploie/
au lieu de la règle PE, une petite règle de rechange sur laquelle
on porte les divisions rapprochées du point P f et on les supprime
sur la règle PE.

• La tige du pivot s'implante dans la table sur laquelle on éta-
blit l 'original, ou est supportée, comme nous l'avons dit n° io4>
par une plaque de plomb que l'on 'déplace à volonté et qui sert
de point d'appui. Chacun des tourillons est arrêté , sous les règles,
par une portée qui sert de support et qui a six à sept millimèlres
de ba i l l eu r , pour élever l ' i n s t r u m e n t et empêcher qu'il ne pose
de plat sur !a labié. Ces portées sont arrondies et polies par-des-
sous, af in que dans les divers mouvemens ces pièces puissent couler
librement sans heurter contre les petites inégalités de la table,
et sans érailler le papier.

De quelque manière que l'on fabrique les tourillons, soit avec
des épingles à grosse l ê l e , soit avec de petits boulons tournés,
en fer, en cuivre et me.ne en ivoire, ces matières laissent tou-
jours des traits co'orés et ineffaçables sur les endroits où elles
frot tent le papier. M. Lomet, ancien ingénieur en chef des ponts
et chaussées, à l'amitié duquel je dois, en partie, mon peu de
connaissances dans les sciences exactes et dans les arts, avait ima-
giné de n'employer que _de.s Jourillonsï dont la tige est un fit de
fer ou d'acier d'un mill imètre de grosseur, eTäcTnt la portée est
formée par un petit globe de verre fondu, de six mil l imètres de
diamètre environ, soudé à l'une des extrémités de la tige. Voici
la manière de fabriquer ces globules. On soumet au feu de la
lampe.xTémailleur, ou à la flamme d'un gros cha lumeau , un mor-
ceau de verre quelconque *, mais l'on a soin de ne retirer ces petits
globes du feu que peu-à-peii, afin de leur laisser le temps de se
recuire, c'est-à-dire de prendre parce refroidissement gradué une
égale densité clans toutes leurs parties-, car sans cette précaution
ils ne manqueraient pas de se briser au moindre choc, comme
les larmes balaviqiies.

ï Iliies^tiné^essaire ,qne: le micrographe soit établi et maintenu flans
\in p lan f paral |è le à celui sur lequel on dessine. C'est pourquoi le
pivot doit êtrju garni d'une eiiibâse d'égale hauteur que les portée»
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inférieures des tourillons. C'est aussi pour cette raison qu'il faut
mettre chaque règle et sa parallèle par-dessus, et les deux antres
par-dessous. Ordinairement la règle qui porte le calquoir et sa
parallèle, s'appliquent par-dessus les deux autres, parce qu'alors
on oblient plus de hauteur du côté du calquoir, et que l'on a plus
de facilité pour conduire l'instrument.

Lorsque les règles sont mises en mouvement, pour peu qu'elles;
éprouvent de déversement sur leur longueur ou sur leur largeur,
il en résulte une sorte d'oscillation, en vertu de laquelle les règles
s'élèvent peu-à-peu le long de la tige des tourillons; elles finiraient
même par se disassembler si l'on, n'y remédiait en les arrêtant
à l'aide d'un petit tasseau de liège ou de bois fiché un peu à
force au travers de l'about supérieur des tourillons, ou parle moyeu
d'un écrou de pression. Il faut cependant prendre garde que les
assemblages ne soient trop serrés, afin que le mouvement des règles
soit doux et que le trait du crayon soit bien égalj car pour peu
qu'il y a de jeu ou de roideur, ce trait est trembloté. On évite
ces défauts, en grande partie, en étendant bien le papier de l'ori-
ginal et celui de la copie, et en collant leurs bords sur la table /
ou en les fixant avec des petits clous à large tête de cuivre.

Si la copie doit être beaucoup plus petite que l'original, ou
si l'on veut réduire un très-grand dessin, il convient de donnée
une grande longueur à la branche qui porte le calquoir, d'abord,
afin qu'elle puisse atteindre à une plus grande distance, ce qui
évite souvent l'embarras de changer l'instrument de position, et
en second lieu, pour que le pivot se place à une dislance plus éloi-
gnée du crayon que quand les branches sont égales. Mais dana
ce cas il faut mettre un support vers Je milieu de la plus grande
règle, pour l'empêcher d'osciller lorsqu'on fai t mouvoir le mi-
crographe. Cependant, si l'on se trouve dans la nécessité de donner
diverses positions à cet instrument, il faudra lirer des lignes do
raccordement sur l'original et la copie, et ne continuer de des-
siner que lorsque l'on sera certain que l'instrument est bien placé.

Pour réduire des objets présentant une suite de parallèles qui
doivent conserver une grande régularité, tels que des épaisseurs
de murs, etc., il ne faut indiquer que les lignes principales ou
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les directrices, pour mener ensuite les autres à la distance con-
venable avec la règle et le compas-, car on n'obtiendrait pas
celJes-ci d'une manière suffisamment exacte avec l ' instrument,
surtout si l'on n'avait pas le soin de rendre la pointe du crayon
très-fine, ainsi que celle du calquoir, et si on ne dirigeait pas ce
dernier outil avec la règle. Il faut convenir que le pantographe ,
ou tout autre instrument de ce genre, se trouve un peu en défaut
lorsqu'on veut réduire les dessins d'architecture ou de machines,
ou en général ceux qui ne sont composés que de lignes droites et
d'arcs de cercles, pour lesquels on ne doit jamais faire usage que
<3e la règle et du compas. Cependant, en pareille circonstance,
on peut encore employer avec succès l'instrument dont il s'agit,
en se contentant toutefois d'indiquer, comme nous venons de le
dire, les lignes magistrales et les principaux points de la char-
pente du dessin, qu'il est facile ensuite de terminer.

Si des dessins de cette nature devaient être copiés de même
grandeur, il serait plus exact et moins embarrassant de les cal-
quer au piquoiry en ne perçant, bien entendu, l'original et la
copie, qu'aux extrémité:; des lignes droites et aux centres des cercles.
.Ce procédé est très-usité parmi les ingénieurs et les architectes.

En remédiant à tous les inconvénient que présentent les deux
instrumens quenous venons de. décrire, on parvient à leur donner
une grande précision et à les faire manoeuvrer avec célérité. Tels
ont été les heureux effets de l ' invention du pantographe, qneles
dessins de cartes géographiques ont acquis ce degré de pureté et
de fidélité qu'on y remarque de nos jours, et qu'Us ont pu devenir
aussi communs.
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C H A P I T R E II I .

Questions relatives à la rédaction des cahiers topographiques
et statistiques.

108. JLjES questions suivantes sont les élémens des cahiers faits
pour suppléer aux détails et renseignemens inexprimables sur la
carte, et pour développer et expliquer les détails consignés dans,
les tableaux ou légendes, enfin pour offrir des bases certaines à la
confection d'un cadastre ; elles font partie d'une instruction sur
le service des ingénieurs-géographes, et elles ont été rédigées рас
M. Vallongue, général du gerne, tué au siège de Gaëte, et vi-
vement regretté de tous ceux qui ont connu sa bravoure, ses ta-
lens et ses qualités morales.

Lorsque l'on sera chargé de former de pareils cahiers, l'on pourra
consulter aussi l'Essai sur les reconnaissances militaires, cité
à la page 172. Quant aux signes conventionnels et aux modèles
d'écritures à employer dans tous les œuvres géographiques et
topograpbiqnes , on les trouvera dans le cinquième numéro du
Mémorial du Dépôt général de Ja Guerre,

Voici quels doivent être les élémens de ces cahiers :

POUR UN D É P A R T E M E N T , C A N T O N
O U C O M M U N E .

§ PREMIER.

PHYSIQUE DU TERRITOIRE.

A T M O S P H È R E .

ï*. Température. Degrés de longitude et de latitude entre les-
quels elle est comprise.
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Le maxijnum de chaleur et de froid; s'appercoit-on de varia-

tions sensibles dans ce maximum, et en indique-t-on les causes?

2". Météores. Attribue-t-on à quelque cause locale ou prochaine
les pluies abondantes, fréquentes on rares ? le pajs en est-il in-
commodé ou servi? Quels sont les vents dorainans? sont-ils fa-
vorables ou nuisibles?

Quels sont les lieux les plus exposés à la grêle?

La neige séjourne-t-elle ?

A quelle époque les brouillards paraissent-ils? sont-ils épais,
durables? leurs effets.

3°. Air. Quelles sont les causes éloignées ou prochaines, an-
ciennes ou nouvelles, permanentes ou passagères, naturelles ou
artificielles d'insalubrité, et les moyens employés ou praticables
de les atténuer ou de les détruire ?

E A U X .

Courantes. Indiquer leur source, le plus ou moins de rapidité
de leur cours, divisé en trois parties: 1°. de la source au point
où elles deviennent flottantes', 2". de là au point où elles com-
mencent à être navigabîes~y 5". de celui-ci i -leur-confluent fluvial
ou maritime; assigner, dans chacune de ces trois parties, la plus
grande, la moyenne et la plus petite hauteur des eaux; leurs
crues; si elles sont périodiques ou anomales; les causes d'ac-
croissement; la direction du cours dans son ensemble; quelle rive
il affecte; si c'est l'effet d'une pente générale ou d'une contre-
pente; la nature du lit et des rives, si le lit est encaissé, variable;
la situation des gués, bacs, ponts, et des points favorables pour
en établir de nouveaux; la direction, la forme et la nature des
vallons, et de leurs affluens.

Canaux. Leur point de départ et d'embouchure, leurs dimen-
sions; les ouvrages d'art remarquables par leur construction,
l'époque de leur établissement; à quels transports servent-ils ? la
navigation est-elle continue ou par intervalles? le prix du trans-
port d'un mjriagramme par myriaraètre.
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Etangs. Leur nombre, leur surface, leur qualité : sont-ils nui-
sibles ou utiles? à qui appar t iennent - i l s ? sont-ils poissonneux?

Marais. Les marais sont-ils praticables à l 'infanterie ou à la
cavalerie ? appercoHt-on quelques moyens de, dessèchement et
quelque u t i l i t é à cette opération? y a-t-il quelque variation dans
leur surface? y a-t-il des joncs, des arbustes, pour faire des fas-
cines ou des claies? quelle est la n a t u r e de leur fond?

Y a-t-il des marais salans? leur étendue; qualité et débouché
de leur produit.

Fontaines. Leur état, leur source, leur usage, la qualité de
leurs eaux, leur abondance ou rareté.

У a-t-il des machines hjdratiliques? en donner une idée.
У a-t-il des eaux thermales ou salées? leurs qualités.

T E II R A I N.

Conformation. En plaines; leur plus haut point d'élévation,
leur inclinaison , leur direction.

En coteaux continus ou entrecoupés',leur pente, leur direction,
leur hau teur : à quelle pente générale ou secondaire appariiennent-
ils? àqnel système se rat tachent-ils? sont-ils cul tirés, boisés ou dé-
couverts?

En montagnes: de quelle chaîne principale ou secondaire font-elles
partie? à quel nœud, à quel plateau se rattachent-elles? où se ter-
minent-elles? leur orientement, leurs versans, leur plus grande hau-
teur au-dessusdu niveau de la mer et au-dessus du lieu : sont-elles ac-
cessibles dans fous les points ou inaccessibles dans quelques parties,
cultivées, en pâturages ou arides, boisées ou nues? leurs roches
sont-elles calcaires, granitiques, quarlzeuses ou schisteuses ? y a-t-il
des glaces , neiges, matières volcaniques, coquillages ou petrifica»
lions à leur surface?

Exposition. Cause secondaire de variation de chaleur, de froid,
vent, sécheresse, inondation, aridité ou fertilité} favorable ou
nuisible à certains produits ou à la salubrité.

Étendue. Ses dimensions, délimitations et divisions par classes
de terrain et espèces de culture.
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Qualité du sol. Nature de la terre végétale; son épaisseur

moyenne: est-elle composée d'argile, de sable calcaire, de sable
quartzeux, de craie, de marne, de terreau, etc. et dans quelles
proportions?

Est-elle sèche, humide, légère, pesante, compacte? retient-elle
l'eau ? la Jaisse-i-elle couler ou infiltrer? pose-t-elle sur argile,
glaise, sable, pierre ou galet?

S II.

S T A T I S T I Q U E .

P O P U L A T I O N .

Habitons. Epoque du dernier recensement ; nombre actuel par
$exe, enfance, virilité, vieillards, conscrits, invalides.

Combien d'individus par mjriare quarré ?

Combien d'ares par individu?
Par quelle cause la population accrue ou diminuée?
Constitution des habitans j leur nourriture j leurs moeurs.'

Animaux
domestiques*

Chevaux.
Bœufs.
Vaches.
Anes.
Mulets.
Moutons.
Chèvres.
Porcs.

Leur nombre; leurs qualités-, em-
ployés à la culture ou au transport à
brancard ou ä~äösyieur nourriture -, la
commune y suffit-elle? sont-ils indi-
gènes ou aborigènes? les races vont-
elles en se perfectionnant ou en se
détériorant? leur prix.

rAnîmaux de basse-cour. Leurs espèces, leurs qualités et prix.

sibeilles. Quel parti en retire-t-on?
Insectes et vers les plus remarquables par leur nombre et leurs

qualités utiles ou nuisibles.

V A L E U R S F O N C I È R E S .

Terres à grains et plantations. Leur superficie divisée par
qualité et prix.
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Comment fume-t-on et cultive-t-on? quelles espèces de plantes,

quelle quantité semée et recueillie ? quel usage en fait-on ? quelles
on préfère? sont-elles supérieures ou inférieures à celles des en-
virons? leur prix moyen, leur superficie totale divisée par qualité.

Bois et forets. En plaines ou coteaux; à quels aspects-, en
niasses ou en lopins; leurs propriétaires-, quelle espèce d'arbre y
domine; leur qualité; indiquer ceux qui pourraient j prospérer;
les bois sont-ils dévastés? sont-ils rares, et pourquoi? suffisent-
ils aux besoins ? servent-ils au chauffage ou à des usines ? re-
plante-t-on, comment et quelles espèces? y a-t-il des bois de
construction pour la marine ou pour le civil? fait-on du charbon,
du tan, du salin? en quelle quant i té?

Arbres frailiers: quelles espèces? leur culture> produit et qua-
lité ; leur usage;

Châtaigniers. )
Oliviers. Л Yen a-t-il? leur quant i té , qualité el produit.
Mûriers. J

Vignes. Leur superficie, etc.
Sur quels terrains; espèces de raisin cultivées; qualité, abon-

dance et durée des vins; les vignes sont-elles basses ou échalas-
sées? leur culture se fait-elle à bras ou avec la charrue? comment
se payent les vignerons? à quelle époque les vendanges; y a-t-il
des crus distingués? le prix des vins; fait-on des éaux-de-vie? leur
quantité, qualité et prix.

Près. Leur surface et espèces; leurs engrais, leur arrosement;
quantité et qualité des foius; leur prix; se consomment-ils sur les
lieux? à quelle époque fauche-t-on?

Pâturages. Leur surface, qualité j communs ou privés.

Carrières. De sable à divers usages, terres à tuileries, pote-
ries, faïenceries, etc.; degrés, tu F; de térrea creusets, pierres
meulières, à fusil, ardoises, terres colorées employées dans les
arts.

De craie, falun, pierre à chaux, marbre, moellon, pierre de
taille, plâtre, marne, cristaux.

De pierres-ponces, laves, basalte, pouzzolane.
57
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Leurs gisemens, leurs quantités, leurs qualités.
Mines. De platine, d'or, d'argent, de cuivre, de fer, d'étain,

de mercure, de zinc, d'antimoine, de plomb, de bismuth, de co-
balt et d'arsenic, etc.', de sel, de bitume, charbon de terre,
tourbe, soufre, pyrites, etc.

Leurs gisemens, quantités et qualités, propriétaires, usages •;
depuis quand exploitées? prix des matières brutes et ouvrées.

Habitations. Leur nombre, ce qu'on peut loger dans chacune ;
combien d'écuries, de granges? les maisons sont-elles rassemblées
ou éparses, grandes, commodes, propres, aérées, solides, agréables;
en bois, en pierre, en pisé; couvertes de pierres, de tuiles, de
bois , d'ardoises, de paille ou de chaume ; éloignées des cloaques,
environnées d'arbres? quel est le prix d'une maison moyenne ?

Jardins et vergers. Leur surface, espèce, culture, produit et
qualité.

Terrains vagues. Des landes et bruyères, ou fougères ; des
dunes, des sables, des terres marécageuses; des terres en friche :
faire connaître leurs quantités respectives, leur qualité, et in-
diquer le genre de culture dont ces terrains seraient susceptibles.

I N D U S T R I E .

Usines. Moulins inus par l'eau ou par le vent; leur nombre,
leur produit •, sont-ils snffisans?

Moulins à huile, à tan, à scie.

Forges. Sont-elles à hauts-fourneaux ou à la catalane, à ré-
verbère?

Qualités du métal: est-il d'un grain grossier, aigre, cassant?
est-il doux, liant et solide? prix du quintal prêt à entrer dans
le commerce.

Fonderies. Batteries, mines à laminer; aciéries, fontes de ca-
nons ou de toutes autres pièces figurées; nature, valeur et quan-
tité des combustibles employés ; lieu d'où on les tire; moyens
de transport; temps de travail, de chômage ; produit d'une mine
par mois.
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Des matières minérales, végétales, animales. Leur nombre,

l'ancienneté de chacune ; le nombre d'ouvriers qu'elles emploient;
prix des matières premières produites par le sol, ou de celles étran-
gères qui j sont mises en œuvre ; prix de la main-d'œuvre; qua-
lité de ces matières; quantité et qualité des produits , leur valeur
au prix de fabrique, leurs débouchés; appercu des machines et
procédés; obstacles qui s'opposent aux progrès des manufactures ,
et circonstances qui leur sont favorables.

•drfs et métiers. Combien de bras employés à l'agriculture ?
combien de charrons , de menuisiers, de maréchaux, de serru-
riers, de maçons, de terrassiers, de couvreurs, vitriers, ferblan-
tiers, fondeurs, armuriers, boulangers, bouchers, aubergistes,
tailleurs, chapeliers, tanneurs, cordonniers, peintres, etc.? le
prix actuel des journées et des divers produits d'arts confection-
nés, avec le prix antérieur à la révolution, et leur rapport avec
celui du blé ou des matières premières.

C O M M E R C E .

Exportation. Des matières premières,
De subsistances,
D'objets manufacturés,
Des produits d'arts.
Importation. Idem.
Communications. Indiquer toutes les routes, chemins vicinaux

ou sentiers qui aboutissent au chef-lieu du département ou qui j
passent ; dire où ils conduisent, d'où ils viennent, et les distances
de cet endroit aux plus prochains ou aux plus notables lieux, esti-
mées en kilomètres ou mjriamètres dans les pays de plaine, et en
heures de marche dans ceux de montagne.

En quel état sont ces communications aux diverses saisons de
l'année; si elles sont pavées, ferrées, ou en terrain naturel; si
l'on en prend soin, et si elles sont praticables pour l'artillerie,
les charrois, la cavalerie, les mulets, l'infanterie ou ics chas-
seurs; si elles sont plantées ou non d'arbres, avec ou sans Fossés;
quelle est, la largeur, la pente de celles qui sont en montagne,
et les moyens qu'il y axirait de les élargir ou adoucir au besoin?
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Observer si, oulre les communications connues , il n'est point

d'autre direction qui, suivie à travers champs, pût servir, avec
plus ou moins de travail, en peu de jours, au passage des troupes
et convois.

O B S E R V A T I O N S G É N É R A L E S .

Sur la population. Causes générales, naturelles ou politiques
de son augmentation ou diminution ; en préciser les époques-, re-
cueillir des données sur le nombre des naissances annuelles, sur
la mortalité, sur la longévité.

Agriculture. Etat ancien de l'agriculture dans la contrée, son
amélioration ousa détérioration-, événemens qui ont donné lieu
à ces changemeus ; époques auxquelles ils remontent.

Rota t ion des récoltes; mojens employés pour le labourage,
les divers outils aratoires ; y en a-t-il qui soient particuliers au
pays? combien coûte le labourage d'un hectare de terre? bat-on
après la récolte ou dans le cours de l'année? enferme-ton les
pailles dans des granges, sous des hangars, ou en forme-t-on des
paillères en plein air ?

Les possessions sont-elles entourées de haies, de fossés, de murs
ou d'arbres ?

Y a-t-il beaucoup de propriétaires cul t ivateurs? travail lent- i ls
eux-mêmes leurs héritages? depuis la révolution leur nombre est-il
augmenté ou diminué? pourquoi?

Trouve-tron facilement des ouvriers, à la journée? en vient-il
d'étrangers ?

Mœurs des diverses classes de cultivateurs; quel est leur cos-
tume.? quels sont leurs amusemens? sont-ils dans l'aisance? saveot-
ilà lire et écrire ? ont-ils un idiome particulier? son origine ; en
quoi diffère-.t-ij. du français? quelles sont leurs maladies les plus
ordinaires ?

Est-ce un pays de grande ou de petite culture? c'est-à-dire,
les biens affermés sont-ils cullivés immédiatement par le fermier,
ou celui-ci les fait-il cultiver par des métayers, maîtres-valets, etc. ?



ET NIVELLEMENT. LIVRE V. 293
Jurée ordinaire des baux ; prix des journées ou des gages d'un
charretier, d'une filJe de service , d'un berger- y :eto. , et leurs va-
riations à certaines époques , rapportées au pris 'du/ blé ?

Industrie. A quel genre d'industrie s'appliquent, et <3'ans quel réus-
sissent principalement les habitans ? est>-elle suffisamment encou-
ragée.? fait-elle des, progrès , et quelle en est la cause ? quels, articles
seraient susceptibles d'j être perfectionnés?/ est-on attaché .à, la
routine ? y accueille-t-on les améliorations ? y a-t-ij quelques
mojens d'instruction, quelque .établissement propre à la répandre ?

Commerce. Importation, exportation; comment et av-ec qui sont
établis les rapports .commerciaux ? nature de ces rapports-, quel
est généralement le prix des transports, par terre et par eau , à
une distance donnée ? par quels mojens et en combien de temps se
fait ce transport? j est-on à portée d'un port?

Y a-t-il des foires, des marchés , et. .à quelles é'ppques ? quelle
est leur durée? quelles marchandises, quels étrangers y arrivent?
У a-f-il des halles? de quelle considération joui t l'état de com-
merçant ? sont-ils nombreux , riches ? cet 'élat se suit-il de père
en fils ? sont-ils connus par leur bonne-foi , leur franchise .'en
affaires ?

§' III.

H I S T O R I Q U E E T M I L I T A I R E .

, A moins qu'il ne s'agisse d'une grande commune , les renseignemens
indiqués/dans ce p^jiagrppíiei 4<?iveflt 'çjubras.ser: upe contrée , ид1 canton.

Historique. Époque à laquelle l'histoire commence à faire men-
tion de la 'commune òíi dé - Ja ' «-cou tree.'

Son gouvernement, ses mœurs avant la conquête des Romains.

Epoque de cette conquête.

De quelle division de l'empire le pays faisait-il, partie ?

Envahissement par les Barbares.

A quelle époque le pajs a-t-il passé sous la domination des
Francais, et par quel événement ?
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Quels sont, sur l'origiue de la commune, les particularités de

la contrée, le.sentiment des personnes instruites, les traditions et
les bruits populaires?

Quel est l'esprit des habitans ? quels sont leurs préjugés , leurs
goûts dotninaas, leurs opinions politiques et religieuses ?

Époques auxquelles les sciences et les arts y ont été favorisés,
et ont commencé à y fleurir : en quel état j sont les principales
connaissances de l'esprit, les principaux arts? y a-t-il quelques,
institutions dans ce genre? quel est'leur but, leur composition,
leur utilité ? .

Travaux, entreprises, trails de bienfaisance et d'humanité-,
hommes célèbres ou citojens vertueux qui ont honoré la contrée.

Quelles traces utiles ou fâcheuses y a laissées la révolution ?

Comment le pays est-il divisé relativement à l'administration
militaire, civile et judiciaire?

Quelles parties ces nouvelles divisions comprennenf-elles parmi
celles qui étaient établies par les anciennes divisions?

Nombre total des communes du canton.
Quelles y sont les écoles publiques ? par quel nombre d'élèves

fréquentées?/ a-t-il des bibliothèques publiques, jardins de bo-
tanique, laboratoires de chimie, cabinets de physique, muséum
de tableaux et cabinets d'histoire naturelle ?

Y a-t-il des monumens antiques, quelques inscriptions, quelques
chefs-d'œuvre dans un art quelconque ?

Y a-t-il des jeux publics? en quoi consistent-ils ?
Les papiers publics y sont-ils nombreux et recherchés ?

Militaire. Notice des principales guerres dont le pays a été le
théâtre.

Recherches des champs de bataille et des positions que les ar-
mées y out occupées : description de ces positions ; indication de
celles qui semblent s'offrir pour défendre telle corqinunication prin-
cipale, tel établissement majeur. ,

S'il y a des places ou postes fortifiés : comment et en quel état
$ont-ils? quel rôle ont ils joué et peuvent-ils jouer?
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Le pays offre-t-il quelque obstacle naturel ? l'indiquer et le

considérer sous le rapport de l'offensive et de la défensive.

Le pays est-il coupé, uni, boisé ou nu, accidenté ou plat,
exposé aux inondations ou à l'aridité, pauvre ou riche?

Quel nombre d'hommes , de chevaux et de voitures la contrée
pourrait loger, fournir, au besoin, pour le service momentané de
i'armée ?

Combien de fours publics , où situés, et combien de rations on
J pourrait faire cuire pur jour ?

Quel nombre de soldats le pays a fourni pendant la guerre de
la révolution ?

A combien se porte le nombre des conscrits et des citoyens en
état de porter les armes ?

Le service de la garde nationale sédentaire s'y fait-il ? et de
combien d'hommes est-elle composée ?

ba jeunesse y a-t-elle l'esprit guerrier ? les braves y sont-ils
honorés?

Quelques nouveaux détails sur les gués, bacs, ponfs et roules
qui y aboutissent; leur nombre, leur nature et leur situation sur
chaque principal cours d'eau? y a-t-il des bateaux ? leurs dimen-
sions , leur nombre : sont-ils tirés par des chevaux ou par des
hommes ? le nombre des bateliers.
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SUPPLEMENT

A U P R E M I E R L I V R E .

Note sur le n° n.

log. I J A formule Д^= л t a n g / , sur laquelle est fondée la démonstration de
celle du n° il, n'est pas très-exacte, ainsi qu'e je l'ai dit ; puisque, suivant la
théorie et lés calculs de M. Laplace , ( Mec. Cél. Tom. IV, page 27ï. Ëquat. (B)),
on a, à zéro de température et sous la pression on, 76 ,

Л étant le rayon réduit en secondes, et ДГ la réfi-actîon astronomique donnée
en mêmes unités. Le coefficient * n'est donc pas, à proprement parler, la ré-
fraction à 5o*r de distance au zénit, mais il en diffère bien peu , comme l'on
voit. Or il résulte des observations citées de M. Delambre, que cette réfraction
est exactement de 186", 728 (division centésimale), à la même pression
et à la même température. Si donc, dans la formule précédente, l'on fait
Д J = 186"; 728 et <T = 5ofr, l'on trouvera que

A— 187", 087.

Pour donner une notion plus précise de ce coefficient, j'observerai qu'il est
ека! à

ot que la quantité ^Ц- (p) est l'accroissement total du quarre de la vitesse ds
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la lumière, lorsqu'elle a passé du vide dans Vair et subi toute son action. Celle
quantité peut donc se déduire des observations astronomiques, mais les expériences
sur la force réfringente de l'air la font connaître plus directement et avec non
moins d'exactitude. Le Mémoire de MM. Biot et Arago, déjà, cité à la page Зэ,
ne laisse rien à désirer sur ce sujet.

Note sur le centre d'oscillation,

no- Malgré les détails dans lesquels je suis entré sur la théorie du pendule
composé oscillant dans l'air, il reste encore un point important à examiner pour
compléter cette théorie ; c'est de savoir si la position du centre d'oscillation tst
effectivement indépendante de la résistance du. milieu, ainsi que je l'ai implicite-
ment supposé dans le n° 16, lorsque j'ai eu en vue la détermination de ce centre.'
Pour résoudre cette question de mécanique, il faut remarquer que la vitesse d'un
corps qui se meut dans un fluide quelconque étant sans cesse diminuée par la résis-
tance de ce fluide, cette résistance exerce nécessairement son action dans le sens
directement opposé au mouvement du corps, et peut être considérée comme la
résultante de toutes les résistances partielles dues aux molécules fluides situées
dans la direction du mouvement des points de Ja surface choquée. Ainsi toutes
les molécules du corps sont bien animées de la force accélératrice de la pesanteur,
mais sa surface antérieure est la seule qui reçoive le choc du milieu. Or en vertu
de la liaison du système, ces forces appliquées ne produisent pas tout leur effet;
et d'après le principe de d'Alembert, si on calcule les forces qui ont lieu réel-
lement, il doit y avoir équilibre entre celles-ci, prises en sens contrairá, et les
forces appliquées. De plus, à cause du point fixe de suspension , les conditions
d'équilibre se réduisent à une seule ; savoir , que la somme des momens des force»
en équilibre, pris par rapport à ce point, soit égale à zéro (ЛЛг'сди. de Francœur,
n° 247, 4' êdit.).

Cela posé, la force appliquée à une molécule dm quelconque du corps est g^m,
et son moment est pgtdm, p étant la perpendiculaire abaissée du point fixe
sur la verticale passant par cette molécule, et g-, la gravité relative au milieu
dans lequel le corps oscille (n° 14) (*). La force appliquée à un élément ils de
la surface choquée, et agissante dans le sens du mouvement de cet élément, sera

(*•) О» sai t , par le n* iC, que /ï, = p — П; ainbi en dusiguant par D cl Д les densités respectives

<\e la шч^ь0 -M et de l'air , on »

л clanl 1л £i;ivitc duns Je vide : par lant

*'' = 0-е)*
58
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тда r/6a

représentée par Nr" -j-? dit, et son moment le sera par ЛУ -~r; dv, r étant la

distance au point fixe, et la résistance du milieu étant supposée proportionnelle
au quarre de la vitesse de l'élément de la surface. En effet, la vitesse angulaire

du corps est -j- , et la vitesse absolue de l'élément d<& est r -=-. Maintenant
dt tít

puisque les momens provenans de la résistance du milieu sont, pendant la durée
de la demi-oscillation descendante , de signe contraire à ceux de la pesanteur,
et que tous ces momens sont de même signe pendant la durée de la demi-oscil-
lation ascendante, la somme des momens des forces appliquées sera en général

/

la première intégrale étant prise dans toute l'étendue du corps, et la seconde
intégrale dans l'étendue de sa surface choquée seulement. D'ailleurs la somme
des momens des forces qui ont effectivement lieu, et qui agissent dans le sens
des tangentes aux cercles verticaux qu'elles font décrire, est

-ja dm,

l'intégrale étant prise dans toute l'étendue du corps. On a donc pour l'équation
d'équilibre entre les forces appliquées et ces dernières prises en sens contraire t

f du3 f tí*3
Jpg,dm =p / Л Н -j- drr — / ;•» -j- dm — о,

j ai j ai

en prenant le signe supérieur lorsque le corpa descend, et le signe inférieur lors-
qu'il monte.

Mais par la théorie du centre de gravité, on a fpg^lm = g,fpdm = gtPM,
P étant la valeur de p relative à ce centre, et M la masse du corps', donc à
cause de P = R sin t, l'équation précédente devient

Rgjl sin 0 rp -jr Ar, — -j-fr*dm = o, (t)

en désignant d'ailleurs, pour abréger , par Nl l'intégrale fN^dè = Nf^dè. Quant
au moment d'inertie fr*dm, il est égal à M (Д2 -}- /ta). ( Mècan. de Francœur,
D° 240-)

II raeulte de là que l'équation du mouvement d'un pendule .-impie d'une lon-
gueur Л, qui oscillerait dans le même milieu et en vertu de la même force accé-
lératrice gl, serait

Л£,Д/'гше=р ~. n —•^T.^^/' — O, (2)
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(/{ étant = o, puisque dans ce pendule le centre de gravité et celui d'oscillation
se confondent ) . Ainsi , pour faire coïncider ces deux mouyeraens , il suffit d'établir
les deux équations de condition suivantes :

., , • ,,La première équation - = -—s — , ou к = - j- - déterminant la longueur

du pendule simple dont les oscillations seraient synchrones avec celles du pendule
composé M , il s'ensuit que cette longueur , c'est-à-dire la distance du centre
d'oscillation au point de suspension, est indépendante de la résistance du milieu.

nr n
Quant à la seconde équation -, ' , = T^W7' e^e £°ип"* Ia valeur de M

en fonction de NI ; et comme la masse M' du pendule simple reste indétermi-
née, on a, en la faisant égale à M,

n N, ,, , ,
л = 7Г' dou В = ИТН

Pour une même oscillation, la valeur de n sera constante; mais d'une os-
cillation à la suivante cette valeur changera , si les deux portions de surface
choquées alternativement ne sont pas semblables ; ce qui résulte évidemment de
ce que Лг, est une intégrale étendue à toute la partie de surface exposée au
choc du fluide.

Si , pour plus de généralité , nous eussions supposé la résistance une fonction
de la vitesse, représentée par Nv -\-N'v -(-...; N, N' étant des coefficiens
constans, et f , С' . . . . des exposans positifs quelconques, cette nouvelle hy-
pothèse n'aurait modifié en rien les conséquences précédentes , ainsi qu'il est
aisé de s'en convaincre.

On trouve dans les Œuvres de Jean Bernoulli, tome IV, page 38s, une so-
lution analytique de cette question , mais Clairaut est le premier qui , au moyen
du principe de la conservation, des forces vives, ait découvert les propriétéa
ci-dessus. (Mémoires de l'académie des Sciences, année 1738.)

Formules géodésiques analogues à celles du n° 7.

l i t . Un des problèmes les plus importans et les plus difliciles qu'on ait à ré-
soudre dans les grandes opérations géodésiques est, sans contredit, celui qu; a
pour objet la détermination de la latitude et de la longitude de l'une des extré-
mités d'un côté de triangle donné de grandeur et de direction, lorsque la posi-
tion géographique de l'autre extrémité est comme. Pour résoudre ce problème
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on est obligé de faire une hypothèse sur la figure de la Terre : or, comme il
est reconnu que cette figure, malgré ses irrégularités , diffère très-peu d'un sphé-
roïde elliptique de révolution, la manière, sinon la plus rigoureuse, mais la
plus simple d'appliquer l'analyse dans cette circonstance , est de chercher d'abord
les formules qui conviennent à la figure sphérique , puis d'y introduire les termes
dépendans de l'excentricité de la Terre ; alors tout peut se déduire avec facilité
du théorème de Taylor ; niais en partant de l'équation différentielle de la plus
courte distance, les calculs deviennent très-compliqués, et ce n'est que par des
transformations adroitement faites que l'on parvient à rendre certaines intégra-
tions plus faciles, et aux formules que l'on a en vue de trouver. C'est ainsi
que Dionis- du- Séjour et Lcgendre, ensuite, ont résolu la question (№7).
Quoique j 'aie traité amplement cette matière et développé même la. belle théo-
rie que M. Laplace a donnée , du sphéroïde i r régu l i e r , je ne puis me refuser
au plaisir de publier à ce sujet les calculs de M. Henry, parce qu'ils ont l'avan-
tage de conduire assez simplement aux formules de Dinnis-du-Séjour, que
quelques lecteurs pourraient désirer de connaître. Les voici :

£1. •£,}', z étant les coordonnées rectangulaires de la surface d'un sphéroïde
quelconque, comptées du centre de ce corps, l'on a pour l'équation à la ligne
la plus courte que l'on puisse tracer sur cette surface entre deux points donnés,
en désignant par j la longueur de cette ligne ou cette plus courte distance,

et pour expression de l'élément de cette ligne,

dî = (dx* -f dy* -(- dz?y.

Supposons que ce sphéroïde soit de révolut ion; prenons pour méridien fixe Te
plan de; xy , l'axe des x étant l'axe même de révolution; et désignons par »
la droite qui est la commune section du plan va par un méridien mobile x,\
dont le plan fait avec celui du méridien lixe un angle a.

Il est visible que и est l'hypoténuse d'un triangle rectiligne rectangle dont y
et z sont les còtéSj z étant d'ailleurs opposé à a. L'on a ainsi

y •= ;i cos a ,

2, = :; sin a.

En difféïentiant ces équations, elles deviennent

dy = dit cos w — iida sin a ,

dz = d il sin a -f- j;cL cos a,.

et quarrunt chaque membre de celles-ci, on a

d.f -j- di* = d,1 -f- i.°dS\:
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au moyen de quoi , la première des équations ci-dessus prend d'abord cette
forme

, , dn c o s u > \ d^i i s in u>
-- = c

et la valeur de ds se change en la suivante ,

ds =(dx* + dn* + ii'da»)'.

On a le rapport ~ en considérant, dans l'équation à la surface du sphéroïde,

l'abscisse x comme constante. Donc puisque » est fonction de x , cette quantité
doit pareillement être regardée comme constante ; l'on a ainsi

dy = — i)da> . sin ы ,

dz = »ida . cosin w.

Ces valeurs étant substituées dans Г avant-dernière équation , elle devient

ï1 sin си . , , и cosin M . . ..
— 5 — d* ( и cosin a ) -- -j - <ï> O sin ß> ) = o.

ds ds

Intégrant cette équation, et y ajoutant la constante arbitraire С , l'on ъ

г sin a rf ( и cosin к ) — « cosin f,:d ( '•• sin w ) -f- CíZi r= o ;

équation qui , par la differentiation actuelle , se réduit à celle-ci :

Cas — ifd.-i = о ;

en y mettant au l ieu de ds sa valeur, elle devient

>,-da — C (í/.vs -f- £/:f- -f i,^^)^ =z o.

C'est, sous une autre forme , l 'éqnalion à la ligne la plus courte , tracée sur
la surface d'un sphéroïde de r ívo l iUion .

Si pour déterminer la constante C, l'on écrit l 'avant-dernière équation comme
il suit ,

С _ i'd-->
7 — 1/7'

on observera que la quai.'.ito '-j- c.-t le sinus de l'angle que fait k ligne de plus

courte d i s tance aver h: ::Kridien niobile. PU point déterminé sur ce méridien par
les coordonnées rectaiîuuîaires je et я ; ел nommant donc л est aimle • l'on a

С ~ ;. fia л.
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On voit, par ce résultat, que ч sin л est, par la propriété de la courbe, une
quantité constante. On aura donc la valeur de С lorsque l'on connaîtra l'angle
particulier, de la courbe avec le méridien, correspondant à une certaine valeur
particulière de ». Désignons par x, cette valeur particulière de и , et par A l'angle
qui lui répond ; l'on aura pareillement

С = к sin A.

La comparaison de ces deux valeurs de С , donne

и sin л = x, sin A.

II. Supposons maintenant que le sphéroïde de révolution soit elliptique et aplati
aux pôles , et dans cette hypothèse nommons ,

а, le demi-grand axe de l'ellipse d'un méridien, ou le rayon de l'équateur;

b , le demi-petit axe de l'ellipse d'un méridien, ou le demi-axe de révolution;'
дг, l'abscisse prise depuis le centre du sphéroïde sur l'axe de révolution ;
И L'ordonnée prise de même sur le méridien mobile perpendiculairement à x ;

<p, l'angle que fait, avec le plan de l'équateur, la normale à la surface du sphé-'
roïde au point déterminé par les coordonnées xt y, z, ou bien encore la lati-
tude de ce point ;

б, l'angle que forme, avec le plan de Péquateur, un rayon mené du centre du
sphéroïde dans le plan x n au point où la circonférence du cercle inscrit à
'ce méridien est coupée par l'ordonnée и.

En faisant attention que les ordonnées à l'ellipse d'un méridien et au cercle
inscrit à ce méridien , correspondantes à la теше abscisse , sont entre elles dans
le rapport du grand au petit axe ; l'on a

x = b sin 8 ,'

-. я = a cosin fl ;

et en diffërentiant ces équations , elles deviennent

dx = bd6 cosin 0 ,
d» = — ad6 sin 0,

Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation à la ligne de plus courte distance
mise sous cette forme

Я» («a - C*) aa>* = О (dx1 + an») ,

on obtiendra

a" cosing ßy _ с») _ a1 sinaJ ] da* = Ca [6a + (e* — i1) sin'fl] <Zfl'.,
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L'on a en même temps ,

a"cosmat!dû> = Cai ;

éliminant c?e» de cette dernière équation , au moyen de la precedente , il yierít

-V-Ц- [(a3 — O) — a1 sin'fl] e?s* = [_b» -f (a« _ b'-) <,;„>,;] ^Л

Substituant la valeur de it dans l'expression de la constante С , l'on a

С = a sin л cos fl ;

et désignant par 0 ce que devient l'angle fl lorsque l'ordonnée » devient égale
à ж, on a pareillement

C= a sm4 sin ©.

Soit * un angle subsidiaire tel que l'on ait

cosin * = sin л cosin 9.

De ces équations l'on tirera la relation

cosin •*• = sin л cosin fl = sin A cosin 0.

Substituant dans les équations ci-dessus la valeur de la constante C, et faisant,
(£• _ £,2

pour plus de simplicité , e2= — -j- — ; l'on aura ces deux équations différentielles

ds • f i s in 3 , ,„_ -- .. .
(sin2* — sinuâ)a

fu?a /Zsin fl

?)«

qu'il ne s'agit plus que d'intégrer.

Pour cet effet, réduisons en série le radical ( ï -f- ea sms9)% et nous aurons
en nous bornant aux termes de l'ordre e4,

Ь (sin1* — sin" fl)
adv d si

. - . Г, H. l e>sin>e - | t4 si
" " 3 ö

d sin ? Г" , I .1 — i

~ - — *i - L1 + 2 sa Sm2fl - ã £ 6in40 + etc- !•(sms*_ sin2,)1 сошЛ U 2 o J

Si l'on écrit la première de ces équations comme il suit,

, i_ a sin3.' c?sin 9 ï sin. wo i l i u
1 a " . ~~i- Ö4 ~ I~b e t c - j
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on trouvera pour son intégrale complète, en déterminant la constante arbitraire
de manière que í s'évanouisse lorsque 6 est égal à 0,

Г ï г - • 2 3 . . , "l Г . . sin 0 .si
ï - f - — s'sm *—TT-s^smH-f-etc- .1 angle.sm.-—— anele.sm.—

L. 4 Ь4 J L s'n* si
i

5 / [~~i . 3 . ~1 |~?in í / sins3\s ?in0/ sin*'-\a

-j'==- —j -i'siiv*—^ê'sin^-f- etc. 1.1 • ( i— ) :—(i =~т~ )
" \ L.O, b4 J L_sin.*\ sm'*/ sm*\ sm */

l f . í
l-f-l ^-ï^sin11*—etc. 1.1 Í—:—(i ; ] — ., f i — ) I.
ч 1_Э2 _J L_tm *\ sinj*/ sin'*\ sm-1*/ _J

L'autre é^iation peut se mettre sous la forme suivante :

a. / , i . !^, \ coäin*. íZsinô
Tc!a = (i + - s » _ 7 £ 4 + etc.)
О \ 2 4 / • a. / ' 2,1. ' зЛ-vï

f1 i 3 « . . \ cosin*f?sin9 ï . . 7 r " s in9 / sina9
— W' —Tg ê +etc.J _ Hcosm* .rf ^— ( ï ^7

J

et Von a pour son intégrale complète ; en déterminant la constante arbitraire
de façon que a> se réduise à zéro lorsque Ô est égal à ® ,

Г _ 1 Т . ! < , t ~1 Г т • tanS f l ! • tang 0-1i-r--L — -;s4 + etc. . aniile.sm. - 2 -- ans;le.sin. — 2—
La 4 ^ J L tang* b tang* J

ß _ I * С2 "4 l L l ,' . l l

Ь

. sin S

-Г » .^.tc-nco-'m^rSSif i - - ^ ( l -S4^ П.
LIO J |_si"*\ »in2*/ s m * \ sm3*/ J

En faisant s = о , ou a = b , dans les expressions de í et w , et en désignant
par y et w ce que deviennent alors s et w •, l'on a

<*• , . sin â . . sin 0
T = angle, sm. -r— - — angle, sm.-^ - ,
о ° ьт *• ° sm * '

, . tane 3 , . rang O
<a =. angle. sm. — 3—— anele. sin. — — :

° tang* b tätig*

La premiere de ces équations est l'expression de la longueur de la ligne de plu§
courte distance cr décrite sur la surface d'une sphère du rayon b et terminée
á deux méridiens dont la différence de longitude -UT est un angle donné par la
seconde de ces équations.

III. La ligne la plus comte est, dans ce cas, un arc de grand cercle de la
spbijre du rayon a ou b, et forme avec les arcs de méridiens compris entre le
pôle de l'équateur et ses extrémités, un triangle spliérique dont Jes cotés sont
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<r, b(q — ©) , b(q — à), et les angles respectivement opposés à ces côtés ,

En effet, en faisant j — u, et prenant les sinus des angles des deux équations

ci-dessus, on peut d'abord les mettre sous cette forme :

. / . . sin ©\ . . ï. •
»ml ц-f-angle.sin. -т—-Ism* =sin8 = cosm u sin 9 4- sin u (finV—sin'O)'

\ sin Чг/

lin Г ет-j-angle, sin.—— }tang*== tango—cosinsr tangö-f-sin., (tang**—tang*©)1.

Mais l'équation cosin +• = sin A cosin 0 donnant

— l ' M
(sin5* — sin2® )' — cosin A cosin в.. et.. (tang5* — tang1©)г = —cosin

sin A cosin©'
il s'ensuit que les équations précédentes deviennent

sin â = cosin u sin 0 -f- sin u cosin 0 cosin A
sin <nr cosin A —f- cosin <nr sin A sin ®

tang 0 — sin A cosin в '

Nous avons d'ailleurs trouvé ci-dessus

sin л cosin 6 = sin A cosin ©.

Ces trois formules sont évidemment à un triangle sphérique dont les côtés sont
ainsi que nous l'avons dit, u, (</ — 0), ( q — à ) , et les angles respectivement
opposés à ces mêmes côtés, -sr, л, A; et elles renferment entre elles ces six
quantités combinées quatre à quatre. Il serait facile d'en déduire les douze autre«
qui servent, conjointement avec celles-ci, à résoudre un triangle sphérique dans
tous les cas; nous en indiquerons seulement la manière.

Pour cet effet, écrivons les trois équations ci-dessus dans l'ordre suivant :

(^ sin Ä sin 8= sin u4 cos 0.

f a) sin ô = cosin и sin 0 -f- sin и cosin 0 coíin A.
(3) sin ô sin A cosin © = cosin ô sin -a cosin A + cosin ô cosin <a smA sin 0,

En éliminant successivement les quantités 0, ô et A, au moyen des équafions (ï)
et (2), (0 et (3) > Cfi) et (3), on aura les neuf formules ф, (5), (6), (y) t

f81 (ч) > ( I O)> C11^ ( l a)> résultant de cette élimination. Eliminant ensuite le
côté ô des équations (ï) et (10) et (7) et (10) , et l'angle A des équations (4)
et(io), l'on aura les trois autres formules (i3), (i4), (i5).

IV. Soient maintenant í et v deux angles tels que l'on ait

sin â . sin 0
sin t •==. -. et sm v — -.—-.

sin * tin Ч"
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En substituant ces valeurs et celles de <r et <ет dans les expressions de í et a , on
trouve

i = Pi -f- ̂ î'sin'*-- — =4sin4*+etc. j ff — b j i ? sin2* — ̂ 4 sin** + e t c . ]

[sinícosiní — sin v cosin v] -f- è ;=-е48т4* — etc. [sin3ícosinf — siirVcoäini/]-}- etc.
I— Pa _J

TU> = l 4- - A— -76* + etc. Uj- — 1 - е * -- ^ e4 _{_ etc. u cosin *
£ La 4 J L» 16 ' J

— I —7.^ -f- etc. I cosin* [sin í cosin í — sin v cosin v ~].

Or on a ces équations ,

sin í cosin í — sin v cosin v — sin (í — v) cosin (í -f- 1')

sin3í cosin í — sin3!' cosin v :=- sin(t — v) cosin (t -f- v) — j sin 2 (t — i/) cosin a (t -f- v),

qui deviennent , à raison de ce que í — v — u et f - J - f ^ a v - f - u , et en se

rappelant que nous avons fait т = и ,

Sin í COSin í - sin V COSin V — SÍn U COsin ( 2 V + Zí ) .

sin"f cosiní — sirrV cosin v = — sin íí cosin (2 f -f- к) — - sinati cosin (4^ + a u).
2 4

Si Ton substitue les valeurs précédentes dans les expressions de s et и trouvées
plus haut, l'on aura

= [~i + i i3 sin2* — 7T7s4 «n4* + etc. j в-
L 4 Ь4 J

— b\ - t* sin2* — -x- e^sin4* + etc. sin u cosin (ар -f- u)
L4 b4 J

+ Z»| p-; £* sin4* — etc. sinitcosin(2v -f ") -- sin аи cosin (4y -j- ям) J.

— -p e4 + etc. cosin * sin u cosin (<zv -j- ц) ,

et si l'on fait attention que - = - - — i -- f" +õe'í — etc., on pourra
û
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encore écrire les deux équations comme il suit :

s = f i+ -. ê» sin"* — 2-. t* sin<+ + etc."! f
L.4 «4 -*

— b I - e* sin** -- £ t* sin1** -f- etc. I sin м cosin (я v -f- и)

— й| — g И sin4* — etc. sin 2 и cos (4f -f- 2 и) + etc.

«a := ï — £ e* -f- etc. от — - í* — -^т£* + etc. u. cosin*

— —я s4 -f- etc. cosin* sin u cosin (2 v -j- u).

Telles sont les valeurs les plus simples de 5 et a qu'il soit possible d'obtenir.

Dans les applications que l'on fait de ces formules à la pratique de la Géodésie ,
c'est ordinairement la ligne de plus courte distance j qui est donnée, et il s'agit
de tirer la valeur de l'arc ir ou de l'angle u de l'avant-dernière équation , ce qui
ne peut se faire que d'une manière approchée, à cause de sa complication ; mais en

faisant pour plus de simplicité y = U , l'avant-dernière équation précédente a la

forme

U=Mu — Nsinu cos (üv -f- ") — • P sin з u cos (4 f +

d'où l'on tire

u=:J^4-^smitcos(2v + u) -f-^ sin a u cos (fr + a и).

En n'ayant d'abord égard qu'aux termes de l'ordre e* , on a

ensuite
ï Л"

sinu = -T5sin V + -д78ш ï/ cos (at/ -f U)

i . N
srnzu = jj7s'na ^ + T?5"13 Ucos(zv + Z7);

ainsi , à fort peu-près ,

"=ë+ èsin Uco* <*v+ ^
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Partant ,

и = l i — i í- sin2* + ^-,c-4 sin4* — etc.4 U
L 4 04 J
Pi 3 "l-f- 1 -j <?• sin** — -^ e* sin1'* + etc. I sin U cosia (zv -\-U)

+ Г— ~ s* sin<* ~ etc. j sin 2 í/ (2 +3cosin (^i/ -f- a L7)) + etc.

Dans la plupart des cas l'on peut se permettre de négliger, dans les formules
précédentes, les termes multipliés par £•* qui est en effet un très-petit coefficient.
Les formules précédentes se simplifient alors considérablement, et Гон а

ы= U — e'sin3*]^— s in î7cosin(2v+ £/)]
4

w = .?т j» ц CO&U1 •*•.
a

Lorsque l'angle A est nul, l'angle * est égal au quadrant, et partant, l'angle a>
est égal à zéro. Dans ce cas , la ligne de plus courte distance se confond ayec
le méridien qui passe par ses extrémités, et s désigne un arc de ce méridien ;
donc puisqu'alors v = Õ , et u— (6 — ©), on a pour l'expression de cet arc

i = *|i +7ea~6/£4+etc> I""*!!'* — 77-Ê4 + etc-~Jsmucosm(20-fM)

— b\ — -t* — etc, I sin д и cosin (4© -f- 2 и) — etc.

On peut tirer de cette équation une valeur approchée de и qui est utile dam
beaucoup de cas; car l'on a d'abord

s n«=['-•? ••+£'4—te-]i

H- Г^8 :4 "~ etC'J sin 2 ^ ( 2 + 3cosin (4© + 2 LT) + etc. ;

et en négligeant comme plus haut les termes qui ont t* pour facteur, il \ient
ensuite

и = U — ^ £a Г_г/— sin I/cosinCaQ + B)"].

V. Proposons-nous.maintenant de déterminer les angles ô et о au moyen des
latitudes de chaque extrémité de la ligne de plus courte distance. Pour cet effet
soient л et ç les latitudes correspondantes à о et 9 respectivement. Il est clair
que л est ce que devient ф lorsque Ô devient égal à 0 ; ainsi, considérant le mé-
ridien qui passe par l'extrémité de la courbe, dont les coordonnées sont x et n,
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et qui fait l'angle <a, avec le méridien passant par l'autre extrémité on aura

*=*tang.ô .
n a

D'un autre côté, en désignant par m la sous-normale dans l'ellipse du méridien ;

son expression différentielle est m = x (-j-\ ; et elle devient m = — it, en y

substituant la valeur xdx — и d» qui se tire, par la differentiation , de

l'équation à l'ellipse.

Or dans le triangle formé par la normale, l'abscisse x et/1'ordonnée », on a

я xa>
— = — 7- = tange.
m n b* °

Et partant, en mettant dans cette équation pour — sa valeur précédente ,

on a pareillement

tang 6 = - tang <p ;

tang. 0 = - tang?.

Ainsi, au moyen de ces dernières équations, les angles ô et © qui entrent dans
les formules des articles précédens , pourront être exprimés en fonction des
latitudes respectives ф et л des extrémités de la courbe.

VI. De l'avant -dernière équation l'on tire, en faisant pour abréger;

x (ï —e2)3 sin да
я п 9= ъ~ 1'

(!—easina (p)a

K COS (p
COS S =: — = •—• 7-

(i — e3 sina <p)*

Ces équation» ont pour différentielles

. . . . dx (i —,e*Yd$ costs
d sm 9 = -r- = — 5 ;

(i — ea sin» ф)а"

, . do (i — e2) d<p sin <p
C COS ô = —•= >- Y.
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En substituant dans les équations

CJs = v*da ,

les valeurs de в1, tir1, fun" que donnent les précédentes, l'on a ces nouvelles équa-
tions, qui sont immédiatement fonction de la latitude ç,

p n3

) — £--
La-ce

dsins

_c (i-e'sinS)*
( « - x.— I — sin Ф )W- cvy v

cos

Soit , pour plus de simplicité ,

и1— C1

™* *=+=&?>
en faisant attention que

(1 ~ea) CtfTÎvT== Cl ~e')i(1 ~ el si

et

- r X -- т-
-a- _ sin^)1

J

les deux équations précédentes peuvent être écrites comme il suit :

а^т x

d sin«
= (,-eOä cos % - - - - r X

Pour intégrer ces équations, développons Iç^. dernier facteur du second membre
de chacune ; nous aurons , en nous bornaot aux termes de l'ordre e*,

etc-

Т e4 6in' » + etc-
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Cette dernière équation peut s'tcrire comme il suit :

5u

— С 8 e* ~^~ etC' ) im* ' COSl * ......

au moyen de quoi les équations différentielles précédentes deviennent

c/sir.a r~ 3
- -

s c/sir.a r~ 3 i
-- 1 - - = - - - Л i+-e*sin3<p-l~
«( ï— e")aO— ejsmax)s (sinax— sin^)" 3.

" --- £(l+5em+ge<+etc-)— (5
d sin •••

( ï—

— ( õ e4 + etc- )smíl ï1 cos"?' ..... > ]•

Les intégrales de ces équations étant prises de manière que s el » s'évanouissent
lorsque q> devient égal ал, l'on a, en commençant par l'avant-dernière équation,

(ï + - e2 sin1 x, -f- ту e4 sin* x + etc. l

Г , . sinç , . sinx ~I
X angle sin — — . — anele sm — —

L sm-/. b s inxJ

ix +etc. J

я (ï — e1)'"(.! — e3sin»x)
2

— j ^c'si

s i n ̂ . sin"

=']

X

in5 'i / sin^X2 sin3 л/ sinV.
in3^ V ~sinax/ ~~sin3x\1~sina^

_

Soient pour abréger,

sin. m
sin ф sin. n -

Sin A

sin x

v = m — /i ;

l'équation précédente prendra cette forme :

etc.

>
Г3 » • » , Ли' . . . ~1 г- • -, Г"5' .

— /е sm A + 7be<sm4^-f-etc. XL s l n m c o 3 m~~ s l n"c o s"j— x~e's i

X [sin3 7?i cos m — sin3;? cos??] + etc.,
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i

laquelle devient, en multipliant par (ï — e'sin'x)",

g = f~i + - <? sin" X, "f £/ e4 sin4 X + etc-^j «

— -e'sm^-f-^-T^sin^x+etc. xCsinmcosm— sinncosn] — ^-e^sin^+etc.

X [sin3 m cos m — sin3 n cos л] -f- etc.

L'intégrale de l'autre équation sera de la forme suivante :

" т - taneip , . tang>.~|
angle sm — - -- angle sm — -p—

tangx, ь tangxJ

(l— e^

Soit pour abréger,

3- - - r r
a 8[•+;

тчт P ï • s i n < p . . si
•MX l angle sm —. angle sm —

. s i n < p . sinA~l
m — -- a n l e sm - —

etc-

rang a> . tane;
«m p = -^—^... sm q r ^

l'équation précédente se changera en celle-ci,

- e — Mv

•f P x [sin m cos /и — sin л cos ri] — etc. ,

ï
laquelle devient, en multipliant par (z — es)a cos % et faisant attention que

etc. = —",

и = я- — Arv cos X. "Ь Ç cos X. С6*11 "* cos m ~~ s'n n cos /t) -f etc.

Or on a ces équations,

sin m cos m — sin n cos n s= sin (m— n) cos (m -f- n) ,

sin/ncos77i — s — siii(m— u)cos(m-j-n) — r sin2(/n — n)
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qui deviennent, à raison de ce que (m—n)=v> m-(-7i= (ara-f-f),

sin m cos m — sin псозп = sino» cos (arc -f- v) ,

sin3 m cos m —sin3« cos n = - sin v cos (zn +v)—- sina-u cos 2(2/14"*0;

En substituant ces valeurs dans les expressions de т et« ci-dessus, on trouve

les formules suivantes :

r = ï +7 e3 sin"£ -f ^7 e4sm*% -f etc. j v— j - e* sin'ji + T£ e< 8щ4Х + etc. J

Г~ i5 "l
sin v cos (ara -f- v) -f- —õ^sin^-f-etc. sin2i'cos2(a/i +v) — etc.

w = 7г — J\Tv cos % -f- Q sin v cos (а/г -j- v) cos % ... etc.

qai sont les plus simples possibles.

La valeur de s que donne l'ayant-dernière équation n'est point celle dont on
a ordinairement besoin dans la pratique, au contraire, le plus souvent cette va-
leur est donnée, et il s'agit d'en, tirer celle de v \ mais on ne peut y parvenir
que par approximation, à cause de la forme compliquée de cette équation,
dans laquelle les sinus et cosinus de l'angle inconnu v se trouvent mêlés a.vec
l'angle : cependajjt cette formule,

V=[ 1—Íeasin»x—g7eÍ3Ín'<X—etc.JC/H-rfe'eb'x+^e'Mn'ix.-i-etc. Jsiní/" C0s(27l-f-ï/)

-f. Г -W sur*% + etc."! sin2t/(i8 -f Ъ cos (4n +aî/)) + etc.

que l'on obtient en procédant comme dans l'art. IV, donne pour v une va-
leur toujours suffisante pour la pratique- on peut même se permettre, dans la.
plupart des cas, de négliger dans son expression, ainsi que dans ceJJe de a,
les termes multipliés par et qui est un très-petit coefficient. On a alors ces for-
mules très-simples,

== U — e'sm'xC^— 3sin

« = т — -eav cos%.

Lorsque l'angle A est nul, l'angle ^ est égal au quadrant, et l'angle a est
aussi nul. Dans ce cas la ligne de plus courte distance se confond avec le mé-
ridien qui passe par ses extrémités, et j est un arc de méridien compris entre

40
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les parallèles dont les latitudes sont <p et л; ainsi га=л. et f = (ф — л), et
l'expression de cet arc est

i= 2>Г1 + ^е9 -f.i-e'l+etc. jy — ^| / es +-^ e< + etc. j sin v cos (2 \ -f- v)

-f- — -j e* -f- etc. sinsf cos 2 (2Л + v).
L_i2o J

On peut tirer de cette équation une valeur approchée de v} analogue à celle ci-
dessus, dont on a besoin en plusieurs cas; on trouve d'abord

„ = ["1 — je*—jj (*— etc."] U+ r|ea + -^e4 + etc."l sin 17 сое (ал +17)

•f-Г-Ц; e< +etc.~| sin at/ (18 +3 cos (/fc-|-aï/);

équation qui devient ensuite, en se permettant d'y négliger, comme plus haut,
les termes qui ont e* pour facteur,

V= U — e" £t/ — 38т.г/соб(2?.+ Z/)].

VII. Il s'agit maintenant de déterminer l'angle ^ qui entre dans les formules
précédentes. Pour cela, observons que par supposition on a

q-f COS'^ -V
\i — e»smax/ '

mais * étant ce que devient я lorsque <}> devient л, l'équation С = usinai donne,
en y substituant la valeur de *,

i— e asin aA

En comparant entre elles ces deux valeurs de C1, l'on a

- -
j _ e" sma % V.1 — ea sin" Л/

Soit © un angle tel que l'on ait
b

tang © = - tang A ,

alors l'équation précédente pourra se mettre sous cette forme :

, ï — sin"^ cos' Q ,
tang 9í — (l_e,)sin

Soit encore * un angle tel que l'on ait

COS* = sin^í cos©,

on aura finalement, à cause de a* (ï — e1) = b* ,

tang x = tang *.
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La latitude A. étant connue , la valeur de l'angle <v le devient à l'aide des trois
équations précédentes.

Les équations trouvées ci-dessus, savoir :

sin <f> . tang a
sin77i = - - ... et... sinn= — 2-1

»m X.
donnent la suivante :

tang/j = cos^ tangm.

Pareillement les équations

sin л . tang A
-^— ... et... smq = - — ̂ ~

donnent la suivante :

et en éliminant cos % de ces équations , il vient

tangm tangi/ = tangre ta.agp.

Qn pourrait douter si les angles m et n, p et g sont toujour« possibles, et par-
tant, si les valeurs de s et a se présentent toujours sous des formes réelles. Il
est facile de dissiper ce doute. En effet, il est d'abord évident, par les équa-
tions précédentes, que ei les angles m et n sont possibles, les angles p et fl le
seront aussi. C'est ce qui peut se démontrer indépendamment de ces équations ;,
car si l'on substitue dans l'équation

sin л cos 9 = »in A cos©

les valeurs de coso et cos©, qui sont

C os6 = - C O S C p . ... et... cos0 = - 221—; i
(ï — e'sin'ç)1 (ï— e»srn»A)'

elle deviendra i

•sina. _ COSA Г i — a" s'"' У~1*
J^3 ~~ cos /f L. i — <? sin" л J

ou soui une autre forme
i

sin л _ p q" -f A'tanpf ф~|*

sin Л "La 1 + 6а tang" л J '

et comme l'équation trouvée plus haut entre A, A et x donne
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on л, en multipliant ces deux équations membre à membre,

— Г«" + 1>* tang" g. "V
6m~ —

II suit évidemment de ces deux dernières équations que l'angle % est toujom'i
plus grand que les angles <p et л, et que par conséquent les valeurs de m et n,
p et q sont toujours possibles, et partant, celles de i et w toujours réelles.

Désignons par [•>. un arc d'un parallèle à l'équateur dont la latitude est <p ,
compris entre deux méridiens dont la différence de longitude est a ; le rayon de
ce parallèle étant « , il est évident que l'on a pour expression de l'arc qui me-
«ure l'angle a , \j. == ta X >'• Substituant donc dans cette équation la valeur de «
donnée plus haut, on a cette formule très-simple ,

y. •=. aã coso.

VIII. Quoique les équations <îe la -forme

a tango = otangip,

qui donnent immédiatement la valeur de l'un des angles tp ou ô, et dans les-
quelles a et b sont des quantités constantes, soient faciles à évaluer , on peut
cependant profiter de la propriété qu'elles ont de pouvoir se réduire en séries
de foi-mes élégantes et toujours convergentes , quelque grandes que soient ces
constantes. Yoid une méthode fort simple pour faire ces réductions (p. lag.Géod.).

En différentiant cette équation, on parvient aisément à l'expression suivante :

.\
• l -f-cos :

fa1 -f- 2 l— ' \a
a—b\

on en faisant, pour simplifier Л = ( - =- ) ,

С052ф "l
r- .
íaJ

•
2/Z COS2Cp+/í

Or il est aisé de s'assurer que l'on a généralement cette équation identique л

dans laquelle т est un nombre entier positif,

//"cos 2(7— i)<p+^T""'cos2T<p_,T— i ÃT+Icos2T<}>+
ï -f- 2/' cos 2 ̂  -f- ла -• ^ i -(- а/г cos а ., + А* "'

en faisant successivement dans cette équation T = I , T=2 t тг=3, etc., et
substituant ensuite l'une dans l'autre les différentes valeurs que donnent ces sup-
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positions, l'on trouvera

COS2Î> 2 — • Л 3 c o s 8ф-f- W c o s i o ç — etc.,
i+2/;cos2i+/i> — ч

en négligeant le reste, qui est la même chose que le .second terme du second
membre de l'équation précédente, où l'on ferait т égal au nombre des termes
de la série, avec un signe positif on négatif, suivant que Т est un nombre pair
ou impair ; on a ainsi :

d(<p— ô) — zhdç [cos zif — h cos 4<P + Aa cos 6<p — A3 cosSip + etc-3-

Cette équation différentielle a pour intégrale complète

ç — fl = A sin2<p h1 sin/^p -J- = A3sin 6<p— - M sin 89 -J- etc.,

la constante étant nulle, attendu que ç et 9 s'évanouissent en même temps.
En mettant dans cette équation pour h sa valeur, on a

—b\ . ï /a—è\* . . , ï /a—1>\3 . „

L'équation primitive, a tango = itnngp, reste la même en y permutant a et
Ъ , f) et ô j la valeur de (6—ç) doit donc aussi rester la même, en faisant
les mêmes permutations dans la série précédente ; au moyen de quoi l'on a

± sin28 + I í = s i a 4 ô +ltóVsin6ô + etc,
~ ^ r '

Ces séries sont d'autant plus convergentes que a diffère moins de b.

En comparant l'équation tang m tangi/ = tan g 71 tang p avec l'équation
n tango = b tangç, on voit que pour changer la seconde en la première ilfaut
y mettre tang/тг tang я, p et q au lieu de a, b, ç et ô ; ainsi en faisant les
mêmes changemens dans les séries précédentes , et en remarquant que

tangm^tang^^gmQn-^ on ̂ ^ ^ ^
tang m + tang ?г sm (?л + 7г) ' •
vergente,

/"/sin(7n—?г)\ . ï /sin(m—7г)\а . / . i/sin(/n—/0V • c
\( •—,-~T-i( )sin2P ( -=~7 гЧ ) sm4p+ s ( -T-7 :—( ) sm 6p — etc.l\sm(m-f-7z)/ 2 \sm(m-f-/0/ о \sin(77i+7ï)/ '
j/sin(m—7i)\ . ï /sin(/n—/0\а • / , ! /sin f m—п)\3 • ̂  ,
f ( "!—7—~̂ ~( )sm2qr+-(-r—ь —' ï sin4^f+=( -т—Ь ' J smbq -f. etc.

Mais parce que l'on a fait ci-dessus (m—/г) == v, et partant (77!+7i) = (2n-f-w),
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par la substitution de ces valeurs la double série précédente devient

smv
U -т—. -T—rJSinSp ( -r-

p—q= ï/ sinv V . ï/ sinv \3 .
l -r-; - — N l sinAiJ+sl -7— - ; — r } siuSq-4- etc.

2\sm(2rc-fi/)/ ni ' 3\sm(27i-j-v)/ 4^

IX. Pour faire l'application de nos formules à un cas de pratique , proposons-
nous ce problème géodésique :

Connaissant

La ligne s de plus courte distance entre deux points de la surface de la Terre.

La latitude л de l'une des extrémités de cette ligne.

L'angle A que fait cette ligne avec le méridien qui passe par cette extrémité.

Trouver

La latitude Ç de l'autre extrémité de la ligne de plus courte distance.

L'angle л que fait cette ligne avec le méridien qui passe par cette extrémité.

La difference de longitude u> des méridiens qui la terminent.

L'arc de parallèle y. compris entre ces méridiens sous la latitude cherchée.

L'arc de méridien. € compris entre les parallèles à l'équateur des extrémités de
la ligne.

Voici, par ordre, deux systèmes de formules analogues, qui résolvent com-
plètement ce problème.

Dans сев formules, r désigne le nombre de secondes contenues dans le rayon

du cercle , dont la valeur est telle que r •== -. - r, à très-peu-près.
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P R E M I E R S Y S T È M E .

tang 0 = - tang л

cos + = sin ^i

sin v =
sin©
sin *

-rsin Ucoi(zv

. „ • sin (u + »0 • • ,
sm 9 = sin ® : = sin * sin (u + ")smv ч ' ;

tang ? — т tang 6

., cos© cos*
sm# = - ;- - -

cos 6 cos 9

s in* . sin A
sin т = sm к = sin и 7-cos© cos 9

: COS*

f. = - a COS 9

y ~ (5 — ©

=-> 4-

S E C O N D S Y S T È M E .

tange = -tang л

cos* =

sin A
sm n •==. — -

sm<p =: sin Л '
sm v

= sin v sin (/г -f

tang ô — - tang p

, cos © соя
sin л = sm A - т- "=.- т- . - т-

COS ô COS 6

_ tans; ç __ tang Ô
^ tang*

tang Л tansQ
sin «7 = - 2— = - — S—

tangx taug*

l ff— Z>
w = (P — 9)—

U = - u) COS
r

_.

J.

On voit, en comparant ces deux systèmes de formules, que le premiei' est
un peu plus simple que le second. Les formules du premier système sont con-
formes à celles que Duséjour a données pour le même objet ; les formules du
second se rapprochent de celles d'Oriani. J'ai trouvé les unes et les autres en
cherchant à me démontrer celles d'Oriani (Conn, des Temps, an 1808). (ï)

(ï) Quoique je me sois convaincu de l'exactitude d« rcs formules, j'engage le Lecteur, qui a pcu

tl'usagc de l'analyse algébrique, h verifier île son côte tous les calculs qui constituent le Mémoire de
M. Henry ; ij y trouvera certainement de quoi s'exercer.
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En supposant l'aplatissement de la Terre ou —— = 55= , l'on a

a = 6375710,48l ,
Ъ = 635667835i}metres-
b .

l — o", o3a4485
b
а
- = 3o

m
,gio3i

= ? — 0,0059969

( — ) = e9 = 0,0069612

log а = 6.8o45s85a
log b = 6.8o323o3i

lo
S - = 9-99

8
7°

l6s

a

log т = 8.5iiig482

log - = ï ./{доюЗЗд

log ea= 7.77793333

loge 2 = 7-77533665.

Exemple.

On a trouvé, par des opérations géodesiques,

La distance de la tour de Strasbourg an point le plus élevé de la montagne
dite Salon des fosges, de 89871,9 mètres.

L'angle que fait cette ligne avec le méridien de. la tour de Strasbourg en
comptant du midi à l'ouest (division sexagésimale), 32°.5i'. i",8

La latitude de la tour de Strasbourg, de 48 .34 -67 ,5

Et l'on demande,

La latitude du Balon ;

L'angle que fait la ligne Balon-Strasbourg avec le méridien du Balon;

La différence de longitude de Strasbourg et du Balon;

L'arc du parallèle du Balon compris entre les méridiens de ces deux lieux,

L'arc de méridien compris entre les parallèles de ces mêmes lieux.

Les données du problème sont :

s — 87871,9 mètres

л = 4S°.34'.57",5

A = 32 .5i . ï ,8.

On en tire, à l'aide des formules ci-dessus, les résultats suiyatis :
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P R E M I E R S Y S T È M E .

© — 48°. 29'. 51", 5
* = 68 .56 . о ,о

v = 53 .22 .34 ,5
U= O -48 .26 ,2

u = o .48 .3i ,4
0 = 47.48.68,9

<p = 47 .54. 5 ,7
Л =212 .21 -49 ,6

•Л- = О . 3g . l О , 6

û) = о .3g . 8 ,9
/и = 48760,8 mètres
у = ов.4о'.5а",6
<? = 75708,5 mètres.

S E C O N D S Y S T È M E .

© = 48°.29'.5i',5
* = 68 .56 . 0,0
% = 68 .59 .26 ,6
n — 53 .26 .5i ,5
U= о -48 .аб ,a
v = о .48 .29 ,3
ip = 47 .54 . 5 ,7
6 =47 .48 .58,9
я =212 .21 .49 ,7
p — 25 . g .16 ,2
</ = 26 .48 .28 ,o
с» = o .3g . 8 ,7
/л = 48760,7 mètres
<Г = o».4o'.5i",8
S = 76708,4 mètres.

On a donc pour les valeurs des quantités qu'il s'agissait de trouver,

f = 47°-54'. 5",7
a = 212 .21 -4g ,7

ы = o .3g . 8 ,7

u. = /8760,7 1 _
\i n_/ -, ' } métrée.
(Г == 76708,4/

En employant les mêmes données, on arrive exactement aux mêmes résul-
tats , à l'aide des formules de Delambre.

C'est-à-dire que

La latitude du Balon des Vosges est de 47"-54'. 5",7

L'azimut de la ligne Strasbourg-Balon avec le mérid. du Balon.. 212 .21 .49 ,7

La différence de longitude de Strasbourg et du Balon о .3g . 8,8

La différence des méridiens en mètres à la latitude du Balon., 4^7^>°m,7

Ladifférence, enmètres,desparallèlesdeStrasbourgetduBalon. 76708 ,4.

L'azimut de la ligne Strasbourg-Balon avec le méridien du Balon, est compta
de même que l'angle de la même ligne avec le méridien de Strasbourg, de о
à 36o°, en allant du midi à l'ouest.

On pourrait appliquer les formules exposées ci - dessus à la résolution de
plusieurs autres problèmes intéressans ; mais l'on se borne ici au précédent
que l'on avait principalement en vue, à cause de la grande utilité dont Ц est
dans la pratique de la Géodésie 3.
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ni. Les deux systèmes de formules précédens, quoique n'étant pas très-

compliqués , exigent néanmoins dans leur application un calculateur exercé ;
niais en les réduisant en Tables , comme l'a fait M. Henry , on abrège singu-
lièrement le travail. Ce qui distingue principalement ces formules des équa-
tions (C) que j'ai démontrées au n° 5 , c'est qu'elles ne sont pas comme celles-ci
dépendantes des distances à la méridienne et à la perpendiculaire. Quoi qu'il
en soit, puisqu'il est bien prouvé maintenant que les équations (27) et (C)
de ce numéro sont suffisamment exactes, et que leur emploi n'exige l'évaluation
d'aucun angle subsidiaire , il est à présumer que les géographes continueront
d'en faire usage. Les équations (5) semblent même mériter la préférence sur
toutes les autres, puisque, pour les soumettre au calcul il ne s'agit, comme
ci-dessus, que de connaître les côtés des triangles d'un réseau et un azimut,
ainsi que la latitude et la longitude du lieu où cet azimut a été observé. Mais
comme il est toujours utile d'arriver aux mêmes résultats par plusieurs yoies,
je pense que l'on me saura gré d'avoir réuni dans cet Ouvrage toutes les for-
mules géodésiques connues.
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SUPPLEMENT

A U T R O I S I È M E LIVRE.

Recherche de l'aire d'une zone sphe'roïdique.

на. Au lieu d'employer la méthode de la page 18 1 , pour trouver l'ex-
.pression de l'aire d'une zone sphéroïdique comprise entre l'équateur et un pa-
rallèle quelconque, on peut procéder ainsi qu'il suit:

Soit л la latitude du parallèle que l'on considère , a et Ъ les deux demi-axe»
de l'ellipse génératrice du sphéroïde terrestre supposé de révolution, e son ex-
centricité et s l'-агс de méridien dont les latitudes des extrémités sont о et A.

On a en général pour la différentielle de l'aire S de la zone engendrée par
la révolution de l'arc í autour du petit axe b ,

ou dt = \/ I+JT-

De l'équation by -f- а*х? = a»£" qui est celle d'un méridien , en prenant le
petit axe pour celui des x} on tire

dy* _ o^x*
~~

d'où

Pour intégrer cette équation , l'on remarquera que Де second menjbre pou-
vant se mettre .sous .la forme
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en y faisant a" — b* = n" , on a d'abord

Ensuite la fonction irrationnelle étant traitée comme il est dit au n° iffo du
Traité élémentaire de Calcul intégral de Lacroix, et la constante С , que l'on

, . % ï 6* , ï M. /b*\ , ,, . , j ., „, •„
trouvera égale &-, — H --- ;">S( — )» étant déterminée de manière que S soit

nulle lorsque x = о , on obtiendra

. ï. ^ x-,, . ,mais Ion sait ( pag. 136, equat.4, Geod.) que x = — -- 7, ainsi
(ï— e'sinV)*

substituant cette valeur dans l'équation, précédente et faisant les réductions
convenables, on aura

e s n

Si l'on réduit cette expression en série, comme on Га fait en pareils cas
(art. 34 et .78, Géod.), on parviendra à

,r. i/a—b\/3a+b\ . , , ï /с— оу/5а4-й
2 = 2TßZ> в ш Л — =( - г)( - гт) 8 ш 3 л+с(— ГТ) ( - rrL 3 \a+b/ \ a+b) ^ 5 \a+b/ \ а+Ъ

série nouvelle et dont le terme général est évidemment

_i_ Т.ГС 1 \fa— èV~'rC2"— 0«+£~1 • ^ ^ ~|± 2Tflè ( - )(— T-T) - - ГТ - sm(an— ))л ,L\2/j— i/4a+v L Я+Ä J 'J . '
le signe supérieur ayant lieu lorsque le nombre n des termes est impair, et
l'inférieur quand n est pair. C'est M. Henry qui vient de me proposer de dé-
montrer cette série.

On voit bien que pour avoir l'expression de l'aire de la surface entière de
l'ellipsoïde terrestre il faut doubler l'une des valeurs précédentes de 2j et y
faire en outre x =: b ou sin л = i .

J'observerai, par occasion, qu'il est bien plus facile d'obtenir le volume du
sphéroïde dont il s'agit; sur quoi voyez le n" zfö du Traité de Calcul inté-
gral cité plus haut.

F I N.



TABLE ALPHABÉTIQUE

DES M A T I È R E S

Contenues dans le Traité de Géodésie et dans celui-ci, et des
noms des principaux Auteurs qui ont écrit sur le même sujet.

( Les chiffres précédés d'un G indiquent les articles du Traité de Géodésie ;

et ceux qui sont précédés d'un T indiquent les numéros de cet Ouvrage. )

A,LBERRATIOK de la lumière, G 2; formules
d'aberration, G 116.

AigniUe aimantée, sa déclinaison, T 5i.
Aire, ou mesure des surfaces, G 90 ; T 57—64.
Alidade du cercle répe'titeur, G 49 et J35 ; à pin-

nu les, T 47'
Amplitude d'an arc terrestre ,091-
Amplitudcs des oscillations du pendule, sont cons-

tantes dans le vide, T i3; mais diminuent duns
un milieu résistant, T i4>

Angle au centre, c'est celui que l'on observe au
centre même d'un signal, G 67.

Angle de direciion, sert pour réduire un angle de
position au centre d'un signal, G 67.

Angle de position, c'est celui qnel'on observe près
d'un signal dont le centre est inaccessible, G 57.

Angle réducteur, T io3.
Anne'c sydérale, G 5.
Année tropique, G 5.
Aplatissement de la Terre ou clliplicité, G 74 ; s»

valeur déduite de la comparaison des grades
mesures du nie'ridien, G 75 j sa valeur déduite
clés observations du pendule h secondes, ï 17.

Apogée, G 4.
Arpentage, son objet, T 5-j.-
Ascension droite, G 7.
Attraction, loi suivant laquelle clic s'exerce , G 6.
Axe du Monde , G ï.
Axe de la Terre, G 8.
Axe d'un projet de route, T too.
Azimut, G 7. Observation azimutale, G i3a.

Calcul des angles azituutaux, G 81, Т з5 et 111.

В

Baromètre; sa the'orie, G iro—ni et T i J ; son
usage pour mesurer les hauteurs, G 112. Table
deCavcndisch pouravoir c'gardM'cffct capillaire
dans les observations barométriques, T nag, 41.

Base, G 46- Instrumcns qui servent ponr mesurer
les bases, (1Ще1бу, etT4G. Comment on ré-
duit ces lignes au niveau de la mer, G 66',

BOUDA invente le cercle de ré/lcjcion et le cei'de
répétiteur, en profitant d'une idée ingénieuse
de Tobie Mayct, pour déterminer le rapport
d'un arc il la circonférence, et rend par cela
seul d'importans services à la navigation et h
l'astronomie. Voyez sa Description du cercle
de réflexion, et l'exposé des opérations faitet
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en Fronte en 1787 • -pour la jonction des ob-
servatoires de Paris et de Greenwich, par
MM. Cassini, Mèchain et Legendre.

BOCGUER ; son excellent ouvrage sur Ia E(-aw*
de la Terre, publié en 1749, renferme toutes
les méthodes géodcsiques et astronomiques dont

H A B É T I Q U E
il fît nsage au Pérou, pour mesurer les tro»
premiers degrés du méridien.

Boussole ; son nsage pour lever et orienter les
plans, ï 54-

BOSSOH-ÜESCARS a public récemment un Essai
sur le Nivellement, où Port trouve une théo-
rie complète des meilleurs niveaux.

CACHOLI , a publié dernièrement, en italien, une
seconde édition de sa Trigonométrie rectiligne
et sphérique, où l'on trouve quelques pré-
ceptes snr les opérations géodésiques et topo-
graphiques. Il existc.déjà de cet Ouvrage une
traduction française par Chompré.

Calquer un dessin, c'est en prendre une copie
par superposition, T Jo3.

Calquoir, pointe qui sert pour suivre les lignes
d'un dessin que l'on copie, T io4-

Canevas trigonométriqne, voyez Triangulation.
Cartes , leurs difforentes définitions , T »7 , fò

et 44; leurs constructions, Т За—44-
CxssiMi DE THUBY conçut l'idée de rapporter

tous les points d'une carte d'après leurs dis-
tances à une méridienne et à sa perpendicu-
laire, Mémoires de VAcad. des Sciences,
année i745j a publié l'ouvrage qui a pour
titre: Descriptiongéamétr. de 1л France, etc.
Il est le principal auteur de la grande carte 4e
cet Empire, construite d'après son système de
projection, f oyez G 85.

Centre d'oscillation, T i3.

Cercles polaires, G 3.
Cercle répétiteur; sa description, G 49 et i35 ;

sou usage en Géodésie, G 5o et 5i, T iS ;
en Astronomie, G 5a, 137, l3a.

Chaîne d'arpenteur, Т 46-

Chronomètre ou garde-temps, G i3i.

CLAIRAUT s'est occupé de la recherche des pro-
priétés de la perpendiculaire à la méridienne
terrestre, Académie des Sciences, année
1733 ; a publié un très-bel ouvrage sur I»
Tlièorie de la figure de la. Terre.

Clitomi;tee ou niveau de pente, T 83 et 84-
Compensateur, Gï3i .
Compteur, G ia5.
Constellation, G a. Dénomination des princi-

pales et moyen de les reconnaître, G 126.

Coup de niveau, T 87.
Courbes, manières de Jcs tracer, T 33, 36et3g.
Cote, T 87.
Cubature des solides, ou calcul des terrasses ,

T loi.
Cultclkmon (Méthode de),T 74.

D

Décalque» ou contrépreuver nn .dessin, c'estxn
tirer une copie au crayon au moyen d'une
autre copie, Т юЗ.

Déclinaison des astres, G 7. Calcul de la décli-
naison du Soleil, G .1.14-

Déclinaison de TaiguiJJe aimantée, ï 5i. Ma-
nière de l'observer, ï'5i.

Déclinatoire, T Si.
Dcçcé, la 36°e \wrlie de Ja circonféreuoe. Les

longueurs mesurées des Jcgrcs des méridiens
ne sont pas les mêmes h la même latitude.
forez Grade.

DEr.Ai!J>BE> a public en l'an VII un Mémoire
sur la Determination cPun arc du méridien ,
ou su trouvent k'S démonstrations d'un grand
nombre de formules géodés/qucs et nstrono-
micfuçs nouvelles. Il a publié en outre, en jan-
vier 1806, le Toinc Ier de la Bâte du. Système
Hiéf/''V/че décimal, ou de la nU'SUl'e fie .l'arc

du maridien compris entre les parallèles de
Dunkerf/uc et de Barcelone, exerutée en
1792 et années suivantes ; son digne collabo-
rateur dans cette belle et importante opération,
fut Ulcchaiii. Il a donné un Mémoire sur les
propriety's de la projection sic'ruographirrae,
inséré parmi ceux de l'instilut, Tom. V, etc.

Dépression (Anglo de), GI>4-
Développement (Projection par) , T 38.

Dioms-DB-SÉjOTjR, a public dans son Traité
analytique des nicui'emens des corfs celestes,
Tom. II, des formules pour calculer . les'la-
titudes. et les longitudes des points f mdaincn-
taus d'une carie, daus l'hypothèse que la Terre
est un sphéroïde elliptique de révolution, et a
exposé les propriétés delà projection de Ciissjui.

Distance au zémt.iG 5i.
Diitancc.d'un nit« au.póíe, G nj.
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Distance méridienne, c'est une distance an ié-

nit prise dans le méridien, G page ago.
Distance de l'équinoxe au Soleil, G nS.
Division du cercle répétiteur, G 4f>
Division de l'alidade du clitomètre, T 84.
Division des surfaces, T 65.

Écliptiqne, G 3.
Ellipsoïde de révolution, son équation ,677.
Épure d'une route, T 102.
Equateur, G ï et 9.
Équation du temps, G 5.
Équation des hauteurs correspondantes, G isi
Équerre d'arpenteur, T 56.
Équinoxe, G 4-
Équinoxiale (Ligne), G g.
Étoiles fises, G 2.
Étoile polaire, G 3 et ia6.

Figure dela Terre; quoiqu'elle soit irrégulière,
G 91, on peut, dans les opérations géode-
tiques, l'assimiler a un sphéroïde elliptique
de révolution, G 7g, T 5 et 7, et dans la pra-
tique du nivellement topographique, la con-
•idcrcr comme sphérique, T ;5.

DE MoHTESSOW , a publié divers ou-
vrages sur la Topographie, dont l'un a pout
titré : VArt de lever les plans, appliqué à
tout ce qui a rapport a la guerre, я la na-
vigation et a l'architecture civile et rurale.
Voyez la nouvelle édition, par Vcrkaven.

E

EULER, et avant lui LAMBERT, ont analyse les
propriétés de la projection stéréographique et
des caries reVlui tes, Mémoires de Pécersbourg,
anne'e 1777. Euler s'est occupé aussi de la pro-
jection conique, Torn. I«; ï« partie des Acta
Academia Petropolitance.

Excentricité de la Terre, sa valeur, G -]5.
Excentricité des lunettes du cercle répétiteur ,

G 53, Ti.
Excè* sphérique, G 3g et 68, T 4 et ai.

F

FLAMSTÉED, a employé dans son Atlas céleste
une sorte de projection par développement,
que l'on a ensuite modifiée, afin que les confi-
gurations fussent moins altérées, et qui sert
pour former les cartes des Empires, etc.
T 3g—4o.

Géodésie, son objet, G 46-
Grade, la iooe partie du quadrant. Valeurs, du

grade de J'eVjuateur, G 78 et i3j; du grade

du méridien, Q 78 et 187; da grade de 1вщ.
gitnde, G 78 et 187.

Gravité, foyez Pesanteur.

H

Hauteur du pôle, 67 et 9. Manière de la dé>
terminer, G 127.

Hauteur (Angle de), G 54-

Horizon, G ï.
Horloge astronomique, foyet Pendule.-

bdes, G 49- Isochrone, T i3.

Jalons, T 46.
JOLY a rédigé, dans l'Encyclopédie métho-

dique, les articles Levée des plans, iïfivel-
lement, etc.

Jour vrai on apparent, G 5.
Jour civil, G 5.
Jour moyen astronomique, ibid.
Jour syde'ral, ibid.

LiCROtx a publié an Précis astronomique
servant d'Introduction à la Géographie de

Pinkerton, dans lequel il a analysé succincte-
ment les propriétés de toutes les espèces de
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projections des cartes et indique leurs cons-
tructions.

LAGRASGE, dans les Mémoires de l'Académie
de Berlin, anne'e 1779, envisage le problème
de la projection des cartes sons le point de vue
le plus général et comme une transformation
des coordonnées, et de sa savante analyse
découlent, comme solutions particulières, la
projection stéréograpliique cl les cartes réduites,
dont Lambert et Euler sVtaient déjîi occupes.
Il a donne une formule très-simple pour cal-
culer l'aire d'un trapèze sphérique rectangle, etc.
Voyez G 90.

LAGRIVE est le premier qui ait donné, dans un
petit Traitéde Trigonométrie rectiîigne pra-
tique, des méthodes et des Tables pour réduire
les angles К l'horizon et au centre de la station.

LAHIRE , pour corriger en partie le défaut de la
projection de Ptolémée , qui altère plus ou
moins la grandeur et la figure des divers pays
que l'on represente, a proposé de placer le point
de vue a une distance de la surface du globe ,
e'gale au sinus de la huitième partie de la cir-
conférence, Mémoires de l'Académie des
Sciences, année 1701. 1! existe un niveau de
son invention.

LAPLACE a donné le premier une tbc'orie com-
plète du sphéroïde terrestre, Mécanique cé-
leste , Tom. II ; a résolu, par une méthode
purement analytique et très-générale, ces deux
questions importantes, savoir, i°. Qncllcestla
figure elliptique dans laquelle le plus grand
e'cart des degrés mesures ou des longueurs ob-
servées da pendule h secondes, est plus petit
que dans toute aiurc figure tic теши espèce ?
2". Lorsque l'hypothèse «l'une figure duplique
est dans les limites des erreurs des observa-
tions, quelle est celle que les degrés mesures
ou les longueurs observées du pendule indiquent
avec le plus de vraisemblance ? G 102, Т 17.
La solution géométrique de celte seconde ques-
tion , donnée d'abord par Boscovich et citée îi
la page 63, est vicieuse en ce qu'elle est fondée
sur une hypothèse inadmissible, savoir, que
les erreurs dans la mesure des arcs du méridien
sont proportionnelle» a leurs longueurs ; il a
public de nouvelles formules pour mesurer les
hauteurs par le baromèlre, etc.

H A B Ë T I Q U E
Latitude, G 9; comment on l'observe, G 127;

comment elle se déduit des opérations géodé-
siques, G 81 et 84, Т a4 et in.

LEFÉVBE a publié un Traité à?Arpentage fort
étendu.

LEGEHDRE a résolu plusieurs problèmes importans
de Géodésie dans les Mémoites de l'Acadé-
mie des Sciences, année 1787, et a publié ce
beau théorème, savoir, que les triangles sphé-
riques très-peu courbes peuvent se résoudre
comme les mangles rectilignes, en diminuant
chacun de leurs angles du tiers de l'excès de
leur somme sur deux anglesdroits, noyez soa
Mémoire imprimé en l'an VII, en tête de ce-
lui de Dclambrc sur la Détermination de
l'arc du méridien; il a donné une analyse
complète des triangles sphéroïdiqucs, et prouvé
que son théorème est encore applicable i ces
sortes de triangles, Mémoires de l'Institue,
if semestre de 1806; il a publié une nouvelle
méthode pour déterminer l'ellipse qui satisfait
le mieux aux mesures des arcs du méridien, etc.
f^oyez sa Nouvelle Méthode pour la de-
termination des orbites des co?nètes, et G 76.

LESPINASSE a publié un Traite de Nivellement
qui renferme les descriptions d'un grand nombre
de niveaux et une exposition du calcul des
terrasses.

Levés de détail, T 45—5G.
Ligne géodcsiquc, G 70; son équation, G <j3 ,

ï 7; son rayon de courbure, G 100-
Ligne de collimation, T 4?*
Ligne de foi ou index, G 49, Т 84>
Liane horizontale, G ï et 106.
Ligne verticale, G i, T 75.
Longitude, G 9; moyens de l'observer, G i3i ;

de la déduire des opérations gcodcsiques, G 81
et 84, Т а4 et ni.

L O R G M A a proposé une nouvelle projection dont
la propriété est de représenter par des espaces
égaux des régions d'égale élcndue, Principi
di Geografia-j4slrononiîco-Geomvtrica, in
f^erona, 1789, ш-4».

Lunette achromatique, T So.
Lunette d'épreuve, G 49i moyeu de s'en passer,

T i8.
Lunette méridienne, G 124.

M

Mappemonde, T 37; sa construction, T 3î—38.
MERCATOR et Edward Wright ont, vers la fin

An 16» siècle , imagine la projection des cartes
réduites, l l'aide desquelles les marins re-

solvent dilFércns problèmes de navigation,
voyez T 44.

Méridienne terrestre, G Cjj est une courbe k
doubla courbure sur le sphéroïde irréguJier ,
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G gî ; est nne courbe plane sur le sphéroïde
elliptique de révolution , G 92. Formules pour
rectifier un arc du méridien terrestre, connais-
sant les latitudes de ses extrémités , G 74 et
94 ; comment on détermine son amplitude
quand on connaît sa longueur, T 6.

T I E R E S .
Mètre, la dix-millionième partie du quart du mé-

ridien elliptique, G 7$. ; sou rapport avec la
toise du Pérou, ibid.

Micrograplio, T loG.
Microscope , s'adapte aux instrumcns pour lire

plus aisément leurs divisions, G67 et i35.
Mire, T 79.

N

Nadir, G Г.'
PÍEWTOK découvre la loi de la pesanteur uni-

verselle et en de'duit pour conséquence que la
Terre, douc'e d'un mouvement de rotation,
doit être aplatie vers les pôles et renflée vers
J'e'quateur; c'est sur la connaissance de la fi-
gure de notre globe , et sm- celle des lois de
l'hydrostatique, qu'est fondée la théorie du
nirellement, T ij5.

Niveau ( Ligne et surface de), G loG, T 76
et 76.

Niveau vrai, G 106, T 76.

Niveau apparent, G 106, T 76.
Niveau (Différence de), comment on la déter-

mine, G 106—109 et no—n3, T 26,87 el9».
Niveau d'eau , T 78.
Niveau à bulle d'air, T 8o.
Niveau à pcrpcndiculc, T 83.
Niveau de pente. J^oyez Clitomêtrc.
Nivellement géograpbiquc , Т зб.
Nivellement topographiquc, T 8G.
Nœuds de la Lune, G 8.
Nonius ou vernier, G 49i Т 84-
Nutation , G 6. Formules de nutation, G иб.

о
Objectif, Т 8o.
Obliquité de l'ccliptiqne, G 3.
Oculaire, T 8o.
ORIAKI , dans un ouvrage intitulé: Opuscoli

astrnnomici, a traité différons problèmes géo-
désirjucs, dans I'bypothes« ijuc la Terro est un

ellipsoïde de révolution, voyez la Connais-
sance des Temps pour l'an 1808.

Orientation des plans, G i3a,T Si.
Oscillations du pendule , T 13 ; elles sont iso-

chrones dans un miJïeu résistant comme dun*
le vide, T i3 et i/{.

Pantographc, T 104.
Parallaxe des astres, G 119.
Parallaxe des fils du réticule, G 4g, T So.
Parallèles îi l'équateur, G 9; longueur du grade

d'un parallèle connu, G 78 et 137.
Passage au méridien ; comment l'on détermine

l'heure vraie du passage uu méridien, G n5
cl 117.

Pendule compose", T i3.
Vendule simple, T i3. Mouvement de ce pen-

dule dans le vide, ilid. Théorèmes qui en
dérivent, ibid. Mouvement du pendule dans
•un milieu résistant, T i4; dans la supposition
d'un Cl extensible, T i5. La position du centre
d'oscillation est indépendante de la résistance
du milieu dans lequel le pendule est en mou-
vement , T no. Expediences d'après lesquelles
on détermine la longueur du pendule h se-
condes « l'intensité de la pesanteur, T 16.
Valem- de raplatisscracnt de la Terre déduite
.des longueurs observées de ce pendule, T 17.

Pendule astronomique; manière do la régler par
les hauteurs correspondantes du Soleil, G 120-
par les hauteurs absolues, G 182 j par les ob-
servations dos étoiles, G 124.

Pente par mètre, T 91».
Périgée, G 4.
Pesanteur; son intensité dans le vide est plus

grande que dans un milieu résistant, T p. i53.
Phase des signaux, G 62.
PICARD fut le premivr qui, h l'aide des mé-

thodes géométriques et astronomiques , me-
sura en France un are du méridien, l'an
1669, et qui écrivit un Traité de Nivellement
où se trouvent la description et l'usage de sou
niveau à perpcndiculc ; cet Ouvrage fut mij
au jour par Lahirc, l'an 1728.

Point culminant, c'est celui où l'astre est le
plus élevé au - dessus de l'horizon, G рад. j -g,

Point de passage ou point h zéro, Т дб.
Point de sujétion , Т до.
Point de mire, Т 77.



îa T A B L E A L P
Pôles, G ï:
Polygonomélrie , T 62.
Precession des equinoxes, G 5 ; comment on en

tient compte clans les calculs astronomiques,
G ii5 et 117.

Projection; il y en a de deux sortes, T 37.
Theorie des projections des cercles de la sphère,
G42, T 27—3l.

PROMT a publié, dans la Connaitsance des

H A B É T I Q T J E
Temps de 1808, page 3CG, un Mémoire stlr
le Calcul des longitudes et des latitudes ,
d'âpres les distances h la méridienne et a
la perpendiculaire, et sur le Calcul in-
verse.

PTOLÉMÉE a exposé le premier une tics pvo-
pric'tc's de la projection stcrvographicrue, dans
un ouvrage intitule : Sjihcrœ a planetis pro-
jectio in planuni, an i558. Il est Tinvcnlcuc
de la projection conique, T 38>

Quadrant, ou quart de la circonférence.

R

Raccordement (Courbe de), T I ao.
Rayon visuel, droite que l'on conçoit menée

de l'œil a l'objet auquel on vise.
Rayon réduit en secondes, G 3i et 137.
Rnyon tie la Terre, sa valeur, G page 138 et

n« 137.
Rayon au pôle, sa valeur, G page l3G cl

n« i3;.
Rayon de l'equatcur ; sa valeur, G page i36 et

n° 137.
Rayon de courbure, du me'ridien, G 76 et 137,

X 9 j de l'arc perpendiculaire au méridien,
G tu et 13^, T 9; d'une ligne gtode'sique
quelconque, G 100, ï 9.

Rayon de l'ellipsoïde oscillateur, G 101.
Rectification d'un arc du méridien, G page i3o?

Rectification des niveaux, T Si et 85.
Rc'duction des cartes, Т юЗ—107.
Rtflecteur, G 5a.
Refraction terrestre, G io3 et ю5, Т 77,'

Refraction astronomique, G nS.
Règles pour mesurer les bases, G 64.
Repères, piqueis que l'on enfonce en terre pont

reconnaître au besoin h direction d'une ligue,
T 92.

Reticule, G 49, T 8o.
Retournement, T 81.

Signal, G 47-
Signes, G 3.
Son, sa vitesse, G i37/
Sphère, cas où ia Terre peut être considérée

comme telle, G loG, T 76.
Spbcroïde terrestre, sa théorie, G 91. Équa-

tion du sphéroïde elliptique de revolution,
G 77.

Solstices, G 4>
Station, lieu où l'on place l'instrument pour

observer.

SVANBERG , de l'Académie des Sciences de St»;
ckbolm , a publié en i8o5 un ouvrage qui a
pour titre: Exposition îles opérations faites
en Laponie, pour la détermination <Гшг arc
du. méridien , en 1801, 1802 et i8o3 , par
MM. Ofverlorn, Holmquist et Palander.
Un grand nombre de problèmes ge'odcsiqucs
y sont résolus d'une manière nouvcJ/e et é/c-
gantc. Voyez la Connaissance des Tempt
pour 1808, page 466..

Synchrone, T i3.

Tables Géodc'siqucs, -voyez la fin du Trail«! de
Géodésie et la lin de celui-ci,

Talus, T 99.
Temps, sa mesure, G 3.
Temps moyen, G 5.

Temps vrai, ou astronomique, ibid.
Temps sydéral, ibul.
Thermomètre, s'emploie concurremment avec

le baromètre, G по, Т м et la.
Terrasses (CaJcuJ des), T go.



D E S M A T I E R E S . 5 3 1
Topographie , son objet, T fò. J'aide desquels on determine les positions res-

Triangles , leur meilleure condition pour lever Pect!vee dis principaux points d'une carte ou
la carte d'un pays, G 46 et 47. d'on PIan' G 46 et ii3.

,r . . . . . , . ,-, Trigonométrie rectilignc, Q M —17. Resolution
Tnanqles primaires ou du premier ordre, ibid. " . , °. ' .'b ' l ' approximative des triangles rectiligncs, G 3i.
Triangles secondaires ou du second ordre, ibid. Trigonometric spheriquc, G 18 —3o. Résoliuion
Triangulation, c'est ГепьешЫе det iriangles h approximative des triangles sphuriqucs, G 3l.

y.
Vérification d'un travail topographique , Т 49 ; Vernier, son nsagc, G 49, Т 48-

des niveaus, Т 8l et $5 ; d'im nivellement, Vitesse du pendule. Voyez Pendule.
Т 93. Vî lesse du soa. foyez Son.

z.
Zenit, G ï.

Fin de la Table alphabétique des Matières.
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loi
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178
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ai4
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ï
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iSenrem.
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'7

7
i3enrem.
i5en rem.
7

10

18
G
3 en rem.
3 en rem.

ï Ibid.

1 1 en rcm.

6 en rcm.

equation a
i3 en rem.
5 en геш.

g en rcm.

5
7

5 en rcm.

Fautes.

dans la première équation , au lieu de К

Livre V

KO
a

m с

jxyj
cercle divise
excède
12O"1

l'-L..
ï
r, e'16

les nutres
au dénominateur , sin.
si du point В ou abaisse

sc'ci

du niveau
Z, ÂX

P'ff'
au premier terme - tl
et 1 ordonnée ' *

au premier tenue , e >

Corrections.

lisez K.
on opère.
Livre IV.
du milieu de qq'.
RP
a

mC'.
est de.

cercle de métal divicr.
diffère de.
12™.

ayant lieu lorsque.
L- L.

-5--
ces autres,
lisez cos.
si du point В , sommet du plus

angfc du triangle ЛВС, on abai
Kesiuuei au a« terme le facteur -ь
sécantc.
sensible,
vis P.
du clitomètre.
ci ZAX.

et le rayon de Péquateur parallèle \
donnée.

I +-. e'.

petit
se.
Y.

l'or-

TV". B'. J'ai donne, par inadvertance (page 228), le moyen de disposer horizontalcmcnl l'axe
optique de la lunette des instmmens dans lesquels le niveau à bulle d'air repose sur la règle ЛВ fig- 70;
mais comme ici со niveau est réellement adapte à la lunette H.K, voici ce qu'il faut née '
substituer au troisième alinéa de la page 228.

: nécessairement

supports , afin de l'y replacer bout pour bout. Alors si la bulle revient d'elle-même au milieu Ли
tube , l'axe optique sera horizontal. Dans le cas contraire, on rappellera la bulle au milieu da tube
a l'aide du lu vis A', et l'on remettra la lunette dans sa position primitive ; puis l'on verra à quel

Pour lors l ' instrument sera juste

tube duns les deux positions de la lunette.

Fautes essentielles à corriger au Traité de Géodésie.

Pages.

3
iS,
iG3
li,l.
j Go
iG,
170
i8a

Ы

Lianes. ГаШс5.

ia en rem.

équation \d

valeur de dl
7 cn rcm,

9

ia cn ran.

33"
dans le calcul du 2e terme.
p sin £

danslcfacleurdu 3e terme, sina

<psin г
on prend
la longitude d'un crade
с = 55°. g'. 40"..'

Corrections.

5o".
ajoutez tang •£ =9,9190!
<? sin Z

COSÍ

toes sin' Z tang» L.
<f sin <p.
on entre.
la longueur d'nu grade de lonaiiude.
с = 45° -9'. 46', et corrigez let calculs

ou cette quaudtc cutrs.
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T A B L E I.
PREMIÈRE PARTIE.

Pour trouver 'excès sphérique exprimé en secondes centésimales.

Argumens. Base et hauteur des triangles.
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TÀB L E I.
D E U X I È M E P A R T I E .

• Pour trouver l'excès sphérique de la somme de trois Angles sur aoo Grades; -

Argumens. Cote et angle -adjacent.
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S U I T E DE LA T A B L E I.
D E U X I È M E P A R T I E .

Pour trouver l'excès sphérique de la somme de trois Angles sur 200 Grades.

Argumens. Côté et angle adjacent.

G. . .
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S U I T E DE LA T A B L E I.
D E U X I È M E P A R T I E .

Pour trouver l'excès sphérique de la somme de trois Angles sur 200 Grades. -

Argumens. Côté et angle adjacent;
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0,08
o,i5
о,зЗ
o,3i
o,3S
о 46
o,54
0,61
0,68
0,76
o,83
0,90
°,97
ï, 04
i, u
,18
,25

,3з
,38
,44
,5o
,56

;̂ з
'el
,89
,94
,99

a,o3
3,07
a, ii
a,i5
a! 18
a,aa
a,a5
2,28
2,3l

a, 33
a,36
a,38

3,4'
3,43
a,43

a, 45
3,45
з,45

абооо

o,oo
0,08
0,17
o,a5
o,33
0,43
o,5o
o,58
0,66

0,74
o,8a
o,go
0,98

,o5

,31

,38
,35

JÍ9
,56
,63

70

', 88
,93
,90

2,o5
3,10

3,l5

2,30
3,3U

3,38
3,33
3,37
3,4o
2,44
3,4?
a,5o
з,5з
a,55
з,57

2,6l

з,6з
3,63
a,64
3 eS
2,65

3,65

37000

0,00

0,00

0,18
0,27
o,36
0,45
o,54
o,6a
0,71
0,80
0,88

o,97
,o5
,'4
,23

,3o
,38

,53
,61
,68
»7^
,82

3,03

3,08
3,i5
a, a ï
3,36
а, За
з,37
3,43

a, 46
3,5i
2,55

a^3,66

3,73
3,75
3,77

a,e'i
э,83
3,84
a, 85
3,86
2,86

3,86

38000

0,00
0,10

0,19
0,39
o,3g
0,48
o,58
0,67
0,77
0,86
o,g5
ï, 04

1, 22

i,4o

\\\l
i,65
1,73
1,81
1,89
з,°4
2,11

2,18
2,24

. 2,3l
3,3?

з,43
з,4о
2,55
2,60
2,65

3,70
3,74

з',86
з,9°
з,дЗ
3,96
3,98
3,oo
3,oa
з,°4
3,o5
3,o6
3,07
3,07
3,07

agooo

0,00

0, 10

0,21

o,3i
O, il
o, 5a
o,6a
0,73
o,8a
o,ga
t,oa
,13

,33

,3i
,4'
,5o

;Í
,77
,80
,94

3,02
3, 10
a, 18
3,36
3,34

3,4i
3,48
3,55
3,61
3,67
3,73
a-2Q

3,8?
3,89

s:s3,07
3, ii
3,14
3,17
3,3o
3,aa
3,з4
3,3(5
3,a8
3,39
3,3o
3,3o
3,3o

Зоооо

0,00
O, II

0, 33

0,33
0,44
o,55
0,66

°'77
o,éá
°>99
1,09
,30

,3o
,4o
,5o
|бо

',éo
,89
>99,08
,17
,35
,3á

a'jo
3,58
з,65
3,72
з,79
з,86
3,92
3,98
3,o4
3, lo
3,i5
3,ao

3,эо
3,33
3,36
3,3g
3,4з
3,45
3,473,49
3,5i
3,5a
3,53

. 3,53
3,53

Зюоо

0,00
0,13

0,34
o,36
0,47
o,5g
0,71
о,8з
o,g4

,оэ
,'7
,2»

,5o
,61
,7'
,8з
,9a

a, oa
a, 13
3,23

2,3l
3,41
a, 5o
a, 58
2,67

3,75
3,83
3,91

3',o5
3, ia
3 t '93,a5
3,3i
3,36
3,4i
3,46
3,5i
3,55
3,5g
3,6a
3,65
3,68
3,71
з,7з
3,74
3,70
3,77
3,77
3,77

Заооо

o,oo
o,i3
o.a5
o,38
o,5o
o,63
0,76
0,88

,00

,12

,34

,36
,48
,6o
,71

1,83
i, 94
a,o5
a,i5
3,36
2,36

3,46
з,5в
a, 66

3,7,53,84
3,g3
3,oa
3,io
3,i8
3,a5
3,38
3,4o
3,46
3,5a
3,58
3,64
3,6o
3,74
3,70
3,8a
3,86
3,89

3,95
3,97
3,99
4,oo
4,ol

, 4,02
; 3,oa ;

ЗЗооУ

0,00

o,i3
0,26
°,4°
0,54
0,67-
0,80
o,g3

,06
,'9
,3з
,45
,57-
,7°'
,»3 •
,9Í;

2,00
3,17

3,^9

з,5г
a,6°a

э,83
3,93
3,02

3,12

3,21.'

3,3o
3,38
3,46
3,54 .
3,6i .
3,68
3,75
3,8i
3,87
3,g33,98
4,03

4,07
4 "
4 Í - 4
4, '7
4,30 -
4,32

4,34
4,36
4,37

4,з^

44



SUITE DE LA T A B L E I.
D E U X I E M E P A R T I E .

Pour trouver l'excès sphérique de la somme de trois Angles sur aoo Grades.

Argumens. Coté et angle adjacent.

G. G.

О IOO
1 99
2 98

4 96
5 9>

l %6 93
9 91

10 90
и 8о
ia 88
i3 87
i4 8ô
i5 85
16 84
17 Si
là Sa
19 Si
ao 80
31 '823 78
зЗ 77
з4 7ö
з5 75
зо 74
37 73
з8 73
ад 7'
Зо 7°
3i 6o
За 68
33 бт
34 66
35 65
36 64
37 63
30 6a
Зд 6i
4o Go ,
4x 5o i
4a 58
43 57
44- 56
45 55

. 47 . 53
\ 48 52

34000

0,00
o, 14
o', 4 j
0,57
0,71
o,85
o,99

,27
,4o
,54,67
,8o
,93

2,06

3,3l

2,43

2,55
2,67
2,78
3,89
3,00

3,11
3,21

3,3i
3,4o
3,5o
3,5g
3,67

з|ез
3,9'
3,98

á, ii

1'
4,'За
4,36
4,4°

4,46
4,4.8

|)S3
4,54
4,54

35oo2

0,00

o,i5
o,3o
0,45
o,(x>
0,75
0,90

,o5
,30

34
,49
,03
,77
,9'

a,o5
3,18
2,32

2,45

2,58
2,70
2,83
2,g5
3,07
3,i8
3,29
5,4°
3,5i
3,6!

I'Z1

3,»o
3,89
3,98
4,00

4,'4
4,33

4,29
4,35

1'?3

4^584,бз
2,66

Ч>75

4,77

PO
4,8i
4,8i

Збооо

о,оо
0,l6

о,3а
0,4.8
о,64
0,80
0,95

,ii

,4a

,37
,72
,87

2,03

2,17
3,3.
2,45
3,5o

l'A
2,99
3,ia
3,зД
3,36
3,48
3,6o
3,71
3,82
3,92
4,оз4,i3
4'31

4,3o
4,38

И?4>54
4,6i

4.70Ы
4,8g

4>93

4,97
0,00
5,o3
5,o5

5,og
- 5,og

3jooo

0,00

o,5i
0,67

' 0,8$
,01

$,5o
,66

1,03

1,983,14
2,30

2,4^
3,59

3,74
a,88
3,02

3,i6
3,3o

3J55
3,68
3,8o
3,924,o3
2,25

4,35

I'M
4,63
4,7Г

4,79
4,86
4,9s

5,00
5,06
5,ii
5,iö
5,21

5,25
5,з8
5,3i
5,33
5,35
5,36
5,37
5,38

38ooo

0,00
0,18
o,36

0,71
0,89
i ,06
1,34

''fii,58
1,75
1,93
3,09
з,з5 .
3,4*
з,57

a,'°93,04
3,10
3,33
3,48
3,01
3,74
3,88
4,oi

íla?
4,48
4,5g
4,°'9
4,79
4,88

5,o5
5,i3
5,20
5,375)33
5,38
5>44

5,53
5,57
5,йо
5,63
5,65
5,66
5,67
5,67

Здооо

о,оо
°, '9
0,38

""'z5

1,13
i,3o
Ь 49
1,07
1,85
2,02

2,20

3,37

3,54
2,71

2,88

3,04

3,20

3,36
3,5i
3,60
3,8i
3,96
4,i3
4,22

4,35
4,88
4,6o
4,73
4,83
4,9i
5,o4
5,i5
5,23
5,32
5,4°
5,48
5,55
5,6a
5,68
5,74

§:8
5,88
5,90

5,93
5,95
5,g6
5,97
5,97

4oooo

0,00
0,20
o,39
o,5g
«,79
o,!)8
1,18
1,37

1,56
i,75
b9Í
2,l3

2,32
2,5o
2,68
2,85
3,o3
3,2o
3,37
3,53
3,6g
3,85
4>°i4,i5
4,3o
4,44
4,58

5)08
5,зо
5,3i

5,5i
5,6o
5,6g

5,91
5,98
6,o3

б'??
6,17
6,31

6,a3
6,a6
6,37
6, aS
6,з8

4iooo

0,00

0,21

0,63
0,83,, OS-
'Si,Ói

2,04
2,24
з,4з
2,02

3,8l

3,00
3,i8
3,36
3,54
3,71

3,88
4,о5
4,31
4,37
4,52

4,67
4,8о
4,95
5, од
5,23

5,34
5,46

5,б1
5,78
5,88

б'^б
6.31

6,з8
6,34
6,3д

б! 48
6,5а
6,55
6,57
6,5д
66о
6,6о

4зооо

0,00

о,"

I'M0,87
1,08
i ,3o

Ь7а

з,,4
а,35
з,55
з,75
з,о5
з|?4
3,33
3,5з

З)2д
4,07
4,з5

И«4,58
4,74
4,9"
5,о4
5,зо
5,34

i'2i5)966,07
6,27

6,3o
6.ÍÍ
С ï
б', 59
6,65
6,71

68о
6,84
6,87
6,90

б.да
'6,g3 -



S U I T E DE LA T A B L E I.
D E U X I È M E P A R T I E .

Pour trouver, l'excès sphérique de la somme de trois Angles sur 2OÒ Grades.

Argumens. Côté et angle adjacent.

G G.

О IOO
I go
a 98
3 97
4 96
5 95

7 S
S ga
9 91

10 90 .
il 8g
12 88
i3 87

i5 85
16 84
1 7 • 83
ié 82
19 81
20 80

ai 70
22 78
зЗ 77

i 24 70
з5 75
26 74

20 72

29 71

Зо 7°
3i 6g
За 68
33 67

34 66
35 65
36 64 :

' 37 63 i
- 38 бз '

3g 6i
^ 4? бо-
• 41' 5g
• ÀÍ 58

43 5Z; 44 sé
1-45 55
; 46 54 '1 47 : S3

: f /5i
E! Stf. -'-50 ';

43000

0,00
о зЗ
о,4б
0,68

. i , i4
i,36
i,58
i,89
а,оЗ
2,24

2,45
2,07
2 88

З|3о
3,5о
3 го
з,ео
4,о8
4,37

fâ

5,29

5,6о
5,74
5,87
6,01

6,i3
6 25
6,36
6,47
6,57
6,60
6,75
6 S3 ;
6,8ç)
6,97
7,°3

7,i3
7, i7
7,зо
7,зЗ

7,20
7,з6

44000

о, oo
о з4
о,48
°>7?
о,д5
1,19

i|Ô6
",89
2,12
2,35

2,56
2,80
3,033,243,45
3 Cio
3,87
4>°7
4,27
4,4?
4,66
4,85
5,20

5,38
5,54
5,70
5,86
6,01
6,i5
6,29
M»

íí$
6,77
6,88
6,98
7»°7

• 7, '5 '
' 7,зЗ

7,3° :
7,36

7,4o

7,5i
7.5Í

• 7,. £7
7, $9 !

7,60

45000 í

0,00
0,25
o,5o
0,75
1,00
1,25

b 74
1,98
2,22

2,46

3,6()
2 g3
3,i6
3,39
3,6i.
3,83
4,o5
4,a6
4>47
4,674,87
5,07
5,37

5,44
5,62
5,8o
5,96
6,i3
6,28
fi,43
6,58
6,7,

6,64
6,97
7,°9
7, '20
7,3o
7>3o
7, '48
7,56-
7,64 ,
7,7°
7,76
7,81
7,85.
7,8g
7,9?
7.9Í i
7,9» •
7,95 >•

46000

0,00
0,26
о,5з
0,78

i,3o
i,56
1,81
2,07
з,3з
з,57
3,8i
3,o6
3,3o
3,54
3,77
4,00
4 эЗ
4,45
4,07

4,88
5, од
5,3o
5,5o
5,6g
5,88
6,00

б' 4o 'i
6,'57 ;

6,72
6,87 ,
7,02 ;

' 7Ía8
7,4o

7! 63

• 7 ''s'a :

7,90- :

I'o5
' 8,', i

8,16 ,

8,24 '•

8'i?9 i

. 8>5' .L

47000

0,00
0,27
0,54 .
0,82
1 ,09
1,36
1,62
1,89
2, .8
3,42
3,68
3,g4

3,45
3,69
3,94
4, 18
в,4г

4,65
4,88
5,10

5,'в7
5,94
6,,3
6,3a
6, 5 r
6,68
6,85
7,02
7,18
7,32
7,'4.7 •
7,.6° '
7,73 :
'7,85 '•
7>'9G

8, '07
8,16

. 8,25
8,'зз ;
8,40
8, '52
8,57
8,'6i
8,/ií

.- 8,67 i
8,67 !

48ooo

0,00
0,28
0,67
o,85

i, 4a
1,70
i ,97
3,25
2,5з
2,8o
3,06
3,33
3,5o
3,85
4,"
4,36
4,61
4,85
5,og
5,3a -

•5,55
5,77
5,98

6,6o
6,79
6,97 !

7,3a -
7>'ís '
7,64

• ?:S-
8,oG

, '8,-ig :
8,3o !

8'5Í i
8,6o :
8,(>g

8,ез
8,8g

8,4)8

, 9,°3 ,

• g,o5 í

4gooo

0,00
o, 3o
0,60
°>8i1,18
1.47

a|o6
2>3J
2,63
2,91

3 '93,47'
3,74
4,01
4,28

•4,54

I'o5
5,3o
5,54
5,78
C, oi
6,23
6,456,67
6,87
7,07
7,267,45

-•- 7,63
7,8o
7.96
8,i3
8,27
8,4o
8,53

' 8,65 -
8,77 •
8 87 !
8l97
9,o5 ,
g,i3 i

gJ26
9,3l ;
g '35 1
9,38 j

• '9><*2 !
' 9,43 :

Soboo

0,00
o,3i
0,62

•?|зГ
i,54

slit
3,4!

3,o3
3,3з
3,6i
3,90
4,18
4,46

] 1,735,00
5,26
5,5a
5,77'

'6,02 '

6,26,
6,49

1 7, ''' i

''36 1
• 7,76 í

- 7,<>4 i
8,ia :

'' 8*áo •'
8,75-...-
'8,88 !

' 9,01 |

9,' з4 i
9,34 •

:9,43 :
9т

9.'б4
9,7° j_-

• 9i/4 '
.9,77
.9,8o j

. 9,8i
9,8a !

Sidòb

,0,00
o,3a

i|a8
1,60

a',3
3,54
3,i6
3,40
3,;6
4,35
4.64
4,94
5. 47
5,74
6,00
6,26
6,5z.

; .6,75.
6>99
7 ,-aa

' '7. 77

•é Ч-eUs
8,45'

-/8,6p'

9,-io .--

i 9,з4
.9'3j7,

9r?t -
, 9,8т.

Ój^o

; í o,ò3!

Tio. l)?
. '0,16;
i ,»o ,> 9
, IO, 21.

10,21



S U I T E DE LA T A B L E I
D E U X I È M E P A R T I E .

Pour trouver l'excès sphéfique de la somme de trois Angles sur 200 Grades.

Argumens. Côté et angle adjacent.

G- G.

О IOO

i <$
3 974 • 961

6 94
7 g3 !
8 'да
9 9 '

IO Í)O

ii 8o
ia 88
i3 87
i4 86
i5 85
16 84
17 83
ia 8a
19 Si
ao 8o
ai 79
aã 78
a3 77
aí 76
аэ 75
аб 74
ал ,73
á» 7»
29 7' ;
3o ,70 i

- 3i 69
3a 68

\ 33 67! 34 ее
35 65
36 84
37 63
38 6a

4o j' 6o

~~4' г j?§
43 s?
44 56
áS 55

_- Ao 54

• U 5a

5o 5o

52000

0,00
0,34
0,67
ï, 00

1,33
. i,C6

',99
, 2,3a

' 3,64
3,96
3^8
3,6o
3,9'
4, aã
4,5a
4,8a
5, ia

5'(ч

6, a4
6,5i
6,77
7,oa

7,74 '

b'Á •
8,7«
8,97
9, '4

9,46
9>6i
9,75

• 9,87
10,00

10, IO i

>0,30
10,28
10,36
10,44
»л Aíí10,4»
10,53
io,57
»0,59
10,61
io,Ca

53ooo

0,00
0,34
o,6n

í|
•»,07
a >4 '
2,743,08
3,41
3,744, ob
4,38
4>7o
5,oi
5,3i
5,6i

6,19
MS
6,61

i8,04
8,27
8, So

8*9»
9,12
9,3i
g,5o

9,83
9,98

10,13
10,26
io,38
10,49
to, So
io,G8
10,77
10,64

' io, 8q
'0,94

Il'.OI
n,o3
IT, o3

54ooo

0,00
0.3G
0,73
ï, 08
',44

_ '.79
a,t5
з,5о
a,85
3,1Q
3,5?
3,88
4,23
4,55
4,88
5,30

5,83

6,44
6,73
7,03u.
7,57
7,84
8,io
8,35

I'Ja
g,o5

9,47
9,67
g,86

io, o3
10,10
io,3o
io, 5i
io,65
10,77
10,89
11,00

II, 10

11,18
п,з5
ii, 3i
ii 36
'i,4o
i',43

55ooo

0,00
0,37
0,75

a,a3
3,5g
a, §5

3,'б7

4,02

4,37
4,7a

б, об
5,39

5,36
6,68
6,98
7,з8

ISé,i3
8,4o
8,66
8,9'

fl,6?
9,8»

ю,оЗ
10,22

I0,4l
10,58
10,75
10,90
11,04
n, 18
1 1, 3o
n, 41
li, 5i
il, 5g
11,67
11,71
n 70

IIÍ85
11,87 -
ii, 8S

56ooo

0,00
o,3g

t, IO:a
a,3i

' a,6g

з!«
3,8i

4,17
4,53
4,89
5,33

. 5,59

5,93-.
r'PG, 6o
6,92

. 7,3 í
7,55
7,85
é, ia
8,4?8,71
8,98
9, ?4
9,49
n,-3
9,^6

10,19

10,^0
10,00

'o,79
10,97
11,13
n, 3o
1-1,45
ч,5э
11,71
11,83
11,93
13,03
13,10

13, l6

13,22
. 12,30

',:«,3i

57000

o, oo
•о,4»

о,8о
1,30
ï, Go
3,00

а, За

siso"
3,94
4,3з
4,7°
5,07
fí,43
5,79

6, So
6,84
7> '7
7,5o
7,82

8,446,73
9,02
g,3o

10,08
io, 3a
зо,55
'0,77
10,96
Ii, 18
П,37

11,54

"'&11,86
13,00

13, i3
13,25
13,36
13,45
13,53
la, 60
13 66

13,73
'a,75
«2,76

58ooo

0,00
0,43
«,83
I,3i
i,60
a, 07
2,48
a, B8

; 3,28

4,47
4,86
5,з5
5,6a
6,00
6,36
6,72

7>43

7,76
8,10
8,4a
8,7$
9>'H
9,34
9,63
9,9'

10,18
10,44
'0,69
io, g3
11, l5
",37

11,67
",77
n,95
13,13

13,28

13,56
13,68
ia,™
13,89

i3,o5
i3,u
i3,i5
i3,i8

, 'З.зо
, , l3,ai

Sgooo

0,00

o,43
0,88
1,39
',7'

a,56
x,o8
3Í
3,5.
4,33

4,63
5,o3
5,43
5,82
6,21

6,5g
6,9«
7,33

Z'6?8,o4
8,38
8,7'
9>°4.

g!0?
9,96

ю,з5
10,53
io,8f>
I I, об

1 1 .Зт
11,54
",77
11,98
12, l8

12,37

13,71
12,86

i3,oo
i3,i3 -

i3,'43
i3,5o
i3,56 '
i3,6i

islfii)
;l3,67 :

60000

0,00
0,44
0,89
1,33
'•77
2,21

3,65
3,o8
3,5a
3.94

_ 4,37
4,79
5,20

5,6i
6,oa
6,4a
6,81
7,20
7,58

8,3i .
8,66
9,°'
9,35
9,68

10,00

io, 3i
10,60
10,89
I J . I 7
">44
' ï ,60
1т,э4

.12,17

lalsg
13,79
13,98
i3,i4
i3,3o

i3,58
i3,6g
i3,8o
i3,88

i4,o3
14,08
l a , t r



T A B L E I L
Pour la réduction des Angles au plan des Cordes,

Argument. ( P + P' ) et (P— P').

Somme ou difference des distances en mètres des deux signaux observés.

ifota. La réduction est évaluée en secondes centésimales.
'

(P±P'}

en Mètres.

0000
10OO
20OO
Зооо
4ooo
5ooo

JOOO

8000
QOOO

IOOOO

IIOOO

laooo
i3ooo
i4ooo
iSooo
IOOOO

17000
18000
19000
Зоооо
2IOOO

ЗЗооо
зЗооо
з4ооо
aSooo
2ÖOOO

a 7000
28000
19000
Зоооо

Заооо
ЗЗооо
34ooo
35ooo

З^ооо
ЗоООо
Здооо
4юоо

•g"

—

о,ооо
о,ооо
о,ооо
о,ооо
0,000

о,ооо
О, 001

о,оог
0,001

О, 001

О, 001

о,ооз
0,002

о.ооЗ
о,ооЗ
о,ооЗ

о,оо4
о,оо5
о,оо5
о,ооо

0,007
о,оот
0, 000

о,оод
о,оо<)
0,010

0,011

0,013

o,oi3
0,014

O,Òl6

0,017
0,010

o>oi()
О, 030
О, OUI
O,OJ3
о,оаЗ
о,оа5

-

(Р±рг)
en mètres.

íoooo
4юоо
AîOOO
q3ooo
44ооо
45ооо
aoooo
47000
40000

49°°°5оооо
5юоо
5аооо
53ооо
5ÍOOO
5эооо
56ооо
5-7000 -

SOOOQ
5дооо
Goooo
ÜIOOO

баооо
бЗооо
64ооо
6'эооо
ббооо
67000
боооо
бдооо
70000
7'ооо
72000
^Зооо
74ооо
76000
76000
770ОО
70000
79000 .
ооооо

^̂

—

о,оз5
О,О2б
0,037
о,оз8
о, оЗо
o,o3i
о.оЗЗ
О,о3а
о,о35
0,о37
о,о38
о,оао
о,о4з
0,оаЗ
о,оа5
о,о46
o,o4tí
о,оэо
о,о5з
о,о54
о,о5о

о,о57
о,о5д
о,о6г
о,о63
o,oG5
0,067
о,о6д
0,071
о,о73
о,о;б
0,078
о, о8о
о,о8з
о,о84
0,087
о,оод
0,OQI

о,од4
0,00,6

0.099

(P±P')
en metres.

80000
81000
82000
83ooo
84000
85ooo
86000
87000

. 88000
89000
goooo
gtooo
93000
дЗооо
94<юо
дэооо
дбооо
дпооо
göooo
99000

IOOOOO

IOIOOO
Ю2000
юЗооо
io4ooo

' IOOOOO

106000
107000
IOOOOO
1 Ot)OOO

- IlOOCIO

I I I OOO
II200O
пЗооо
n4ooo
ilSuoo
1 1 Gooo
117000
I IÖOOO

119000
I2000O

—

o.°99
o,roi
o,ro4
0,100
0,109
O, III

0,114
0,117
o,ug
о,1з5
о,1з8
o, i3i
o,i33
0,1 36
o,i3g
o, 143
о,ц5
0, Iq8
o,i5i
0,154
o,j57
o, 160
0,164
0,167
0,170
0,173
0,177
0,109

0,184
0,187
0,190
о,тдЗ
o,i97
0,30O

0,304
0,307
0, 311

o,3i5
0,318
0,323

(P±P')
en mètres.

I 20OOO

I2IOOO
I32OOO
ï зЗооо
тз4ооо
ï з5ооо
12бооо
I2JOOO
I2000Û
12дооо
ï Зоооо

iSiooo
iSsooo
ï ЗЗооо
i34ooo
l 35ооо
í36ooo
I 37000
i38ooo
ï Здооо
i4oooo

41000
Í2000
аЗооо
44ooo
46000
46000
47000
48000
49000
MOCO

i5iooo
i5aooo
i53ooo
1 54000
1 55ooo
ï 5ÖOOO
167000
ï 58ooo
ï Sgooo
160000

—

O, 333
0,336
O,22Q

0,233
о,з37

о,з4<
0,2á5
0, 24o
о,з53
о,з5^
O,36l

0,265

о,9.6д
0,273
о,з77
0,201

о, а85
О,з8о
0,294
о.здй
о,3оз

о,3о7
о,3и
o,3i5
о,3зо
о,3з4
о,3зд
0,333
о,338
о,34з
°,347

" о,35з
о,356
о,36 1
о,366.
о,3;о
о,3;5
о,38о
о,385
о,3до
о,395

(P±:P')

en metres.

гСоооо
lÖIOOO

162000
i63ooo
164000
iGSooo
166000
167000
168000
ï 69000
1 70000
171000
172000
173000
1 74ooo
176000
176000
1 77000
1 78000
I 790OO
IOOOOO

7ÖIOOO

iSaOOO

. i83ooo
184000
ï 85ooo
186000
187000
188000
189000
rgoooo
191000
igaooo
ig3ooo
iguooo
iqíooo
ipCooo
197000
198000
199000
IOOOOO

—

o,395
0,400
0,ao5
О . Й Ю
o,^i5
0,420
0,435
o,43o
o,435
°,44°
0,440
o,45i
o,456
0,462
0,467
O i'"'*

0,47o"
о,Ш
o,d8g
o.tol
o,5oo
o,5o5
o,5n
o,5i6
о,5зз
о,5з8
o,534
0,53g
о,54э
o,55i
o,557
o,56'3
o,56g
o.W
o,58o
0,58o
0,593
0,598
o,6o5
0,61 r
0,617



T A B L E I I I .

P R E M I È R E P A R T I E .

Des Grades de Longitude , en supposant la terre sphérique.

LATITUDE

en

С АЛ» E S.

f
о
I
а
3
4
5
6
7
8
9

10
ii

; ia
i3
li

Î6

II
'9ao
ai
33
a3

lí '.
36
S2a8
?9
3o
3i
3a
33

G R A D E S

de

Ï . O H G 1 T T 7 D E .

»i/o«
100,000

99,988

99,9.5'
99,88o
99,8o3

99,556
99,396

99,003

1в;Й98,229
97,923
97,503

06^858

96,029
95,570
95,io6
9Í,6o8
94,088
94,544
92, дт"8
93,388
ЭЬ?1;5

§аХз
l§>101

fts?
86,863

LATITUDE

en

G R A D E S .

34e"
35
36
37
38
39

in
аз
йЗ

&
aß

il
5o
5i
5a
53

ä
56
57
58
59
6o
6t
62
63
64
656667

G R A D E S

de

b O l r G I T U D E .

bilam
86,074
85,204

84,43?
83,58!
82,708
8i,Si5
80,902
79,968

7^043
77,o5i
76,040
75.OI I
73,o63
72,897
7i,8i3

I'll
6;',3oi
66,i3i
64,945
f '"h62,524
6l,20I
60,042

5;, 500
56,208

53',583

Ш

LATITUDE

en

G R A D E S .

è70
71
73
747576
77
70
та
8o
8i
8з
83
84
85
86
87sé
8990
91цli96
9Ô7

99
100

G R A D E S

de

L O R G I T D D E .

tilam
48,175
46,79s

45,399
43,094
42,578
fll 101
39,ii5
38,268
36,8i2
35,347
33,874
33,393
30,902
ag,io4

a^.%

23^344

20^279
18,738

10^073
9,4TI

^,'279

3'74Í
i'S7i
0,000



T A B L E I I I .

D E ü X I E M E P A R T I E.

Des Grades de Latitude terrestre dans le Sphéroïde , ea supposant l'aplatissëihêftt
de ris-

Lati t.

G.

о
I
a
3

6

9
10

ii
13

i3

,1

16
Чlé
'9
20

at
aa
23

GRADES

de

LiTlTUnE.

Mètres.

99552,9
99553,8

99556,'g
9955g, о

9954; 7
99568, a

ggS8i,a
99586,3
99591 ,8

9960^ ,'з

99618,0

Эф«! 4!
99^4 ̂  э^

Qj)G5oja

ofe8''0
99"87 .9

Differ.

M.

0,4
0,0
1,3

2,1

3,8
3,o
3,5

4,8

5,i
5,6
5,9
6,4

6,7

7,4
8,0
8,2

8,6

1$

9', 9

Laiit.

G.

з5
26

II
lî
3i
За
33
34
35

36
37
38
394o

I
Í6
nao
49

GRADES

de ,

LATITUDE.

Mètres.

997о8,'б
997!9,4

9974b9

99777,' 4
99789.7
99802,2

»y^l99867,5

99881,0
99894,6

999", J

99936,o

99960,0
999G4>°
9997^,°

100006,2

Differ.

M.

Ю, a'
io,5
10,8
ii, i
11,4

TI, 6

n,8
ia,i
12,3

12,5

12,7

i3,3

i3,5
i3,6

,f'313,0

i3,9

'3,9

14,1
14,1

Lata.

G.

5o
5 r
52

53
54
55

56

U
59
6o

61
6a
63

CG
' 6268

69
70

71

75

GRADES

de

LATITUDE.

Mètres.

100006,3
100020,3

100034, 4
IOOo48,4
100062,4
100076,3

100000,3
IOOI03,Q
100117,6
iooi3i,3
100144, 6

100167, 9
100171,0
100184,0
100190,8
100209,4

100221,7

100245,9

100269,0

100280,2
100291 , ï
ioo3»',7
IOo3'2,O

I0o322,0

Differ.

M.

$ï
ia, o

i3,9
iî 1,7
«3,7
i3,6

i3,3

i3,'o
12,8

13,6

12,3

12,2

12, О

11,2

Í0,9
10,6

ю.З
10, О

Lath.

G.

75
56

Si
Sa
83

86
87
88
89
9°

93
9VФ

90
92
98
99

GRADES,

de

LATITUDE.

Mètres.

ioo33i,7

ioo35o, ï

100367,2

юозеа',7
ioo38g,n
100396,8

ioo4og,3
100414,9
100420, ï

100429,3

100433,2
100436, 8

ioo^4o,5
iop4ij,8
100448,7
100449, 2

Piffdr.

M.

i
7.9

G,9
6,4

С i-

5,6
5,з

4.'4

3,9

346

2,'é
2,3

1,8
1,3
0,9
o,5



- • " • r- — : 1 ; 1

T A B L E I I I .

D E U X I E M E P ART I E .

Des Grades de Longitude terrestre dans Je Sphéroïde , en supposant l'aplatissement
de ris-

Latic

i G -

0
ï
a
3

6

1
9

10

if
la
i3
'4
t5

16
. 17 :

19
ao

•3l
aa
î3

II

GRADES

de

LONGITUDE

Mètres.

Tooi4g,4
100137,1
iooioo,3
iooo38,9
99953,0
99043,5

99707,6
9954,8,a

ooiSoJa
989»3,6

98666,8
98385,8
98080,6
9775i,3
9/398,'

97°чо,9
96616,9
9bio5,i
95/46,8
95274,9

94779,6
94360,9
í)3/ J9,1
93 '54, a
9356(5,4

Difference

M.

»з,3
36,8
бг,4
85,о

iio,5

'34,9

,83,9
208,1
аЗа.6

а56,8
a8i,o
Зо5,2
320,3

358,2

377,2
4oi,o
424,8
44,8,4
471,9

4э5,з
5,8,354ьа
56 í, g
587,8

Lalit.

G.

а5
аб

S
29
Зо

3i
За
33
34
35

36
37
38

3.9
4о

4i
43
43

li

ав

II
49
5o

GRADES

de

LOHCITCIIE

Mètres.

91566,4,
9ig55,8

. gi3aa,6
90666,9
8.9988,9
89288,6

885СЙ/,
87822,4
87066,7
86269,5
854öi,o

8463 i, 4
«378o, g
82909,7
82018,1
81106,2

80,74,1
79222,3
78250,9
77360, i
76300, i

7522,,3
74i73,8
7^108,0
73oa4,o
70932,1

Difference.

M.

бю,6
633,2

655,7
678,0
7оо,3

723,2

7.14. ,"
765,7
787,2
8о8,5

829,6
85о,5

я7'1«8gi,6
9",9

g3a,i
. 95i, 8

97', 4
99о,8

1010,0

,028,8

'°4.2'5
1065,8
1084,0
i ioi ,9

Latit.

G.

5o
5i
5a
53
54
55

56
57
58
59
6o

Ci
6a
63

§

66

a6970
71

72
73
74
75

GRADES

de

LOHGltnnE

Mètres.

67613,0
6634 i,3
65i54,2

6395o,9
62731,7
61496,8
6oai6,7
58981,5

57701,6
56407,4
55o99, ï
53,77,1
53441, 7

5ioo3,i
4o73l,o
Ш58,3

£$'?'£45574,8

44lG5,9

fï^'S4,3i5,3
3o874,4
38423,4

Difference.

M.

1110,5
n3Ö,8
ii53,8
1170,7
1187,1

Г203,3

I2ig,3
1234,9
125o, I

,265, 2

I279>9

"94,»
i3o8,3
l3ua,o
i335,4

i348,6
i36i,3
i3;;3,6
,385,8
i397,6

1408,9

i4'9,9
,430,7
ï Mo, g
i45i,o

Ladt.

G.

75
76

II
l9
8o

8i
8з
83
84
85

86
87
88
89
9°

9'
92
93
94
95

9G

P
99

100

GRADES

de

LOKGITUDE.

Mitres.

38423,4
36о6з,Ь'
35493,0
34oi4,a
32627,0
3io3i,6

2о5з8,5
a8oi7,o
265oo,3
24976, i
23445,6

2,000,2
зоЗб7,3
i88ao,3
17268,6
10712,6

'4>52,6

1з5&Ч),о
11022,3

94, 5а> 9
7b f8i,o

С3о7,5
473 ',8
3,55,z

i577,8
0,0

Diflcicnce.

M.

1460,6
1460,8
iM,8
1487,3
'496,4

i5o8, i

,5io,6
i5,7,6
,5з4,з
i 53o, 5

i536,4
i5ji,9
1547,0
i55i,7
i556,o

i56o,o
i563,6
i566,7
'569,4
^71 ,9

iSyS.S
,575,4
,576, i
l5.77>9
1577,8



T A B L E I V.
Des hauteurs du niveau apparent au-dessus du niveau vrai , et des abaissemens

causés par la réfraction, depuis la distance de 20 mètres jusqu'à loooo.

Distance

en

mètres.

mt
о

20

4o
60

80

IOO
120

'4°160
180
20O

220

24°200

280
Зоо
Зао
34o
3Go
38o

Л2О
4 4o
4OO
48o
5oo
52O
540
5Óo
58o
600
620
64o
66o
68o
700
720
74o
760
780
800
820
84o
86o
88o
900
9">o
94°.

980

Elévation
du niveau
apparent
au-dessus
flu niveau

vrai.

0,0000
0,0000
0,0001
o,ooo3
o,ooo5
0,0008
0,0011
0,001 5
0,0020

0,0025
o,oo3i
o,oo38
o,oo45
o,oo53
0,0062
0,0071
0,0080
0,0091
0,0102
0,OIl3
0,0126
o,oi38
0,0l52

0,0166
0,0181
0,0196
0,0212

0,0220

о , 0246
O,O2o4
0,0283
0,0302
0,o3ï2

0,0342
o,o363
o,o385
o,odo7
o,oa3o
0,0454
0,0478
o,o5o3
o,o528
o,o554
o,o58i
0,0608
o,o636
o,o665
O,o6g4
0,0724
0,0754

Abaissement

causé

par la

réfraction.

mt
OjOOOO

O,OOOO

O,OOOO

O,OOOO

0,OOOI

0,0001
0,0002
0,0002
o,ooo3
o,ooo4
o,ooo5
0,0006
0,0007
0,0000

0,0010
0,OOII

0,OOl3

0,0014
0,0010
0,0018
О , OO2O
O,OO22

0,0024
0,0027
0,0029
o,oo3i
o,oo34
0,0037
o,oo3g
0,0042
0,0045
0,0048
o,oo5i
o,oo55
o,oo58
0,0062
o,ooG5
о , 0069
0,0073
0,0076
o,oofto
o, 0084

o,oog3
0,0097
0,0102
0,0106
O,OIII

0,0116
O,OI2I

1
Distance

en

mètres.

mt
1000
1020'
loáo
I QUO

ю8о
1 100
Ы20
п4о
ибо
n8o
120O
I22O

I24o

1 2ÖO
I280
i3oo
1320
1 340
i36o
i38o
IÍOO
IJ2O

i|4o
1 460
i48o
i5oo
1 520
1540
i5oo
1JÍ80
1600
7620
1640
iGGo
1680
1700
1720
174°
1760
1780
1 800
7820
1840
1860
1880
7900
1920
igao

1980

Elévation
du Niveau

apparent
au-dessus

du Niveau
vrai.

mt
0,0785
0,0817
0,08490,0882
0,0916
o,og5o
0,0985
O,IO2I

o, io57
o, 1094
0,Il3l
0,1 iGg
0,1208
0,1247
o, 1287
0,1 327
0,1 368
0,1410
0,7453
0,1406
o,iS3o
o,i584
o, 1629
0,16740,1720
0,1767
o,iéi5
o,i863
0,1911
0,1961
0,20U
0,2o6l
0,2H2

O,2l64

0,2217
0,2270

0,2323

0,2378

0,2433

о , aiiSö0,2545
о,а6о2
o,2659
0,2717
0,2776
о,2835
о,28о,5
о , 2g56
o,3oi7
0,3079

Abaissement

causé

parla

réfraction.

mt
0,0126

0,0l3l
o,oi36
0,0141
0,0147
O,OIO2
o,oi58
o,oi63
0,0169
0,0175
o.oiOi
0,0187
o,oigci
0,0199
0,0212

0,0219
0,0226
0,0232
o,o23g
0,024(1
o,o253
0,0261
0,0268
0,0275
0,O2b'3

0,0290
0,0298
o,o3o6
o,o3i4
O,o322

o,o33o
o,o338
o,o34o
o,o355
o,o363
0,0372
o,o38o
о,о38д
о , оЗдЬ
o,o4o7
ojoiiö
o,o425
o,o4'>5
о,ол44
0,0454
o,o463
o,ou73
о , оао'З
о,о4дЗ

Distance

en

mètres.

mt
2OOO

2IOO

Э2ОО

23oO

2400
зэоо
2боО

2700
28oo
2900
Зооо
Зюо
Ззоо
ЗЗоо
34оо
Збоо
Збоо
3700
38оо
Здоо
4ооо
ÚIOO
4200
43оо
4490
45оо
4600
47ОО
48оо
4доо
зооо
5юо
52ОО

53оо
54оо
55оо
Soco
5700
58оо
5доо
6000

бюо
620О

бЗоо
64оо
65оо
ббоо
6700
68оо
6900

Élévation
du Niveau

apparent
au-dessus

du Niveau
vrai.

mr
0,3l42
0,3464

o,38oi
o,4i55
0,4524
0,4909
o,53og
0,5726
0,6167
o,66o5
0,7060
0,7548
0,8042
o,0553
°>9°79
0,9621
1,0179
l.oySa
i , iMi
ï, 1046
ilaSfc
1,3202

i,3854
1,4522
i,52o5
i,5oo4
1,6619
',7349
1,8096
1,8857
i>9G35
2,0428
2,1237

2,2062
2,2902
2,3758
2,463o
2,55i8
2,64'il

2,7340
2,8274
2,9225
3,oigi
3,1172
3,2170
3,3i83
3,4212
3,5256
3,63i7
3,7393

Abaissement

causé

par la

réfraction.

mt
o,o5o3
o,o554
0,0608
o,oG65
0,0724
0,0785
o,obY(9
0,0910
0,0985
o,io57
o,n3i
0,1208
o, 1287
о, гзба
о, 1453
o,i53g
o, 7629
0,1720
o, ibi5
o, 1911
O,2OI I
O,2II2

0,2217

0,232Î

0,2433

O^S'jS

0,265()

0,2776
0,2895
o,3oi7
0,3142
o,3a68
o,33g8
o,353o
o,3664
0,38O7

o,394t
o,4o83
0,4227
0,4374
0,4524
o, №7«
o,483o
0,4988
o,5i47
o,53oo
o,54;4
o,5G4i
o,58u
o,5t)83

Distance

en

mètres.

ml
7000
7100
7200
73oo
7400
75oo
7600
7-00
7800
7900
8000
8100
8200
83oo
8400
8500
8600
8700
Ь8оо
8900
9000
9100

1 9200
g3oo
94°°
í)5oo
9600
9700
9800
9900

IOOOO

Élévation
du Niveau

apparent
au-dessus

du Niveau
vrai.

ml
3,8484
3,9392
4,0716
L IÔ54
Л,3оо8
4.4179
4,5365
4,6566
4,7784
4 »9° 17
5, 0265
5, 1 53o
5,2810
5,4io6
5,54i8
5,6745
5,8o88
5,9447
6,0821
6,2211
6,3677

6,5оЗп
6,647б<

6,9398

7 i 2382
7,3So8
7,543o
7,6977
7,854o

Abaissement

cause*

par Ia

réfraction.

mt
0,6157
o,6335
o,G5i4
°'66§7
o,688t

0,7258
o,7á5r
0,76^5
0,7843
o,8oa2
0,8245
o,845o
o,8B57
0,8867
0,9079
о,9Я94
0,961 1
°>9"3;0,9954

,0179
,0406
,o63G
,o8Gg
.1104
,i34i
,i58i
,i8aí
,2069
,23l6
,a5GG

Nota. Cette Table est
eilraitc de VEssai sur le
Nivellement, parM. Bnsson-
Descars. J'aj donné^o et 77)
Jcs formules !» l'aide desquelles
ont été calculés les nombres
des deuxième et troisième co-
lonnes.
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T A B
TABLEAU des ECHELLES prises dans le système métrique , et adoptées au Dépôt génv

de celles qui leur étaient analog0

NUMEROS

des

| ÉCHELLES

adoptées.

Г.

2.

3.

4-

5.

6.

7-

8.

ÉCHELLES DE L'ANCIEN SYSTÈME,
en usage

POUR LES CARTES ÏT PLANS
DE TOPOGRAPHIE ET DE GÉOGRAPHIE ,

et les plus analogues
aux Échelles du nouveau système.

RAPPORTS
,de

ces Échelles
avec les

longueurs
reelles prises
sur le terrain

ÉCHELLES DU NOUVEAU SYSTÈME,

adoptées

POUR LES CARTES ET PLANS

DE TOPOGRAPHIC ET DE GÉOGRAPHIE.

RAPPORTS
de

ces échelles
avec les

longueurs
réelles prises
sur le terrain

v.
la Guerre pour ses travaux topographlquea et géographiques, avec la comparaison
s les anciennes mesures.

V A L E U R S
15 »APPORTS CI-CONTRE

«primées exactement
А Н С 1 Е д н Е 6 MESURES.'.

3 pouces...

13 ponces...

pour loo Toises,

ponr loo Т

r ponce 6lignes.... pour loo T.

8 lignes ponr too T.

4 lignes pour too T..

a lignes ponr 100 T.

ï ligne pour roo T.

r de ligne pour 100 Т
ou тa lignes pour 1,000 Т

ï ligne

pour ioo l
ou

pour 1,000 T

de ligne. pour too T

з,4оо
l

6ÕÕ

ï
4,8oo

I
.10,800

ai, 600

43,aoo

100

T O P O G R A P
5 centimètres pour ioo mètres.. •

a decimetres poor ioo mètres...

3 centimetres pour ioo metres... i =r ' 5,ooo

T O P O G R A P H
ï centimetre pour ioo mètres...

5 millimetres pour ioo mètres...

з millimètre« pour ioo mètre*...

ï millimetre pour 100 mètres...

IO.OOO

20,000

5o,ooo

100,000

3 millimètres pour 1,000 mètres... 1 T
ou 5 c

3 décimètres pour ï grade } 5oo,ooo

I millimètre Pour ',000 mètres...
ou

ï décimètre pour

1,000 mètres... ) t
j í I.OOO.OOOï grade ) ' '

- ligne pour 1,000 T

G É О G R Д

ч- - '^5 décimillimètres.... ponr 1,000 mètres...

r . , ,
5 centimètres pour ï grade

A P P L I C A T I O N

D E S N O U V E L L E S É C H E L L E S

aux divers besoins

П К L A T O P O G R A P H I E E T D E L A G É O G R A P H I E 1 .

D É T A I L .
ЗРО./

y'ao ponr too Toises.

pour ioo T.

" >*° pour loo T..........

G É N É R A L
8>>64 pour too Т

' 4',3a

í Levé des plans des places, forts et postes de guerre, des travaux de tranchée, des camps retranchés , de li
(fortification passagère ou de campagne, des ports de mer , relranchemens et batteries de côtes , des villes
(bourgs et villages , des routes, des canaux ; le tout avec ou sans les environs.

Levé des profils que peuvent exiger les plans ci-dessus.
Nota. On a quadruplé l'échelle.

Réduction des plans et profils levés à l'échelle n° ï , tels que places , forts, postes de guerre, travaux d
'tranchées , etc. etc., pour former des collections tt atlas , et pour graver. Le formai de la réduction serait di

([ï mètre fi de rôt«: , en représentant tous les objets situés à 0,000 mètres du centre de cette réduction.

E.
( Levé de la topographie complète d'un pays, assujéti à des opérations géodcsiçrnes ec

'^levé des campemens, marches, routes et itinéraires ; plans-relief pour l'ttnde du terrain.
astronomiques

l',73

°',86

pays pendant Ja..gacrro , c'est-fr-^clire, de« jearrec dites Reconnaissances militaires; levede
iate, actions et'batailles ; réduction et mise-an-net des cartes et plans a l'échelle n° 3
;r des recueils maniables et faciles à consulter.

( Levé d'un pay
pour ioo T jplans" ae combat«

(pour en former
Nota. // faut assujétir les reconnaissances militaires à un canevas du pars nr 'n ré

d'avance, au moyen de positions déterminées par les longitudes et les latitudes Ce
canevas pourrait Être gravé au trait pendant les loisirs de la paix , et distribué à ch
section d'ingénieurs-géographes au moment de la guerre. cnaque

Gravure de la topographie complète , levée \ l'échelle n» 3 , pour tous les pays autres que la France
.„n y assujétirait, par la suite, la gravure des caries de Cassim, Ferraris et autres , qui doivent com-

POur 100 T Witter le territoire de la France, lorsqu'on en sera arrivé a refaire ces deux premières : on y assuje'tira
igalemenl la gravure des plans de combats, actions et batailles , levés à l'échelle n° 4.

Nota. L'échelle de la belle carte de Guyenne et du la superbe carie des Chasses
celle des environs de Paris, par dom Contans , sont à-peu-prés les mêmes que celle-ci.

L'ancienne échelle
_ 4fera une
P°nr ioo T flaFran

'et de la Corse.
Nota. La nouvelle n'est que provisoirement adoptée pour la semi-topographie.

Réduction
atlas. Cette""7 pour ioo T.

l 'p. Ott

'>a pour 1,000 T.

^ ponr ,00 T.
r/ no OU
'* pour 1,000 T.

E.
pour too T.

de la topographie complète en chorograpbic , par Je dessin et la_ gravure , pour en former,
_ tte chorographie assujélie au développement de Flamstéed, serait détaillée ; on la destinerait àj

represou ter les différentes provinces , goiivcmcmens , rlénartemen« > en un mot , les diverses divisions
administratives d'un Etat. Celte échelle servirait aussi au dessin et ïi la gravure des cartes d'ensemble des
triangles employés au canevas des opérations de lu topographie complète.

Réduction de la chorographie à l'échelle u« 7 , pour le dessin et la gravure de la carte générale d'un
Etat, d'une Souveraineté, ou d'une Contrée.

fil

''& ponr 1,000 T.
jDessib. et gravure de la "géograrihie , c'est-à-dire, de la carie de chacune des quatre parties du globe.



T A B L E V I .
Tableau des feintes conventionnelles, pour les plans-minutes dressés sur le terrain,

par M. Chrestien , ingénieur en chef aux Relations extérieures.

NOMS
DES TEIKTES.

NOMS

DFS COULEURS.

C O M P O S I T I O N
D E S T E I N T E S (ï).

OB SE R Г A Tl O Ff S.

Terres lobourccs,:
pour les pays cn-î
tièremeiu cultives

Terres I aboure'cs,
dans les pays
montagnes

aées> bre,
У5 dej sien,

( cini;

Bmn-terrc-d'om-
bre, ou terre de

ne non cal-
псе

Vignes .

Prairies..

Vergers.

Friches,,-.

Foritsetbois.

Broussailles..

Brun, roTigc on
approchant,
terre de sienne
calciBce...

Trois parties Acgomme-gutte ч t

ct de même des autres couleurs ), un
partie de carmin, un quart de partie
cl'encre de la chine, et 8 parties d'eau'
(aussi pure), pour porter la teinte au
ton de celle du tableau;

Une partie de gomme-gutte , une
de carmin, un quart de partie d'encre.
de la chine, et 8 à 10 parties d'eau.

it . 111 , \ (jonime-f;uiie, trois parties : i
\ crl-d herbe... ̂ ^ ^ ̂  ^^ ^ fc JQ fa

L'objet des teintes conventionnelles étant d'abréger le
[travail des plans-minutes sur le terrain , en indiquant, par
lleur simple application , les différentes productions et cul-
llures qui s'y rencontrent, l'on eat convenu de laisser en
(blanc tout ce qui est labouré dans les pays entièrement cul-
]tivés,ctd'indiquerpardc petits parallélogrammes ponctués,
|!cs pièces de terre ou champs d'une grandeur conforme a
fl'échelle du plan : on marquera aussi les arbres fruitiers qui
[s'y trouvent parsemés.

Dans les pays de montagnes , tels que les Pyrénées, les
Alpes, etc., toutes les parties de terrain sur lesquelles il ne
[se rencontrera pas de productions ou cultures désignées par
les teintes , resteront en blanc; ct comme les terres labou-
rées ne s'y trouvent qu'en très-petites masses, on ne sont
[que de petits champs enclos de haies ou de murs, on est
convenu de les indiquer par la teinte ci-contre.

Quoique celte teinte soit beaucoup pins rouge crac la
précédente , il pourrait arriver qu'on neles distinguât pas
idans les montagnes , où ces deux teintes se trouvent appli-
juées l'une contre l'autre sans séparation marquante , ct
;n très-petites superficies. Pour obvier a cet inconvénient,
l'on croit qu'il serait nécessaire de couvrir la teinte des
vignes de petits échalas noirs , ce qui devient inutile dans
les pays entièrement cultives, oïi les terres labourées restent,
en blanc , cl où les autres teintes qui pourraient toucher ou
»voisiner celles des vignes, sont absolument différentes.

Le même vert qnccelui dee prairies
• Iréduit íi moitié de son ton,ou unepar-e- . P^

Broyères.

Vcrt-dlierbe
per, ou ter

(même que celle pour les terres labou-
Uecs dans les montagnes.

/ Même vert que celni des fonds de

Panachée, vert- vcrSe™> au4uef on aJ.ou'cra un Геи de

pistache, et auJf«™";e-£«He pour lui donner la cou-
roi с léoèrc Veur Plsuclle- L'aurore legere est corn-

" ' " '/posée d'une partie de gomnie-gutte,
'ydeparliede carmin, et юа la^1'-"-

Jaune-jonquille. Unepartic äegom.-gutte et y à í

Panachée iaune-( Lciaunc-Pailll;- Une partie de gnm.-
'II » ri v t .Su**e » ct 34 •* J6 d'eau. Le vert léger

í ' Usl le mime que celui des fondsdever-
"BCI- - fgers,auquel on ajoutera nn pea de bleu.

f Pour la teinte rosé, une partie de
Panachée vertrarml" ' et Ia Panies d'eau. La verte

<ч rnsr. ' est la mime que celle des fonds de ver-
pcrs, i laquelle on ajoutera un peu de
bleu.

Dans quelques pays, et surtout danscelui de montagnes,
comme, par exemple , dans les Basses-Pyre'nées, au pays
Basque , beaucoup de vergers sont labourtis , alors on mettra
sur le fond de ceux-ci, la coulenr terre-d'ombre, servant
n indiquer les terres labourées dans les montagnes ; mais
pour ceux qui se trouveraient aussi Jahonrés dans les pays
cuticremeni cultives, leur fond restera, en blanc.

(ï) Les quatre couleurs principales sont, 1° l'encre de la chine, 2° le carmin , 3°lago/nme-
gutte , 4° le bleu d'indigo. Dans la composition des teintes, on a employé pour case on
mesure, la quantité de couleur que contient un pinceau plein : cette quantité se nommera partie.



(-Panachée hori-
lerres humides....? zontalement

' vert et bleu

SUITE DE LA. TABLE VI.
Tableau des teintes conventionnelles , pour .les plans - njinutes dressés sur le

terrain.

NOMS

DES TESTES.

NOMS

DES COULEURS.

Landes f Vert-olive et an-
ï ïore pâle..

Sables.

Vase.

Aurore.

C O M P O S I T I O N
D E S T E I W T E S . т ION s.

la
(Veau : J'auroie pal
celle pour les fricnes.

Deux parties de gomme-suite, trois
quarts de partie de.carmin, et seize

^parties d'eau.

Boue.

Une partie de somme-gutte, unb,on
tiers de partie d'encre de la chine , un
peu de c_armin pt.dc bleu (à-la pointe
du pinceau seulement), et au à aj
parties d'eau.

La teinte aurore sort h indiquer les flaques de sable q
se rencontrent dans les Landes , telles qu'où en voit dan
celles deBordeaut: ces flaques spnld'ea" pendant l'hiver.

Celte teinte étant devenue sèche et dans toute sa force
on la délaiera a^vcc 4 ^ 5 . parties d'eau, et ou s'en servir
pour renforcer les bords des bancs de sables , en l'adoucis
sant vers le milieu , cl pour poinlillcr ou piquer les sablct,

On fera de même pour la vase que pour les sables
muis on.ue'pomtUlera pas.

fiori-j Le même vert que celui desprairies,
it, Jet PQur le bleu , unc.parli« d'indigo ,
ï let 8 h 10 d'eau.

Marais...
I

(Ver t d'herbe ei(,, í „. ,.
[ bleu léger IcBcV ' u-ne Ра"1С d'««Ago, et

btangs.

Neuves.

,acs

Icrs.

Bleu léger.

vert que ci-dessus, le bleu/
.„.- , —e failieiVindign, et 18 i ас

1 ' ' ' parties d'eau.

Comme ci-dessus, une partie d'in-
digo , et 18 à 20 parties d'eau.

Idem.

Idem.

Idem

Idem.

Idem..

Idem.

,. ,, ,, i Une partie d'indigo, pne (
Vert-dean leger, partie de gomme-guttc, et 20

parties d'eau.

demi
à 24

Les. flaques d'eanaprèsjiiteitite plate indiquée ci-contre
lorom oudulc'es horizontalement avec du bleu décrit ci-
Icssus.pour les terres humides.

Après avoir mis la teinte plate, bleu léger, dans les
étangs , les rivières , les fleuves et les lacs , on renforcera
esbords , du côté de l'ombre , avec une teinte bleue (d'une
partie lYindigo et 8 parties d'eau), qu'on appliquera le
ong du bord, d'une largeur convenable il l'étendue de
'objet, et qu'on adoucira versson milieu. On fera la même

chose le long des bords, du côté du join-, avec une teinte
a-peu-près moitié plus faible, plus étroite, et cgalerucni
adoucie vers le milieu.

Les étangs seront ondulés horizontalement, plus fort du
ôté de l'ombre, et légèrement du côté du jour.

Les fleuves, les rivières et les lacs seront filés avec du
>leu (d'une partie iVindigo et 8 parties d'eau), le long cl
mrallèlemcnt à leurs bords, en diminuant de force les
ilets , et ел les écartant davantage, ò mesure qu'on s'éloi-
gnera du bord vers le milieu, pour le côté de l'ombre ;
elui du jour sera filé de même avec de la teinte plus légère.

Apres la teinte plate l'on renforcera aussi les bords , Je

d'indi{
lies d'eau j, et a une Jiu^cm ч cuvuun un L-uunincue , tu
observant,de ne pas l'appliquer lout-a-fait pies du bord ,
mais à distance d'un millimètre , et on l'adoucira vers le
large. Ensuite, pour imiter les vagues, on fera avec cette
même, teinte, des sillons courts, trembles, un peu courbes,
cl cependant parallèles à la'cutc, en les diminuant.de force,
et en les écartant davantage a mesure qu'on s'éloignera de
a côte vers, le ' -

JVntn. Tomes les mesures ou parties de couleurs indiquées pour la composition des teintes,
' ' et seulement pour aider les personnes qui n'auraient pas l'usage de ïsont qu'approximatives

couleurs.

ne
le ces
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Formules extraites du Mémoire de M. Legendre , sur les triangles spliéro'ùliques*

Soient, comme dans le n° 7 , L , L' les latitudes vraies des points M , M' f fig. 3),
л, л' leurs latitudes réduites; / la latitude vraie de a, et /' sa latitude réduite; V , V les
angles azimutaux P Ma , PM'a et s la ligne eéodésique MM' ; et soit fait dans les formules
C/) , j (a ' ) , :c = m+>|.

Si l'on suppose que l'angle a soit droit , on aura
sin /' cos m = sin л et sin f sin m = cos V cos л ,

et l'on trouvera , en intégrant par les séries ,

| = er — gfi + -e sinaA — è ê" 8щ4л ) — - ¥ e cos У s'n л cos л> '

et réciproquement ,

g = <r f i -- г sin1 л -f- g e" sin4 л ) + - a* e cos V sin A cos л ;

par suite et à cause de sin л' = sin t cos x , on obtiendra pour la latitude réduite du point M',

л' = л — <r cos V (i — - s sina л + £ e2 sin* л J

.^ - a1 sina У tang л ( i — e sina л)

— - e<ra cos* V sin л cos к

-f - cr3 sin2 Fcos ^(g -f- tang* Л ;

pour la différence de longitude <p des points M , Mf,

ep cos Л = «г sïn 7^ ( i — - e + 5 ea J
1 . :. \ a " X

— ffas!n J'rns /^tang л f i — f -J -- e C092 Л \

+ <73 sin ^cos1 V (i -f- tang1 л J

— o-3 sin3 Г (I tang2 л V

enfin pour l'azimut V ,

V = F — U" sin F tang x Л _ 1 s sin1 X -f | e1 sin* к\

-f-íasin /^cos 7^( - +tangsA— etang^ J

-f ff3 sins F tang л ( ~ tang» л

— (Г3 sin 7^ cos" V tang л ( £ + tang2 л Y

Tous les termes inclépendans de e se rapportant à la sphère du rayon b , il est évident qu'on
les obtiendra au moyen de la série de Taylor ( ri° 5 ). Ces formules sont analogues à celles que
j'ai désignées par (#) dans ce numéro. L'on trouvera dans le second volume du grand ouvv;ige
sur la Méridienne de France , que M. Delambre vient de publier , d'autres formules géodésiques
relatives au sphéroïde de révolution , et démontrées d'une manière très-élémentaire.

FIN.
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AYANT-PROPOS;

A. L'ÉPOQUE où je rédigeais mon traité de *3Topograpfuef

.äArpentage et de Nivellement > j'avais déjà senti la nécessité
de donner plus de développement à quelques articles du
second Livre de cet Ouvrage, qui est uniquement relatif
à la projection dès Cartes. Les .circonstances dans lesquelles
je me trouve maintenant, me faisant un devoir de m'occu-
per exclusivement de ïa Géodésie, dont l'enseignement
à l'école d'Application des Ingemeurs-Creogiapbes m'a été
confié, j'ai pensé que je ferais une chose utile en traitant plus
amplement diverses parties de cette science, et notamment
la théorie relative à la projection que le Dépôt général
de la Guerre a adoptée pour la réunion des levés topogra-
phiques. Cette projection connue sous le nom de projection
modifiée de Flamstéed ou de projection conique altérée, a
obtenu dans cet établissement la préférence sur toutes les
autres, sans doute , parceque les longueurs dans le sens des
parallèles et les aires quelconques y étant respectivement
les mêmes que sur le globe terrestre, supposé même un
ellipsoïde de révolution aplati vers les pôles, on peut, avec
beaucoup de facilité et d'exactitude, estimer les distances
itinéraires, et évaluer les surfaces sur toute Carte construite
d'après cette projection ; avantage très-précieux pour le
Militaire et l'Administrateur. J'aurais pu, il est vrai, sous
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le rapport de la théorie, me dispenser de donner dans ce
Supplément, Za plupart des développemens en séries de
plusieurs lignes du sphéroïde, vu qu'elles font le sujet du
chapitre xi du livre ni de ma Géodésie 7- mais comme la
méthode .que j'emploie ici est plus analogue à celle qui
se pratique ordinairement en Astronomie, et qu'elle procure
d'ailleurs dés séries susceptibles d'être prolongées indéfini-
ment 3 parceque leurs termes se forment suivant une loi
manifeste , j'ai cru devoir reprendre cette matière et la
présenter avec toute la simplicité et l'élégance dont elle est
susceptible ; enfin je me suis surtout appliqué à ne laisser
rien à désirer concernant les procédés graphiques relatifs à
la Construction, dfis Carte«? tewoûtrca et
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AU DEUXIÈME LIVRE

DU TRAITÉ DE TOPOGRAPHIE.

THÉORIE

DES PROJECTIONS DES CARTES.

CHAPITRE PREMIER.

Tracé de la projection modißee de Flamstéed.

ï. JUORSQUS les Géomètres se proposèrent de représenter sur un
plan la surface du globe terrestre, ils imaginèrent différens systèmes
de projection, soit pour alte'rer le moins possible la configuration
'des objets, soit pour mieux approprier les cartes aux usages auxquels
elles étaient destinées: de là les projections perspectives et les projec-
tions par développemens. Les premières n'ont guère e'té mises en pra-
tique que pour représenter un hémisphère entier, et ce sont encore les
seules qu'on emploie aujourd'hui pour construire les mappemondes,
quoiqu'il soit possible d'adopter à cet égard un mode de projection
plus simple que celui qui dérive des lois de la perspective. Quant aux
cartes chorographiques ou particulières, elles se construisent par dé-
veloppement , et selon qu'il s'agit, par exemple , d'y rendre les aires
'equivalentes à celles du globe qu'elles représentent, ou bien d'y.
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établir les méridiens parallèles entre eux, et d'y conserver toutefois
les rapports entre les parties des méridiens et celles des parallèles,
on fait usage de la projection de Flamstéed ou des cartes réduites.
Dans la projection de cet Astronome, le méridien du milieu de
la carte et tous' les parallèles sont représentés par des lignes droites.
Ces parallèles, perpendiculaires au méridien dont il s'agit, sont
équidistans, parceque dans la sphère les arcs de méridien ayant
même amplitude sont égaux, et leurs grades décroissent aussi pro-
portionnellement aux cosinus des latitudes. Mais pour diminuer de
beaucoup l'obliquité que prennent, vers les limites de la carte, tous
les autres méridiens à l'égard des parallèles , on a pris le parti de
figurer ces dernières lignes par des cercles concentriques , et de
faire dépendre leur courbure de celle du parallèle moyen , c'est-à-
dire de celui qui passe à peu près par le milieu de la carte, dont le
centre est sur le méridien recliligne, et qui a pour rayon la cotan-
gente de sa latitude : telle est In mnrh'firation faite à la projection de
Flamstéed. C'est ainsi que la plupart des cartes particulières, et
notamment celles des quatre parties du monde , ont été construites
par Bonne et Delisle.

S'il était seulement question de faire connaître, sur ces cartes par-
ticulières , les positions géographiques des principaux lieux des
Empires, il suffirait sans doute de considérer la terre comme sphé-
rique; mais lorsque de telles cartes construites sur une grande
échelle , sont destinées à représenter des détails topographiques
levés avec précision et suivant le système de projection orthogo-
nale, on doit nécessairement avoir égard à l'aplatissement de notre
globe, supposé un ellipsoïde de révolution, si l'on veut éviter les
erreurs qui résulteraient de l'autre hypothèse.

J'ai déjà indiqué le moyen, d'atteindre ce but dans la projection
modifiée de Flamstéed, qui est main tenant la seule en usage au Dépôt
ge'uéral de la Guerre pour le réunion des levés ; mais je me propose
de donner, dans ce Supplément au livre П de ma Topographie,
une théorie complelle à ce sujet, et d'exposer en outre t avec totfs
les détails convenables, les procédés graphiques qui y Sont relatifs;
c'est pourquoi j'ai jugé convenable de rappeler d'abord quelques
principes qui servent de fondement à cette théorie.
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Construction des parallelespar un mouvement continu.

2. Si nous admettons qu'on puisse tracer les parallèles par un
mouvement continu, c'est-à-dire à l'aide d'un compas, c'est supposer
que le centre de ces courbes circulaires est situé sur la carte 3 ou
du moine qu'il en est à peu de distance, et que parconse'quent
l'échelle de cette carte eet très-petite. Dans cette hypothèse, soit A F!s r-
le centre du développement ; CX le meridien principal développé
en ligne droite; AY la perpendiculaire à ce me'ridien , mene'e par
le point A dont la latitude est suppose'e Л. Si à partir de ce point
l'on prend sur CX la distance AC égale à la tangente du méridien
elliptique, menée par le point dont la latitude est л et terminée au
petit axe, le point С sera le centre commun des parallèles. Ensuite, si
sur cette même ligne CX on porte vers X et vers С des distances
respectivement e'gales aux arcs d'un grade de latitude sur le sphe'-
roïde de resolution, les latitudes des points de division 0» av A il b±
seront évidemment X-f-з , Л-t- i , л,л — ï, Л — a j donc les arcs
а±тлз ajnt , AM > itn, btnt décrits respectivement des rayons
Cat, Cal} ÇA', СЪ1у Cbt seront les projections des parallèles, et
m AM sera celle du parallèle moyen.

Maintenant, prenant sur chaque parallèle, des intervalles e'gaux
entre eux et à ceux d'un grade du parallèle correspondant sur le
globe terrestre , tous les nouveaux points de division , tels que
tn 777. M n, 72, auront sur k carte même longitude, et la courbe qui
passera par tous ces points représentera un méridien dont la lon-
gitude sera d'un grade par rapport au méridien principal CX.
Pareillement k courbe Ла A, h kt kt sera un méridien ayant 2 grades
pour longitude, et ainsi de suite.

Qn reconnaît aisément, par celte construction, que les parues d«.
méridien rççtiligne çt celles des parallèles ont entre elles les mêmes
гдрроЛв т qui sur le. sphéroïde : ainsi les distances prises sur ces
lignes ne son.V nullement altérées, mais les longueurs prises sur
lout auir.e méridien ou suivant dee directions différentes de celles
des parallèles à l'équateuï , sont d'autant moins exactes, qu'elles se
trouvent être plus éloigftées. des axes des coordonnées AX, A Y.
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On volt en outre que, par la même raison, les angles des quadrila»
lères h, h p pt forme's par deux méridiens et deux parallèles ,
diffèrent de plus en plus de l'angle droit ; mais ces défauts ne com-
mencent à être bien sensibles que loin du centre du développement;
et il y a cela de remarquable, que les aires des quadrilatères sont
rigoureusement proportionnelles à leurs projections, comme, je l'ai
déjà dit j et comme je le prouverai par la suite.

Construction par points, des méridiens et des parallèles.

5. Vu la difficulté et souvent même l'impossibilité de tracer des
arcs de cercle d'un très-grand rayon, l'on a pris le paru de cons-
truire ces courbes par points _, en les rapportant pour plus de
précision et de facilité, à des coordonnées rectangles. Sur les cartes
gravées au Dépôt général de la Guerre , ou construites à l'échelle
de T5ÍT? » on У remarque les méridiens et les parallèles tracés
de décigrades en décigrades; ces b'gnec ont uno courbe si peu,
sensible, que les quadrilatères qu'elles forment peuvent être con-
sidérés comme rectiligues. Ainsi, pour construire le canevas d'une
carte , il ne s'agit que de connaître les coordonnées rectangles des
sommets des angles de ces quadrilatères ; sauf ensuite , si le cas
l'exige, à tracer les courbes des méridiens et des parallèles à l'aide
d'une règle élastique dont l'usage est très-facile.

Mais le choix de l'origine des coordonnées n'est pas indifférent.'
En effet, la grande étendue de pays à figurer exige souvent que la
carte soit composée de plusieurs feuilles : or pour leur donner des
dimensions agréables à la vue, les rendre faciles à consulter, et
les assujétir toutes au même format , on est convenu que chacune
aurait huit décimètres de longueur sur cinq décimètres de hauteur.
Ainsi en prenant d'abord pour origine des coordonnées le centre
commun des parallèles , et pour axe des abscisses le méridien"
moyen de la carte, qui la traverse en son milieu, il est évident que
cette origine est située hors de celte carte , et que souvent aussi le
méridien principal est hors de la feuille à construire ; il y a donc
un peu plus d'avantage à prendre pour origine le centre du déve-
loppement, c'est-à-dire le point du méridien rectiligne par lequel

passe
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passe le parallèle moyen. Cependant toutes les fois que les coordon-
nées des angles des quadrilatères excèdent les dimensions d'une
feuille, il sera commode de transporter en outre l'origine à l'un
des angles de la feuille sur laquelle on opère , et de prendre pour
nouveaux axes des coordonne'es les lignes mêmes du cadre, qui
doivent être constamment parallèles aux coordonnées primitives.

Afin de suivre une marche uniforme dans l'exécution des tra-
vaux confiés à un gi-and nombre d'Ingénieurs-Géographes, et de
pouvoir assembler toutes les cartes particulières de ce vaste Empire,
le Dépôt général de la Guerre a posé en principe que la courbure
des parallèles serait réglée d'après celle que prend le 5o""" dont le
centre est situé sur le méridien rectiligne de Paris, pris pour axe
principal des abscisses ; parceque c'est non-seulement à la latitude
de ce parallèle moyen que le grade du méridien vaut 100000""-,
niais encore c'est parceque, relativement à la France , les distances
respectives des lieux sont à fort peu près les mêmes que sur la sphé-
roïde terrestre. De là, la possibilité de rapporter immédiatement les
opérations de détail faites suivant le système de projection orthogonale,
sur les feuilles mêmes construites à grande échelle d'après le système
de projection du Dépôt général de la Guerre , et destinées à couvrir
les planchettes employées sur le terrain. De là, encore, la possibilité de
former des cartes chorographiques par la simple réduction des levés,
à l'échelle convenue; puisque l'on conserve absolument la meine
projection, et que Ton élude les difficultés elles erreurs qui naissent
nécessairement par le passage d'une espèce de projection h une;
autre espèce.

Mode de division d'une carte en feuilles d'assemblage.

ф Il résulte de ce qui précède que l'axe des ordonnées est la t''s •
droite tangente au parallèle moyen et menée par le centre du déve-
loppement : ainsi l'axe des abscisses et celui-ci divisent la carte en
quatre régions.

Maintenant si sur l'axe des abscisses et à partir de l'origine A, l'on
porte vers le nord ouïe haut delà carte , et vers le sud, des distances
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de 5 décimètres ; puis sur l'axe des ordonnées, et à partir du même
point, tant vers l'est que vers l'ouest, des distances de 8 décimètres;
ensuite que par tous ces points de division Ton mène des parallèles
à ces axes, les quatre régions dont il s'agit seront divisées en rec-
tangles dont chacun formera une feuille de la carte. Afin d'être à
même de reconnaître la place que chaque feuille occupe dans la série,
on est convenu de lui faire porter deux numéros, l'un qui assigne
son rang dans le sens du méridien principal ou de l'axe des abscisses,
l'autre qui marque son rang dans le sens de l'axe des ordonnées ;
et pour savoir en outre dans quelle région cette feuille se trouve
située, on place ces numéros au milieu des côtés qui forment l'angle
de la feuille dont le sommet est le plus près du centre du dévelop-
pement. Par exemple, la feuille Б placée dans la région sud-est,

sera numérotée ainsi : »j j ; la feuille С qui est située dans la

région sud-ouest, aura pour notation П ~Ъ ; la feuille D qui est dans
la région nord-est, offrira cette disposition de numéros »I I ; enfin

3

la feuille E placée dans la région nord-ouest sera numérotée
ainsi j U.

s
Celte notation fort simple est due à M. Henry, Colonel au Corps

Impérial des Ingénieurs-Géographes.

formation des landes pour les levés de détail.

5. Tout ce que je viens de dire sur la division d'une carte en
plusieurs feuilles , n'est relatif qu'à la rédaction des leve's faite à
l'échelle de la gravure ; mais les Ingénieurs qui figurent le terrain
tracent leurs opérations sur des feuilles auxquelles on a donné le
nom de bandes, parcequ'elles ont ordinairement 2 mètres de lon-
gueur sur o",5 seulement de largeur. On projette avant tout, sur
chacune de ces bandes rectangulaires , un certain nombre de points
fournis par la triangulation , afin que l'Ingénieur puisse coordonner
et vérifier sans cesse les opérations de détail qu'il exécute avec la
planchette ou la boussole. Le procédé employé jusqu'à ce jour pour
placer ces points, a été celui de Cassini ; cependant à cause du peu
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de rigueur de sa méthode pour déterminer les distances à la méri-
dienne et à sa perpendiculaire (n* 7'^, Géodésie') des points fort
éloignés de ces axes principaux, l'on commence à abandonner son
système de projection, ne fût-ce même que dans la vue d'éviter l'in-
convénient dont j'ai parlé à la fin du n° 3. Il s'agit donc de faire
voir comment il convient de diviser la carte en diverses bandes, pour
y projeter les points trigonométriques selon la me'thode actuelle du
Dépôt général de Га Guerre.

Ce qui me paraît de plus naturel à cet égard, c'est de faire coïn-
cider l'angle de la bande qui est le plus près du centre du développe-
ment, avec l'angle homologue de la première feuille de la carte; parce-
que de cette manière un certain multiple de la longueur et de la hau-
teur d'une de ces bandes , formera exactement une longueur et une
hauteur de feuille, lorsque la carte sera réduite à l'échelle de la gra-
vure. En efl'et, supposons que le levé lopograpLique doive se faire au
rsi^ et se graver au -j-^V^ ; dix hauteurs de bandes feront 5m, et
quatre longueui-s feront 8m. Quand le levé sera réduit à l'échelle
de r^sWïj la feuille de réduction, qui a constamment om,5 dans un
sens, et o"',8 dans l'autre , comprendra pre'cise'ment le détail de
/o bandes.

Si au contraire on levait au -~^ et que l'on dût encore réduire
au -n^Ws» ou bien si le levé devait être au ~-^ et sa réduction
au -^~, une feuille de la carte ne comprendrait que le détail de
IQ bandes ; savoir, cinq en hauteur, et deux en longueur. Par ce
moyen il sera possible de tracer sur ces bandes , et à l'échelle du
levé, les lignes de division des feuilles ; par suite aussi les points
du canevas trigonométrique , à l'aide de leurs coordonnées.

Après ces notions générales, occupons-nous de la recherche des
formules relatives à la projection actuelle , et d'abord donnons le
développement en séries de quelques fonctions utiles.
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CHAPITRE II.

Théorie analytique de la projection précédente.

Séries fondamentales.

6. JUULER, dans son Calcul différentiel et intégral , a donné le dé-

veloppement en série de la fonction - - - , ordonné suivant les
1+71 COS 2, '

cosinus des multiples de l'angle z ; mais la théorie des exponen-
tielles imaginaires conduit au but d'une manière beaucoup plus
simple que celle employée par ce grand Géomètre. En effet, feignons
que l'on ait

~

- '-l + л cos z л + ßc^-^ a -f-

А } В, &, ß étant des coefficiens indéterminés, et с la base des loga-
(j^-i ï c-^-"

rilhmes hyperboliques ; or à cause de cos z = -- — , on a

.

-2 + 7i С c1-' + c-- 1 ) A +

et si on réduit au même dénominateur les deux termes du second
membre de cette équation , puis qu'on égale entre eux les termes
homogènes, on aura ces relations .»

Ал + Bß = ï aa + /S1 = a
Aß 4- Ba = о а/3 = n ,

«.lesquelles on obtient

.«(£*— a')=fß , /3a := i — \/j —/r , fta—/3a^ a \A — »3;
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ainsi

l
l +TICOSZ et3 ß"

Si, pour abréger,l'on fait- = «, ensuite que l'on réduise en série
, . ï — тс**~1 1—^-тпо~~~'

chacune des fractions -—p== , -,ŝ > et 9ue Гоп ai l égard à

c A « z V — i i c— ̂ .ii/^T '
ce qu'en général cos p.z = - : - , on trouvera défîniti-

vement
i i

( A). . .— r

La même méthode s'emploie avec un égal succès pour réduire en
série de cette forme la fonction log( ï +n cos г). Pour le prouver,

. . . clV/-î-4- c-^~l

SOlt encore mis ici - ~. . — — ftu 11€U de cos z , Oll auraa '
log ( ï -f- л cos z ) = log (.2 -f-nc^K^rf- nc-av^ ) — log 2 ;

et parceque l'on peut supposer que
2 _}_ nc^~'+ пс—У- = (.ot^f-, /3c«v<=r, ) (.а_|_ /Зе-^^Т ) , .

a el ß étant indéterminés •> on aura ? en développant et e'galant la
quantité rationnelle à la quantité rationnelle , et la partie imaginaire
à la partie imaginaire ,

a3 -f- /3a = 2 , aß =n;
ainsi. ' _

/~~~i - i 4 / - \ ^ J — r l — ?га

Й • . В

, , , . . , .. .
et comme en general log ( i — }-и^ = г/ -- ~~Г"5"~~ ..... j on trou-
vera, après les réductions convenables ,

(B) . . . log(i +«cosz)=log ~ + lpg(r H-wJc-K-^) -f- log (i Ч-wcr^-)

== _ Jog —~\-зК [«COS 2 — imuCOSas + }7?Z3COSS2 — ---- ],

К = о,43420448 étant le module des tables ; ce qui est conforme
au résullat auquel Euler .est parvenu,
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La fonction (i -4- я cos z y peut aussi se développer en série de la
forme A -f- B cos z -f- C cos az H- D cos 3z -f- ..... ; mais comme
nous n'aurons besoin par la suite que du développement particulier

de - - - ; , nous effectuerons ce dernier par la méthode na-
(\ + n cos г.)5

turelle , laquelle consiste à développer d'abord ( i -f- n cos z ) * par
la formule du binôme, et ensuite à changer dans le résultat les puis-
sances du cosinus de l'arc z en cosinus de ses multiples. Cependant
afin de pouvoir découvrir aisément la loi des coefïïciens numériques
du développement, nous aurons soin de n'effectuer aucune réduction
dans la formule générale

a"* ^os z^= cos /«-I-/* Cos (^ — a) z -f- -' • ^ ~ • cos (fi— 4)s

qui , comme l'on sait , exige que l'on s'arrête lorsque l'arc devient
négaùf , et que l'on ne prenne que la moitié du coefficient du cosinus
de l'arc nul que l'on trouvera si /л est pair.

Il résulte de là que l'on a d'abord

( I + Я COS Z )~ '== I -- nCOSZ+-.-;«1COSs2 -- . - . | «'

ensuite en ordonnant par rapport à cos z, cos 23, cos 3z.". r. v

-f 3 5 . 3 5.. -3 / 3 5.7.q.ii.i3 6.5.' .

5 5.7.9.11.15.15.17 8.7.6.5 g

.5

5.5.7.9.ii.i5.i5.7.6
a'.4. 6. 8. 10.12.14.2"
, 5.5.7.9.11.15.15.17.8.7
~
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ou bien plus simplement,

s-4 I— . 3.5 ... , 3.5,7.Q „* , 3.5.7..9.11.13 j>6 -ï

L 3.5.7.9.11.13.15.17 t
' a».a.à.4.4-К.б.8.8 П '

3
2тг

3.5.7 „,_1 3.5.7-9-Ч / , 3-5.7-.o-4-i3.i5 . -ï
2'.2.2.4 "*" 20-з-М-4-5 ПН~*' • « - а44-в-^8Л -J

i 3.5 , 2.5.5.7.0 . . 3.3.5.7.Д.11.13 , -]
^-^ + —. - 7-T-c n + -E - // с-с~5л ...... COS2Za-2-2-4 2 • 2- f l -4-4-6 2b.2.2.4.4.6.6.8 J

1.2.3.5.7 . 3.3.3.5.7.0.11 ,
5^̂ Ь+?^м4:Гол

1.2.3.3.5.7.9 , 3.5.4.5.5.7.9.11.1? ^

j
série convergente , lorsque n est plus petit que l'unité. Si l'on désigne
respectivement les coefficiens de ses termes par </, tf t q'y cj" . . . ,f
on aura

3

Avec un peu d'attention , l'on reconnaîtra que le terme ge'neral
du premier polynôme q de cette série est , en désignant par h le ranç
as celui que l'on cherche ,

H 5.5.7.9
"T (. i.4«.ß. ..... [2U— 2]»

et que le terme général du polynôme yw cos (i — ï )я occupant le
rang г dans cette même série, est

le signe — • ayant lieu lorsque » est pair, et le signe -f- lorsque í est
impair • et les facteurs h (A-f-i ) . . . . [г-|-Л— 3] ne devant être pris que
quand [i-{-h — 3] est plus grand que h.

11 nous sera encore utile par la suite , de connaître le développe-
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ment de la valeur de

„f*e1

procédant suivant les puissances de e. Dans cette vue , soit

A— !«{- \/i —e*=i ^-, on aura/.- = a— 4-: or par un théorème de
K, H.

M. Lagrange , généralisé par M. Laplace, lorsquejK = a-\-x<p (}'},
on a (Cale. diff'. de Laci'OÏx, tom. i, pag. 210)

^ _ . m ~ - 7; /

C emparant donc

avec la proposée
* = » - « > £ ,

on a
•— 3 •— 3 V \J J ~ Л>

parconséquent si l'on veut avoir la valeur de &", auquel cas

= A;W, on aura

t \d.f (a)_^_ i f^—l ^^ M^—3

л, ч d. f (a) i A;—l ft—3 .

.
da J . ... „ • /л — 6. ... „ • /л —

— A*- CA*— 4) (A*— 5).^ .da-
Ainsi
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Ainsi la substitution de ces valeurs dans la série pre'ce'dente ,
donne

.
l .2 j .3.3

A"
Mais à cause de k, = £, on a ̂ ^=-1; donc

^ —^-t"!^^г

Donc enfin

(D)...^=

Cette série dont le terme général est

. Л О * + OH-+Q (f*+t+a)(.«+'+5) ...... [>+0-E-5)] ЛУ°~° )
~W l i. a. 3.4. 5 . . . . (ï— ï) \2) /•

trouve son application dans les hautes sciences mathématiques (voyez
le Tom. I de la Mécanique Céleste, pag. 180).

Expressions de diverses lignes du sphéroïde terrestre,

7. Nous dénoterons constamment par

a le rayon de l'équateur du sphéroïde terrestre ; Fig. s.

b le demi-axe de révolution ;

<? l'excentricité de l'ellipse génératrice , en supposant le demi-grand
„z _ A»a" — Ъ*

axe = i , ensorte que ел = — ;

a l'aplatissement de la terre dans la même hypothèse , c'est-à-dire
A__ _

г le rayon de la terre, correspondant à la latitude vraie Л.

ЧЪ la normale au méridien, comprise entre le point dont la latitude
vraie est Л , et l'axe de rotation de la terre.

3
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л la portion de cette normale, comprise entre ce même point et te

rayon de l'équateur ;

6* la tangente au méridien, menée par le point Л, et terminée au
rayon prolongé de l'équateur ;

t la tangente au même point, terminée à l'axe de la terre prolongé;

p le rayon du parallèle passant par le point X;

y le rayon de courbure du méridien elliptique.

Il résulte de la théorie exposée au n° 74 du Traité de Géodésie,
que

(ï— e'siirY)" (i — e* sin» л)*
f _ n(t — e')tang\ ,„> a cot ̂  /,\c — ~ - : — i .......... (э;, <= - т ..... W»

(l— e'sm"\)» (j — «.«sin"*)'

ecos Л /PX a (i — ea) xov
p= - r .......... (5), >= — ̂ — — S: ..... (6)>

(l — е а 5 Ш а л ) * (i — e* sin" л)1

Л et -ф étant liées par l'équation a tang -L = l> tang Л.

Si on désigne en outre par alS la différentielle d'un arc S de
méridien commençant à l'équateur et se terminant à la latitude Л ,
on aura

dS= -̂ — .̂d— (8).
(ï — e'sin'A)»

Toutes ces formules peuvent être mises sous une forme qui les
rende susceptibles d'être développées aisément en séries : en effet
à cause de

г — е'зт'л e' , e4 / e a \ / . e* \'
COS 2Л (l )( í Ч COS 2Л I

2 a V u /\ ^a —e" /

si l'on fait pour abréger, й = -, il s'ensuivra que ea=—p—.
* ° 2 — e ' * i -f- n

e' i ,
i —— = • • - • ; parconsequent

ï —
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et par suite

-CD, <=а _. . .(40,

Quant au rayon de la terre , son expression devient , en rédui-
sant au même dénominateur, et en ayant toujours égard à ce que

COS 2Л

2

/' = a

e4 ( ï — — ] cos

ï — e1-
2

Г » _L e4'L l-"+T
-j ; coo a1- i l
^a—c» JL a J

or en faisant encore -r̂ —.-t=n3 et supposant de plus •

on aura ±4"
3

n

partant

et

an
e--f--

— a f(i+rc'cos2>0('+n)r
— U l( l-f/lCOS2?0(l+n')/

n соз ял (8').

8. Appliquons maintenant les séries du n" 6. D'abord en pre-
nant les logarithmes des deux membres de l'équation précédente
(ï'), l'on aura, à cause de la série (B),

log U = log ô H- i log (i -4- /г) — i log ( i -f- « cos 2\)

S=log ß

— jf [/w cos 2À — i те* cos 4^4- f те'созбЛ— :: ..]
+ Ä [ "i — i W' -K m3 —-. . . ]

— А" [тосоззЛ — íWcos4^H-í»í3cos6A — ---- . .].
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Par la même raison ,

» = log^4- К [m — 1 m» + ^ »г3—. . .]

— К [ m cos 2Л — i 77г" cos 4^+3 ™3 cos 6Л — . . .]

— 3Ä" [ m cos 2Â — 1 7?i* cos 4^ + i '"3 cosoA — . . .] ,

et ainsi de même pour les logarithmes des autres lignes du sphe'roide.

Pour ce qui concerne le logarithme du rayon de la terre ,
son développement en série sera un peu différent; car de l'équa-
tion (7') , on tire

— ilog( i + »') — i log (
et à cause de

log ( i -f- n cos аЛ) = — log ( i -f- 7?га )
— i m3 cos 4^+§'»3cos6A — ...] ,

et de la relation - — — — — = //г, on aura pareillement

log(i-f-7?z'a)
iK [/«'COS 2Â - ^/7г'аС054Х+^77г'3С05 6Л—, . .].

D'ailleurs on sait par ce qui précède, que rí = " a-, donc m=:n

ou 77i'=ij mais comme n est plus petit que l'unité, cette seconde

valeur de т?»' ne peut être admise , puisqu'elle rendrait la série
divergente; donc

Ч-А"[(/г— /и) COsaX— Kre»— »ía)cos4AH-| («'— 7?г3)со5бЛ— ...];

а*— Ь* а— è , , n1— ta

et puisque /г s= .,, , т?г = ——т , a cause de e" = - j— , on a
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donc enfin

+ К [(n—ni)cos 2Л — i (иа— 7/2')cos 4A+ § («3— иг3) cos 6Л — . . .]

Dans le second volume de la Méridienne , et le discours préli-
minaire des Tables du Bureau des Longitudes , M. Delambre a donné
le logarithme de /-en se'rie ordonnée , comme la précédente, suivant
les cosinus des multiples de la latitude; mais j'ai pre'féré d'en rendre
la loi des termes manifeste.

Si au lieu des logarithmes , on voulait les valeurs mêmes de ces
lignes , voici comment l'on proce'derait pour arriver encore à des
séries régulières et fort simples.

Par exemple, la valeur de % élevée au quarré, donne

a* ï + n cos 2л'

or par la formule (A) du n° G, on a

2//г3 cos бЛ-f- ..... )

__ 1 ( z — 2m cos 2X-t- am* cos4^ — 2m3 cos бЛ-f-. . '. .).

Il est évident que les expressions des autres lignes (2'), (3') , (4') ,
(5') du sphéroïde , se transformeraient également en séries de mêmes
formes que cette dernière.

Comme toutes ces transformations sont très-faciles à effectuer ,
je me dispenserai deles donner; d'ailleurs on les trouvera dans, un
mémoire de M. le Colonel Henry , que le Dépô;t general de la Guerre
va publier pour faire suite à son Mémorial , et qui offrira en outré
des recherches fort intéressantes à ce sujet. J'observerai cependant
que pour parvenir aux valeurs des premières puissances des lignes
du sphéroïde, qui ne continssent de même que les cosinus des mul-
tiples de la latitude , il serait nécessaire de suivre la méthode
que j'ai donnée au n° б , pour développer ainsi l'expression du
rayon de courbure du méridien ; mais alors la loi des coefficïens
serait bien moins simple que ci-dessus.
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II est à remarquer que les valeurs de n et de m éleve'es à une

puissance entière quelconque , peuvent être exprimées aussi en séries

régulières; car d'abord puisque n= • • _ -^ on obtient sur-le-champ,
par la formule du binôme,

et ensuite , par la méthode connue de l'élévation d'un polynôme à
la puissance p. ,

ч-
d'ailleurs

, _ 2/1п —
ou si l'on veut

7l'= ЛП I + n»- l = 2«

Il e'agit aussi de connaître la valeur générale de m^ : or on a vu

au n* 6 , que ' ~ = m ; parconséquent

Ъ

a — b 1

m
a — b \ g_T — V\_—£ __ / e Y-

— a+b . ,b i + v/Г—e« \i + i/1 — W '
1+ã

expression qui est la même que celle du numéro cité ; on a donc
généralement, en vertu de l'équation (D) ,

о. On sait par la théorie des surfaces courbes , que les rayons de
plus grande et de plus petite courbure sont dans des plans normaux
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perpendiculaires entre eux. Relativement à l'ellipsoïde de re'volu-
tion , l'un de ces rayons est évidemment dans un plan perpendicu-
laire au méridien , et les considérations géométriques conduisent à
faire voir qu'il n'est autre que la normale à ce méridien , située dans
la commune section des deux plans dont il s'agit, et terminée à l'axe
de resolution ; mais la démonstration analytique suivante ne laissera
aucun doute à cet égard.

L'équation de la surface de l'ellipsoïde terrestre est rig. 5.

* -f- й'з» =ö'Z»%

et si l'on désigne par Л la latitude du point A sur cet ellipsoïde ,
l'équation de la section , faite suivant la normale AM et per-
pendiculairement au méridien РАЕ , sera (pag. 142 du Traité de
Géodésie)

nfi , 1 — e2cossx , . 2e"cos2A - , e<cos2,\
У ~i -- ; — X*-\ -- -X = I -- — - .

-" ' - l — e'm'

Cette section est donc une ellipse dont les demi-axes a', b' sont

(, _ е-мп'л)=С. - é-cortO 1 — e-rin-л) (!—..• 00

Soit e' l'excentricité' de cette ellipse , et »' sa normale terminée
à l'axe AM. des x' : à l'origine A, l'on aura »' = я' ( ï — e'a) , puis-
que pour l'ellipse génératrice on a, dans la même circonstance,
y, = a (i — e'); et, parcequ'en général le rayon y' de courbure,
dans toutes les courbes du second degré , est égal au cube de la
normale , divise' par le quart du quarre du paramètre, on a pour la
section et le point que l'on considère ,

л'— ""> - r^.»

]>' étant le paramètre ; donc

i"> Д

y = — ;= -- т ;
a (I — e'sin'A)»

donc enfia
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ainsi la normale ТЬ de l'ellipse génératrice est en effet le plus grand

rayon de courbure de la surface terrestre, tandis que y = ° ^]~e^ 3
(l—e'sin'*)*

en est le plus petit rayon.

io. Afin de pouvoir évaluer numériquement toutes les se'ries
précédentes, il importe de connaître les axes de la terre. Les détails
dans lesquels je suis entré à ce sujet, dans mon Traité de Géodésie,
ne laissent , je crois, rien à désirer; cependant la méthode que j'y
ai exposée pour déterminer l'aplatissement de la terre n'étant réelle-
ment qu'approximative, je vais, à 1 instar delà Commission des poids
et mesures de France, employer à cette détermination les arcs entiers
de méridien, au lieu des longueurs seules des grades moyens pro-
venant de la mesure de ces arcs ; et je parviendrai aux résultats
mêmes que cette Commission a obtenus , et dont elle a rendu
compte à l'Institut , par l'organe de M. Van-Swiudeu. Voyez le
l'apport de ce savant, inséré parmi les Mémoires de cette Société,
tom. II, pag. 45.

L'équation (8') étant intégrée entre les limites Л et Л', considérées
comme les latitudes des extrémités de l'arc A , on trouve, à cause
de la série (C),

4-i-sina(X—X') cos 2

— ysin 3(X—X') cos 5 (X-f-X')

Pour un autre arc A' compris entre les latitudes Л, A', on a pareil-
lement

у (Л — Л')— 7 ' sm(A — A ' ) c o s ( A - f A ' )

— sin 2(Л —Л') cos з(Л-(-Л')

— Çsin3(A— .A'

Dans la vue d'abréger la notation, soit
x — x' = <p , х + х ' = Ф,
A — Л'= <р' , Л + Л' = Ф',
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alors les deux équations précédentes seront

(M)

A = — (l-f-и)1 \qÇ /sin <p COS Ф -h — sin 2<P С052Ф

I <7W •

A' z= — CI~Í"A)* шС>'—/sin <p'cos Ф'-|- — sin ap'cos аФ'

(

Avant d'en déduire une relation entre les quantités connues et les
puissances de l'excentricité, mettons pour </, (]', (/', q", leurs valeurs
en e1, en bornant toutefois l'approximation aux termes en e^ : or ,
par ce qui précède ,

e» , e* , e*
я = - + -j , donc «* = -7 ;

ainsi on a

Substituant ces valeurs dans les équations (M) , il vient

A =rCl+n)1](I + S7<?') Ф —Д*Ч--^>трсо5Ф

2Í128'-f- —õ е< sin 2Ф cos

-f e4 Sin 2<J>' COS 2Ф'
120

et soit encore, pour abréger,

7Г

20O
—A'<$ ) = M, A sin <p' cos Ф/ — ^' siu ф cos Ф = Лт ,

A sin 2<р' cos 2Ф' — A' sin aip cos лФ = P t

on aura , en divisant les deux e'quations ci-dessus l'une par l'autre ,
et rétablissant l'homogénéité ,
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d'où l'on tire aisément, en résolvant cette équation du second degré,
ou par le retour des suites ,

APPLICATION. Suivant les opérations géodésiques de Delambre
et Méchain ,

^=55i584l,j2, Л =56706944, Л' =45958281 (boréales);

et suivant celles de Bouguer,

.f=i76897',4, A= oc,o465( boréal. ), A' = — 3u,4ï70 ( austr. ).

Il suit de là que

<p = X — Л' = io°,748663 , Ф = Л -h X' = юз6 ,6652a5 ,
< р ' = Л — Л'= 3,4633 , Ф'= Л + Л' =— 3,37o7í

d'ailleurs

-тг étant la demi-circonférence d'un cercle dont le rayon = ï
ainsi on a

= 1910303,360776., A'q = 1901410,5381762 ,

= 44,46411 3,

M =1 39,688i328,

í in ф' COS Ф' = 29950, II 2602; A' 8Ш<рСО8Ф =—1244, 101724

A sin 2^'cos аФ'гзбдббо, 1 1 8o656 , ^'sin acp cos аф=

jP= 1 1 796 1 ,025702 j



DU TRAITÉ DE TOPOGRAPHIE. ZJ

de plus

Jf- g ^ + ;>= 9209,45806;

ensorte que le premier terme de la valeur de e* est

= 0,0069706841 ,
le second terme = 0,0000033889,

le troisième = о,ооооооооЗб

donc e* 5=5 0,0059739766.

Mais l'aplatissement de la terre ,

e t = i — (x— е«)'=^ей + Je« ̂ - .-.

donc

Concluons de là que les mesures ge'odésîques de France et du
Pérou, combinées enlre elles, donnent le rapport des axes égal
, 335
fi 334'

Ce rapport étant une fois trouvé, on peut calculer la longueur
du quart du méridien ainsi qu'il suit.

La formule

eny faisant Л =100° , devieut, à cause de S=Q t Q e'taut alors
le quart du méridien ,

on a d'ailleurs

A = - (i+»)' C<7<P~/ s« <p cos Ф -f- ~ sin 2<p cos а
л о" í '
J — ^- sin 5<р cos ЗФ\

ainsi , divisant ces deux équalions Tune par l'autre , réduisant e»
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série , et s'arrêtant toujours aux termes en e4, il vient, à cause de

iooc A

zq

— . 3 " * , sin 20 cet
laS <р

g 4 s'n> • P в"5' •ф

formule qui, étant préparée pour le calcul, se change en celle-ci

il— . 5.200/ . .' ï Л . . « iS.aoo/ „ ,' 1 Л .
( e*-\ — e4 ш\ 2 / cos

Н~тг w'ip1

el qui est précisément la même que celle à laquelle M. Delambre
est parvenu par une autre voie ( pag. 676, lom. Il de la Base du
uj stèine métrique}, et que j'ai déjà donnée (pag- i5a, Géodésie").

Supposons, pour application , que l'on veuille calculer la valeur
de Q , en partant des mesures exécutées en France, et prenant pour

aplatissement a = ~ , auquel cas e1 = „J = 0,00697068 , et
OO^j. (^OU^J

log с" = 7,77665289 ; on trouvera

le icr terme sous la parenthèse... =: 1,000000000
le 5e terme,

le 4« s

Somme.
et le 2" terme

0,000008192
o,ooooooo35

1,000008227
- 0,000187349

Ainsi le facteur sous la parenthèse = 0,999820878 ;

et comme Л = 55i584',72, il en résulte que

Q — 51307 Bg'jôgos, ou en nombre rond, Q = 5150740'°''.

C'est ce résultat même que la Commission des Poids et Mesures
a obtenu ; ainsi le mètre ,qui est la 10000000""" partie du quart du
méridien, = .443'1£,2g6. Cette longueur du mètre définitif est en effet
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celïe qui est consacrée par les lois françaises : cependant d'après ce
tju'on lit à la page 169 de la seconde édition de l'Astronomie phy-
sique de M. Biot, les derniers résultats de . M. Delambre diffèrent
un peu de ceux de la Commission ; puisque, selon ce célèbre
Astronome, il résulte de la combinaison qu'il a faite lui-même
des arcs de méridien mesurés à l'équate.ur et en France, que

l'aplatissement de la terre est g* 65 au lieu de ~. Соште l'on

verra en détail, dans le troisième volume delà Base du Système mé-
trique, les raisons qui l'ont engagé à modifier les élémens des calculs
précédons , je me bornerai à dire } suivant les renseignemens qu'il
vient de communiquer au Dépôt de la Guerre, qu'une révision
sévère des calculs de l'arc mesuré par Bonguer et Lacondamine , et
de ceux de l'ave compris entre Dunkerque et Barcelonne,a fait
sentir la nécessité d'augmenter de 3yi f toises la valeur précédente
du quart duméridien. Quoi qu'il en soit, c'est toujours au'mètre légal
qui est représenté par une règle de platine soumise à la température
de la glace fondante , et dont la valeur est de 443Hfj296 de la toise
du Pérou, prise à i3* du thermomètre de Reaumur, que l'on doit
rapporter , comme par le passé, toutes les mesures géodésiques.

b" 3-
Maintenaht de l'équation v = ;/(»-HO*9-i•*•,.-*•. étant toujours

la demi - circonférence d'un cercle ayant l'unité pour rayon, l'on
-tir«

20„ — —3 .

mais

e1 c^ 'C6 e^ ï

•en se bornant aux termes de l'ordre ce ; partant

2() / , ï 7 i5 ,
я r= —- ( ï -j— Ê' -[—L. ei _J П. e°. . v

w V, 4 '64 ' s5b
et

5i l'on fait Ç = looooooo""1', et (jii'o.n emploie Га
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on aura, comme je l'ai déjà trouvé(pag. i36 du Traité de Géodésie^

a s=s 6375739", log. a = 6,8o453o5o8 ,
b = 6356649m, log. b s= 6,8о32з83о5,

et par suite ,

log y = 6,803877927 — 0,00195 3348o cos aX
-f- 0,00000 i4645 cos 4^
— 0,00000 000144 c°s 6л.

log 7Ь ou log y = 6,8o5i8n363 — o,ooo65 11160 cos z\
-{- 0,00000 04881 cos 4^
— 0,00000 000048 cos 6л

log г = 6,8o388o856 -f- o,ooo65 1 1 1 3 1 cos z\
— 0,00000 14642 cos 4^-
-|- 0,00000 оооЗзЗ cos 6Л.

La méthode par laquelle je suis parvenu à réduire ainsi en
séries procédant suivant les- multiples des cosinus de la latitude ,
les logarithmes des diverses lignes du sphéroïde terrestre , est sur-
tout usitée en Astronomie , et dans tous les cas où elle peut rendre
les intégrations plus faciles , ou bien lorsque Ton veut calculer les
termes d'une série convergente , indépendamment des tables de lo-
garithmes. Mais Temploi de ces tables permet de développer tout

simplement les fonctions - - - et log (ï -f- n cos z) en sé-
(i -f- n cos ъу

ries procédant suivant les puissances des cosinus de l'angle z ;
parceque l'évaluation de leurs termes ne se fait pas avec moins
d'exactitude. On pourrait , par exemple , calculer la valeur du
logarithme de la normale Tb [>• 7 , équat. (ï')], à l'aide de la
série suivante,

ou même de cette autre

log U =log a -f- i K (e* sin'X + ^ sin<X -f- ̂  sin'A -f- • • )

qui dérive de l'équation (ï) du numéro cité ; cependant il importe
de choisir parmi les séries d'une même expression., celles qui con-
vergent plus rapidement,
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Voici quelles sont les dimensions du globe terrestre que M. Biot

donne d'après M. Delambre.

Piayon de l'équateur. . . л = 3271864' = 6^&-]Цп

Rayon du pôle ....... Ъ = 3a666i ï1 = 6366745"

Aplatissement ...... ?—- = _ * „„.r a 3o8,65

Suivant la théorie de la lune , cet aplatissement = ~ ; et en com-

binant la longueur de l'arc mesuré récemment en Suède avec celle

de l'arc mesuré en France , il est de g — j '• on vo^ donc que ces

résultats se concilient à merveille.

formules pour calculer les coordonnées rectangles de divers points
de la projection, et trouver dans laquelle des feuilles d'une carte
Se U'Ouvcnt ces n

ii. J'ai observé, ne 3, que le tracé de la projection du Dépôt
général de la Guerre s'effectuait beaucoup plus commodément à
l'aide des coordonnées rectangles des points d'intersection des méri-
diens et des parallèles; il s'agit donc en ce moment de résoudre еда
problème général :

Etant données la latitude et la longitude d'un point du sphéroïde
terrestre supposé de révolution , trouver sur la carte les coordonnées
rectangles de ce point.

Soit s«r cette carte , ^Cle premier méridien représenté par une ï 's-4-
ligne droite , AK le moyen parallèle, m le point dont on demande
les distances aux axes rectangles CX , CY. Soit en outre im le paral-
lèle de ce point , С son centre , Л la latitude du point A situé sur le
moyen parallèle, и l'arc ЛЬ égal à la partie correspondante du mé-
ridien rectifié , et L la latitude du point b.

L'expression finie du rayon ÇA de la projection du parallèle
moyen, est, d'après ce qui précède ,

í Sr
( 1 -f ttCOSU?, )*
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et celle du rayon Cb =R de la projection d'un parallèle quelconque
bm , ett

ou а
(ï 4- n cos ал)"

dans laquelle

a- =

mais pour la carte de l'Empire Français , la latitude du parallèle
moyen étant de 5o°, on a X = 5oG, et par suite

de'veloppant en série, il vient
4i 1-3. 5

de sorte que le terme géne'ral est

1.5.5. 7.... . . .(ai — 5) /е\'с'~°
"*" a ' 2,3.4 ......... (i — O W ;

mais d'ailleurs cette valeur de í n'est autre que celle de la normale ТЪ
menée par le point dont la latitude Л = 5ocj donc

log t =6,8o5 180648 et г = 6335290".

Dans la même circonstance , Л — L = 5o° — L ; soit donc
5oc— L = <p, on aura., en prenant ф en parties du rayon,

parcequ'en géne'ral sin (юс— aZ)cos (loo-f-aZ) = — i «in4 (5o — Z).

On suppose , dans cette formule , que ff est austral par rapport au
parallèle moyen; s'il était boréal, ф serait négatif ou égal à L — 5o ,

et
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alors on aurait, abstraction faite du signe de' ff ,

Exprimant les coefficiens ^ , ~- , 2-, . . . . en fonctions de e , et pous-

sant l'approximation jusqu'aux termes en es inclusivement , ou
obtiendra donc pour la re'gion australe,

tr— iooooom<p —
et pour la région bore'ale ,

cr= lOoooo^+sSôaSVtesin^p— i 3m,4i sin 4<p— om,o3i sin'Sp— Г7Г?

<p e'tant pris en grades.

Il résulte de cette dernière hypothèse ;

R = í — о- = 6385290"1 — cr.

Maintenant , soit ^ la longitude du point du sphéroïde dont M F

est la projection , cette longitude e'tant comptée du méridien recti- 'S

ligne de la carte ; et G l'angle que les deux rayons CM, СЛ font
entre eux : on aura d'abord la longueur de l'arc £M^= s, par la
formule

_ QT ( i + rc)aco
-\ь ' 2OO *1

_ QT ( i + rc)acosZ. p
' "~~ 'r ï Т-\( ï +к coszL)

puisque le rayon du parallèle passant par la latitude L est

_ a cos L . f l -f- nf
p — -- r.

( l + ;i COS 2Í,)1

Ensuite , à cause que lês amplitudes de deux arcs de même lon-
gueur sont entre elles réciproquement comme leurs rayons , l'on a

( ! -j_ II COS zL )*

d'où

(H) ..... e=££2iMl±4 = r cos Z . -
Д(1 -f /zcossZO* Vй
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ТЬ étant la normale relative au point L , ou le rayon de courbure
y' de l'arc perpendiculaire au méridien à ce même point. Si donc X
et Y sont les coordonnées rectangles CP, PM du point M , comp-
te'es du centre des parallèles , on aura

Pour une longitude // autre que p t on aura de même, en dési-
gnant par б', .и', ЛГ', Y' et L' ce que deviennent respectivement
fl, Л, ЛГ, Г et £,

et
^' = Л' cos 6', Y' = iî' sin 6'.

Aim d'éviter l'emploi de trop grands nombres pour représenter
les coordonnées des points de la carte, j'ai déjà dit que l'on plaçait
ordinairement l'origine au point A , centre du développement; ainsi
en désignant AP par x , et remplaçant Y par y, afin d'établir plus de
symétrie dans la notation, l'on aura

x,

et parconséquent

Л4-0- — ж = ,
d'où

x = or •+- Л ( ï — cos б ) = a- -f- a/Zsin" i о
= г — Л cos 6,

ou plus simplement

sin о

les coordonnées rectangles , à partir du centre du développement,
sont donc

x = t — R cos 6 , J' = R sin ô,
ou

oc = cr -f- y tang \ 6, }' =• R sin ô.

Si Г origine des axes était transportée -à l'un des angles d'une
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feuille (n° 3 ) , que l'on désignât par x^ , j'(0) l

es coordonnées de Fig. s.
ce point, rapportées au centre A du développement , et par x' y y

1

celles d'un point quelconque d.e la carte , comptées de l'angle dont
il s'agit , on aurait en général

У =J —

Or d'après cette convention que les cartes doivent avoir om,5 de
hauteur sur om8 de longueur, xlo) sera un certain multiple de om,5 ,
et JGO un certain autre multiple de om,8; de sorte que l'on aura

хы = om,5 . p , jco = on,8 . X ,

/л et /л' étant des entiers , et £, £' des quantités tcquuitoea^at plus

petites que l'unité. Il suffit donc dans les applications , pour con-
naître /* et ^ь', d'oblcuh- Dcwlcij.ici.il la partie etitière des quotiens

X . V- g j ^L _ _
o,5 Oj8'

Jusqu'à présent j'ai implicitement supposé que la carte à .cqns.i
truire devait être à l'échelle de ï pour ï ; mais comme en ge'ne'ral elle

doit être dressée à l'échelle de i g étant un nombre entier, il :est
ë

évident qu'il est nécessaire que toutes les quantités qui constituent
les valeurs des coordonnées d'un point, soient multipliées par la

fraction - , excepté toutefois les valeurs de xw et j'c<0 qui sont

absolues ,Ь puisqu'elles sont indépendantes de l'échelle de la carte.
De cette manière, le rang qu'occupé, dans la série des feuilles de
la carte, celle qui contient le point à construire, sera déterminé par
les deux nombres entiers fb + i, /+ ^ le premier , ainsi qu'il est
dit , n° 4 , s'écrira au milieu de la hauteur de cette feuille , et le
second au milieu de sa longueur.

Telles sont les formules qui donnent les coordonnées rectilignes
d'un point quelconque de la projection. Les calculs seraient extrême-
ment pénibles et fastidieux , s'il fallait toujours avoir recours à ces
formules pour déterminer tous les points d'intersection des projec-
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tions des méridiens et des parallèles trace'es de décigrades en de'ci-
grades ; mais heureusement qu'en pareil cas les méthodes d'inter-
polation sont d'un grand secours. M. Plessis, Capitaine au Corps
impérial des Ingénieurs-Géographes, qui est charge', depuis environ
deux ans, de dresser des tables relatives à la projection actuelle ,
s'acquitte de ce travail avec beaucoup de zèle et d'intelligence. Ses
tables déjà fort avancées , malgré leur immense étendue , et dans
lesquelles on trouvera immédiatement les coordonnées de 80000
points , seront infiniment précieuses pour la Topographie, en ce
qu'elles réduiront le tracé de la projection d'une carte à une
opération purement mécanique , et pourront servir pour toute
portion de zone dont le parallèle moyen passerait par la latitude
de 5oG, qui serait bordée dans un sens par deux méridiens ayant
40° de différence en lougitvide , et dans l'autre sens, par les parallèles
des 5oi;'lbc et yo'6"10 grades. En attendant la publication de ces résul-
tats , l'on trouvera dans le mémoire de M. Henry, cité page 21 ,
des tables subsidiaires que cet Ingénieur a calculées dans la vue
de diminuer beaucoup le calcul des coordonnées des points d'une
carte comprise dans les limites dont je viens de parler : on verra
au chapitre III que j'ai rempli le même objet.

12. Voyons maintenant comment l'on peut résoudre le problème
inverse, c'est-à-dire, déterminer la latitude et la longitude d'un
point de la carte , dont on connaît les coordonnées rectangles X , Y.

D'abord des équations

l'on lire sur-le-champ

lang Ö = ^

et au moyen de l'angle 6 connu , l'on déterminera R par l'une de
Y x

ces deux formules А=-г— т ou R = — -; puis à cause de /?== t — <r

on aura
c- = t — R — 63S52gom— R;

ensuite la formule (G) , en supposant que y soit boréal , pourra être
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transformée en celle-ci

;= <p -f-
У 1ООООООО"

ou
z = <р -+- .#<?* H- C<p» -f- £><p* ...... , c

série qui sera nécessairement convergente , attendu que Гаге <р est
fort petit pour toute l'étendue de la carte. Alors , par le retour des
suites , ou aura

<p = A'z + B'ï -H C'z?+D'tf+ .....

Ici <p sera donné en parties du rayon pris pour unité ; on le conver-
tira donc en grades _, et ensuite on aura

£ = 5ос + ф.

Telle sera la latitude du point que l'on considère. Mais il est un
moyen plua dJiccL et pluo cicigcuii «.l'obtoniï^ ia valeur de l'angle Ф
en se'rie ordonnée suivant les puissances de l'arc. <r : en eifet,par
le théorème de Taylor , on a en général , en désignant par Л et L
les latitudes des extrémités de <r9

les valeurs des coefficiens différentiels étant déterminées pour

to cas où ,= o. Or, à cause de (g) = ̂ ~^f = Д ,;

(fo — a -- ; = y't on a , tout calcul fait,
( ï— е=вш2л)г

ff SaVsinaX . aVTcosax
* = -- * -'

е а шш*.ил / 5

ou en rejetant les termes en e4 et réduisant en grades ,

in 2\ оУсоз'ал

к représentant la demi-circonfç'rence d'un cercle dont le rayon esl
l'unité.
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Au surplus, puisque, pour la carte de l'Empire Français,X=:5o%'

cette série se réduit à
200 ff

v y 4 íín l" Ifyy' '

y et 3/ étant les rayons de plus pelite et de plus grande cour-
Lure de l'ellipsoïde à cette même latitude , rayons que j'ai res-
pectivement désignés par rei /''(pag. 23, Traité de Topographie}.

Bien entendu que si cr était austral par rapport au moyen paral-
lèle de la carte, on aurait, abstraction faite du signe de <p,

9.CO (Г . Э l

ir "y 4 sin '

Mais, pour les besoins ordinaires de la Géographie, il existe un
procédé graphique suffisamment exact, extrêmement simple, et
qui remplace avec avantage la solution précédente. Voici en quoi
il consiste :

Par le point donné sur la carte, où je suppose que les méridiens
et les parallèles sont tracés de décigrades en décigrades , auquel cas
les quadrilatères formés par ces lignes sont sensiblement des paral-
lélogrammes , on mènera deux droites respectivement parallèles
aux cole's de ces quadrilatères divisés en centigrades , et l'on con-
naîtra , h l'aide des divisions dont il s'agit et de la graduation
marquée autour de la feuille , la latitude et la longitude du point
donné.

Si le quadrilatère dans lequel est renfermé ce point ne pouvait
pas être réellement assimilé à un parallélogramme, les deux droites
à mener dans le sens des parallèles et des méridiens devraient con-
courir avec ces lignes : du reste la latitude et la longitude cherchées
s'évalueraient comme dans le premier cas. Celte opération est trop
simple pour qu'il soit nécessaire d'entrer dans de plus grands détails ;
cependant j'observerai encore que l'usage du compas de proportion
dispense de diviser effectivement les côtés du .quadrilatère en parties
égales.



DU TRAITÉ DE TOPOGRAPHIE. 39

Détermination des angles des quadrilatères formés , sur la carte 3 par
les méridiens et les parallèles , et recherche du rayon de courbure
d'un méridien quelconque.

i5. Soit В M тт. parallèle et Л/П un me'ridien quelconques de la Fi? (i

carte. Si par le point M d'intersection de ces deux courbes , on
leur mène respectivement les tangentes Mil, MT, l'angle HMT 9

dont l'ouverture est tournée vers l'axe des X et le centre С des
parallèles , sera celui qu'il s'agit de déterminer : or le rayon CM
du parallèle В M. étant perpendiculaire à la tangente Mil , il suffit
de connaître la valeur de l'angle TMC=u , qu'il faudra parconsé-
qucnt, pour le cas delà figure , retrancher du quadrant ; ainsi

angle HMT = ï ooc — гг.

D'un autre côte, le triangle rectiligne M^T donnant ы = -ф — 9.
on a

. tans; 4- — tanç Вtang и — -2-Е — - _ •— -- — : - _0 i +tang4 t a n g a '

d'ailleurs MT étant la tangente à la courbe Л/П dont les coordon-
nées de ses points sont généralement

dX = dR cos â — JR. JO sin б

dY = dR sin fl -h Д rffl cos 6 ,

et à cause de lang -ф = , ЙЛ = Í/«T , il s'ensuit que

Лги
lang м = -зр

Pour avoir ensuite une valeur de lang и délivrée de différen-
tielles , on voit qu'il n'y a qu'à différencier l'équation ( H ) ; cax"
il vient

fí (1+71 cos al-)*
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vu que plus la latitude L augmente, plus l'angle 0 et le rayon'R
diminuent ; mais

-,T dff. ( i + n cos aZ, )2

aL = j- ,

donc

donc eniïa

tatig u-=.p sin Z — 6 = p [s in L — Г -=Л cos L l ,

ou plutôt pour l'homogénéité ,

(К) .... tang и = - (p sin L — ô ) ,
2OOG

lorsque p et 6 sont donnés en grades.

Il est facile de prouver que l'angle и est nul pour tous les points
du parallèle moyen d'une carte quelconque ; en effet lorsque
L = A , on a

' L i
n _ ар cos Л. (i + 7t)" _ a cot л.(1 -t-rc")1

О— т, t --- j,
í ( l + 7Í COS 2Л) " ( I 4- Л COS 2Л )*

parconséquent
n p cos л. • .
б = - - = p sin. Л :

cot л Г )

mais alors p sin L = ^ sin Л , donc u = о.
Il est en outre facile d'assigner le signe de и pour les régions bo-

réale et australe dont le parallèle moyen forme la limite commune ;
car lorsque L = о , on a

7Г9
tansr M = -- -,

0 200

и est donc négatif: ainsi dans toute l'étendue de la re'gion australe,
l'angle HMT-=. iooc — и est plus grand qu'un quadrant. Dans celle
du nord, au contraire, cet angle est plus petit.

\4- Avant de rechercher l'expression du rayon de courbure de
la projection d'un méridien, voyons quelle est celle delà différentielle
d'un arc í de cette projection .- or l'expression générale de cette

différentielle
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différentielle étant
ds

on trouve , en y substituant les valeurs de dX et dYt

= dR

cl puisque dR = dcr, on a
т _

On 'doit conclure de cette équation que si l'angle и était inva-

riable, l'on aurait en intégrant, s = - <7 sans constante , puisque

5 et (7 sont nuls à la fois ; mais cet 'angle variant très-peu d'un
point à un autre fort voisin , il s'ensuit que les petits arcs de mé-
ridien très-proches les uns des autres , conservent sensiblement,
sur la carte, les mêmes rapports que sur le sphéroïde terrestre , et
y sont à fort peu près reclilignes. Donc une petite partie d'une ligne
géodésique quelconque est très-peu alte're'e en projection.

Comme il n'est pas possible d'inte'grer rigoureusement J'équa-
fí" •

tion différentielle ds = ^^, voyons du moins si dans quelques cas'

particuliers elle est susceptible de se présenter sous une forme
commode pour l'intégration par les séries. D'abord, en prenant
l'équateur même pour moyen parallèle de la carte, on a te о ; alors t
et R sont infinis, la valeur de ô est nulle , et l'on a

tang M = p sin L ,
d'où

COS Ы =

et
и = p sin -Z — f pssia3L -i- i pBsm5L — ---- •

ou, pour l'homogénéité, et en désignant les gradespar G,

= » sn - — s1 \200/ 3 \200

6



4a: SUPPLÉMENT AU II* LIVRE
3.

i J b* / l + и V JT , , , , ,
ensuite, a cause de a<r = — ( • , -^.cosa^) "Ь, la valeur precedent«

de í/5 devient

Or, pour ce cas particulier, tous les parallèles de la carte deviennent
des lignes droites , comme dans la projection même que Flamstéed
a employée dans son Mitlas Céleste. Le moyen de faire convenir
nos formules à cette dernière projection, est de supposer а = й,
ou n = о ; ainsi, pour la sphère , on a simplement

ds = adL Vх ï -r-p'siii'Zv et s = afdf, ( ï +

Cette intégrale dépend nécessairement de la rectification d'un arc

d'ellipse ayant pour demi-axes a et a \/i H-/?1; car si l'on prend
, . • r i f t j dx\/a'—ë'x*une abscisse x-=. a sin L , la formule ds =.— - qui exprime

V/n'— ж» n r

la différentielle d'un arc d'ellipse dont les demi-axes sont a et Ъ ,
s'identifiera avec la précédente en • faisant les substitutions conve-
nables. On- peut voir dans les Mémoires de l'Académie des Sciences ,
pour l'anne'e 1786 , pag. 621 et suivantes, comment M. Lcgendre
obtient l'inte'grale dont il s'agit, en série convergente, quel que soit
d'ailleurs le rapport des axes de l'ellipse.

Je ne m'arrêterai pas à prouver que, dans cet e'tat de choses,
on a

# = <r = aL et y = s; = ap cos L ,
Ou plutôt

x = a — L ,. y == s, = ap -^— cos L ,
2CÛ ^ . ' 200 *

= IOOOOOmi, = 100000я/? COS L ,

lorsque L ei p sont données en grades.

ï"»s-7- i5. Maintenant soit Ç le rayon de courbure cherché , et v l'angle
formé pa? deuxirayons de courbure consécutifs. La théorie connue
donne

v. ds
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mais v est évidemment la. difïe'rentieHe de l'angle que le .rayon de
courbure £ fait avec l'axe des abscisses , angle qui est e'gal à
xooc—•^= iooc— и — ô; on a donc

* d s r f j r

—
— cos u.d (u 4- O '

d'ailleurs à cause de tangi/ = p sin Z — 6_, on-obtient, en faisant
attention que и et L augmentent pendant que ô diminue,

d.(u-}-Q)z=du—dô et du—d§ =.du cos*« cos LdL—d& sin'w;

s.
-, , JT d<f f i — e'sin'Z,)1 ,л dr
de plus, parceque dL = —>Q f ..í—} dv = ~ tangw, on trouve

après les substitutions,

У __ Ru (i—e s )
С — ' 7/

a ( ï — e5) sin3« — J\p cos L cos'u ( i — e'sin" £,)»

Pour tousles points du parallèle moyen de la carte, гг= о et Z=X •
l'expression précédente se réduit alors à la suivante

f,— /te ( i _ e « ) -V

— fip cos л ( t — e'sin3/,. )* —P созл '

j/ étant le rayon osculateur du me'ridien elliptique à la latitude X.
De là il est aisé de comparer entre elles les courbures des parallèles
et des méridiens.

Méthodes pour déterminer les points d'intersection des méridiens et des
parallèles avec les lignes du cadre.

16. L'équation d'un parallèle est, en prenant le point С pour ori- Fis, G
gine des coordonnées .

Za+F1=^1;

mais, par ce qui précède ,

X— t — oc = t—x^—tf et Y =/-КГм :

cette équation devient donc, eu faisant t *- #c°) = 'м з Pour
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abréger,"

Soit en général

l'équation d'une droite parallèle à l'axe des y' ou à la base du rectangle
qui représente une feuille : alors les coordonnées x'}у' du point
d'intersection de ces deux lignes seront

oc' = a> et y = — jrw d=

Relativement à la carte de France , les intersections avec les bases de
la feuille se détermineront en faisant successivement , dans la valeur
ci-dessus dey, x = om,5 et or =o : si celte valeur est imaginaire,

le parallèle ne coupera aucune des bases dont il est question. Dans ce
cas, soit

Г équation d'une droite parallèle à la hauteur de la feuille , on aura
généralement

Les valeurs particulières de x s'obtiendront en faisant successivement
dans cette formule, y = om,S et y = о : ce qui est de toute évi-

dence. D'après la fixation préalable des sommets des angles des
quadrilatères formés par les méridiens et les parallèles, on jugera
sur-le-champ laquelle de ces deux formules doit être employée.

11 est inutile d'observer qu'il faudra multiplier par le rapport - de

l'échelle, les élémens R et t de ces mêmes formules, afin de les
avoir en parties du mètre réel : de cette manière les valeurs de f.
et x seront elles-mêmes absolues et pourront être portées immé-
diatement sur la carte. Cependant lorsque la courbure des paral-
lèles sera insensible dans l'intervalle d'un méridien à un autre ,
comme dans la figure 8 , on pourra tracei' de suite la portion- de
parallèle qui doit couper les lignes du cadre, en l'assujétissant à faire
avec le méridien , un angle égal à celui du quadrilatère à former :
cet angle sera donné soit pour la formule du n° i3, que l'on peut
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réduire en table, soit par l'un des quadrilatères déjà construits dans
l'intérieur du cadre de la feuille, et le plus voisin de celui dont il
est question.

Les projections des me'ridiens e'tant en ge'néral des courbes trans-
cendantes, la solution rigoureuse du problème actuel serait extrê-
mement compliquée ; mais il est heureusement permis, dans celle
circonstance, de considérer ces lignes comme des courbes du genre
parabolique, et de faire usage des méthodes d'interpolation, pour
trouver leurs points d'intersection avec les lignes du cadre de la
carte. Parmi ces méthodes, je choisirai celle que M. Lagrange a
exposée dans ses Leçons aux Ecoles Normales, parcequ'elle est
fort simple et qu'elle se prête aisément au calcul logarithmique.

D'abord si dans toute l'étendue d'uue feuille ayant les dimen-
J [

sions prescrites par le Dépôt général de la Guerre, les méridiens
ont une courbure insensible , on pourra sans inconvénient les assi-
miler à une liirne droite -, et pour lors, si l'on ne connaît que deux
points d'un méridien, la théorie des lignes proportionnelles sera
applicable à la solution du problème proposé , toutes les fois que
ces deux points seront trop près l'un de l'autre pour pouvoir donner
avec assez de précision, la direction de la droite qui les unit. Dans
tous les autres cas, voici comment on procédera :

Soient xt 7, ; хл ул ; x3 y3. les coordonnées des points
Д/, Л/а Л / з . . . . . de l'un des méridiens de la carte, et comptées
de l'angle le plus voisin du centre du développement ; points qui
représentent les intersections des parallèles avec ce méridien. Soient
en outre x y les coordonnées d'un point quelconque de la

courbe Л/....Л/3. Cela posé, on a , parla méthode de M. Lagvange ,

A , В, С. . . . étant des coefficiens dont les valeurs sont

r^i — X* ) ( -V, — .Tj) (A', — ^4 ) - . .

( •£„ — -т, ) С a:^ — x3 ) ( -r^ — л-4 ) . . .

" ( j:a Л', ) ( Л-î Л'З ) ( .»-а ^ ) . . .

С ~ (а;3 — аг.) (.г3— -r» J.("•'':, —-г, )•••"
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( Voyez la seconde édition de mon Recueil de Propositions de
Géométrie , page 218, ou le Calcul différentiel de Lacroix).

Il sera toujours suffisant de n'employer que trois points ; deux
dans l'intérieur de la carte, et un au-dehors : alors on aura sim-
plement

Л (о?,— *-0(л,— х3) ' " (х<-х№л—ха я (xj-

et lorsqu'on fera о; = о , cette valeur se réduira à
*

L'application de ces formules demande qu'on ait égard aux signes
qni doivent affecter les coordonnées des points connus. Si les mé-
ridiens coupent les hauteurs de la feuille, il faudra, dans ces deux
formules , changer^ en x, et vice versa, et faire ensuite y = om,8
dans la première, où maintenant -^„ = om5, en vertu de la conven-
tion établie. Cette métnode qui a toute la généralité désirable, et qui
est d'ailleurs fort courte, pourrait aussi être adoptée relativement
aux parallèles. Au surplus, quel que soit le procédé qu'on emploie,
il importe de tracer les méridiens et les parallèles avec beaucoup de
soin et de précision, afin qu'après l'assemblage des feuilles, on
n'aperçoive ni rupture ni rebroussemenl dans les lignes qui doivent
se réunir et former des courbes continues. Il est vrai que cette con-
dition est bien difficile à remplir pour la gravure , parceque le retrait
du papier, après l'impression , ne se fait pas toujours également pour
toutes les feuilles ; aussi lorsqu'on veut parer à cet inconvénient
le plus qu'il est possible , a-t-on soin d'éprouver d'avance le papier
destiné à la gravure de la Topographie.

Méthodes pour projeter, sur la carte, un triangle dont la projection
de la base est connue.

ï j. Première solution. Pour résoudre graphiquement ce problème,
je supposerai que les projections des côtés d'un triangle sont sensi-
blement des lignes droites ; et que les quadrilatères formés par les
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méridiens et les parallèles de la carte , peuvent être considered
comme des parallélogrammes ; hypothèse qui se vérifie dans la
pratique : or, soit M Ja projection d'une des extrémités du côté Fig g

connu MN clans le quadrilatère ABCD; on projettera d'abord ce
point M dans le rectangle ABC'ГУ ainsi qu'il suit.

Par le sommet de l'angle Z> et par le point M, on mènera la
droite DK , puis l'on joindra D'K, et ayant mené MM' parallèle-
ment à AB, le point M'sera, dans le rectangle АТУС'В, la projection
du point M.

Soit N la projection de l'autre extre'mité de la base du triangle
proposé dans le quadrilatère ABCD; on projettera de même ce point
dans le rectangle ABCD', à l'aide des droites CNL, C'L et de la
parallèle NN' au côté AB : alors la droite M'N' sera le côté du
triangle dont il s'agit, sur une carte où les quadrilatères seraient
rectangles , c'est-à-dire ou la projection uiibogonale ne diflererait
pas de la projection modifiée de Flamstéed, ainsi qu'il est très-aisé
de s'en rendre raison. Si donc sur M'N' on construit , sans aucune
altération, le triangle donné M'N'P', ensuite que l'on projette,
par la méthode précédente , le point P' dans le quadrilatère
ABCD, le triangle MNP sera celui qu'il fallait construire sur la
carte ABCD. Voici, au surplus, comment on obtient celle der-
nière projection:

Soit menée la droite C'PM, ensuite MN parallèle à AB , puis i ;s- »o.
NCt et enfin P P parallèle à CD ; le point P sera la projection
cherchée.

Cette construction extrêmement simple, et qui évite tout calcul,
peut être employée pour projeter sur la carte tousles triangles secon-
daires, dont on ne calcule ordinairement ni les latitudes, ni les lon-
gitudes des sommets.

Deuxième solution. Si on voulait résoudre ce problème par le Fis. 9.
calcul il faudrait déterminer la projection des angles adjacens à la
base donnée MN ; ce qui exigerait que l'on eût une formule pour
déterminer la projection d'un angle formé sur le sphéroïde par un
méridien et une autre ligne quelconque de plus courte distance; car
tout angle étant toujours la différence des azimuths de ses côtés, il est
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évident que sa projection serait aussi la différence des projections de
ces mêmes azimuths.

r'S- »ï- Cela posé , soit gfli un angle formé sur la terre par un méridien
fg et un côté fit de triangle, et GFH la projection de cet angle
sur la carte. Si l'on conçoit deux parallèles à l'équateur , fn , ph
infiniment proches l'un de l'autre, le triangle élémentaire fgh> rec-

tangle eng- , donnera £- — tang/: mais par la propriété de la projec-
7 ь

lion , les arcs correspondam gli, G-ff" sont égaux ; et, sur la carte , les
deux triangles infiniment petits HKF , FKG sont rectangles; de
plus FK =fg = dR , R étant comme ci-devant le rayon du paral-
lele FJV; ainsi angle GFH ouF^GFK+KFff, et а/г=(
par suite

GK+KH GK . KH

-
d'ailleurs

et

donc
tang/= tang (F — и ) + tang и ;

et enfin
/7-1 \ Y> Sinf/"— u)lang CF — и) = taug / — - tang u = — --^ - -.a \ / o^ & cos/ cos u

Dans cette formule , u est connu, puisque par le n° i3, on a
tang м= p sin Z — 6 : il est donc possible de déterminer la pro-
jection F de l'angle ff et par suite de résoudre numériquement le
problème proposé.

Lorsque l'angle и est fort pelit, comme il arrive, même aux limites
de la carte de l'Empire Français, Tangieret sa projection F diffèrent
fort peu l'un de l'autre. Dans la même circonstance } les petites dis-
lances mesurées sur la terre sont très-peu altérées sur la carte
(u° 14) : ainsi l'on peut poser en principe, que, non loin de l'origine
des méridien et parallèle moyens , les petites figures formées sur le
globe terrestre, et leurs projections, sont à fort peu près semblables :
voilà pourquoi l'on est autorisé à figurer le terrain sur les bandes
mêmes assujéties à la projection modifiée de Flamstéed. Au surplus,

quoique
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quoique dans la rigueur mathématique cette projection et l'ortho-
gonale ne peuvent jamais coïncider, les erreurs commises dans
les levés en procédant de la sorte , au lieu de s'accroître sans
cesse , s'arrêtent au contraire à tous les points trigonométriques
qui servent de points de raccordement, et qui ont été projetés
exactement sur les bandes.

Propriétés singulières de cette projection,

18. On doit placer au rang des propriétés dont jouit la projection
dont il s'agit, celles qui naissent des remarques que j'ai déjà faites
dans le cours de ce Supplément ; savoir :

i°. Sur le méridien rectiligne de la carte et les parallèles, les lon-
gueurs sont les mêmes que sur le globe terrestre.

2°. Tous les méridiens coupent à angles droits le parallèle
moyen.

3°. Les petits arcs de méridien ayant même amplitude, sont sen-
siblement égaux entre eux , au voisinage de ce parallèle , ou du
méridien moyeu.

4°. La présente projection s'identifie absolument avec celle de
Flamstéed proprement dite , lorsque l'on prend l'e'quateur même
pour parallèle moyen ; auquel cas les méridiens et les autres paral-
lèles sont placés symétriquement de part et d'autre du centre du
développement.

J'ai à prouver maintenant que les projections des aires du sphe'-
roïde terrestre sont dans les mêmes rapports que ces aires. Pour
cet effet , je dénoterai par 2 l'aire d'un quadrilatère formé , sur la
terre , par deux méridiens dont la différence de longitude = p ,
et par deux parallèles dont les latitudes sont о et L. J'appellerai de
même S' l'aire de la projection de ce quadrilatère.

D'abord, en prenant toujours pour équation de l'ellipse généra-
trice du sphéroïde terrestre ,

l'axe de rotation sera celui des / ; ainsi la différentielle de l'aire S
faisant partie de la zone entière engendrée parla révolution de l'arc <r

7



5o SUPPLÉMENT AU IP LIVRE
de l'ellipse autour du petit axe b, sera en général

d 2 = —^- pxdtr :
Í4QO Г

or ; x étant ici le rayon du pai^allèle à la latitude L } on о ,
n'7,

~ _ r _ a cos L
X — p — — • - -j,

( l — e'sin'L)»
de plus

, n (i—
da- := - ^

parconséquent
7_, т 7. d.smL

«2 = - . 7 - a . ,...;.
200 ' (i — e" sin2 L)

Cg. ia. D'un autre cole , il n'est pas difficile de voir que l'ele'ment de l'aire
2' = BMM'B' peut être représenté^ à un infiniment petit près du
second ordre, par l'e'lément BMml coi-respondant du secteur cir-
culaire BMC , dont s, est l'arc et fi le rayon .- or ce dernier élé-
ment est la différence des secteurs semblables BMC y brnC; d'ailleurs

— R, Bb^dR; ainsi on a

par suite

sect. BMC = s-^ , sect. ЪтС = s

2 '
et

sect. jB^f(7 — sect. bmC= srfR,

en négligeant les termes du second ordre ; donc

d^' = s JR.

Mais par ce qui précède ;
Я- COS í/ _ -г-ж)

'>• e t ftnss
(ï — е'з

donc

et comme les deux membres de cette équation doivent être intégrés
entre les mêmes limites,}! s'ensuit que2=2';ce qu'il fallait prouver.
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Pour effectuer réellement cette intégration, soit 2, ou

*• ,, r d.un L * т., Г А £in L _i_ т? Г£21 -̂̂ "1
55Б * /У (I-e'«"^)'̂  ̂  P U^^Z + J i ~e»«n'Aj '

А ъ\ В étant deux coefficiens conslans qu'il s'agit de déterminer.
Différenciant de part et d'autre , réduisant au même dénominateur,
^t comparant les termes homologues, on aura

d'où

parconséguent
_ пЪ1р Г~ sin L Г

4°° L1 — e*sma£i J i
d L. cos L

L'intégrale du second ternie de cette expression se présente sous

f r- • • fdL.cosL i, /i - f -es in /A* . .
iorme mue. puisque / - , . ., , = -log(— I — r— r ) ; ainsi

'A A Ji — e2ÉiirL о ° \i — e sm LJ

sin L l /i + e s i n /
\S г - е з ш /

sans constante ,' parce qu'elle est nulle lorsque Z = o. Toutefois iï
est possible d'obtenir un développement en série qui précède sui-
vant les multiples du sinus de L; car en vertu des transformations
effectuées au n° 7 ,

s'in L -L. CdL-cosL

^^b "*" j i + » cos 2

or

r
J i

_ _
i+ncosaZ,

et parcequ'en general 2 cos L cos ̂ Z:= cos (/H-O^+eosO— O ̂ >
on a

. rcos I (,_W)— (/»-W) cos 3£+О'-"г3) cos 5/,
C1— )lu)a L — /?г'-/»*
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divisant et multipliant lout par (ï — m), on obtient, après l'inté-
gration ,

.-1 ~m
7 [sin Z — ï m sin 3Z-f-! m" sin 5Z—y/«3 sinyZ-f- ],

(i-я'Э*

puisque la constante est nulle.

D'ailleurs à cause de 2 sinZcos/*Z=sin (/A+I )Z—sin(/A—i)Z,
on a eu outre,

Substituant ces deux se'ries dans l'expression ci - dessus de 2,
et réduisant , on trouve de'uuilivement, en faisant attention que

-H

2 = - — -r-sinZ — I /«(2 + /я) sin 3Z -f-| /яа(3-{-27?г) sin 5Z
7£

r-sinZ — I /«(2 + /я) sin 3Z -f-| /яа(3-{-27?г) sin 5Z ~i
200 L — i w3 4 -f- Зли) sin 7£-Ь . J'i /я3 (4-j- Зля) sin 7-^-f-

Si on introduisait dans ce résultat, pour ni sa valeur r . ОПr a + о '

aurait précisément la série que j'ai donnée à la page 324 de ma
Topographie.

Il suit de là qu'en désignant par Z et Z' les latitudes de deux
parallèles, et par/?, p' les longitudes de deux méridiens , l'aire 2W

du quadrilatère compris entre ces lignes sera, en. faisant d'ailleurs

•w =rtab{!-—£- )i— sinfflcos Ф —^/»(2 -f- /w ) si il Зф COS 5Ф
\ lOO / r Л s • ./ г

-+-1 »г1 ( 3 -f- 27» ) sin 5<p cos 5Ф
— i'?z3(4-f- 3/ra) sin yip cos уФ

série dont le terme général est évidemment

^Ttali- J — m'~> [г-f- (г—i)m]sin(2/—i)<pcos(2/-—1)Ф L

le signe supérieur ayant lieu lorsque г, qui est le nombre des termes,
est impair, et le signe supérieur devant être pris dans le cas con-
traire. On a par là le moyen de calculer l'aire de l'étendue d'un
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pays dont on a construit la carte à l'aide des latitudes et des lon-
gitudes; mais il est possible de calculer tout simplement les aires
des quadrilatères d'une carte, ainsi que les autres espaces qu'elle
renferme , par les moyens qu'offre la Géométrie élémentaire , toutes
les fois que l'on a fait usage du présent système de pi'ojection.

Ceux qui voudront rechercher diverses expressions du volume
d'un segment de sphéroïde terrestre , compris sous des bases paral-
lèles au plan de l'équateur, n'auront pas de peine à les trouver d'après
ce qui précède. Par exemple, si o etZ< sont les latitudes de ces bases,
le volume V de ce segment sera donné par la formule suivante :

F = *fx*dj- = *iy sin L (т -1 ь- A*L \J J / \ 3 a1 ï— ehiifL/

= «fry1 sin L ( ï —1= 2, sirx'l"),

ou par cette série гсетлКсгс et olnvplo,

r=icb*}'smL^jL — i ^ sin'Z (i-r-e'sm'Z-h^siniZ-f-.. Л,

y' et y étant, comme au n° 9 , les rayons de plus grande et de
plus petite courbure de la surface du sphéroïde terrestre ̂  au point
dont la latitude est L.

19. M. le colonel Henry , en s'occupant de recherches analogues
à celles qui font l'objet de ce chapitre , comme je l'ai déjà
annoncé, a démontré, d'après M. Legendre, que lorsque la tan-
<*enle à l'ellipse, comprise entre les prolongemens des demi-axes,
est égale à leur somme, la différence des deux portions du quart
d'ellipse, séparées par le point de contact, est précisément égale à
celle des demi-axes ; propriété très-rernarqùable en effet, mais
qui est une conséquence très-naturelle d'un théorème que l'on doit
à Euler, et par lequel on peut obtenir indéfiniment deux arcs d'el-'
lipse dont la différence soit exactement rectifiable. Comme cette
propriété entraîne avec elle des simplifications dans les formules
relatives à la projection actuelle , considérée dans un de ses cas par-
ticuliers , je vais traiter le problème dojit il s'agit avec toute L'étendue
convenable.
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Prenant encore pour équation de l'ellipse celle qui est rapportée

au centre , l'équation différentielle d'uu arc de cette courbe est

/ ~ ^ H F
— djc V** — e*tf ~ rfX' V °" ^~ Л'а, — Jj; y/

-o,"1

je prends le signe moins, parceque iS1 commence à l'équateur. Si
on fait a* — е\£а;=за, z étant une variable, on aura

et par suite ;
т n z'dz

V/ (ff — ã') (У — Í2)'

Pour un autre arc 6" commençant de même à l'équateur, et
finissant à l'ordonnée qui répond à l'abscisse od', on aura pareil-
lement

et si l'on fait a* — e**'1 = ~} il s'ensuivra que

(Í1 I/-' b1

a Ч/аа —1>*.'
parlant

«o ï^1 ~" /-—- . , . ',.. •

« / ( a a-» '/- g ."7u\

Maintenant différenciant la fonction—• -, en regar-

dant z comme variable , on aura

—z*4 (2,^—6') - z"dz cffrdz

a y (<S--z^ (v—6a) z," V (e1—ÄU) (z,'—6

et intégrant, il viendra visiblement

const.
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Dans la vue de déterminer la constante, supposons que S égale

le quart de la circonférence de l'ellipse , c'est-à-dire , soit S=z Q ;
alors oc=o , z =a , et \-'~(а* — z*)(s* — &*) = о. Dans la même cir-
constance x' = д ? et S' = o; l'on a donc

const. = — Q }
et par conséquent

( Q _ У) _ 5== VISSEE);

mais О — 5' = »S" est un arc d'ellipse commençant au pôle; donc
»

s" _ s = v/O'— a'Xs*- '̂)
г

II suit de là que la différence des deux arcs £, 5" est une quan-
tité algébrique dont la valeur dépendra de celle qu'on pourra
attribuer à z. Si l'on cherche, par la règle connue, le maximum
de cette diffcrcnoo y ot» tvou-vova «jvi'll a lien lorsque Z = \/ab :
dans ce cas

S'—Szsa — b,
et

a cos £/ . , ,
or par le n" 7, #;=- -- r; ainsi dans 1 hypothèse présente,-r (ï — e'sm'ZO" ^ *

cos

( ï— e'sin^)"»"

Elevant tout au quarre, l'on a

a
o-f-6 i + (ï — e'

par suite,
b a

/ —f -- гт T.a ( ï — ea ) о

De celte valeur et de celles (4) , (3) et (ï) du uume'ro précité ?.
il résulte nécessairement que
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en désignant par iw, fw, Tbw ce que deviennent í, g} '"ib lorsque

tang'À se cliange eu tang*i = -. D'après celte notation , et à cause

-, • r -de sin L = —!=.— , on aV « + о

a l yX n Г" a ~1
+6 ' ct ta"S «c-)=^ К ^нЛ • L1 ~ ̂ ) J '

donc si on prenait Eiz) = a pour le rayon du moyen parallèle de
la carte, on aurait RW= t^, et par rapport à tous les points de ce
parallèle ,

6W — p \/ —^ , lang ww = о ,

ce qui est de toute évidence.

Voilà ce qui constitue la théorie de la projection modifiée de
Flamstéed, ou de la projection conique altérée , dont je n'avais donné
qu'un léger aperçu dans ma Topographie. Il convient maintenant
d'en faire des applications , et c'est l'objet que je me suis proposé
dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE III

Solutio?is numérique de divers problèmes relatifs à la
•nrtmirfwmirécédente.projec

30. J-/A latitude et la longitude d'un point étant données , trouver
les coordonnées de ce point , prises à partir du centre du développe"
ment de la carte , supposé à 5oG de latitude.

Il est évident que c'est de la solution de ce problème que dépend
la construction uu canevas irune uane ; «hiai , par exemple, pour
déterminer les points d'un même parallèle ou d'un même méridien ,
il faudra supposer la latitude constante et la latitude variable , ou
réciproquement; mais il s'agira ici de la projection d'un point
quelconque.

Soit £=540,2530 la latitude du point M, situé dans Ta région
nord-est, et /7=80,7105 la différence des longitudes de ce point et
du centre A du développement ; trouver l'abcisse AP-=,x> et l'or-
donnée PM ==7.

Première solution. Suivant les n°s ю et 1 1 , on a

R = 6385290»— ff = í— ff»
]og7b=6,3o5i8ii4— o,ooo65ni6 cos 2^+0,000000488 1 cos 4L.

ô :=;; cos £

x ss= t — R cos 6 , y s= R sin 3,
= (T-f-/tang t ,

et en vertu de l'énoncé du problème ,

8
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Calcul de <r.

2,' terme, 5' terme.

log constant = 4>4568744~b log constant = 1,1274288 — -
log sin <p =8^8244922 log sin 4<P = 9)4

2I^94I

idem = 8,8244922 log 3" terme = o,549*229 — •

log 2e terme 2,io58588-f- 5' terme — 3ra,54
2* terme = •+- i27m,6o
3* terme = — 3^ 54

Somme . . . . -j- 1 24, 06
Ier terme

ou looooocp =4253oo, oo

(T= 425424, об,

de là R = t — ff = 5959866",
et log R =56,7752365.

Calcul de log ТЬ.

2' terme. 3' terme:
log const =5 6,8 1 366 — log const = 3,6885 1 4;
log cos 2L = 9, 1 2455 — log cos 4~£ =

5,g382i + 3,67281 —

2e terme -j- 0,00008674 3* terme — * 0,00000047*,
3* terme — 0,00000047

somme _тЬ 0,00008627
l « terme 6,8о5 i 8 1 1 4

Calcul de f angle 6.

log Tb = 6^8062674
log cos L = 9,8184408

«omplog/í = 5,2247635
log p = 0,940045 1

log б = p,7885i48
Ô = is-,i4'4gr.
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Calcul des coordonnées x et y.

Valeur de y. ï" valeur de x.

log Л = 6,7 y 52365 log j = 5,7591966
Jog sin б = 8,9859601 tang i ô = 8,6839421

log j = 5,7591966 4,443 1 387

jr = 574376
m,4 j tangf0= 27742V

+ <r = 4^424,1

log Я = 6,7752365

valeur de x.

6,775236
log cos ë) = 9,9979758

log X = 6,7732io3 í = б3852дом

ЛГ = 5932124 ....... — 5932124

x = 453 lß6> comme par le ier calcul.

Les deux coordonnées du point M ' , à partir du centre du de've-
loppernent, sont donc, à l'échelle de ï- pour im,

Si la latitude de ce point était plus petite que celle du parallèle
moyen , il faudrait prendre x= a- — y tang | ô , et pour valeur de
y celle qui est donnée par la dernière équation de la page За. Alors
selon que x sera positive ou négative, sa valeur se portera au-dessous
ou au-dessus de l'axe AY, comme cela est évident.

La formule qui donne la première valeur de x , doit , surtout , être
employe'e lorsque l'angle б est très-petit , afin de se prémunir contre
l'erreur des Tables de logarithmes.

, Deuxième solution. On. calculerait beaucoup plus rapidement les
coordonnées x ,f a l'aide de Tables auxiliaires qui donneraient 9
et cr. C'est dans cette vue que j'ai mis à la fin de ce Supplément une
Table des amplitudes des arcs de parallèle sur la présente projec-
tion, pour ic de longitude ; ces amplitudes répondent à l'équatiou
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ö = p cos L Cjj} , dans laquelle p = i°; et au moyen des diffé-

rences premières et secondes qui se trouvent dans cette Table I,
Ton pourra obtenir les valeurs de 9 pour tous les parallèles menés
de décigrades en décigrades , depuis la latitude de 3o° jusqu'à
celle de 70°. Voyez pour cela l'explication qui précède la Table.

Quant à la valeur de l'arc <r , elle sera donnée par la seconde
partie de la Table III du Traité de Topographie. En effet, puisque
dans l'exemple ci-dessus, <p = 4G,253, il faudra prendre dans cette
Table les quatre nombres qui sont vis-à-vis les latitudes 5o,5i, 62 ,
53°, et le nombre suivant iooo62m,4 multiplié par oc,253; la somme
sera 4254a5m : c'est à -^ d'unité près la valeur de <r obtenue ci-dessus.
Celte différence, qui n'est d'aucune importance, vient, d'une part,
de ce que les nombres de la Table ont été calculés pour l'aplatis-

sement 5~z j tandis que j'ai introduit dans toutes mes formules l'apla-

tissement ^2 > et d'autre part, de la supposition que j'ai faite , que

les parlies d'un grade de méridien ayant même amplitude , sont
égales, ce qui n'est pas rigoureusement vrai.

ïl faut pourtant avouer que l'usage de la Table qui donne l'angle 9
n'est réellement commode que pour calculer les coordonnées xyy
des points des quadrilatères de la carte : voici, dans tout autre cas ,
la manière d'abréger les calculs de la première solution.

On cherchera, comme on vient de le dire, la valeur de <r au
moyen de la Table précitée , et ensuite la valeur de log 1Ь à l'aide
de la Table IX du Traité de Géodésie ; car à cause de

r- a vrr 4°°
~

on a

log 7£> = log (facteur de la Table} -f-log

donc au logarithme du facteur fourni par cette Table, on ajoutera
le logarithme constant i,8o388oi , et la somme sera le log de Tb.
Dans l'exemple ci-dessus, on a L = 54G

}25, ainsi la Table



DU TRAITÉ DE TOPOGRAPHIE. 6*
donne

log facteur 5,ooi383o,
ajoutant log const i,8o388oi,

on a log 76 = 6,8o5a65i ,

logarithme qui est, de 43 unités du dernier ordre, plus petit que
celui que l'ai trouvé plus haut. Cette différence a bien peu d'in-
fluence sur les résultats que l'on cherche en ce moment ; cependant
on pourrait augmenter d'environ 0,0000040 tous les logarithmes
de la Table IX, afin d'établir plus d'accord entre eux et la formule
employée dans la première solution; ou bien porter le logarithme
constant dont il s'agit ci-dessus, à i,8o3884i. Voyez la Table II

. de ce Supplément qui présente le modèle de tous les calculs d'ua
point quelconque dje la projection.

21. Trouver dans quelle feuille d'une carte doit être projeté un
point dont on connaît la latitude et la longitude.

Supposons que cette carte soit au ^—, c'est-à-dire qu'une Ion* Fie-
gueur prise sur le terrain , y soit représentée par sa Soooo""" partie ;
supposons en outre qu'il s'agisse d'y projeter le point M de'termine
par le problème précédent. D'après ce qui a été dit au n" 11 , pour
transporter l'origine des coordonnées à l'angle de la feuille le plus
voisin du centre de développement, il faudra d'abord multiplier

les valeurs ci-dessus de x et y par le rapport ~, et l'ou
aura

pour les longueurs absolues de ces lignes : or cherchant combien
gm,o6332 contient de fois om,5, et combien um,48752 contient de
fois om,8, et ne tenant compte d'ailleurs que des parties entières p
e t fi'des quo tiens (n* cité), on aura

/ьс = i8 , /fc'= i4-

Ainsi les coordonnées de la nouvelle origine seront, en valeurs
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absolues,

x<a^= om,5 X 1 8 = 9",o et jrw = om,8 X 14 = ï in,2 >

ou en parties de l'échelle de la carte ,

^м = 45oooom, j(0) = 56oooom ;

le point M se trouve donc dans la feuille numérotée ainsi que le
représente la figure 5, puisqu'on général le numéro de la hauteur
de la feuille est/* -f- i , celui de la longueur, /л' -{- ï ( n* 1 1 ) , et que
les coordonnées дг(0) ,JK(O) sont positives.

Quant aux coordonnées x' ety rapportées à l'angle de cette feuille,
elles sont en parties du mètre réel ,

x' = x — a:(o) = 9m,o6332 — gm = от,обЗЗз
f = x — jr(0) = ii ",48752 — nm,2 = o

ou en parties de l'échelle de la carte,

x' = 3i66m,
• y =

II suit de là que l'on pourra très-facilement projeter le point M
sur la feuille en question , à l'aide des valeurs de ces dernières
coordonnées, soit avec une mesure divisée en demi-millimètres , soit
avec l'échelle même de la carte.

§i ce même point devait être placé sur une bande de la carte , et
que le rapport de l'échelle de la feuille à celle du levé' fût celui de
ï : io, il faudrait évidemment multiplier les valeurs absolues ei-
dessus de x' et У par 10, afin qu'elles fussent les coordonnées
absolues du point M relativement à ces bandes ; et comme je sup-
pose que sur ces mêmes bandes l'on ait tracé les lignes de raccor-
dement des feuilles , le problème d'y projeter les points trigono-
métriques du canevas se résoudra avec la même facilité que sur la
réduction même des leve's. Cependant lorsque les méridiens et les
parallèles seront tracés de décigrades en décigrades, et que l'on
aura calculé les latitudes et les longitudes des sommets des triangles
du premier ordre , on pourra tout simplement projeter ces points
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sur les feuilles ou sur les bandes, ainsi que je l'ai enseigné au
n° 12; et ensuite projeter les triangles secondaires par la méthode
du n° 17, méthode qui peut d'ailleurs se simplifier beaucoup, puisque
l'on a évidemment-^AT'==/i/z', MM' = mm' et PP' = pp.

^
et I0".

22. Déterminer les angles des quadrilatères formés sur la carte par
des méridiens et des parallèles.

Suivant la théorie exposée au ne 1 3, l'angle d'un quadrilatère, dont
l'ouverture est dirigée vers l'axe des x ou le méridien moyen , et
vers le nord, a pour expression iooc — u, et l'on a

тр sin L тгЬ

200 ч ' ' 200 200*

* / . r n \
и = — ( p sm L — b ) =

onn ч ' '

Pour appliquer cette formule à un exemple, admettons les mêmes
données que ci-dessus ; c'est-à-dire , supposons que le sommet de
l'angle dont il s'agit, ait respectivement pour latitude et pour lon-
gitude ,

Z = 54c,253o, et
on aura alors

e = 6v

et en procédant par logarithmes, on trouvera

Premier terme.

log * = 0,4971499
сотр. log 200 = 7,6989700 Deuxième terme.

somme 8,1961199 8,1961199—
log/? = O,g4oo43i log 6 = 0,7885148

log sin L â 9,8766411 log 2« terme = 8,9846347 —
log Ier terme = 9,0128041 2* terme — 0,0966259

Ier terme •+• 0,1029922 ï« terme + 0,1029922
lang u = o,oo64683

log lang u = 7,8107902
и = oVfi'i?"8-

Ainsi l'angle cherché = iooc—«oVt* 178 = 99G,58822.

J'ai fait connaître au n" 16, de quel usage pouvait être la solution
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numérique de ce problème , et j'ai même indiqué tin moyen très-
«impie, et toujours suffisamment exact dans la pratique, d'éviter tout
calcul à cet égard.

Je terminerai ce numéro en observant qu'en plaçant le centre du
développement sur l'équateur même , c'est-à-dire en faisant A = o ,
tous les parallèles deviennent des lignes droites perpendiculaires
au méridien moyen (ne i4) ; de sorte que les formules qui se rap-
portent à ce cas, sont

í ;= oo j .Й =: со , б = О , tang и = p sin Z,

— sia 2L -f- sia 4L ~ sin

ou

<7 = -£ fZ — í sin з£ 4- £ sin 4L — f sin 6L + . . Л ,j f l-L 29 47 ^ 6<7 Jï
p ая- ( ï + nV cos L

-« «— . ff ЛГ »«. rt ••». " ^ ' -^ _ »

* ' - » •/ - ' - 200* -'
(ï + n cos aí.)*

elles dérivent immédiatement des formules générales du n* 1 1 . La
première valeur de <r peut aussi s'obtenir de suite, eu changeant л
en L, dans celle de S donnée page 27.

23. 11 serait possible d'étendre davantage cette série de questions,
mais celles qui précèdent sont vraiment les seules importantes; et,
comme je l'ai déjà dit, quand on possédera les grandes Tables citées
au n" ii , le tracé de la projection actuelle se fera sans le secours
d'aucune formule. Au surplus , les Ingénieurs-géographes chargés
de la confection des cartes faisant partie de celle de l'Empire Fran-
çais, ou qui s'y rattachent, peuvent, en attendant la publication de
ces Tables , s'éviter la peine de calculer les coordonnées des points
de la projection, puisque le Dépôt général de la Guerre se trouve,
dès à 'présent, dans la possibilité de leur en fournir les valeurs.
Quant à ceux qui s'occupent seulement de la Géographie , ils trou-
veront dans le Traité auquel ce Supplément se rapporte , tous
les détails convenables pour construire aisément les cartes propres
à leur usage, d'après le mode de projection, qu'il leur plaira
d'adopter.

CHAPITRE
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CHAPITRE IY.

Formules pour déterminer les positions géographiques des
sommets des Triangles dû premier ordre.

^4- J 'AI supposé, dans ce qui précède, qu'avant de projeter sur
une carte les sommets des triangles du premier ordre , l'on avait
déterminé leurs positions géographiques, c'est-à-dire leurs latitudes et
leurs longitudes : or, les deux ouvrages auxquels ce Supplément
se rapporte, offrent diverses méthodes de calcul plus ou moins ri-
goureuses à ce sujet. Quoique le présent chapitre qui forme le com-
plément de ces méthodes, n'ait pas un rapport très-direct avec la
théorie que je viens d'exposer, je n'hésite pas à publier les démons-
trations de 4«elques-unes des formules que M. Legendre a données
Sur les triangles sphéroïdiques , et que j'ai seulement transcrites à
la fin de mon Traité de Topographie.

Soit P le pôle de la terre , s l'arc MM' de plus courte distance, ng. ,3.
Л, X' les latitudes vraies des points M, M'; -ф, -ф'les latitudes
réduites de ces mêmes points, Па latitude vraie du point A où le
méridien P À est perpendiculaire à la ligue géodcsique MM\ et Г sa
latitude réduite ; Г,Г' les angles azimutaux PMA , PM'A; enfin
<p et <p' les longitudes des points M, M', comptées du méridien PÄ.
Il s'agit de trouver des relations entre ces diverses quantités, dans
l'hypothèse que la terre est un ellipsoïde de révolution , et que
la ligne géodésique s est très-petite par rapport aux arcs PM, PM'.

Afin de donner plus de suite à la présente théorie , je reprendrai
les démonstrations des formules fondamentales rapportées au n° 7
du Traité de Topographie , mais je les simplifierai à quelques
Egards.

..Si и = о est l'équation d'une surface courbe quelconque, l'une
9
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de celles de la ligne la plus courte sur cette surface sera

Or l'équation d'un solide de révolution, quelle que soit d'ailleurs la
nature de la courbe génératrice , est

f étant le signe d'une fonction quelconque , et l'axe des z étant
celui de rotation ; ainsi les valeurs des coefficiens aux différentielles
partielles sont

l'équation (д) devient donc

xddj- — yddx = о ,

et en intégrant, l'on a

xdy — ydoc-=. cds.

D'ailleurs si l'on fait С Т ou z= t , TM' = q , le triangle rec-
tangle Cpm , dans lequel Cp = x , pm =jr et Cmz= q , donnera
évidemment

x = q cos <p' , y = <j sin <p' ;

parconséquent en différenciant , l'on obtiendra

dx = í/«/ cos <p' — ï/ sin <p'ú?(p'1 / \ .
dj = ify sin <p'+ î cos (pVf'j ' ' ' ^ J

Ct l'on aura, par une combinaison de ces quatre équations,

xdy — ydx = <72i/tp'.

Concluons de là que

q*d<p' = cds.

D'un autre côté, le triangle élémentaire a' m' M', rectangle en m'3
donne

sîn PM'A ou sin V" a'm'
ds
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et les deux arcs semblables F G = dqf et a' m' étant proportionnels
à leurs rayons respectifs CF' et q — dcj , Ton a

en prenant toutefois CF' = ï , et négligeant le terme du second
ordre — dqdç' ; donc

et

ainsi la proprie'té de la ligne la plus courte est de rendre q sin V\
constant.

Observons en outre que l'on peut prendre pour méridien fixe ,
ou pour plan des xz , celui qui est perpendiculaire à la ligne géo-
désique MM' = s. Soit donc P A ce méridien ; alors au point A ,
l'azimulh V = iooc, et la constante с est égale à AI , valeur
initiale de g.

De plus , l'équation différentielle d'un arc MM' étant

ds =

elle devient , à cause des valeurs ci-dessus de dx et dj-, et faisant
attention que z = í ,

Л« = í/*/1 + 7§</(p'e+ dt1:

Substituant ici pour ds sa valeur ^-~ , ensuite éliminant dç', on a

Avant d'intégrer ces équations, il faut en éliminer l'une des
variables í , q à l'aide de l'équation du méridien mobile PM'F ,
qui est

.

Mais pour parvenir aux résultats les plus simples, introduisons une
»ouvelle variable 41', telle que l'on ait

t = b sin
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auquel cas J/ sera l'angle que forme avec l'e'quateur, le rayon Ъ du
cercle inscrit au méridien mobile PM't et dont la variable t est
l'abscisse d'un de ses points. Cette valeur e'tant introduite dans
l'équation de ce me'ridien, on a

q = a cos -l/.

Il résulte de là que la constante с, qui a pour valeur q sin ^',
devient

с = a sin. p™ cos 4'>

•A un autre point M de la plus courte distance, pour lequel ф'
se change en -ф> et V en F, on aurait de même

с = a sin V cos 4/ ;

enfin au point A où l'azimuth de AMr est supposé de iooc, on
aurait, en désignant par /' ce que devient 4/>

с =а cos l';

donc il résulte de ces trois valeurs , la relation

cos l'= sin /-^cos -^ = sin ^'v cos -vf/ (4).

Maintenant si l'on substitue dans les formules (5), pour t, g et с
leurs valeurs respectives b sin -ф', <rz cos 4/ et л cos /', on aura, parce
que <p' augmente quand -ф' diminue ,

^ a cos V V (cos'4' — ros'O ( __ ß'\

II est remarquable que la variable 4' se déduit immédiatement de
la la t i tude X' da point M' ; car à cause de TM'— я cos -ф' et de

= b sin 4', on a , pour la sounormale ТО de ce point,

ТО = р.Ъ sin 4' = ^.sin 4',

et de là
ТО , a .,

7- ou tang Л = j tang 4 •
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.donc réciproquement

tang -ф' = - tang X'.

M. Legendre appelle -ф' la latitude réduite du point M', parCeque
sur le sphéroïde aplati, elle est en général moindre que la latitude
Vraie A'. Mais l'on sait (n°34, Géodésie) qu'il est commode et
exact dans la pratique , d'évaluer Л' — .ф' à l'aide de la série

ou de celle-ci

selon que Л' ou 4' est connue.

Il est évident que l'on aura aussi entre l et l' la relation

tang l' = - tang l ,

puisque, d'après la définition ci— dessus, /'est la latitude réduite du
point A dont la latitude vraie est L.

a5. Considérons maintenant deux triangles sphéViquesp/m,, pm'a, Flg.
correspondant aux triangles sphériques PMA, PM'A-e\. supposons
que les azimuths V, V 'soient les munies de part et d'autre, mais
que les latitudes des points a, m, m soient /', -ф et -ф'; enfia repré-
sentons respectivement par a et ? les arcs am et mm'. Cela posé , on
aura, par la propriété des triangles sphériques rectangles , les rela-
lions suivantes :

))
> -------

»

sn - =: sin l' cos
Sin ф = Sill l' COS fJL

sin l' sin p = cos 7^ cos -

En effet , les deux premières résultent de ce que , dans un tel
triangle , le cosinus de l'hypoténuse est égal au produit des
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cosinus des deux autres cote's ; et la troisième s'obtient ainsi qu'il
suit :

De l'équation (4) , qui est cos l' = sin J^ cos -^} l'on tire
in" f = ï — sin2/^ cos'J/s n / ,

et la seconde relation ci-dessus donnant cos u, ̂ =.^-~, , il vientr sm L '

l/( sin5/' — sin* 4 )

introduisant ici la valeur de sin"/', on trouve

cos V cos -lsm^— -_— ;

donc
sin Z' sin p, = cos /^ cos ф,

Ces diverses relations sont d'un merveilleux secours pour la solu-
tion du problème propose'. D'abord si dans les équations (b')} qui
font voir que *\>' est compris entre -r{- 1' ei — l'} on fait, par cette
raison,

sin -ч}/' = sin l' cos x. ~

d'où il suit que x, = /л •+- Ç , elles deviendront par la substitution
de cette valeur, et en faisant de plus a* = Z»a ( ï -j- g),

, , _ b cos ï .x. 1
^ — я ( ï — si

ds =

mais puisque * = /A + £ , on a, en regardant /A comme constant,

de plus , si l'on fait т = o" , on aura

rfi 7

T — d f f»
et cr pourra être considrée comme une quantité très-petite du mémo
ordre que í ; parlant

d? = d? v/i -f- e sin5/' coss
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Or pour n'admettre dans la valeur de ч que des termes du troisième
ordre, il suffira de prendre

cos ( p -f- £ ) = cos /л — £ sin /A .
COS" (/JL -{-£) = COS» /Ut, - 2% sin /A COS JA

COS* (ft -f- £) = COS*/*, ;

et comme le développement de l'équation précédente est

ifc= ^ [ï + i e sin2/' COS*(/A+ £) — f e- sin* Г cos<

on a , en intégrant entre les limites m et m', et remarquant que
la constante est nulle , vu que <r et £ s'évanouissent en même
tems ,

o- =; ^(i+lesin'fcos'/A— §б»5т^ cos»— ̂ *(6sia*i' cos /л sin/*);

ensuite si l'on a <>gar<la«x deux dernières relations (5) il vient

*• = (;( ï +3 e sina4— f e»sin*4/) — i ^se cos F sin 4 cos 4 ;

et réciproquement , par le retour des séries ,

^ = cr ( ï ~ l e sin'^x -h f e" sip-t4)-f-i cr'* cos /^'sin 4 cos^. . . (O>

d'où
^ = 0-a (l— ÉSÍn a^), £3=;cr3.

Actuellement, il s'agit d'obtenir le développement de la latitude -ф'
en fonction de -ф et des puissances de l'arc 0 , sur une sphère dont
le rayon est b : or Л à cet égard , le théorème de Taylor donne

et le triangle sphérique pmm' offrant les relations suivantes,

со. í (4+40 =
sn síl s= COS >/ sin ^a»í - &))

sin 4/ = cos ? sin -ф' + sin 0 cos 4/ cos T7'

il sera facile d'en déduire les valeurs des coefficiens différentiels des
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différens ordres , rapportées au point où£ = o; ( Voyez d'ailleurs
Ле nc 5 de la Topographie']. Tous calculs faits , l'on trouve ,. rela-
tivement à la sphère , en se bornant aux termes de l'ordre £3,

4'= 4 — | cosF— i £asin'Ftang 4 -f-| % »sm'f cos ̂ (i

et mettaxit dans celte e'quation , pour | sa valeur précédente, l'on a ,
a l'égard du sphéroïde ,

4' = 4 - <7 COS V (\ - ÍÊ SÍns4 +| êaSÍn44)

— \ G* sm'/^tang 4 ( J — í sin" 4 )
— ъ ee'cos^sin. 4 cos 4
H- 7 o-3 sin1 Г cos ̂  ( i + tang34 ) . . . . (/')•

L'azimuth T7"' se determine avec la même facilite; car suivant la
notation actuelle, et à çausç de

et des relations (6) , on obtient d'abord

V = У — % iin Г tang 4

-rf- ^a sin /^ cos V (
.«• |3 sin F" cos*/7 tang 4 (
H- f siri ^ tang 4 (i + i tang>4) ;

puis éliminant ^ ? on a , après quelques transformations faciles à
effectuer,

F" == /^ — <r sîn /^ tang 4 ( r — ï
4- <r- sin ^ cos F (
4- a3 sîn3 /^ lang 4 ( 1
— cr3 sin V cos1 V tang 4(1 + tans4 ).- - . . , v . . •(«')'

Quant à la différence en longitude ç' •— г ф , elle де peut être
calculée aussi aisément : voici comme l'on parvient à son ex-<
pression.

Pour décomposer en deux parties , s'il est possible , le second
joaembre de Ja première équation (c'j , s.oit fait

, , d • cos l' . Cd- c
• * ï -~sm*ï cos'x, + a ( l — sin1

Q
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С étant un coeiïicient qu'il s'agit de déterminer ; et soient, e'galées
entre elles les deux valeurs de dtp', on trouvera sur le champ

С = — (а — b) y* i -f- g sin2/' cos1* ;

ainsi le deuxième terme de la valeur hypothétique de d<$ prend la
forme suivante ,

~ Ъ V / 1 +* 3Î
/ y r os

—, а* COS

et en multipliant haut el bas par a + è \/i+e sin'i' cos1*,, puis se
rappelant que a1— £";= A1«^ on a

ае соз l' dx.

a ' a + i V4 * ~f~ e sin" ^' cos*x) '

donc la valeur de dq>' devient

dx, cos С [>*e COS Г ЙА-, t _

ï— sma /' cos'» S ' a -[- 6 i/( ï + e sin'/ cos'*)1'

Enfin prenant l'angle ea'} d'après la formule

, tane x.
tang a> ss-^r..

donne'e parla propriété du triangle sphe'rique rèctangle^/тгд, et faisant
„ л J ï rf.tangV j, , j , dx. cos l'

attention qu'a cause de d» g=1+tan6V> dou A» = -_в____;

ou a
COS— . a + 6 ^ L + e siu. /. cosv •)

Avant d'intégrer celte e'quation , il convient d'y faire encore
subir une transformation pour la composer des seules quantite's rela-
tives au triangle MPM' : or on a, par ce qui pre'cède,

a =è y/i-H, cos 1'-=^ sia Г cos 4 et cos /MSS

donc

=5 rf»'— £ </£ . e sia ̂ "cos 4 (i — e-f- i É cos»4 ) ,
IO
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et intégrant entre les limites m et m', il vient

q>' — <p=û>' — w— f £?sm ^cos 4C1 — «+? « cos'4),

to' — « étant la différence en longitude des méridiens pm', pm sur
une sphère du rayon b. Mais dans ce cas ,

Ainsi déterminant la valeur des coeificiens différentiels , à l'aide des
relations (6) , on obtient avec xtn peu d'attention ,

, f . ^ . .
(A — » = ? - -, — ? - i — -tang^ cos 4 cos 4 ö

1 ° ^ COS 4.

, £3 sin ^ tang* 4
3 ^ cos 4

et ensuite
_, _ „ sin V ». sin

sn . , .' ï

. •. tang 4b
- - -

^ cos4 s cos 4
— I €§ sin V cos 4 ( ï — « -Ь \ (• COS*4)

. ., sin

enfin si Ton exprime % en fonction de cr, l'on aura, toutes réduc-
tions faites,

С <?'—<?) cos 4 ~. ff si» У ( ï — è £"Ы £*)
—« <7a sin f cos f^tang 4 ( ï — e H-5* cos*4)
+ ff3 sitz Т7 со54^(Ц-1ап§а4^

— o-3 sin3 ^ ( i tang'4 -)•••- (AQ.

Ce sont ces formules mêmes que M. Legendre a publiées dans
son savant Mémoire sur les triangles sphéroïdiques : bien entendu

qu'il faudra, dans toutes, faire çr =7/ |ff, a* = ^/, o"3 = pI?> afîa

d'avoir eu secondes, les termes où ces quantités entrent comme
facteurs. On juge, à leur inspection, de l'influence de l'excentricité
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de la terre sur les quantite's qui en dérivent, en y mettant pour s

sa valeur—^ — ~ (n° 7); et elles mettent à même de pouvoir ap-

pre'cier en outre le degré' d'exactitude des formules (B) et (C) du
n° 5 du Traité de Topographie ; enfin elles sont sous une forme
telle , que l'on peut aisément résoudre le problème suivant.

26. Etant données les latitudes de deux-points et leur différence en
longitude, trouver leur plus courte distance sur le sphéroïde de révolu-
tion f el les azimuths de cette ligne géodésique.

Soient pour données les latitudes vraies X, X' des points M , M',
et Д<р leur différence en longitude. On calculera d'abord les latitudes

réduites 4 et 4' a l'aide des formules tang -\j, = - tang Л et

tang 4'= -tangX', et faisant ensuite les quantités connues 4' — 4==^>

( ф' — <p) cos 4 ou Д<р cos X=Ã, et les inconnues <r cos У=х',
cr sin /-/=У,Ле5"^еих équations (£'), (Г) seront de -la forme

k =5 'Pf — Qx'f + Rx'y — Sf3 ...... (m),

h = px' •+- <7У« — гх'у'л 4- sx'* ...... («),

P P Q > Я • ' • • ^tant ^es coefficiens connus. Il serait très-pénible
de déterminer rigoureusement x' et y' par l'un des procédés ordi-
naires d'élimination ; mais puisqu'il suffit d'avoir une solution appro-
chée jusqu'aux quantités du troisième ordre inclusivement, on l'ob-
tiendra ainsi qu'il suit.

La valeur dej' déduite de la première équation, dans laquelle on
peut supprimer le très-petit terme — «/*, est

r
et de là

£ (• H-

substituant celte valeur de /'* dans l'équation •(»)., .on: aura ua

résultat tout en x' et xfi, et qui sera, en -s'arrêtant aux termes du
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troisième ordre ,

l i <? 7 / • s<? Л rx'k*
h = / '̂4- £ Aa (ï 4- -^- ^') ~ -pr :

tirant la valeur de x'3 il vient pour première approximation

et en élevant au quarré , on a

Maintenant si dans l'équation (тг) l'on introduit les valeurs de я?"
et dejr'% et que Г ou s'arrête toujours aux termes du troisième ordre,
on trouvera

h =px' + ^ + iqQfcx'— rïC* + ^ — ashfrq ,"

équation de laquelle on tirera pour seconde approximation ,

' — ( 2(10 — r ) fali ;

mais

P =s ( ï —|бН-£е') p === ï — i«sinu44-|
Q = tang 4 С1—É-j-l^cosSj.) Я == itans4.(I — É.s"
R = (i + tanga4 ) r = i (i -f- tang24)

»S1 = Í tanga4 í s= i € SÍn 4 COS 4 j

donc x' ou

ff eos /^ = Ã ( i -b ï e sins4 — f t si
— i Л1 lang 4 ( i + i 6 4- i g- cos"4)

— \ h*é sin 4 cos 4 —i #"A ( tanga4 — i)>

par suite У f ou

• ff sin ̂ =.Ä ( i 4-1 í — l é') -f- M tang 4 ( i +10
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De là il est aisé de déterminer l'azimuth V tît la ligne géodésique
MM' = by ; car on a

=- et Ег' =

Pour ce qui est de l'azimuth 7̂ ', on l'obtiendra au moyen de la rela-
tion (4) du n' 24, qui donne

sin J?" cos J-
- • •sm cCOS -

le problème est donc complètement résolu.

27. L'exactitude de toutes les formules précédentes étant subor-
donnée à la petitesse de la ligne géodésique , M. Legendre a jugé
convenable de publier d'autres formules dans lesquelles cette ligne
peut être supposée aussi grande que l'on voudra. Comme j'ai déjà
traité à cet cgavd la cas partioulier où. le triangle sphéroïdique est
rectangle ( voyez le n° 7 de ma Topographie ) , on pourra , en
suivant l'analyse développée dans le présent chapitre, retrouver les
formules qui conviennent au cas général ; mais l'on conçoit que
leur application doit être extrêmement rare. L'excellent Mémoire de
M. Legendre, inse'ré parmi ceux de l'Institut ( ï« semestre de 1806,
рае. i3o), renferme d'autres détails très-intéressans , pour lesquels
je ne puis mieux faire que d'y renvoyer le lecteur.

Explication d'un Tableau synoptique , dressé conformément aux
formules que M. Delambre a données pour déterminer les coor-
données géographiques des sommets des triangles du premier
ordre.

28. Les formules que je viens de démontrer d'une manière nou-
velle , sous plusieurs rapports, n'étant pas celles que les Ingénieurs-
Géoeraplies emploient de coutume, j'ai dû insister particulièrement ,
dans mes Traités de Géodésie et de Topographie , sur l'usage de
formules analogues dépendantes d'une théorie moins rigoureuse ,
mais suffisamment exactes pour les besoins ordinaires de la Géo-
graphie. Celles de M. Delambre qui font_ partie de ces dernières
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ayant prévalu au Dépôt général de la Guerre , j'ai cherché à en rendre
les applications faciles, en présentant sous la forme de tableau synop-
tique , tous les calculs auxquels elles donnent lieu. C'est l'explication
de ce tableau que je me propose de donner en ce moment, persuadé
que son usage mérite quelque préférence sur la méthode de l'art. 84
du Traité de Géodésie.

J'ai indifleremment désigné dans ce Supplément, par X et L la
latitude vraie d'un point quelconque du sphéroïde terrestre ; ici je
m'en, tiendrai à la seconde désignation, et je renverrai à l'art. 83
de la Géodésie pour le surplus de la notation introduite dans
les formules qui sont en tête du tableau synoptique formant la
Table III.

Pour exemples de oalculs , j'ai choisi les deux premiers triangles
qui unissent la méridienne de France avec le réseau trigonomé-
trique établi en Hollande par M. le général Rrayenhof, et pris à
cet effet, pour latitude L du point de départ, celle deDunkerque
qui est de 5ie 2' io*,5; pour premier azimuth Z compté du sud à
l'ouest, celui de Cassei sur l'horizon de Dunkerque , lequel, suivant
M. Delambre, = 343° 13' З2',ф

Les deux autres élémeus primitifs sont la longitude M de
Dunkerque , et le logarithme du côté К de Dunkerque-Cassel.
Or , le premier élément est, d'après la Connaissance des Temps ,
M= 359" 5j'3j' ; et le deuxième, suivant M. Delambre, est К en
arc = 27458n,6i5, d'où log К = 4,4386784. De sorte que sur
la ligne de Dunkerque sont en leurs lieux convenables log A", Ly Z
et M; ces trois derniers élémens y étant exprimés en grades.

CALCUL DES LATITUDES.

Pour calculer d'abord l'angle <p qui est l'amplitude du côté К ;
au-dessous de log К = 4*4386784, on mettra le logarithme du fac-
teur fourni par la Table IV de l'Instruction du Dépôt, ou par la
Table III du Traité de Géodésie. Ce logarithme répondant à la
latitude de 56C,7 est 8,9986684; la somme de ces deux logarithmes
forme celui de <p réduit en secondes centésimales. Cette somme se
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porte dans la première colonne des latitudes. Ou cherche ensuite b
cosinus de Z , c'est-à-dire de 38ic,36i85o qui est positif; ainsi le
premier terme абзо^Зу de la correction de latitude est positif; et
notez bien que ce- cosinus est le même que le sinus de 8iG,56i85o.

On passera ensuite au calcul du second terme : or dans la colonne
qui le renferme, on a pour premier logarithme, 5,8960899 , qui est
celui de log L sin \' cente'simale. On double le logarithme de <p que
l'on écrit au-dessous de celui-ci ; on cherche ensuite le log sin Z
oui est négatif .parceque le sinus de 38ic,36i85o est situé au-dessous
du diamètre : ce sinus n'est autre que le cosinus de 8iG,36i85o. Oa
écrit donc deux fois de suite —9,46o3ooy. Enfin l'on cherche le
Jog táng(Z;= 56°,70696), et la somme 9,7825776 doit être affectée
du signe -f-, puisque le produit de deux quantités affectées du même
signe est positif. Le deuxième terme o",6i est donc encore positif.
La somme faite de celui-ci et du premier est 2620^98, comme on le
voit dans la première colonne ; c'est ce qui compose la correction
dL, parceque cette somme serait la seule correction de latitude, si
là terre était sphérique.

Pour procéder au calcul du troisième terme renfermé dans la
troisième colonne , et qui de'pend uniquement de l'excentricité e
de la terre , on cherchera la valeur du terme e'cos'Z dans la pre-
mière partie de la Table VII de l'Instruction au Dépôt, ou VI de
la Géodésie; l'on trouvera qu'à la latitude L = 56C,7, ce terme
répond au nombre 0,0023678 qui doit toujours être considéré comme
positif. Ensuite on cherchera dans la deuxième partie de la même
Table , le second terme de la correction d'excentricité. Voici à
quoi il faut faire attention. D'abord l'argument principal est la lati-
tude L = 56G, et le second argument est la valeur de dL obtenue
ci-dessus. Ce second argument se trouve dans l'une des cases qui
contiennent 1000", 2000% Sooo*. . . .9000"; de sorte que cette seconde
partie de la Table est à double entrée. Dans le cas actuel, on
cherche le nombre qui répond à la fois à 56e et à 2620",$$, ou
plutôt à Зооо", parceque cette approximation est suffisante; on a
donc le nombre 0,0000207 , et ce second terme est toujours de
même signe que dL ; il est donc dans ce cas positif. L'un et l'autre
additionnés ? donnent pour somme 0,0020785 ; et notez bien



So SUPPLÉMENT AU IIe LIVRE
encore que par le mot somme , on entend la reunion des nom-
bres , en ayant e'gard à leurs signes , comme dans la réduction
algébriqxie.

Au logarithme du nombre о,оо23у85 qui est 7,3y63o32 , puis-
que' ce nombre est fractionnaire , on ajoute le logarithme de
dL = 5,4i84638 que l'on aflecte toujours du signe de dL. Ce loga-
rithme est donc maintenant positif. Il résulte de là que la correc-
tion cP aplatissement est positive et de 6", 2%. Cette correction s'ajoute
avec son signe à la valeur de dL ; et l'on voit , par le tableau ,
que la somme des deux corrections est elle-même positive et de

Enfin l'on porte cette somme dans la quatrième colonne , où on
l'écrit toujours avec un signe contraire : on a parconséquent dans
cet exemple, — 0,26273. Somme faite (en ayant toutefois égard aux
signes) , on a définitivement pour la latitude vraie L" de Mont-
Cassel , 56S44423.

On voit dans la troisième colonne des latitudes et dans le dernier
exemple, un cas où le second terme delà correction d'aplatissement
est négatif, parcequerfZ se trouve négative; ce terme est — 0,0000060.
et répond adL = — ï o36*,68 ; mais dans l'usage de la seconde partie
de ]a Table VII, on a supposé simplement <££;=— -looo", par la
raison exposée plus haut.

CALCUL DES AZIMUTHS.

La première colonne comprend le premier terme de la correction :
on y voit le logarithme 9,4608007 affecté du signe — , ce qui doit
être en effet , puisque c'est le même qui a été employé dans le
calcul de la latitude : les deux autres sont essentiellement positifs ;
ainsi, à cause que les signes sont en nombre impair, le premier
terme dont il s'agit est négatif et = — 068". 4$i-

La deuxième colonne est consacrée au calcul du deuxième terme
de la correction ; on y voit pour premier logarithme 3,8960899 qui
est le log const £ sin ï" déjà employé dans le calcul de la latitude.
Ensuite vient le logarithme de <p% également employé dans ce calcul;

ainsi
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Ainsi que ceux de sin L et de cos L. Somme faite de ces quatre
logarithmes, on a pour deuxième terme de la correction, — i",Ô25,
vu que les signes — sont en nombre impair. Les deux termes étant
ajoutés ensemble comme les quaiitite's algébriques, on a pour résultat
— 970^076; c'est la correction totale que l'on porte toujours avec un
signe contraire dans la troisième colonne , ainsi qu'on le voit. Enfin
faisant une somme des nombres renfermés dans cette dernière, on
a pour l'azimuth Z' de Dunkerque sur l'horizon de Mont-Cassel,
i8i«,458858.

CALCUL DES LONGITUDES,

La première colonne comprend toute la correction de longitude.1

Dans le premier exemple, le second logarithme 9,4603007 est affecté
du signe —, et cela doit être d'après ce qui a été dit ci-dessus ,
puisque Z = 38if>,36i85. Quant au troisième logarithme 0,1992610,
il est le complément du log cos (Z' = 56G,44423). Le ternie cher-
ché est donc— 1249^,71 ; on l'écrit toujours avec le même signe
dans la seconde colonne, et le résultat est 3g9c,83o9 j c'est la lon-
gitude de Mont-Cassel.

Il ne faut pas oublier d'employer toujours , dans tous les calculs ,
les angles sphériques des triangles qui concourent à former les
valeurs de- Z.

CALCUL DES DIFFÉRENCES DE NIVEAU.

Ce calcul est extrêmement simple, et il le devient davantage
quand , à la formule exacte du tableau , l'on peut substituer la
suivante , //— К tang i ( J"— J1) [n° юб, Géodésie). Or cette
substitution est presque toujours permise dans les triangulations pri-
maires, parceque, quoique les hauteurs ou les dépressions des signaux
soient ordinairement très-petites, l'amplitude ф de la distance К
n'en est pas moins d'un petit nombre de minutes. Cependant il
ne s'agira en ce moment que de la formule rigoureuse.

J'observerai d'abord que l'exactitude mathématique exige dans le
calcul des latitudes , longitudes et azimuths, l'emploi de l'arc de
distance entre les signaux, et que l'on introduise au contraire la

11
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corde de cet arc dans le calcul des différences de niveau , par les
formules de M. Delambre ; mais , vu la très-petite différence qui
existe dans la pratique entre un arc et sa corde , on peut tout sim-
simplement prendre l'une de ces lignes pour l'autre , et même
supposer , dans ce dernier calcul , que la distance К donnée par la
résolution des triangles , ne diffère pas sensiblement de celle qui
lui re'pond au niveau de l'un des sommets des deux signaux dont on
cherche la différence de hauteur.

Le signe o*> employé dans la formule du tableau , est pour indi-
quer que la différence cf1' oo ^ qui entre au dénominateur, doit
toujours élre prise positivement ; ainsi le signe de H qui dépend
uniquement de celui du numérateur sin \ (S1 — «Г) , sera positif ou
négatif selon que l'angle <T' — <f* sera lui-même positif ou négatif.

Dans l'exemple que pre'sente le tableau , la distance apparente au
zénith du sommet du signal de Hondscoten, vu de Dunkerque , est
iT = 99c,979i6; et la distance apparente au zénith du sommet du
signal de Dunkerque , vu de Hondscoten , est 3* = iooc,ioig3; de

y _ j.
sorte que - = oc,o6i38, comme on le voit dans la première

colonne des différences de niveau. A ce nombre , considéré tou-
jours comme posilif, on ajoute ~ <p= 0^,0795 54 obtenu dans la
colonne intitulée angle <p , et la somme i4o7*,i4 est la valeur de

Passant à la deuxième colonne des différences de niveau, l'on
trouve pour premier logarithme 4,2019243 , c'est celui de la distance
de Dunkerque à Hondscoten; pour second logarithme 6,9841468 ,
c'est celui de sin ~ ( J" — J4 ) ; pour troisième logarithme 0,000001 1 ,
c'est le complément arithmétique delogcosi(^'ooJ'+cp).Lasomme
de ces trois logarithmes répond au nombre i5m,349qui est la valeur
de H , ou la cmanûté dont le sommet du signal de Hondscoten est plus
élevé' que celui du signal de Duokerque. Ce nombre étant positif,
On Técrit avec le signe -f- dans l'avant-dernière colonne du tableau;
et comme le sommet du signal de Duokerque est élevé au-dessus
de l'Oce'an, de 67m,573,il s'ensuit que le sommet du signal de
Hondscoten est à 8зт

;с)22 au-dessus de ce niveau; aiusi ...... •
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Pour former les calculs de la dernière colonne, c'est-à-dire , pour

avoir les hauteurs des sols au-dessus du niveau de la mer , il ne s'agi-
rait que de retrancher les hauteurs des signaux des valeurs de N* -,
ce qui est évident.

11 faut bien faire attention que les valeurs de £ et гГ" donne'es ci-
dessus sont les distances au zénith observées et réduites aux som-
mets des signaux (n« 26, Topographie).

20. Maintenant , pour faire voir pourquoi j'ai introduit le signe OO
dans la formule qui donne la différence de niveau par deux obser-
tions réciproques et simultanées , ou du moins faites dans deux cir-
constances semblables, je vais de'montrer cette formule pour les
deux cas qui se présentent dans la pratique.

Soit cT la distance apparente au zénith du point Б , observée de
la station A , et J' la distance apparente au zénith du point A ,
observée de В (fig. 37 , Géodésie}. Soit en outre <p l'angle que
forment les deux verticales passant par A et B et se coupant au
point С ; H la différence de niveau cherchée ; p le rayon de la
sphère dont la surface s'écarte le moins possible de celle d'une
terre aux lieux d'observation ( n° 9 , Topographie ) ; r , r les ré-
fractions dont les distances apparentes «F, cf se trouvent respective-
ment affectées ; enfin D , 1У les distances vraies ef-^-/-, J'-f-r'.

Si l'on suppose d'abord cT< eT', le triangle rectiligne ABC donr
nera évidemment

sin D' : p :: sin D : p -j- Я,
d'où

/sin D —sin D

puis à cause de sin D — sin D' = 2 cos ( — í — J sin Г — — — Vet

? sin i ( D' — D ) 2/> sin? sin {(Df — D)

= siuOoo — D") cos i (D— T)' — <p) *
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mais en general cos (x) = cos ( — x ) et sm - = ( - J -- ? ( r J -j-. . . j

de plus p<p = ЛГ,, JT, étant l'arc qui mesure la distance des stations
A j B , et dont la corde est К -, ainsi

H — (К — к - 3 \ "пИД'-
•" — V l 24p^COSi(0' — ü

comme je l'ai déjà démontré autrement (art. 106, Géodésie'):

Supposons maintenant D > D'} le triangle ABC donnera

sin D : p :: siu 1У : f» -f- H ;
parconséquent

sin D' — sin D

et par suite, en procédant comme ci-dessus, ou changeant dans le
résultat précédent D en D' ', ei г»г'се versa ̂

rr_(K _ К? Ч s in fÇD' — P)
— Ч ' a4 fVcosi(Z?

On voit donc , en comparant ces deux valeurs de .# , dont l'une est
positive et l'autre négative , qu'il est nécessaire, pour les comprendre
dans une seule formule, d'écrire

car la réfraction ne modifie en i-ien ce résultat. En effet, toute petite
portion de trajectoire décrite par un rayon de lumière qui traverse les
couches inférieures de l'atmosphère, se confond sensiblement avec
son cercle oscillateur : or dans ce cas , les tangentes menées par les
extrémités de celte trajectoire, forment avec la corde joignant les
points de contact , des angles égaux qui sont précisément ceux de
réfraction ; donc dans les observations réciproques et simultanées,
la différence J' — .£ des distances apparentes au zénith de deux
objets terrestres peu élevés au-dessus de l'horizon 3 est égale à la
différence D' — D des dislances vraies.
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Quand on n'a qu'une seule observation de distance au zénith , la

formule précédente n'est plus propre à faire connaître les différences
de niveau. Soit cT l'unique distance apparente au zénith observée ,
et supposons pour un moment que la réfraction soit nulle ; le
triangle ABC donnera , en conservant d'ailleurs la notation, em-
ployée ci-dessus,

d'où
sin &• — sin ( ^ — <p )

et par suite

H =
cos (£• — <p~) cos -- sinfJ4 — (p)sin-

S n
2 sm J —

. ф / x * . л , ffl\
= ap sin - (cot ( d — <p) cos - — sm - } ;

développant le second membre de cette équation , et ordonnant par
rapport aux puissances de l'angle ф , on aura , eu s'arrêtant aux
termes du second ordre,

H = ptp ( cot сГ-f-tang <p ) — f—

= p<p cot «Г -j- f— = A", cot cT + ^.
гт • a SP

Telle serait la hauteur if cherchée, si les rayons de lumière n'éprou-
vaient aucune réfraction ; . mais , dans les cas ordinaires , les
densités des couches de l'atmosphère vont en diminuant de bas en
haut, et pour lors les objets paraissent plus élevés qu'ils ne le sont
effectivement; la valeur de H , que l'on vient de trouver , est donc
trop grande d^une quantité Д7/ due à la réfraction. Or , pour de
très-petites hauteurs , cette réfraction est proportionnelle à l'arc Ç ,
c'est-à-dire que /' = /zip(art. io5, Géodésie') ; ainsi de la propriété
du petit triangle formé par la trajectoire, 'la corde AB de cette
trajectoire et la hauteur AH opposée à l'angle /•, et de ce que

= _ *^^—- . l'on tire à très-peu près ,
sin(<T — ip;

sn -
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partant #— - ДЯ, ou simplement

II est aise' de s'assurer de l'identité de cette formule avec celle que
M. Laplace a donnée dans sa Mécanique Céleste (tome IV, p. 279) :
il ne l'est pas moins de voir qu'elle a la même exactitude que la sui-
vante,

démontrée à l'art. 106 de la Géodésie , et que l'on a coutume d'em-
ployer.

Lorsque la valeur du coefficient n de la réfraction ne peut se
déduire d'aucune observation directe, faite à l'époque ouïes distances
au zénith ont été prises , on la suppose ordinairement de •+• 0,08.
Dans le cas d'une réfraction extraordinaire, n peut être négatif;
mais il n'y a que l'observation qui puisse véritablement faire con-
naître ce coefficient et le signe dont il doit être affecté (art. io5,
Géodésie).

Le Savant illustre auquel on est redevable d'une théorie complelte
des réfractions atmosphériques , a donné en outre des formules pour
calculer de grandes différences de niveau , ainsi que les hauteurs des
montagnes très-élevées au-dessus de la mer ; ce sont celles que j'ai
rapportées aux pages 3i5 et 33 de mes Traités de Géodésie et de
Topographie , et sur l'application desquelles je crois n'avoir laisse
rien à désirer. La réfraction terrestre présente, dans différens états
de l'atmosphère , des phénomènes très-singuliers et dignes de toute
l'attention des Physiciens-Géomètres. Voyez à ce sujet un ouvrage
que M. Biot vient de publier , lequel a pour titre : Recherches sur
les Réfractions extraordinaires qui ont lieu près de l'horizon.
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Formules pour évaluer l'effet que produit sur la latitude et la longitude
des points fondamentaux d'une carte, une très-petite variation dans
Vazimuth de départ.

3o. La me'thode du n* io de ma Topographie a seulement rap-
port aux petites variations dans les distances d'un point à la méri-
dienne et à sa perpendiculaire : ici je me propose de résoudre le
problème plus généralement. En supposant donc que les latitudes et
longitudes de tous les points principaux d'un réseau trigonomé-
trique aient été calculées à l'aide d'un azimuth provisoire , il s'agit
de faire à ces latitudes et longitudes les corrections dues à l'erreur
commise sur cet azimuth , sans recourir pour cela aux formules
précédentes, ni à d'autres qui rempliraient le même objet.

Comme les distances entre les points trigonomélriques sont
censées avoir été déterminées exactement , la nouvelle orienta-
tion s'effectue sur-le-champ en faisant tourner tout le réseau autour
du point OÙ Ton a observé l'azimuth , d'une quantité angulaire égale
à la différence de l'azimulh vrai à l'azimuth approché. En effet ,
soit A le lieu de l'observation, В un sommet quelconque de triangle, £•;„.
et С le pôle de la terre que l'on peut supposer sphérique dans celle
circonstance. Si, en vertu de la variation observée dans l'angle .2? /̂£7,
le point В doit être transporté en Б' : tout aulre point b lié invaria-
blement au premier sera, par suite du mouvement commun autour
de A, transporté en Z>'-, et l'angle ЪАЬ'у qui est égal à B AB', sera la
Variation d'azimuth, variation que je supposerai de quelques secondes
seulement. La question, envisagée sous ce point de vue , est donc
ramenée à chercher les équations différentielles d'un triangle sphé-
rique , dans lequel un angle est variable et les deux côte's qui le
comprennent sont constans.

Soit ABC ce triangle, et д, b, c les côte's oppose's aux angles do
mêmes dénominations j ou aura, d'après les propriétés connues des
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triangles sphériques ,

cos a = cos Ъ cos c -f- sin Ъ sin с cos A ..... -

cos с = cos a cos b -\- sin a sin b cos C ..... (а),

sin A sin с = sin a sin Í7 ......................... (3).

Si l'on différencie les deux premières équations, en faisant varier
A } a et С y et regardant с et b comme constans, on aura

sin ada = sin Ã sin с sin AdA }

о = — cos í sin «r/« -j- sin b cos 67 cos ada — sin a sin b sin Cí/(? ;

mais de la troisième équation l'on tire sin с = s.'n f S1" — : mettant
* sm ̂ 4

cette valeur dans la première équation différentielle, on obtient

da = sin b sin CdÂ ...... (m) ,

et introduisant cette valeur dans la seconde, on a

C-=. — cos Ъ (i — cot a tang Ъ cos C) dA . . .(«).

Soit maintenant L la latitude vraie du point A , L' la latitude ap-
prochée du point Б, Z l'azimuth approchée du cô lé В A observé sur
l'horizon de A , et compté du sud à l'ouest , depuis о jusqu'à 4°°G ;
enfin P' la différence approchée des longitudes des points A et В ;
les formules de correction (m) et («) seront respectivement

dL' = cos L sin PdZ .......... . ............ (»0»
dP1 = sin Z, ( i — . tang L' colLcosP'^dZ ...... (n'),

puisqu'à la seule inspection de la figure , on voit que da = — <££',

Il résulte de là que

latitude vraie du point В ES L' -f-

différence de longitude des points^ et В = P' H-

L'emploi de ces formules n'est sujet à aucune difficulté; j'observerai
seulement



DU TRAITÉ DE TOPOGRAPHIE. g$>
seulement que la variation d'azimuth dZ doit être prise avec sou
sigue (*) , et qne Z doit ici se compter du sud à Test : ce serait
le contraire s'il s'agissait du point b.

(*) Je me permettrai en ce moment une digression utile, laquelle a pour objet
de procurer une formule plus exacte que celle de l'art. 121 du Traité de Géodésie ,
pour calculer l'instant précis du passage du soleil au méridien par les hauteurs
correspondantes ; parce que j'ai supposé tacitement que les réfractions à hauteurs
égales , pour les époques du matin et du soir , étaient elles-mêmes égales, quoique
cela ait rarement lieu.

Soit A le zénith , С le pôle , В et b les lieux du soleil avant et après midi.
La differentiation de l'équation (ï) ci-dessus en y faisant tout varier , excepté b ,
donne

sincdc / ï _ ï Ч ^
sin b sin С """ \tang a tang С tang b sin С) '

dC
~~

OU, en adoptant 1я notation de l'article cité , réduisant t>n secondes sexagésimales

de tems, faisant attention aux signes des variations et à ce que de •= dr" est la
différence des réfractions r et r' qui ont lieu avant et après le passage au méri-
dien , on a pour correction additive , et lorsque l'astre s'avance vers le nord,

dP dr".iinZ
2 3o cos Z/ con D «in

telle est l'équation des hauteurs correspondantes , en ayant égard à la réfraction :
appliquée aux étoiles, elle se réduit à

dP __ dr" sin Z
2 3o cos L cos D sin P '

vu que la variation dD" en déclinaison e?t nulle. Il est aisé de s'assurer que le ,
terme dépendant de dr" est positif ou négatif, selon que la réfraction est plus
faible ou plus forte le soir que le matin. On calculera les réfractions /• et r au
moyen des observations du baromètre et du thermomètre pour la hauteur moyenne
apparente 90° — Z , et l'on exprimera dr" en seconde» de degrés.

Il suit de là que si m est, en tems de la pendule, l'instant approché du

passage au méridien, m -) sera toujours l'instant exact de ce passage.

Je n'ai pas besoin de rappeler qu'il est nécessaire de changer le signe de dD'
dans la formule ci-dessus, lorsque le soleil retourne au sud ; et d'y prendre
tang D négativement quand sa déclinaison est australe , ainsi que cot P, si P est
plus grand qu'un quadrant.
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CHAPITRE Y;

Construction des Cartes réduites, en ayant égard à
l'aplatissement de la terre-

Formules pour calculer les Latitudes croissantes.

5i. AL est peu d'auteurs d'Hydrographie qui , en traitant de la
construction des cartes réduites, n'aient pas considéré la terre comme
un ellipsoïde de revolution } et tenu compte de son aplatissement.
En eflet, cela est indispensable lorsqu'on désire mettre beaucoup
d'exactitude dans les divers problèmes de Navigation. Les obser-
vations suivantes, en se rattachant naturellement à ce qui précède,
complètent en même temps la théorie du n° 44 du Traité de Topo-*
graphie qui peut intéresser quelques lecteurs.

J'ai de'jà observé, dans cet ouvrage, qu'un vaisseau suivant le
même rumb de vent, décrirait sur la surface des mers une courbe à
double courbure dont la principale propriété serait de couper sous
le même angle, chaque méridien quelle traverserait. C'est à cette
ligne que l'on a donné le nom de loocodromie ou de course oblique.
•Ainsi une ligne loxodromique, qui fait un angle oblique avec un
méridien , est une sorte de spirale qui s'approche sans cesse
de l'un des pôles, sans jamais l'atteindre. En effet, s'il était pos-
sible qu'une telle ligne passât par le pôle, il faudrait qu'elle fît à 1«
fois à ce point le même angle avec tous les méridiens , ce qui es í
impossible : le pôle est donc un point asymptote à l'égard de la ligne
dont il s'agit.

L'espèce de projection qui est la plus propre à faciliter la réduc-
tion des routes , est celle admise pour la construciion des cartes
réduites. Sur ces cartes, dout ou attribue l'invention àMercalor ,
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les méridiens et les parallèles e'tant des lignes droites perpendicu-
laires entre elles comme sur le globe, il en résulte que la projec-
tion d'une loxodromie est une ligne droite qui jouit aussi évidem-
ment de la propriété de faire le même angle avec les méridiens.
De plus, les intervalles qui séparent les parallèles y croissent à
mesure que leur latitude augmente , et de telle sorte que, quoique
les grades des parallèles aient constamment la même longueur, les
grades des me'ridiens et ceux des parallèles conservent néanmoins
entre eux leurs rapports réels : c'est pour cette raison que les cartes
réduites se nomment aussi caries par latitudes croissantes.

Cela posé, si ds' est un élément du méridien de la carte, et ds un
élément analogue du méridien correspondant sur lu terré-, "et que
Л soit la latitude de l'extrémité de s, l'origine de cet arc elliptique
étant à l'équateur ; on aura, en désignant d'ailleurs par p le rayon
du parallèle dont Л estia latitude, par a celui de l'équateur, et en,
satisfaisant à la condition que l'on vient d'énoncer,

ds' : ds :: a : p,
ou(n» 7 ) ,

т , . Q( i—e 1) Í/A. . cos л
«••> . 5. •• * • TV

(l —e*sin'*)' ( l —easiaaA)'

ce qui donne
- .-d-О *

cos л (ï —е'вт*л)"

Reste à intégrer cette équation : pour y parvenir, on remarquera

—- ' ~ s • g-T se décomposant eu ces
nns A f 1 -— G Sin Л I A

d\ d.e sin л
-- e - г-г-г- , on a
C O S A i — е'вт-л '

et parconséquent

s' = a[log tang i ( ЮО- + Х) — ̂  log (i-±l

il n'y a point de constante à ajouter , parceque s' = о lersquo
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On a coutume de présenter cette valeur de / sous une forme "

plus'osimple. Pour cet effet, soit e sin A = sin 0, on aura évi-

demment , à cause de j*™*. = tang" f ( юо'-f. Ô) ,

^'Uãl-' f ̂ =
*

— e log tang - (iooc-f-ö) l

mais on peut aussi la réduire en série , et cela , de plusieurs

manières différentes ; d'abord comme en géne'ral , log ( ' _)

r=.2 ( и rf- í? + \ + ..... V on a , en faisant usage des logarithmes

ordinaires, et désignant le module rs,3o2585og3 par K' ,

série très-régulière , et par laquelle on voit que le premier terme
aK' log tang i ( юос4-Л) = а7Г log cot ̂  (IOOG — ̂ )estindependant
de l'aplatissement de la terre : ainsi pour la sphère , la latitude crois-
sante / exprimée en parties du rayon a pris pour unité , est égale au
produit du module Î'par le logarithme de la cotangente de la moitié
du complément de la latitude A.

D'un autre côté , il résulte du n" 18 ? que

d. e sin \ . .. ,

sin Л—=

m3 sin 7 A -j-

znaïs

. Л+ДУ ( _ > — я'~b% - иЬ a (a—Ь)
\i—n/ ' v """ / aa ' t ' o-f-ò ~" a ' * '

donc

)—aafsin A—g/nsinSA-f-F/w'siu SA. j L' \ ° ü /-J
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Dans ces formules , s' est donne' en mêmes unités que le rayon a

de l'équateur; on l'aura en minutes centésimales ou en centigrades,

en mettant ^^ = Д' au lieu de a : ainsi en s'arrêtant dans la pré-
. 7Г

im'ère série au terme en e* , ce qui est toujours suffisant , vu
la petitesse des termes ultérieurs , et en réduisant eu minutes ,
on a

y_ fl'pTlog tang (5o« + £)-.£ sin Л — ̂  sin3 Л. . . .J

Pour exemple, soit Л = 48°, on aura

tang (5oc-f- £-) = tang 74% et log tang 74« = 0,3637748.

Premier terme. Deuxième terme:

log A' = 0,3622157 log sin 4öc = 9,8554оЗэ
log

log R s= 3,8o388oi log R' = 3,8o388oi

logic rterme = 3,7269279 log 2* terme = 1,4159163 —
Ier terme 553a',464 a- terme — аб',о565.

Troisième terme,'

log sîn3X s= 9,60621
log e* = 5,55327

log Л' = 3,8о388
compl. log 3 = 9,52288

log 3* terme = 8,38624 —
3* terme — o',oa45.

Récapitulation.

Ier terme ............... 53G,5a464o
2e terme oG,a6o565 ] л о о
„ ,ъ\ — о,2бо8о8
3' terme о, 000243 J __

s' = 53G,o65832,



94 SUPPLÉMENT AU IIe LIVRE
Ainsi lorsque la latitude simple est de 48% la latitude croissante
— 53G,o63832 : c'est aussi ce que l'on trouverait si on employait
l'expression finie de s'. Quand on formera une table , on abrégera
beaucoup les calculs en faisant dans chaque terme une somme des
logarithmes constans.

Si l'on se sert à cet effet de la seconde formule précédente ,
on aura en minutes centésimales , et eu faisant usage des tables
ordinaires ,

i'=i4658',7ii98logtangr5oc-f-- A\ — 38^1 209 sin X+o'jOigoS sin 5Л,

et en minutes sexagésimales ,

sinX-f-o,oioa sm3A,

l'aplatissement a, de la terre étant toujours supposé de 5=-;

M. Delambre en publiant ce dernier résultat dans la Connais-
sance des Temps pour l'an XIII ( i8o5) , a douné eu outre celte
nouvelle formule ,

s' = a log tang i ( ioo° -{- u) ) ;

et supposé entre a et Л la relation suivante .

z»1

tang u) = - tang X,

de laquelle on tire

'— 2>2\ . . 1 /a1— i' . sin

Fig. 3. Or il n'est pas difficile de s'assurer que a> est l'angle formé par le
rayon de l'équateur elle rayon de la terre aboutissant au point dont
la latitude vraie est A, et que la normale à ce point fait avec ce
dernier rayon un angle v e'gal à Л — a> : ainsi

w = Л — v.
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Donc en diminuant la latitude vraie d'une quantité égale à l'angle
de, la verticale avec le rayon } le calcul des latitudes croissantes ,
dans le sphéroïde de révolution , se peut faire comme dans la sphère.
Mais voyons si cette nouvelle formule, mise ainsi sous forme furie ,
est réellement rigoureuse.

L'équation différentielle

, , _ _ a i — e t _ , _
"~~ a ' " " '

_ _
cos Л ( ï — easin'A ) " a" ' cos л ( ï — e" sin" л )

devient . en vertu de la relation précédente ,

7 / _ [~~ d -л cos л ~j
LCOS « ' cos u ( i — e"sinV) J '

de plus, à cause de

_ i

et de

ï -^ -- l_
ï + tarjg2A ï +tanga , '

on a , en introduisant ces valeurs dans celle de ds'3 et faisant atten-

tion que cos As=Ч í -j- tang"*

7 l i -
ds = a < •" I cos «

/ JÍ
» v "*" ? tangï

b
équation qui, à cause que - ne diffère pas beaucoup de l'unité
peut se réduire à

ds' = a.- J

cos«
et qui donne, en intégrant.,

s' = a log tang- ( ïooc-{-&>) = я log tang -( iooG-f* ^— v}-

Cette formule n'est donc qu'approximative ; néanmoins elle est vme
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des plus simples qui aient été proposées jusqu'à présent , pour
calculer les latitudes croissantes sur le sphéroïde. Il serait pourtant
possible de trouver un angle v tel que l'on eût exac lenient

Ä'= a log tang -( iooG -f- Л — f');

roais alors cet angle n'aurait plus la même signification que <» , et
sa valeur se déduirait d'une équation peu commode pour le calcul
numérique , comme il est facile de s'en assurer , eu comparant cette
valeur de s' avec cette autre

s'^oflog tang - ( юо-Ь Л) — e log tang- ( ioo -f- ô) j

obtenue plus haut. Tout bien considéré, les séries précédentes qui
donnent les latitudes croissantes en fonctions de la latitude vraie ,
sont encore préférables dans la pratique ; et elles sont tellement con-
vergentes que l'on peut presque toujours borner l'approximation
aux premiers termes dépendans de l'aberration de sphéricité.

Si au lieu d'intégrer la valeur ci-dessus de ds' entre les limites
о et Л , on l'intégrait entre les limites Л et Л', on aurait, en sup-
posant Л' < Л , désignant par С la valeur de s, et faisant usage de
la notation abrégée du n° ю,

j x") / / • i 1^1 • 3 3 = •
r~^ — 4й/ 5т-фсо5-Ф—5msm-<pcos-<I>r T r

-cp cos-Ф—. .. J

Зз. Voici maintenant la manière de construire les cartes ré-
duites , lorsqu'on a calculé un nombre suffisant de parties mé-
ridionales , c'est-à-dire de parties du méridien principal de la
carte.

C. Supposons que celte carte s'étende depuis le 3oiome jusqu'au 6oièm«
grade de latitude, et soit comprise entre deux méridiens dont la diffé-
rence de longitude=8oc ; et que l'on ait calculé les latitudes croissantes
de 10' en 10'. On formera un rectangle dont la base divisée en huit
parties égales, et chacune de celle-ci en xo parties égales , repré-

sentera
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senlera l'étendue de la carte en longitude ou l'échelle des grades de
longitude. Ensuite on prendra dans la table des latitudes croissantes,
les valeurs de 3oc, 10'; 3o°, 20'; 3oc, 3o' ---- jusques à 6oG; et on les
soustraira successivement de la valeur de 3o° de latitude. Les lon-
gueurs de ces restes e'tant prises sur l'e'chelle des grades de lon-
gitude , on les portera de bas en haut sur les hauteurs oppose'es du
rectangle , qui sont les méridiens extrêmes de la carte, et l'on aura
par ce moyen la graduation des parties méridionales ; après quoi il
sera facile de marquer, à l'aide des longitudes et latitudes connues ,
les îles, les e'cueils, le littoral des côtes, en un mot tout ce qui
peut être un objet d'inte'rét pour les Navigateurs. Il est entendu que
ces graduations seront numérote'es de la même manière que sur la
sphère; car les nombres fournis par la table des latitudes crois-
santes, ou les valeurs de /, ne servent que pour déterminer sur la
carte la grandeur absolue des grades de latitude. Ou lira donc ,
à partir du bas de la carte: et en. remontant, vers le nord- 3oc. 4°c»
5o°, 6oc.

Pour diviser cette carte en feuilles d'assemblage , il serait assez
naturel d'adopter le mode du n° 4 > en prenant toutefois l'équateur
pour le moyen parallèle.

Equation de la Loxodromie et conséquences qui en résultent.

33. Il faut bien remarquer que la distance rectiligne qui joint les
projections de deux points du globe , n'est pas la projection de la plus
courte distance curviligne de ces points; elle est même plus longue qxie
la roule que suivrait sous cette aire-de-vent, un vaisseau allant du
premier au second point. On se convaincra de cette vérité en fai-
sant attention que, d'après la théorie du n" a4> les deux angles
azimuthaux qu'une ligne géode'sique ou de plus courte distance fait
avec les méridiens de ses extrémités , sont toujours inégaux , tandis
que le contraire a lieu pour la loxodromie. Le problème de trouver
l'équation de cette ligne , n'est sujet à aucune difficulté d'analyse ;
car par le numéro cité,

A» = àf 4- ? W + àf ..... (a) ;

et a cause que sin M' = i/~ , on a pour équation différentielle de
i3
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la loxodromie ,

Sm*M' ( dq* •+• qW-t- dt* ) = ? W í

l'angle M qui est ici le rumb de vent, étant constant pour toute
l'e'tendue de cette ligne. De là on tire

et 'après la substitution de cette valeur dans l'équation (a) , l'on
obtient

ds = — l-rr,'cos

ou encore, pareeque t = è sin -ч|/, у = л cos ̂ ' et да г= is ( i -f-0>
on a

^ ang ^—-̂  .........
T c cos 4- " ч '

Ces deux équations , qui donnent les solutions des problèmes re-
latifs à la loxodromie, s'izitègrent par les séries. Si donc l'on déve-

loppe la quantité radicale \/i -f- e sin*4/ jusques à la première puis-
1 1 . . 1 ) ' . ' l ï • . ! "~~ COS 2 ,sance de e seulement , et que 1 on ait égard a ce que sm* = - - - ;

on trouvera d'abord

eos 4' ^^ a coâ 4'

et ensuite

= ^TW (44- J «Ф'- 1 £sin24')+ const. . . .(«•),

ou

ç/sstangAfflog tang(5o<4-r-4/) ~Ге sin 4Л-Honst... (i"),
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Dans la première équation (//) , la constante se détermine en
remarquant qu'à l'origine de la ligne s , on a ф au lieu de ф' ;
ainsi

ou, en représentant par £ ce que devient s lorsque e=o, et rem-
plaçant sin 24/ — sin 2-vf/ par sa valeur 2 cos ( ^j/'-f-^) sin С '̂"— Ф) >
on a

formule dans laquelle £— - — *j/ ( 4' —" 41 ) > et фы donne la lon-

gueur de la loxodromie , connaissant le rumb de vent M'
ainsi que les latitudes réduites des points de départ et d'arrivée.

La constante de la seconde équation (b") se détermine par une
considération analogue; en effet, à l'origine de s , la. longitude <t>'
devient ф , et la latitude réduite -\f se change en -ф ( n* 24) ; parcou-
séquent <p'— -<p, ou

mais si l'on désigne par ъг ce que Лф devient lorsque e= o, c'est-

à-dire , si l'on fait <w = lang M' log ̂ ^^^ , Oû a sim-

plement

= (йг — e tang Л/' cos -(-vj/ -f- 4/) sin -

formule à l'aide de laquelle on détermine Ia díílerence de longi-
tude des extre'milés de la loxodromie , lorsque le rumb de vent
et les latitudes réduites des extrémités de cette ligne sont connus.

Il n'est pas de mon sujet de résoudre tous les problèmes de Navi-
gation qui trouvent leurs solutions dans l'analyse précédente : j'ai
seulement voulu faire voir le parti que l'on pouvait tirer de la théo-
rie du n" 24.
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Propriété particulière de la ligne loxoaromique.

34- Je terminerai ce chapitre en prouvant une propriété très-
curieuse de la loxodromie tracée sur une sphère ; c'est que sa pro-
jection stéréographique sur le plan de l'équateur (le point de vue
étant au pôle) est une spirale logarithmique : or cette propriété
dérive de cette autre, savoir : Dans la projection de Ptolémée, l'angle
de deux lignes quelconques tracées sur la sphère , ne diffère point de
sa perspective, et c'est ce dont il est facile de se rendre raison par la
Ge'ométrie élémentaire ; mais pour démontrer analytiquement celte
dernière propriété , j'observerai d'abord que toute tangente à la
surface de la sphère, peut être considérée comme la commune sec-
tion du plan tangent, de celui d'un grand cercle , et d'un autre plan
passant par le point de vue.

Cela posé, soit

l'équation de la sphère ; celles de la tangente que l'on considère
sont , en désignant par x'fz' les coordonnées d'un point donné de
celle ligne,

— x' — a(z^ z' } \

-/S=i(a-*')J

le plan d'un grand cercle assujéti à passer par ce point aura pour
équation.

(/-/)•• --(3).

Pareillement le plan passant par le point de vue x'jfz* et par le
premier point x'fz' ^ aura pour équation

z'— *' = M (x'- x") H- N (/-/) ...... (4)-

D'ailleurs l'équation aux différentielles partielles d'un plan tangenï
à une surface courbe quelconque , assujéti de même à passer par le
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point x'y'z'j étant

on tire de la sphère (ï),

_ x /dz\ _ y
-- *• V3^ — — s» .

ainsi l'équation du plan tangent est

«-^-^-аОНгС-Г--/ ) . . - . . . (50-
Or une combinaison bien simple des e'quations (2), (5); (2) , (4) ;
(2) , (5'), (en diminuant d'abord dans (4) toutes les variables d'un
accent)., fournit ces trois relations

" aA + ЪВ = ï ,
aM -f IN = i ,
e.r + ^Г = — г;

qui expriment que la tangente proposée est dans chacun des plan*
(3) ) (4) } (5') , et desquelles on tire

_ z ï _ ___
— Ay—Bx> Ay — Bx

Mais pour simplifier les calculs sans nuire à la généralité de la
démonstration , supposons que le point donné x'fz' soit le point
de contact même, par lequel passe le plan des xz; dans ce cas,
y' = o, et puisque le point de vue x'f"z' est sur la sphère à
l'extrémité du rayon perpendiculaire au plan de projection xy ,
On a

x" zny' s= o et 2* = •—/•;

d'où il est aisé de conclure
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ou encore

,
* " 0 + f).

Ces deux dernières expressions peuvent être rendues indépendantes
des coordonnées- x'z' et du rayon r de la sphère; car l'équation
de la trace du plan (3) sur celui de xz étant z z=4x, on a

et il est clair., en outre., que le triangle rectangle rx'z' donne

^?= V'i+Л',

puisque A est la tangente trigonome'trique de l'angle que cette trace
fait avec l'axe des x' ; partant

et l'équation (4) du plan projetant devient

La projection stéréographique de la tangente située dans ce plan/
s'obtiendra en faisant 2 = 0 dans ce résultat ; et la tangente trigo-
Hométriqne de l'angle 9 qui résulte de cette projection et de l'axe
des x y sera évidemment

. M VT+T*
tangfl=Fs= — — j—

Pareillement pour une autre tangente à la sphère , menée de
même par le point x'fz', et représentant l'intersection des plans
z— *=À(x— x'}+B'(y— /) et *— fedfa:— o/
on aura

M у



DU TRAITÉ DE TOPOGRAPHIE.
ainsi

/û fl/v (B — B") 1Л+^tang ( 9 - 6' ) = <-_^-FW:frr-.

Maintenant soit У Fmcliaaison des deux tangentes formant i'angle
de deux courbes quelconques tracées sur la sphère , angle qui est
en même' temps celui des deux plans 2= Ax -f- By , z ==
dans lesquels se trouvent ces taagentesj on a, comme 4*<m «ait,

_
ou

donc
et О— о'=

re'sultat qui prouve la propos! ti<m ,auonce'e ., puisque Ô— • ô' est la
projection stéréographique de l'angle /^.

Je ne parlerai point des diverses applications que l'on peut faire
de cette méthode analytique , qui renferme le principe fondamental
de la perspective linéaire , parceque l'on peut consulter à ce sujet la
deuxième édition de mon Recueil de diverses propositions de Géo-
métrie, page 342 , où l'on trouvera d'ailleurs une autre démonstration
assez simple de la propriété actuelle.

Il me reste à prouver la première propriété énoncée , ce qui ne
présente aucune difficulté ; car la spirale logarithmique coupant tous-
ses rayons vecteurs sous un même angle , et dans la projection sté-
réographique dont il s'agit en ce moment, les méridiens étant ces
rayons eux-mêmes , on doit naturellement inférer de là et de la pro-
position précédente , qu'une ligne loxodromique est une telle spirale
sur la carte.

FIN.



ERRATA.
Page 8, ligne i5, courbe, lisez courbure.

•— 18 , équation (6) , au dénominateur , au lieu de l'exposant £ , lisez |.
a и

.— 27 , ligne 8 en remontant , "— , lisez ^.
о 4

— 34 , ligne 9 , au premier dénominateur , restituez le facteur fl'.
•— 35, ]jgne ia , effacez respectivement.
•— 83 , ligne 4 en remontant , au dénominateur , sin D , lisez sin D'.
•—88, ligue 12,1'azimuth approchée, lisez l'azimuth approché.

Supplément à Г errata du Traité de Topographie.

Page a5 , lignes 6 et 8 en remontant , aux numérateurs , т/, Usez
•— 38 , ligne 3 , étant proportionnelles , lisez étant réciproquement propor-

tionnelles.

Ibid. , du Traité de Géodésie;

Page 74 , ligne 4 , la vis V , lisez les Y« VV ^

Explication



Explication et usage de la Table /.

La première partie de cette. Table a pour argument la latitude , et s'étend
depuis Зое jusqu'à 700, comme on le voit dans la première colonne : elle donne
les valeurs de fl qui sont les amplitudes des arcs de parallèle sur la carte , ré-
pondant à un grade de longitude sur le globe. Ces valeurs s'obtiennent à l'aide
de la méthode du n° so, et composent la deuxième colonne de la Table. La
troisième colonne comprend les différences premières des nombres de la secondé ;
et la quatrième colonne , les différences secondes de ces mêmes nombres , ou ,
ce qui est de même, les différences des différences premières. Enfin, les signes
de ces différences sont indiqués dans les titres de ces dernières colonnes.

Au moyen des valeurs de ДЙ et Д"0 , on a formé la deuxième partie de la
Table , en s'imposant la condition d'interpoler de décigrades en décigrades ,
c'est-à-dire de calculer les valeurs de 9 pour 3oo,i , 3o<>,2, 3oG,3 ........ de
latitude et i c de longitude , et d'employer à cet effet des différences premières
et secondes: Or il-est démontré flans 'les Traitifs- ilu Calcul aux Différences

finies , que si l'on a une suite de quantités б б, fla 93 ...... liées entre elles d'une
manière quelconque et qui répondent aux indices 0,1, 2,3.. . considérés comme
les abscisses d'une courbe ayant respectivement û 9, 6a 83 ..... pour ordonnées,
et que l'on veuille partager les intervalles entre ces dernières lignes en h parties
égales , on a , en désignant par M , ï*è les différences premières et secondes de
l'ordonnée 9, eu égard au nouvel indice x ,

= .....

ou Ыеи à cause de la supposition de h = 10,

Jfl = \ A8 — -i- A'â .10. aoo '

<H=r -i- A*3.
" 100

Avec ces nouvelles différence» premières et secondes Jtf, £4 f on effectuera
l'interpolation ainsi que nous l'enseignerons bientôt.

Remarquons d'abord que pour la facilité du calcul, on peut écrire la valeur
ci-dessus de «M ainsi qu'il suit ,

M = — Д9 — — À*9 + — A»e.10 20 aoo



C'est cette formule et celle-ci, J^fl = -— Д аО, qui ont été employées pour
lOO

calculer les nombres de la deuxième partie de la Table. Par exemple , au-dessous

du nombre 3oc, on voit — Дв = 0,00026149 , c'est-à-dire — du premier nombre

de la deuxième colonne de la première partie de cette Table; viennent ensuite

les termes -- Д"о et 4- — A"fl fournis par le premier nombre de la colonne
ao 200 r r

des Д'в ; enfin les valeurs de M et de i^ô.

Veut-on maintenant interpoler neuf termes entre So° et 3i<*; ce sera au
moyen de la formule suivante ,

dans -laquelle 'i indique le Tang du terme que l'on cherche. Par exemple , on
demande la valeur de 'fl correspondante à. la latitude 3o°,5 ; dans ce cas ,
i = 5 , et

''3 = ôv = 0^,6781 i470-J-oc,ooo26622 X 5—ioX oc,oooooio5

C'est ce que donne en effet la troisième .partie de la Table , laquelle est formée
de la manière suivante :

"Vis-à-vis la latitude 3o° se trouvent les \valeurs de fl , M et á^fl ; les nombres
de la colonne des différences ir" s'obtiennent par l'addition continuelle de la
valeur de J^fl prise 'avec son signe , et du premier nombre de cette colonne ;
et une des valeurs quelconques de fl se trouve en ajoutant à sa valeur précé-
dente, le nombre correspondant pris1 dans la troisième colonne. Ce procédé se-
continue jusqu'à Зае inclusivement , et precure toutes les valeurs de S comprises
entre celles qui répondent à 3o° et 3a<> : comme par cette interpolation , l'on
reproduit, du moins à très-peu de chose près, les valeurs de ô correspondantes
à 3i с et За0, on est à même* de juger-, 'par leur comparaison avec celles qui
ont été calculées directement, si les termes intercalés sont exacts, et si l'on
peut se permettre de négliger, comme nous l'avon» fait, les différences troisièmes.



TABLE I.

PREMIÈRE PARTIE.

Amplitudes des arcs de parallèle sur la projection modifiée de
Flamstéed , pour i° de longitude.

Argument: Latitude.

Laut.

с
So

3i

За

33

34

35

36

з?
38

39

4o

4«

4'
43
44
45
40

47

48

49

5o

Angle в.

e
0,6781147

0,6807396

о.бВЗаЗдЗ

o,68564i4

0,6879333

0,6901133

0,6901758

0,6941309

0,6959447

0,6976440

0,6993128

0,7006666

0,7019631

Q,7o3x3l7

0,7041684

о,7о5оЗд5

0,7057707

0,7063477

0,7067660

o^o'jowj

0,7071068

4-Д8

o, 00161 4g
o,ooi5o97

0,0024021

Ojoqaagig

0,0031690

o,ooao635

o, 00x945 1

О, ОО18з38

0,0016993

0,0015718

o,oq>44<>8

o,ooi3o65

0,0011686

0,0010267

o,oop88ti

o, 00,073 1 a

0,0006770

o,ooo4i83

0,0003547

o,o<x)o86t

-A «e.

0,0007053
1076
1 103

nag

л55

1184

iai3

1345

1375

i3to

1343

>379

Ф9

1/J56

i499

i54a

1687

i6J6

«680

Laut.

с.
5o

5i

5з

53

54

65

56

57
58

5g
6o

Cr

62
<L?
64

65

66
67
68

69
7°

Angle 0.

e
0,7071068

0,7070189

0,7067514

o, 7063982

о,7о5653я
0,7048096

0,7037600

0,7024971

о,7ою!з8

0,6992983

0,6973444
o,6g5i4t3

0,6936783

a, (899438

0,6869357
o,6836to7

0,6799844

0,6760314

0,6717348

0,6640763

o,6Gao35g

-лв

0,0000879

0,0002675

о,ооо453з

о,ооо645о

0,0008437
o,ooio4g5

0,0013639

0,0014843

O,ooi7l45

o,oqi9539

0,OO23o3l

0,003463l

0,0037344

o,oq3oi8i

o,qo33i5o

о,оо36з63

o, oo3g53o

0,0043966

o,oo46585

O,oo5o4o4

-ЬД'в

0,0001796

i857

1918

1987

2o58

3134

3314

аЗоа

a394
з4дз

абоо

a^iS

а837

аэбд

ЗпЗ

Зз67

3436
Збгд

36ig



TABLE I.

DEUXIÈME PARTIE.

Argument : Latitude.

AiS.it*.

diff. a«

«rs
<T'8

<rej1»«

js
сГ»е

.те
j»e

Latitude.

Зое

о, ооозб >4ç
-bo.oooooSaï
+0,00036676
— 0, OOOOOOO'

+0,00016623
— 0,000001 o5

"36

o,oooig45i
-t-o.oooooGob
+0,00020067
— 0,0000006]

+0,00019996
— 0,00000131

42

0,00011686
+0,0000070:
+o,oooi3dgî
— 0,00000071

+О,ООО1эЗэ^
— о, 00000143

48
о,ооооз547

+0,00000843
+o,oooo33go
— 0,00000084

-i-о.ооооЗЗоб
—0,00000169

Latitude.

За»

o,oooa4o2i
+o,ooooo55i
-t-o,oooa457a
— О, OOOOOO55

+0,00034617
—0,00000110

38

0,0001699;
+0,00000037
+0,00017630
— о, ооооооб^

4-o,oooi7566
—0,00000127

44
o,oooo88ii

+о, 00000749

—0,00000075

+о,оооод485
— 0,00000 1 5o

Latitude.

34*

0,00021790
+o,ooooo5 78
4-0,00023368
— o,oooooo58

+0,000333 10
— 0,000001 15

4o .

0,00014408
4-0,00000671
+0,00016079
—0,0000000;;

4-O,OOOl5ol2

— 0,00000 1 Ц

46
о, 00006770

4-о,ооооо7оЗ
4-o,oooo6563
— 0,00000075

+0,00006484
— o,oooooi5g

diff. ï«

diff. a«

<re
f'B

t6
cT'8

fS
f'i

fe
cT'fl

1 Latitude.

5oo

— 0,00000870
— 0,0000089$
— 0,00001777
4-0,00000090

— 0,00001687
4-0,00000180

56

— 0,00012629
— 0,0000110'
— 0,00013736
+0,00000111

— 0,000 ï 36a5
+0,OOOOO22I

62

—0,0002734^
— 0,0000141 1
— 0,00028762
+0,00000142

— о, оооэвбзо
+о,оооооз84

68

—o,ooo46585
— O,OOOO1QOQ

—0,00048494
+0,OOOOOigi

— о,ооо483оЗ
-fo,ooooo38a

Latitude.

Sac

— o,oooo4532

— 0,00005491
+0,00000096

— o,oooo5395
+0,00000193

58

— 0,00017145
—0,00001197
— 0,0001834:
+0,00000130

— 0,00018333
+о,ооооозЗд

64
— o,ooo33i5o
— 0,0000 ï 55f
— 0,00034706
+0,00000 1 56

— o, ooo3455q
+o,ooooo3n

Latitude.

54«

— 0,00008437
— 0,00001020
— 0,00009466
4-0,00000103

— 0,00009353
4-0,00000306

60
— 0,00022o3l

— 0,0000 ï 3oo
— o,ooo3333i
4-o,oooooi3o

— о,ооозЗзо!
4-o,oooooa6o

66

— о,оооЗд53о
—о, 00001718
— 0,00041348
4-0,00000173

— 0,00041076
4-o,ooóoo344



TABLET.

TROISIÈME PARTIE.

Argument : Latitude.

Latit.

G .
3o,o

ï

a

3

4
5

6

7

8

9

3i,o

ï

a

3

4

5

6

7

8

9

3a,o

Angle Í..

G
0,67811470

0,67838093

0,67864609

0,67891031

0,679,7338

0,67943530

0,6796963?

0,679956l9

o,68oai5o6

0,68047398

0,68072965

0,68098539

0,68134004

o,68i4g366

0,68174633

0,68199775

0,68224832

0,68349764

0,683746°'

0,68299333

о.бвЗаЗдбо

/9

OU diff. ire«.

+0,00026622

36617

a64lB

36307

абзоз

э6о97

aSgga

36887

36783

35677

35573

35467

а536з

35з57

35i53

з5о47

24942

34837

з473з

34627

-

f'B

ОП (liff. 2""««.

— 0,00000 ï o5

Lati t .

G

32,0

I

-

3

4
5

6

. 7

8

9

33,o

i

a

3

4
4 5

6

7

8

9

34,0

Angle в.

o,68323g3o

0,68343447

.»ввдо«

o,68397i5i

o,6842i338

o,684454i5

о,684бдЗва

о,б8493а3э

0,66516986

о,6854обаЗ

o,68564i5o

о, 68583567

0,64610874

0,68634071

o,68657i58

o,6868oi35

0,68703003

0,98735769

0,68748406

0,68770943

0,68793370

tB

ou diff. ire».

+0,00024517

24407

34:197

34187

34077

33967

»3857

33?47

33637

а35з7

33417

аЗЗо;

a3ig7

a3o87

32977

22867"

' »757

33647

зз537

3.2427

on diff. 2Œ«.

—0,00000 И О

.



TABLE IL
Modele du calcul abrégé des coordonnées d'un point quelconque

de la projection modifiés de Flamstêed.

VALEUR

du rayon d'un parallèle,

R — t ±. F.

nombre const. fc=63852gom

table III, a« partie
de la Topogr. ±i <r

Soxnnie =^ R

loa1 R —

1

AMPLITUDE

d'un arc de parallèle ,

0= p cos L Q.

log p ou diff. de longitude,

log cos L

loglb

compl log R

Somme ou log в

w

ï Лã "•

LOGARITHMES

du rayon de plus grande

courbure , ou

log ТЪ.

Facteur de la Table IX
( Géodésie),

log constant i,8o3884i

Somme оц log Tfc,

CALCUL

de l'ordonnée y.

log Л

log sin S

Somme ou log y.

У

CALCUL

de l'abscisse x.

logy

log tang l ô

Somme ou log H

± H
-r- r

Somme ou x.

OBSERVATIONS.

On prend le signe supé-
rieur pour la partie bo-
réale , et le eigne inférieur
pour la partie australe.

Les valeurs de x et y
sont celles des coordon-
nées d'un point quelcon-
que de la carte , et se comp-
tent à partir du centre du
développement.

TABLE 111.



T A B L E III.
TABLEAU SYNOPTIQUE de tous les Calculs à effectuer pour déterminer , par les formules de M. DELÀMBRE , les positions

géographiques des sommets des triangles du premier ordre.

(Nota. Les Tables Ifel VU citées dans ce Tableau, font partie de celles du Traité de Géodésie).

. - gg

NUMÉROS

des

SOMMETS.

1

t

;

1

— *•— <— -»•••.

NOMS

des

SOMMETS.

A

В

Mont-Casscl

Hondscoten

Hondscoten

Monl-Cassel

==яаад= ,

ANGLE <p

P — к(1 *- sm,/-"J

log л:
log facteur, Table IV.

4,4386-81

"*. /Ч- f f 'Q

' ' *

4,2019243
ã,9985684
3,2004927

<s/ — i58o ,6o
ï f— 793'34

t»
3,3aga9a6

Â
3,4495360

"^ "*~ »^ — i»— ~— ̂ -^^^-^^— ̂  ^— .^— _!_— __ .— ̂ -^— — — ;

LATITUDES.

log*
Io f; cos Z

Somme = log, Ier terme

Ier terme,
a" terme.

Correction d'aplatissem.

S H'ff A 1 '

3,4373468
9,9811156

3, 4183634

o",6i

а6а8",98

6",a3

збз^а!

3, 2004927
9,6755971

2,7760898

2, IO

5""'aG

6oo",68

9'97033ii

3,3о5оз37

302l",27

0,46

4,8o

aoa6",53

3,4495366
g, 5688829

3,oi84ig5 —

— io43",3a
-t- 6,64

- 3,44

— io39",ia

log const=Jog j s i n i "

log sin Z
log sin Z
log lang Z

Somme — log v ttrme.
a* terme.

3,8950899
6,8744936

/г ч
0,0921927

9,7823776 ч-,
o'ûi

6, 4000854

9,9068341 —
0,0921927

о,3з!д36з ч-
а"ю

б',о58585а
9,5о6'д85а
д,5о6д852

9,65оооо4
о ;4Ö

3,8д5о8с)9
6, 8990733
q 9679223 — •
9,9679223 —
0,0921927

0,8222004 +

. .) ( ï + e'cos'Zrb! e"s

(e'cos'L) Table fjf.
(|easin dL cos £si( •£) id.

Somme ^= О

, .J°8#.log dL, splicrique.

Som.r^loscorr. d^plat.
Correction d'aplatBScm.

0,0023678
0,0000207

0,0033786

AM

0,7^670

0,0023678
o,ooooo36

o,oos3Gi4

3^7776153

0,1607849
i ",4a

0,0033637
o,oooo i 38

0,0033766

7-3759378

o,68i66io
4",8o

0,0033578
— o,ooopo6g

о,ооз35од

3,oi56449 —

0,3868791 _
— а",<Й

i n dL cos L sin L + . . .)

L

— Difference de latitude.

Somme = L'

66,70695

' '
5G,44/,23

— 0,060068

66,646883

O, 302

56, 444229

c,

-ь o, io3oia

56, 81.862

A Z I M U T H S .

loe^

log sin Z

log tang L'

l" leime.

3,4372468

о, 0885307

чг
nfiS" /ÍÍT

3,3004927

9,966834l —

0,OQ I 3549

3 з 5868 n

3,3292936

g, 5о6з85з

o o8S53oi

3,9248083

3,4495366

9,9679223 — i

0,093643 l
3,5iuoio —

? sin Z tang Z/ 4-i sin ï VsinZcosZ-f...)

log const = logisin ï"
3 log 4,

log cos í
log sin Z

Somme — logae tenue.

V terme.
1er ici me.

So dZ

3,8950899

9,981 u56
9, f ° °°7

0,3109990 —

ï" 6э5
сив" 45 1

" fi970 ,070

3,8g5o8qg

9,gOObJ-)i

q 8385o65

n" 6n

l8ll"'lQ« т ' У

_ i8i4",88

3,8q5o8r,g
6,6585852

84l ",02

3,895o899
6,8901733

9,9679223 —

o,33o9683 4-

4- 2",l4
3a44" 16

0 / II

z

•+• aoo gr.

— dZ = convergence.

Somme = Z'

38i°36i85o

-t- aoo

+ 0,097008

18 i,458858

+ 300

ч- 0,181488

124,745988

-t- 300

— 0,08421 I

220,743457

G

+ 200

7б,155ЭЗа

——
LONGI

•

M' -Ля

comp Jog cos L'

Som. = log <IM
dM

3,4372168

0,1992610

3 og68o85 —

q' nöGSM t
0,2009615

3,3682883 —

3,3292926
9,5oö.,.'853
o, 195)2610

3, 0355.488
io85",27

3,4495366

о,зпз3458

Ч Г R /
'/ 'Hf'" 8

—

TüDES.

"— "
if sin Z

~f" Л7"

Л/

+ <Mf

„ Л//Somme — M

— 0,12497

399,83090

G

— o,a335oi

399,72з36д

О

399,830896

899,955870

- o,4i668a

399,5,39188

DIFFÉRENCES DE NIVEAU.

H — K( sin

f

Difference ou ( í^ — <Г )

i differ, ou 1 ( t' t )
i f

оотше ou y í tT'co f -+• л )

G
roo, ютдЗо

0,122770

o,o6i38o
0,079334

'""4

H^-J1) \
L* "f + 9))

log Â

log sin í (í'— í)

сотр. log cos \ (£'cs)f+<f

^ \ Tf

H °

4,3019343

6,9841468

0,0000011

1,186072216,349

-
HAUT

AU-DESSUS

!cs sommets
des signaux.

N

•+-Я

N'

67»573

G7",573

82,922

EURS

DE LA MER.

~- •••• s

des
Sols

N"—Nf S0'

w.

N'

haut. sig. — S

N"
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CHAPITRE VI.

THÉORIE DE LA PROJECTION DE GASSINI.

Avantages qui résultent en levant les détails topographiques
à la projection même de la carte d'ensemble.

55. JLjKS méthodes géométriques adoptées pour les levés de détail
d'un pays d'un*- grande pt/»ndu«r dorme*2"*"»* immédiatement pour
projection une espèce de perspective des points et des lignes que
Ton considère sur la surface do sphéroïde terrestre,- en prenant pour
rayons visuels les normales à cette surface, si l'on pouvait effectuer
cette projection sur une autre surface qui lui fût semblable; maie
dans tout l'espace où le» directions du ßl-a-plomb peuvent être
considérées comme parallèles, la projection dont il s'agit dégénère
sensiblement en projection orthogonale, et est supposée être faite
sur un plan tangent à la surface de la terre ayant pour point de
eontact 1б milieu de ce petit espace. En relevant donc des détail»
topoeraphiques de proche en proche, par les mêmes procédés, ore
a une suite de cartes tracées sur des plans tangens dtfférens, el
qu'il est par conséquent impossible d'assembler exactement sur une
même surface plane; puisque la somme des angles plans dont
se compose un angle polyèdre convexe, est toujours plus petite
que quatre angles droits. Pour éviter la disjonction dtes parties com-
munes à ces cartes particulières, l'on est donc obligé de choisir
un système de projection qui se prête à leur réunion. Quoique1 tout
système de cette nature puisse procurer cet avantage, non toute-
fois sans altérer plus ou moins la configuration des objets ainsi
que leurs positions respectives, celui des distances à la méridienne
et à la perpendiculaire, employé pour la première fois par Cassini,
est cependant presque le seul dont on a fait usage jusqu'à présent,
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soit à cause de la simplicité des opérations graphiques qui en dé-
pendent , soit pour imiter en cela les illustres auteurs de la carte
de France, qui, par leurs immenses travaux géodésiques, ont si
puissamment contribué aux progrès de la topographie des grands.
Etats.

Mais convient-il de former d'abord le canevas d'une carte a
la projection de la gravure et à l'échelle des détails, pour les y
tracer à mesure qu'on opère sur le terrain, afin d'en avoir immé-
diatement l'ensemble, et de régulariser par ce moyen les travaux
des ingénieurs j ou bien ne vaut-il pas mieux lever ces détails
isolément et par limites naturelles, c'est-à-dire en suivant le cours
des rivières ou des chemins , etc , pour les assujélir ensuite à la pro-
jection du canevas général? La première méthode serait, sinon
impraticable, du moins extrêmement fastidieuse et embarrassante r

si la projection défigurait considérablement les surfaces qui avoi-
sinent les limites de la carte, à cause de la nécessité où l'on sei'ait
de faire à chaque moment des réductions aux grandes longueurs
ainsi qu'aux angles mesurés sur le terrain, pour les. projeter sur la
carte;, mais comme, dans les bons levés, les points trigonomé-
triques rigoureusement projetés sont trè_s-rapprochés les uns des.
autres, et que c'est à ces points que se rattachent les opérations
de détail, on est dispensé d'avoir égard à ces rédactions, même
lorsque la carte a beaucoup d'étendue en longitude, vu que lès-
erreurs qui en résultent alors sont de peu de conséquence, efr
qu'elles ne peuvent d'ailleurs s'accroître indéfiniment. Ce fait se
vérifie d'autant mieux, que la projection altère moins les formes
des objets situés dans les régions où ses défauts se font sentir
le plus ; et il en résulte ее précieux avantage, comme j« l'ai déjà
dit ailleurs, que les bandes ou feuilles de détail peuvent s'assem-
bler et se réduire à l'échelle de la gravure, sans qu'on soit obligé
de changer de projection. L'autre méthode qui paraît en premier:
lieu plus exacte que celle-ci, est néanmoins sujette elle-même à
plusieurs îflconvéniens assez graves, et ne présente pas plus de
précision dans ses résultats ; parce qu'elle exige que les- levés, pour
former un tout continu, soient derechef assujétis à la projection,'
<hi canevas de la carte générale; or, cette nouvelle opération: est
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fort longue et fort pénible, et ne peut se faire souvent sans porter
quelqu'atteinle à l'exactitude des détails obtenus directement, sur-
tout s'ils sont nombreux, et si la carte comprend une grande éten-
due de pays. D'ailleurs il n'y a rien de plus incohérent et de plus
nuisible au bien du service, que cette foule de petites cartes dé-
tachées qui ne peuvent se prêter à la vérification et à la réunion
de leurs parties communes , qu'après avoir subi des altérations
plus ou moins considérables. Je pense donc que toutes les fois
que l'exécution d'une carte est confiée à la même administration,
l'on doit établir les détails sur les bandes mêmes faisant partie du
canevas général et définitif; et qu'il ne faut procéder autrement
que quand il s'agit de rédiger une carte avec des matériaux déjà
existans. Aussi les cartes des quatre départemens réunis, du royaume
d'Italie, du Mont-Blanc , etc., qui s'exécutent d'après la méthode
des distances à xiiiu mc'ridieiitïe et à sa perpendiculaire, parce que
l'on avait eu d'abord en vue de les réunir à la carte de France,
offrent-elles l'exemple de la plus parfaite régularité (ï).

Tous les géographes savent que sur cette carte , les distances
mesurées sur le méridien recliligne de Paris, et suivant des droites
perpendiculaires à ce méridien, y sont les mêmes que sur un globe
semblable au sphéroïde terrestre et supposé construit à l'échelle
de celte carte ; mais aussi ces perpendiculaires y étant parallèles,
tandis que les courbes dont elles sont le développement convergent
vers l'équateur, il en résulte que les autres distances et les aii'cs
sont d'autant plus altérées sur cette projection , qu'elles sont prises
plus loin du premier méridien.

Il paraît que l'on ne s'était imposé la loi de développer en lignes

(ï) On ne saurait disconvenir que la carte de Cassini, malgré l'estime dont elïe
jouit à beaucoup de titres, ne soit très-fautive dans toutes les parties qui n'ont pas
été assujéties à de bonnes triangulations, principalement dans celles qui forment
les limites de l'ancienne France : il serait donc très-inconvenant de dénaturer
d'excellens matériaux topographiques, pour former le complément d'une carte
qui ne donne d'ailleurs aucune idée exacte du relief du terrain , ni de l'étendue
et de la forme des habitations, mais qui serait le plus beau et le plus vaste monu--
ment dec« genre-, si elle était refaite d'après les nouvelles méthodes.
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droites le me'ridien principal et tous les ares qui lui sont perpen-
diculaires,, qu'afin de déterminer les projections des objets suivant
la méthode même dont on avait fait usage pour en reconnaître
les positions respectives sur la terre ; car c'est à de telles coor-
donne'es rectangles que les sommets des triangles qui composent
le canevas de la carte de France ont été rapportés. Cependant,
comme il est plus commode en géographie d'assigner les positions
des lieux au moyen de leurs latitudes et de leurs longitudes, il
est assez surprenant qu'on n'ait point tracé les méridiens et les
parallèles sur les feuilles de cette carte, ainsi que cela se pratique
maintenant au Dépôt de la guerre sur la projection qui y est adop-
tée pour la gravure, et que Cassini ne parle nulle part, du moins
que je sache, de la méthode de construire ces courbes. Je répa-
rerai ici celte omission; mais afin de procéder du simple au com-
pose , je conaide'rerai d'abord la terre comme sj^hérique, ensuite
je ferai connaître les modifications qu'éprouvent les équations des
projections des méridiens et des parallèles pour le cas où notre
globe est supposé un ellipsoïde de révolution ; enfin je donnerai
un nouveau système de formules pour déterminer dans tous les
cas, d'une manière simple et exacte, les distances d'un point à
une méridienne et à sa perpendiculaire.

Ire HYPOTHÈSE t la Terre étant sphérique.

Equations exactes et approchées des projections des méridiens
et des parallèles.

36. UNE construction est propre à donner un aperçu des prin-
cipales propriétés de la projection actuelle : proposons-nous donc
de projeter un demi-fuseau sphérique dont l'angle soit de 200
grades. Pour cet effet, développons en ligne droite le quart du
méridien qui passe par le milieu du fuseau; construisons, tant au-
dessus qu'au-dessous de cette ligne comme base, un quarre, et
partageons les côtés de chaque quàrré en parties égales , en 10,
par exemple; puis joignons, par des droites, les points correspon-
dans de deux bases opposées : ces droites seront les projections
d'arcs perpendiculaires au méridien principal développé en ligne
droite, et l'ensemble de ces deux quarrés formera un rectangle
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dont les deux côtés les plus longs seront, l'un la projection de
la moitié de l'équateur, l'autre celle du demi-méridien qui fait
avec la projection du méridien principal, un angle de юсе. Enfin
les points équidistans, marqués sur la projection de l'équateur , se-
ront ceux par lesquels devront passer les projections des méri-
diens, tandis que les points de division du méridien principal et
du méridien extrême de la Carte, qui lui est perpendiculaire, seront
les points où les projections des parallèles couperont ces lignes.
Quant à la manière de déterminer mécaniquement d'autres points
intermédiaires de ces courbes, ce serait de prendre sur la carte
d'un globe divisé conformément à l'hypothèse ci-dessus, les lon-
gueurs des arcs perpendiculaires au méridien principal, et compris
entre ce méridien et le parallèle ou le méridien que l'on consi-
dère; puis de porter les longueurs réduites à l'échelle de la carte,
sur lee perpendiculaires correspondantes.

En supposant donc que l'on ait exécuté cette construction qui
n'a riea de difficile, et qui forme une figure partagée en deux
parties symétriques par le méridien rectilignej on reconnaîtra sur-
le-champ que les parallèles coupent a angles droits le méridien
principal; que les quadrilatères compris entre deux méridiens et
deux parallèles, sont d'autant plus altérés dans leurs formes et leurs
dimensions, qu'ils s'éloignent davantage du milieu de la carte ; que
les espaces renfermés entre deux perpendiculaires au méridien
principal t dilatent, dans une progression très-sensible, les espaces
correspondans sur le globe; enfin que la carte de Cassini n'est à
proprement parler qu'une carte plaie très-analogue à celles dont
les marins faisaient usage ayant l'invention d«s cartes réduites : en
effet, la seule difíerenc« qui existe entre l'une et l'autre ̂  c'est que
l'axe principal est im méridien dans la projection de Cassini, et est
réquateur dans une carte plate.

Si on supposait la terre elîipsoïdique, cela ne changerait rien à
ces conclusions, et lee intervalles entre les parallèles, mesurés sur
le méridien rectiligne, seraient encore sur la carte dans les mêmes
rapports que sur Je globe.

Maintenant soient pris sur la terre pour axes des coordonnées
rectangles le méridien principal et l'équateur, et soient désignées
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par X, X' les latitudes du pie M et de l'extrémité M d'une per-
pendiculaire MM' =.y à ce méridien. Soit en outre <p la longitude
du méridien qui passe par l'extrémité M' , comptée à partir du
méridien principal , et P un des pôles : on aura par la propriété
du triangle sphérique rectangle PMM' , et en supposant le rayon
de la terre = ï , l'équation

(ï) tang^ = cos Л tang <p.

Mais, puisque sur la carte, on la projection du inangle PMM'
est pmm' , les coordonnées rectangles de la projection d'un point
sont de même longueur que sur la terre, il s'ensuit que si Л et
y sont considérées comme variables, et <p comme constant, l'équa-
tion précédente sera celle de la projection m'p d'un même méridien
M'P ; on pourra donc obtenir tontes ces courbes sur la carte, en
donnant à <p des valeurs convenables, et cherchant le système de
points que fournira cette. équation, en y faisant varier la latitude
ou l'abscisse Л, pour en conclure les valeurs correspondantes de
y ou de l'ordonnée mm' ,

Le même triangle sphérique PMM' donne

(a) sin Л cos y = sin Л';

ainsi, en supposant seulement X' constante , celte équation sera
celle de la projection d'un parallèle; et attribuant au contraire dif-
férentes valeurs à A' , on aura autant de projections de ces courbes.
Mais dans la pratique on préfère ordinairement de déterminer
sur la carte les coordonnées des points d'intersection des méridiens
et des parallèles, menés par exemple de décigrades en décigrades .-
or, cela est facile, en combinant les équations (ï) et (2) dans
lesquelles les inconnues Л et y ont alors les mêmes valeurs: ainsi
la longitude <p et la latitude X' d'un point étant données, on aura
ses coordonnées Л et y au moyen des deux équations dont il s'agit,
ou bien en ayant recours à ces deux autres

(3) cot X = cot Л' cos <p, (4) sinjy 5= cos X' sin <p ,

pour éviter l'élimination.
Les
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Les valeurs de Л et de y seront exprimées en grades ou en de-
grés , selon que l'on emploiera les tables de logarithmes relatives
à la nouvelle ou à l'ancienne division du cercle; et, comme le mé-
ridien rectiligne ou Taxe principal de la carte est censé divisé
en unités de même espèce, il sera inutile de réduire ces valeurs
en mètres: elles seront donc prises immédiatement sur cet axe
ou sur l'échelle divisée de la même manière.

S'il arrivait que les coordonnées d'un point excédassent les di-
mensions d'une feuille de la carte, il faudrait transporter l'origine
des axes à l'un des angles de la feuille sur laquelle ce point doit
être projeté, comme cela se pratique ordinairement, et comme
je l'ai suffisamment expliqué dans le présent Supplément.

Les équations rigoureuses (ï) et (2), qui peuvent être employées
sans inconvenient poui lea caitca (janiuuliertís construites à l'échelle
du iooooooiome, parce qu'alors l'aplatissement de la terre doit être
considéré comme nul, font voir que les courbes cherchées sont
transcendantes de leur nature; mais si l'on ne considère ces coui'bes
que dans une très-petite étendue , elles peuvent être rendues al-
gébriques. En effet, en supposant fort petite la longitude Ç du mé-
ridien extrême de la carte, la perpendiculaire y aura elle-même

v3

très-peu d'étendue; donc à cause de tang y =_/-f-•— -f- .. ., on

aura en faisant X=Z-f-.r_, et considérant qne x pourra alors dif-
férer de L d'aussi peu qu'on voudra, puisque cette latitude est
arbitraire, on aura, dis-je, en vertu de l'équation (ï)

.Г+Tf = cos (Z-í-л-) tang ф ;

puis développant le facteur cos ( L -f- x ) , et rejetant les termes
supérieurs au second ordre, ou trouvera

(5) y -*r\ === tang <p cos L — x tang p sin L — — tang ф cos /).

Telle est Inéquation approchée de la projection d'un méridien;
mais pour ne comprendre à-la-fois qu'une petite portion de cette
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courbe, l'on prendra pour valeur de L la latitude Л' d'une des
extrémités de la partie qu'on veut tracer, et alors on pourra négliger
les termes du troisième ordre; on aura donc dans ce cas

(5') y = lang <p cos Л' — x tang tp sin Л' ;

ce qui prouve que les méridiens ont en général très-peu de cour-
bure, et que leur partie comprise entre deux parallèles rapprochés
est sensiblement recliligne.

Si on fait la même hypothèse dans l'équation (2), on obtiendra,

en y substituant pour cos y el sin Л^ leurs valeurs ï et

sin ( Л'+ .*•), et en s'arrêtant toujours dans le développement
aux quantités du second ordre,

(6) y2 = ix cot Л' — x"-.

Les parallèles de la carte sont donc à très-peu près circulaires ;
niais leur courbure est en général plus sensible que celle des
méridiens, puisque quelle que soit la petitesse de x, l'équation
précédente ne se réduira jamais au premier degré. Comme il est
permis de supprimer le terme en o?% l'équation de ces parallèles
deviendra à la parabole; car l'on aura alors

(6') ja = -îx cot À' ;

ainsi ces deux dernières courbes sont osculatrices.

D'après ces considérations, les méridiens et les parallèles, sur la
projection de Cassini, sont très-faciles à tracer. Il est à remarquer

qu'il faudra, dans ces équations approchées, mettre - et-^ au lieu

clés coordonnées x ci j слрптссэ en mètres , r étant le rayon
moyen de la terre; vu que ces équations se rapportent à une sphère
du rayon = ï.

Si on combinait entre elles les équations (5') et (6'), pour
lesquelles l'origine des axes est au point dont Ja latitude est ?/,
on aurait les coordonnées du point d'intersection d'un méridien et
d'un parallèle, dans la supposition que la latitude A' et la longitude
ф de ce point sont connues ; mais il est encore plus simple pour
cet effet de faire usage des formules rigoureuses (3) et (4)*
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Extermination de l'angle formé par deux courbes de projection,

5y. Cherchons maintenant l'expression géne'rale de l'angle qne
deux courbes de projection font enlr'elles. D'abord désignons par 0
l'angle qu'une tangente à un méridien fait sur la carte avec la ligne
des x, et par 6' celui qu'une tangexite à un parallèle fait avec celte
même ligne; puis supposons que ces deux angles aient pour sommet
commun l'extrémité m' de l'ordonnée y. On aura

et tirant de l'e'quation rigoureuse des méridiens la valeur du rapport
c~, on obtiendra, à cause de la relation (2),

tairg 0 tang <p cos y sin Л' ;

on aura aussi
n tnnsr <B Pin A • .tang 9 = ^ = — sm r cos r tang X.

" ï Ч-cos A tang' 0 ./ .y o

on aura, relativement aux parallèles,

tan g 6' =0 Гал

-f- cos* A tang''

nn PÎ tpp la valons rlii Víirvrvrvrt
d*.'

Tirant pareillement de la relation cite'e la valeur du rapport •—-,

mais à cause de tang^- = cosX tangip, il s'ensuit que

cosy cot <ptango'=-
О cisu) A tangip sin A

De cette valeur et de la précédente,, il est aise' de conclure qu'en
général les méridiens el les parallèles de la carte ne se coupent point
à angles droits, comme sur la terre; car il faudrait pour cela que
l'équation tango tango':= ï fût satisfaite : or au coulraire on a

tango tangO' = cosay ;

mais celte propriété se manifeste lorsque l'ordonnée y=. о : donc
toutes les projections des parallèles sont perpendiculaires à celle
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du méridien principal. Il est en outre remarquable que les méri-
diens forment entr'eux sur la carte les mêmes angles que sur le
globe.

Lorsque J=IOOG, on a aussi nécessairement <p= IOOG, elX'=o;
alors les valeurs de tang 9 et de tang 6' deviennent nulles; ce qui
fait voir que la projection de Cassini de'figure très-rapidement les
surfaces, en allant du milieu de la carie vers ses limites orientales
ou occidentales. Les longueurs ne sont pas alte'rées avec moins de
rapidité , puisque la distance de deux perpendiculaires au méridien
principal, au Heu d'être nulle à la longitude de iooG, comme sur
le globe terrestre, est toujours e'gale à celle qui les sépare sur ce
méridien.

Pour comparer entre eux l'angle M' et sa projection m'= 100° — 9 ,
il faut se rappeler que dans le triangle sphérique rectangle PMM'3
on a

Tiff C°t Л

tang M =
о

et que par ce qui précède
, cot л tans M'tang m' =0 s l n V cosy cos У

Si en outre V désigne l'angle formé sur la terre par un paral-
lèle et une perpendiculaire y au méridien, l'on aura, à cause de
Г =100«— M',

tang V •=. sinj- tang A;

et d'après l'un des résultats précédons, la projection P=IOOG — fl'
de cet angle sera

lang f = tang/ tang л = t<lng^.

Les angles 9 et à' servent à déterminer les directions des me'ri-
diens et des parallèles sur la carte, et, par suite, les points où ces
lignes coupent celles du cadre d'une feuille.

L'expression de la tangente trigonométrique de Tangle que la
projection d'une ligne géodésique ou de plus courte distance fait
avec une ordonnée, se détermine aussi très-aisément, lorsque l'on
connaît la direction de cette ligne sur la terre. En effet, soit В le
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point où cette ligne géodésique M'В rencontre le méridien prin-
cipal sur le globe, et Ъ la projection de ce point sur la carte : soient
en outre Л etjr les eooi-données du point M', et w l'angle MM'B;
enfin x la distance МБ = mb. La projection uf de l'angle ft), à
cause de l'équation

(7)

fournie par le triangle sphérique rectangle MM'B, sera donnée par
la formule suivante, conforme à celles trouvées ci-dessus,

/ON / du tanz a
(8) tan g u> =•-:- = —-- ;\ J o fly cosy

doue l'angle qu'une ligne géodésique fait avec une perpendiculaire
à la méridienne diffère en général de sa projection; mais l'égalité
de ces deuv nng]ps « lí«« à i'««í6:«v /•« <1« U perpendiculaire,
puisqu'alors cos/ = ï.

Si on rapproche de ces conséquences celles analogues que j'ai
déduites des principes de la projection modifiée de Flamstéed
(Voyez la page 49 de ce Supplément), on se convaincra que celte
dernière projection mérite la préférence sur celle de Cassini, lorsque
la carie a beaucoup d'étendue en longitude.

Quadrature des espaces sur la projection.

58. Un quadrilatère sphérique formé par des arcs de grand cercle
et dont deux angles adjacens au même côté sont droits, a pour pro-
jection un trapèze rectangle mixliligne., lorsque deux des côtés
opposés de ce quadrilatère sont des perpendiculaires à Ja méri-
dienne , et qu'un des autres côtés est cette méridienne elle-même.

Voici dififérens moyens pour connaître, avec une approximation
indéfinie, ie rapport qui existe entre les aires de ces deux figures.

Soient y, f les coordonnées des extrémités de la projection m'n'
de l'arc de grand cercle M'N'; et x,, *' les dislances mb, ni, de
ces ordonnées à la projection b du point В où Гаге M'N' ren-
contre le méridien principal. L'expression différentielle de l'aire 2,'
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du quadrilatère mm'n'n sur la carte sera évidemment

et de là on aura
-|- const.

Celte intégrale njest pas susceptible dV-tre deterniine'e rigoureu-
sement; mais pour tous les cas où l'angle opposé à l'ordonnée y
est plus petit qu'un demi-quadrant, on peut l'obtenir par une série
convergente. En eflet à cause de

y = tangjr -- 5^..., et de tang/= sin x lang .Z?,

cm a

2' =y"sm x, tangj&ut — f\ sin3* tang3 Bdx, ...... -f- const.
= — tang В cosjc-f-^ tang3 Б cos x, — -^ tang 3 B cos З^...+ const. ;

et puisque l'on doit intégrer entre les limites y et/', il vient

2'= (cos/ — cosx) tang/? -f-yg ( cos3x' — cosSx)
— -(cos/ — cos x) lang3/? ......

mais en géne'ral

созягя' — cos /rax. = a sin —(%' -4- x ) sin — f x — v! ) :2 \ i x g \ j t

de plus

~.
ыпу '

partant

(9) 5'=

ou

série qui sera nécessairement convergente, si tang/?< r.'

Quant à la formule exacte qui donne Taire 2 du quadrilatère
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correspondant sur la terre, la voici suivant M. Lagrange,

sin

О)
cost •-

(Voyez le Traité de Géodésie, pag. i85).

Si on voulait appliquer les nombres à ces formules, et avoir .2 ,
2' en mètres quarre's, il faudrait multiplier par /•" tous les ternies
du second membre delà série (9), /• élant, comme plus haut, le
rayon moyen de la terre, ou 6366198'"; parce que cette série est re-
lative à une sphère dont le rayon = ï. Il faudrait en outre multiplier
la valeur de 2 de'duite de Ja formule (то), et exprime'e en parties
du quadrant, par le ~ de l'aire de la sphère terrestre, c'est-à-dire

яТ2

par —, w étant le rapport <îo la \ltmi-tîi-oonfoi4)oce au rayon ou

3.,i4i5...., vu que celte formule donne l'aire cherche'e en parties
d'un triangle sphérique Iri-reclangle. Il serait encore plus conve-
nable de prendre pour /• Je rayon de la sphère dont la surface
s'écarte le moins possible de celle de la terre dans le lieu représenté
par la carte (Traité de Topographie, pag. 25).

Si on comparait les valeurs numériques des aires 2 et 2', et cela
serait très-facile, on reconnaîtrait qu'elles ne sont point égales,
comme clans la projection modifiée de Flamstéed; cependant les
deux formules (9) et (10) rentrent l'une dans l'antre, lorsque les
ordonnées y et y sont très-petites et très-peu distantes entre elles.

Mais de quelque nature que soient les méridiens et les parallèles
de la carte, on peut assimiler des Bellies purlionS de CCS courbes
à des arcs de paraboles, et trouver, par suite de cette hypothèse
admissible, l'aire de chacune de ces mêmes courbes avec toute
l'exactitude désirable. Supposons, par exemple, qu'on veuille l'aire
de la courbe d'un méridien depuis l'abscisse x = o jusqu'à l'abscisse
x = kt ce qui pourra toujours avoir lieu en transportant l'origine
des abscisses à celle de l'aire que l'on considère. On divisera l'abscisse
k en un grand nombre }i de parties égales} ensorte qu'on aura
oc = k 5s net; et l'on calculera par l'une des formules exactes du;
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n° 36 les ordonnées correspondantes aux abscisses

о, ^а, л, , f a na

ordonne'es que nous désignerons par

Y Y' Y" Y'" " Y^jy j y j f J -7 У

ou bien on les déterminera graphiquement, si la carte est construite
sur une grande échelle.

Cela posé, la question sera réduite à calculer les aires parabo-
liques comprises entre y et y"; entre y" et y11, etc. Or remarquons
que les ordonnées^ y"... sont alors des diamètres de paraboles}

tandis que les cordes qui joignent les extrémités dejy", de y"yl" • • •
en sont des doubles ordonnées. Chacune des aires partielles sera
donc composée d'un trapèze et d'un segment parabolique; ainsi
la première aire partielle aura pour expression

car tout segment parabolique est les deux tiers du parallélogramme
circonscrit, et ce parallélogramme est ici équivalent à un rectangle

qui a pour base a, et pour hauteur (y1 — -^ — — \ Par la même

raison la deuxième aire partielle sera

et ainsi de suite. Donc l'aire entière S, comprise entre «•_=: o et
x — /га., sera donnée par la formule suivante,

dans la supposition que n est un nombre pair, et que a, Y} y
1 . . .

sont exprimées en mètres. On commettra d'autant moins d'erreur1

dans l'évaluation de cette aire, que l'intervalle a, entre deux ordon-
pées consécutives sera plus petit.

La méthode par laquelle on determine aiusi l'aire d'une courbe
quelconque
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quelconque est connue depuis long-temps; mais elle vient d'être
perfectionnée par M. Legendre , dans un ouvrage ayant pour titre :
Exercices de calcul intégral , pag. 5iy et suivantes. Voici, d'après
ce savant géomètre, le précis d'une autre méthode générale qui est
préférable à quelques égards , et dont l'application peut être très-
utile en topographie.

Soit généralement J"= F(JC) l'équation d'une courbe plane, et
supposons comme ci-dessus x-=. na} n étant un nombre entier d'au-
tant plus grand qu'on désire plus de précision dans l'évaluation
de l'aire cherchée. Les ordonnées

v ï/ v" v<" i-On— О -v-Can)
Jj 7 » J > У i ...... J > У

correspondantes aux abscisses

o, *<*, a> f * j f ..... («— У*, «*

pourront être représentées par les fonctions

et si on mène par les extrémités à& y' , y1" ..... des parallèles à
l'axe des je, terminées aux ordonnées jr} y" ; y" t y" ;. ... il en ré-
sultera une suite de rectangles qui représentera à très-peu près l'aire
cherchée S; de sorte qu'on aura par une première approximation

S = «№0 + Ffc) + JFXI*) ..... + F(x - ï«)]

les ordonnées j'} y'" , y™ . . . sont donc les seules qu'il soit néces-
saire de calculer.

Désignons par ~S.F(x -f- ̂ a) la somme des termes qui composent
le facteur polynôme du second membre, et dénotons par ? la
corrrection à faire à cette première valeur approchée pour en avoir
une plus exacte,

Maintenant si on prend les différences finies de cette équation
et qu'on fasse varier x de la quantité a on aura

lu
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d'où

Pour développe!' les deux termes du second membre par la série
de Taylor , on remarquera que

л С M , l d'S * I l d*S __LAS=-i— *H --- j~ra H — 5 -J-TA

d.r ' 2 dx* ' 2.3

et qu'à cause de dS—ydx, on a

ainsi d'une part

' 2 CUT 2.0

et de l'autre

donc en ôtant de la première suite cette seconde multipliée par a.>
et réduisant, on obtient

passant de cette difíerence finie à la valeur de Ç, on reconnaît sur-
le-champ que

f . a * dF(x) . . . .
Ç = — - j -f~ ............ + constante.^ 24 rfa- ' '

M. Legendrc chercho par игг procede très — elegant la loi de
cette série ; mais à cause que l'on peut dans la pratique prendre a.
assez petit pour rendre suffisant le premier terme que l'on vient

de trouver , il s'ensuit qu'en désignant par — r~- ce que devient la

fonction — т— à l'origine de xt et déterminant la constante précé-

dente de manière que x et S soient nulles^en même tems, on aura
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pour J'aîrc qu'il s'agissait de trouver. Si les valeurs des coefficieus
difï'érenliels devenaient infinies aux limites de l'intégrale, c'est-à-
dire, si à ces points les tangentes à la courbe e'taient parallèles аъх

ordonnées, car en généra] —p— = -^= tango, n° £7, celle for-

mule se trouverait en défau t ; mais il serait bien aisé d'éluder cette
difficulté en cherchant par un autre procédé l'aire comprise entre
une de ces tangentes et l'ordonnée voisine : voyez d'ailleurs pour
de plus amples détails, l'ouvrage cité de M. Legendre, pag. 3i5.

Les deux formules précédentes donneraient avec une simplicité
remarquable, Taire d'une surface curviligne quelconque dont on
aurait la projection sur celle de Flamstéed modifiée, puisqu'une
telle surface et sa projection sont toujours équivalentes.

Rectification des Courbes de projection.

3g. Si l'on se proposait de rectifier un arc de méridien ou de
parallèle, ou de toute autre courbe sur la carte, ce qu'il y aurait
de plus simple à faire pour se borner à une exactitude suffisante,
serait de considérer chacune de ces courbes comme un assem-
blage de petites lignes droites dont les coordonnées des extrémités
seraient données par les formules exactes (3) et (4), ou par la mé-
thode graphique. Cependant, si, pour plus de précision, l'on voulait
employer à cet effet les rayons de courbure, on trouverait pour
celui £ d'un méridien, et à cause de

, dans le cas ge'ne'ral,
a y

„ r sec Э
' si n fi (cot A cos a -f- 2 tang y sin Ô) '

et pour celui d'un parallèle

.,, Г sin" A pin" y
^ cos1 f/ cot_y (fin*y + coS A) '

/• étant comme ci-devant le rayon de la terre; mais afin d'avoir une
série de rayons de courbure de la même courbe, il serait néces-
saire de faire varier l'abscisse A, de grade en grade, par exemple, et
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de calculer les valeurs correspondantes de y et de ô ou de ô'. Sup-
posons que pour l'abscisse Л -f- i°, l'ordonnée y devienne 7- , et
que ô se change en 9/, alors l'amplitude de l'arc de méridien à rec-
tifier., et commençant à l'extrémité de l'ordonnée y, sera

(IOOG — 6) — (100° — 9,) = 9,— -0= к,

et cet arc Д,а aura pour longueur

A ""?"Д/А = — ,
r J200

Tt étant la demi-circonférence d'un cei'cle dont le rayon = ï. Même
observation pour la rectification d'un arc de parallèle, et pour celle
de la projection d'un arc de plus courte distance quelconque.

.Au point où un méridien coupe l'équateur on a A = о et ô=o;
circonstance qui rend indéterminée la valeur précédente de £; mais
l'on trouve dans ce cas

sill Щ

Quant à la valeur de £', elle devient infinie à la même latitude
X = o. Mais elle se présente aussi sous une forme indéterminée
pour tous les points oùj^ = o, c'est-à-dire, pour tous ceux où les
parallèles de la carte coupent le méridien principal entre l'équateur
et le pôle; cependant on a alors

^ tang л

flème HY гот HASP, la terre étant un ellipsoïde
de révolution.

Équations exactes et approchées des courbes de projection des méridiens
et des parallèles.

/o. La considération de l'excentricité de la terre rend la plupart
des questions précédentes beaucoup plus difficiles à résoudre, si
l'on a pour but d'obtenir rigoureusement les coordonnées de la
projection d'un point, quelle que soit d'ailleurs leur étendue.
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Dionis-Duséjour a le premier envisagé cet objet sous ce point de
vue, dans le deuxième volume de son Traité analytique du ?nou-
vement apparent des corps celestes ; mais je vais exposer une mé-
thode de calcul qui, par sa simplicité et sa généralité, mérite, je
crois, la préférence sur celle de ce savant.

Puisque, pour projeter sur- la carte de Cassini un point dont
la latitude et la longitude sont connues, il est naturel de faire
usage de ses distances à la méridienne de Paris et à sa perpendicu-
laire, et que c'est d'ailleurs de cette manière que l'on peut aisément
parvenir à tracer les projections des méridiens et des parallèles,
cherchons les formules relatives à un triangle sphéroïdique
rectangle, c'est-à-dire à un triangle formé par deux portions de mé-
ridiens et un arc de plus courte distance perpendiculaire à l'un
d'eux.

Pour cet effet, soit MM' = s cet arc de plus courte dislance
sur la terre elliptique ayant pour axes за et ai ;

L et L' les l a t i t u d e s des extrémités M et M' de ce même arc
supposé perpendiculaire au méridien qui passe par le point M;

Ç la différence en longitude des points MM';

Enfin, soient Л et A' les latitudes réduites des extrémités de s,
ou deux angles tels, que

on
roï

tangZ, tangX' =

aura , d'après la propriété de la ligne la plus courte sur le sphé-
ïde terrestre, ces deux équations différentielles

r 7., .,, /fl'sin"*' 4- A" COS" A'as = — dX cos Л l/ - -ü- -- - - ,V cos' A' — cos" л

7 _ c^s лЛ/ /a* sin'X' + b" cos2 ,\'
я COSA' V cos'",/ — cos'-1 л

(Consultez le n* 7 de ma Topographie, ou le n° 24 dé ce Supplément.')
J'ai fait voir dans cet Ouvrage comment M. Legeiidre rend très-
facile l 'intégration de ces formules, par l'introduction d'un angle
subsidiaire et quelques transformations ingénieuses : toutefois elles
se prêtent assez aisément à cette opération, en changeant sous les,
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radicaux les cosinus en sinus, et y faisant pour abréger —^— = г.

En effet on a d'abord

j t.'ÍI Я П Л / , ,

as = r. y l H- » bin A,
( sin" ; sin1 л' )"а

, О С П . Ч Л С П - * ггл / ; —7
щ = . • ;. y ï -f- Ê smJA ;

puis développant le facteur \/i -+- г si na À' jusqu'au terme de l'ordre
t* inclusivement, les premiers termes des valeurs de ds eidç seront
respectivement

W sin A' Ъ cos л cos А'С?Л'
r, et —.-.-

С sin5 A — ú n ' K ' Y a cos3 A' (sin aA—sin2 А ' ) »

ou bien
, S/n A' , rang л'

j ' t i n A b "tana; л

/ sin'A'y ö/ tang' л\'
\ sin1 л / • \ tang1 A/

Car par les formules trigonométriques connues l'on a

sin'A—sin*A' = sin(A-f-/V)sin(A—A') = (tangIA—tangaA

Quant aux autres termes, ils seront de la forme

j nmduA. r,

et par conséquent l'on aura en géne'ral

Г -4mdM _ um-'V/^— T? m— jt ,, /\ ит~>е}и _

,7 (A« — ы*)«"~ - m m J t/,,_ и,уГ

si donc l'on integre, il viendra à cause de -= ï — ̂ g-^l^. ... ,j

т = [ï Ч-гЕва^Л — т^ e* si n4 Л] arc ( cos=~— )O LI+ Cl Л -/ ^ s m л у

5m"A

, . . ,. rsin3 ,' f sin 2 :'\*~1
— уг«*5т4Л -T-̂ — (ï -- ^n~) »3 ' . L_ sia ?ч \ sin2 A / J '
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/ tane A'\
<p = arc ( cos = -~— )\ t angA/

— Ci g — I «' — rt*1 sin° A] cos A Гаге (cos = -~

, I . • , -, ч [~t'm A' / 8Ína A'V "l+ - r V é s m 1 A c o s A -- — (i -- ^-r—j .б [_sm?i \ яп а л/ J

11 n'y a point de constantes à ajouter, parce qu'elles sont nuiles
en même tems que s et <p; en effet A' se change alors en A.

Maintenant soit

= arc cos = sm

Ou, ce qui revient au même,

et iy = arc ( cos =\

sin л"
COS V Z= -. - , COS Ы =

sin X ' tang A

or ces deux relations appartiennent évidemment à un triangle sphé-
rique rectangle dont les côtés de l'angle droit sont (100° — A) et<r ,
et dont l'angle opposé à (7 est a. Do plus il est remarquable que <r
est précisément l'angle auxiliaire employé par M. Legendre; partant,

' "г

-A
tang y ein л' / sinV'

tang w = — s-, -. — (i -- r— -0 COSA ' smA V sm 2 A

SÍn^A' / SÍnuA' \г т ,•
-7-7- ( i -- r-j- ) =cos36- smcr = |sSm-1 A \ sma л / а

et par conséquent

4- (i г sin1 Л — gV ea sin* Л) sin ЗУ (А)

— Tjgt'sin^Asin^

<р = ^ — [iÊ—lí1—^^ sinaA>cosA l
4- ^ £a sina Л cos A sin аз-. J ^ ^

Comme il est utile en outre d'avoir la valeur de <r en fonction

e^ je vais retourner la série (A), et employer à cet effet la
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formule connue de M. Laplace; savoir,

' ' da
i "• • Lf \.U>J V."VJ J l

2.

dans laquelle f (a) = •• '^а' , et qui a lieu lorsque

a=:* + r<p(«)î (D)

<p et y désignant ici des fonctions quelconques.

Or afin de donner à l'équation (A) la forme de celle (D) il con-
vient de prendre la valeur de <r et de la développer jusqu'aux termes
en ea inclusivement; de cette manière on trouve

— s- sin« A + * »in* A

d'où l'on voit, en comparant ce résultat à (D) , que l'on a u = tf j

<p(w) = ^(ff) = — ̂  т sin" A -f- ̂  í - sin4 A — -g- sin ao- sin1 A

+ 7^€ sin air sin4A -f- ^j^e sin4
et comme ici

par suite

i - . (г) -u+ й л- ,Q«n. л] . J-
= f g cos 2 (0 sin4 A + 3^ sin 4 (Q sin* A.

Done



DU TRAITÉ DE TOPOGRAPHIE. 137
Donc la série (C) se change en. cette autre

a = (i — \í sin." Л -f- £j 6a sin4

|е sin" Л —"
(E)

ce qu'il fallait trouver. On parviendrait aussi à cette se'rie par la
méthode des coefficiens mde'termme's; mais le calcul, quoique plus
élémentaire, serait néanmoins un peu plus long. Il faudrait, dans
ce cas, supposer

et tirer de là
/A I 7l • /s'sm 2СГ = sma f T) -+-2Pé,cos 2 í -r

• ; Л= sm 4 (тsin

car en substituant ces valeurs dans la série (D') ordonnée par rap-
port à г, puis la comparant terme à terme avec la précédente (F),
on aurait autant d'équations de condition qu'il y a de coefficiens à
déterminer.

Les résultats (A), (В), (Е), qui sont les mêmes que ceux auxquels
M. Legendre est arrivé par une autre voie, mettent à même de
résoudre ce problème •

Etant données la latitude L au pie M de la perpendiculaire s et
celte perpendiculaire, déterminer la latitude L/ et la longitude ф de
son extrémité M'.

En effet la relation tangX = - tang-£ fera connaître la latitude ré-

duite A; la formule (E) donnera l'arc or'- de la relation, .1
sin Л' = sin Л coser, on obtiendra A'j et au moyen de celle-ci,

tangZ7=! tangA', on aura la lalilude L cherchée.
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. tang v ц tans; л'

Ensuite au moyen de tangu>= '-^~y ou de cos a = -~- , on

aura Tangle a; et enfin la formule (B) fera connaîlre la longitude <p
du point M',, comptée à partir du méridien de M.

Mais remarquons que comme l'on peut très-bien dans la prati-
que, se passer des termes en Ê% quelle que soit même l'amplitude
de l'arc s, on aura simplement alors

ff — T(I —^es in 3 X) — |e sin" Л sin a f И,

ou re'duisant en secondes et niellant en fadeurs

* = y { ï - i e sin* Л - l J sin» A sin

/•" désignant le nombre de secondes contenues dans un arc e'gal
au rayon ; enfin prenant le logarithme de chaque membre et
appelant К le module = о,4342944^, on a

(G) log о- = log î/ — ± í K sinaA — i dSTsm' A.^sin 2 Q /Л.

De même, de l'équation

<P = û) i«£T COS A

on tire, en prenant la tangente de part et d'autre,

ta ne и — -j ey cos л , , ,=—-^ í =tangu>—ïiorcosA—\t<s cosÀlane3«:
1 + 5 ее- COSA tanga b » -> & >

mais lane e» =n -̂ -̂ :
» cos Л ;

tangcp = Aí (i — ijo- tango-) — i«r cos A ,

et de là

(H) - -COSA a r Ь » r tange-'

par ce moyen la détermination des angles cr et ф a lieu par les
logarithmes à Faide des deux seules formules (G), (H). Passons
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maintenant à la solution du problème inverse qui est celui -que
nous avons principalement en vue , et qu'on peut énoncer ainsi :

La latitude et la longitude d'un point étant connues , trouver ses ais'
tances à la méridienne et à la perpendiculaire d'un autre point connu.

Par exemple, L' et <p sont données, il s'agit de connaître Л et <r,
par suite L — Л et í, Л étant la latitude de l'origine des axes; car
telles sont, sur la projection de Cassini. les coordonnées rectangles
d'un point quelconque.

D'abord on a, par ce qui précède

(a) sin Л' = sin A coso1;

(b)
4 ', >. . tans; «•Гс) tang w = — -- ;
^ ' õ cos л

(d) ш = <p -f- ie<r cos Л ;

(e) s = by (i -f- \e. sin' А) -\-\bt sin aA sin 2 e1.1

Prenant le sinus de chaque membre de l'équation (d) , on obtient^
en se bornant aux termes de l'ordre e,

sin w ;= sin<p -(- -j€ cosX cosíp sino";

divisant celle-ci par l'équation (b) et ayant égard aux relations (c)
et (a), on trouve

sin (7= (sin<p -f- {e sin cr cos Л cos<p) cos A';
de lá

sin ff = siu ф cos Л'. (i -4- £ e cos Л cos A' cos <p).

Elevant cette valeur au quarre, ainsi que celle de coscr de'duite
de la relation (a), puis ajoutant, l'on a

ï = sina<p cos"A'(i 4-ЕСОзЛ созЛ' cos(p)+ я т

а

л ;

d'où l'on tire aisément

/
a 'sin л' / , cos A COSA' cos«? sin a<p cosa/



SUPPLÉMENT AU IP LIVRE
Maintenant soit -ф ce que devient X lorsque & = о ; on a alors

sinA= sin-\|, (ï 4-76 cos-\|, sin2-^ coscp sin'cp cosA' cotaA') :

ï sin A' ., ,
mais parce que sin -\l = , , n s ensuit que

Г П T l/i — sin"? cos'A'' ^

~~ cos ф *

donc l'équation précédente se change en la suivante

sin A = sin ф-j-i e cosa>[/sin^-x}/ cos A'col A'sin s (p ;

et donne le sinus de la latitude réduite du pie de la perpendi-
culaire. Mais pour obtenir dircctemenl cette latitude, faisons

A = -v}, -f- Mi,

M étant un coefficient à déterminer; et prenons le sinus de part et
d'autre, nous aurons

sin A = Sill -xj, -f- Mi COS%f..

Ces deux valeurs de sin A devanl être identiques, il s'ensuit évi-
demment que

M = { í cos 4 sin* ф cos A' cot A' sin5 q> •
done

A = 4 -f- |ê cos4 sin" 4 cos A' cot A' sin'p,

ou bien faisant sin £7' = sin <p cosA', pour abréger, on a

(h') A =-x j / - f - -^€ sina'sin-x], cos*-xj/tangtp.

Ayant trouvé de Ia sorte la valeur de /\, on calculera celle de
COSO" au moyen de 1« iclalivn (u), ^uio Го«, dólormlnera j par la

formule (e).

Voici la réunion de toutes les formules par lesquelles an devra
passer successivement pour effectuer ces calculs.

7 / Лч
(f) tang A'= - langL', ou L' — A'=(—p-j jsinzL'

r , tans, A'
e) lang -4/ = —:—•о/ о т coí<p

(h) A = 41 H- 5 w" cos -ф sin* 4 cos A' cot A' siua ф,
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(i) lang L = ^ tangA, ou Z—.Л = (—ir/,JsmaA .. .

Sin A

(1) abscisse x =Í(L— A)-f- |s -„[£— A— 5/'sin(Z— A)cos(£+A)],

(m) s, ou ordonnée y = — (ï H- -50 sinaA) -f-^ ̂  sin'A sin2<r.

Aux trois dernières équations de ce système on peut substituer
ces trois autres :

(Ь') log sin<r = log. sin <p cos Л' -f- \ íK cos Л cos A' cos p,
, 6

= log f.7,

(m') í°g/ =^0g -jí-^-^K sin' Л -f- ̂ £A sin lA-7

Pour obtenir les coordonnées des points d'intersection des mé-
ridiens et des parallèles menés de décigrade en décigrade, par
exemple, on fera, dans ces formules, croître successivement d'un
décigrade les angles <p et L' ; mais si on voulait tracer séparément
un méridien et un parallèle, il faudrait évidemment, pour la pre-
mière courbe., supposer <p constant et L' variable; pour la seconde
courbe, au contraire, considérer <p comme variable et L' comme
constant. La recherche de ces coordonnées serait singulièrement
simplifiée, si l'on formait une table qui donnât Л par L, et réci-
proquement; ensuite deux autres tables qui fussent relatives, l'une
à la rectification d'un arc de méridien connu par son amplitude ,
l'autre à celle d'un arc perpendiculaire я ce méridien.

4i. Les formules précédentes sont donc très-générales, et il est
remarquable qu'elles s'identifient avec celles que M. Oriani a pu-
bliées sans démonstration dans ses Opusculi. astronomici, (Milano,
1806) , en changeant sin ff' en y' dans (h'), faisant sin cr'= sin <p cosL'
au lieu de sin <т' = sinp cos Л', et changeant de même A' en L' dans
la valeur de lang ф ; Ce qui revient a supposer l'arc </ peti t : mais
une pareille hypothèse, quoique presque toujours permise dans la
pratique, restreindrait trop l'usage de nos formules. Toutefois ou
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peut, sans inconvénient, sacrifier quelque chose de leur exactitude,"
et rendre par ce moyen le calcul des coordonnées d'un point à
peu près aussi simple que pour le cas de la terre sphérique : c'est
ce que l'on va voir.

Prenant la tangente des deux membres de l'équation (h), et s'ar-
rêtant, comme il a été prescrit ci-dessus, aux termes en Ê, l'on.
aura, à cause de la relation (i)

-tangZ = tang-ф (ï -f- 1£ cos-vj, tang^J- cosA' cotA' sin'ip),

d'ailleurs tan« 4 = — an^ "* , ainsi0 T a cosip '

tangZ «
D a ф \ ' * T COS Ç

maie le degré d'approximation étant fixé aux quantite's du premier
ordre, et la valeur de cos-vf/ étant, par ce qui précède,

• cos? COSA' cos ф cos л'
COS 4 = — - = - - — 7 — .

T y i — sin' <p cos2 A' cos^

on peut, dans le deuxième terme de l'équation précédente, changer
cosA' en cos Z7, et cos<r' en cos or; alors on a simplement

. , tane L' / . . . T, sina î\tang L — — 5 — ( ï -4- ^g cos* U - ).0 côa ç \ ' * cos J J

Observons en outre, que <r = £— -^, aux quantités près du pre-

mier ordre; ainsi en considérant y comme réduit en secondes, on a

t~„„ r — taneLV . . r /sin a i>\
lang Li = - ь -- ( ï la ooo2 JL' - ) )

" cos ç \ cosy / '

mais dans la supposition de la terre sphérique

(n) sin 7 = sinp cosZ/, et tang^- = tang<p cosZj (p)

on a donc enfin

(q)

' et
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réciproquement

(r) log tang L' = log. tang Z cos <p — \ iK tang jr siny.

Les formules (n) et (q) feront connaître conjointement la lati-
tude vraie L du pie de la perpendiculaire y, au moyen de la lati-
tude et de la longitude -vraies L', ф de l'extrémité de cette ligne;
la formule (n) ou (p) donnera même l'amplitude de la perpendi-
culaire y avec une précision suffisante, la longitude <p fût-elle de
9 degrés; de sorte qu'en multipliant cette amplitude évaluée en
secondes, par le rayon y de courbure correspondant et exprime
en mètres, ainsi que par sini", le produit sera l'arc y, exprimé en
même mesure.

Quant à la valeur du rayon 'de courbure y, il serait convenable
de prendre ooJlo oui иштеьропа a la latitude Uu milieu de l'arc r;
mais vu la très-petite excentricité de cet arc, il n'y a pas d'inconvé-
nient à prendre la valeur qui a lieu à l'origine de y, si cet arc est

d'un très-petit nombre de degrés; ainsi >'= г (*)•
(ï—e2sinsZL)ï

Lorsque la différence des latitudes L, L' est très-petite, on l'ob-
tient péniblement par la formule (q) , parce que le log tangZ doit
renfermer 7 décimales; mais alors il est plus simple et plus exact
de calculer directement cette différence. Or, pouvant dans cette
hypothèse, écrire y* au lieu de tang/ siny dans la formule dont
il s'agit, on a

(*) rigoureusement parlant, un arc de plus courte distance perpendiculaire
au méridien est en général une ligne à double courbure ; mais son écart de la
section faite par un plan mené suivant la verticale de son origine et perpendi-
culairement au méridien, est si petit , qu'il est permis dans le cas actuel de le
supposer nul. De plus, en remontant aux expressions des demi-axes de cette
section que j'ai données (n° 9 du présent Supplément), on prouvera aisément
que son excentricité •= о, ou <^ e, ou =e; e étant l 'excentr ic i té de l'ellipse
génératrice du sphéroïde, en supposant le demi-grand axe — ï.
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Mais, à cause de <p == - y -,,, on a en outre' r cos L '

r т> , ./i+ecos aZ,'\ . r/ sin f í ,—Z') ,
tangZ-tangZ'=:ir( eos'Z/ ) ta"SZ = cos£ cos Г '

et comme, par supposition, L diffère très-peu de L', il est permis
de faire cos L = cos £', et de prendre l'arc d'une très-petite ampli-
tude pour son sinus ; ainsi

L — L' = ~уг lang L'. (ï +i cos* Z'),

ou même en réduisant en secondes, et supposant quejK est donné
en mètres ,

(q") Z - Z' =

vu d'ailleurs que

Nous voilà donc retombe's sur une formule très-connue et qui
comporte une exactitude suffisante, quand même la longitude <p
serait de 5°; mais au-delà de ce terme les erreurs qu'elle donne-
rait deviendraient très-sensibles sur uneprojection faite au 5oooolomc.

Il suit de là que si l'on désigne L — L' par xf on aura pour
l'équation approchée de la pi'ojection des parallèles, relativement
à la terre supposée un ellipsoïde de révolution,

(G") x = ^jrMangZ'.(i -f-e'cos"//)

laquelle est à la parabole et ne diffère de celle (6') du n° 36 que
par le terme ea cos* L' dependam du quauc Je Гслисии-icité.

Quant à la projection d'un méridien, elle sera encore donnée
soit par l'équation ( ï ) , soit par celle (5) ou (5') du numéro cité,
parce que ces dernières ont sensiblement lieu pour la terre sphé-
rique comme pour la terre sphéroïdique ; mais pour appliquer
maintenant le calcul a ces équations, il serait nécessaire d'expri-*

mer x et r en mètres; et d'écrire ensuite - el ^ , au lieu de x et
У У

-- j/etj/e'lanl les rayons de courbure de ces coordonnées, n° ю.
Recherche
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Recherche des angles formés par les projections des méridiens
et des parallèles.

42. Les équations (n), (p), (q) sont sous une forme telle, que
l'on peut déterminer très-facilement l'angle que la projection d'un
méridien ou d'un parallèle fait avec l'ordonnée d'un de ses points.
Par exemple si, comme dans le n° Зу } m est l'angle formé par un
méridien de la carte et l'axe desjj-, on aura la valeur de tangw',

ou de y —'; (y étant le rayon de courbure du méridien dans la sup-

position que le rayon de l'équateur = ï), en differentiant les équa-
tions (q) et (n) par rapport à L, L' elj, e( faisant attention que
L et L' augmentent quand y diminue : toutes opérations failes

, ai', cos y cos3 L, f . . . .
tang« = у -г- = — у -. :—j-, -TJ-, (ï -f- \í tang r sin r)o dy ' smp smL соь* Z/ cos çч ' а ПУ J}

, T, cos" L /tans v . . \
— ^íytangL (—h2_4-sai r),1 ' ö cos v \ cus y J /

ou plus simplement, à cause des relations (n) et (p),

, i -f if tang y sin y , tangi,' r /tang v , . \
tangm = — y ÊLA—fr — T g >— ^—cos2Z.(—&^- + smy V.ô ' cos_y tang<p sm L * ' cos ip \cos_y ' J J* •

résultat qui se vérifie, car, lorsque e=o on retrouve précisément
la valeur de cot6 obtenue relativement à la sphère.

On sait parla théorie du n° 7 (Topographie} que l'angle corres-

pondant M' sur la terre est donné par la formule sin $/' = -——,.

Soit en outre, comme dans le n" 3?, 6' l'angle que la projec-
tion d'un arc élémentaire de parallèle fait avec l'axe des x; on
obtiendra, en faisant varier Z, y et <p dans le même sens, et con-
sidérant qu'alors L' est constant

18



1 36 SUPPLÉMENT AU II' LIVRE
ou, simplifiant à l'aide des relations (n) et (p), il viendra

cota' = y ' F ( i • + • * « tang/

, , /7 „ r-f- 'é> — - — cosaZ,.(1 2 ' cos í

Lorsque £ = o, on a simplement y=- ï et

cot 6'— tang/ î^fa|
L= langjK tangZ :,

comme je l'ai trouvé directement.

Les valeurs numériques des angles m' et 6 servent à déterminer ̂
sur la carte, les directions des méridiens et des parallèles , et par
conséquent leurs intersections avec les lignes du cadre, ainsi que je
l'ai déjà fait remarquer; cependant, en pareil cas, L'opération gra-
phique , que j'ai indiquée au n° iG de ce Supplément, peut tenir lieu
de tout calcul.

Applications de quelques-unes des formules précédentes.

43. Soit L' — 69° 56' 23" la latitude de l'extrémité M' de l'arc s
t)u 7 perpendiculaire au méridien qui passe par l'autre extrémité M ;

ф =- 36° 55' 45" la différence en longitude de ces deux points ;

Л = 36° 52' \" la latitude dé l'origine des coordonnées x, y, ou.
d'un point skué sur le méridien de M:

On demande les valeurs de ces coordonnées.

Nous ferons d'abuiil usage doc fonmv.bc (f) (fí)f (h), (i)7 (i.)^
(\\ (m), qui ont toute l'exactitude que l'on peut désirer, et nous
supposerons Taplatissement de la terre de jy^, afin de profiter des
valeurs que nous avons déjà obtenues pour a et b, page 3o de ce
Supplément-, ensuite nous ferons voir que les équations (n), (p) et
(q) peuvent toujours remplacer les premières, pour projeter des
points sur la carte de Cassini: voici le type du calcul de toutes
ces formules.
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Calcul de l'abscisse x.

W ig-Д-,, — 2 70264° * sin л ''У ~

Ь 1 sina4—QjQi464
log £:=9>998б978 Icos4=9%57!

l tangZ' = 0,2375061 l cos A'= 9,7007 5

l tang X' = о,25б2о5д X' = 5д° 51' 54", 65 l cot X' = g.7638o
c log <p = 0,0953597 l sinacp =g,55o73

l lang 4 =o,3515636 , 4===65° °'43"j94 somme =1,34829
4- ал", 5o aa",3o

Ainsi lat. re'duite du pie
de la perpendiculaire...A = 65° i' 5", 24

log j- = O,OOl3O22

log tangZ = 0,3329884

lat. du pie de Ia perp. £= 65° 5'i",8
latitude Л = 36 За ï

L — Л ou amplitude de ж = 28* 33'o",8
jc"= 102780"

log x"= 5,o11go86 Iogi = g,3g794 log|£.#/•":= 2,Go65i-
logÃ =6,8o32283 logg =7,77924 c log j?"=4,988og

log sin i'= 4,6855749 logK=>9,63778 lsiu(Z—A)= 9,67936

6,5007118 l2'term=:6,8i496 lcos(L-f-A)= 9,30400 —

л' terme -)-o,ooo653r 1 3' terme = 6,57796-^
3' terme + 0,0005784

log -r = 6, 5o 1 7433, d'où x= 3i74997m= 1629009'.

Calcul de l'ordonnée y.

log sin A.' = 9,9569590
с log sinX =OjO

log cos j s= 9?979^993 í <г = 1 7" а5' з8", 5 = 62728", 5



1 38 SUPPLÉMENT AU H' LIVRE

log tf = 4,7974649 log j £# = 6,81496 b' terme =6,72964
log 4 = ï ,4888o5 2 l°g sln°x = 9*9 '468 log i /•" =5,oi 540

T - . - 1 л' terme =6,7 2964 с log <r = 6,20264
6>2862G81 l sin 2<r =9,76695

2< terme = o,ooo5566 } 5nerme=6^55
5' terme = 0^0000041

log/ = 6,2873088 , d'où y — 1937799" = 994a35'.

Suivant les formules cite'es de M. Oriani, dans lesquelles les
termes en g", ou ceux qui contiennent les quatrièmes puissances
de l'excentricité' sont conserve's, on trouverait ces deux résultats,
x = 1628998', et y = 994221'; ce qui ne fait qu'une différence de
ii' sur l'abscisse et de i4' sur l'ordonne'e.

Maintenant pour donner une preuve de l'exactitude de la formule
(q) ou (q'), calculons derechef la latitude L, eu supposant les
mêmes données que ci-dessus; et pour cet effet , déterminons préa-
lablement la valeur de y au moyen de l'équation (n) : nous aurons,

log sin<p = 9,7753676
log cos L' = 9,6997604

log sin y= 9,475 1 279, jr= i7°22'3o", 5
log i íK = 7,i ï Sog /' = 6a55o",.3.

log tangj = 9,49541

log 2i terme = 6,o8563

log tang Z' = 0,2375061
с log cos <p = 0,0953597

ï" terme = o,33a8658
2e tenue . — U u u u i ^ i O

log tang Z = 0,5329876

L =65° 5' i", 63;

ce qui est conforme au résultat précédent ̂  à la petite différence
près de r? de seconde environ.

Pour déterminer/ en mètres, employons la formule
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y' étant le rayon de courbure de l'arc y correspondant à la latitude
L + L' o . , , .

, n° 14 •• or en general

log з/ = 6,8o5i8n — o,ooo65n cos2-\f,, pag. a5, Topographie;

7 i Jf

faisant donc 4 = —-'-—, et mettant pour L et L leurs valeurs

actuelles, nous aurons

Iogj/ = 6,8o55638
log sin ï" = 4,6866749

log y" = 4,7962294

log _/= 6,2873681

d'où j =1938064'"
par les formules rigour'1"C(>c^ - - _r = iq377QQ
donc la différence est de 265"V

Celle diffe'rence est considérable, parce que l'amplitude dey est
fort grande; mais l'on n'emploie jamais, dans la pratique, des dis-
tances à la méridienne aussi longues que celle-ci.

En supposant L' = 48° et ç =9°, on ne trouverait au contraire
qu'une différence de 16™ entre la valeur de y déduite des formules
rigoureuses, et celle qui résulte de la méthode abrégée ci-dessus;
et cependant l'amplitude de cet arc serait de 6° o' 3o", 4 : on peut
donc adopter cette méthode dans tous les cas où il s'agit de placer
des points sur la carte de Gassini, puisqu'une erreur de 5om, y
serait réduite à ï millimètre, à l'échelle du 5оооо16шс.

Dans la Connaissance des Temps pour 1808, M. Prony a publié
aussi une formule très-simple pour de'terminer la différence L — L'
des latitudes des extrémités d'une perpendiculaire à la méridienne,
et j'en ai donné la démonstration à la page 28 du. Traité de To-
pographie. Quoiqu'elle ne dérive pas précisément, comme la nôtre,
de la propriété de la plus courte distance sur l'ellipsoïde de ré-
volution, elle ne laisse pas cependant d'être assez exacte ., puisqu'on
cherchant, par son moyen, la valeur de L obtenue dans le premier
exemple précédent, cette valeur ne serait trop faible que de S",
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44- La seule méthode usitée jusqu'à, ce jour pour calculer les

dislances à la méridienne et à la perpendiculaire des sommets des
triangles du premier ordre, et quelle que soit l'étendue de la carte
en longitude, consiste (pag. 12Г>, Géodésie ) à mener par tous ces
sommets., des parallèles au méridien principal et à sa perpendicu-
laire, et à résoudre les triangles qui en résultent j comme s'ils
étaient tous rectilignes rectangles et dans un même plan; cepen-
dant il en résulte souvent des erreurs très-sensibles dane l'évaluation
de ces coordonnées.

En effet supposons la terre sphériq-ue, et qu'un point de sa surface
soit situé sur un arc D de grand cercle ayant 5° d'amplitude, com-
mençant au méridien principal et faisant avec lui un angle de 45°>
les coordonnées x, y de l'extrémité de cet arc, obtenues par la
méthode dont on vient de parler, seront chacune de aiaiSa"1, tandis
qu'en résolvant le triangle sphërique rectangle ayant pour côtés x,
y, D} on aura x = 212210'% et j' = 2i2ogom; ainsi l'abscisse sera
trop faible de 78'", et l'ordonnée trop forte de 42"- A- Ia vérité ces
erreurs seront à leur maximum pour tout point situé de la même
manière que celui que nous considérons, comme il est aisé de s'en
convaincre. H serait donc convenable, pour rendre la méthode ordi-
naire la moins défectueuse possible, de choisir parmi les triangles
qui unissent au méridien principal le point dont on cherche les
coordonnées, ceux qui se trouvent le plus près de ce méridien et
de la distance de ce point à cet axe. Mais il vaudrait mieux en
pareil cas calculer d'abord les latitudes et les longitudes de tous les
points du réseau de proche en proche par les formules de l'art. 83
du Traité de Géodésie, ainsi que cela se pratique pour la projec-
tion modifiée de Flamstced; et ensuite déterminer les distances
à la méridienne et « l« pouponrUiMilnír /», /»пттпя IP vipns cie l'en-
seigner. Par ce moyen il sera absolument inutile de consulter le ca-
nevas trigonométrique, pour se guider dans ce calcul ; il suffira
d'indiquer par des signes la région dans laquelle se trouve le point
auquel ces distances se rapportent ( pag. 88, Topographie ).

On pourrait néanmoins obtenir rigoureusement les dislances dont
il s'agit, par la méthode que j'ai exposée d'après M. Legendre, à l'ar-
ticle 72 de l'ouvrage précité; mais cette méthode, qui est très-utile
pour faire connaître avec la plus scrupuleuse exactitude un arc quel-
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conque de plus courte dis lance j entraine dans trop de calculs pour
en introduire l'usage en Topographie.

Trouver des formules pour corriger les latitudes, longitudes et azimuts
calculés, en supposant un ires-petit changement, i°. dans l'azimut
de départ ; 2°. dans la latitude seule du lieu principal d'une carte.

45- J'ai déjà donné, n° 3o de ce Supplément, des formules pour
corriger la latitude et la longitude d'un point lié à un autre sur
l'horizon duquel l 'azimut, qui a servi à orienter le réseau trigo-
nométrique, a éprouvé une petite variation : ainsi , pour satisfaire
complètement à la première partie de la proposition, il ne s'agit
que de trouver la variation d'un azimut quelconque pris sur l'ho-
rizon du point à rectifier et déduit du premier.

Soit, comme dans le n° cité, b, c les deux côtés constans, et
A l'angle variable J'uu triangle spherique^a, £f, C7. E« supposant
que С soit le pôle de la terre, dÂ la Variation de l'azimut de départ,
et dB celle de l'azimut au point В , on parviendra à trouver le
rapport de dA à dB, en différenliant l'équation

cos b •==. cosa cose -f- sin и sine cos.5;

opération qui donne d'abord, après avoir substitué à la place de
sin 6- cos B sa valeur déduite de cette теше équation,

, /COS C - COS C COS b\ . . • -n 7T1da f - : -- J -j- ыпд sm c $\\\Bdß = o,

puis réduisant , on a

da cos £7 -f- SÍH« sinC dB = o;

mais da = sin b sin CdA , par conséquent
s'n Ь сое Сj т> j лdB = — d A

мп а

Soi t donc Z l'azimut pris du point A et compté du sud à l'ouest,
Z/ un de ceux qui ont été conclus de celui-ci et qui se trouvent
sur l'horizon de В ; on aura, en vertu de cette formule, et dési-
gnant d'ailleurs par L_, 1! les latitudes de ces deux points, par P'
leur différence en longitude,

cos P cos L
T-,—..cos Z/
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parce que Z et Z' croissent ou décroissent en même teins. Ainsi,'
sans repasser par tous les azimuts intermédiaires, on assignera sur-
le-champ la correction à faire à un azimut quelconque par suite
d'un petit changement survenu dans celui de de'part.

Passons maintenant à la seconde partie de la proposition. D'abord
il est évident que si la longitude absolue <p du lieu principal A,
augmente d'une quantité' quelconque <ет, les longitudes de tous les
autres points du réseau, et comptées toujours dans le même sens,
augmenteront de la même quantité. Il reste donc à faire connaître
le moyen de corriger tant les latitudes et les longitudes de ces mêmes
points, avant de les projeter sur la carte, que les azimuts conclus,
lorsqu'il existe une petite variation dans la latitude du point A.

Pour cet effet l'on regardera с, Л mmme с onstans dans le triangle
A , В, С у et de la relation

sin С sin и = sin с si

on tirera, en différentiant ,

puis opérant de même sur l'équation

cos a = cos b cos c -j- sin Ъ sine cos At

on obtiendra, à cause de cette même équation,

' — cosa cos b \
tu ьш я =: uu i

et par conséquent

da sin a = db ( :—r Ь
\ sin o /

da = db cos C.

Enfin égalant ces deux valeurs de da, Ton trouvera

, „ j, sin С
dC = — ab -tang a

D'un autre côté, si l'on difference l'équation

cos£ s=z cosa cose + sine sine cosBt
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il viendra

y/ • T. , /cos c — cosa cos b\ , . . .db sm b = cte í r J -f- sm a sm c s

et ensuite,, toutes réductions faîtes,

db = cfo cos C -f- sin a sin

mais da = Й?А cos С, donc

sm a

II est évident que Z, Lf, P' croissent en même tems que Z'
diminue : changeant donc la notation dans les résultats-ci-dessus,
et l'on aura pour la variation

en latitude, dLf = dL cosP'

en longitude, dP' '= dL ~-,,

jrj, j r Sin P'en azimut, az, = — aL T-j,.
' • cos L'

De sorte que

La latitude exacte du point В sera.. . . . Z'-j- dL',

Sa longitude absolue et rectifiée ф -{-w -±- P' -}- dP'

Et un azimut quelconque sur l'horizon de
ce point, de Z' qu'il était, deviendra Z' -f- dZ''.

Ces formules différentielles, et d'autres qui se déduiraient avec,
la même facilité des formules fondamentales de la trigonométrie
sphérique , sont d'un fréquent usage dans la pratique de l'astro-
nomie, et leur application à la géodésie n'est pas moins impor-
tante; il était donc convenable d'entrer dans quelques détails à ce
sujet; mais pour en avoir de plus amples, ou pourra consulter le
oliapilre XXI de la Trigonométrie de Cagnoli, 2* édition.

FIN,



ERRATE,

Page 8, ligne i5, courbe, Usez courbure.
18, équation (6), au dénominateur, au lieu de l'exposant £, lisez £.

И ff

27, ligne 8 en remont, тг-, lisez, ~.
о 4

Q% , 6, cos2<p, lisez cos 2Ф.
34, 9, au premier dénominateur restituez le facteur Л'.
35, 12, effacez respectivement.
4?, 7, 2e équation, = du cos1 u, //.sea = p cos2и.
5a, 7) au dénominateur cosL, lisez cosaL.
67, 10, latitude variable, lisez longitude variable.
68, deuxième équation (è'), =—dtfcos^', lisez =—сЦ/соз-ф'-
6g , ligne 11 en remont., sphériques PAM,,..t lisez spbéroïdiques РАМ...
73, 4. 4-ir» «í» 4-l-f.
75, i3, A ip cos A, /fjez Aipcos-vf..
/bid. 6 en remont., —sy'3, lisez —Sy'3-.
83, 4 en remont., au dénominateur sinD, Z/iez sinZ/,
84, 11 en remont., au dénominateur —9, lisez +Ф.
89, note, ligne 8, ( ï ) , lisez (a).

ï og , 10, carte , lisez, surface.
Ibid. 11, divisé, lisez, divisée.
n5, ligne 4 en remont., coordonnées, lisez ordonnées.

Supplément à /'Errata du Traité de Topographie.

Page 25, lignes 6 et 8. en remont., aux numérateurs nj, lisez ^rr'.
38, 3, étant proportionnelles, lisez étant réciproquement propor-

tionnelles.

Ibid, du Traité de Géodésie.

Page 74, ligne 4, la vis F', Usez les vis F'F".


